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Résumé

Ce mémoire présente la théorie de la relativité générale d’Einstein ainsi qu’une théorie
alternative de la gravitation, a savoir la théorie de Nordstrém. Nous étudions les principes
auxquels celles-ci satisfont et nous montrons comment obtenir les équations du champ, no-
tamment via un principe variationnel. Nous les comparons pour finir. Concernant la théorie de
Nordstrom, nous suivons d’abord une démarche historique, puis une démarche géométrique.
Ces théories employant un formalisme tensoriel pouvant paraitre rébarbatif, le premier cha-
pitre est con¢u de maniére a informer le lecteur sur le calcul tensoriel et lui en permettre une
compréhension plus aisée.

Mots-clés : gravitation et champ scalaire, relativité générale, Einstein, Nordstrém, principe
d’équivalence, équations du champ.
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Abstract

This master’s thesis deals with the Einstein’s theory of general relativity and an alterna-
tive theory of gravitation, namely Nordstrom’s theory. We study principles which they respect
and we show how to obtain field equations, especially through a variational principle. Finally
we compare them. Concerning Nordstrom’s theory, we first follow a historical approach and
then a geometric one. Since these theories use a tensor formalism that may seem daunting,
the first chapter is designed to inform the reader about tensor calculus and allow him an
easier understanding of it.

Keywords : gravitation and scalar field, general relativity, Einstein, Nordstrom, equivalence
principle, field equations.
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Introduction

« If you can’t explain it simply,
you don’t understand it well enough. »
A. Einstein

De nos jours, la théorie de la relativité générale d’Einstein constitue la théorie la plus
fiable pour décrire la gravitation. Il existe néanmoins d’autres théories pouvant la caractéri-
ser et ayant connu un certain succés dans ’entre-deux-guerres, mais qui finalement ont été
rejetées, faute de cohérence ou d’intérét de la part de la communauté scientifique de I’époque.
Cependant, ces théories reviennent au gott du jour; c¢’est pourquoi nous nous y intéressons
ici. Plus particuliérement, nous nous concentrons sur une théorie dont la motivation est pu-
rement, géométrique, a savoir la théorie de Nordstrom. Nous étudions I'impact des principes
d’équivalence sur cette théorie, ceux-ci — presque sacro-saints et constituant des conditions
sine qua non de la relativité générale — étant quelquefois enfreints. Nous posons les hypo-
theses de cette théorie et nous les comparons a celles de la relativité générale. Il est a noter
que les faits rapportés ne suivent pas nécessairement un ordre chronologique, seules quelques
dates importantes sont citées.

Durant toute sa vie, Einstein fut guidé par le désir obsédant d’unifier la gravitation a
I’électromagnétisme de Maxwell. Nous savons aujourd’hui que cela n’est pas encore possible,
bien que de grandes avancées vers une unification ultime aient été accomplies. Par exemple,
I’'interaction électrofaible résulte de l'unification de deux des quatre interactions fondamen-
tales de I’Univers, a savoir I'interaction électromagnétique et 'interaction nucléaire faible. Il
existe également la GUT (pour Grand Unified Theory), unifiant les interactions électroma-
gnétique, nucléaire faible et nucléaire forte. La gravitation donne quelque peu du fil & retordre
a 'homme, et celui-ci parait pour 'instant poursuivre une fascinante quéte sans fin. ..

Le Chapitre 1 présente les rudiments de la géométrie différentielle, sans aucune démons-
tration. Nous y définissons les variétés différentiables, les objets géométriques définis sur ces
variétés ainsi que leurs propriétés, la torsion et la courbure et enfin nous faisons le point sur la
géométrie riemannienne. Le Chapitre 2 pose le cadre général de ce mémoire, au travers de la
théorie de la relativité générale. Nous y définissons le concept de covariance généralisée ainsi
que les principes d’équivalence puis nous présentons la cinématique et la dynamique de la
relativité générale, en construisant les équations d’Einstein & partir de I’équation de Poisson
et d’un principe variationnel via ’action d’Einstein-Hilbert. Nous y développons pour finir
les deux tests classiques de cette théorie, a savoir la précession du périhélie de Mercure et la
déviation de la lumiére par le Soleil. Le Chapitre 3 présente la théorie scalaire de Nordstrom
d’abord de maniére historique, puis de maniére géométrique via les équations des géodésiques
et les équations du champ. Nous tentons de les obtenir a partir d’un principe variationnel.
Finalement, nous calculons la précession du périhélie de Mercure pour cette théorie.



Chapitre 1

Rappels de géométrie différentielle

« Que nul n’entre ici s’il n’est géometre. »
Platon

Ce premier chapitre rappelle au lecteur les notions de base ainsi que les résultats prin-
cipaux de la géométrie différentielle qui est 'outil mathématique au cceur de ce mémoire,
afin de lui en permettre une compréhension plus aisée. Toutes les définitions, propriétés et
théorémes ont été repris des références [1] et [2| ainsi que des notes personnelles de cours
de Pauteur de ce mémoire (années 2010-2011). Les démonstrations des différents théorémes
ne sont pas présentées; le lecteur intéressé peut les trouver dans la référence [1|. Nous dé-
finissons pour commencer les variétés différentiables, puis nous poursuivons avec les objets
géométriques définis sur ces variétés ainsi que leurs propriétés géométriques. Nous définissons
ensuite la torsion et la courbure et nous finissons par les bases de la géométrie riemannienne.

Avant toute chose, nous mentionnons que nous appliquons la convention d’Einstein, qui
stipule que la sommation sur un indice contravariant (indice en haut) et un indice covariant
(indice en bas) répété deux fois est omise. Cet indice est alors dit muet. Par exemple

ds* = Z Z Gy dxtdz” Hingein G dxtdz”

p=1 v=1

1.1 Variétés différentiables

Une variété de dimension n est un espace topologique localement homéomorphe & IR". Le
concept de localité est primordial, puisque toutes les définitions qui suivent ne sont valables
que localement.



1.1. VARIETES DIFFERENTIABLES

— Définition 1.1.1 Variété différentiable

V' est une variété différentiable de dimension n si

1. V est un espace topologique séparé (représenté a la FIGURE 1.1) : pour tous points
P, Q eV tels que P # Q, il existe deuz voisinages Gp et G de P et Q respecti-
vement tels que Gp N Gg = 0.

Gp Go

FIGURE 1.1 — Représentation d’un espace topologique séparé

2. Pour tout point P € V, il existe un couple (U;, @;) appelé carte locale, tel que

- le voisinage de coordonnées U, est un ensemble ouvert de V' contenant le
point P ;

- la fonction de coordonnées

pi:U;CcV —- WcCR"
P~ (pl(P) = {:El,ilj'Q, e 7$n} = {xu}/t:lf",n
est un homéomorphisme, ou W est un ouvert, n est la dimension de V et
IR"™ est appelé l’espace de représentation.

L’ensemble des cartes locales {(U;, pi)}tier tel que les wvoisinages de coordon-

nées {U;} forment un recouvrement de V', c’est-a-dire |JU; = V', s’appelle un
el
atlas.

3. Soient deuz ouverts U; et U; tels que U; N U; # 0. L’application
déf. -1

Yij = @pjop; pi(UinNU;) = ¢;(U;NU;)

{xu}lL:L“',n > {yy}yzl,---,n

est un homéomorphisme de classe C* décrivant le changement de coordonnées
de la carte (U;, i) vers la carte (Uj, ;).

Les FIGURES 1.2 et 1.3 représentent respectivement une variété dite sans bord et un
changement de coordonnées entre deux cartes locales.



1.1. VARIETES DIFFERENTIABLES

W
19

pi(P) = {2 =1, n

FIGURE 1.2 — Variété sans bord

Yij = @jop;

@i(P> = {xu}uzlw,n @j(P) = {yy}uzl,---,n

FIGURE 1.3 — Changement de coordonnées entre deux cartes locales



1.2. OBJETS GEOMETRIQUES DE BASE

1.2 Objets géométriques de base

Il est & noter que par abus de langage, nous parlons en général d’un objet géométrique
uniquement via ses composantes.

1.2.1 Vecteurs et espace tangent

Un vecteur est défini comme étant un vecteur tangent a une courbe sur la variété.

— Définition 1.2.1 Vecteur tangent

Soient une courbe ¢ : |a,b C IR — V (a < 0 < b) et un champ scalaire f : V — IR.
Le vecteur tangent a la courbe c en t = 0 est défini via la dérivée directionnelle de la
fonction f (c(t)) le long de la courbe c(t) ent =0 par
df (c(t)) Of not
X|f]=——= =X'— = X0
[f] dt |t:0 aﬂf'u Mf

Ceci implique que le vecteur X = X*0,, tangent a la variété V au point P est un opérateur
différentiel linéaire du premier ordre agissant sur des champs scalaires, auquel on peut
associer un espace vectoriel appelé espace tangent de V au point P et noté Tp(V).
A cet espace tangent peut étre associée une base formée des opérateurs différentiels 0y,
appelée base naturelle et notée {e,} = {0,} ou 1 < p <n, de sorte que

Tp(V) = span{e,}

Les composantes contravariantes du vecteur tangent se transforment via la formule

5>yl/
XU — X
8.1‘

(1.1)
tandis que la transformation inverse est donnée par

or'

XH =XV
oy

— Définition 1.2.2 Champ vectoriel

Un champ vectoriel est une application qui associe a tout point P de la variété V un
vecteur. On a

X‘P: V — Tp(V)
P~ XIPZXM(P)aMP

L’ensemble des champs vectoriels sur la variété V est noté X (V).




1.2. OBJETS GEOMETRIQUES DE BASE

1.2.2 Un-formes différentielles et espace cotangent

Notons qu'une un-forme différentielle peut également porter le nom de covecteur.

— Définition 1.2.3 Un-forme différentielle (ou covecteur)

Soit lespace wvectoriel dual de l’espace tangent Tp(V'), appelé espace cotangent et
noté Ts(V). Une un-forme différentielle est un élément w € TH(V) : Tp(V) — IR
et s’écrit

w = wy,dz"

On peut associer a l’espace cotangent une base, appelée base naturelle duale, formée
des {dx*} ou 1 < p < n, de sorte que

Tp(V) = span{dz"}
De plus, si l’'on considére le produit interne défini par
<eo>:THV)xTp(V)—> 1R

alors

0 Oxt 1 siu=v
o — — K —
< dw " OV - ox? o { 0 sinon

Les composantes covariantes d’une un-forme se transforment via la formule

n
5y = Z—Zj“ W, (1.2)

tandis que la transformation inverse est donnée par

w :%J)
B Qar ™"

— Définition 1.2.4 Champ de covecteurs

Un champ de covecteurs est une application qui associe a tout point P de la variété V
un covecteur. On a
Wip - V — T;(V)

P~ wy, =w,(P)dz,

L’ensemble des champs de covecteurs sur la variété V est noté QY(V).




1.2. OBJETS GEOMETRIQUES DE BASE

1.2.3 Tenseurs

— Définition 1.2.5 Tenseur de type (p,q)

Un tenseur de type (p,q) est une application multilinéaire définie par
T: xXPTH(V)x1Tp(V) = R

et tel que

0
— TH1p ...
T=T"", a e @ ® 5

ot ® est le produit tensoriel.

®dx”1®~-~®dx”q

L’ensemble des tenseurs de type (p,q) au point P € V' est noté T/p(V).

—{ Définition 1.2.6 Produit tensoriel}

Soient deux tenseurs, a € T p(V') et b € 7;1/’:P(V). Alorsc=a®be 7;1’:;,’:13 et

def.
c(wla"'7wpa£17”'a§p/;‘/1a'”7‘/an17"'aUq’) = a(wla'”7wp;‘/1a'”7‘/q)

b(fb ,fp,; Ul;"‘ ,Uq/)

qui n’est autre que le produit algébrique de [’action des tenseurs a et b.

La loi de transformation des tenseurs est donnée par la formule

P _ oyt o Oyt Ox! o ox’a To1-pp (1.3)
e Qg Oxrr Qy¥t OyVa 7L
De plus, un tenseur qui est nul sera toujours complétement nul, quel que soit le jeu de
coordonnées. Cette propriété est fondamentale pour les tenseurs.

Notons que la loi donnée par 1'équation (1.3) permet de mathématiser le principe de
covariance, qui stipule que les équations de la physique doivent étre les mémes dans n’'importe
quel jeu de coordonnées. Ce principe est automatiquement garanti si I’on utilise des équations
tensorielles. En effet, prenons par exemple les équations d’Einstein (décrites plus amplement
au Chapitre 2) dans les coordonnées {z*},_; ... , et appliquons-leur la loi de transformation
des tenseurs afin de passer dans les coordonnées {y”},—;.... ,. Nous obtenons

8rG 13) Oy* oy’ - 87G Oy® Oy° -
G v — T 4 T, v 3 A ., Y9aB = 41 &5 43,1
K ct é:; oxr Oz P A oxr Ozv P
~ TG -~
— Gop = —a Top

Nous remarquons alors de maniére évidente que les équations sont équivalentes dans les
deux jeux de coordonnées {x#},—1 ... , et {y”},=1,... », satisfaisant par conséquent au principe
de covariance.



1.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES

— Définition 1.2.7 Champ tensoriel

Un champ tensoriel est une application qui associe a tout point P de la variété V un
tenseur. On a

T, :V — TP(V)

q,

0 0 v v
P ~ TP =THm Mpylmyq<P) (awll R---® e Rdr"' ® -+ Q dx q)

|p

1.3 Propriétés géométriques
Les propriétés suivantes permettent de se détacher de la localité et notamment de

définir le concept de transport paralléle (non trivial) sur la variété.

1.3.1 Connexion affine et dérivée covariante

La connexion spécifie comment les tenseurs sont transportés le long d’une courbe sur la
variété. Elle permet donc de déplacer un objet sur la variété sans en changer ses propriétés.

— Définition 1.3.1 Connexion affine

Soient f un champ scalaire et X, Y et Z des champs vectoriels. Une connexion affine
est une application de la forme

VX)) x X(V) = X(V)
(X,Y) ~ ViV

Cette application satisfait auzr quatre conditions suivantes.

Vx(Y+2) = VxY +VxZ
VixiviyZ = VxZ+VyZ
Vix)Y = [fVxY
Vx(fY) = X[f]Y + fVxY (Leibniz)

— Définition 1.3.2 Coefficients de connezion

Sin est la dimension de la variété V, alors il existe n® coefficients de connexion F’\W
définis par
not. A
veye,u = Vl,eu =T v €\

ou les {e,} désignent la base naturelle de Tp(V').




1.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES

A ce stade, nous ne pouvons pas encore calculer explicitement les coefficients de connexion.
Ce n’est que par le choix de la connexion de Levi-Civita que nous pourrons donner des régles
de calcul explicites.

La loi de transformation des coefficients de connexion est donnée par la formule

Oz ozt oy, 0Pxv Oy

Y
— 7 7 - 7
B Gy gyB Ozv - M T QyedyP Oxv

(1.4)

Remarquons également que les coefficients de connexion ne sont pas des tenseurs de
type (1,2) car ils ne vérifient pas la loi de transformation donnée par ’équation (1.3). En
effet, le premier terme du membre de droite de I'équation (1.4) est tensoriel, tandis que le
second (représentant les forces d’inertie) ne I'est pas. Par contre, si les forces d’inertie s’an-
nulent (autrement dit lorsque l'on se trouve dans un référentiel galiléen), il ne subsiste plus
que le premier terme et les coefficients de connexion sont dés lors complétement tensoriels ;
mais ceci n’est valable qu’en relativité restreinte. De plus, les coefficients de connexion sont
des pseudo-forces pour les équations des géodésiques définies a la section suivante. Notons
que « une pseudo-force est une force physique apparente mais qui n’existe pas et qui est res-
sentie par un observateur dans un référentiel non inertiel (¢’est-a-dire un référentiel soumis
a une accélération). Les lois du mouvement de Newton sont valables dans un tel référentiel
seulement si [’existence d’une pseudo-force est supposée. Par exemple, la force centrifuge est
une pseudo-force. » .

La dérivée covariante, quant a elle, est un opérateur permettant de caractériser le
transport paralléle et est définie a partir de la connexion affine et des coefficients de
connexion. Ces coefficients spécifient comment les vecteurs de base des espaces tangents
changent d'un point a 'autre de la variété lors du transport paralléle.

— Définition 1.3.3 Dérivée covariante d’un champ tensoriel

Soit un champ tensoriel T € TP(V'). Les composantes de la dérivée covariante de ce
champ tensoriel sont données par

V1 Up — v1Up
T f1+ 1 ATy
Vi pr2--Vp . Vp V1 Vp—1p
+I Ap T 114 + +TI /\pT ity
. viVp — .. —T” vi-Vp
I Apa T P2 Hq r Alg T H1-Hq—1P (15)

A partir de cette définition, nous obtenons aisément la dérivée covariante d’un champ
vectoriel et d'un champ de covecteurs.

1. Traduit de 'anglais dans The American Heritage Science Dictionnary, accessible en ligne a ’adresse
http://science.yourdictionary.com/



1.3. PROPRIETES GEOMETRIQUES

— Définition 1.3.4 Dérivée covariante d’un champ vectoriel

Soit un champ vectoriel Y € X (V). Les composantes de la dérivée covariante de ce
champ vectoriel sont données par

VY =09, Y +T7, Y?

— Définition 1.3.5 Dérivée covariante d’un champ de covecteurs

Soit un champ de covecteurs w € QY (V). Les composantes de la dérivée covariante de ce
champ de covecteurs sont données par

_ TP
V,wy, = 0wy, Fwwﬂ

En particulier, si w = dx",
V,dz" = -1"  dz*

1.3.2 Géodésiques

Les équations des géodésiques, qui sont les trajectoires les plus courtes entre deux points
quelconques de la variété en géométrie riemannienne, sont définies a partir du transport
paralléle d’un champ vectoriel.

— Définition 1.3.6 Transport paralléle d’un champ vectoriel

Soient une courbe ¢ : |a,b] C IR — V et un champ vectoriel X défini le long de ¢ par

Xiy = X (el0) e,

c(t)
On dit que X est transporté paralléelement le long de ¢ si
VyX =0 Vt€Ela,b|

dz* (c(t
ouV = %eu o 5 le vecteur tangent a la courbe c(t).

— Définition 1.3.7 Géodésique

Une géodésique est une courbe telle que son vecteur tangent est transporté parallélement
le long de la courbe c(t), autrement dit si ViV = 0. L’équation des géodésiques est

donnée par

A%zt dx” dx”
I“ — =0 1.6
az g (1.6)

10



1.4. TORSION ET COURBURE

Remarquons que les équations des géodésiques sont les équations d’Euler-Lagrange liées
au principe variationnel, dans le cas de la connexion de Levi-Civita. Nous démontrerons ce
résultat lorsque la connexion de Levi-Civita aura été définie.

1.4 Torsion et courbure

Les coefficients de connexion définis auparavant n’étant pas des tenseurs (cf. loi de trans-
formation des coefficients de connexion donnée par I'équation (1.4)), ils ne peuvent pas consti-
tuer une mesure de la courbure d’une variété. C’est pourquoi nous définissons le tenseur de
torsion et le tenseur de courbure de Riemann.

—{ Définition 1.4.1 Tenseur de torsion }

Le tenseur de torsion est un tenseur de type (1,2) défini par

T: XV)xX(V) = X(V)
(X,Y) ~ T(X,Y)=VyY —VyX — [X,Y]

ot [X,Y] est le crochet de Lie de X et Y. De plus, ce tenseur vérifie

T(X,Y)=-T(,X)

Les composantes du tenseur de torsion sont données par

A A A
r,=1,,-T

v

Géométriquement, la torsion mesure la composante suivant la dérivée covariante du champ
vectoriel.

—{ Définition 1.4.2 Tenseur de courbure de Riemann}

Le tenseur de courbure de Riemann est un tenseur de type (1,3) défini par

R: XWV)x X(V)x X(V) = X(V)
(X,Y,Z) ~ R(X,Y,Z)"= R(X,Y)Z
= VxVyZ —VyVxZ —VixyZ

ot [X,Y] est le crochet de Lie de X et'Y. De plus, ce tenseur vérifie

R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z

Les composantes du tenseur de courbure de Riemann sont données par

R = 0,1\ = O, I, + F"MF“M — F"W\F“m (1.7)

K
Apv

Géométriquement, le tenseur de Riemann mesure la partie du résultat du transport pa-
rallele sur la boucle qui est dans la direction du champ vectoriel (cf. référence [1]).

11



1.5. GEOMETRIE RIEMANNIENNE

A partir de ce tenseur de courbure de Riemann, on peut construire le tenseur de Ricci,
qui mesure lui aussi la courbure d’'une variété.

—{ Définition 1.4.3 Tenseur de Ricc: }

Le tenseur de Ricct est un tenseur de type (0,2) défini par

Ric(X,Y) =< dxz",R(e,, Y)X >

Les composantes du tenseur de Ricci sont données par

Ric,, = R, (1.8)

1.5 Géométrie riemannienne

La définition du transport paralléle et de la connexion affine nous a conduit aux variétés
affines, via la courbure et la torsion. Nous allons ici rajouter une notion de distance métrique,
qui nous ameéne aux variétés (pseudo-)riemanniennes et au calcul explicite des coefficients de
connexion.

1.5.1 Tenseur de métrique

Le tenseur de métrique est une généralisation de la notion de produit scalaire entre deux
vecteurs de IR". I’espace-temps physique étant décrit par une métrique pseudo-riemannienne,
nous ne considérons ici que ce cas précis. Grace a ce type de métrique, la distance entre deux
points distincts de cet espace peut étre nulle.

% Définition 1.5.1 M¢étrique pseudo-riemannienne

Une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété différentiable V', appelée éga-
lement métrique lorentzienne, est un champ de tenseurs de type (0,2) tel que

g = gl“/ dﬂju ® d:CV

La métrique lorentzienne satisfait aux deux conditions suivantes pour tout point P € V.
1. Symétrie : g, (X,Y) =g,(Y,X) VX,Y € X(V)
2. Non-dégénérescence : si g, (X,Y)=0VX € X(V) alors Y =0

Par conséquent, une métrique pseudo-riemannienne est une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée. De plus, I’élément de ligne est donné par

ds® = g, dz"dz”

L’inverse de la métrique g,, est donnée par g"” de sorte que

1 sid=
VA v A K
G = 97 Gou = 0 = { 0 sinon

12
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En particulier, si n est la dimension de la variété, alors la trace de g, vaut
nuv _ v o
9 Gu = 51/ =n

En pratique, le tenseur de métrique permet de passer des coordonnées contravariantes aux
coordonnées covariantes et vice-versa ; autrement dit, la métrique sert & monter et descendre
les indices dans les différentes expressions. Cette propriété est en fait une application aux va-
riétés riemanniennes (ou dans le cas présent aux variétés pseudo-riemanniennes) du théoréme
de réflexivité dans les espaces métriques : la métrique permet d’engendrer un isomorphisme
réflexif (ou isomorphisme musical) entre 1’espace tangent Tp(V') (assimilé au primal) et 'es-
pace cotangent T5(V) (assimilé au dual).

Définition 1.5.2 Variété pseudo-riemannienne

Une variété pseudo-riemannienne est un couple (V,g) ot V est une variété diffeé-
rentiable et g est une métrique pseudo-riemannienne.

Comme déja dit précédemment, les variétés pseudo-riemanniennes ont une grande impor-
tance pour la géométrie de ’espace-temps plat de la relativité restreinte. En effet, en diago-
nalisant une métrique pseudo-riemannienne, on obtient la métrique de Minkowski 7, qui
décrit un tel espace-temps. Dans ’espace IR",

-1 0 --- 0
0 1

n= )
0 0 1

nxn

Pratiquement, nous travaillons en relativité restreinte sur un espace vectoriel que I'on
note IR*' (ceci découle de la signature? de la métrique) avec la métrique de Minkowski qui
est la suivante.

100 0
[ o 100
T =40 010

0 00 1

Remarquons qu’en relativité générale, I'espace-temps est courbe car il n’est pas possible
de trouver un systéme de coordonnées qui soit tel que la métrique prenne sa forme fonda-
mentale 7, partout.

De plus, dans (IR?,7), si 2! = c-t ol ¢ est la vitesse de la lumiére et 22 = 2 (les exposants
sur = référent ici & un indice et non pas a une puissance), alors
ds® = n,, dz'dx”
= —(dz'dx') + (dz*dz®) (car m, =0 Vpu#v)
—c*(dt)* + (dz)?

2. Tl existe officiellement deux signatures pour la métrique. Il s’agit d’une convention qui découle des
signes que prennent les éléments diagonaux de la matrice 7, . Celle-ci peut différer d’un ouvrage a ’autre.
On trouvera plus souvent la signature (— + ++) dans les ouvrages francais, tandis que l’on trouvera plus
fréquemment la signature (+ — ——) dans les ouvrages anglais. Nous avons choisi d’appliquer la convention
(— + ++) tout au long de ce mémoire.

13
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Le signe de cet élément de ligne détermine le genre de vecteur auquel nous sommes
confrontés :

- si ds® > 0, le vecteur est de genre espace ou spacelike ;
- si ds? = 0, le vecteur est de genre lumiére ou null;
- si ds? < 0, le vecteur est de genre temps ou timelike.

Cette classification des vecteurs indique quels sont les événements de 1’espace-temps reliés
causalement entre eux, lorsqu’ils se trouvent a 'intérieur du cone de lumiére, représenté a

la FIGURE 1.4.
ct

ds> =0 x=ct
ds®> < 0

ds®> > 0

FIGURE 1.4 — Cone de lumiére

1.5.2 Connexion métrique

La métrique que nous venons de définir va nous permettre a présent de calculer explici-
tement les coefficients de connexion. Au préalable, nous définissons la connexion métrique,
qui conserve l'angle entre deux vecteurs ainsi que la norme d’un vecteur lors du transport
parallele.

— Définition 1.5.3 Connexion métrique

Une connezion affine V est une connexion métrique si
v)\ v = 0

L’équation (1.5) donnant la dérivée covariante d’un champ tensoriel permet d’obtenir
les composantes suivantes de la connexion métrique.

V)\ G = a)\guu - FU)\M Gov — FJ)\V gau =0 (19)
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Ainsi, les coefficients de connexion d’une connexion métrique sont donnés via 1’équa-

tion (1.9) par
A
P A
poo{ A Ve,

\ { M)\V } = A (0 Guk + Oy Gus — Oxguy) sont les symboles de Christoffel
ol

K =

nv

9

N — DN —

(T, +T, %, +T,%,) est le tenseur de contorsion

1.5.3 Connexion de Levi-Civita

La connexion de Levi-Civita est un cas particulier de connexion affine. Cette connexion
particuliére est définie par le théoréme 1.5.1, appelé théoréme fondamental de la géo-
métrie (pseudo-)riemannienne.

— Théoréme 1.5.1 Théoreme fondamental

Sur une variété (pseudo-)riemannienne (V, g), il existe une et une seule connexion symé-
trique (a savoir une connezion pour laquelle le tenseur de torsion s’annule) et compatible
avec la métrique g, autrement dit

1. Vyg=20
A A A
2.1, =01, —=1T1,=0

Cette connexion unique est appelée la connexion de Levi-Civita.

Par conséquent, dans le cas de la connexion de Levi-Civita, les coefficients de connexion
se réduisent aux symboles de Christoffel. De plus, ces coefficients permettent de géométriser
la gravitation : on peut reproduire les équations du mouvement de Newton dans un champ
gravitationnel via les équations des géodésiques. En effet, considérons la métrique

g — 9rr  Gro _ 1 0
W Jor 96 0 r?

ainsi que son inverse

1 0

guu _ ( grr g7"0 ) _ )
907’ 900 0 -

r

Dans cette métrique, seules les connexions Iy, et '’ , sont non nulles. Nous avons

1
97" (99906 + O9gos — O gon)

g9 = 5
Sommation sur o 1 rr 1 or
= 59 (Oogro + 09 gro —0rgoe) + = 9" (Oagos + D9 gee — Ongoe)
= Y

1
— - rr _87’
29 ( 999)

_10(r?)
2 Or

= —-r
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et
1
Perﬁ = 5 gag(aggar + 87"900 - 8097"9)
——
=0
Sommation sur o 1 0 1 00
- 5 9 (8097"7" + argrﬁ) + 3 g (80967’ +87"960)
2 N~ 2 ——
=0 =0
1 00
= ) 9" (0, 900)
B 1 9(r?)
n 2r2 Or
B 1
a T

= %, par symétrie de la connexion de Levi-Civita

Ainsi, les équations des géodésiques pour les coordonnées (r,#) sont données par (pour
w=r et u=0 respectivement dans I’équation (1.6))

d?x" da? da’ d*r A
IMy—— «<— —-—-r|—] =0 1.10
az o @ at? T(dt) (1.10)
d?a? dx" da? d*0  2drdo
M, +7% ) —— «— —+-——=0 1.11
dt2+( 0+ ) dt dt T d (111)
L’équation (1.11) admet une intégrale premiére de la forme
o df
r“ — = constante
dt
Cette derniére équation exprime la conservation du moment angulaire
do
L =mr’—
mr o

Plagons-nous dans le cas particulier ou

o

— = wt
dt
autrement dit, dans le cas d’un mouvement circulaire uniforme. Dans ce cadre spécifique,
L =mr’wt
et ’équation (1.10) devient
d*r 2 _ )
— —rw” =
dt?

Cette derniére équation n’est autre que I’équation de Newton ? = md a la masse

d’inertie m prés dans un référentiel tournant non inertiel, avec le terme r2w lié & la connexion
exprimant la force centrifuge. Cette force étant en réalité une pseudo-force, on retrouve bien
le fait que les coefficients de connexion sont des pseudo-forces pour les équations des géodé-
siques, comme nous l'avons établi dans ’analyse de la loi de transformation des coefficients
de connexion donnée par 1'équation (1.4).
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1.5.4 Equations des géodésiques avec la connexion de Levi-Civita

Bien que nous avons précisé au début de ce chapitre qu’aucune démonstration n’y serait
donnée, nous allons montrer a présent que les équations des géodésiques sont les équations
d’Euler-Lagrange liées au principe variationnel dans le cas de la connexion de Levi-Civita,
afin d’introduire la notion de calcul variationnel. Néanmoins, plus de détails a ce sujet sont
donnés dans le Chapitre 2 & la section 2.2.4. La démonstration est tirée de la référence [1].

Soit une courbe x* paramétrée par la distance curviligne s sur cette courbe, c¢’est-a-dire
¥ = x"(s). La longueur du chemin reliant deux points P et @ sur la variété peut donc
s’écrire comme une fonctionnelle I des z*(s). Nous rappelons en passant qu’une fonctionnelle
est un opérateur a valeurs dans un champ scalaire, typiquement IR ou @. La fonctionnelle
que nous définissons ici est un opérateur intégral. Nous avons

dxt dx”

ds® = g dat'ds” <= 1= g g

. 1
Elevons les deux membres de I’égalité a la puissance —. Nous obtenons

]_ — 7d$ﬂ dl’y — ]_ — @ﬁ
= I ds? Y i ds ds
Q Q dxt dx¥
ds = ,——d
— /P s /P G~ —— ds

Q Q
— / ds:/ \/ G P2’V ds
P P

Il vient alors I’action suivante

Hn “ Q ’ 'y not. @ N dxt
I[zH(s)] = ; ds = ; \/ G TPV ds = ; Lds ouzx =— (1.12)

avec L qui vérifie ’équation d’Euler-Lagrange

d ( 0L oL
— (=) -==0 (1.13)
ds \ 0z'* ox?
Notons que la notation primée, comme nous ’avons définie dans le cas présent, désigne
une dérivée et non un changement de carte.

Considérons maintenant le probléme variationnel
0I=0

ot 0 est défini comme la dérivée variationnelle. La solution de ce probléme donnant les
extrema de la longueur I est obtenue via la résolution de I’équation d’Euler-Lagrange associée
a l'action donnée par ’équation (1.12). Nous supposons ce résultat acquis (puisque ce n’est
pas ce qui nous occupe ici) et nous posons
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de sorte que

Alinsi,
d (oFN _oF _  df 0 (L2\]_ [0 (L
ds \ 0z'* or>»  ds |oz’> \ 2 ox* \ 2

d oL oL
= @(Laﬁ)‘Laﬁ

_dnon oLy oL
 ds 92> ds \ 0z'* oz
d ([ OL OL dL OL
= L5z —"55|+t55+~
ds \ 0x'» oz ds 0x'>
(1.13) dL OL

[ dx* dx”
Or, puisque par définition 1 = 4/ g,. didi’ cela signifie que L = 1 le long de la courbe.
s ds

dL
Il s’en suit que e 0, ce qui veut dire que le membre de droite de I’équation (1.14) est
s

identiquement nul. Nous avons par conséquent
d [ OL 8L_O<:)d OF 6F_0
ds \ 0x'? o> ds \ 0z'* o>
Autrement dit, F' vérifie '’équation d'Euler-Lagrange si et seulement si L la vérifie aussi.
Enfin,
d [ OF 8F_O PN d [ o 1 S _i 1 i) o
ds \ Ox' oxr ds | 0x'> \ 2 Iy o~ \ 29w n

/

d -1 ' ’ or? 10 v ’
= — —g,w(aixlur ° x“)] “ G g =

ds |2 ox' ox' 202
= % 1gﬂ,, (5‘A‘xl”+5§xl“>] —%% v =0
— % 2guyég‘xl”+%guyéixl]—%% v =0
e o] B
= o)~ 50w g =
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d*at lagW ety

— d(gxu)w e zhr? =0
ds ds? 2 Ox*
o o G g =
— 889? ch T+ gy, d;x; ;88%: rh gV =0
o () e

. d?at 19) 09, 0.\ dzt dz”
xg"™ g [ x <g)\u+ gx gu) €z x:|=0

Pz ds? ox” oxt  Ox* ) ds ds
LAt 1 dz* dz”
— 5M 52 + 5 g (aug)\u + aug)\u - aAguu) % ds =0
2 .K o
- d°x L dzt da” _0

ds? "ods ds

Cette derniére équation est bien I'équation des géodésiques, ce que nous cherchions a
obtenir via les équations d’Euler-Lagrange liées au principe variationnel § [ = 0.

1.5.5 Tenseur de Riemann avec la connexion de Levi-Civita

Les composantes du tenseur de Riemann avec la connexion de Levi-Civita sont données
par

1 D?g 0?9y g d%gx
Rn v — 5\ L £ = — - — (Fg 1‘"7 - Fg Fn ) 1.15
An 2 ( oz O0xv  Oxkox” + 0z ozt OxroxH ) Je R AV VA ( )

avec Rixuw = Gre Riw.

Le tenseur de Riemann avec la connexion de Levi-Civita satisfait aux propriétés suivantes.

1. Antisymétrie sur les deux premiers indices : Ry = —Rycuw
. Antisymétrie sur les deux derniers indices : Ry = — Ry

. Symétrie sous permutation des groupes d’indices : Ry = Ruvwa

. Premieére identité de Bianchi : R", , + R",,, + R" , =0

+(V,R),., + (V,R)*

2

3

4. Symétrie du tenseur de Ricci : Ric,, = Ric,,
5 Auv

6

. Seconde identité de Bianchi : (V,.R) =0

Ay AR AVK

—{ Définition 1.5.4 Scalaire de courbure }

Le scalaire de courbure est défini par

R = ¢g" Ric,,
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Le scalaire de courbure est donc une contraction du tenseur de Riceci.

—‘ Définition 1.5.5 Tenseur d’E’instein}

Le tenseur d’Einstein est défini par

1
GMV = RZ.CMV - 5 gul/ R

A partir de la seconde identité de Bianchi, on peut obtenir 'identité de Bianchi pour le
tenseur d’Einstein, qui traduit les équations de conservation de 1’énergie et de I'impulsion
en relativité générale. Cette identité est donnée par

V,.G" =0
avec GH = grg"P G 5.

L’essentiel des outils nécessaires par la suite étant maintenant définis, nous nous arrétons
ici pour les rappels.
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Chapitre 2

Les deux théories relativistes d’Albert
Einstein

« Puis me vint la "gliicklichste Gedanke meines Leben”,
lidée la plus heureuse de ma vie... »
A. Einstein

Ce deuxiéme chapitre présente briévement la théorie de la relativité restreinte et s’étend
plus amplement sur la théorie de la relativité générale. L’ensemble des définitions reprises
dans ce chapitre est essentiellement tiré des références [3], [4], [5], [6] et [7]. Nous commencons
par introduire le sujet via la théorie de la relativité restreinte, puis nous présentons la théorie
de la relativité générale en définissant le principe de covariance généralisée, le principe de
Galilée, le principe d’équivalence faible et le principe d’équivalence fort. Nous en décrivons
ensuite la cinématique et la dynamique. Nous terminons par la démonstration des deux tests
classiques que sont la précession du périhélie de Mercure et la déviation de la lumiére par le
Soleil.

2.1 La théorie de la relativité restreinte

La théorie de la relativité restreinte, publiée par Albert Einstein en 1905, est de nature
purement cinématique. Comme le dit Pais dans la référence [6],

« La relativité restreinte oblige a abandonner les représentations mécaniques pour
interpréter l'électromagnétisme. Elle renonce au seul systéme privilégié, le référen-
tiel au repos absolu, et lui substitue un ensemble infini de systéemes de référence
privilégiés, les reperes inertiels. Par définition, deux quelconques de ces repéres
sont en mouvement uniforme 'un par rapport a l’autre. Le fait que ce mouve-
ment soit uniforme donne le caractére restreint de la relativité. »

En effet, au stade de la relativité restreinte, les référentiels inertiels sont ceux qui corres-
pondent a une transformation linéaire des coordonnées, donnée par le groupe de Poincaré.
Puisqu’en relativité restreinte 1’espace-temps est plat, considérons I’espace de Minkowski IR*!
et sa métrique associée 7, telle que

ds®> = —c2dt* + dI? (2.1)

Dans l’espace de Minkowski IR*' qui est un espace vectoriel, les transformations or-
thogonales préservent la métrique (et donc I'élément de ligne donné par I'équation (2.1))
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sous changement de coordonnées entre deux cartes locales décrites par les coordonnées {z#}
’ . / .

et {x'*}, autrement dit ds> = ds2. Ce sont ces transformations orthogonales de I’espace IR*!

qui caractérisent le groupe de Poincaré. Celles-ci sont données par

- des translations et des rotations spatiales telles que di? = dl'?;
- des translations temporelles telles que dt? = dt'?;
- des transformations de Lorentz pures telles que —c2dt? + di? = —c2dt'? + dl'.

Comme dit précédemment, ces transformations définissent un changement de carte linéaire
et peuvent étre réécrites
!
=N 2" +a"

ou a* est un terme désignant les translations. De plus, le groupe de Lorentz (cf. référence [8]),
fréequemment usité en relativité restreinte, est un sous-groupe du groupe de Poincaré compre-
nant les rotations spatiales et les transformations de Lorentz pures. Celui-ci peut étre tout
simplement défini par

ct v —B 0 0 ct
W o T B -5 v 00 T
et =AN, 2" <= y | = 0 0 1 0 y
2 0 0 01 z

v , . . . N
avec = — ou v désigne une vitesse, ¢ est la vitesse de la lumiére et v est le facteur de
c

Lorentz tel que

1 _

V= = (1= )
St
C

Il est également a noter qu’en relativité restreinte, aucun objet ne peut avoir une vitesse
supérieure a celle de la lumiére.

| —

(2.2)

2.2 La théorie de la relativité générale

La théorie de la relativité générale fut produite par Albert Einstein en 1915, dix ans apreés
la théorie de la relativité restreinte. Pour ’époque, la relativité générale dévoilait une nou-
velle cinématique ainsi qu’une nouvelle dynamique, au contraire de la relativité restreinte qui,
comme nous 'avons déja dit a la section précédente, était de nature purement cinématique.

Dans un premier temps, Einstein a tant bien que mal tenté d’inclure la gravitation a la
théorie de la relativité restreinte, mais sans succes. C’est cela qui ’a mené, dans un second
temps, a créer la théorie de la relativité générale : d’'une inclusion dans la théorie de la re-
lativité restreinte, on est passé & une extension de cette théorie. La théorie de la relativité
générale a donc été construite de facon a ce que la relativité restreinte en soit un cas par-
ticulier : il s’agit d’une généralisation qui étend I'invariance par rapport a des systémes de
coordonnées en mouvement uniforme a l'invariance par rapport a des systémes de coordon-
nées en mouvement quelconque. Dit autrement, il s’agit du passage des transformations de
coordonnées linéaires aux transformations de coordonnées difféomorphes générales.
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En relativité générale, I’espace-temps est courbe. Celui-ci est ainsi identifié & une variété
différentiable de dimension 4 dont ’espace tangent est celui de Minkowski. Par conséquent
en relativité générale, localement seulement, ’espace-temps est plat. Le théoréme 2.2.1, issu
de la référence (3|, donne une condition nécessaire et suffisante permettant de déterminer si
I’espace-temps est plat ou non.

— Théoréme 2.2.1 |

L’espace-temps est plat si et seulement si le tenseur de Riemann s’annule partout, c’est-
a-dire

RS, =0,

K
Apv

auquel cas il est toujours possible de trouver un systéme de coordonnées global dans lequel
la métrique prend en tous points sa forme fondamentale g, = 0,,. Réciproquement,
s’il est possible de trouver un tel systeme de coordonnées, alors [’espace-temps est plat.
Lorsque l’espace-temps n’est pas plat, en revanche, un tel systéeme de coordonnées n’existe
pas, et réciproquement.

De plus, la théorie de la relativité générale satisfait au principe de covariance, au principe
d’équivalence faible et au principe d’équivalence fort. Elle prédit la précession du périhélie
de Mercure et prédit également la déviation de la lumiére par le Soleil. Préalablement a la
démonstration de ces deux prédictions, appelées également tests classiques de la relativité
générale, nous donnons quelques précisions sur les trois principes que nous venons de citer.

2.2.1 Le principe de covariance généralisée

Il était primordial pour Einstein que le choix du systéme de coordonnées dans lequel on
travaille puisse étre complétement arbitraire. Cela I’a mené a exiger la covariance générale,
ou principe de covariance généralisée, ou encore principe de relativité, qui n’est
autre qu'une généralisation du principe de relativité de Galilée. Le principe de relativité de
Galilée stipule que « Toutes les lois de la mécanique sont identiques dans tous les référentiels
galiléens » (cf. référence [4]). Par définition, un référentiel galiléen est un référentiel dans
lequel est vérifiée la premiére loi de Newton, a savoir

SSF=T

Autrement dit, tout corps sur lequel la résultante des forces est nulle reste dans son état de
mouvement uniforme et posséde par conséquent une vitesse constante. Il est possible de passer
d’un référentiel galiléen & un autre via le groupe de Galilée, défini par les transformations
suivantes.

t t
7 = T -t
Ainsi, par le principe de relativité de Galilée,
S F-YF
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Le principe de covariance généralisée découle du principe de relativité de Galilée et
s’énonce comme suit : « Toutes les lois de la physique sont identiques dans tous les réfé-
rentiels » (cf. référence [4]). Or, comme nous l'avons déja dit au Chapitre 1, 'utilisation
d’équations tensorielles sous diffeomorphismes garantit automatiquement la covariance gé-
nérale. Ceci illustre bien le passage des transformations de coordonnées linéaires (comme en
relativité restreinte avec le groupe de Poincaré) aux transformations de coordonnées difféo-
morphes générales. L’usage de la géométrie différentielle s’impose alors naturellement pour
la relativité générale et son principe de covariance généralisée.

2.2.2 Les principes d’équivalence

On distingue trois principes d’équivalence : le principe d’équivalence de Galilée, le principe
d’équivalence d’Einstein (noté parfois PEE) et le principe d’équivalence fort (noté parfois
PEF). Ces trois principes sont liés entre eux, comme nous allons le voir & présent.

e Le principe d’équivalence de Galilée

Le principe d’équivalence de Galilée, ou encore 'universalité de la chute libre,
stipule que « Tous les corps soumis a un méme champ gravitationnel subissent la méme
accélération, quelle que soit leur masse » (cf. références [3| et [4]). Ainsi, les masses inertielle
et gravitationnelle coincident. Notons que ce principe ne s’applique qu’a des particules tests.

e Le principe d’équivalence d’Einstein

Le principe d’équivalence d’Einstein, ou principe d’équivalence faible, est une
extension du principe d’équivalence de Galilée. Ce principe, qui s’applique a toute forme
d’énergie, stipule que « Il est impossible, localement, de distinguer un champ gravitationnel
réel d’un champ d’accélération » (cf. référence [3]). Autrement dit, comme 1’énonce Hees dans
la référence [4],

« Localement, les effets d’un champ gravitationnel sur une expérience n’utilisant
pas la gravitation sont identiques aux effets d’une accélération correspondante du
référentiel de [’observateur. »

Le principe d’équivalence d’Einstein se mathématise par une variété riemannienne (d’ou
le caractére local du PEE) et 'existence d’une métrique localement diagonalisable en une
métrique minkowskienne. C’est ’existence de cette métrique localement diagonalisable qui
annule D'effet de la gravitation, de sorte que les référentiels inertiels sont ici les référentiels
en chute libre. Lorsque 1'on passe dans ce référentiel en chute libre, on passe en réalité
dans l'espace de représentation local (au sens ou nous 'avons défini au Chapitre 1) qui est
I’espace-temps de Minkowski. Le principe d’équivalence d’Einstein peut donc étre vu comme
une théorie métrique.

Notons que le principe d’équivalence d’Einstein améne & un des arguments forts en faveur
d’un espace-temps courbe. Cet argument est le redshift gravitationnel, ou décalage vers le
rouge : la lumiére est décalée vers le rouge lorsqu’elle monte dans un champ gravitationnel
(autrement dit, les photons qui montent dans un champ gravitationnel ont une fréquence qui
diminue). Par conséquent, la métrique doit dépendre du point considéré, puisque effet du
redshift gravitationnel au premier ordre est décrit par la métrique suivante (qui est la limite
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newtonienne de la métrique de Schwarzshild), dépendant de la masse M d’un corps et de la
distance r entre deux corps dans l’espace-temps.

rc?

2GM
ds? = G datdz” = — (1 — G ) Adt* + da?

Cette métrique ne peut donc étre réduite en tout point par une transformation globale
a celle de Minkowski. Ainsi, 'espace-temps n’est pas plat mais est courbé par le contenu en
matiére (cf. référence [3]).

e Le principe d’équivalence fort

Le principe d’équivalence fort est simplement une extension du principe d’équivalence
d’Einstein aux cas ou 'on considére des expériences gravitationnelles.

Une des difficultés rencontrée est la mathématisation du principe d’équivalence fort, qui
est loin d’étre triviale. Dans le cas de la relativité générale, celui-ci est lié & I’action d’Einstein-
Hilbert (notée Sgp), définie comme suit.

C4

~ 167G

SEH / R vV —g d4l‘

1%
ot V' est une variété, R est le scalaire de courbure et g est le déterminant de la métrique g, .
La section 2.2.4 décrivant la dynamique de la relativité générale montre qu’il est possible
d’obtenir les équations d’Einstein en imposant la stationnarité de l’action Sgpy (c’est-a-
dire 0 Sgy = 0) sous variation des champs.

Le principe d’équivalence fort implique le principe d’équivalence d’Einstein (ce qui veut
dire que si 'on a ’action d’Einstein-Hilbert, alors on a une théorie métrique), mais la réci-
proque de cette implication est fausse. Le fait de ne pas avoir 1’équivalence entre ces deux
principes peut parfois compliquer le probléme auquel nous sommes confrontés. De plus, le
principe d’équivalence fort implique le principe de covariance. La réciproque de cette impli-
cation est également fausse.

2.2.3 Cinématique de la théorie de la relativité générale

Dans la théorie de Newton, la trajectoire d'un corps dans I’espace-temps est paramétrée
par le temps t. En relativité générale, cette trajectoire (appelée ligne d’Univers) est para-
métrée par le temps propre! 7 du corps (du fait de la dilatation du temps; effectivement,
dt = ~vdrt ou 7y est le facteur de Lorentz). L’avantage du temps propre est qu'il est invariant
sous les transformations de Lorentz. En effet,

1. Par définition, le temps propre est le temps lu sur une horloge dite fixe dans un référentiel, ou, dit
autrement, il s’agit de la durée entre deux événements se produisant au méme point d’espace dans le référentiel
(cf. référence [3]).
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ds? = —Edt*+d7?

=  —cdt* |1 - 1@ 2
c dt

~ el (g)j

= —cdt*(1 -7
22)  cdt?

= —c2dr?

De plus, on travaille avec des quadri-vecteurs : il s’agit de vecteurs a quatre composantes.
On peut ainsi définir une quadri-vitesse, une quadri-accélération et une quadri-impulsion.

e Quadri-vitesse

La quadri-vitesse U* est définie par

d:c“ cdt dx drt
= _ — = -

out=23,4et F est ici un vecteur a trois composantes.

e Quadri-accélération

La quadri-accélération A* est définie par
au+
dr

et a pour propriété d’étre orthogonale a la quadri-vitesse. En effet, la norme de la quadri-
vitesse est une constante, comme le montre le développement suivant.

U = UM,
= Nw U*pyv

AF =

4

_ _(U1)2+Z(Ui)2

(2.3) _/y202+/y2?202
IAREE N
— (2.4)
Donc
auru,)
dr

ce qui signifie bel et bien que la quadri-accélération est orthogonale & la quadri-vitesse, puisque
leur produit scalaire est nul.

(24)

=240, ¥ 0 = A"U, =0
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e Quadri-impulsion
La quadri-impulsion P* est définie par
Pt = mur % (yme, vm?c)

ou m est la masse du corps, 3 est un vecteur a trois composantes et fymgc = fym7 est
I’impulsion relativiste que nous notons 7

La premiére composante de P*, a savoir ymc, a la dimension d’une énergie lorsqu’elle est
multipliée & nouveau par la vitesse de la lumiére c. On obtient ainsi

E = ymc? (2.5)

ou encore, lorsque le corps est au repos (c’est-a-dire lorsque v = 1)

E = md®

qui n’est autre que la plus célébrissime formule mathématique d’Einstein. Cependant, il existe
une forme plus générale de cette équation. En effet,

PP, = m2UrU, % —m2e (2.6)

et
2

5 (E E
P = (yme,ym B o) & (—, ?) = P'P, =, P'P" = —— + P (2.7)
c ¢
Par conséquent, en combinant les équations (2.6) et (2.7), on trouve pour forme générale

E2
__2+?2:_m202<:>E2:m204+?202
C

Enfin, il est possible de généraliser la seconde loi de Newton de la fagon suivante (en
supposant que la masse m est constante).

v _d¥ dU" dP*
S —md = — YRt =mAr=m = T
Fu N=m M= = = Fr=mA" =m o o (2.8)

avec F'* une quadri-force de la forme
Pe=(F- 3.7 (2.9)

%
Afin de mettre ceci en relation avec la seconde loi de Newton, posons ? = vFy. Nous

obtenons

dP* d (E AP @8 et (29 o o

_ (AL (2) L) eael )(?-3,?)2(7171\/-?,75\!)
dr dt \ ¢ dt

En identifiant terme & terme, nous avons

d(—)_yFN ? S d—E ?N-7

T

(2.10)
dy — d?
’Ydt YN — dt N

Nous remarquons que la premiére équation correspond a la puissance d’une force en théorie
de Newton. La seconde équation, quant a elle, est semblable a la seconde loi de Newton, a un
facteur v prés (puisqu’il convient de se rappeler qu’ici 7= 7m7). Notons finalement a titre
indicatif que la formulation relativiste de la seconde loi de Newton donnée par I’équation (2.8)
est covariante sous les transformations de Lorentz.

27



2.2. LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALE

2.2.4 Dynamique de la théorie de la relativité générale
Les équations d’Einstein

. 1 8tG
Ric,, — 5 9 R+Agp = — T

oA
déterminent I'évolution de la métrique lorentzienne g,,, ou Ric,, est le tenseur de Ricci,
R est le scalaire de courbure, GG est la constante de Newton, A est la constante cosmologique
et T}, est le tenseur énergie-impulsion. Notons qu’en général, la constante cosmologique A
est prise égale a zéro ; elle peut étre considérée comme étant non nulle dans certains cas, mais
nous ne nous attardons pas la-dessus car il s’agit d’un autre sujet. C’est pourquoi & partir de
maintenant, nous imposons que A = 0 et les équations d’Einstein s’écriront toujours comme

suit dans le cadre de ce mémoire.
: 1 871G
R’lCW/ - 5 gl“/ R = 7 T“,, (211)

Considérons a présent le tenseur d’Einstein défini au Chapitre 1 par

1
G, = Ric,, — 5 9w R

Les équations d’Einstein données par I’équation (2.11) peuvent alors étre réécrites

81
GMV — 7 TMV

Le membre de gauche de ces équations vérifie les identités de Bianchi, autrement dit
V,G" =0 (2.12)

et ceci implique que
Vv, T" =0

Cette derniére équation n’est autre que 1’équation de conservation du tenseur énergie-
impulsion. A titre indicatif, ce résultat peut étre démontré grace au théoréme de Noether.

Notons également qu’en relativité générale, d’un point de vue géométrique, la connexion
de Levi-Civita est d’application. Les coefficients de connexion FAW sont par conséquent symé-
triques sur les deux indices covariants et la torsion est nulle. Ceci implique également que les
composantes de cette connexion sont réduites aux symboles de Christoffel. Les composantes
du tenseur de Riemann sont données par I'équation (1.15).

Nous allons a présent montrer de deux maniéres différentes comment construire les équa-

tions d’Einstein : d’abord & partir de 1’équation de Poisson et ensuite & partir du principe
variationnel.
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e Construction des équations d’Einstein a partir de I’équation de Poisson

Cette démonstration est tirée de la référence [3]. Elle consiste & montrer que la relativité

générale se réduit a la théorie de Newton lorsque 1’on pose k& = dans I'équation

A
G =kT, (2.13)
Soit I’équation de Poisson
A¢ =4nGp (2.14)
et ’accélération
T =V (2.15)

Nous disposons des quatre hypothéses suivantes.

1. On considére que le corps central est décrit par un fluide parfait statique (cela signifie
que la distribution de matiére n’évolue pas dans le temps). Ainsi, toutes les dérivées
partielles 0, telles que p = 1 (autrement dit les dérivées partielles par rapport au
temps t) sont égales a zéro.

2. Puisque nous avons considéré un fluide parfait, par définition nous avons

T,, = diag (pc*, p, p,p)

oll p et p sont respectivement la densité et la pression du fluide. On suppose également
que pc? > p, de sorte que
T,., = diag (pc*,0,0,0) (2.16)

3. On suppose que 'on a un régime de champ gravitationnel faible, ce qui signifie que la
métrique g, est telle que
Guv = N + huy (217)

ou h,, est une perturbation telle que h,, < 1 et 1,, est la métrique de Minkowski.

4. On suppose que les vitesses des particules suivant une géodésique sont petites devant
la vitesse de la lumiére c. On suppose également que F < 1 et donc vy ~ 1. Ainsi, pour
1=2,3,4,

U'>U'=U'<«1

Considérons d’abord I’équation des géodésiques et réécrivons-la en terme de quadri-

vitesse.

Pat L Ao L& (1 detde?
c2dt? Bodt dt v c2dr? B\~2) dr dr
vl dPat arp
<~ W#—F“aﬁ(] U =0
vic1  d’at 1771
X o + T, UU =0 (2.18)

Observons & présent la connexion I'* op de I'équation des géodésiques.

aet. 1,
.5 = 5 9" (989ar + Oagpy — Ovgas)
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avec

O G (210 Oo Ny + Oy

= Oyhu (car 0,m,, = 0 puisque 7, = diag(—1,1,1,1))

Ainsi, la connexion peut étre approximée par

1
F“ = nwj(aﬁhau + 8ah61/ - auha5>

af — 5
et donc
1
M, =~ 5 " (O1hay + O1hay — Oy han)

1
= 3 " 0,h1, par I'hypothése n°1

1

= -3 "hiy (2.19)
Examinons a présent I’équation (2.18) pour chaque valeur de p.
> Pour p =1,
d?xt 219 d*z' 1
—— + T (U =0 & —= —=0"hu (U =0
c2dr? n(U7) c2dr? 2 n(7)
d?x!
<= ——— = 0 par I’hypothése n°1
c2dr?
daxt
<= —— = constante
dr
dt
<— —— = constante
dt

Nous choisissons la constante égale a 1. Ainsi, dt = d7 et ’on rejoint I’hypothése 4 car

> Pour p =2, 3,4,
% LT (UY? =0 dt=dz et ' =1 EZ;Z; +TM, =0
= d;;H + CQPMM =0
— d;f - %Q?hn (2.20)

30



2.2. LA THEORIE DE LA RELATIVITE GENERALE

Or, le membre de gauche de I’équation (2.20) n’est autre que 'accélération d et, par
analogie, le membre de droite correspond au potentiel ¢ de I’équation (2.15). Ainsi,

c? 2
¢=——hi < hn = ——f (2.21)
2 c
Considérons maintenant 1’équation (2.13) et essayons de nous ramener a I’équation de
i 8rG
Poisson afin de montrer que k = ——.
c
, 1
Guw=kT, <= Ric, — 5 Juv R=kT,, (2.22)
xgt? Uy D 1 ny _ v
< g"Ricy — = ¢"gw R=kg" T,
2 —

=bl,=4
— R-2R=kT
— R=-kT

Reportons maintenant cette valeur de R dans 'équation (2.22). Nous trouvons

1 1
Ric,, = 5 9 (—kT)+ kT, <= Ric,, =k (TW — 59 T) (2.23)

Or, puisque nous avons considéré un fluide parfait statique, nous savons par 1’équa-
tion (2.16) que seule la composante 7 de T}, est non nulle et vaut

T11 = p62 (224)

Donc la trace T du tenseur énergie-impulsion vaut

y 2.17)
T =g"T,, = gHTH @1 (7711 4 hn)Tn v TIUTH _ —pc2 (2.25)

Il s’en suit que le membre de gauche de 1’équation (2.23) est non nul pour la méme
composante et nous obtenons

1

RiCH = k (Tn — 5 g1 T) (226)

(2.24) et (2.25)

ol
N
)

Q

|

DO | =
Na

=

=

0
)

Q

no
S~—
~_

(2.17) et byt

o~
N
e

Q

%)
|

DO | =
e

Q

&)
~_

. Y e (2.27)

Finalement,

coodef e Pl i
Ricyy = R*,, = Ry + Ry
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pour ¢ = 2,3, 4. Le premier terme du membre de droite de cette équation est nul par antisy-
métrie du tenseur de Riemann. Le second terme vaut, quant a lui,

i deéf.
R 11 —

Oy — ol + 17,1, =T, T,

Seul le premier terme de cette équation subsiste. En effet, le deuxiéme terme est nul
puisque les dérivées partielles par rapport au temps sont nulles du fait que 'on a considéré
un fluide parfait statique. Nous pouvons également négliger les deux derniers termes car ils
sont de 'ordre de h2. 1l en résulte que

Ri611 — Rih‘l
= a@'Fin
219 5 ( 1.
- a@ ( 9 a hll)
= —1(8-8i)h
- 92 (1 11
1
= —=Ah
5 M
@2.21) Ao
= C—Z
Alinsi,
Aqb = 02 RiCH
@ VANV IES gpc4
. k
@ 5,004 =4rGp
8tG
k= o

Nous retrouvons donc finalement les équations d’Einstein

G

Guw=kT, < G, = — T
C
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e Construction des équations d’Einstein a partir du principe variationnel

Cette démonstration est tirée des références (8] et [9]. Nous décrivons d’abord le principe
de la démonstration formellement, nous I’écrivons ensuite sous sa forme covariante et enfin
nous montrons que les équations d’Einstein sont les équations d’Euler-Lagrange résultant du
principe variationnel avec ’action d’Einstein-Hilbert.

Description formelle de la démonstration

Considérons J[y], une fonctionnelle de y(z) : [zg, z1] — IR. Cette fonctionnelle est définie

. Tyt = [ 1 (LW% dif)) d”f o

0

avec f, une fonction donnée. La fonction y(z) est inconnue, sauf aux bornes de son domaine
de définition. Deés lors nous posons

y(zo) = yo et y(z1) =

Les principes variationnels consistent en fait a déterminer la fonction y(x) telle que la
fonctionnelle J[y| soit minimale ou, du moins, stationnaire (autrement dit, 6J[y] = 0 ot 0
est la dérivée variationnelle, déja briévement rencontrée a la section 1.5.4 du Chapitre 1).
Soit yso1(2), 1a solution du probléme variationnel. Supposons que cette solution soit perturbée
par une perturbation dy(x) telle que

dy(xo) = oy(1) =0
La fonctionnelle J[y] sera stationnaire sous variations infinitésimales de la forme
Ysol() + 0y(x)

Ceci a pour effet de faire varier l'intégrale donnée par I’équation (2.28), de sorte que
Jy] ~ Jly] + 6 J[y], ou le terme §J[y] est nul autour de la solution ys,(x) par stationnarité.

La FIGURE 2.1 schématise le probléme variationnel. La courbe continue représente la solu-
tion yso () tandis que la courbe discontinue représente la solution perturbée ygo1(z) + dy(z).

FIGURE 2.1 — Schématisation du probléme variationnel décrit de maniére formelle

Posons maintenant, pour € < 1,

oy(x) = en(x) (2.29)
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satisfaisant aux conditions

n(zg) =n(x1) =0 (2.30)

o : : dy(x)

et tel que n(x) soit différentiable pour que 1’on puisse calculer )

T
Nous remplagons alors y(z) par y(z) + dy(x) (229 y(x) + en(z) dans 'équation (2.28), de
sorte que
“ dy(z)
pu— d
o = [ 1 (w0, )
+en(x) e d(y(x) +en(x
AL Syt ent@] = [ 1 (ot + ento), LAY o
= ) e = [ ) enl) @) + o) di

Il s’en suit que ce résultat devient fonction de € si y(z) et n(x) sont fixées telles que

dJy(z)]

de |e:0 - 0

pour y(x) = ysoi(x), autrement dit, si J[y(z)] est stationnaire.
Alinsi,

B L7 ) e o)+ e 0

- / —f(x y(x) +enlx), y'(x) + en'(x)) do
_ /xl (ﬂ d(y(x) + en(x)) + gd(y’(:c) + en’(x))) dz

y de oy’ de

_ [ of

-/ (ayn(wHa,n(ﬂc)) i

= x)d 2.31
ay x+/ L (2.31)

Intégrons par parties la seconde intégrale du membre de droite de I’équation (2.31). Posons

dés lors
8f ' d of
T oy o (8@/)

Nous obtenons ainsi

w = mjlg—in(a:) dzx + {g—‘yf, n(a:)] : —/:1 % (%) n(z) dz

s} 0
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Nous remarquons que le deuxiéme terme est nul en raison des conditions données par
’équation (2.30) et donc

[ [ ()] v

%_i<ﬁ)_0
oy dx \oy )

puisqu’il s’agit de ’équation d’Euler-Lagrange, qui est une condition suffisante de stationna-
rité de la fonctionnelle J[y]. Par conséquent,

dJly(z)]
de =0

Or,

pour tout n(z) associé aux conditions données par I'équation (2.30) et y(z) = ysoi(z).

Description de la démonstration sous forme covariante
Afin d’obtenir le principe variationnel sous forme covariante, il suffit de poser
y(t) ~ (") (champ)

yt) ~ 0, o(a")

de sorte que la fonctionnelle J[y| soit assimilée a l'intégrale S suivante.

S = / U Ldte § = / £(6,0,0) dVa (2.32)

to Q

out L est une densité lagrangienne et dVj, est une forme de volume définie par

dVo = /—gd's (2.33)

avec g, le déterminant de la métrique lorentzienne g, .

L’intégrale S sera stationnaire sous variations infinitésimales des champs de la forme

¢(x") = ¢(a") + 6 p(a") (2.34)
avec 0 ¢(zH) = 0 et ¢(z#) fixé sur la frontiére 02 du volume. De plus,
0, p(x") = 9, d(x") + 9, (0 p(x")) (2.35)

Remarquons que la dérivée variationnelle § commute avec la dérivée partielle J,. En effet,

@234) o - -

Oy (0 0(")) "=" 0, (p(a") — ¢(2")) = 0, (") — Dy P(2") = 5 (9, P(a")) (2.36)

La FIGURE 2.2 schématise le probléme variationnel sous forme covariante. La courbe
continue représente le champ ¢(z*) tandis que la courbe discontinue représente le champ
perturbé ¢(a*) + d¢(2#) dans le volume €.
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FIGURE 2.2 — Schématisation du probléme variationnel décrit sous forme covariante

Comme précédemment, les équations (2.34) et (2.35) aménent a une variation de l'intégrale
donnée par ’équation (2.32), de sorte que S ~~ S + S avec

S = &6 / L(¢,0,¢)dVy
Q

%) /Q 5 (V=g L0, 9)) d'

I(/=9gL) I(v—9L) 4
L[ o ° 8@¢)5@¢ﬂdx

s [ [0/FL) .. O GL)
/[ 3 T e@, 0 >

En mettant en évidence la dérivée partielle 0,, la seconde intégrale du membre de droite

de I’équation (2.37) devient
0

(/3 L) .
/Q 003, 0) 00 ‘/Q 203, 6) 3@, 9)

Or, par le théoréme d’Ostrogradsky 2,
IvV—9£) ) 4 / (5(\/—9 £) ) 3
0, | ——=""20¢ | d'x = n, | ——="-208¢ | d°x
fo (oo oo\ 0@, 0) 7

ol n, est le vecteur unité. Cette intégrale est nulle puisque d ¢(z#) = 0 sur la frontiére 0
du volume. Par conséquent,

¢+

¢+ (6 <b)] d'z

— —
2. Le théoréme d’Ostrogradsky stipule que [, v. VdVo = [o 0 - d?, ol € est le volume sur lequel on
travaille, 9 Q) est sa frontiére, 1 est un champ vectoriel et d? est le vecteur normal & la surface du volume.
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A%@(w)d%:—/ﬂa (%) §pd'z

et donc

s = [ AT s, V( ;@@) sots

- 1P ( )
Q 9¢ O
Or,
OV—yg£L)
[0X0) %
puisqu’il s’agit de I’équation d’Euler—Lagrange. Il s’en suit que quelle que soit la perturba-
tion d ¢(x*),

§¢d*

05 =0
et donc l'intégrale S est stationnaire.
Démonstration en tant que telle

Nous disposons a présent de tous les outils pour montrer que les équations d’Einstein sont
les équations d’Euler-Lagrange résultant de la stationnarité de l'action d’Einstein-Hilbert.

Soit I'action d’Einstein-Hilbert
ct .
Sep=—— | RV—gdzx
P 16nG /V g
ol nous rappelons que R est le scalaire de courbure défini par
R = g, Ric® = g" Ric,,, = Ric",

Les équations d’Einstein sont obtenues en imposant la stationnarité de l'action Sgy,
autrement dit en imposant

0Spn =0

sous variations des champs de la forme (covariante et contravariante respectivement)
G = Guv + 09 0w g = g"" + 69"
avec 0¢g,, = 0g"” = 0 sur la frontiére 0 V' du volume. De plus,
O Gy = OsGuv + O (0g) OU Opg"” = 0pg"” + 05 (991" (2.38)

avec Oy (09,0) = 05 (69") = 6 (0pgy) = 0 (05g,) = 0 sur la frontiere OV du volume.
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On a
55 = O s / Ry/—gd'z
B 167G v g
1
= 5 ; § (¢" Ric,, v/—g) d'z avec k = 87CT—4G

1 : e -
= o [(09"")Ric, /=g + 6" (0Ricu) v/—g + " Ricy, 6(v/—9g)] d*z
\%

1
= — [ (65, 4+ 0SSy +0S;) d*x
2k Jy

Il s’agit maintenant de factoriser dg"”. Dans le terme .57, le travail est déja accompli
puisque dg"” y apparait clairement. Examinons a présent le terme §.5,. Par définition,

(1Y) (1.7)
Ricy, =" R, = 0,17, =017, +17, 17, -1 17,

et
SRic,, =6 (9,07,,) = 8(9,17,,) + (T, 7 ) —&§(T", 7, )

avec les 017, qui sont des différences de connexion telles que

or,, =17, —I7

7%
Remarquons que les 6 I'7 ,, sont les composantes d'un tenseur, méme si les "7, ne le sont
pas. En effet,
or” = 17, -1,
(1.4) O0x® 0xP Oy A 02z oy Oz 0xP Oy _, Pz oy
(&y“ oyr Oz~ P Gyrdyv &UA)

oy dy oz~ P yrdyr Ox
Oz 0xP Oy -, \

= apapaw ol
0007 0

oy Oy¥ x> ap

Nous retrouvons la loi de transformation des tenseurs donnée par 1'équation (1.3) et
par conséquent, les 6 I'7  sont bien les composantes d’un tenseur. Plagons-nous donc dans
un référentiel localement en chute libre, autrement dit dans le cas ou IV, = 0. Dans ce
référentiel,

SRic,, = 6(A,07,)—=6(0,I7,,)+6([", 7 )8 T7,)

= 0,(617,) =0, (07, )+ @I, )", +T" (017,)
= )r,, =1, (017,,)
= 0,(0I7,)—0,(617,)
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De plus, dans un tel référentiel, ’équation (1.5) donnant la dérivée covariante d’un champ
tensoriel montre que la dérivée partielle et la dérivée covariante coincident. Ainsi,

SRicy, = 0,(6T7,)—8,(0T7, )
— V,(6T7,) =V, (6T7,.) (2.39)

Nous avons finalement pour le terme 055

0Sy = /g“" (6 Ricy,) vV—gd'z
v

239) /V ¢ [Vo (0T7,) = V, (6T7,)] v=gd' (2.40)
= [ 9 " 6T) = ¥ @ 6T, )] Vg i (2.41)
— Vvy (9" (6T ) — g™ (6T7,,)] V=g d'z (2.42)
_ /a 97 OT,) 0 (17,)] Vo (2.43)

oul v est la métrique induite sur la frontiére 0 V. D’une part, puisque la connexion de Levi-
Civita est d’application ici, nous avons appliqué le fait que V, ¢g" = 0 pour passer de
’équation (2.40) a I’équation (2.41). D’autre part, pour passer de I’équation (2.41) a ’équa-
tion (2.42), nous avons renommé les indices de maniére a pouvoir mettre en évidence la
dérivée covariante. Enfin, pour passer de l'équation (2.42) a I’équation (2.43), nous avons
appliqué le théoréme d’Ostrogradsky.

De plus,
st Lo By Gpe — O,
w 5 0197 (0ugvo + 00 Gpir = Do )]
1 Yo 1 Yo
= ) (dg )(&LQW + 0 Guo — aog;uz) + 59 (5(3ugw) + 5(&/9;;0) - 5(3og;w))
= 0

car 0g,, = 0 et §(0,g,,) = 0 sur la frontiére 9V du volume. Par conséquent,
052 =0

Examinons pour finir le terme 653 en calculant 6(1/—g). Nous avons
0g
0vV=g) = ——=—
NN
o(det(guw))
2v/=9g
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Il s’agit maintenant de voir ce que vaut 6(dét(g,,)). Si g, est de taille 3 x 3, alors
g = det(guw)

gu1i g12 Gi3
= go1 g22 G23
g31 932 933

= 911(922933 - 932923) - 912(921933 - 931923) + 913(921932 - 931922)

et

59 = 0 [911(922933 - 932923) - 912(921933 - 931923) + 913(921932 - 931922)]
5[911(922933 - 932923)] - 5[912(921933 - 931923)] + 5[913(921932 - 931922)]

= (5911)(922933 - 932923) - (5912)(921933 - 931923) + (5913)(921932 - 931922)
+911 6(g22933 — 932923) — 912 0(g21933 — g31923) + 913 0(921932 — 931922)

= (0911)(922933 — g32923) — (0912) (921933 — 931923) + (0913) (921932 — g31922)
+911[(0922) 933 + g22(0g33) — (0g32)g23 — g32(0g23)]
—912[(0921)g33 + g21(0g33) — (0g31)g23 — g31(0g23)]
+913[(6921)932 + 921(6g32) — (0g22)g31 — G22(0g31)]
(

= (5911)(922933 - 932923) - 5912)(921933 - 931923) + (5913)(921932 - 931922)
—(5921)(912933 - 913932) + (5922)(911933 - 913931) - (5923)(911932 - 912931)
+(6931) (912923 — G13922) — (0932) (911923 — g13921) + (6933) (911922 — G12921)

Plus généralement, nous pouvons écrire

59 = Z 5g;w : M,uz/

w,r=1
ou M, est le cofacteur de g, .
Or,
v — déf. 1 o
[gﬂ ]po = [(gl“/) 1}[,0 = gMpo — Mpo = gp g (244)
Donc
og = Z OG- My,
w,r=1
(2.44) .
=" (0gw) 9" (2.45)

oll nous rappelons que l'on peut omettre le symbole de sommation grace a la convention
d’Einstein.
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De plus,

I
=%}
N =

(!

6(9" go) = 6(0%)

(09")9ov + 9" (0gor) = 0

9"°1(69") gow + 9" (6gou)] = 0

(69"7)(9"" 9or) = —9"° 9" (0901

(69"7)65 = —g" 9" (0 gow)

09" = —g""g""(0gov)

( ) guagup(ag ) (2-46)

9" 9o

X

Q
N
)

IHIIIM

Il s’en suit que

245 (09m)9""g

246)  (=9ouguo(997"))g" g

2/—g

= 3 \/— (9 900 67(09°"))

= ﬁ (990 (69™))

:—ﬁjwwww
v

= g gl (2.47)

Par conséquent,
58y = / 9" Ric,, 6(v/=g) d'z
v
(247) v—4 v
= —/RTgW(ég“ yd'x
1%

Finalement, nous avons

1
6Spn = 5 (691468, +35%)

1 A/ —
= o (5g“”)chW\/ R—gwj(ég“”)d

= —/ V=g (Ric,, — 1g“,, R) (6g"") d*z (2.48)
2% J\ 2

pour dg"” arbitraire.
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En imposant la stationnarité de ’action Sgg, nous obtenons
, 1
0Sgn = 0 <= Ric,, — §gWR =0

Cette derniére équation n’est autre que ’équation d’Einstein dans le vide, autrement dit
telle que T, = 0. Pour obtenir cette équation en présence de matiere, c’est-a-dire lorsque
T, # 0, il suffit d’ajouter a I’action d’Einstein-Hilbert une action liée & la matiére (que nous
notons Spat) de sorte que

Stot = SEH - Smat

ot Sioy dénote I'action totale. Notons que le signe moins a été choisi par commodité.

A nouveau, les équations d’Einstein sont obtenues en imposant la stationnarité de cette
action, autrement dit en imposant

5St0t = 0 < (sSEH = 5Smat

Nous savons déja comment varie ’action Sgp, il nous reste donc a déterminer comment
varie 'action Spa¢. Celle-ci est définie par

Smat = / vV —4g Lmat d437
v
ol Lt est la densité lagrangienne de la matiére.

Soit dSmat, la variation de 'action Sp.;, avec 0 qui a pour effet de faire varier par rapport
a la métrique g,,. La démarche étant similaire & celle effectuée dans la formulation covariante
du probléme variationnel, nous nous permettons d’omettre certains détails dans les calculs
qui suivent.

5Sm;an; = / d (\/ -9 ‘Cmat) d4l‘
\%

_ 8(\/—_9 ‘Cmat) v 8(\/—_9 ‘Cmat) v 4
= [ [P g+ Rt 0,0 |

En appliquant successivement §(9,¢9"") = 0,(dg""), le théoréme d’Ostrogradsky et le fait
que 0g"” = 0 sur la frontiére 6 V' du volume, nous obtenons

Enfin, par stationnarité, nous avons

0SEH = 0Smat
P i, Ly = 2T ) 0 (045 o)
<= Ricy, — %guyR = 8:4(; \/2—_g 8(\/5—5;5111%) o 8ip (a%/(g—jgf;)m))}
= Ricy — 5o R = 8:—4(; T (2.50)
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ol le tenseur énergie-impulsion est défini par

o2 [0/ g L) O <8<¢—_g£mat))]

Sl R AN )

L’équation (2.50) correspond bel et bien aux équations d’Einstein en présence de matiére.

Nous terminons ce chapitre par la démonstration des deux prédictions de la relativité
générale : la précession du périhélie de Mercure et la déviation de la lumiére par le Soleil.

2.2.5 La précession du périhélie de Mercure

Considérons la planéte Mercure de masse M progressant sur son orbite a une distance r
du Soleil. Puisque I'espace-temps est courbe, la métrique doit dépendre du point considéré.
C’est pourquoi nous employons la métrique de Schwarzschild suivante, qui est la solution des
équations d’Einstein dans le vide.

2GM 2GM\
ds? = _(1— G )dt2+(1— G ) dr? 4+ r*df? + r? sin? 0 dp?

rc? rc?
" g dt? 4 g dr? + goo d6? + g, dip?
Alinsi,
G = diag (e, Grr» 996, G0

La précession du périhélie de Mercure se calcule grace a la résolution des équations des
géodésiques de genre temps dans la géométrie de 'espace-temps décrite par la métrique de
Schwarzshild.

Soit ’équation des géodésiques sous forme contravariante
it T i =0
ap
Afin de faciliter les calculs, nous utilisons cette équation sous sa forme covariante, a savoir

1
B = 5 Opgap %" (2.51)
Dans le cas ou la métrique g, est indépendante de certaines coordonnées, cette forme de
I’équation facilite énormément les calculs. Or, dans le cas présent, la métrique est indépen-

dante du temps ¢ ainsi que de ’angle azimutal ¢. Donc,

Ogw =0 Z d—0 — d=u — & =—k (25
Oy =0 22 i, =0 = d,=u, = di,=1L

ol ug et u, sont des constantes que I'on pose respectivement égales a —k et L par commodité.
Notons que la dérivée désignée par le point est définie par

S
y_ch
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Tout d’abord, déterminons les équations du mouvement d’une particule massive dans la
géométrie de I'espace-temps décrite par la métrique de Schwarzschild. Nous avons

= -t . def. d(Ct)
t=0guT < Ty = GJu
cdr

o jﬂ't = Jut CTE

rc
. 2GMY .
2% k:(l— . )ct (2.53)
re
et
. . . def. dy
et ¥ P — _
Lo = Gpp X Lo = Gop cdr
= Ty = Gop P
= T, = r?sin® 0 ¢
2 L =r2psin?0 (2.54)
Enfin,
0 . déf. do

Tog = gopT <= Tg = Yoo ——
cdr

— dg = geyl
— iy=1% (2.55)

Considérons maintenant 1'équation (2.51) donnant les géodésiques sous forme covariante
en remplacant I'indice p par . Nous avons

1
Tg = 5 899045 @i’
= = 899%0 ¥ ¥
2
(car gop est indépendant de 6 sauf pour a = 5 = )
1
= 3 Op(r? sin® 0) *
B 272 sin 6 cos 0 ?
B 2
= r*p?sinfcosd (2.56)
et
N d(zg)
o= cdr
(255 d(r?0)
B cdr
= 270+ 20 (2.57)
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Ainsi, en combinant les équations (2.56) et (2.57), nous obtenons
Yo g . 90 o
rep“sinfcos = 2rr + r°0 <= 0+ — — p“sinfcosf = 0
r
T
Cette derniére équation est satisfaite pour 6 = BL qui correspond au fait que la trajec-

toire orbitale relativiste reste plane dans ce plan. Ce résultat nous améne a reconsidérer les
Vs
équations (2.54) et (2.55), qui deviennent respectivement pour § = —

L = r%psin? (g) — L=1% (2.58)
et .
if = r? g = i’ =0 (2.59)

Déterminons maintenant 1’équation pour la distance radiale r. Puisque nous nous inté-
ressons au type de mouvements décrits par une particule massive, c’est-a-dire dans le cas ol
z,a" = —1, nous obtenons

Bt = —1 = g it = —1
= gu () + grr (27) + goo (27)° + gpp(2¥)” = —1
(Car guuzo VM#V)

. 2GM\ | 2GM\ ™
= —(1— )(ct)2+(1— ) P 47 sin?0 ¢% = —1

rc2 rc2

™
0=—, (2. .
9 (2.53) et (2.58)

— —ket + 72 (1—

rc2

2GM)‘1 L2
+ J—

( 2GM
x| 1—
rc2> L? (1_2GM)__(1_2GM>

— —k 4+ + = >
r rc

2 26GM  I? 2GML

= T =k> -1

rc? r2 r3c2

Finalement, les mouvements de la particule massive sont décrits par les quatre équations
suivantes, dont la derniére permet de calculer la précession du périhélie de Mercure aprés un
changement de variable.

( 2G.M .
k;z(l— GQ)ct
re
r’p =1L
T
0 =—
2
2GM L?> 2GML?
g 20M L 2GMLT .
\ rc? r2 r3c2
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2
c
Multiplions & présent la derniére équation par ok Nous obtenons

'2 2

rc r

—

2 2 2 2 72 2 2 2
%(dr> 2GM L P2GML :C—(/{;2—1)

cdr) 2 re2 2 2 2 r3c2 2

1 /dr\®> GM L*¢ GML> ,[k-1
“(Z22) - — = 2.60
2 (dT) r + 2r2 73 ¢ ( 2 ) ( )
Soit h = Lc, la constante des aires telle que
. d d
h:LC(QZSS) ngbczrz—(pc:ﬁ_(p
cdr dt
Injectons cette constante dans I’équation (2.60). Celle-ci devient alors
1 (dr\* GM h* GMK (k-1
2 \dr r 2r2 B © 2
Dérivons cette derniére équation par rapport au temps propre 7. Nous avons
d |1 (dr\> GM h* GMH? d [, (k-1
_— — —_— _ _ = — |C
dr |2 \dr r 2r2 r3c? dr 2
d*rdr  GMdr 2rh*dr  3r°GMh? dr
= ——+——-""—F—+———— =0
dr? dr r2 dr  2rt dr r6¢  dr
— dr [d?r N GM h* 3GMw| 0
dr | dr? r? r3 rde2 |
d*>r GM h* 3GMA?
— 42 T P 2.61
dr? + r? r3 + ric? ( )
1 ,
Posons maintenant u(p) = telle que u = N e changement de variable appliqué
r(e(7)) de
a I'équation (2.61) donne
d? 3G Mh2u*
OT L aMu? — R Y
dr? c?

2
. . T . ! "
Exprimons maintenant le terme e en fonction de u, u et v . Or,

T

i = i ()
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d
De plus, comme h = r? —90,
dr
dp _ h
dr 12
— e (2.62)
dr
1 dp
= —— = 2.63
u? dr ( )
Donc
dr u dy
dr u? dr
G _'h (2.64)
Il s’en suit que
dr 4 fdr
dr2  dr \dr
(2.64) d ,
=" —(—uh
dT( wh)
_ d(u’) de
N dy dr
G h e
=  —h%Pd (2.65)
Pour finir, nous avons
d> 3GMh*u?
—T+GMu2—h2u3+7G L0
dr? c2
. " 3GMh2ut
@ —h*u*u + GMu® — h*u® + 72u =0
c
" M 3 M 2
— uh? |—u +G——u GMu =0
h? c?
p GM  3GMu?
= u tu= 72 + > (2.66)

Nous obtenons une équation différentielle du second ordre quasi-linéaire (I’opérateur dif-
férentiel est linéaire, la non-linéarité apparait sur la fonction v du membre de droite de
I'équation (2.66) et pas sur les dérivées) a coefficients constants et avec membre de droite,
que l'on peut comparer avec 1’équation de Newton obtenue via ’approche en mécanique
classique du probléme des deux corps, & savoir

GM
B2

/

!
u +u=
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et admettant pour solution
GM
UNewton = ?(1 + ecos @) (267)

avec 0 < e < 1, 'excentricité de 'orbite.

La solution de I’équation (2.66) est une solution perturbée du type
U = UNewton + Au

Injectons 'expression de la solution perturbée dans 1’équation (2.66). Nous avons
GM N 3G M (Unewton + Au)?

h? c?

(uNewton + AU)N + UNewton + Ay =

- h2+ c?

Au \?
GM 3GMU2Newton (1 + U )
Newton (268)

Comme < 1, le second terme du membre de droite de I'équation (2.68) peut étre
UNewt
approximeé parew .
36;1]\47“L2Nevvton
2

Nous obtenons alors

4 GM  3GMui
(uNewton + AU) “+ UNewton T Au = + Newton

h? c?
@5 dd—; (Cz—]y(l+ecosg0) +Au) + le—]y(l+ecosg0) + Au = ijy + 3ijg3(1+ecos¢)2
— _GMzzcoscp N di;pAQU) N CZJY N GMZ;:oscp L Au— G;L];/I N 3%?22/[3(1 + ecos p)?
dzé;u) + Au = 3(;2243 (1 + 2ecos ¢ + € cos® )

Il s’agit maintenant de faire disparaitre le cos® ¢ apparaissant dans le troisiéme terme
entre parenthéses. Or,

cos2p = cos’p —sin?p
_ 2 2
= cos”p — (1 —cos” p)
= 2cos’p—1
et donc
9 1+ cos2¢p
cos”p = ————
Nous obtenons alors
d* (Au) 3G3 M3 e? e
i +Au = i 1+2ecos<p+§+§c052<p
3G3 M3 n 3G3M3e? n 6G3M3e n 3G3M3e? 5
= cos —————— CO0S
_ hic? 2htc? O hAc? gi  2hAe? <pJ
Terme :;)nsta‘nt Terme::,rl cos Terme ;r: cos 2¢
"L A4 Beosp + Ccos2¢ (2.69)
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Nous devons a présent déterminer les solutions particuliéres de cette équation différentielle
afin d’obtenir la solution générale Aw.

e Pour le terme constant : il convient de résoudre 1’équation différentielle
d* (Au)

0,2 +Au=A

La solution est trivialement donnée par
Au=A

e Pour le terme en cosp : il convient de résoudre I’équation différentielle

d* (A
(Au) + Au = Bcosyp
dp?
On propose comme solution
B .
Au = 5 psing

Vérifions que cette solution convient. On a

d(Au) B

i = E(singo + pcosp)
et
d*(Au) B ,
12 = E(cosgo + cosp — psiny)
donc
d* (Au) B B

+Au = Bcosgo—;cpsinngrEgosincp
= Bcosp

e Pour le terme en cos2y : il convient de résoudre 1’équation différentielle

d* (Au)
de?

+ Au = Ccos 2y

On propose comme solution

C
Au = —3 cos 2¢p

Vérifions que cette solution convient. On a

d(Au) = E sin 2¢

dy 3

. & (Au)  4C
u

i = 3 cos 2¢

donc
2(A 4
d aggoQU) +Au = ?C cos 2¢ — % cos 2¢p

= (Ccos2p
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Il s’en suit que la solution

B C
Au = A+§<psing0— gcos&p

satisfait a I’équation (2.69) et donc

3G3M?  3G3M3e? 1 (6G3M3e ) 1 (3G3M3e?
Au = + + - psinp — - | —=——— ] cos2p

h*c? 2h*c? 2 h*c? 3 2h4c2
3G3 M3 e? 3G3M3e . G3M3e?
= a2 (1+5) +Wgosm<p—W0032g0 (2.70)
En définitive, la solution u de I’équation différentielle (2.66) est donnée par
U = UNewton T Au
(2.67) et (2.70) GM 3G3M3 e? 3G3M3e . G3M3e?
— F(1+6COS@)+W ]_ E +W¢SIH@—WCOSQ@
GM [. 3G*M? e? 3G*M?e . G?M?e?
= T2 1+W 1—1—5 +ecosg0+w<psmg0—mc052<p
GM [. 3G*M? e? e
R R S} 1+1+3G2M2 L
h2c? 2
Posons € = ¢ . Alors nous avons

N 3G2M? L+ e?
h2c? 2

GM 3G*M? e? _ 3G*M?* _ G*M?
U= 1+ 14— 1+ €6 _cosp+—5-—€epsing— €€ cos 2¢
c

h2 h2 02 2 —~—~ h2 \2h2 C2 §
S / not. ~~
not. - not., not.
O = Uiis = Ujv

3

Le facteur u; produit une modification dans la distance du périhélie tandis que le fac-
teur wu; produit une modification de l’excentricité. Le terme wu;, est périodique mais le
terme wu;; ne est pas et a pour conséquent un effet cumulatif...Donc, en premiére ap-
proximation, nous retenons le terme wu;;; et nous obtenons la solution suivante.

GM 3G3M3e .
u = ?(1+ecos¢)+ww sin ¢
GM 3G2M?
= - {1+e<coscp+wcpsmcp (2.71)

Il reste a présent a réécrire la solution donnée par I’équation (2.71) sous la forme de
I’équation d’une ellipse. Pour ce faire, nous allons user de I'artifice suivant. Si b < 1, alors

cos(a —b) = cosacosbh+sinagind
S~~~ ~~~
~1 ~b

~ cosa-+b-sina
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Dans notre cas, b est assimilé a

3G M?
e P<h

2072

T2 @ et donc
c

gp):l et sin(

3G?M? 3G*M? 3G*M?
cos e )= e P

h2c2

(2.72)

La solution donnée par 1'équation (2.71) peut ainsi étre réécrite de la maniére suivante.

GM

h2

GM |
2

GM
B2

3G?M?
Posons o« =

2
GM [

h2c?

[ 3G2M?
1+e coscp+chsmg0
3G?M? ) . (3G*M?
1+e|cosyp-cos W(p + sin ¢ - sin ng
3G?M?
1+ ecos @—Wgo
[ 3G?M?
1+ecos| ¢ I_W

. Alors la solution est finalement donnée par

GM
U~ ——

1+ ecos (11— a)p)]

Considérons le schéma de la FIGURE 2.3, représentant ’orbite elliptique d’une planéte

autour du Soleil. Puisque le périhélie et I'aphélie correspondent aux points de la trajectoire
d’une planéte respectivement le plus proche et le plus éloigné du Soleil, la distance du Soleil
au périhélie correspond a ry;, tandis que la distance du Soleil a I’aphélie correspond a 7.

Planéte

Tmin

Soleil

FIGURE 2.3 — Orbite elliptique d’une planéte autour du Soleil, inspirée de la référence [9]

1
Comme nous avons posé u(p) = , cela signifie que
r(e(7))
1 GM
Umax , = ?<1 + 6)
in 2.73
1 GM (1—¢) (2.73)
Umin = = 15 —€
Tmax h?
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Autrement dit, la distance r est minimale lorsque u est maximale et cela se vérifie pour

cos((l—a)p)=1 <= (1—a)p=2kr, keZ

2k
= =7 Wa, ke

c’est-a-dire, pour k =1,

On obtient donc une orbite périodique de période > 27, ce qui signifie que la

-«
planéte ne revient pas a son point de départ aprés un tour complet de 'orbite : on observe
la précession de l'ellipse et par conséquent, la précession du périhélie, comme lillustre la

FIGURE 2.4.

FIGURE 2.4 — Précession d’une orbite elliptique, issue de la référence [9]

L’ellipse se décale ainsi a chaque révolution d’un angle

2 2n —27(1 —a)  2am 67G*M>
= = r2am = ———
l—a l—a -« h2c?

Calculons maintenant ce que vaut h2. On sait que le demi-grand axe a de 'ellipse est
donné par

2a = Tmin 1 "max

: h? 1 1
= 2% ( + )

GM\14+e 1-—e¢
R [(1—e)+(1+e)
— 2a—GM< - )
a_GM 1—e2
h2
= T AMI =)
et donc
h* = aGM(1 — €?) (2.74)
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Nous obtenons ainsi
Ao ~ 67 G2 M? 274) 67GM
Y Thee T a(l — e?)c?

Il s’agit & présent de calculer la valeur de Ay pour la planéte Mercure (cf. référence [10]),
a l'aide des parameétres suivants. Notons qu’il convient de travailler en centimétres et en
grammes plutot qu’en métres et en kilogrammes.

(2.75)

(a=058-10"m=5.8-10"2 cm

e=20.2
Ttercure = 88 jOUI'S
Mgolen =210 kg =2-10% g (2.76)
3 3
G=667-1001—_ — 6671081
kg - s? kg - s?

(L c=3-10m/s =3-10" c¢m/s

Remarquons également que Ag s’exprime en radians, mais qu’il convient de travailler en
secondes d’arc. Par conséquent,

180°

™

360° = 27 rad < 1 rad =

et
1° = 60 - 60 secondes d’arc = 3600 secondes d’arc

Donc
180° B 180 - 3600

1 rad = secondes d’arc
T T
Il s’en suit que
6mG Msolein
A = ———rad 2.77
14 a(l —e?)c? ra ( )
6mG Mggre 180 - 3600 ,
= secondes d’arc
a(l — e?)c? T
6G Msoleil
= ——.180-3600
a(l —e?)c?
(2.76) 6-6.67-107%-2-10%
= - 180 - 3600
5.8-1012. (1 —0.22) - (3-1010)2
= 0.1035 (2.78)

Si T est la période de révolution de la planéte, la précession du périhélie de Mercure sur
100 ans (autrement dit sur un siécle) est donnée par

Agb _ 100 . TTerre AQO

TMercure

76) et (279 100 - 365
(2.76) gt (2.78) s 01035

— 42.93"
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En conclusion, nous trouvons que le périhélie de Mercure avance de 42.93 secondes par
siécle, ce qui est en adéquation avec la précession mesurée qui est de 43 secondes par siécle.

2.2.6 La déviation de la lumiére par le Soleil

Afin de démontrer la déviation de la lumiére par le Soleil, nous nous intéressons a la
résolution des équations des géodésiques de genre lumiére. Les mouvements des photons
(autrement dit des particules non massives) sont décrits par les mémes équations que dans
le cas des particules massives a la section précédente, a ’exception de celle pour la distance
radiale r puisque dans le cas des photons, il convient de considérer I’équation x,2* = 0. Nous
avons des lors

Bt =0 — G 3 = 0
= et (1) + grr (27) + oo (87)% + g (27)% = 0
(C&I‘guyzo VM#V)

. 2GMN | 2GMN\ !
= —(1— . )(ct)2+(1— . ) # 412 sin® 032 = 0
rc rc

4=2 (258) et (259 1

=—,(2.53) et (2.58 - 2

, . 2GM L

2 = —kct+f~2(1— 2) + =0
rc r

—

2G M
“\ rc? L? 2GM
2 -2
—k +7r _'_ﬁ ( )

L, L?* 2GML? 9
— = - =k
r2 r3c2
Ainsi, les mouvements des photons sont décrits par les quatre équations suivantes, dont
la derniére permet de mettre en évidence la déviation de la lumiére par le Soleil.

( 2GM\ .
k= (1— 5 )ct
rc
o =1L
h="
2
L? 2GMIL?
-2 _ 1.2
S

Notons qu’ici, puisque les photons sont des particules non massives, on ne peut utiliser le
temps propre 7 comme paramétre de la dérivée. Nous choisissons par conséquent un parameétre

affine A de sorte que
dr

)
Soit g, la distance minimale d’approche du rayon lumineux par rapport au Soleil et tel

que 79 = 0. Cette distance est représentée a la FIGURE 2.5, qui illustre la trajectoire d’un
photon en incidence rasante auprés du Soleil.

,r',
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Photon ™. ? /Aw
r(p(r) . P 2

Soleil

FIGURE 2.5 — Déviation de la lumiére en incidence rasante auprés du Soleil, inspirée de la
référence 9]

Nous cherchons & déterminer ’angle de déviation Ay entre les deux asymptotes de la

trajectoire hyperbolique du photon, c’est-a-dire ’expression de —SD. D’abord, exprimons k

r
en fonction de ry. Puisque 1'on a supposé que 79 = 0, par la derniére des quatre équations
ci-dessus, nous avons

o L2 2GMIL?>

- _ T g2

ot 3 rac?
L? <L?

= - L — =k
o o

L? s
= K== (1 - T—) (2.79)
of. 2GM
avec 1 o ——, le rayon de Schwarzshild. Nous obtenons alors
c

, Lo,

T2 7»302
@79) ., L* rl? L? s
B el € i
T T TO To

1
L? s L? s\ ]2
= =[5 (1-2) -5 (1-2)]? (2:80)
3 o r r

%)
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Alinsi,
de  dpdA
dr — d)\dr
dp ¢
— dr 7
L 1
p=—7 et (2.80) d )’ L2 L2 Y
Sl SO
ror?rg 0 r r

— ) / (r) dr
Ensuite, par symétrie du probléme autour de ry, nous avons

Ap =2(p(+00) — p(ro)) —
et
d’ou

o=t [T (5) -0 e
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Il reste enfin & intégrer pour déterminer ’expression de ’angle de déviation. Nous avons
(cf. références [11] et [12])

T Tg
——
g T

Ajoutons et retranchons a l’expression sous la puissance moins un demi. Nous ob-

tenons

1
+001‘2 25 8—_
so=2f 3 7“_2_7“_;__1#_] 24—
0 T_TO 7’07’0 T

1
+001'2 2 -3
= g2 [ LG oLE LR DL 2y

) L

1
+001‘2 s 2 2 1 1 s
<— Ag0:2/ T—Q—l—r—(r—z—l)+rsr—2(———)} 2d7“—7r

0 L

=S
<
=)
<
o
=
o
<
o
<
<
<
o
<

=

Réécrivons maintenant le quatriéme terme sous la puissance moins un demi d’une autre

maniére. Comme
2
e )G
’I"O To To

_ - Tolgr +70) (2.81)

il s’en suit que

(2.81) r? ré r?
=)0 (1
rgrro(r+1o) \rg

- () )
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Alinsi,

1
+001'2 s 2 2 1 1 A
Agp:Q/ - r—2—1—r—<r—2—1>+rsr—2(———)] 24 —n

1
+oo 1 42 2 2 -=
O A [y o B Y (RS |
o T LTS r \rg e ro(r +70)

) r
Mettons en évidence le facteur — — L Nous obtenons
r
0

1

+o0o s -
s
T\ r ro(r + 70)

Effectuons maintenant un développement limité du second facteur a la puissance moins
un demi, en ne gardant que les termes du premier ordre. Nous avons

DO | —

dr —m

1
T r 9 GM GM r
1 - = — - ~1 2.82
< r s <T0(r+ro)>) + 72 + c? (ro(r+r0)) (2.82)

L’expression de I’angle de déviation devient alors

1
o0 -=
(2.82) 1/r 2 GM GM r
A =2 - —=—-1 1 dr —
14 /T r < re ) [ + rc? + 2 \ro(r+mo) reT

0

1 1
+ool 2 -5 QGM +ool 2 -5
= A(pz?/ —(1—1) 2 (%—1) 2 dr
T

T TO )

1
2'GM +o0 2 - A 1
e 2(7)0”_%
c ro g ro(r 4+ 10)

r 1
En utilisant les intégrales suivantes avec x = — tel que dov = — dr
To To

[ = u(;)

—————dxr = —arcsin| —

zvr? —1 x
1 2 —1

— dx
22?2 — 1 T

1 r—1
dr =
/(x+1)\/:p2—1 r+1
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nous trouvons finalement

- 5 +o0
2GM 7!
+oo
Ap = 2 [— arcsin (T—O)] + > 0
r /1 rocC Lz
To

L ro

7’0)]+°0+2GM l_ro
To

= 2 |—arcsin (—
L r

2 roc? roC
2GM  2GM
= T+ + -7
ToC2 roC2
_ 4GM
e

Dans le cas d’une lumiére rasant la surface du Soleil, ry est égal au rayon du Soleil,
autrement dit 7o = 6.95-10%® m = 6.95-10'° cm. De plus, puisque ’on travaille en centimétres
et en grammes ainsi qu’en secondes d’arc (comme dans le cas de la précession du périhélie
de Mercure), nous avons alors

4GM
ASO — 7502 I'ad
276 4-6.67- 107%-2-10% 1803600 secondes d’arc
695101 (3-1010)2 i

= 1.75 secondes d’arc

En conclusion, nous trouvons une valeur théorique pour I'angle de déviation Ay de 1.75
secondes d’arc, ce qui est en adéquation avec les observations.
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Chapitre 3

La théorie scalaire de Gunnar Nordstrom

« Ah, Monsieur le Comte veut danser ¢
Eh bien, je vais lui faire la musique ! »
A. Einstein

Ce troisiéme chapitre présente la théorie scalaire de Nordstrom et se base essentiellement
sur les références [6], [13], [14], [15] et [16]. La théorie scalaire de Nordstrom date de la fin de
I’année 1913 et décrit la gravitation via, comme son nom I'indique, un modéle scalaire. Cette
théorie, a laquelle Einstein s’est intéressé un temps et dont il s’est inspiré avant de s’en écar-
ter, semblait jusqu’alors la seule théorie cohérente décrivant la gravitation. Puis, la relativité
générale d’Einstein est apparue, balayant ainsi la théorie scalaire de Nordstrom, jugée peu
esthétique. Comme le dit Einstein dans l'ouvrage [6] de Pais, « La théorie de Nordstrém |. . .|
repose sur un espace quadri-dimensionnel a priori euclidien, et croire en cet espace tient, a
mon avis, de la superstition ». Néanmoins, Einstein s’étant quelque peu inspiré de Nordstrom,
certaines similitudes existent entre les deux théories qu’ils ont chacun élaborées.

Le manque d’esthétisme de la théorie scalaire de Nordstrom n’est pas le seul argument
ayant entrainé sa perte. En effet, celle-ci ne suppose aucune déviation de la lumiére et prédit
un retard du périhélie de Mercure au lieu d’'une avance de celui-ci, ce qui a d’autant plus
contribué a privilégier la relativité générale. En réalité, il existe deux versions de la théorie
scalaire de Nordstrom : ces deux théories font 'objet des deux premiéres sections de ce
chapitre, en suivant une démarche purement historique. Nous décrivons ensuite la géométrie
de la théorie scalaire de Nordstrom, en suivant une démarche plus mathématique. Nous
terminons enfin par calculer la précession du périhélie de Mercure pour cette théorie.

3.1 Premiére théorie de Nordstrom

Tout d’abord, notons que Nordstréom suppose que la vitesse de la lumiére ¢ est indé-
pendante du potentiel gravitationnel et est une constante universelle. Soit ¢ un potentiel
gravitationnel satisfaisant a ’équation de Poisson

Ao = 4nGp

Dans le cas ou ¢ dépend du temps, ’équation de Poisson se généralise de la facon suivante.

(3.1)
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ot [ désigne le d’Alembertien!, G est la constante de Newton et p est un champ scalaire
identifié & une densité de masse au repos.

Soient également 7(), la force gravitationnelle agissant sur I'unité de masse et 7, I’accé-
lération. Considérons la seconde loi de Newton pour une particule ponctuelle

E=-V¢ — K=7

— K=7 (3.2)
En composantes, cette loi peut se réécrire
o¢
A k=i, Yu=1,- 4 (3.4)

Si 'on multiplie & présent par la masse m d’une particule ponctuelle de part et d’autre
de ’égalité dans ’équation (3.4),

K,=1, < mK,=mi,

— mK, = d%_(mjcu) (3.5)
Nordstrom proposa alors d’imposer une dépendance de la masse relativement au poten-
tiel ¢, et non plus relativement a la vitesse de la lumiére (puisqu’elle est considérée comme
constante). La masse est donc maintenant variable dans le temps a travers le potentiel ¢.
Cette hypothése de variabilité de la masse viole le principe de relativité de Galilée, puisque
celui-ci doit étre valable quelle que soit la masse. Or si la masse varie, cela signifie qu’elle
n’est plus la méme en tout point de ’espace et donc, le principe d’équivalence de Galilée
n’est plus satisfait. Par variabilité de la masse, I'équation (3.5) devient

d . . ..
mK,, = E(mxu) <~ mK, = mi, +mi, (3.6)
o 7 désigne le temps propre, tel que dr? = —datdzr, = —n,,dz'dz” avec 1, la métrique de
Minkowski. On remarque alors qu'un nouveau terme en 7 vient d’apparaitre. Considérons
maintenant

mK,, = i(mj:ﬂ) £3 —m% = i(m:i’u)

dr or*  drt
Xt . 8¢ d
— —mait— =il'—(mz
OxH dT( 2
ot 0 d .
_, 0" 00 b (i)
ot Ozt dr
dé d
— -m— =z1'—(mz
dr dT( )
1. Le d’Alembertien [ est une généralisation du Laplacien A dans le cas ou le potentiel ¢ dépend du
1 02
temps. Schématiquement, nous avons (1 = ——— +
c2 Ot?
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Ainsi, de I’équation (3.6), il découle que

—m% = x’“%(mx’u) = —m% =mat'z, +m iz,
def. o
d d
— —md—f_’ = miti, — ¢ g (3.7)
d$  ,dm
= omo- =0 (3.8)

ou, pour passer de I’équation (3.7) a ’équation (3.8), on a utilisé le fait que la quadri-vitesse i#
est orthogonale & la quadri-accélération Z,, ce qui signifie que leur produit scalaire est nul,
comme nous 'avons déja détaillé a la section 2.2.3.

En intégrant maintenant de part et d’autre de I’égalité dans I’équation (3.8) et en regrou-
pant toutes les constantes d’intégration en un seul terme noté mg, nous trouvons

()
m=mge c?

ce qui signifie que la masse inertielle d’une particule ponctuelle n’est plus constante mais
dépend exponentiellement du potentiel gravitationnel.

De plus, des équations (3.6) et (3.8), nous déduisons

0¢ . .. 0¢ . dm .
—m@ =mzx, +mx, < —m@ =mz, + %x“
@ —m% =mz, + @@x
oxh roe2dr*
oo .. T,
= g =it} (3.9)

L’équation (3.9) que nous venons d’obtenir est la premiére équation du mouvement
de Nordstrom. Nous remarquons que celle-ci est indépendante de la masse m (le principe de
relativité de Galilée est par conséquent finalement satisfait, alors qu’a premiére vue ce n’était
pas le cas), et le potentiel gravitationnel ¢ en est la limite non relativiste 2. Si, en plus, ¢ est
un scalaire, alors cette équation est covariante de Lorentz, autrement dit elle sera identique
dans tous les référentiels inertiels sous les transformations du groupe de Lorentz définies a la
section 2.1 du Chapitre 2.

Le principal probléme relevé par Einstein a ce stade est qu’il convient selon lui de consi-
dérer la trace du tenseur énergie-impulsion plutot qu'une densité de masse au repos dans
’équation (3.1). En effet, la masse est la composante Ty, du tenseur énergie-impulsion 7),,,,
ce qui signifie qu’en réalité I'équation (3.1) change sous les transformations de Lorentz, mé-
langeant ainsi la composante Ty avec les autres composantes de T),,. Ceci donne lieu a la

seconde théorie de Nordstrom, que nous allons détailler a présent.

2. Par définition, une limite non relativiste contient un terme newtonien et des corrections relativistes.
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3.2 Seconde théorie de Nordstrom

Pour remédier au probléme soulevé par Einstein, Nordstrom a suggéré de considérer une
densité de masse p qui soit proportionnelle a la trace du tenseur énergie-impulsion d’une
particule. Cette trace, qui constitue ici la seule source possible pour le champ scalaire gravi-
tationnel, est définie par

- pw _
T =mn,T" =T,

La trace T' de T" est donc un scalaire. Nordstrém propose alors de considérer une densité
de masse p telle que

p=9(p)T

ou g(¢) est une fonction qu’il devait déterminer. En conséquence du principe d’équivalence
de Galilée, celui-ci a trouvé

ce qui implique

Ainsi, en partant de ’équation (3.1), la potentiel ¢ satisfait maintenant a ’équation (3.10),
appelée équation gravitationnelle de Nordstrom.

e 4rG'T
—0O¢ = - p — —-Uo= i 5
— —¢Uop= 4:—4GT (3.10)

Remarquons que le champ électromagnétique est tel que 7' = 0. Par conséquent, en vertu
de I'équation (3.10), il ne posséde aucune interaction gravitationnelle et donc, la lumiére
n’est pas déviée, au contraire de la relativité générale qui, elle, prédit une telle déviation. Ce
constat constitue le principal probléme de la théorie de Nordstrom.

Si nous posons & présent ¢ = ¢® In ¢ ot ¢ est lui aussi un potentiel gravitationnel, alors
’équation (3.9) devient

—%:y’éu+%q§ — —8%“(02 In @Z)):iu+%%(c2 In 1)
= —%%:iu+%%(ln¢)
— c2%+wu+m&:0 (3.11)
L, % 1d

o T @y V) =0
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ou 1 vérifie ’équation (3.10). Cette derniére équation est la seconde équation du mou-
vement de Nordstrém.

Partant maintenant du principe variationnel

5 [wds=o

o ds* = 1, dx"dz”, on peut trouver 'équation du tenseur énergie-impulsion pour une par-
ticule de masse m et de volume V au repos. Celui-ci est donné par

% pw . N7
™" = ?ﬁ% (3.12)
et sa trace vaut
T =, T = fnuuf“f” — 2 lf T, 3" = —pi (3.13)
c c

Sa divergence pour une particule ponctuelle vaut, quant a elle,

T (s, 0 v arw 0 "
(3:12) (pc_z/} jj'u‘jjy) XMy s (pc_z/} nuuxﬂxu)

oxt oxt e =g~ O

aTH o [py . .,
Tov "o ~ Qan ?%

——c2

xnha orm 0
wop — pHo _
= Wy s =0 5 (=)

=59
arre B oY
ort p 0z,
D’autre part, si le tenseur énergie-impulsion du champ gravitationnel est défini par
po_ L [000u 1, (0000
- AnG Oxy 0z

0z, 0x, 2
alors sa divergence pour le champ gravitationnel découle de I’équation (3.10). En effet,

oM (310) L, 0 (_Mw) L, om0 (_cwmw)

(3.14)

oxH g oxH 4rG drt Oz, e
ot Ady\ oY
7 G (_ G ) oz,
at" 31y  OY
= oo = Pay (3.15)

Si nous définissons le tenseur énergie-impulsion total par T#+t* alors les équations (3.14)
et (3.15) impliquent que
(T + orw ot 0 0
( ) o o ov ov
oxt oxH oxt oz, oz,
Cette derniére équation signifie que ’on a conservation de 1’énergie et de I'impulsion du
systéme, tout comme en relativité générale.

0
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3.3 Géomeétrie de la théorie de Nordstrom

La géométrie de la théorie de Nordstrom fut précisée par Einstein a I’époque ot il s’inté-
ressait encore a cette théorie et alors qu’il était en pleine recherche sur la relativité générale.
Pour Einstein, I'espace-temps courbe de la théorie de Nordstrom est décrit par la métrique

(%) = &*() v (3.16)

et son inverse est donnée par

9" (@) = (gu (@) ™" = ¢~ (@)™ (3.17)

ou ¢ est un potentiel gravitationnel. Comme le dit Bruneton dans la référence [15], prendre le
carré du potentiel ¢ assure que g, et 7,, soient de méme signature. De plus, la métrique g,
ici définie est dite conformément plate : il s’agit de la métrique de Minkowski a une
transformation conforme prés (autrement dit, on a multiplié la métrique de Minkowski par
une fonction). Tout comme en relativité générale, I'espace-temps est assimilé & une variété
différentiable de dimension 4 et la connexion de Levi-Civita est d’application. Ainsi, la théorie
de Nordstrom satisfait au principe d’équivalence d’Einstein.

3.3.1 Equations des géodésiques

Dans la référence [13], il est stipulé qu’Einstein pensait que le mouvement des particules
dans ’espace-temps courbe décrit par la métrique donnée par ’équation (3.16) produit une
équation géodésique. La question est donc de savoir si I’équation (3.9) est une équation géo-
désique.

Partons de I’équation classique des géodésiques

d?zH dx¥ dx”
+ I, — =0
c2dt? Prdt dt
qu’il convient de modifier quelque peu puisque ’on doit dériver par rapport au temps propre 7
et non par rapport au temps ¢t. Or, nous avons vu dans la cinématique de la théorie de la

relativité générale que

dt = vydr

= L_,4
dr ~ dt

= 4 _1d (3.18)
dt  ~vdr '

ou 7y est le facteur de Lorentz. On obtient ainsi

A2t . da¥daf

2de v ar dar

@318) 1 d%xH 1\ da¥ dz”

itk = (= &
~v 2dT? T ~2 ) dr dr 0
d%at 1 dx” da”

= A, Ty

c2dr? ve ; dr dr
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Nous supposons que le vecteur F défini dans la cinématique de la relativité générale est
tel que < 1, c’est-a-dire v = ¢ et donc v ~ 1. Autrement dit, les vitesses des particules
suivant une géodésique sont petites devant la vitesse de la lumiére. Ainsi, I’équation des
géodésiques que nous allons employer est la suivante.

d?zH dx¥ dz”

r =0 (3.19)

c2dr? Yo dr dr

Commengons par calculer les coefficients de connexion I'*, . Puisque la connexion de
Levi-Civita est ici d’application, nous avons

def. 1 W
T, = 59" (0800 + Opus — O p)

(3.16) et (3.17) o2

77#” [8,,(¢277p0) + ap(¢2"7uo) - 8o(¢2an)]

-2

= %nua [2¢ 8u¢ npa + ¢26u7}pa + 2¢ ap¢ Nvo + ¢28p771/0 - 2¢ 60¢ nup - ¢280nup]

—2
= %nﬂo [¢2(81/77p0 + OpMve — 8077Vp) +2¢(0,¢ Npo + 0pd Nyo — 050 nup)]

(. 4

=0 car nﬂyzziag(—l,l,l,l)
= gbilnﬂo(avgb Npo + 8p¢ Mo — 8a¢ 771/0)
-1
= 0y He a+a " Nve —0s0 " m,
¢~ (009 0" oo +0,0 ") " M)

=6l &
= 6 (0u 0) + 0,6 01 — D17 1h) (3.20)

Nous pouvons maintenant obtenir I’expression des équations des géodésiques. Nous avons

Pt et et
c2dr? P dr dr
2 dz* " ” po, 427 Az
= 33 + ¢ (0,p 0 + 0,0 0L — Dsp ") - =0
d?zt 1 dz¥ dz? dz” dz? dz” dz”
T OOl ———— Oy ———= = 0e0 Ny ———— | =
— 02d7'2+¢ (a(bpdr dr +8p¢”dr dr o1 e dT)

Or, 08 =1sip=p, o) =1siv=pet

At det _det e,
mpdT dr  dr dr v
Donc
d*z" L dz” dz” dz” dz” dx¥ dz”
- 1 . 12 o no bl _
02d7'2 + gb (anb 5/) d'T dT + 8p¢ 51/ d’T d’T aO'gb 77 nl/p dT dT )

d?at dz¥ dx¥ dxt dxP

R -1 o e S po \
— c2dr? +¢ (3,,<b dr dr + 059 dr dr (=c)0e0m ) 0
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Changeons 'indice v en p dans le premier terme entre parenthéses. Nous avons maintenant

d%at
c2dr?
d*z# 2 0¢ dxf dat 2
d @ c po _
c2dr? * ¢ Oxp dr  dr + o a 0
H/'—/
=9
2zt 24 dat c?

S Ly T - ), po
e 5 172 + P M”17 ) ¢ NupT

da do”

+ot (2 O -t 0,0 'fl“”) =0

X7,
<=

87=1sio=p

Pz, | 2dr, 00

T i T o dr . bowr
P, 29 1 9¢
7 G T2 T T gowr

2 29"’ ¢ OxP

L’équation obtenue ne redonne pas I’équation (3.9), a savoir la premiére équation du
mouvement de Nordstrom. Par contre, elle est identique a I’équation (3.11) & un facteur 2 prés
dans le deuxiéme terme du membre de gauche de I’équation. En effet, si nous transformons
quelque peu ’équation (3.11), nous obtenons

o

2 . . I
c @+w:pu+xud)—0

1 1
X— et x— 19 . .
AN LI P

= 4 —dy=——a

Par conséquent, la seconde équation du mouvement de Nordstrom est une équation des
géodésiques caractérisant le mouvement des particules dans I’espace-temps courbe décrit par
la métrique donnée par I'équation (3.16).

3.3.2 Scalaire de courbure

Nous allons & présent calculer le scalaire de courbure, dans le but de déterminer les
équations du champ. Dans les références [13| et [15], le scalaire de courbure est donné sous

la forme

6
tandis que dans la référence [16], il est présenté sous la forme
6
R=——0¢
¢
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Notons que les auteurs font I’hypothése que les dérivées partielles du type 0,¢ 0,¢ sont

nulles lorsque ’espace-temps est plat, de sorte que
O¢ =n"0,0,¢

Cependant, cette hypothése nous intrigue car elle n’est apparemment pas fondée.

Calculons pour commencer le d’Alembertien du champ scalaire ¢. Nous avons

0o % 0,(9" /=g 9,9)

ol
g = det(gu)
= det(¢” 1)
= det[¢? - diag(—1,1,1,1)]
= det[diag(—¢? ¢*, ¢, ¢*)]
= —¢°
et donc

V=9 =V-(=¢") =¢*
Nous obtenons ainsi pour le d’Alembertien du champ scalaire ¢
1
Ho - —— 0u(9"'V =9 0,9
\/__g M( )
(3.17) et 321) 1

= g 8u(¢_277lw ¢4 8u¢)
1
= i O (6°n"™ 0,9)

1
N 51 (200,00 0,0+ 60" 0,0,9)
= 2@573 77“1/ 8u¢ au¢ + ¢72 nwj 6M6V¢

= ¢_2 TIW auaV¢

(3.21)

(3.22)

(3.23)
(3.24)

ou I’équation (3.24) correspond au d’Alembertien du potentiel ¢ avec I'hypothése effectuée

dans les trois références [13], [15] et [16].
Calculons maintenant le scalaire de courbure R.
R = g¢"Ricy,
vV DA

= gM R HAV

= gMV(a)\l"AV“ - 81/1—‘)\)\“ + Pﬁupl—‘)\)\n - FH}\}LPAVR)

= g,uu a)\FAu,u - g,ul/ aVF)\)\ﬂ + gl“/ FHV}LFAAR - gl“/ FR}\}LFAVR
Examinons a présent chacun des termes de ce scalaire de courbure séparément.
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e Premier terme ¢ 9\, .

gw/ 8)\F>\V“ (3.17) i (3.20) ¢7277,u1/ Oy [(bfla‘ugb 53\ + (;5718”(? 5}); _ (bfln)\linwj aﬁgb]
= 6707 " 0600 0 + (—0 72 Ond)" D 5,
+ o7 020,00, + (072 r0)n" D, 5,

— (=2 R N Oud — & ™ ONO)
~—— ——

=4 =4
= ¢ [0 0" 0,0,0 — 6200y h 0ud + ¢ D0y
— 07200, 0y + 402N Or D) — 40T 020,
=TT 92070 0,9 0,9 — 207 9,0, 0]
=267 0,60,6 — 2071 0,0,0
e Deuxiéme terme —g* 9,1 .
—gar, CTEEY om0, 070,0 8+ 670,00 ~07 nm, 0.0
> .
= —¢ [ 0,000 0y, + (=2 Dy )" Orp 6,
+ 407 " 0,0,0 + 492 D, 0,0
— (=072, D 0 — 6T 0,00 O]
= —¢ 2o 0,040 — 6P Oy D + 49T 10,00
— 497" 0,0 0,0 + 20 0,0 0 — ¢~ " 0,0,
= —¢72 (472" 0, 0, + 407 10,0, 0]
= 497 " 8, Dy — 407 ! 8,0,
e Troisiéme terme ¢"T*, T*, .

U Tk (3.17) et (3.20) _ vo— H /-e ko
gﬂ r I//J,PA)\I{ = ¢ 277M ¢ 2(8u¢ 51/ + 81/¢ 5ﬂ =N Nuw 8a¢)

: (8)\¢ 52\ + ali¢ 5§ - 7])\077)\/@ 80¢)
~

=4 —sg
= O (040 6 + 0u 0 8y — 1 Or ) (Op + 40) — D)
O~ (" 8 0 + 0 0,0 65 — 0" Ny Or) 40,0
——

=4
= ¢74(n!m au¢ + 77“” V¢ - 477H0 U¢) 4&@@5
= ¢~ (=20 0,0) 40,
= —8¢ 1) Dy p D)
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e Quatriéme terme —g"' I, T? .

o 3.17) et (3.20 9y " o Ko
_gﬂ r )\M]‘—‘)\V,‘Q ( ) :t ( ) _gb 2 77“ ¢ 2(8)\¢ 5M + augb 5)\ =N aagb)
' (8,,(b 52 + aﬁ¢ 53\ - 77>\077Wu 80¢)

= =™ (" 0N 8y + 1" D S5 — 07 0y, 0 h)

:5K
’ (au@b 52 + 0k 53 - 77)\0771//1 80¢)
= —¢ (" Or0 87 Dy O + 1™ Or O D) 5
— "N 7 06D 65 D) + (1™ a5 D) O

=6k

-+ 77“” 8ﬂ¢ 51; 8n¢ 53 - nwjnw@ 77)\0 a,u(b 5"; 80¢)

=5
+ (=1 0500 0,6 8 — 0™ 0o 85 O 3,

+ Ko » Ao 80 51/ 80
NG Qb)\\ﬁé)]

=57 o=y o=
= —¢ (0" 040 0u + 1 Dy 0,0 — 40 Org D5 9)
+ (40" 0,0 0,0 + 1" 0 Oy p — 1™ 00 05 9)
+ (=1 050 0:¢ — 40" 056 0 + 0" 0,0 0,0)]
TR e o 9,0.0,0)
= 2074 0" 0,0 0,9

Ainsi, le scalaire de courbure est finalement donné par

R = 207" 0,0 0,0 — 20" 0" 0,0,6 + 40~ " 0, 0,0 — 407> ", 0,0
—86™ 0" 0,0 0, + 207 1" 0,0 Db
= _6¢73 n 8u8u¢

—% O¢ si O¢=n"0,0,¢
_ ‘ (3.25)
3 O¢ si O¢=¢ n"d,0,¢

Nous retrouvons le scalaire de courbure des références [13], [15] et [16] si nous faisons
toutefois I’hypothése que les dérivées partielles d,,¢ 0, ¢ sont nulles dans I'équation (3.23), de
maniére & pouvoir I’exprimer en fonction du d’Alembertien.
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3.3.3 Equations du champ

Maintenant que nous avons calculé le scalaire de courbure R, nous allons pouvoir détermi-
ner les équations du champ pour la théorie de Nordstrom en partant des équations d’Einstein
et ainsi voir si nous retombons sur I’équation gravitationnelle donnée par 1'équation (3.10).
Nous avons

e

GMV — 7 TMV
. 1 81G
o R’lCW/ - 5 gﬂyR = 771“/
: 1 . G
<= Ricy, — 3 9uwg"” Ric,, = o T,
:4¢2¢—2
81G

& Ric,, — 2Ric,, = % T.,

, 8¢
o —RZC“V = 7 T,U,I/
X gt Vo rGG v
< —g"" Ricy, = i 9" Ty

oy 8rG 5 .,
— _¢ 2"7“ R'Lcuu = C—4¢ 27]“ T;ux

81G
— —-R="ZT
c

1 4rG ) 6
— V1 4nG 6

“Oo¢ = T i R=-—-0

6 0T 3a 5?

Aucune de ces deux équations ne correspond & ’équation gravitationnelle de Nordstrom,
bien que l'on retrouve des similitudes. En effet, le membre de gauche ne posséde ni le bon

4
signe, ni le bon facteur multipliant le d’Alembertien et le facteur du membre de droite vaut —

au lieu de 4. Nous pensons par conséquent que I’équation gravitationnelle de Nordstrom n’est
qu'une généralisation de 1’équation de Poisson, voire que les paramétres ont été posés, mais
ceci reste a vérifier. Effectivement, il s’agit de voir s’il est possible d’obtenir les équations du
champ a partir d’un principe variationnel.

Néanmoins, en supposant que ’équation (3.10) est une équation du champ, celle-ci peut
étre réécrite de la fagon suivante (en prenant pour R la premiére valeur calculée de ’équa-
tion (3.25)).

3
—¢D¢:ZL7CT—4GT (3.25) —¢(—¢—R):47TGT

6 ct
247G T
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T
La trace T du tenseur énergie-impulsion est par conséquent transformée en — . Notons

cette nouvelle quantité 7', comme le suggére la référence [13]. Nous obtenons alors une for-
mulation purement géométrique de I'équation gravitationnelle de Nordstrém, comme on la
trouve classiquement dans la littérature, notamment dans les références [13], [15] et [16].

247G

4

R= T (3.27)

C

Pour I'époque, en 1913, cette équation décrivait pour la premiére fois la gravitation de
maniére purement géométrique, avant d’étre abandonnée pour les équations d’Einstein deux
ans plus tard.

3.3.4 Principe variationnel

Nous allons maintenant examiner si les équations du champ données par I’équation (3.10)
peuvent étre obtenues a partir d’un principe variationnel.
e Un premier essai avec le lagrangien proposé dans la référence [9]

Considérons I’équation d'Euler-Lagrange
(V=9 L(¢,0,0)) V=g L($,0,9)) _
50 B2 -0, ( 20, 9) K )—0 (3.28)

que nous avons obtenue dans la description sous forme covariante de la construction des
équations d’Einstein a partir du principe variationnel (cf. Chapitre 2).

Considérons également le lagrangien du champ scalaire ¢, donné par (cf. référence [9])

er. 1

£(¢a a}t¢) d:f 5 QW 8u¢ au¢ (329)
. 1

(3:17) 5 ¢7277,ul/ 8,u¢ ay(b (330)

et calculons chacune des dérivées partielles de ’équation (3.28). Nous avons

0V=9L) G2 0(¢'L)

96 96
oL

— 3 4=
= 4L+t

1
46° 5 070 9,00,0 + 6H (=26 9,00,

= 200"0,00,¢0 — 2010, 0,¢
= 0
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et

INy=gL) @2 0(¢'L)
d(05) d(05)

4
(3.29) % 9" (87 (9,0) + (9,0)02)

4 4
= 0.0+ L 0000

2
_ ¢4 o ¢4

u;ﬂ ¢4 guo<au¢)
¢* 0 (9,9)

= ¢*(079)
L’équation (3.28) devient alors

/=9 L(.0:0) _, (W—_g £<¢’5’~¢>>) 0
9 Y 9(0, ¢)

gﬂo(augb)

= 0-0,(4%(9"¢)) =0

= 0,(¢*(0"9)) =0

= 208,006+ ¢%9,0"¢ =0

= 209" 0,00,0+ ¢*¢" 0,0, =0
0 961y 9,6 8,6 + 0 8, 0,6 = 0
L5 200,60 0,6 + " 0,0,6 = 0
E2 pg=o0

Nous retrouvons finalement une équation de d’Alembert pour le potentiel ¢. Il convient
donc de considérer un autre lagrangien afin d’obtenir les équations du champ. Remarquons
que nous n’avons pas fait ici I'hypothése que les dérivées partielles 9,¢ 0, sont nulles.

e Un second essai avec les lagrangiens proposés dans les références [15] et [17]

Soient les lagrangiens proposés dans les références [15] et [17]

C4

TG

£<¢7 a,u(b) = - ] 77“1/ a,u(b al/(b + Emat

et
1
£(¢> 8u¢) = 8_7T UW au¢ 8u¢ - P¢

respectivement, ot p est une densité de masse.
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En nous inspirant de ces deux lagrangiens, nous allons considérer le lagrangien suivant.

4
‘C((bu a,u¢) = 87CTG 77“” ;L¢ al/(b + = pgb

(3.31)

1
Le facteur — dans le deuxiéme terme du membre de droite ainsi que le signe + devant celui-ci

ont été choisis par commodité et de maniére a obtenir le plus précisément possible I’équa-
tion (3.10), aprés plusieurs essais de calculs infructueux a partir d’autres lagrangiens.

Calculons chacune des dérivées partielles de I’équation (3.28). Nous avons

@ (3:21) et (3.31) g[&( At " 9 u¢a”¢+p¢>]

¢ Bl 817G !
. 2¢3C4 Qv 4
= el 0,0 0y + po

et

IV/—gL) @2ayes@3) 4 0 ct > PP
= 7 50,9) L%wG T o000t 5]

_ 0 o 0 (po
R EEx (8wG " a“w”‘b) " 0.9) (?)
—_—

=0

o
= 1 00) + 0,00
- g’;_c; e (8y¢)+§42 7" (0u)0;
= @+ o (00
= O 0,0)

L’équation (3.28) devient alors

OV=9gL(¢,0u0)) o, (6(\/—_9£(¢> 8u¢))) _0
d¢ 9(9, ¢)
= a0t w0, (g w0 =
— 4¢3G4 " 0.0 0,0+ pot — (% 0" 0,6 0,0 + f;g n“”auaycb) =0
= 2 8,000 - S5 0,00 = —po
= —% (20°0™ 8,6 0,6 + &' 0" 0,0,6) = —po* (3.32)
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Nous remarquons que la somme entre parenthéses s’apparente trés fortement au d’Alem-
bertien de I'équation (3.23) que nous avons calculé. Pour le retrouver, multiplions ’équa-
tion (3.32) par ¢ 9. Nous obtenons

C4¢76
e (2O 0,00,6 + 6* 0" 0,0,0) = —po'e

4
C
e (200" 0,0 0,0 + &> 0" 0,0,0) = —p~?
. 4G
R Op=-—T
e
= —¢pd¢p=— o pd ! (3.33)

Il convient maintenant de calculer la trace 7' du tenseur énergie-impulsion donné par
’équation (3.12). Nous ’avons déja calculée a I’équation (3.13) ; cependant, il est nécessaire de
reconsidérer ce calcul. Effectivement, le tenseur T#” a seulement été contracté par la métrique
de Minkowski, puisqu’alors on ne connaissait pas encore l'expression de la métrique g,
suggérée par Einstein. Nous obtenons dés lors

) (3.12) PP s PO .,
T ™ "= (2527]“”?1’“1’ = 2 __p(bB

= Guv = — Ll =
Alinsi,
_ T
—pg~t = g
et I’équation (3.33) devient
ArG T
—oUe="a 5

- : T .
Nous remarquons que la trace du tenseur énergie-impulsion est transformée en —. Si nous

renommons cette quantité 7', comme cela a déja été le cas pour I'équation (3.26), alors nous
retrouvons 1’équation (3.10)

e

Par conséquent, les équations données par I’équation (3.10) peuvent bel et bien étre
obtenues a partir d’un lagrangien et sont les équations du champ de la théorie de Nordstrom
pour P'espace-temps courbe décrit par la métrique g,, = ¢*1,,. Il ne s’agit pas d’une simple
généralisation de I'équation de Poisson, comme nous le pensions préalablement a la section
3.3.3. Néanmoins, cela ne garantit pas que le principe d’équivalence fort est satisfait.

I6)
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3.4 La précession du périhélie de Mercure

Nous allons a présent calculer la précession du périhélie de Mercure pour la théorie scalaire
de Nordstrom (cf. référence [17]). L’idée est de s’inspirer de la démonstration en relativité
générale, en résolvant les équations des géodésiques de genre temps. Placons-nous pour com-
mencer en symétrie sphérique. Dans ce cas, la métrique de Minkowski 7, s’écrit

N = diag(—1,1,0% Q%sin®0)
Comme la métrique est telle que g, = ¢*1,,, I'élément de ligne est donné par
ds? = —¢* dt? + ¢* dQ0* + ¢*Q2dH* + ¢*Q? sin? 0 dp?

Nous devons maintenant trouver l’expression de ¢. Pour cela, calculons la solution de
I’équation gravitationnelle de Nordstrom donnée par I’équation (3.27) dans le vide autour
d’une masse ponctuelle. Il convient par conséquent de résoudre 1’équation

(3.25) 6
R=0 < TED¢ZO
— [H¢=0

Puisque ¢ est un potentiel scalaire, cette derniére équation n’est autre que ’équation de
Laplace pour ce potentiel, a résoudre en coordonnées sphériques. Dans ces coordonnées, nous

savons que cette équation s’écrit
1 d d
—— [ ¢ =0
Q2 dQ) d§2

et admet pour solution

1 d [, do d [, do
- QQ_ — et QZ_ —
QZdQ( dQ) 0 = dQ( dQ) 0

— ¢o=——=+c

avec ¢ et cg, deux constantes a déterminer. Or, puisque nous nous trouvons dans le cas
statique (comme pour la solution de Schwarzschild), le potentiel ¢ doit tendre vers 1 a I'infini.

Cette hypothése nous permet de déterminer la valeur de la constante ¢y car, lorsque ¢ = 1,
p=co=1=cr=1

et donc

(&1
:]_——
¢ Q

A présent, le choix de la constante ¢; dépend de la limite newtonienne. Afin que celle-ci
soit correcte, nous imposons

GM
01:—2
C
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de sorte que
1=
¢ Qc?
Ainsi, I’élément de ligne est donné par

ds* = ¢*(—dt® + dQ* + Q°df* + Q* sin® 0 d?)

M2
e ds’ = (1 — %) (—dt* +dQ* + Q*d6* + Q*sin” 0 dp?) (3.34)
c

Posons maintenant

TzQ(l—G—M) — T:Q—G—M

QOc? c?
= dr =d2

En appliquant ce changement de variable a ’équation (3.34), I’élément de ligne peut
finalement étre réécrit

M\? M\?
ds? = — (1 — G—Q) dt® + (1 — G—) dr? 4+ r*d6? + r* sin? 0 dp? (3.35)

re rc2

t.
L gudt® + ger dr® + gop d6® + g,y did?
De plus, tout comme pour la métrique de Schwarzschild, la métrique donnée par ’équa-
tion (3.35) est indépendante du temps ¢ ainsi que de I’angle azimutal . Donc, en considérant
les équations des géodésiques sous forme covariante données par ’équation (2.51),

00w =0 22 3 =0 = s =uy = @ =—k (3.36)
Opgu =0 22 i =0 = i =u, = i,=1L

ol ug et u, sont des constantes que I'on pose respectivement égales a —k et L par commodité.

Déterminons maintenant les équations du mouvement d’une particule massive dans la
géométrie de I’espace-temps décrite par la métrique donnée par I’équation (3.35). Nous avons

. def. d(ct)

rc2
(3.36) GM\?
k’ = 1-— — ct
rc
et, tout comme pour la précession du périhélie de Mercure en relativité générale,
. . . def. dp
T, = ¥ = T, = —
¢ = Gep e = Yoo cdr

= Ty = Gop P

= I, =r2sin?0 ¢
@)) L =r*psin® 0
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. 0 . def. do
Ty =(gee T < To = Jogp ——
cdr

< Tg = goo 0
= iy =1%0

Ceci nous améne aux mémes résultats qu’en relativité générale, a savoir

. L

Y = 2

g - T (3.37)
2

=0

Déterminons a présent 1’équation pour la distance radiale r. Puisque nous nous intéres-
sons au type de mouvements décrits par une particule massive, c’est-a-dire dans le cas ou
x,2" = —1, nous obtenons

it = —1 — G T = —1
= i ()% + grr (37) + goo (7) + gpp(¥)* = —1
(Car G = 0Vu# V)
9= GM\? . GM\?
= —(1——2) (ct)2+<1——2) P24 sin2 0 p? = —1
rc rc
. M\? 12
Sl ket (120 ) 2 =1
rc? r2
()
X 1———
rc? aGMm\ L2 GM\ GM\ 2
) (G e B ey (e
rc T rc rc
GM\ ?* I? M\ 2 M\ 4
= o (2 GMY T L GM + K’ -
rc? r2 rc? rc?
GM\ 2 L2 aGMm\
— = (1 - — 1+ = | +k (1 - — (3.38)
rc? r2 rc?
n%t.v
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Poursuivons en dérivant 1’équation (3.39) par rapport au temps propre 7. Nous obtenons

d o d || GM\? L? GM\ ™
%M—EH’“G—W) = 1 Gt
d |, GM\? L2 GM\ ™
VU e) U)o
K21 _.§3§{ i 14+,£f_ 1%. 1 _.§i§{ -
rc? 72 dr rc?
2 —4
— %f:—%(y-gg)(%%)<1+%)<1—9¥)
rc TreC T rc
[ GMN'( 2N (G
rc? 7“3T rc?
GM\? L2 GM\° (GM
2_ et = o et —.
- (1) (e )] [ (- ) (G49)]
3 GM\ % /oM L2 22 GM\ 2
< 2T:_2<1_7’02) <T202)(1+T—2)+F(1—W)
GM\ ° /GM GM\ 8 L2\ /[ GM
—4k* 1 - — —— | +4 (1 - == 1+ =) (==
#(-55) () 1 (0-5%) () ()
3 GM\ % /oM L2 212 GM\
= r={lns) e )\UTe) T U e
GM\ ° /GM
J— 2 J— J—
w(-%) ()
e = (1-Y C(eu 1+L—2 +L—2 oM -
"= rc? r2c? 72 r3 rc?

—-2k;2<1-—§%>“5 <§%§{) (3.40)

rc2 r2c2

+

_|_

Or, la référence [17] suggére que le terme noté V' dans I’équation (3.38) joue le role d’un
potentiel pour lequel il existe une orbite circulaire stable en

L2c2
e GM

G?M?
b= (I‘W)

auquel cas

lorsque £ = 1.
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2 4
En utilisant ces résultats et en posant u = r — Ve ’équation (3.40) devient?
. G4M4 G2M2 ) )
i= -GN ( L)k 00)

Au premier ordre, cette derniére équation n’est autre que I’équation d’un mouvement
harmonique simple, pour lequel la fréquence angulaire wy,m vaut

4M4 2M2 2M2 2M2
Wharm = \/G (G + L2) = G G + L? (341)

L8¢c8 A LAct ct

Posons

L’équation (3.41) devient ainsi

1 /G*M?* GMr G*’M?* GM
Wharm = —5 A + 2 rich r3c2

D’autre part, la fréquence angulaire du mouvement orbital est donnée par

L 1 GMT_\/G_M VEoo[GM

worbzr_z__z 2 2

c c 72 r3c2

Par conséquent, l'ellipse se décale a chaque révolution d’un angle
Ap = 21 Aw

= 27 Worb Wharm

G?M?
= or <\/ o2 \/ . r3c2) (3.42)

Effectuons un développement limité au premier ordre de la différence entre parenthéses
dans I’équation (3.42). Nous trouvons

1 /G3M3
Ap 2 <‘§v 7>
G3M3
= T e

3. Notons qu’il conviendrait de se convaincre de ces manipulations, mais nous les laissons en perspectives
pour une suite éventuelle de ce mémoire.
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Il s’en suit que la vitesse a laquelle le grand axe de I'orbite elliptique se décale est donnée
par

1
Agp N G3M3 (GM\ 92
Worb ~ T r5cb r3c2
CBM? 732
- T ss oM
G?*M?
=
B TGM
a rc?

Notons que r correspond ici & la distance r,;, de la FIGURE 2.3 et peut donc étre assimilé a
a(1—e€?), si 'on compare avec la solution donnée par ’équation (2.75) en relativité générale. La
précession du périhélie de Mercure sur un siécle pour la théorie de Nordstrom est finalement
donnée par (en rappelant que nous travaillons en grammes, centimétres et secondes d’arc
comme en relativité générale)

WGMsoleﬂ 180 - 3600 100 - TTerre

Ad = - .
a(l — 62)02 (e TMercure
) 67-107%.2-10% 100 -
(276) 6.67 - 10 0 .180 - 3600 - 00 - 365
5.8-1012 - (1 —0.22) - (3-1010)2 88
= -7.15

Nous observons que la théorie scalaire de Nordstrom prédit un retard du périhélie de
Mercure (dénoté par le signe moins) d’environ 7 secondes par siécle, ce qui est six fois moins
rapide que pour la théorie de la relativité générale, qui prédit une avance de 43 secondes par
siecle.
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« Alea jacta est!»
J. César

Céans se termine notre fabuleux périple dans I’espace-temps. . .

Celui-ci a débuté par une présentation des bases de la géométrie différentielle utiles a la
compréhension des outils mathématiques utilisés, avant une premiére et longue halte sur les
terres de la théorie de la relativité générale. Nous y avons mis en évidence que celle-ci satisfait
a trois principes fondamentaux : le principe de covariance généralisée, le principe d’équiva-
lence d’Einstein et le principe d’équivalence fort découlant de l'action d’Einstein-Hilbert.
Nous en avons ensuite décrit quelque peu la cinématique avant d’en développer plus large-
ment la dynamique. Celle-ci est caractérisée par les équations d’Einstein, qui déterminent
I'évolution de la métrique lorentzienne g,, décrivant I'espace-temps courbe et dont on peut
déduire la conservation du tenseur énergie-impulsion. Nous avons montré comment construire
ces équations, d’abord a partir de 1’équation de Poisson, puis en imposant la stationnarité
de l'action d’Einstein-Hilbert. Pour terminer, nous avons démontré que la théorie de la rela-
tivité générale prédit théoriquement une avance du périhélie de Mercure de 42.93 secondes
par siécle et que la lumiére est déviée d’un angle valant 1.75 secondes d’arc, ce qui s’accorde
avec les observations.

Notre seconde et derniére escale a tenté d’éclaircir les zones d’ombre planant sur la théorie
scalaire de Nordstrom. D’abord, nous ’avons présentée en suivant une démarche historique,
plutot orientée vers un raisonnement physique. A premiére vue, le principe de relativité de
Galilée n’était pas satisfait, du fait que Nordstréom suppose une masse variable dans le temps;
finalement, il n’en est rien puisque les équations du mouvement sont indépendantes de cette
masse. Nous avons également mis en évidence grace a l'équation gravitationnelle de Nord-
strom qu’aucune déviation de la lumiére n’est prédite (au contraire de la relativité générale
qui, elle, prédit une telle déviation) puisque celle-ci ne fait intervenir que la trace du tenseur
énergie-impulsion. Néanmoins, le tenseur énergie-impulsion est conservé, tout comme en re-
lativité générale.

Ensuite, nous avons présenté la théorie de Nordstrom en suivant une démarche géomé-
trique, plutot orientée vers un raisonnement mathématique. Nous avons mis en exergue, grace
a la métrique sous-jacente proposée par Einstein a I’époque ot il s’intéressait a cette théorie,
que celle-ci satisfait au principe d’équivalence faible. Nous avons également montré, via le cal-
cul des symboles de Christoffel (la connexion de Levi-Civita étant d’application tout comme
en relativité générale), que les équations du mouvement sont des équations géodésiques.
Nous avons ensuite calculé le scalaire de courbure, ol nous avons découvert que plusieurs
auteurs émettent I’hypothése que lorsque ’espace-temps est plat, les dérivées partielles du
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type d,¢ 0,¢ sont nulles. Nous n’avons malheureusement trouvé aucune justification convain-
cante pour appuyer cette hypothése. Notre pénultiéme investigation a été de nous pencher sur
les équations du champ. Puisqu’il n’était pas possible de les retrouver a partir des équations
d’Einstein, nous pensions de premier abord que l’équation gravitationnelle de Nordstrom
n’était qu’une généralisation de I’équation de Poisson avec des paramétres posés. Toutefois,
nous avons réussi a obtenir I’équation gravitationnelle & partir d’un lagrangien choisi par nos
soins, mais qui ne garantit quand méme pas que le principe d’équivalence fort soit satisfait.
Pour terminer, nous avons démontré que la théorie scalaire de Nordstrom prédit théorique-
ment un retard du périhélie de Mercure de 7.15 secondes par siécle, soit une précession six
fois moins rapide que pour la prédiction de la théorie de la relativité générale. De plus, ce
résultat ne s’accorde pas aux observations puisque celles-ci mettent en évidence une avance
et non un retard du périhélie.

Afin de résumer succinctement ces résultats, la TABLE 1.1 compare la théorie de Nord-
strom a la théorie de la relativité générale.

Relativité générale | Nordstrom
Métrique Guv Guv = ¢2 Umy
Connexion de Levi-Civita Oui Oui
Principe de covariance généralisée Satisfait Satisfait
Principe de relativité de Galilée Satisfait Satisfait
Principe d’équivalence d’Einstein Satisfait Satisfait
Principe d’équivalence fort Satisfait Non satisfait
Conservation du tenseur Oui Oui
énergie-impulsion
Périhélie de Mercure Avance de 42.93 Retard de 7.15

secondes secondes

Déviation de la lumiére 1.75 secondes Non prédit

TABLE 1.1 — Comparaison entre la théorie scalaire de Nordstrom et la théorie de la relativité
générale

La théorie de la relativité générale d’Einstein et la théorie scalaire de Nordstrom se res-
semblent finalement sous bien des aspects. Peut-étre parce qu’elles n’ont été publiées qu’a
deux années d’intervalle. .. Bien que la théorie de Nordstrom séduisait par la simplicité de son
équation gravitationnelle, celle-ci a été abandonnée par le passé au profit de la relativité gé-
nérale. Néanmoins, les théories scalaires (celle de Nordstrom n’étant pas la seule et 'unique)
reviennent au goit du jour. Il apparait en effet que certaines expériences en physique et en
cosmologie poussent a croire que les champs scalaires sont bel et bien présents dans notre
monde physique.

Notons en définitive que malgré le titre trés général de ce mémoire, seules deux théories
de la gravitation ont été présentées. Cependant, le sujet étant trés vaste, d’autres perspec-
tives pourraient s’offrir en étudiant d’autres théories, comme par exemple celles de Weyl,
Eddington, Einstein-Palatini ou encore le télé-parallélisme, qui ne sont que quatre théories
parmi tant d’autres.
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