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Résumé

Ce mémoire présente la théorie de la relativité générale d'Einstein ainsi qu'une théorie

alternative de la gravitation, à savoir la théorie de Nordström. Nous étudions les prin
ipes

auxquels 
elles-
i satisfont et nous montrons 
omment obtenir les équations du 
hamp, no-

tamment via un prin
ipe variationnel. Nous les 
omparons pour �nir. Con
ernant la théorie de

Nordström, nous suivons d'abord une démar
he historique, puis une démar
he géométrique.

Ces théories employant un formalisme tensoriel pouvant paraître rébarbatif, le premier 
ha-

pitre est 
onçu de manière à informer le le
teur sur le 
al
ul tensoriel et lui en permettre une


ompréhension plus aisée.

Mots-
lés : gravitation et 
hamp s
alaire, relativité générale, Einstein, Nordström, prin
ipe

d'équivalen
e, équations du 
hamp.
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Abstra
t

This master's thesis deals with the Einstein's theory of general relativity and an alterna-

tive theory of gravitation, namely Nordström's theory. We study prin
iples whi
h they respe
t

and we show how to obtain �eld equations, espe
ially through a variational prin
iple. Finally

we 
ompare them. Con
erning Nordström's theory, we �rst follow a histori
al approa
h and

then a geometri
 one. Sin
e these theories use a tensor formalism that may seem daunting,

the �rst 
hapter is designed to inform the reader about tensor 
al
ulus and allow him an

easier understanding of it.

Keywords : gravitation and s
alar �eld, general relativity, Einstein, Nordström, equivalen
e

prin
iple, �eld equations.
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Introdu
tion

� If you 
an't explain it simply,

you don't understand it well enough. �

A. Einstein

De nos jours, la théorie de la relativité générale d'Einstein 
onstitue la théorie la plus

�able pour dé
rire la gravitation. Il existe néanmoins d'autres théories pouvant la 
ara
téri-

ser et ayant 
onnu un 
ertain su

ès dans l'entre-deux-guerres, mais qui �nalement ont été

rejetées, faute de 
ohéren
e ou d'intérêt de la part de la 
ommunauté s
ienti�que de l'époque.

Cependant, 
es théories reviennent au goût du jour ; 
'est pourquoi nous nous y intéressons

i
i. Plus parti
ulièrement, nous nous 
on
entrons sur une théorie dont la motivation est pu-

rement géométrique, à savoir la théorie de Nordström. Nous étudions l'impa
t des prin
ipes

d'équivalen
e sur 
ette théorie, 
eux-
i � presque sa
ro-saints et 
onstituant des 
onditions

sine qua non de la relativité générale � étant quelquefois enfreints. Nous posons les hypo-

thèses de 
ette théorie et nous les 
omparons à 
elles de la relativité générale. Il est à noter

que les faits rapportés ne suivent pas né
essairement un ordre 
hronologique, seules quelques

dates importantes sont 
itées.

Durant toute sa vie, Einstein fut guidé par le désir obsédant d'uni�er la gravitation à

l'éle
tromagnétisme de Maxwell. Nous savons aujourd'hui que 
ela n'est pas en
ore possible,

bien que de grandes avan
ées vers une uni�
ation ultime aient été a

omplies. Par exemple,

l'intera
tion éle
trofaible résulte de l'uni�
ation de deux des quatre intera
tions fondamen-

tales de l'Univers, à savoir l'intera
tion éle
tromagnétique et l'intera
tion nu
léaire faible. Il

existe également la GUT (pour Grand Uni�ed Theory), uni�ant les intera
tions éle
troma-

gnétique, nu
léaire faible et nu
léaire forte. La gravitation donne quelque peu du �l à retordre

à l'homme, et 
elui-
i paraît pour l'instant poursuivre une fas
inante quête sans �n. . .

Le Chapitre 1 présente les rudiments de la géométrie di�érentielle, sans au
une démons-

tration. Nous y dé�nissons les variétés di�érentiables, les objets géométriques dé�nis sur 
es

variétés ainsi que leurs propriétés, la torsion et la 
ourbure et en�n nous faisons le point sur la

géométrie riemannienne. Le Chapitre 2 pose le 
adre général de 
e mémoire, au travers de la

théorie de la relativité générale. Nous y dé�nissons le 
on
ept de 
ovarian
e généralisée ainsi

que les prin
ipes d'équivalen
e puis nous présentons la 
inématique et la dynamique de la

relativité générale, en 
onstruisant les équations d'Einstein à partir de l'équation de Poisson

et d'un prin
ipe variationnel via l'a
tion d'Einstein-Hilbert. Nous y développons pour �nir

les deux tests 
lassiques de 
ette théorie, à savoir la pré
ession du périhélie de Mer
ure et la

déviation de la lumière par le Soleil. Le Chapitre 3 présente la théorie s
alaire de Nordström

d'abord de manière historique, puis de manière géométrique via les équations des géodésiques

et les équations du 
hamp. Nous tentons de les obtenir à partir d'un prin
ipe variationnel.

Finalement, nous 
al
ulons la pré
ession du périhélie de Mer
ure pour 
ette théorie.

1



Chapitre 1

Rappels de géométrie di�érentielle

� Que nul n'entre i
i s'il n'est géomètre. �

Platon

Ce premier 
hapitre rappelle au le
teur les notions de base ainsi que les résultats prin-


ipaux de la géométrie di�érentielle qui est l'outil mathématique au 
÷ur de 
e mémoire,

a�n de lui en permettre une 
ompréhension plus aisée. Toutes les dé�nitions, propriétés et

théorèmes ont été repris des référen
es [1℄ et [2℄ ainsi que des notes personnelles de 
ours

de l'auteur de 
e mémoire (années 2010-2011). Les démonstrations des di�érents théorèmes

ne sont pas présentées ; le le
teur intéressé peut les trouver dans la référen
e [1℄. Nous dé-

�nissons pour 
ommen
er les variétés di�érentiables, puis nous poursuivons ave
 les objets

géométriques dé�nis sur 
es variétés ainsi que leurs propriétés géométriques. Nous dé�nissons

ensuite la torsion et la 
ourbure et nous �nissons par les bases de la géométrie riemannienne.

Avant toute 
hose, nous mentionnons que nous appliquons la 
onvention d'Einstein, qui

stipule que la sommation sur un indi
e 
ontravariant (indi
e en haut) et un indi
e 
ovariant

(indi
e en bas) répété deux fois est omise. Cet indi
e est alors dit muet. Par exemple

ds2 =
n∑

µ=1

n∑

ν=1

gµν dx
µdxν

Einstein

= gµν dx
µdxν

1.1 Variétés di�érentiables

Une variété de dimension n est un espa
e topologique lo
alement homéomorphe à IR

n
. Le


on
ept de lo
alité est primordial, puisque toutes les dé�nitions qui suivent ne sont valables

que lo
alement.

2



1.1. VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

V est une variété di�érentiable de dimension n si

1. V est un espa
e topologique séparé (représenté à la Figure 1.1) : pour tous points

P, Q ∈ V tels que P 6= Q, il existe deux voisinages GP et GQ de P et Q respe
ti-

vement tels que GP ∩GQ = ∅.

b

P

GP

b

Q

GQ

Figure 1.1 � Représentation d'un espa
e topologique séparé

2. Pour tout point P ∈ V , il existe un 
ouple (Ui, ϕi) appelé 
arte lo
ale, tel que

- le voisinage de 
oordonnées Ui est un ensemble ouvert de V 
ontenant le

point P ;

- la fon
tion de 
oordonnées

ϕi : Ui ⊂ V → W ⊂ IR

n

P  ϕi(P ) = {x1, x2, · · · , xn} = {xµ}µ=1,··· ,n

est un homéomorphisme, où W est un ouvert, n est la dimension de V et

IR

n
est appelé l'espa
e de représentation.

L'ensemble des 
artes lo
ales {(Ui, ϕi)}i∈I tel que les voisinages de 
oordon-

nées {Ui} forment un re
ouvrement de V , 
'est-à-dire
⋃

i∈I

Ui = V , s'appelle un

atlas.

3. Soient deux ouverts Ui et Uj tels que Ui ∩ Uj 6= ∅. L'appli
ation

ψij
déf.

= ϕj ◦ ϕ−1i : ϕi(Ui ∩ Uj) → ϕj(Ui ∩ Uj)

{xµ}µ=1,··· ,n  {yν}ν=1,··· ,n

est un homéomorphisme de 
lasse C∞ dé
rivant le 
hangement de 
oordonnées

de la 
arte (Ui, ϕi) vers la 
arte (Uj, ϕj).

Dé�nition 1.1.1 Variété di�érentiable

Les Figures 1.2 et 1.3 représentent respe
tivement une variété dite sans bord et un


hangement de 
oordonnées entre deux 
artes lo
ales.

3



1.1. VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

V

b

P
Ui

ϕi(P ) = {xµ}µ=1,··· ,n

IR

n

b

ϕi(P )

W
ϕi

Figure 1.2 � Variété sans bord

V

b

P

Ui Uj

ϕi(P ) = {xµ}µ=1,··· ,n

IR

n

b

ϕi(P )

W1

ϕj(P ) = {yν}ν=1,··· ,n

IR

n

b

ϕj(P )

W2

ϕ−1i
ϕj

ψij = ϕj ◦ ϕ−1i

Figure 1.3 � Changement de 
oordonnées entre deux 
artes lo
ales
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1.2. OBJETS GÉOMÉTRIQUES DE BASE

1.2 Objets géométriques de base

Il est à noter que par abus de langage, nous parlons en général d'un objet géométrique

uniquement via ses 
omposantes.

1.2.1 Ve
teurs et espa
e tangent

Un ve
teur est dé�ni 
omme étant un ve
teur tangent à une 
ourbe sur la variété.

Soient une 
ourbe c : ]a, b[ ⊂ IR → V (a < 0 < b) et un 
hamp s
alaire f : V → IR.

Le ve
teur tangent à la 
ourbe c en t = 0 est dé�ni via la dérivée dire
tionnelle de la

fon
tion f (c(t)) le long de la 
ourbe c(t) en t = 0 par

X [f ] =
df (c(t))

dt |t=0

= Xµ ∂f

∂xµ
not.

= Xµ∂µf

Ce
i implique que le ve
teur X = Xµ∂µ tangent à la variété V au point P est un opérateur

di�érentiel linéaire du premier ordre agissant sur des 
hamps s
alaires, auquel on peut

asso
ier un espa
e ve
toriel appelé espa
e tangent de V au point P et noté TP (V ).
À 
et espa
e tangent peut être asso
iée une base formée des opérateurs di�érentiels ∂µ,

appelée base naturelle et notée {eµ} = {∂µ} où 1 ≤ µ ≤ n, de sorte que

TP (V ) = span{eµ}

Dé�nition 1.2.1 Ve
teur tangent

Les 
omposantes 
ontravariantes du ve
teur tangent se transforment via la formule

X̃ν = Xµ ∂y
ν

∂xµ
(1.1)

tandis que la transformation inverse est donnée par

Xµ = X̃ν ∂x
µ

∂yν

Un 
hamp ve
toriel est une appli
ation qui asso
ie à tout point P de la variété V un

ve
teur. On a

X|P : V → TP (V )

P  X|P = Xµ(P ) ∂µ|P

L'ensemble des 
hamps ve
toriels sur la variété V est noté X (V ).

Dé�nition 1.2.2 Champ ve
toriel

5



1.2. OBJETS GÉOMÉTRIQUES DE BASE

1.2.2 Un-formes di�érentielles et espa
e 
otangent

Notons qu'une un-forme di�érentielle peut également porter le nom de 
ove
teur.

Soit l'espa
e ve
toriel dual de l'espa
e tangent TP (V ), appelé espa
e 
otangent et

noté T ∗P (V ). Une un-forme di�érentielle est un élément ω ∈ T ∗P (V ) : TP (V ) → IR

et s'é
rit

ω = ωµdx
µ

On peut asso
ier à l'espa
e 
otangent une base, appelée base naturelle duale, formée

des {dxµ} où 1 ≤ µ ≤ n, de sorte que

T ∗P (V ) = span{dxµ}

De plus, si l'on 
onsidère le produit interne dé�ni par

< •, ◦ > : T ∗P (V )× TP (V ) → IR

alors

< dxµ,
∂

∂xν
>=

∂xµ

∂xν
= δµν =

{
1 si µ = ν

0 sinon

Dé�nition 1.2.3 Un-forme di�érentielle (ou 
ove
teur)

Les 
omposantes 
ovariantes d'une un-forme se transforment via la formule

ω̃ν =
∂xµ

∂yν
ωµ (1.2)

tandis que la transformation inverse est donnée par

ωµ =
∂yν

∂xµ
ω̃ν

Un 
hamp de 
ove
teurs est une appli
ation qui asso
ie à tout point P de la variété V

un 
ove
teur. On a

ω|P : V → T ∗P (V )

P  ω|P = ωµ(P ) dx
µ

|P

L'ensemble des 
hamps de 
ove
teurs sur la variété V est noté Ω1(V ).

Dé�nition 1.2.4 Champ de 
ove
teurs

6



1.2. OBJETS GÉOMÉTRIQUES DE BASE

1.2.3 Tenseurs

Un tenseur de type (p, q) est une appli
ation multilinéaire dé�nie par

T : ×p T ∗P (V )×q TP (V ) → IR

et tel que

T = T µ1···µp

ν1···νq

∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµp
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνq

où ⊗ est le produit tensoriel.

L'ensemble des tenseurs de type (p, q) au point P ∈ V est noté T p
q,P (V ).

Dé�nition 1.2.5 Tenseur de type (p, q)

Soient deux tenseurs, a ∈ T p
q,P (V ) et b ∈ T p′

q′,P (V ). Alors c = a⊗ b ∈ T p+p′

q+q′,P et

c(ω1, · · · , ωp, ξ1, · · · , ξp′ ; V1, · · · , Vq, U1, · · · , Uq′)
déf.

= a(ω1, · · · , ωp ; V1, · · · , Vq)
· b(ξ1, · · · , ξp′ ; U1, · · · , Uq′)

qui n'est autre que le produit algébrique de l'a
tion des tenseurs a et b.

Dé�nition 1.2.6 Produit tensoriel

La loi de transformation des tenseurs est donnée par la formule

T̃ µ1···µp

ν1···νq
=
∂yµ1

∂xρ1
· · · ∂y

µp

∂xρp
∂xσ1

∂yν1
· · · ∂x

σq

∂yνq
T ρ1···ρp

σ1···σq
(1.3)

De plus, un tenseur qui est nul sera toujours 
omplètement nul, quel que soit le jeu de


oordonnées. Cette propriété est fondamentale pour les tenseurs.

Notons que la loi donnée par l'équation (1.3) permet de mathématiser le prin
ipe de


ovarian
e, qui stipule que les équations de la physique doivent être les mêmes dans n'importe

quel jeu de 
oordonnées. Ce prin
ipe est automatiquement garanti si l'on utilise des équations

tensorielles. En e�et, prenons par exemple les équations d'Einstein (dé
rites plus amplement

au Chapitre 2) dans les 
oordonnées {xµ}µ=1,··· ,n et appliquons-leur la loi de transformation

des tenseurs a�n de passer dans les 
oordonnées {yν}ν=1,··· ,n. Nous obtenons

Gµν =
8πG

c4
Tµν

(1.3)⇐⇒ ∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
G̃αβ =

8πG

c4
∂yα

∂xµ
∂yβ

∂xν
T̃αβ

⇐⇒ G̃αβ =
8πG

c4
T̃αβ

Nous remarquons alors de manière évidente que les équations sont équivalentes dans les

deux jeux de 
oordonnées {xµ}µ=1,··· ,n et {yν}ν=1,··· ,n, satisfaisant par 
onséquent au prin
ipe

de 
ovarian
e.
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1.3. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES

Un 
hamp tensoriel est une appli
ation qui asso
ie à tout point P de la variété V un

tenseur. On a

T|P : V → T p
q,P (V )

P  T|P = T µ1···µp

ν1···νq(P )

(
∂

∂xµ1
⊗ · · · ⊗ ∂

∂xµp
⊗ dxν1 ⊗ · · · ⊗ dxνq

)

|P

Dé�nition 1.2.7 Champ tensoriel

1.3 Propriétés géométriques

Les propriétés suivantes permettent de se déta
her de la lo
alité et notamment de

dé�nir le 
on
ept de transport parallèle (non trivial) sur la variété.

1.3.1 Connexion a�ne et dérivée 
ovariante

La 
onnexion spé
i�e 
omment les tenseurs sont transportés le long d'une 
ourbe sur la

variété. Elle permet don
 de dépla
er un objet sur la variété sans en 
hanger ses propriétés.

Soient f un 
hamp s
alaire et X, Y et Z des 
hamps ve
toriels. Une 
onnexion a�ne

est une appli
ation de la forme

∇ : X (V )× X (V ) → X (V )

(X, Y )  ∇XY

Cette appli
ation satisfait aux quatre 
onditions suivantes.

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

∇(X+Y )Z = ∇XZ +∇Y Z

∇(fX)Y = f∇XY

∇X(fY ) = X [f ]Y + f∇XY (Leibniz)

Dé�nition 1.3.1 Connexion a�ne

Si n est la dimension de la variété V , alors il existe n3

oe�
ients de 
onnexion Γλ

νµ

dé�nis par

∇eνeµ
not.

= ∇νeµ = Γλ
νµ eλ

où les {eµ} désignent la base naturelle de TP (V ).

Dé�nition 1.3.2 Coe�
ients de 
onnexion
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1.3. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES

À 
e stade, nous ne pouvons pas en
ore 
al
uler expli
itement les 
oe�
ients de 
onnexion.

Ce n'est que par le 
hoix de la 
onnexion de Levi-Civita que nous pourrons donner des règles

de 
al
ul expli
ites.

La loi de transformation des 
oe�
ients de 
onnexion est donnée par la formule

Γ̃γ
αβ =

∂xλ

∂yα
∂xµ

∂yβ
∂yγ

∂xν
Γν

λµ +
∂2xν

∂yα∂yβ
∂yγ

∂xν
(1.4)

Remarquons également que les 
oe�
ients de 
onnexion ne sont pas des tenseurs de

type (1, 2) 
ar ils ne véri�ent pas la loi de transformation donnée par l'équation (1.3). En

e�et, le premier terme du membre de droite de l'équation (1.4) est tensoriel, tandis que le

se
ond (représentant les for
es d'inertie) ne l'est pas. Par 
ontre, si les for
es d'inertie s'an-

nulent (autrement dit lorsque l'on se trouve dans un référentiel galiléen), il ne subsiste plus

que le premier terme et les 
oe�
ients de 
onnexion sont dès lors 
omplètement tensoriels ;

mais 
e
i n'est valable qu'en relativité restreinte. De plus, les 
oe�
ients de 
onnexion sont

des pseudo-for
es pour les équations des géodésiques dé�nies à la se
tion suivante. Notons

que � une pseudo-for
e est une for
e physique apparente mais qui n'existe pas et qui est res-

sentie par un observateur dans un référentiel non inertiel (
'est-à-dire un référentiel soumis

à une a

élération). Les lois du mouvement de Newton sont valables dans un tel référentiel

seulement si l'existen
e d'une pseudo-for
e est supposée. Par exemple, la for
e 
entrifuge est

une pseudo-for
e. �

1

.

La dérivée 
ovariante, quant à elle, est un opérateur permettant de 
ara
tériser le

transport parallèle et est dé�nie à partir de la 
onnexion a�ne et des 
oe�
ients de


onnexion. Ces 
oe�
ients spé
i�ent 
omment les ve
teurs de base des espa
es tangents


hangent d'un point à l'autre de la variété lors du transport parallèle.

Soit un 
hamp tensoriel T ∈ T p
q (V ). Les 
omposantes de la dérivée 
ovariante de 
e


hamp tensoriel sont données par

∇λ T
ν1···νp

µ1···µq
= ∂λT

ν1···νp
µ1···µq

+Γν1
λρ T

ρν2···νp
µ1···µq

+ · · ·+ Γ
νp

λρ T
ν1···νp−1ρ

µ1···µq

−Γρ
λµ1

T ν1···νp
ρµ2···µq

− · · · − Γρ
λµq

T ν1···νp
µ1···µq−1ρ

(1.5)

Dé�nition 1.3.3 Dérivée 
ovariante d'un 
hamp tensoriel

À partir de 
ette dé�nition, nous obtenons aisément la dérivée 
ovariante d'un 
hamp

ve
toriel et d'un 
hamp de 
ove
teurs.

1. Traduit de l'anglais dans The Ameri
an Heritage S
ien
e Di
tionnary, a

essible en ligne à l'adresse

http://s
ien
e.yourdi
tionary.
om/
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1.3. PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES

Soit un 
hamp ve
toriel Y ∈ X (V ). Les 
omposantes de la dérivée 
ovariante de 
e


hamp ve
toriel sont données par

∇µ Y
λ = ∂µY

λ + Γλ
µρ Y

ρ

Dé�nition 1.3.4 Dérivée 
ovariante d'un 
hamp ve
toriel

Soit un 
hamp de 
ove
teurs ω ∈ Ω1(V ). Les 
omposantes de la dérivée 
ovariante de 
e


hamp de 
ove
teurs sont données par

∇µ ων = ∂µων − Γρ
µν ωρ

En parti
ulier, si ω = dxν ,

∇µ dx
ν = −Γν

µρ dx
ρ

Dé�nition 1.3.5 Dérivée 
ovariante d'un 
hamp de 
ove
teurs

1.3.2 Géodésiques

Les équations des géodésiques, qui sont les traje
toires les plus 
ourtes entre deux points

quel
onques de la variété en géométrie riemannienne, sont dé�nies à partir du transport

parallèle d'un 
hamp ve
toriel.

Soient une 
ourbe c : ]a, b[ ⊂ IR → V et un 
hamp ve
toriel X dé�ni le long de c par

X|c(t) = Xµ (c(t)) eµ|c(t)

On dit que X est transporté parallèlement le long de c si

∇VX = 0 ∀ t ∈ ]a, b[

où V =
dxµ (c(t))

dt
eµ|c(t)

est le ve
teur tangent à la 
ourbe c(t).

Dé�nition 1.3.6 Transport parallèle d'un 
hamp ve
toriel

Une géodésique est une 
ourbe telle que son ve
teur tangent est transporté parallèlement

le long de la 
ourbe c(t), autrement dit si ∇V V = 0. L'équation des géodésiques est

donnée par

d2xµ

dt2
+ Γµ

νρ

dxν

dt

dxρ

dt
= 0 (1.6)

Dé�nition 1.3.7 Géodésique
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1.4. TORSION ET COURBURE

Remarquons que les équations des géodésiques sont les équations d'Euler-Lagrange liées

au prin
ipe variationnel, dans le 
as de la 
onnexion de Levi-Civita. Nous démontrerons 
e

résultat lorsque la 
onnexion de Levi-Civita aura été dé�nie.

1.4 Torsion et 
ourbure

Les 
oe�
ients de 
onnexion dé�nis auparavant n'étant pas des tenseurs (
f. loi de trans-

formation des 
oe�
ients de 
onnexion donnée par l'équation (1.4)), ils ne peuvent pas 
onsti-

tuer une mesure de la 
ourbure d'une variété. C'est pourquoi nous dé�nissons le tenseur de

torsion et le tenseur de 
ourbure de Riemann.

Le tenseur de torsion est un tenseur de type (1, 2) dé�ni par

T : X (V )× X (V ) → X (V )

(X, Y )  T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

où [X, Y ] est le 
ro
het de Lie de X et Y . De plus, 
e tenseur véri�e

T (X, Y ) = −T (Y,X)

Dé�nition 1.4.1 Tenseur de torsion

Les 
omposantes du tenseur de torsion sont données par

T λ
µν = Γλ

µν − Γλ
νµ

Géométriquement, la torsion mesure la 
omposante suivant la dérivée 
ovariante du 
hamp

ve
toriel.

Le tenseur de 
ourbure de Riemann est un tenseur de type (1, 3) dé�ni par

R : X (V )× X (V )× X (V ) → X (V )

(X, Y, Z)  R(X, Y, Z)
not.

= R(X, Y )Z

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

où [X, Y ] est le 
ro
het de Lie de X et Y . De plus, 
e tenseur véri�e

R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z

Dé�nition 1.4.2 Tenseur de 
ourbure de Riemann

Les 
omposantes du tenseur de 
ourbure de Riemann sont données par

Rκ
λµν = ∂µΓ

κ
νλ − ∂νΓ

κ
µλ + Γη

νλΓ
κ
µη − Γη

µλΓ
κ
νη (1.7)

Géométriquement, le tenseur de Riemann mesure la partie du résultat du transport pa-

rallèle sur la bou
le qui est dans la dire
tion du 
hamp ve
toriel (
f. référen
e [1℄).
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1.5. GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

À partir de 
e tenseur de 
ourbure de Riemann, on peut 
onstruire le tenseur de Ri

i,

qui mesure lui aussi la 
ourbure d'une variété.

Le tenseur de Ri

i est un tenseur de type (0, 2) dé�ni par

Ric(X, Y ) =< dxµ, R(eµ, Y )X >

Dé�nition 1.4.3 Tenseur de Ri

i

Les 
omposantes du tenseur de Ri

i sont données par

Ricµν = Rλ
µλν (1.8)

1.5 Géométrie riemannienne

La dé�nition du transport parallèle et de la 
onnexion a�ne nous a 
onduit aux variétés

a�nes, via la 
ourbure et la torsion. Nous allons i
i rajouter une notion de distan
e métrique,

qui nous amène aux variétés (pseudo-)riemanniennes et au 
al
ul expli
ite des 
oe�
ients de


onnexion.

1.5.1 Tenseur de métrique

Le tenseur de métrique est une généralisation de la notion de produit s
alaire entre deux

ve
teurs de IR

n
. L'espa
e-temps physique étant dé
rit par une métrique pseudo-riemannienne,

nous ne 
onsidérons i
i que 
e 
as pré
is. Grâ
e à 
e type de métrique, la distan
e entre deux

points distin
ts de 
et espa
e peut être nulle.

Une métrique pseudo-riemannienne g sur une variété di�érentiable V , appelée éga-

lement métrique lorentzienne, est un 
hamp de tenseurs de type (0, 2) tel que

g = gµν dx
µ ⊗ dxν

La métrique lorentzienne satisfait aux deux 
onditions suivantes pour tout point P ∈ V .

1. Symétrie : g|P (X, Y ) = g|P (Y,X) ∀X, Y ∈ X (V )

2. Non-dégénéres
en
e : si g|P (X, Y ) = 0 ∀X ∈ X (V ) alors Y = 0

Par 
onséquent, une métrique pseudo-riemannienne est une forme bilinéaire symétrique

non dégénérée. De plus, l'élément de ligne est donné par

ds2 = gµν dx
µdxν

Dé�nition 1.5.1 Métrique pseudo-riemannienne

L'inverse de la métrique gµν est donnée par gµν de sorte que

gµνg
νλ = gλνgνµ = δλµ =

{
1 si λ = µ

0 sinon
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1.5. GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

En parti
ulier, si n est la dimension de la variété, alors la tra
e de gµν vaut

gµνgµν = δνν = n

En pratique, le tenseur de métrique permet de passer des 
oordonnées 
ontravariantes aux


oordonnées 
ovariantes et vi
e-versa ; autrement dit, la métrique sert à monter et des
endre

les indi
es dans les di�érentes expressions. Cette propriété est en fait une appli
ation aux va-

riétés riemanniennes (ou dans le 
as présent aux variétés pseudo-riemanniennes) du théorème

de ré�exivité dans les espa
es métriques : la métrique permet d'engendrer un isomorphisme

ré�exif (ou isomorphisme musi
al) entre l'espa
e tangent TP (V ) (assimilé au primal) et l'es-

pa
e 
otangent T ∗P (V ) (assimilé au dual).

Une variété pseudo-riemannienne est un 
ouple (V, g) où V est une variété di�é-

rentiable et g est une métrique pseudo-riemannienne.

Dé�nition 1.5.2 Variété pseudo-riemannienne

Comme déjà dit pré
édemment, les variétés pseudo-riemanniennes ont une grande impor-

tan
e pour la géométrie de l'espa
e-temps plat de la relativité restreinte. En e�et, en diago-

nalisant une métrique pseudo-riemannienne, on obtient la métrique de Minkowski η, qui

dé
rit un tel espa
e-temps. Dans l'espa
e IR

n
,

η =








−1 0 · · · 0

0 1
.

.

.

.

.

.

.

.

. 0
0 · · · 0 1








n×n

Pratiquement, nous travaillons en relativité restreinte sur un espa
e ve
toriel que l'on

note IR

3,1
(
e
i dé
oule de la signature

2

de la métrique) ave
 la métrique de Minkowski qui

est la suivante.

ηµν =







−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







Remarquons qu'en relativité générale, l'espa
e-temps est 
ourbe 
ar il n'est pas possible

de trouver un système de 
oordonnées qui soit tel que la métrique prenne sa forme fonda-

mentale ηµν partout.

De plus, dans (IR2, η), si x1 = c · t où c est la vitesse de la lumière et x2 = x (les exposants

sur x réfèrent i
i à un indi
e et non pas à une puissan
e), alors

ds2 = ηµν dx
µdxν

= −(dx1dx1) + (dx2dx2) (
ar ηµν = 0 ∀µ 6= ν)

= −c2(dt)2 + (dx)2

2. Il existe o�
iellement deux signatures pour la métrique. Il s'agit d'une 
onvention qui dé
oule des

signes que prennent les éléments diagonaux de la matri
e ηµν . Celle-
i peut di�érer d'un ouvrage à l'autre.

On trouvera plus souvent la signature (− + ++) dans les ouvrages français, tandis que l'on trouvera plus

fréquemment la signature (+ − −−) dans les ouvrages anglais. Nous avons 
hoisi d'appliquer la 
onvention

(−+++) tout au long de 
e mémoire.
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1.5. GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

Le signe de 
et élément de ligne détermine le genre de ve
teur auquel nous sommes


onfrontés :

- si ds2 > 0, le ve
teur est de genre espa
e ou spa
elike ;

- si ds2 = 0, le ve
teur est de genre lumière ou null ;

- si ds2 < 0, le ve
teur est de genre temps ou timelike.

Cette 
lassi�
ation des ve
teurs indique quels sont les évènements de l'espa
e-temps reliés


ausalement entre eux, lorsqu'ils se trouvent à l'intérieur du 
�ne de lumière, représenté à

la Figure 1.4.

ds2 > 0

ds2 < 0

ct

x

ds2 = 0 ⇔ x = ct

Figure 1.4 � C�ne de lumière

1.5.2 Connexion métrique

La métrique que nous venons de dé�nir va nous permettre à présent de 
al
uler expli
i-

tement les 
oe�
ients de 
onnexion. Au préalable, nous dé�nissons la 
onnexion métrique,

qui 
onserve l'angle entre deux ve
teurs ainsi que la norme d'un ve
teur lors du transport

parallèle.

Une 
onnexion a�ne ∇ est une 
onnexion métrique si

∇λ gµν = 0

L'équation (1.5) donnant la dérivée 
ovariante d'un 
hamp tensoriel permet d'obtenir

les 
omposantes suivantes de la 
onnexion métrique.

∇λ gµν = ∂λgµν − Γσ
λµ gσν − Γσ

λν gσµ = 0 (1.9)

Dé�nition 1.5.3 Connexion métrique
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1.5. GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

Ainsi, les 
oe�
ients de 
onnexion d'une 
onnexion métrique sont donnés via l'équa-

tion (1.9) par

Γλ
µν =

{
λ

µν

}

+Kλ
µν

où







{
λ

µν

}

=
1

2
gλκ(∂µgνκ + ∂νgµκ − ∂κgµν) sont les symboles de Christo�el

Kλ
µν =

1

2
(T λ

µν + T
λ

µ ν + T λ
ν µ) est le tenseur de 
ontorsion

1.5.3 Connexion de Levi-Civita

La 
onnexion de Levi-Civita est un 
as parti
ulier de 
onnexion a�ne. Cette 
onnexion

parti
ulière est dé�nie par le théorème 1.5.1, appelé théorème fondamental de la géo-

métrie (pseudo-)riemannienne.

Sur une variété (pseudo-)riemannienne (V, g), il existe une et une seule 
onnexion symé-

trique (à savoir une 
onnexion pour laquelle le tenseur de torsion s'annule) et 
ompatible

ave
 la métrique g, autrement dit

1. ∇µ g = 0

2. Γλ
µν = Γλ

νµ ⇐⇒ T λ
µν = 0

Cette 
onnexion unique est appelée la 
onnexion de Levi-Civita.

Théorème 1.5.1 Théorème fondamental

Par 
onséquent, dans le 
as de la 
onnexion de Levi-Civita, les 
oe�
ients de 
onnexion

se réduisent aux symboles de Christo�el. De plus, 
es 
oe�
ients permettent de géométriser

la gravitation : on peut reproduire les équations du mouvement de Newton dans un 
hamp

gravitationnel via les équations des géodésiques. En e�et, 
onsidérons la métrique

gµν =

(
grr grθ
gθr gθθ

)

=

(
1 0
0 r2

)

ainsi que son inverse

gµν =

(
grr grθ

gθr gθθ

)

=





1 0

0
1

r2





Dans 
ette métrique, seules les 
onnexions Γr
θθ et Γ

θ
rθ sont non nulles. Nous avons

Γr
θθ =

1

2
gσr(∂θgσθ + ∂θgσθ − ∂σgθθ)

Sommation sur σ
=

1

2
grr(∂θgrθ

︸ ︷︷ ︸

=0

+ ∂θgrθ
︸ ︷︷ ︸

=0

−∂rgθθ) +
1

2
gθr
︸︷︷︸

=0

(∂θgθθ + ∂θgθθ − ∂θgθθ)

=
1

2
grr(−∂rgθθ)

= −1

2

∂(r2)

∂r

= −r
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1.5. GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

et

Γθ
rθ =

1

2
gσθ(∂θgσr + ∂rgσθ − ∂σgrθ

︸ ︷︷ ︸

=0

)

Sommation sur σ
=

1

2
grθ
︸︷︷︸

=0

(∂θgrr + ∂rgrθ) +
1

2
gθθ(∂θgθr

︸ ︷︷ ︸

=0

+∂rgθθ)

=
1

2
gθθ(∂rgθθ)

=
1

2r2
∂(r2)

∂r

=
1

r

= Γθ
θr par symétrie de la 
onnexion de Levi-Civita

Ainsi, les équations des géodésiques pour les 
oordonnées (r, θ) sont données par (pour
µ = r et µ = θ respe
tivement dans l'équation (1.6))

d2xr

dt2
+ Γr

θθ

dxθ

dt

dxθ

dt
⇐⇒ d2r

dt2
− r

(
dθ

dt

)2

= 0 (1.10)

d2xθ

dt2
+
(
Γθ

rθ + Γθ
θr

) dxr

dt

dxθ

dt
⇐⇒ d2θ

dt2
+

2

r

dr

dt

dθ

dt
= 0 (1.11)

L'équation (1.11) admet une intégrale première de la forme

r2
dθ

dt
= 
onstante

Cette dernière équation exprime la 
onservation du moment angulaire

L = mr2
dθ

dt

Plaçons-nous dans le 
as parti
ulier où

dθ

dt
= ωt

autrement dit, dans le 
as d'un mouvement 
ir
ulaire uniforme. Dans 
e 
adre spé
i�que,

L = mr2 ωt

et l'équation (1.10) devient

d2r

dt2
− rω2 = 0

Cette dernière équation n'est autre que l'équation de Newton

−→
F = m−→a à la masse

d'inertie m près dans un référentiel tournant non inertiel, ave
 le terme r2ω lié à la 
onnexion

exprimant la for
e 
entrifuge. Cette for
e étant en réalité une pseudo-for
e, on retrouve bien

le fait que les 
oe�
ients de 
onnexion sont des pseudo-for
es pour les équations des géodé-

siques, 
omme nous l'avons établi dans l'analyse de la loi de transformation des 
oe�
ients

de 
onnexion donnée par l'équation (1.4).
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1.5.4 Équations des géodésiques ave
 la 
onnexion de Levi-Civita

Bien que nous avons pré
isé au début de 
e 
hapitre qu'au
une démonstration n'y serait

donnée, nous allons montrer à présent que les équations des géodésiques sont les équations

d'Euler-Lagrange liées au prin
ipe variationnel dans le 
as de la 
onnexion de Levi-Civita,

a�n d'introduire la notion de 
al
ul variationnel. Néanmoins, plus de détails à 
e sujet sont

donnés dans le Chapitre 2 à la se
tion 2.2.4. La démonstration est tirée de la référen
e [1℄.

Soit une 
ourbe xµ paramétrée par la distan
e 
urviligne s sur 
ette 
ourbe, 
'est-à-dire

xµ = xµ(s). La longueur du 
hemin reliant deux points P et Q sur la variété peut don


s'é
rire 
omme une fon
tionnelle I des xµ(s). Nous rappelons en passant qu'une fon
tionnelle

est un opérateur à valeurs dans un 
hamp s
alaire, typiquement IR ou CI . La fon
tionnelle

que nous dé�nissons i
i est un opérateur intégral. Nous avons

ds2 = gµν dx
µdxν ⇐⇒ 1 = gµν

dxµ dxν

ds2

Élevons les deux membres de l'égalité à la puissan
e

1

2
. Nous obtenons

1 = gµν
dxµ dxν

ds2
⇐⇒ 1 =

√

gµν
dxµ

ds

dxν

ds

⇐⇒
∫ Q

P

ds =

∫ Q

P

√

gµν
dxµ

ds

dxν

ds
ds

⇐⇒
∫ Q

P

ds =

∫ Q

P

√

gµν x
′µ x

′ν ds

Il vient alors l'a
tion suivante

I[xµ(s)] =

∫ Q

P

ds =

∫ Q

P

√

gµν x
′µ x

′ν ds
not.

=

∫ Q

P

Lds où x
′µ =

dxµ

ds
(1.12)

ave
 L qui véri�e l'équation d'Euler-Lagrange

d

ds

(
∂L

∂x
′λ

)

− ∂L

∂xλ
= 0 (1.13)

Notons que la notation primée, 
omme nous l'avons dé�nie dans le 
as présent, désigne

une dérivée et non un 
hangement de 
arte.

Considérons maintenant le problème variationnel

δ I = 0

où δ est dé�ni 
omme la dérivée variationnelle. La solution de 
e problème donnant les

extrema de la longueur I est obtenue via la résolution de l'équation d'Euler-Lagrange asso
iée

à l'a
tion donnée par l'équation (1.12). Nous supposons 
e résultat a
quis (puisque 
e n'est

pas 
e qui nous o

upe i
i) et nous posons
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F =
1

2
gµν x

′µ x
′ν

de sorte que

I =

∫ Q

P

L(F ) ds ave
 F =
L2

2

Ainsi,

d

ds

(
∂F

∂x
′λ

)

− ∂F

∂xλ
=

d

ds

[
∂

∂x
′λ

(
L2

2

)]

−
[
∂

∂xλ

(
L2

2

)]

=
d

ds

(

L
∂L

∂x
′λ

)

− L
∂L

∂xλ

=
dL

ds

∂L

∂x
′λ

+ L
d

ds

(
∂L

∂x
′λ

)

− L
∂L

∂xλ

= L

[
d

ds

(
∂L

∂x
′λ

)

− ∂L

∂xλ

]

+
dL

ds

∂L

∂x
′λ

(1.13)
=

dL

ds

∂L

∂x
′λ

(1.14)

Or, puisque par dé�nition 1 =

√

gµν
dxµ

ds

dxν

ds
, 
ela signi�e que L = 1 le long de la 
ourbe.

Il s'en suit que

dL

ds
= 0, 
e qui veut dire que le membre de droite de l'équation (1.14) est

identiquement nul. Nous avons par 
onséquent

d

ds

(
∂L

∂x
′λ

)

− ∂L

∂xλ
= 0 ⇐⇒ d

ds

(
∂F

∂x
′λ

)

− ∂F

∂xλ
= 0

Autrement dit, F véri�e l'équation d'Euler-Lagrange si et seulement si L la véri�e aussi.

En�n,

d

ds

(
∂F

∂x
′λ

)

− ∂F

∂xλ
= 0 ⇐⇒ d

ds

[
∂

∂x
′λ

(
1

2
gµν x

′µ x
′ν

)]

− ∂

∂xλ

(
1

2
gµν x

′µ x
′ν

)

= 0

⇐⇒ d

ds

[
1

2
gµν

(
∂x

′µ

∂x
′λ
x

′ν +
∂x

′ν

∂x
′λ
x

′µ

)]

− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ d

ds

[
1

2
gµν

(

δ
µ
λ x

′ν + δνλ x
′µ
)]

− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ d

ds

[
1

2
gµν δ

µ
λ x

′ν +
1

2
gµν δ

ν
λ x

′µ

]

− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ d

ds

[
1

2
gλν x

′ν +
1

2
gµλ x

′µ

]

− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ d

ds
(gλµ x

′µ)− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0
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⇐⇒ d

ds
(gλµ)x

′µ + gλµ
d2xµ

ds2
− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ ∂gλµ

∂xν
∂xν

∂s
x

′µ + gλµ
d2xµ

ds2
− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒ ∂gλµ

∂xν
x

′µ x
′ν + gλµ

d2xµ

ds2
− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

⇐⇒
(
1

2

∂gλµ

∂xν
+

1

2

∂gλν

∂xµ

)

x
′µ x

′ν + gλµ
d2xµ

ds2
− 1

2

∂gµν

∂xλ
x

′µ x
′ν = 0

×gκλ⇐⇒ gκλ
[

gλµ
d2xµ

ds2
+

1

2

(
∂gλµ

∂xν
+
∂gλν

∂xµ
− ∂gµν

∂xλ

)
dxµ

ds

dxν

ds

]

= 0

⇐⇒ δκµ
d2xµ

ds2
+

1

2
gκλ (∂νgλµ + ∂µgλν − ∂λgµν)

dxµ

ds

dxν

ds
= 0

⇐⇒ d2xκ

ds2
+ Γκ

µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0

Cette dernière équation est bien l'équation des géodésiques, 
e que nous 
her
hions à

obtenir via les équations d'Euler-Lagrange liées au prin
ipe variationnel δ I = 0.

1.5.5 Tenseur de Riemann ave
 la 
onnexion de Levi-Civita

Les 
omposantes du tenseur de Riemann ave
 la 
onnexion de Levi-Civita sont données

par

Rκλµν =
1

2

(

− ∂2gκµ

∂xλ∂xν
+

∂2gλµ

∂xκ∂xν
+

∂2gκν

∂xλ∂xµ
− ∂2gλν

∂xκ∂xµ

)

−gξη
(

Γξ
κµΓ

η
λν − Γξ

κνΓ
η
λµ

)

(1.15)

ave
 Rκλµν = gκξR
ξ
λµν .

Le tenseur de Riemann ave
 la 
onnexion de Levi-Civita satisfait aux propriétés suivantes.

1. Antisymétrie sur les deux premiers indi
es : Rκλµν = −Rλκµν

2. Antisymétrie sur les deux derniers indi
es : Rκλµν = −Rκλνµ

3. Symétrie sous permutation des groupes d'indi
es : Rκλµν = Rµνκλ

4. Symétrie du tenseur de Ri

i : Ricµν = Ricνµ

5. Première identité de Bian
hi : Rκ
λµν +Rκ

νλµ +Rκ
µνλ = 0

6. Se
onde identité de Bian
hi : (∇κR)
ξ
λµν + (∇νR)

ξ
λκµ + (∇µR)

ξ
λνκ = 0

Le s
alaire de 
ourbure est dé�ni par

R = gµνRicµν

Dé�nition 1.5.4 S
alaire de 
ourbure
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Le s
alaire de 
ourbure est don
 une 
ontra
tion du tenseur de Ri

i.

Le tenseur d'Einstein est dé�ni par

Gµν = Ricµν −
1

2
gµν R

Dé�nition 1.5.5 Tenseur d'Einstein

À partir de la se
onde identité de Bian
hi, on peut obtenir l'identité de Bian
hi pour le

tenseur d'Einstein, qui traduit les équations de 
onservation de l'énergie et de l'impulsion

en relativité générale. Cette identité est donnée par

∇µG
µν = 0

ave
 Gµν = gµαgνβ Gαβ.

L'essentiel des outils né
essaires par la suite étant maintenant dé�nis, nous nous arrêtons

i
i pour les rappels.
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Chapitre 2

Les deux théories relativistes d'Albert

Einstein

� Puis me vint la "glü
kli
hste Gedanke meines Leben",

l'idée la plus heureuse de ma vie. . . �

A. Einstein

Ce deuxième 
hapitre présente brièvement la théorie de la relativité restreinte et s'étend

plus amplement sur la théorie de la relativité générale. L'ensemble des dé�nitions reprises

dans 
e 
hapitre est essentiellement tiré des référen
es [3℄, [4℄, [5℄, [6℄ et [7℄. Nous 
ommençons

par introduire le sujet via la théorie de la relativité restreinte, puis nous présentons la théorie

de la relativité générale en dé�nissant le prin
ipe de 
ovarian
e généralisée, le prin
ipe de

Galilée, le prin
ipe d'équivalen
e faible et le prin
ipe d'équivalen
e fort. Nous en dé
rivons

ensuite la 
inématique et la dynamique. Nous terminons par la démonstration des deux tests


lassiques que sont la pré
ession du périhélie de Mer
ure et la déviation de la lumière par le

Soleil.

2.1 La théorie de la relativité restreinte

La théorie de la relativité restreinte, publiée par Albert Einstein en 1905, est de nature

purement 
inématique. Comme le dit Pais dans la référen
e [6℄,

� La relativité restreinte oblige à abandonner les représentations mé
aniques pour

interpréter l'éle
tromagnétisme. Elle renon
e au seul système privilégié, le référen-

tiel au repos absolu, et lui substitue un ensemble in�ni de systèmes de référen
e

privilégiés, les repères inertiels. Par dé�nition, deux quel
onques de 
es repères

sont en mouvement uniforme l'un par rapport à l'autre. Le fait que 
e mouve-

ment soit uniforme donne le 
ara
tère restreint de la relativité. �

En e�et, au stade de la relativité restreinte, les référentiels inertiels sont 
eux qui 
orres-

pondent à une transformation linéaire des 
oordonnées, donnée par le groupe de Poin
aré.

Puisqu'en relativité restreinte l'espa
e-temps est plat, 
onsidérons l'espa
e de Minkowski IR

3,1

et sa métrique asso
iée ηµν telle que

ds2 = −c2dt2 + dl2 (2.1)

Dans l'espa
e de Minkowski IR

3,1
qui est un espa
e ve
toriel, les transformations or-

thogonales préservent la métrique (et don
 l'élément de ligne donné par l'équation (2.1))
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sous 
hangement de 
oordonnées entre deux 
artes lo
ales dé
rites par les 
oordonnées {xµ}
et {x′µ}, autrement dit ds2 = ds

′2
. Ce sont 
es transformations orthogonales de l'espa
e IR

3,1

qui 
ara
térisent le groupe de Poin
aré. Celles-
i sont données par

- des translations et des rotations spatiales telles que dl2 = dl
′2
;

- des translations temporelles telles que dt2 = dt
′2
;

- des transformations de Lorentz pures telles que −c2dt2 + dl2 = −c2dt′2 + dl
′2
.

Comme dit pré
édemment, 
es transformations dé�nissent un 
hangement de 
arte linéaire

et peuvent être réé
rites

x
′µ = Λµ

ν x
ν + aµ

où aµ est un terme désignant les translations. De plus, le groupe de Lorentz (
f. référen
e [8℄),

fréquemment usité en relativité restreinte, est un sous-groupe du groupe de Poin
aré 
ompre-

nant les rotations spatiales et les transformations de Lorentz pures. Celui-
i peut être tout

simplement dé�ni par

x
′µ = Λµ

ν x
ν ⇐⇒







ct
′

x
′

y
′

z
′







=







γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1













ct

x

y

z







ave
 β =
v

c
où v désigne une vitesse, c est la vitesse de la lumière et γ est le fa
teur de

Lorentz tel que

γ =
1

√

1− v2

c2

=
(
1− β2

)−
1

2
(2.2)

Il est également à noter qu'en relativité restreinte, au
un objet ne peut avoir une vitesse

supérieure à 
elle de la lumière.

2.2 La théorie de la relativité générale

La théorie de la relativité générale fut produite par Albert Einstein en 1915, dix ans après

la théorie de la relativité restreinte. Pour l'époque, la relativité générale dévoilait une nou-

velle 
inématique ainsi qu'une nouvelle dynamique, au 
ontraire de la relativité restreinte qui,


omme nous l'avons déjà dit à la se
tion pré
édente, était de nature purement 
inématique.

Dans un premier temps, Einstein a tant bien que mal tenté d'in
lure la gravitation à la

théorie de la relativité restreinte, mais sans su

ès. C'est 
ela qui l'a mené, dans un se
ond

temps, à 
réer la théorie de la relativité générale : d'une in
lusion dans la théorie de la re-

lativité restreinte, on est passé à une extension de 
ette théorie. La théorie de la relativité

générale a don
 été 
onstruite de façon à 
e que la relativité restreinte en soit un 
as par-

ti
ulier : il s'agit d'une généralisation qui étend l'invarian
e par rapport à des systèmes de


oordonnées en mouvement uniforme à l'invarian
e par rapport à des systèmes de 
oordon-

nées en mouvement quel
onque. Dit autrement, il s'agit du passage des transformations de


oordonnées linéaires aux transformations de 
oordonnées di�éomorphes générales.

22



2.2. LA THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

En relativité générale, l'espa
e-temps est 
ourbe. Celui-
i est ainsi identi�é à une variété

di�érentiable de dimension 4 dont l'espa
e tangent est 
elui de Minkowski. Par 
onséquent

en relativité générale, lo
alement seulement, l'espa
e-temps est plat. Le théorème 2.2.1, issu

de la référen
e [3℄, donne une 
ondition né
essaire et su�sante permettant de déterminer si

l'espa
e-temps est plat ou non.

L'espa
e-temps est plat si et seulement si le tenseur de Riemann s'annule partout, 
'est-

à-dire

Rκ
λµν = 0,

auquel 
as il est toujours possible de trouver un système de 
oordonnées global dans lequel

la métrique prend en tous points sa forme fondamentale gµν = ηµν . Ré
iproquement,

s'il est possible de trouver un tel système de 
oordonnées, alors l'espa
e-temps est plat.

Lorsque l'espa
e-temps n'est pas plat, en revan
he, un tel système de 
oordonnées n'existe

pas, et ré
iproquement.

Théorème 2.2.1

De plus, la théorie de la relativité générale satisfait au prin
ipe de 
ovarian
e, au prin
ipe

d'équivalen
e faible et au prin
ipe d'équivalen
e fort. Elle prédit la pré
ession du périhélie

de Mer
ure et prédit également la déviation de la lumière par le Soleil. Préalablement à la

démonstration de 
es deux prédi
tions, appelées également tests 
lassiques de la relativité

générale, nous donnons quelques pré
isions sur les trois prin
ipes que nous venons de 
iter.

2.2.1 Le prin
ipe de 
ovarian
e généralisée

Il était primordial pour Einstein que le 
hoix du système de 
oordonnées dans lequel on

travaille puisse être 
omplètement arbitraire. Cela l'a mené à exiger la 
ovarian
e générale,

ou prin
ipe de 
ovarian
e généralisée, ou en
ore prin
ipe de relativité, qui n'est

autre qu'une généralisation du prin
ipe de relativité de Galilée. Le prin
ipe de relativité de

Galilée stipule que � Toutes les lois de la mé
anique sont identiques dans tous les référentiels

galiléens � (
f. référen
e [4℄). Par dé�nition, un référentiel galiléen est un référentiel dans

lequel est véri�ée la première loi de Newton, à savoir

∑−→
F =

−→
0

Autrement dit, tout 
orps sur lequel la résultante des for
es est nulle reste dans son état de

mouvement uniforme et possède par 
onséquent une vitesse 
onstante. Il est possible de passer

d'un référentiel galiléen à un autre via le groupe de Galilée, dé�ni par les transformations

suivantes.

{
t
′

= t
−→x ′

= −→x −−→v t

Ainsi, par le prin
ipe de relativité de Galilée,

∑−→
F =

∑−→
F ′
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Le prin
ipe de 
ovarian
e généralisée dé
oule du prin
ipe de relativité de Galilée et

s'énon
e 
omme suit : � Toutes les lois de la physique sont identiques dans tous les réfé-

rentiels � (
f. référen
e [4℄). Or, 
omme nous l'avons déjà dit au Chapitre 1, l'utilisation

d'équations tensorielles sous di�éomorphismes garantit automatiquement la 
ovarian
e gé-

nérale. Ce
i illustre bien le passage des transformations de 
oordonnées linéaires (
omme en

relativité restreinte ave
 le groupe de Poin
aré) aux transformations de 
oordonnées di�éo-

morphes générales. L'usage de la géométrie di�érentielle s'impose alors naturellement pour

la relativité générale et son prin
ipe de 
ovarian
e généralisée.

2.2.2 Les prin
ipes d'équivalen
e

On distingue trois prin
ipes d'équivalen
e : le prin
ipe d'équivalen
e de Galilée, le prin
ipe

d'équivalen
e d'Einstein (noté parfois PEE) et le prin
ipe d'équivalen
e fort (noté parfois

PEF). Ces trois prin
ipes sont liés entre eux, 
omme nous allons le voir à présent.

• Le prin
ipe d'équivalen
e de Galilée
Le prin
ipe d'équivalen
e de Galilée, ou en
ore l'universalité de la 
hute libre,

stipule que � Tous les 
orps soumis à un même 
hamp gravitationnel subissent la même

a

élération, quelle que soit leur masse � (
f. référen
es [3℄ et [4℄). Ainsi, les masses inertielle

et gravitationnelle 
oïn
ident. Notons que 
e prin
ipe ne s'applique qu'à des parti
ules tests.

• Le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein
Le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein, ou prin
ipe d'équivalen
e faible, est une

extension du prin
ipe d'équivalen
e de Galilée. Ce prin
ipe, qui s'applique à toute forme

d'énergie, stipule que � Il est impossible, lo
alement, de distinguer un 
hamp gravitationnel

réel d'un 
hamp d'a

élération � (
f. référen
e [3℄). Autrement dit, 
omme l'énon
e Hees dans

la référen
e [4℄,

� Lo
alement, les e�ets d'un 
hamp gravitationnel sur une expérien
e n'utilisant

pas la gravitation sont identiques aux e�ets d'une a

élération 
orrespondante du

référentiel de l'observateur. �

Le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein se mathématise par une variété riemannienne (d'où

le 
ara
tère lo
al du PEE) et l'existen
e d'une métrique lo
alement diagonalisable en une

métrique minkowskienne. C'est l'existen
e de 
ette métrique lo
alement diagonalisable qui

annule l'e�et de la gravitation, de sorte que les référentiels inertiels sont i
i les référentiels

en 
hute libre. Lorsque l'on passe dans 
e référentiel en 
hute libre, on passe en réalité

dans l'espa
e de représentation lo
al (au sens où nous l'avons dé�ni au Chapitre 1) qui est

l'espa
e-temps de Minkowski. Le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein peut don
 être vu 
omme

une théorie métrique.

Notons que le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein amène à un des arguments forts en faveur

d'un espa
e-temps 
ourbe. Cet argument est le redshift gravitationnel, ou dé
alage vers le

rouge : la lumière est dé
alée vers le rouge lorsqu'elle monte dans un 
hamp gravitationnel

(autrement dit, les photons qui montent dans un 
hamp gravitationnel ont une fréquen
e qui

diminue). Par 
onséquent, la métrique doit dépendre du point 
onsidéré, puisque l'e�et du

redshift gravitationnel au premier ordre est dé
rit par la métrique suivante (qui est la limite
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newtonienne de la métrique de S
hwarzshild), dépendant de la masse M d'un 
orps et de la

distan
e r entre deux 
orps dans l'espa
e-temps.

ds2 = gµν dx
µdxν = −

(

1− 2GM

rc2

)

c2dt2 + d−→x 2

Cette métrique ne peut don
 être réduite en tout point par une transformation globale

à 
elle de Minkowski. Ainsi, l'espa
e-temps n'est pas plat mais est 
ourbé par le 
ontenu en

matière (
f. référen
e [3℄).

• Le prin
ipe d'équivalen
e fort
Le prin
ipe d'équivalen
e fort est simplement une extension du prin
ipe d'équivalen
e

d'Einstein aux 
as où l'on 
onsidère des expérien
es gravitationnelles.

Une des di�
ultés ren
ontrée est la mathématisation du prin
ipe d'équivalen
e fort, qui

est loin d'être triviale. Dans le 
as de la relativité générale, 
elui-
i est lié à l'a
tion d'Einstein-

Hilbert (notée SEH), dé�nie 
omme suit.

SEH =
c4

16πG

∫

V

R
√−g d4x

où V est une variété, R est le s
alaire de 
ourbure et g est le déterminant de la métrique gµν .

La se
tion 2.2.4 dé
rivant la dynamique de la relativité générale montre qu'il est possible

d'obtenir les équations d'Einstein en imposant la stationnarité de l'a
tion SEH (
'est-à-

dire δ SEH = 0) sous variation des 
hamps.

Le prin
ipe d'équivalen
e fort implique le prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein (
e qui veut

dire que si l'on a l'a
tion d'Einstein-Hilbert, alors on a une théorie métrique), mais la ré
i-

proque de 
ette impli
ation est fausse. Le fait de ne pas avoir l'équivalen
e entre 
es deux

prin
ipes peut parfois 
ompliquer le problème auquel nous sommes 
onfrontés. De plus, le

prin
ipe d'équivalen
e fort implique le prin
ipe de 
ovarian
e. La ré
iproque de 
ette impli-


ation est également fausse.

2.2.3 Cinématique de la théorie de la relativité générale

Dans la théorie de Newton, la traje
toire d'un 
orps dans l'espa
e-temps est paramétrée

par le temps t. En relativité générale, 
ette traje
toire (appelée ligne d'Univers) est para-

métrée par le temps propre

1 τ du 
orps (du fait de la dilatation du temps ; e�e
tivement,

dt = γ dτ où γ est le fa
teur de Lorentz). L'avantage du temps propre est qu'il est invariant

sous les transformations de Lorentz. En e�et,

1. Par dé�nition, le temps propre est le temps lu sur une horloge dite �xe dans un référentiel, ou, dit

autrement, il s'agit de la durée entre deux évènements se produisant au même point d'espa
e dans le référentiel

(
f. référen
e [3℄).
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ds2 = −c2dt2 + d−→x 2

= −c2dt2
[

1−
(
1

c

d−→x
dt

)2
]

= −c2dt2
[

1−
(v

c

)2
]

= −c2dt2(1− β2)

(2.2)
= −c

2dt2

γ2

= −c2dτ 2

De plus, on travaille ave
 des quadri-ve
teurs : il s'agit de ve
teurs à quatre 
omposantes.

On peut ainsi dé�nir une quadri-vitesse, une quadri-a

élération et une quadri-impulsion.

• Quadri-vitesse
La quadri-vitesse Uµ

est dé�nie par

Uµ =
dxµ

dτ
=

(
c dt

dτ
,
dxi

dτ

)

=

(

γc, γ
dxi

dt

)

= (γc, γ−→v ) = (γc, γ
−→
β c) (2.3)

où i = 2, 3, 4 et

−→
β est i
i un ve
teur à trois 
omposantes.

• Quadri-a

élération
La quadri-a

élération Aµ

est dé�nie par

Aµ =
dUµ

dτ

et a pour propriété d'être orthogonale à la quadri-vitesse. En e�et, la norme de la quadri-

vitesse est une 
onstante, 
omme le montre le développement suivant.

U2 = UµUµ

= ηµν U
µUν

= −(U1)2 +
4∑

i=2

(U i)2

(2.3)
= −γ2c2 + γ2

−→
β 2c2

= −γ2c2(1−−→
β 2)

(2.2)
= −c2 (2.4)

Don


d(UµUµ)

dτ
= 2AµUµ

(2.4)
= 0 =⇒ AµUµ = 0


e qui signi�e bel et bien que la quadri-a

élération est orthogonale à la quadri-vitesse, puisque

leur produit s
alaire est nul.
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• Quadri-impulsion

La quadri-impulsion P µ
est dé�nie par

P µ = mUµ (2.3)
= (γmc, γm

−→
β c)

où m est la masse du 
orps,

−→
β est un ve
teur à trois 
omposantes et γm

−→
β c = γm−→v est

l'impulsion relativiste que nous notons

−→p .

La première 
omposante de P µ
, à savoir γmc, a la dimension d'une énergie lorsqu'elle est

multipliée à nouveau par la vitesse de la lumière c. On obtient ainsi

E = γmc2 (2.5)

ou en
ore, lorsque le 
orps est au repos (
'est-à-dire lorsque γ = 1)

E = mc2

qui n'est autre que la plus 
élébrissime formule mathématique d'Einstein. Cependant, il existe

une forme plus générale de 
ette équation. En e�et,

P µPµ = m2UµUµ

(2.4)
= −m2c2 (2.6)

et

P µ = (γmc, γm
−→
β c)

(2.5)
=

(
E

c
,−→p
)

=⇒ P µPµ = ηµν P
µP ν = −E

2

c2
+−→p 2

(2.7)

Par 
onséquent, en 
ombinant les équations (2.6) et (2.7), on trouve pour forme générale

−E
2

c2
+−→p 2 = −m2c2 ⇐⇒ E2 = m2c4 +−→p 2c2

En�n, il est possible de généraliser la se
onde loi de Newton de la façon suivante (en

supposant que la masse m est 
onstante).

∑−→
FN = m−→a = m

d−→v
dt

=
d−→p
dt

=⇒
∑

F µ = mAµ = m
dUµ

dτ
=
dP µ

dτ
(2.8)

ave
 F µ
une quadri-for
e de la forme

F µ = (
−→
F · −→β ,−→F ) (2.9)

A�n de mettre 
e
i en relation ave
 la se
onde loi de Newton, posons

−→
F = γ

−→
FN . Nous

obtenons

dP µ

dτ
=

(

γ
d

dt

(
E

c

)

, γ
d−→p
dt

)
(2.8) et (2.9)

= (
−→
F · −→β ,−→F ) = (γ

−→
FN · −→β , γ−→FN)

En identi�ant terme à terme, nous avons







γ
d

dt

(
E

c

)

= γ
−→
FN · −→β ⇐⇒ dE

dt
=

−→
FN · −→v

γ
d−→p
dt

= γ
−→
FN ⇐⇒ d−→p

dt
=

−→
FN

(2.10)

Nous remarquons que la première équation 
orrespond à la puissan
e d'une for
e en théorie

de Newton. La se
onde équation, quant à elle, est semblable à la se
onde loi de Newton, à un

fa
teur γ près (puisqu'il 
onvient de se rappeler qu'i
i

−→p = γm−→v ). Notons �nalement à titre

indi
atif que la formulation relativiste de la se
onde loi de Newton donnée par l'équation (2.8)

est 
ovariante sous les transformations de Lorentz.
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2.2.4 Dynamique de la théorie de la relativité générale

Les équations d'Einstein

Ricµν −
1

2
gµν R + Λgµν =

8πG

c4
Tµν

déterminent l'évolution de la métrique lorentzienne gµν , où Ricµν est le tenseur de Ri

i,

R est le s
alaire de 
ourbure, G est la 
onstante de Newton, Λ est la 
onstante 
osmologique

et Tµν est le tenseur énergie-impulsion. Notons qu'en général, la 
onstante 
osmologique Λ
est prise égale à zéro ; elle peut être 
onsidérée 
omme étant non nulle dans 
ertains 
as, mais

nous ne nous attardons pas là-dessus 
ar il s'agit d'un autre sujet. C'est pourquoi à partir de

maintenant, nous imposons que Λ = 0 et les équations d'Einstein s'é
riront toujours 
omme

suit dans le 
adre de 
e mémoire.

Ricµν −
1

2
gµν R =

8πG

c4
Tµν (2.11)

Considérons à présent le tenseur d'Einstein dé�ni au Chapitre 1 par

Gµν = Ricµν −
1

2
gµν R

Les équations d'Einstein données par l'équation (2.11) peuvent alors être réé
rites

Gµν =
8πG

c4
Tµν

Le membre de gau
he de 
es équations véri�e les identités de Bian
hi, autrement dit

∇νG
µν = 0 (2.12)

et 
e
i implique que

∇νT
µν = 0

Cette dernière équation n'est autre que l'équation de 
onservation du tenseur énergie-

impulsion. À titre indi
atif, 
e résultat peut être démontré grâ
e au théorème de Noether.

Notons également qu'en relativité générale, d'un point de vue géométrique, la 
onnexion

de Levi-Civita est d'appli
ation. Les 
oe�
ients de 
onnexion Γλ
µν sont par 
onséquent symé-

triques sur les deux indi
es 
ovariants et la torsion est nulle. Ce
i implique également que les


omposantes de 
ette 
onnexion sont réduites aux symboles de Christo�el. Les 
omposantes

du tenseur de Riemann sont données par l'équation (1.15).

Nous allons à présent montrer de deux manières di�érentes 
omment 
onstruire les équa-

tions d'Einstein : d'abord à partir de l'équation de Poisson et ensuite à partir du prin
ipe

variationnel.
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• Constru
tion des équations d'Einstein à partir de l'équation de Poisson

Cette démonstration est tirée de la référen
e [3℄. Elle 
onsiste à montrer que la relativité

générale se réduit à la théorie de Newton lorsque l'on pose k =
8πG

c4
dans l'équation

Gµν = k Tµν (2.13)

Soit l'équation de Poisson

△φ = 4πGρ (2.14)

et l'a

élération

−→a = −−→∇φ (2.15)

Nous disposons des quatre hypothèses suivantes.

1. On 
onsidère que le 
orps 
entral est dé
rit par un �uide parfait statique (
ela signi�e

que la distribution de matière n'évolue pas dans le temps). Ainsi, toutes les dérivées

partielles ∂µ telles que µ = 1 (autrement dit les dérivées partielles par rapport au

temps t) sont égales à zéro.

2. Puisque nous avons 
onsidéré un �uide parfait, par dé�nition nous avons

Tµν = diag (ρc2, p, p, p)

où ρ et p sont respe
tivement la densité et la pression du �uide. On suppose également

que ρc2 ≫ p, de sorte que

Tµν = diag (ρc2, 0, 0, 0) (2.16)

3. On suppose que l'on a un régime de 
hamp gravitationnel faible, 
e qui signi�e que la

métrique gµν est telle que

gµν = ηµν + hµν (2.17)

où hµν est une perturbation telle que hµν ≪ 1 et ηµν est la métrique de Minkowski.

4. On suppose que les vitesses des parti
ules suivant une géodésique sont petites devant

la vitesse de la lumière c. On suppose également que

−→
β ≪ 1 et don
 γ ≃ 1. Ainsi, pour

i = 2, 3, 4,
U1 ≫ U i =⇒ U i ≪ 1

Considérons d'abord l'équation des géodésiques et réé
rivons-la en terme de quadri-

vitesse.

d2xµ

c2dt2
+ Γµ

αβ

dxα

dt

dxβ

dt
= 0 ⇐⇒ 1

γ

d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

αβ

(
1

γ2

)
dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

γ≃1⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

αβ U
αUβ = 0

U i≪1
=⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

11 U
1U1 = 0 (2.18)

Observons à présent la 
onnexion Γµ
αβ de l'équation des géodésiques.

Γµ
αβ

déf.

=
1

2
gµν(∂βgαν + ∂αgβν − ∂νgαβ)
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ave


∂σgµν
(2.17)
= ∂σηµν + ∂σhµν

= ∂σhµν (
ar ∂σηµν = 0 puisque ηµν = diag(−1, 1, 1, 1))

Ainsi, la 
onnexion peut être approximée par

Γµ
αβ ≃ 1

2
ηµν(∂βhαν + ∂αhβν − ∂νhαβ)

et don


Γµ
11 ≃ 1

2
ηµν(∂1h1ν + ∂1h1ν − ∂νh11)

= −1

2
ηµν∂νh11 par l'hypothèse n

◦1

= − 1

2
∂µh11 (2.19)

Examinons à présent l'équation (2.18) pour 
haque valeur de µ.

⊲ Pour µ = 1,

d2x1

c2dτ 2
+ Γ1

11(U
1)2 = 0

(2.19)⇐⇒ d2x1

c2dτ 2
− 1

2
∂1h11(U

1)2 = 0

⇐⇒ d2x1

c2dτ 2
= 0 par l'hypothèse n

◦1

⇐⇒ dx1

dτ
= 
onstante

⇐⇒ dt

dτ
= 
onstante

Nous 
hoisissons la 
onstante égale à 1. Ainsi, dt = dτ et l'on rejoint l'hypothèse 4 
ar

U1 =
dx1

dτ
=
dt

dτ
= 1

⊲ Pour µ = 2, 3, 4,

d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

11(U
1)2 = 0

dt=dτ et U1=1⇐⇒ d2xµ

c2dt2
+ Γµ

11 = 0

⇐⇒ d2xµ

dt2
+ c2Γµ

11 = 0

(2.19)⇐⇒ d2xµ

dt2
=
c2

2
∂µh11

⇐⇒ d2−→x
dt2

=
c2

2

−→∇h11 (2.20)
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Or, le membre de gau
he de l'équation (2.20) n'est autre que l'a

élération

−→a et, par

analogie, le membre de droite 
orrespond au potentiel φ de l'équation (2.15). Ainsi,

φ = −c
2

2
h11 ⇐⇒ h11 = −2φ

c2
(2.21)

Considérons maintenant l'équation (2.13) et essayons de nous ramener à l'équation de

Poisson a�n de montrer que k =
8πG

c4
.

Gµν = k Tµν ⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµν R = k Tµν (2.22)

×gµν⇐⇒ gµνRicµν −
1

2
gµνgµν
︸ ︷︷ ︸

=δ
µ
µ=4

R = k gµν Tµν

⇐⇒ R− 2R = k T

⇐⇒ R = −k T

Reportons maintenant 
ette valeur de R dans l'équation (2.22). Nous trouvons

Ricµν =
1

2
gµν(−k T ) + k Tµν ⇐⇒ Ricµν = k

(

Tµν −
1

2
gµν T

)

(2.23)

Or, puisque nous avons 
onsidéré un �uide parfait statique, nous savons par l'équa-

tion (2.16) que seule la 
omposante T11 de Tµν est non nulle et vaut

T11 = ρc2 (2.24)

Don
 la tra
e T du tenseur énergie-impulsion vaut

T = gµνTµν = g11T11
(2.17)
= (η11 + h11) T11

hµν≪1
= η11T11 = −ρc2 (2.25)

Il s'en suit que le membre de gau
he de l'équation (2.23) est non nul pour la même


omposante et nous obtenons

Ric11 = k

(

T11 −
1

2
g11 T

)

(2.26)

(2.24) et (2.25)
= k

(

ρc2 − 1

2
g11 (−ρc2)

)

(2.17) et hµν≪1
= k

(

ρc2 − 1

2
ρc2
)

=
k

2
ρc2 (2.27)

Finalement,

Ric11
déf.

= Rα
1α1 = R1

111 +Ri
1i1
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pour i = 2, 3, 4. Le premier terme du membre de droite de 
ette équation est nul par antisy-

métrie du tenseur de Riemann. Le se
ond terme vaut, quant à lui,

Ri
1i1

déf.

= ∂iΓ
i
11 − ∂1Γ

i
i1 + Γσ

11Γ
i
iσ − Γσ

i1Γ
i
1σ

Seul le premier terme de 
ette équation subsiste. En e�et, le deuxième terme est nul

puisque les dérivées partielles par rapport au temps sont nulles du fait que l'on a 
onsidéré

un �uide parfait statique. Nous pouvons également négliger les deux derniers termes 
ar ils

sont de l'ordre de h2. Il en résulte que

Ric11 = Ri
1i1

= ∂iΓ
i
11

(2.19)
= ∂i

(

−1

2
∂ih11

)

= −1

2
(∂i∂

i)h11

= −1

2
△h11

(2.21)
=

△φ
c2

Ainsi,

△φ = c2Ric11

(2.26)⇐⇒ △φ =
k

2
ρc4

(2.14)⇐⇒ k

2
ρc4 = 4πGρ

⇐⇒ k =
8πG

c4

Nous retrouvons don
 �nalement les équations d'Einstein

Gµν = k Tµν ⇐⇒ Gµν =
8πG

c4
Tµν
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• Constru
tion des équations d'Einstein à partir du prin
ipe variationnel

Cette démonstration est tirée des référen
es [8℄ et [9℄. Nous dé
rivons d'abord le prin
ipe

de la démonstration formellement, nous l'é
rivons ensuite sous sa forme 
ovariante et en�n

nous montrons que les équations d'Einstein sont les équations d'Euler-Lagrange résultant du

prin
ipe variationnel ave
 l'a
tion d'Einstein-Hilbert.

Des
ription formelle de la démonstration

Considérons J [y], une fon
tionnelle de y(x) : [x0, x1] −→ IR. Cette fon
tionnelle est dé�nie

par

J [y(x)] =

∫ x1

x0

f

(

x, y(x),
dy(x)

dx

)

dx (2.28)

ave
 f , une fon
tion donnée. La fon
tion y(x) est in
onnue, sauf aux bornes de son domaine

de dé�nition. Dès lors nous posons

y(x0) = y0 et y(x1) = y1

Les prin
ipes variationnels 
onsistent en fait à déterminer la fon
tion y(x) telle que la

fon
tionnelle J [y] soit minimale ou, du moins, stationnaire (autrement dit, δJ [y] = 0 où δ

est la dérivée variationnelle, déjà brièvement ren
ontrée à la se
tion 1.5.4 du Chapitre 1).

Soit y
sol

(x), la solution du problème variationnel. Supposons que 
ette solution soit perturbée

par une perturbation δy(x) telle que

δy(x0) = δy(x1) = 0

La fon
tionnelle J [y] sera stationnaire sous variations in�nitésimales de la forme

y
sol

(x) + δy(x)

Ce
i a pour e�et de faire varier l'intégrale donnée par l'équation (2.28), de sorte que

J [y] J [y] + δJ [y], où le terme δJ [y] est nul autour de la solution y
sol

(x) par stationnarité.

La Figure 2.1 s
hématise le problème variationnel. La 
ourbe 
ontinue représente la solu-

tion y
sol

(x) tandis que la 
ourbe dis
ontinue représente la solution perturbée y
sol

(x) + δy(x).

by0

b y1

Figure 2.1 � S
hématisation du problème variationnel dé
rit de manière formelle

Posons maintenant, pour ǫ≪ 1,

δy(x) = ǫ η(x) (2.29)
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satisfaisant aux 
onditions

η(x0) = η(x1) = 0 (2.30)

et tel que η(x) soit di�érentiable pour que l'on puisse 
al
uler

dy(x)

dx
.

Nous remplaçons alors y(x) par y(x) + δy(x)
(2.29)
= y(x) + ǫ η(x) dans l'équation (2.28), de

sorte que

J [y(x)] =

∫ x1

x0

f

(

x, y(x),
dy(x)

dx

)

dx

y(x) ←֓ y(x)+ǫ η(x)⇐⇒ J [y(x) + ǫ η(x)] =

∫ x1

x0

f

(

x, y(x) + ǫ η(x),
d(y(x) + ǫ η(x))

dx

)

dx

⇐⇒ J [y(x) + ǫ η(x)] =

∫ x1

x0

f (x, y(x) + ǫ η(x), y′(x) + ǫ η′(x)) dx

Il s'en suit que 
e résultat devient fon
tion de ǫ si y(x) et η(x) sont �xées telles que

dJ [y(x)]

dǫ |ǫ=0

= 0

pour y(x) = y
sol

(x), autrement dit, si J [y(x)] est stationnaire.

Ainsi,

dJ [y(x)]

dǫ
=

d

dǫ

∫ x1

x0

f (x, y(x) + ǫ η(x), y′(x) + ǫ η′(x)) dx

=

∫ x1

x0

d

dǫ
f (x, y(x) + ǫ η(x), y′(x) + ǫ η′(x)) dx

=

∫ x1

x0

(
∂f

∂y

d(y(x) + ǫ η(x))

dǫ
+
∂f

∂y′
d(y′(x) + ǫ η′(x))

dǫ

)

dx

=

∫ x1

x0

(
∂f

∂y
η(x) +

∂f

∂y′
η′(x)

)

dx

=

∫ x1

x0

∂f

∂y
η(x) dx+

∫ x1

x0

∂f

∂y′
η′(x) dx (2.31)

Intégrons par parties la se
onde intégrale du membre de droite de l'équation (2.31). Posons

dès lors







u =
∂f

∂y′
→ u′ =

d

dx

(
∂f

∂y′

)

v′ = η′(x) → v = η(x)

Nous obtenons ainsi

dJ [y(x)]

dǫ
=

∫ x1

x0

∂f

∂y
η(x) dx+

[
∂f

∂y′
η(x)

]x1

x0

−
∫ x1

x0

d

dx

(
∂f

∂y′

)

η(x) dx
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Nous remarquons que le deuxième terme est nul en raison des 
onditions données par

l'équation (2.30) et don


dJ [y(x)]

dǫ
=

∫ x1

x0

[
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂y′

)]

η(x) dx

Or,

∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂y′

)

= 0

puisqu'il s'agit de l'équation d'Euler-Lagrange, qui est une 
ondition su�sante de stationna-

rité de la fon
tionnelle J [y]. Par 
onséquent,

dJ [y(x)]

dǫ
= 0

pour tout η(x) asso
ié aux 
onditions données par l'équation (2.30) et y(x) = y
sol

(x).

Des
ription de la démonstration sous forme 
ovariante

A�n d'obtenir le prin
ipe variationnel sous forme 
ovariante, il su�t de poser







y(t)  φ(xµ) (
hamp)

ẏ(t)  ∂ν φ(x
µ)

de sorte que la fon
tionnelle J [y] soit assimilée à l'intégrale S suivante.

S =

∫ t1

t0

Ldt S =

∫

Ω

L(φ, ∂νφ) dVΩ (2.32)

où L est une densité lagrangienne et dVΩ est une forme de volume dé�nie par

dVΩ =
√−g d4x (2.33)

ave
 g, le déterminant de la métrique lorentzienne gµν .

L'intégrale S sera stationnaire sous variations in�nitésimales des 
hamps de la forme

φ̄(xµ) = φ(xµ) + δ φ(xµ) (2.34)

ave
 δ φ(xµ) = 0 et φ(xµ) �xé sur la frontière ∂ Ω du volume. De plus,

∂ν φ̄(x
µ) = ∂ν φ(x

µ) + ∂ν (δ φ(x
µ)) (2.35)

Remarquons que la dérivée variationnelle δ 
ommute ave
 la dérivée partielle ∂ν . En e�et,

∂ν (δ φ(x
µ))

(2.34)
= ∂ν (φ̄(x

µ)− φ(xµ)) = ∂ν φ̄(x
µ)− ∂ν φ(x

µ) = δ (∂ν φ(x
µ)) (2.36)

La Figure 2.2 s
hématise le problème variationnel sous forme 
ovariante. La 
ourbe


ontinue représente le 
hamp φ(xµ) tandis que la 
ourbe dis
ontinue représente le 
hamp

perturbé φ(xµ) + δφ(xµ) dans le volume Ω.
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b

b

Ω

Figure 2.2 � S
hématisation du problème variationnel dé
rit sous forme 
ovariante

Comme pré
édemment, les équations (2.34) et (2.35) amènent à une variation de l'intégrale

donnée par l'équation (2.32), de sorte que S  S + δS ave


δS = δ

∫

Ω

L(φ, ∂ν φ) dVΩ

(2.33)
=

∫

Ω

δ (
√−gL(φ, ∂ν φ)) d4x

=

∫

Ω

[
∂(
√−gL)
∂φ

δ φ+
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

δ (∂ν φ)

]

d4x

(2.36)
=

∫

Ω

[
∂(
√−gL)
∂φ

δ φ+
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

∂ν (δ φ)

]

d4x

=

∫

Ω

∂(
√−g L)
∂φ

δ φ d4x+

∫

Ω

∂(
√−g L)
∂(∂ν φ)

∂ν (δ φ) d
4x (2.37)

En mettant en éviden
e la dérivée partielle ∂ν , la se
onde intégrale du membre de droite

de l'équation (2.37) devient

∫

Ω

∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

∂ν (δ φ) d
4x =

∫

Ω

∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

δ φ

)

d4x−
∫

Ω

∂ν

(
∂(
√−g L)
∂(∂ν φ)

)

δ φ d4x

Or, par le théorème d'Ostrogradsky

2

,

∫

Ω

∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

δ φ

)

d4x =

∫

∂ Ω

nµ

(
∂(
√−g L)
∂(∂ν φ)

δ φ

)

d3x

où nµ est le ve
teur unité. Cette intégrale est nulle puisque δ φ(xµ) = 0 sur la frontière ∂ Ω
du volume. Par 
onséquent,

2. Le théorème d'Ostrogradsky stipule que

∫

Ω

−→∇ · −→ψ dVΩ =
∫

∂ Ω

−→
ψ · d−→S , où Ω est le volume sur lequel on

travaille, ∂ Ω est sa frontière,

−→
ψ est un 
hamp ve
toriel et d

−→
S est le ve
teur normal à la surfa
e du volume.
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∫

Ω

∂(
√−g L)
∂(∂ν φ)

∂ν (δ φ) d
4x = −

∫

Ω

∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

)

δ φ d4x

et don


δS =

∫

Ω

∂(
√−g L)
∂φ

δ φ d4x−
∫

Ω

∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

)

δ φ d4x

=

∫

Ω

[
∂(
√−gL)
∂ φ

− ∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

)]

δ φ d4x

Or,

∂(
√−g L)
∂ φ

− ∂ν

(
∂(
√−gL)
∂(∂ν φ)

)

= 0

puisqu'il s'agit de l'équation d'Euler-Lagrange. Il s'en suit que quelle que soit la perturba-

tion δ φ(xµ),
δS = 0

et don
 l'intégrale S est stationnaire.

Démonstration en tant que telle

Nous disposons à présent de tous les outils pour montrer que les équations d'Einstein sont

les équations d'Euler-Lagrange résultant de la stationnarité de l'a
tion d'Einstein-Hilbert.

Soit l'a
tion d'Einstein-Hilbert

SEH =
c4

16πG

∫

V

R
√−g d4x

où nous rappelons que R est le s
alaire de 
ourbure dé�ni par

R = gµνRic
µν = gµνRicµν = Ricµµ

Les équations d'Einstein sont obtenues en imposant la stationnarité de l'a
tion SEH ,

autrement dit en imposant

δSEH = 0

sous variations des 
hamps de la forme (
ovariante et 
ontravariante respe
tivement)

ḡµν = gµν + δgµν ou ḡµν = gµν + δgµν

ave
 δgµν = δgµν = 0 sur la frontière ∂ V du volume. De plus,

∂σ ḡµν = ∂σgµν + ∂σ (δgµν) ou ∂σḡ
µν = ∂σg

µν + ∂σ (δg
µν) (2.38)

ave
 ∂σ (δgµν) = ∂σ (δg
µν) = δ (∂σgµν) = δ (∂σgµν) = 0 sur la frontière ∂ V du volume.
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On a

δSEH =
c4

16πG
δ

∫

V

R
√−g d4x

=
1

2k

∫

V

δ (gµνRicµν
√−g) d4x ave
 k =

8πG

c4

=
1

2k

∫

V

[
(δgµν)Ricµν

√−g + gµν (δRicµν)
√−g + gµνRicµν δ(

√−g)
]
d4x

not.

=
1

2k

∫

V

(δS1 + δS2 + δS3) d
4x

Il s'agit maintenant de fa
toriser δgµν . Dans le terme δS1, le travail est déjà a

ompli

puisque δgµν y apparaît 
lairement. Examinons à présent le terme δS2. Par dé�nition,

Ricµν
(1.8)
= Rγ

µγν

(1.7)
= ∂γΓ

γ
µν − ∂νΓ

γ
µγ + Γη

µνΓ
γ
γη − Γη

µγΓ
γ
νη

et

δRicµν = δ (∂γΓ
γ
µν)− δ (∂νΓ

γ
µγ) + δ (Γη

µνΓ
γ
γη)− δ (Γη

µγΓ
γ
νη)

ave
 les δ Γγ
µν qui sont des di�éren
es de 
onnexion telles que

δ Γγ
µν = Γ̄γ

µν − Γγ
µν

Remarquons que les δ Γγ
µν sont les 
omposantes d'un tenseur, même si les Γγ

µν ne le sont

pas. En e�et,

δ Γ̃γ
µν = ˜̄Γγ

µν − Γ̃γ
µν

(1.4)
=

∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yγ

∂xλ
Γ̄λ

αβ +
∂2xλ

∂yµ∂yν
∂yγ

∂xλ
−
(
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yγ

∂xλ
Γλ

αβ +
∂2xλ

∂yµ∂yν
∂yγ

∂xλ

)

=
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yγ

∂xλ
(Γ̄λ

αβ − Γλ
αβ)

=
∂xα

∂yµ
∂xβ

∂yν
∂yγ

∂xλ
δ Γλ

αβ

Nous retrouvons la loi de transformation des tenseurs donnée par l'équation (1.3) et

par 
onséquent, les δ Γγ
µν sont bien les 
omposantes d'un tenseur. Plaçons-nous don
 dans

un référentiel lo
alement en 
hute libre, autrement dit dans le 
as où Γγ
µν = 0. Dans 
e

référentiel,

δRicµν = δ (∂γΓ
γ
µν)− δ (∂νΓ

γ
µγ) + δ (Γη

µνΓ
γ
γη)− δ (Γη

µγΓ
γ
νη)

(2.36)
= ∂γ (δ Γ

γ
µν)− ∂ν (δ Γ

γ
µγ) + (δ Γη

µν)Γ
γ
γη + Γη

µν(δ Γ
γ
γη)

−(δ Γη
µγ)Γ

γ
νη − Γη

µγ(δ Γ
γ
νη)

= ∂γ (δ Γ
γ
µν)− ∂ν (δ Γ

γ
µγ)
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De plus, dans un tel référentiel, l'équation (1.5) donnant la dérivée 
ovariante d'un 
hamp

tensoriel montre que la dérivée partielle et la dérivée 
ovariante 
oïn
ident. Ainsi,

δRicµν = ∂γ (δ Γ
γ
µν)− ∂ν (δ Γ

γ
µγ)

= ∇γ (δ Γ
γ
µν)−∇ν (δ Γ

γ
µγ) (2.39)

Nous avons �nalement pour le terme δS2

δS2 =

∫

V

gµν (δ Ricµν)
√−g d4x

(2.39)
=

∫

V

gµν
[
∇γ (δ Γ

γ
µν)−∇ν (δ Γ

γ
µγ)
] √−g d4x (2.40)

=

∫

V

[
∇γ (g

µν (δ Γγ
µν))−∇ν (g

µν (δ Γγ
µγ))

] √−g d4x (2.41)

=

∫

V

∇ν

[
gµσ (δ Γν

µσ)− gµν (δ Γσ
µσ)
] √−g d4x (2.42)

=

∫

∂ V

nµ

[
gµσ (δ Γν

µσ)− gµν (δ Γσ
µσ)
] √−γ d3x (2.43)

où γ est la métrique induite sur la frontière ∂ V . D'une part, puisque la 
onnexion de Levi-

Civita est d'appli
ation i
i, nous avons appliqué le fait que ∇ν g
µν = 0 pour passer de

l'équation (2.40) à l'équation (2.41). D'autre part, pour passer de l'équation (2.41) à l'équa-

tion (2.42), nous avons renommé les indi
es de manière à pouvoir mettre en éviden
e la

dérivée 
ovariante. En�n, pour passer de l'équation (2.42) à l'équation (2.43), nous avons

appliqué le théorème d'Ostrogradsky.

De plus,

δ Γγ
µν

déf.

=
1

2
δ[gγσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν)]

=
1

2
(δgγσ)(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) +

1

2
gγσ(δ(∂µgνσ) + δ(∂νgµσ)− δ(∂σgµν))

= 0


ar δgµν = 0 et δ(∂σgµν) = 0 sur la frontière ∂ V du volume. Par 
onséquent,

δS2 = 0

Examinons pour �nir le terme δS3 en 
al
ulant δ(
√−g). Nous avons

δ(
√−g) = − δg

2
√−g

= −δ(dét(gµν))
2
√−g
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Il s'agit maintenant de voir 
e que vaut δ(dét(gµν)). Si gµν est de taille 3× 3, alors

g = dét(gµν)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

∣
∣
∣
∣
∣
∣

÷L1= g11(g22g33 − g32g23)− g12(g21g33 − g31g23) + g13(g21g32 − g31g22)

et

δg = δ [g11(g22g33 − g32g23)− g12(g21g33 − g31g23) + g13(g21g32 − g31g22)]

= δ[g11(g22g33 − g32g23)]− δ[g12(g21g33 − g31g23)] + δ[g13(g21g32 − g31g22)]

= (δg11)(g22g33 − g32g23)− (δg12)(g21g33 − g31g23) + (δg13)(g21g32 − g31g22)

+g11 δ(g22g33 − g32g23)− g12 δ(g21g33 − g31g23) + g13 δ(g21g32 − g31g22)

= (δg11)(g22g33 − g32g23)− (δg12)(g21g33 − g31g23) + (δg13)(g21g32 − g31g22)

+g11[(δg22)g33 + g22(δg33)− (δg32)g23 − g32(δg23)]

−g12[(δg21)g33 + g21(δg33)− (δg31)g23 − g31(δg23)]

+g13[(δg21)g32 + g21(δg32)− (δg22)g31 − g22(δg31)]

= (δg11)(g22g33 − g32g23)− (δg12)(g21g33 − g31g23) + (δg13)(g21g32 − g31g22)

−(δg21)(g12g33 − g13g32) + (δg22)(g11g33 − g13g31)− (δg23)(g11g32 − g12g31)

+(δg31)(g12g23 − g13g22)− (δg32)(g11g23 − g13g21) + (δg33)(g11g22 − g12g21)

Plus généralement, nous pouvons é
rire

δg =

n∑

µ,ν=1

δgµν ·Mµν

où Mµν est le 
ofa
teur de gµν .

Or,

[gµν ]ρσ =
[
(gµν)

−1
]

ρσ

déf.

=
1

g
Mρσ ⇐⇒Mρσ = gρσg (2.44)

Don


δg =
n∑

µ,ν=1

δgµν ·Mµν

(2.44)
= (δgµν) g

µνg (2.45)

où nous rappelons que l'on peut omettre le symbole de sommation grâ
e à la 
onvention

d'Einstein.
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De plus,

gµσgσν = δµν ⇐⇒ δ(gµσgσν) = δ(δµν )

⇐⇒ (δgµσ)gσν + gµσ(δgσν) = 0
×gνρ⇐⇒ gνρ[(δgµσ)gσν + gµσ(δgσν)] = 0

⇐⇒ (δgµσ)(gνρgσν) = −gµσgνρ(δgσν)
⇐⇒ (δgµσ)δρσ = −gµσgνρ(δgσν)
⇐⇒ δgµρ = −gµσgνρ(δgσν)
⇐⇒ (δgσν) = −gµσgνρ(δgµρ) (2.46)

Il s'en suit que

δ(
√−g) = − δg

2
√−g

(2.45)
= −(δgµν)g

µνg

2
√−g

(2.46)
= −(−gσµgνρ(δgσρ))gµνg

2
√−g

=
1

2
√−g (g gνρ δ

ν
σ(δg

σρ))

=
1

2
√−g (g gρν(δg

ρν))

= − 1

2
√−g (−g gρν(δg

ρν))

= −
√−g
2

gρν(δg
ρν) (2.47)

Par 
onséquent,

δS3 =

∫

V

gµν Ricµν δ(
√−g) d4x

(2.47)
= −

∫

V

R

√−g
2

gµν(δg
µν) d4x

Finalement, nous avons

δSEH =
1

2k
(δS1 + δS2 + δS3)

=
1

2k

∫

V

(δgµν)Ricµν
√−g − R

√−g
2

gµν(δg
µν) d4x

=
1

2k

∫

V

√−g (Ricµν −
1

2
gµν R) (δg

µν) d4x (2.48)

pour δgµν arbitraire.
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En imposant la stationnarité de l'a
tion SEH , nous obtenons

δSEH = 0 ⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµν R = 0

Cette dernière équation n'est autre que l'équation d'Einstein dans le vide, autrement dit

telle que Tµν = 0. Pour obtenir 
ette équation en présen
e de matière, 
'est-à-dire lorsque

Tµν 6= 0, il su�t d'ajouter à l'a
tion d'Einstein-Hilbert une a
tion liée à la matière (que nous

notons S
mat

) de sorte que

S
tot

= SEH − S
mat

où S
tot

dénote l'a
tion totale. Notons que le signe moins a été 
hoisi par 
ommodité.

À nouveau, les équations d'Einstein sont obtenues en imposant la stationnarité de 
ette

a
tion, autrement dit en imposant

δS
tot

= 0 ⇐⇒ δSEH = δS
mat

Nous savons déjà 
omment varie l'a
tion SEH , il nous reste don
 à déterminer 
omment

varie l'a
tion S
mat

. Celle-
i est dé�nie par

S
mat

=

∫

V

√−g L
mat

d4x

où L
mat

est la densité lagrangienne de la matière.

Soit δS
mat

, la variation de l'a
tion S
mat

, ave
 δ qui a pour e�et de faire varier par rapport

à la métrique gµν . La démar
he étant similaire à 
elle e�e
tuée dans la formulation 
ovariante

du problème variationnel, nous nous permettons d'omettre 
ertains détails dans les 
al
uls

qui suivent.

δS
mat

=

∫

V

δ (
√−gL

mat

) d4x

=

∫

V

[
∂(
√−gL

mat

)

∂gµν
δgµν +

∂(
√−gL

mat

)

∂(∂ρgµν)
δ(∂ρg

µν)

]

d4x

En appliquant su

essivement δ(∂ρg
µν) = ∂ρ(δg

µν), le théorème d'Ostrogradsky et le fait

que δgµν = 0 sur la frontière δ V du volume, nous obtenons

δS
mat

=

∫

V

[
∂(
√−g L

mat

)

∂gµν
− ∂

∂xρ

(
∂(
√−gL

mat

)

∂(∂ρgµν)

)]

(δgµν) d4x (2.49)

En�n, par stationnarité, nous avons

δSEH = δS
mat

(2.48) et (2.49)⇐⇒ 1

2k

√−g (Ricµν −
1

2
gµν R) =

∂(
√−gL

mat

)

∂gµν
− ∂

∂xρ

(
∂(
√−gL

mat

)

∂(∂ρgµν)

)

⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµν R =

8πG

c4
2√−g

[
∂(
√−gL

mat

)

∂gµν
− ∂

∂xρ

(
∂(
√−g L

mat

)

∂(∂ρgµν)

)]

⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµν R =

8πG

c4
Tµν (2.50)
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où le tenseur énergie-impulsion est dé�ni par

Tµν =
2√−g

[
∂(
√−gL

mat

)

∂gµν
− ∂

∂xρ

(
∂(
√−g L

mat

)

∂(∂ρgµν)

)]

L'équation (2.50) 
orrespond bel et bien aux équations d'Einstein en présen
e de matière.

Nous terminons 
e 
hapitre par la démonstration des deux prédi
tions de la relativité

générale : la pré
ession du périhélie de Mer
ure et la déviation de la lumière par le Soleil.

2.2.5 La pré
ession du périhélie de Mer
ure

Considérons la planète Mer
ure de masse M progressant sur son orbite à une distan
e r

du Soleil. Puisque l'espa
e-temps est 
ourbe, la métrique doit dépendre du point 
onsidéré.

C'est pourquoi nous employons la métrique de S
hwarzs
hild suivante, qui est la solution des

équations d'Einstein dans le vide.

ds2 = −
(

1− 2GM

rc2

)

dt2 +

(

1− 2GM

rc2

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2

not.

= gtt dt
2 + grr dr

2 + gθθ dθ
2 + gϕϕ dϕ

2

Ainsi,

gµν = diag (gtt, grr, gθθ, gϕϕ)

La pré
ession du périhélie de Mer
ure se 
al
ule grâ
e à la résolution des équations des

géodésiques de genre temps dans la géométrie de l'espa
e-temps dé
rite par la métrique de

S
hwarzshild.

Soit l'équation des géodésiques sous forme 
ontravariante

ẍµ + Γµ
αβ ẋ

αẋβ = 0

A�n de fa
iliter les 
al
uls, nous utilisons 
ette équation sous sa forme 
ovariante, à savoir

ẍµ =
1

2
∂µgαβ ẋ

αẋβ (2.51)

Dans le 
as où la métrique gµν est indépendante de 
ertaines 
oordonnées, 
ette forme de

l'équation fa
ilite énormément les 
al
uls. Or, dans le 
as présent, la métrique est indépen-

dante du temps t ainsi que de l'angle azimutal ϕ. Don
,

{

∂tgµν = 0
(2.51)
=⇒ ẍt = 0 =⇒ ẋt = u0 =⇒ ẋt = −k

∂ϕgµν = 0
(2.51)
=⇒ ẍϕ = 0 =⇒ ẋϕ = uϕ =⇒ ẋϕ = L

(2.52)

où u0 et uϕ sont des 
onstantes que l'on pose respe
tivement égales à −k et L par 
ommodité.

Notons que la dérivée désignée par le point est dé�nie par

ẏ =
dy

c dτ

43



2.2. LA THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Tout d'abord, déterminons les équations du mouvement d'une parti
ule massive dans la

géométrie de l'espa
e-temps dé
rite par la métrique de S
hwarzs
hild. Nous avons

ẋt = gtt ẋ
t ⇐⇒ ẋt

déf.

= gtt
d(ct)

c dτ

⇐⇒ ẋt = gtt cṫ

⇐⇒ ẋt = −
(

1− 2GM

rc2

)

cṫ

(2.52)⇐⇒ k =

(

1− 2GM

rc2

)

cṫ (2.53)

et

ẋϕ = gϕϕ ẋ
ϕ ⇐⇒ ẋϕ

déf.

= gϕϕ
dϕ

c dτ

⇐⇒ ẋϕ = gϕϕ ϕ̇

⇐⇒ ẋϕ = r2 sin2 θ ϕ̇

(2.52)⇐⇒ L = r2ϕ̇ sin2 θ (2.54)

En�n,

ẋθ = gθθ ẋ
θ ⇐⇒ ẋθ

déf.

= gθθ
dθ

c dτ

⇐⇒ ẋθ = gθθ θ̇

⇐⇒ ẋθ = r2θ̇ (2.55)

Considérons maintenant l'équation (2.51) donnant les géodésiques sous forme 
ovariante

en remplaçant l'indi
e µ par θ. Nous avons

ẍθ =
1

2
∂θgαβ ẋ

αẋβ

=
1

2
∂θgϕϕ ẋ

ϕẋϕ

(
ar gαβ est indépendant de θ sauf pour α = β = ϕ)

=
1

2
∂θ(r

2 sin2 θ) ϕ̇2

=
2r2 sin θ cos θ ϕ̇2

2

= r2ϕ̇2 sin θ cos θ (2.56)

et

ẍθ =
d(ẋθ)

c dτ

(2.55)
=

d(r2θ̇)

c dτ

= 2rṙθ̇ + r2θ̈ (2.57)
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Ainsi, en 
ombinant les équations (2.56) et (2.57), nous obtenons

r2ϕ̇2 sin θ cos θ = 2rṙθ̇ + r2θ̈ ⇐⇒ θ̈ +
2ṙθ̇

r
− ϕ̇2 sin θ cos θ = 0

Cette dernière équation est satisfaite pour θ =
π

2
, qui 
orrespond au fait que la traje
-

toire orbitale relativiste reste plane dans 
e plan. Ce résultat nous amène à re
onsidérer les

équations (2.54) et (2.55), qui deviennent respe
tivement pour θ =
π

2

L = r2ϕ̇ sin2
(π

2

)

⇐⇒ L = r2ϕ̇ (2.58)

et

ẋθ = r2
π̇

2
⇐⇒ ẋθ = 0 (2.59)

Déterminons maintenant l'équation pour la distan
e radiale r. Puisque nous nous inté-

ressons au type de mouvements dé
rits par une parti
ule massive, 
'est-à-dire dans le 
as où

ẋµẋ
µ = −1, nous obtenons

ẋµẋ
µ = −1 ⇐⇒ gµν ẋ

µẋν = −1

⇐⇒ gtt (ẋ
t)2 + grr (ẋ

r)2 + gθθ (ẋ
θ)2 + gϕϕ(ẋ

ϕ)2 = −1

(
ar gµν = 0 ∀ µ 6= ν)

(2.59)⇐⇒ −
(

1− 2GM

rc2

)

(cṫ)2 +

(

1− 2GM

rc2

)−1

ṙ2 + r2 sin2 θ ϕ̇2 = −1

θ=
π

2
, (2.53) et (2.58)

⇐⇒ −k cṫ + ṙ2
(

1− 2GM

rc2

)−1

+
L2

r2
= −1

×



1−
2GM

rc2





⇐⇒ −k2 + ṙ2 +
L2

r2

(

1− 2GM

rc2

)

= −
(

1− 2GM

rc2

)

⇐⇒ ṙ2 − 2GM

rc2
+
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2 − 1

Finalement, les mouvements de la parti
ule massive sont dé
rits par les quatre équations

suivantes, dont la dernière permet de 
al
uler la pré
ession du périhélie de Mer
ure après un


hangement de variable.







k =

(

1− 2GM

rc2

)

cṫ

r2ϕ̇ = L

θ =
π

2

ṙ2 − 2GM

rc2
+
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2 − 1
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Multiplions à présent la dernière équation par

c2

2
. Nous obtenons

ṙ2 − 2GM

rc2
+
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2 − 1

⇐⇒ c2

2

(
dr

c dτ

)2

− c2

2

2GM

rc2
+
c2

2

L2

r2
− c2

2

2GML2

r3c2
=
c2

2
(k2 − 1)

⇐⇒ 1

2

(
dr

dτ

)2

− GM

r
+
L2c2

2r2
− GML2

r3
= c2

(
k2 − 1

2

)

(2.60)

Soit h = Lc, la 
onstante des aires telle que

h = Lc
(2.58)
= r2ϕ̇ c = r2

dϕ

c dτ
c = r2

dϕ

dτ

Inje
tons 
ette 
onstante dans l'équation (2.60). Celle-
i devient alors

1

2

(
dr

dτ

)2

− GM

r
+

h2

2r2
− GMh2

r3c2
= c2

(
k2 − 1

2

)

Dérivons 
ette dernière équation par rapport au temps propre τ . Nous avons

d

dτ

[

1

2

(
dr

dτ

)2

− GM

r
+

h2

2r2
− GMh2

r3c2

]

=
d

dτ

[

c2
(
k2 − 1

2

)]

⇐⇒ d2r

dτ 2
dr

dτ
+
GM

r2
dr

dτ
− 2rh2

2r4
dr

dτ
+

3r2GMh2

r6c2
dr

dτ
= 0

⇐⇒ dr

dτ

[
d2r

dτ 2
+
GM

r2
− h2

r3
+

3GMh2

r4c2

]

= 0

⇐⇒ d2r

dτ 2
+
GM

r2
− h2

r3
+

3GMh2

r4c2
= 0 (2.61)

Posons maintenant u(ϕ) =
1

r(ϕ(τ))
telle que u

′
=
du

dϕ
. Ce 
hangement de variable appliqué

à l'équation (2.61) donne

d2r

dτ 2
+GMu2 − h2u3 +

3GMh2u4

c2
= 0

Exprimons maintenant le terme

d2r

dτ 2
en fon
tion de u, u

′
et u

′′
. Or,

dr

dτ
=

d

dτ

(
1

u(ϕ(τ))

)

= − 1

u2
du

dτ

= − 1

u2
du

dϕ

dϕ

dτ

= −u
′

u2
dϕ

dτ

46



2.2. LA THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

De plus, 
omme h = r2
dϕ

dτ
,

dϕ

dτ
=

h

r2

⇐⇒ dϕ

dτ
= hu2 (2.62)

⇐⇒ 1

u2
dϕ

dτ
= h (2.63)

Don


dr

dτ
= −u

′

u2
dϕ

dτ

(2.63)
= −u′

h (2.64)

Il s'en suit que

d2r

dτ 2
=

d

dτ

(
dr

dτ

)

(2.64)
=

d

dτ
(−u′

h)

= −h d(u
′
)

dϕ

dϕ

dτ
(2.62)
= −hu′′

hu2

= −h2u2u′′

(2.65)

Pour �nir, nous avons

d2r

dτ 2
+GMu2 − h2u3 +

3GMh2u4

c2
= 0

(2.65)⇐⇒ −h2u2u′′

+GMu2 − h2u3 +
3GMh2u4

c2
= 0

⇐⇒ u2h2
[

−u′′

+
GM

h2
− u+

3GMu2

c2

]

= 0

⇐⇒ u
′′

+ u =
GM

h2
+

3GMu2

c2
(2.66)

Nous obtenons une équation di�érentielle du se
ond ordre quasi-linéaire (l'opérateur dif-

férentiel est linéaire, la non-linéarité apparaît sur la fon
tion u du membre de droite de

l'équation (2.66) et pas sur les dérivées) à 
oe�
ients 
onstants et ave
 membre de droite,

que l'on peut 
omparer ave
 l'équation de Newton obtenue via l'appro
he en mé
anique


lassique du problème des deux 
orps, à savoir

u
′′

+ u =
GM

h2
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et admettant pour solution

u
Newton

=
GM

h2
(1 + e cosϕ) (2.67)

ave
 0 ≤ e < 1, l'ex
entri
ité de l'orbite.

La solution de l'équation (2.66) est une solution perturbée du type

u = u
Newton

+∆u

Inje
tons l'expression de la solution perturbée dans l'équation (2.66). Nous avons

(u
Newton

+∆u)
′′

+ u
Newton

+∆u =
GM

h2
+

3GM(u
Newton

+∆u)2

c2

=
GM

h2
+

3GMu2
Newton

(

1 +
∆u

u
Newton

)2

c2
(2.68)

Comme

∆u

u
Newton

≪ 1, le se
ond terme du membre de droite de l'équation (2.68) peut être

approximé par

3GMu2
Newton

c2

Nous obtenons alors

(u
Newton

+∆u)
′′

+ u
Newton

+∆u =
GM

h2
+

3GMu2
Newton

c2

(2.67)⇐⇒ d2

dϕ2

(
GM

h2
(1 + e cosϕ) + ∆u

)

+
GM

h2
(1 + e cosϕ) + ∆u =

GM

h2
+

3G3M3

h4c2
(1 + e cosϕ)2

⇐⇒ −GMe cosϕ

h2
+
d2 (∆u)

dϕ2
+
GM

h2
+
GMe cosϕ

h2
+∆u =

GM

h2
+

3G3M3

h4c2
(1 + e cosϕ)2

⇐⇒ d2 (∆u)

dϕ2
+∆u =

3G3M3

h4c2
(1 + 2e cosϕ+ e2 cos2 ϕ)

Il s'agit maintenant de faire disparaître le cos2 ϕ apparaissant dans le troisième terme

entre parenthèses. Or,

cos 2ϕ = cos2 ϕ− sin2 ϕ

= cos2 ϕ− (1− cos2 ϕ)

= 2 cos2 ϕ− 1

et don


cos2 ϕ =
1 + cos 2ϕ

2
Nous obtenons alors

d2 (∆u)

dϕ2
+∆u =

3G3M3

h4c2

(

1 + 2e cosϕ+
e2

2
+
e2

2
cos 2ϕ

)

=
3G3M3

h4c2
+

3G3M3e2

2h4c2
︸ ︷︷ ︸

Terme 
onstant

+
6G3M3e

h4c2
cosϕ

︸ ︷︷ ︸

Terme en cosϕ

+
3G3M3e2

2h4c2
cos 2ϕ

︸ ︷︷ ︸

Terme en cos 2ϕ

not.

= A+B cosϕ+ C cos 2ϕ (2.69)
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Nous devons à présent déterminer les solutions parti
ulières de 
ette équation di�érentielle

a�n d'obtenir la solution générale ∆u.

• Pour le terme 
onstant : il 
onvient de résoudre l'équation di�érentielle

d2 (∆u)

dϕ2
+∆u = A

La solution est trivialement donnée par

∆u = A

• Pour le terme en cosϕ : il 
onvient de résoudre l'équation di�érentielle

d2 (∆u)

dϕ2
+∆u = B cosϕ

On propose 
omme solution

∆u =
B

2
ϕ sinϕ

Véri�ons que 
ette solution 
onvient. On a

d (∆u)

dϕ
=
B

2
(sinϕ+ ϕ cosϕ)

et

d2 (∆u)

dϕ2
=
B

2
(cosϕ+ cosϕ− ϕ sinϕ)

don


d2 (∆u)

dϕ2
+∆u = B cosϕ− B

2
ϕ sinϕ+

B

2
ϕ sinϕ

= B cosϕ

• Pour le terme en cos 2ϕ : il 
onvient de résoudre l'équation di�érentielle

d2 (∆u)

dϕ2
+∆u = C cos 2ϕ

On propose 
omme solution

∆u = −C
3
cos 2ϕ

Véri�ons que 
ette solution 
onvient. On a

d (∆u)

dϕ
=

2C

3
sin 2ϕ

et

d2 (∆u)

dϕ2
=

4C

3
cos 2ϕ

don


d2 (∆u)

dϕ2
+∆u =

4C

3
cos 2ϕ− C

3
cos 2ϕ

= C cos 2ϕ

49



2.2. LA THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

Il s'en suit que la solution

∆u = A+
B

2
ϕ sinϕ− C

3
cos 2ϕ

satisfait à l'équation (2.69) et don


∆u =

(
3G3M3

h4c2
+

3G3M3e2

2h4c2

)

+
1

2

(
6G3M3e

h4c2

)

ϕ sinϕ− 1

3

(
3G3M3e2

2h4c2

)

cos 2ϕ

=
3G3M3

h4c2

(

1 +
e2

2

)

+
3G3M3e

h4c2
ϕ sinϕ− G3M3e2

2h4c2
cos 2ϕ (2.70)

En dé�nitive, la solution u de l'équation di�érentielle (2.66) est donnée par

u = u
Newton

+∆u

(2.67) et (2.70)
=

GM

h2
(1 + e cosϕ) +

3G3M3

h4c2

(

1 +
e2

2

)

+
3G3M3e

h4c2
ϕ sinϕ− G3M3e2

2h4c2
cos 2ϕ

=
GM

h2

[

1 +
3G2M2

h2c2

(

1 +
e2

2

)

+ e cosϕ+
3G2M2e

h2c2
ϕ sinϕ− G2M2e2

2h2c2
cos 2ϕ

]

=
GM

h2

[

1 +
3G2M2

h2c2

(

1 +
e2

2

)]






1 +

e

1 +
3G2M2

h2c2

(

1 +
e2

2

) cosϕ+ · · ·







Posons ẽ =
e

1 +
3G2M2

h2c2

(

1 +
e2

2

)
. Alors nous avons

u =
GM

h2

[

1 +
3G2M2

h2c2

(

1 +
e2

2

)]

︸ ︷︷ ︸
not.

= ui







1 + ẽ

︸︷︷︸
not.

= uii

cosϕ+
3G2M2

h2c2
ẽ ϕ sinϕ

︸ ︷︷ ︸
not.

= uiii

− G2M2

2h2c2
e ẽ cos 2ϕ

︸ ︷︷ ︸
not.

= uiv








Le fa
teur ui produit une modi�
ation dans la distan
e du périhélie tandis que le fa
-

teur uii produit une modi�
ation de l'ex
entri
ité. Le terme uiv est périodique mais le

terme uiii ne l'est pas et a pour 
onséquent un e�et 
umulatif. . . Don
, en première ap-

proximation, nous retenons le terme uiii et nous obtenons la solution suivante.

u =
GM

h2
(1 + e cosϕ) +

3G3M3e

h4c2
ϕ sinϕ

=
GM

h2

[

1 + e

(

cosϕ +
3G2M2

h2c2
ϕ sinϕ

)]

(2.71)

Il reste à présent à réé
rire la solution donnée par l'équation (2.71) sous la forme de

l'équation d'une ellipse. Pour 
e faire, nous allons user de l'arti�
e suivant. Si b≪ 1, alors

cos(a− b) = cos a cos b
︸︷︷︸

≃1

+ sin a sin b
︸︷︷︸

≃b

≃ cos a + b · sin a
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Dans notre 
as, b est assimilé à

3G2M2

h2c2
ϕ et don


3G2M2

h2c2
ϕ≪ 1, cos

(
3G2M2

h2c2
ϕ

)

≃ 1 et sin

(
3G2M2

h2c2
ϕ

)

≃ 3G2M2

h2c2
ϕ (2.72)

La solution donnée par l'équation (2.71) peut ainsi être réé
rite de la manière suivante.

u =
GM

h2

[

1 + e

(

cosϕ+
3G2M2

h2c2
ϕ sinϕ

)]

(2.72)≃ GM

h2

[

1 + e

(

cosϕ · cos
(
3G2M2

h2c2
ϕ

)

+ sinϕ · sin
(
3G2M2

h2c2
ϕ

))]

=
GM

h2

[

1 + e cos

(

ϕ− 3G2M2

h2c2
ϕ

)]

=
GM

h2

[

1 + e cos

(

ϕ

(

1− 3G2M2

h2c2

))]

Posons α =
3G2M2

h2c2
. Alors la solution est �nalement donnée par

u ≃ GM

h2
[1 + e cos ((1− α)ϕ)]

Considérons le s
héma de la Figure 2.3, représentant l'orbite elliptique d'une planète

autour du Soleil. Puisque le périhélie et l'aphélie 
orrespondent aux points de la traje
toire

d'une planète respe
tivement le plus pro
he et le plus éloigné du Soleil, la distan
e du Soleil

au périhélie 
orrespond à r
min

tandis que la distan
e du Soleil à l'aphélie 
orrespond à r
max

.

Soleil

Périhélie

Aphélie

Planète

r
min

r
max

ϕ

r(ϕ(τ))

Figure 2.3 � Orbite elliptique d'une planète autour du Soleil, inspirée de la référen
e [9℄

Comme nous avons posé u(ϕ) =
1

r(ϕ(τ))
, 
ela signi�e que







u
max

=
1

r
min

=
GM

h2
(1 + e)

u
min

=
1

r
max

=
GM

h2
(1− e)

(2.73)
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Autrement dit, la distan
e r est minimale lorsque u est maximale et 
ela se véri�e pour

cos((1− α)ϕ) = 1 ⇐⇒ (1− α)ϕ = 2kπ, k ∈ ZZ

⇐⇒ ϕ =
2kπ

1− α
, k ∈ ZZ


'est-à-dire, pour k = 1,

ϕ =
2π

1− α

On obtient don
 une orbite périodique de période

2π

1− α
> 2π, 
e qui signi�e que la

planète ne revient pas à son point de départ après un tour 
omplet de l'orbite : on observe

la pré
ession de l'ellipse et par 
onséquent, la pré
ession du périhélie, 
omme l'illustre la

Figure 2.4.

Figure 2.4 � Pré
ession d'une orbite elliptique, issue de la référen
e [9℄

L'ellipse se dé
ale ainsi à 
haque révolution d'un angle

∆ϕ =
2π

1− α
− 2π =

2π − 2π(1− α)

1− α
=

2απ

1− α
≈ 2απ =

6πG2M2

h2c2

Cal
ulons maintenant 
e que vaut h2. On sait que le demi-grand axe a de l'ellipse est

donné par

2a = r
min

+ r
max

⇐⇒ 2a
(2.73)
=

h2

GM

(
1

1 + e
+

1

1− e

)

⇐⇒ 2a =
h2

GM

(
(1− e) + (1 + e)

1− e2

)

⇐⇒ 2a =
h2

GM

(
2

1− e2

)

⇐⇒ a =
h2

GM(1− e2)

et don


h2 = aGM(1 − e2) (2.74)
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Nous obtenons ainsi

∆ϕ ≈ 6πG2M2

h2c2
(2.74)
=

6πGM

a(1− e2)c2
(2.75)

Il s'agit à présent de 
al
uler la valeur de ∆ϕ pour la planète Mer
ure (
f. référen
e [10℄),

à l'aide des paramètres suivants. Notons qu'il 
onvient de travailler en 
entimètres et en

grammes plut�t qu'en mètres et en kilogrammes.







a = 5.8 · 1010 m = 5.8 · 1012 
m
e = 0.2

T
Mer
ure

= 88 jours

M
Soleil

= 2 · 1030 kg = 2 · 1033 g

G = 6.67 · 10−11 m

3

kg · s2 = 6.67 · 10−8 
m

3

kg · s2
c = 3 · 108 m/s = 3 · 1010 
m/s

(2.76)

Remarquons également que ∆ϕ s'exprime en radians, mais qu'il 
onvient de travailler en

se
ondes d'ar
. Par 
onséquent,

360◦ = 2π rad ⇐⇒ 1 rad =
180◦

π

et

1◦ = 60 · 60 se
ondes d'ar
 = 3 600 se
ondes d'ar


Don


1 rad =
180◦

π
=

180 · 3 600
π

se
ondes d'ar


Il s'en suit que

∆ϕ =
6πGM

Soleil

a(1− e2)c2
rad (2.77)

=
6πGM

Soleil

a(1− e2)c2
180 · 3 600

π
se
ondes d'ar


=
6GM

Soleil

a(1− e2)c2
· 180 · 3 600

(2.76)
=

6 · 6.67 · 10−8 · 2 · 1033
5.8 · 1012 · (1− 0.22) · (3 · 1010)2 · 180 · 3 600

= 0.1035 (2.78)

Si T est la période de révolution de la planète, la pré
ession du périhélie de Mer
ure sur

100 ans (autrement dit sur un siè
le) est donnée par

∆φ =
100 · T

Terre

T
Mer
ure

∆ϕ

(2.76) et (2.78)
=

100 · 365
88

· 0.1035

= 42.93
′′
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En 
on
lusion, nous trouvons que le périhélie de Mer
ure avan
e de 42.93 se
ondes par

siè
le, 
e qui est en adéquation ave
 la pré
ession mesurée qui est de 43 se
ondes par siè
le.

2.2.6 La déviation de la lumière par le Soleil

A�n de démontrer la déviation de la lumière par le Soleil, nous nous intéressons à la

résolution des équations des géodésiques de genre lumière. Les mouvements des photons

(autrement dit des parti
ules non massives) sont dé
rits par les mêmes équations que dans

le 
as des parti
ules massives à la se
tion pré
édente, à l'ex
eption de 
elle pour la distan
e

radiale r puisque dans le 
as des photons, il 
onvient de 
onsidérer l'équation ẋµẋ
µ = 0. Nous

avons dès lors

ẋµẋ
µ = 0 ⇐⇒ gµν ẋ

µẋν = 0

⇐⇒ gtt (ẋ
t)2 + grr (ẋ

r)2 + gθθ (ẋ
θ)2 + gϕϕ(ẋ

ϕ)2 = 0

(
ar gµν = 0 ∀ µ 6= ν)

(2.59)⇐⇒ −
(

1− 2GM

rc2

)

(cṫ)2 +

(

1− 2GM

rc2

)−1

ṙ2 + r2 sin2 θϕ̇2 = 0

θ=
π

2
, (2.53) et (2.58)

⇐⇒ −k cṫ+ ṙ2
(

1− 2GM

rc2

)−1

+
L2

r2
= 0

×



1−
2GM

rc2





⇐⇒ −k2 + ṙ2 +
L2

r2

(

1− 2GM

rc2

)

= 0

⇐⇒ ṙ2 +
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2

Ainsi, les mouvements des photons sont dé
rits par les quatre équations suivantes, dont

la dernière permet de mettre en éviden
e la déviation de la lumière par le Soleil.







k =

(

1− 2GM

rc2

)

cṫ

r2ϕ̇ = L

θ =
π

2

ṙ2 +
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2

Notons qu'i
i, puisque les photons sont des parti
ules non massives, on ne peut utiliser le

temps propre τ 
omme paramètre de la dérivée. Nous 
hoisissons par 
onséquent un paramètre

a�ne λ de sorte que

ṙ =
dr

dλ

Soit r0, la distan
e minimale d'appro
he du rayon lumineux par rapport au Soleil et tel

que ṙ0 = 0. Cette distan
e est représentée à la Figure 2.5, qui illustre la traje
toire d'un

photon en in
iden
e rasante auprès du Soleil.
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Soleil

∆ϕ

r0

Photon

r(ϕ(τ))
ϕ

Figure 2.5 � Déviation de la lumière en in
iden
e rasante auprès du Soleil, inspirée de la

référen
e [9℄

Nous 
her
hons à déterminer l'angle de déviation ∆ϕ entre les deux asymptotes de la

traje
toire hyperbolique du photon, 
'est-à-dire l'expression de

dϕ

dr
. D'abord, exprimons k

en fon
tion de r0. Puisque l'on a supposé que ṙ0 = 0, par la dernière des quatre équations


i-dessus, nous avons

ṙ20 +
L2

r20
− 2GML2

r30c
2

= k2

⇐⇒ L2

r20
− rsL

2

r30
= k2

⇐⇒ k2 =
L2

r20

(

1− rs

r0

)

(2.79)

ave
 rs
déf.

=
2GM

c2
, le rayon de S
hwarzshild. Nous obtenons alors

ṙ2 +
L2

r2
− 2GML2

r3c2
= k2

(2.79)⇐⇒ ṙ2 +
L2

r2
− rsL

2

r3
=
L2

r20

(

1− rs

r0

)

⇐⇒ ṙ2 =
L2

r20

(

1− rs

r0

)

− L2

r2

(

1− rs

r

)

⇐⇒ ṙ =

[
L2

r20

(

1− rs

r0

)

− L2

r2

(

1− rs

r

)]
1

2
(2.80)
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Ainsi,

dϕ

dr
=
dϕ

dλ

dλ

dr

⇐⇒ dϕ

dr
=
ϕ̇

ṙ

ϕ̇=
L

r2
et (2.80)

⇐⇒ dϕ

dr
=
L

r2

[
L2

r20

(

1− rs

r0

)

− L2

r2

(

1− rs

r

)]−
1

2

⇐⇒
(
dϕ

dr

)2

=
L2

r4

[
L2

r20

(

1− rs

r0

)

− L2

r2

(

1− rs

r

)]−1

⇐⇒
(
dϕ

dr

)2

=
L2

r4
[
L2

r20

(

1− rs

r0

)

− L2

r2

(

1− rs

r

)]

⇐⇒
(
dϕ

dr

)2

=

[
r4

r20

(

1− rs

r0

)

− r4

r2

(

1− rs

r

)]−1

⇐⇒
(
dϕ

dr

)2

=

[

r2
(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

− r2
(

1− rs

r

)
]−1

⇐⇒
(
dϕ

dr

)2

=
1

r2

[(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

−
(

1− rs

r

)
]−1

⇐⇒ dϕ

dr
=

1

r

[(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

−
(

1− rs

r

)
]−

1

2

⇐⇒ ϕ(r) =

∫
1

r

[(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

−
(

1− rs

r

)
]−

1

2
dr

⇐⇒ ϕ(r)
not.

=

∫

f(r) dr

Ensuite, par symétrie du problème autour de r0, nous avons

∆ϕ = 2(ϕ(+∞)− ϕ(r0))− π

et

ϕ(+∞)− ϕ(r0) = [ϕ(r)]+∞r0 =

∫ +∞

r0

f(r) dr

d'où

∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

−
(

1− rs

r

)
]−

1

2
dr − π
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Il reste en�n à intégrer pour déterminer l'expression de l'angle de déviation. Nous avons

(
f. référen
es [11℄ et [12℄)

∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[(
r

r0

)2(

1− rs

r0

)

−
(

1− rs

r

)
]−

1

2
dr − π

⇐⇒ ∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− r2

r20

rs

r0
− 1 +

rs

r

]−
1

2
dr − π

Ajoutons et retran
hons

r2

r20

rs

r
à l'expression sous la puissan
e moins un demi. Nous ob-

tenons

∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− r2

r20

rs

r0
− 1 +

rs

r

]−
1

2
dr − π

⇐⇒ ∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− r2

r20

rs

r0
+
r2

r20

rs

r
− 1 +

rs

r
− r2

r20

rs

r

]−
1

2
dr − π

⇐⇒ ∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− 1− rs

r

(
r2

r20
− 1

)

+ rs
r2

r20

(
1

r
− 1

r0

)]−
1

2
dr − π

Réé
rivons maintenant le quatrième terme sous la puissan
e moins un demi d'une autre

manière. Comme

r2

r20
− 1 =

(
r

r0
− 1

)(
r

r0
+ 1

)

=
(r − r0)(r + r0)

r20
(2.81)

il s'en suit que

r2

r20

(
1

r
− 1

r0

)

=
r2

r20

(
r0 − r

rr0

)

= −r
2

r20

(
r − r0

rr0

)

(2.81)
= −r

2

r20

r20
rr0(r + r0)

(
r2

r20
− 1

)

= −
(
r2

r20
− 1

)(
r

r0(r + r0)

)
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Ainsi,

∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− 1− rs

r

(
r2

r20
− 1

)

+ rs
r2

r20

(
1

r
− 1

r0

)]−
1

2
dr − π

⇐⇒ ∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

[
r2

r20
− 1− rs

r

(
r2

r20
− 1

)

− rs

(
r2

r20
− 1

)(
r

r0(r + r0)

)]−
1

2
dr − π

Mettons en éviden
e le fa
teur

r2

r20
− 1. Nous obtenons

∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

(
r2

r20
− 1

)−
1

2
[

1− rs

r
− rs

(
r

r0(r + r0)

)]−
1

2
dr − π

E�e
tuons maintenant un développement limité du se
ond fa
teur à la puissan
e moins

un demi, en ne gardant que les termes du premier ordre. Nous avons

(

1− rs

r
− rs

(
r

r0(r + r0)

))−
1

2 ≃ 1 +
GM

rc2
+
GM

c2

(
r

r0(r + r0)

)

(2.82)

L'expression de l'angle de déviation devient alors

∆ϕ
(2.82)
= 2

∫ +∞

r0

1

r

(
r2

r20
− 1

)−
1

2
[

1 +
GM

rc2
+
GM

c2

(
r

r0(r + r0)

)]

dr − π

⇐⇒ ∆ϕ = 2

∫ +∞

r0

1

r

(
r2

r20
− 1

)−
1

2
dr +

2GM

c2

∫ +∞

r0

1

r2

(
r2

r20
− 1

)−
1

2
dr

+
2GM

c2

∫ +∞

r0

(
r2

r20
− 1

)−
1

2
(

1

r0(r + r0)

)

dr − π

En utilisant les intégrales suivantes ave
 x =
r

r0
tel que dx =

1

r0
dr

∫
1

x
√
x2 − 1

dx = − arcsin

(
1

x

)

∫
1

x2
√
x2 − 1

dx =

√
x2 − 1

x

∫
1

(x+ 1)
√
x2 − 1

dx =

√

x− 1

x+ 1

58



2.2. LA THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALE

nous trouvons �nalement

∆ϕ = 2
[

− arcsin
(r0

r

)]+∞

r0

+
2GM

r0c2









√

r2

r20
− 1

r

r0









+∞

r0

+
2GM

r0c2







√
√
√
√
√
√

r

r0
− 1

r

r0
+ 1







+∞

r0

− π

= 2
[

− arcsin
(r0

r

)]+∞

r0

+
2GM

r0c2

[

r0

r

√

r2

r20

(

1− r20
r2

)]+∞

r0

+
2GM

r0c2

[√
r − r0

r + r0

]+∞

r0

− π

= 2
[

− arcsin
(r0

r

)]+∞

r0

+
2GM

r0c2

[√

1− r20
r2

]+∞

r0

+
2GM

r0c2

[√
r − r0

r + r0

]+∞

r0

− π

= 2
[

0−
(

−π
2

)]

+
2GM

r0c2
[1− 0] +

2GM

r0c2
[1− 0]− π

= π +
2GM

r0c2
+

2GM

r0c2
− π

=
4GM

r0c2

Dans le 
as d'une lumière rasant la surfa
e du Soleil, r0 est égal au rayon du Soleil,

autrement dit r0 = 6.95 ·108 m = 6.95 ·1010 
m. De plus, puisque l'on travaille en 
entimètres

et en grammes ainsi qu'en se
ondes d'ar
 (
omme dans le 
as de la pré
ession du périhélie

de Mer
ure), nous avons alors

∆ϕ =
4GM

r0c2
rad

2.76
=

4 · 6.67 · 10−8 · 2 · 1033
6.95 · 1010 · (3 · 1010)2 · 180 · 3 600

π
se
ondes d'ar


= 1.75 se
ondes d'ar


En 
on
lusion, nous trouvons une valeur théorique pour l'angle de déviation ∆ϕ de 1.75
se
ondes d'ar
, 
e qui est en adéquation ave
 les observations.
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Chapitre 3

La théorie s
alaire de Gunnar Nordström

� Ah, Monsieur le Comte veut danser ?

Eh bien, je vais lui faire la musique ! �

A. Einstein

Ce troisième 
hapitre présente la théorie s
alaire de Nordström et se base essentiellement

sur les référen
es [6℄, [13℄, [14℄, [15℄ et [16℄. La théorie s
alaire de Nordström date de la �n de

l'année 1913 et dé
rit la gravitation via, 
omme son nom l'indique, un modèle s
alaire. Cette

théorie, à laquelle Einstein s'est intéressé un temps et dont il s'est inspiré avant de s'en é
ar-

ter, semblait jusqu'alors la seule théorie 
ohérente dé
rivant la gravitation. Puis, la relativité

générale d'Einstein est apparue, balayant ainsi la théorie s
alaire de Nordström, jugée peu

esthétique. Comme le dit Einstein dans l'ouvrage [6℄ de Pais, � La théorie de Nordström [. . . ℄

repose sur un espa
e quadri-dimensionnel à priori eu
lidien, et 
roire en 
et espa
e tient, à

mon avis, de la superstition �. Néanmoins, Einstein s'étant quelque peu inspiré de Nordström,


ertaines similitudes existent entre les deux théories qu'ils ont 
ha
un élaborées.

Le manque d'esthétisme de la théorie s
alaire de Nordström n'est pas le seul argument

ayant entraîné sa perte. En e�et, 
elle-
i ne suppose au
une déviation de la lumière et prédit

un retard du périhélie de Mer
ure au lieu d'une avan
e de 
elui-
i, 
e qui a d'autant plus


ontribué à privilégier la relativité générale. En réalité, il existe deux versions de la théorie

s
alaire de Nordström : 
es deux théories font l'objet des deux premières se
tions de 
e


hapitre, en suivant une démar
he purement historique. Nous dé
rivons ensuite la géométrie

de la théorie s
alaire de Nordström, en suivant une démar
he plus mathématique. Nous

terminons en�n par 
al
uler la pré
ession du périhélie de Mer
ure pour 
ette théorie.

3.1 Première théorie de Nordström

Tout d'abord, notons que Nordström suppose que la vitesse de la lumière c est indé-

pendante du potentiel gravitationnel et est une 
onstante universelle. Soit φ un potentiel

gravitationnel satisfaisant à l'équation de Poisson

△φ = 4πGρ

Dans le 
as où φ dépend du temps, l'équation de Poisson se généralise de la façon suivante.

−�φ =
4πG

c4
ρ (3.1)
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3.1. PREMIÈRE THÉORIE DE NORDSTRÖM

où � désigne le d'Alembertien

1

, G est la 
onstante de Newton et ρ est un 
hamp s
alaire

identi�é à une densité de masse au repos.

Soient également

−→
K , la for
e gravitationnelle agissant sur l'unité de masse et

−→a , l'a

é-
lération. Considérons la se
onde loi de Newton pour une parti
ule pon
tuelle

−→
K = −−→∇φ ⇐⇒ −→

K = −→a
⇐⇒ −→

K = −̈→x (3.2)

En 
omposantes, 
ette loi peut se réé
rire

Kµ = − ∂φ

∂xµ
(3.3)

(3.2)⇐⇒ Kµ = ẍµ ∀µ = 1, · · · , 4 (3.4)

Si l'on multiplie à présent par la masse m d'une parti
ule pon
tuelle de part et d'autre

de l'égalité dans l'équation (3.4),

Kµ = ẍµ ⇐⇒ mKµ = mẍµ

⇐⇒ mKµ =
d

dτ
(mẋµ) (3.5)

Nordström proposa alors d'imposer une dépendan
e de la masse relativement au poten-

tiel φ, et non plus relativement à la vitesse de la lumière (puisqu'elle est 
onsidérée 
omme


onstante). La masse est don
 maintenant variable dans le temps à travers le potentiel φ.

Cette hypothèse de variabilité de la masse viole le prin
ipe de relativité de Galilée, puisque


elui-
i doit être valable quelle que soit la masse. Or si la masse varie, 
ela signi�e qu'elle

n'est plus la même en tout point de l'espa
e et don
, le prin
ipe d'équivalen
e de Galilée

n'est plus satisfait. Par variabilité de la masse, l'équation (3.5) devient

mKµ =
d

dτ
(mẋµ) ⇐⇒ mKµ = mẍµ + ṁẋµ (3.6)

où τ désigne le temps propre, tel que dτ 2 = −dxµdxµ = −ηµνdxµdxν ave
 ηµν la métrique de

Minkowski. On remarque alors qu'un nouveau terme en ṁ vient d'apparaître. Considérons

maintenant

mKµ =
d

dτ
(mẋµ)

(3.3)⇐⇒ −m ∂φ

∂xµ
=

d

dτ
(mẋµ)

×ẋµ

⇐⇒ −mẋµ ∂φ
∂xµ

= ẋµ
d

dτ
(mẋµ)

⇐⇒ −m∂x
µ

∂τ

∂φ

∂xµ
= ẋµ

d

dτ
(mẋµ)

⇐⇒ −mdφ
dτ

= ẋµ
d

dτ
(mẋµ)

1. Le d'Alembertien � est une généralisation du Lapla
ien △ dans le 
as où le potentiel φ dépend du

temps. S
hématiquement, nous avons � = − 1

c2
∂2

∂t2
+△.
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Ainsi, de l'équation (3.6), il dé
oule que

−mdφ
dτ

= ẋµ
d

dτ
(mẋµ) ⇐⇒ −mdφ

dτ
= mẋµẍµ + ṁ ẋµẋµ

︸︷︷︸

déf.

= −c2

⇐⇒ −mdφ
dτ

= mẋµẍµ − c2
dm

dτ
(3.7)

⇐⇒ m
dφ

dτ
= c2

dm

dτ
(3.8)

où, pour passer de l'équation (3.7) à l'équation (3.8), on a utilisé le fait que la quadri-vitesse ẋµ

est orthogonale à la quadri-a

élération ẍµ, 
e qui signi�e que leur produit s
alaire est nul,


omme nous l'avons déjà détaillé à la se
tion 2.2.3.

En intégrant maintenant de part et d'autre de l'égalité dans l'équation (3.8) et en regrou-

pant toutes les 
onstantes d'intégration en un seul terme noté m0, nous trouvons

m = m0 e





φ

c2






e qui signi�e que la masse inertielle d'une parti
ule pon
tuelle n'est plus 
onstante mais

dépend exponentiellement du potentiel gravitationnel.

De plus, des équations (3.6) et (3.8), nous déduisons

−m ∂φ

∂xµ
= mẍµ + ṁẋµ ⇐⇒ −m ∂φ

∂xµ
= mẍµ +

dm

dτ
ẋµ

(3.8)⇐⇒ −m ∂φ

∂xµ
= mẍµ +

m

c2
dφ

dτ
ẋµ

⇐⇒ − ∂φ

∂xµ
= ẍµ +

ẋµ

c2
φ̇ (3.9)

L'équation (3.9) que nous venons d'obtenir est la première équation du mouvement

de Nordström. Nous remarquons que 
elle-
i est indépendante de la masse m (le prin
ipe de

relativité de Galilée est par 
onséquent �nalement satisfait, alors qu'à première vue 
e n'était

pas le 
as), et le potentiel gravitationnel φ en est la limite non relativiste

2

. Si, en plus, φ est

un s
alaire, alors 
ette équation est 
ovariante de Lorentz, autrement dit elle sera identique

dans tous les référentiels inertiels sous les transformations du groupe de Lorentz dé�nies à la

se
tion 2.1 du Chapitre 2.

Le prin
ipal problème relevé par Einstein à 
e stade est qu'il 
onvient selon lui de 
onsi-

dérer la tra
e du tenseur énergie-impulsion plut�t qu'une densité de masse au repos dans

l'équation (3.1). En e�et, la masse est la 
omposante T00 du tenseur énergie-impulsion Tµν ,


e qui signi�e qu'en réalité l'équation (3.1) 
hange sous les transformations de Lorentz, mé-

langeant ainsi la 
omposante T00 ave
 les autres 
omposantes de Tµν . Ce
i donne lieu à la

se
onde théorie de Nordström, que nous allons détailler à présent.

2. Par dé�nition, une limite non relativiste 
ontient un terme newtonien et des 
orre
tions relativistes.
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3.2 Se
onde théorie de Nordström

Pour remédier au problème soulevé par Einstein, Nordström a suggéré de 
onsidérer une

densité de masse ρ qui soit proportionnelle à la tra
e du tenseur énergie-impulsion d'une

parti
ule. Cette tra
e, qui 
onstitue i
i la seule sour
e possible pour le 
hamp s
alaire gravi-

tationnel, est dé�nie par

T = ηµνT
µν = T µ

µ

La tra
e T de T µν
est don
 un s
alaire. Nordström propose alors de 
onsidérer une densité

de masse ρ telle que

ρ = g(φ)T

où g(φ) est une fon
tion qu'il devait déterminer. En 
onséquen
e du prin
ipe d'équivalen
e

de Galilée, 
elui-
i a trouvé

g(φ) =
1

φ


e qui implique

ρ =
T

φ

Ainsi, en partant de l'équation (3.1), la potentiel φ satisfait maintenant à l'équation (3.10),

appelée équation gravitationnelle de Nordström.

−�φ =
4πG

c4
ρ ⇐⇒ −�φ =

4πG

c4
T

φ

⇐⇒ −φ�φ =
4πG

c4
T (3.10)

Remarquons que le 
hamp éle
tromagnétique est tel que T = 0. Par 
onséquent, en vertu

de l'équation (3.10), il ne possède au
une intera
tion gravitationnelle et don
, la lumière

n'est pas déviée, au 
ontraire de la relativité générale qui, elle, prédit une telle déviation. Ce


onstat 
onstitue le prin
ipal problème de la théorie de Nordström.

Si nous posons à présent φ = c2 ln ψ où ψ est lui aussi un potentiel gravitationnel, alors

l'équation (3.9) devient

− ∂φ

∂xµ
= ẍµ +

ẋµ

c2
φ̇ ⇐⇒ − ∂

∂xµ
(c2 ln ψ) = ẍµ +

ẋµ

c2
d

dτ
(c2 ln ψ)

⇐⇒ −c
2

ψ

∂ψ

∂xµ
= ẍµ + ẋµ

d

dτ
(ln ψ)

⇐⇒ −c
2

ψ

∂ψ

∂xµ
= ẍµ + ẋµ

1

ψ

dψ

dτ

⇐⇒ c2
∂ψ

∂xµ
+ ψẍµ + ẋµψ̇ = 0 (3.11)

⇐⇒ ∂ψ

∂xµ
+

1

c2
d

dτ
(ẋµ ψ) = 0
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3.2. SECONDE THÉORIE DE NORDSTRÖM

où ψ véri�e l'équation (3.10). Cette dernière équation est la se
onde équation du mou-

vement de Nordström.

Partant maintenant du prin
ipe variationnel

δ

∫

ψ ds = 0

où ds2 = ηµνdx
µdxν , on peut trouver l'équation du tenseur énergie-impulsion pour une par-

ti
ule de masse m et de volume V au repos. Celui-
i est donné par

T µν =
ρψ

c2
ẋµẋν (3.12)

et sa tra
e vaut

T = ηµνT
µν =

ρψ

c2
ηµν ẋ

µẋν =
ρψ

c2
ẋν ẋ

ν

︸︷︷︸

=−c2

= −ρψ (3.13)

Sa divergen
e pour une parti
ule pon
tuelle vaut, quant à elle,

∂T µν

∂xµ
(3.12)
=

∂

∂xµ

(
ρψ

c2
ẋµẋν

)
×ηµν⇐⇒ ηµν

∂T µν

∂xµ
=

∂

∂xµ

(
ρψ

c2
ηµν ẋ

µẋν
)

⇐⇒ ηµν
∂T µν

∂xµ
=

∂

∂xµ




ρψ

c2
ẋµẋ

µ

︸︷︷︸

=−c2





×ηµσ⇐⇒ ηµσηµν
︸ ︷︷ ︸

=δσν

∂T µν

∂xµ
= ηµσ

∂

∂xµ
(−ρψ)

⇐⇒ ∂T µσ

∂xµ
= −ρ ∂ψ

∂xσ
(3.14)

D'autre part, si le tenseur énergie-impulsion du 
hamp gravitationnel est dé�ni par

tµν =
1

4πG

[
∂ψ

∂xµ

∂ψ

∂xν
− 1

2
ηµν
(
∂ψ

∂xλ

∂ψ

∂xλ

)]

alors sa divergen
e pour le 
hamp gravitationnel dé
oule de l'équation (3.10). En e�et,

∂tµν

∂xµ
(3.10)
= ηµν

∂

∂xµ

(

−c
4 ψ�ψ

4πG

)

⇐⇒ ∂tµν

∂xµ
=

∂

∂xν

(

−c
4 ψ�ψ

4πG

)

⇐⇒ ∂tµν

∂xµ
=

(

−c
4
�ψ

4πG

)
∂ψ

∂xν

⇐⇒ ∂tµν

∂xµ
(3.1)
= ρ

∂ψ

∂xν
(3.15)

Si nous dé�nissons le tenseur énergie-impulsion total par T µν+tµν , alors les équations (3.14)
et (3.15) impliquent que

∂(T µν + tµν)

∂xµ
=
∂T µν

∂xµ
+
∂tµν

∂xµ
= −ρ ∂ψ

∂xν
+ ρ

∂ψ

∂xν
= 0

Cette dernière équation signi�e que l'on a 
onservation de l'énergie et de l'impulsion du

système, tout 
omme en relativité générale.
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3.3 Géométrie de la théorie de Nordström

La géométrie de la théorie de Nordström fut pré
isée par Einstein à l'époque où il s'inté-

ressait en
ore à 
ette théorie et alors qu'il était en pleine re
her
he sur la relativité générale.

Pour Einstein, l'espa
e-temps 
ourbe de la théorie de Nordström est dé
rit par la métrique

gµν(x) = φ2(x)ηµν (3.16)

et son inverse est donnée par

gµν(x) = (gµν(x))
−1 = φ−2(x)ηµν (3.17)

où φ est un potentiel gravitationnel. Comme le dit Bruneton dans la référen
e [15℄, prendre le


arré du potentiel φ assure que gµν et ηµν soient de même signature. De plus, la métrique gµν
i
i dé�nie est dite 
onformément plate : il s'agit de la métrique de Minkowski à une

transformation 
onforme près (autrement dit, on a multiplié la métrique de Minkowski par

une fon
tion). Tout 
omme en relativité générale, l'espa
e-temps est assimilé à une variété

di�érentiable de dimension 4 et la 
onnexion de Levi-Civita est d'appli
ation. Ainsi, la théorie
de Nordström satisfait au prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein.

3.3.1 Équations des géodésiques

Dans la référen
e [13℄, il est stipulé qu'Einstein pensait que le mouvement des parti
ules

dans l'espa
e-temps 
ourbe dé
rit par la métrique donnée par l'équation (3.16) produit une

équation géodésique. La question est don
 de savoir si l'équation (3.9) est une équation géo-

désique.

Partons de l'équation 
lassique des géodésiques

d2xµ

c2dt2
+ Γµ

νρ

dxν

dt

dxρ

dt
= 0

qu'il 
onvient de modi�er quelque peu puisque l'on doit dériver par rapport au temps propre τ

et non par rapport au temps t. Or, nous avons vu dans la 
inématique de la théorie de la

relativité générale que

dt = γ dτ

⇐⇒ d

dτ
= γ

d

dt

⇐⇒ d

dt
=

1

γ

d

dτ
(3.18)

où γ est le fa
teur de Lorentz. On obtient ainsi

d2xµ

c2dt2
+ Γµ

νρ

dxν

dt

dxρ

dt
= 0

(3.18)⇐⇒ 1

γ

d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

νρ

(
1

γ2

)
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0

⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

νρ

1

γ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0
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Nous supposons que le ve
teur

−→
β dé�ni dans la 
inématique de la relativité générale est

tel que

−→
β ≪ 1, 
'est-à-dire v = c et don
 γ ≃ 1. Autrement dit, les vitesses des parti
ules

suivant une géodésique sont petites devant la vitesse de la lumière. Ainsi, l'équation des

géodésiques que nous allons employer est la suivante.

d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

νρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0 (3.19)

Commençons par 
al
uler les 
oe�
ients de 
onnexion Γµ
νρ. Puisque la 
onnexion de

Levi-Civita est i
i d'appli
ation, nous avons

Γµ
νρ

déf.

=
1

2
gµσ(∂νgρσ + ∂ρgνσ − ∂σgνρ)

(3.16) et (3.17)
=

φ−2

2
ηµσ

[
∂ν(φ

2ηρσ) + ∂ρ(φ
2ηνσ)− ∂σ(φ

2ηνρ)
]

=
φ−2

2
ηµσ

[
2φ ∂νφ ηρσ + φ2∂νηρσ + 2φ ∂ρφ ηνσ + φ2∂ρηνσ − 2φ ∂σφ ηνρ − φ2∂σηνρ

]

=
φ−2

2
ηµσ[φ2(∂νηρσ + ∂ρηνσ − ∂σηνρ)

︸ ︷︷ ︸

=0 
ar ηµν= diag(−1,1,1,1)

+2φ(∂νφ ηρσ + ∂ρφ ηνσ − ∂σφ ηνρ)]

= φ−1ηµσ(∂νφ ηρσ + ∂ρφ ηνσ − ∂σφ ηνρ)

= φ−1(∂νφ η
µσηρσ
︸ ︷︷ ︸

=δ
µ
ρ

+∂ρφ η
µσηνσ
︸ ︷︷ ︸

δ
µ
ν

−∂σφ ηµσηνρ)

= φ−1(∂νφ δ
µ
ρ + ∂ρφ δ

µ
ν − ∂σφ η

µσηνρ) (3.20)

Nous pouvons maintenant obtenir l'expression des équations des géodésiques. Nous avons

d2xµ

c2dτ 2
+ Γµ

νρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0

(3.20)⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ φ−1(∂νφ δ

µ
ρ + ∂ρφ δ

µ
ν − ∂σφ η

µσηνρ)
dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0

⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ φ−1

(

∂νφ δ
µ
ρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
+ ∂ρφ δ

µ
ν

dxν

dτ

dxρ

dτ
− ∂σφ η

µσηνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ

)

= 0

Or, δµρ = 1 si ρ = µ, δµν = 1 si ν = µ et

ηνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ
=
dxν

dτ

dxν

dτ
= ẋν ẋν = −c2

Don


d2xµ

c2dτ 2
+ φ−1

(

∂νφ δ
µ
ρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
+ ∂ρφ δ

µ
ν

dxν

dτ

dxρ

dτ
− ∂σφ η

µσηνρ
dxν

dτ

dxρ

dτ

)

= 0

⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+ φ−1

(

∂νφ
dxν

dτ

dxµ

dτ
+ ∂ρφ

dxµ

dτ

dxρ

dτ
− (−c2)∂σφ ηµσ

)

= 0
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Changeons l'indi
e ν en ρ dans le premier terme entre parenthèses. Nous avons maintenant

d2xµ

c2dτ 2
+ φ−1

(

2 ∂ρφ
dxρ

dτ

dxµ

dτ
+ c2∂σφ η

µσ

)

= 0

⇐⇒ d2xµ

c2dτ 2
+

2

φ

∂φ

∂xρ
dxρ

dτ
︸ ︷︷ ︸

=φ̇

dxµ

dτ
+
c2

φ
∂σφ η

µσ = 0

×ηµρ⇐⇒ ηµρ
d2xµ

c2dτ 2
+

2φ̇

φ
ηµρ

dxµ

dτ
= −c

2

φ
∂σφ ηµρη

µσ

︸ ︷︷ ︸

δσρ=1 si σ=ρ

⇐⇒ d2xρ

c2dτ 2
+

2φ̇

φ

dxρ

dτ
= −c

2

φ

∂φ

∂xρ

⇐⇒ d2xρ

c4dτ 2
+

2φ̇

c2φ
ẋρ = −1

φ

∂φ

∂xρ

⇐⇒ ẍρ

c2
+

2φ̇

c2φ
ẋρ = −1

φ

∂φ

∂xρ

L'équation obtenue ne redonne pas l'équation (3.9), à savoir la première équation du

mouvement de Nordström. Par 
ontre, elle est identique à l'équation (3.11) à un fa
teur 2 près
dans le deuxième terme du membre de gau
he de l'équation. En e�et, si nous transformons

quelque peu l'équation (3.11), nous obtenons

c2
∂ψ

∂xµ
+ ψẍµ + ẋµψ̇ = 0

×
1

c2
et ×

1

ψ⇐⇒ 1

ψ

∂ψ

∂xµ
+
ẍµ

c2
+

ψ̇

c2ψ
ẋµ = 0

⇐⇒ ẍµ

c2
+

ψ̇

c2ψ
ẋµ = − 1

ψ

∂ψ

∂xµ

Par 
onséquent, la se
onde équation du mouvement de Nordström est une équation des

géodésiques 
ara
térisant le mouvement des parti
ules dans l'espa
e-temps 
ourbe dé
rit par

la métrique donnée par l'équation (3.16).

3.3.2 S
alaire de 
ourbure

Nous allons à présent 
al
uler le s
alaire de 
ourbure, dans le but de déterminer les

équations du 
hamp. Dans les référen
es [13℄ et [15℄, le s
alaire de 
ourbure est donné sous

la forme

R = − 6

φ3
�φ

tandis que dans la référen
e [16℄, il est présenté sous la forme

R = −6

φ
�φ
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Notons que les auteurs font l'hypothèse que les dérivées partielles du type ∂µφ ∂νφ sont

nulles lorsque l'espa
e-temps est plat, de sorte que

�φ = ηµν ∂µ∂νφ

Cependant, 
ette hypothèse nous intrigue 
ar elle n'est apparemment pas fondée.

Cal
ulons pour 
ommen
er le d'Alembertien du 
hamp s
alaire φ. Nous avons

�φ
déf.

=
1√−g ∂µ(g

µν
√−g ∂νφ)

où

g = det(gµν)

= det(φ2 ηµν)

= det[φ2 · diag(−1, 1, 1, 1)]

= det[diag(−φ2, φ2, φ2, φ2)]

= −φ8

et don
 √−g =
√

−(−φ8) = φ4
(3.21)

Nous obtenons ainsi pour le d'Alembertien du 
hamp s
alaire φ

�φ =
1√−g ∂µ(g

µν
√−g ∂νφ)

(3.17) et (3.21)
=

1

φ4
∂µ(φ

−2ηµν φ4 ∂νφ) (3.22)

=
1

φ4
∂µ(φ

2ηµν ∂νφ)

=
1

φ4
(2φ ∂µφ η

µν ∂νφ+ φ2ηµν∂µ∂νφ)

= 2φ−3 ηµν ∂µφ ∂νφ+ φ−2 ηµν ∂µ∂νφ (3.23)

= φ−2 ηµν ∂µ∂νφ (3.24)

où l'équation (3.24) 
orrespond au d'Alembertien du potentiel φ ave
 l'hypothèse e�e
tuée

dans les trois référen
es [13℄, [15℄ et [16℄.

Cal
ulons maintenant le s
alaire de 
ourbure R.

R = gµνRicµν

= gµνRλ
µλν

= gµν(∂λΓ
λ
νµ − ∂νΓ

λ
λµ + Γκ

νµΓ
λ
λκ − Γκ

λµΓ
λ
νκ)

= gµν ∂λΓ
λ
νµ − gµν ∂νΓ

λ
λµ + gµν Γκ

νµΓ
λ
λκ − gµν Γκ

λµΓ
λ
νκ

Examinons à présent 
ha
un des termes de 
e s
alaire de 
ourbure séparément.
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• Premier terme gµν ∂λΓ
λ
νµ.

gµν ∂λΓ
λ
νµ

(3.17) et (3.20)
= φ−2ηµν ∂λ[φ

−1∂µφ δ
λ
ν + φ−1∂νφ δ

λ
µ − φ−1ηλκηµν ∂κφ]

= φ−2[φ−1 ηµν∂λ∂µφ δ
λ
ν + (−φ−2 ∂λφ)ηµν∂µφ δλν

+ φ−1 ηµν∂λ∂νφ δ
λ
µ + (−φ−2 ∂λφ)ηµν∂νφ δλµ

− (−φ−2 ∂λφ)ηλκ ηµνηµν
︸ ︷︷ ︸

=4

∂κφ− φ−1ηλκ ηµνη
µν

︸ ︷︷ ︸

=4

∂λ∂κφ]

= φ−2[φ−1 ηµν∂ν∂µφ− φ−2 ηµν∂νφ ∂µφ+ φ−1 ηµν∂µ∂νφ

− φ−2 ηµν∂µφ ∂νφ+ 4φ−2 ηλκ ∂λφ ∂κφ− 4φ−1ηλκ∂λ∂κφ]

λ=µ et κ=ν
= φ−2[2φ−2 ηµν ∂µφ ∂νφ− 2φ−1 ηµν∂µ∂νφ]

= 2φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ− 2φ−3 ηµν∂µ∂νφ

• Deuxième terme −gµν ∂νΓλ
λµ.

−gµν ∂νΓλ
λµ

(3.17) et (3.20)
= −φ−2ηµν ∂ν [φ−1∂λφ δλµ + φ−1∂µφ δλλ

︸︷︷︸

=4

−φ−1 ηλκηλµ
︸ ︷︷ ︸

=δκµ

∂κφ]

= −φ−2[φ−1 ηµν∂ν∂λφ δλµ + (−φ−2 ∂νφ)ηµν∂λφ δλµ
+ 4φ−1 ηµν∂ν∂µφ+ 4(−φ−2 ∂νφ)ηµν∂µφ

− (−φ−2 ∂νφ)ηµν ∂κφ δκµ − φ−1ηµν∂ν∂κφ δ
κ
µ]

= −φ−2[φ−1 ηµν∂ν∂µφ− φ−2 ηµν∂νφ ∂µφ+ 4φ−1 ηµν∂ν∂µφ

− 4φ−2 ηµν∂µφ ∂νφ+ φ−2 ηµν ∂νφ ∂µφ− φ−1ηµν∂ν∂µφ]

= −φ−2[−4φ−2 ηµν ∂µφ ∂νφ+ 4φ−1 ηµν∂µ∂νφ]

= 4φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ− 4φ−3 ηµν∂µ∂νφ

• Troisième terme gµν Γκ
νµΓ

λ
λκ.

gµν Γκ
νµΓ

λ
λκ

(3.17) et (3.20)
= φ−2 ηµν φ−2(∂µφ δ

κ
ν + ∂νφ δ

κ
µ − ηκσηµν ∂σφ)

· (∂λφ δλκ + ∂κφ δλλ
︸︷︷︸

=4

− ηλσηλκ
︸ ︷︷ ︸

=δσκ

∂σφ)

= φ−4 ηµν(∂µφ δ
κ
ν + ∂νφ δ

κ
µ − ηκσηµν ∂σφ)(∂κφ+ 4∂κφ− ∂κφ)

= φ−4(ηµν ∂µφ δ
κ
ν + ηµν ∂νφ δ

κ
µ − ηκσ ηµνηµν

︸ ︷︷ ︸

=4

∂σφ) 4∂κφ

= φ−4(ηµκ ∂µφ+ ηκν ∂νφ− 4ηκσ ∂σφ) 4∂κφ

µ=ν=σ
= φ−4(−2ηκσ ∂σφ) 4∂κφ

= −8φ−4 ηκσ ∂σφ ∂κφ
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• Quatrième terme −gµν Γκ
λµΓ

λ
νκ.

−gµν Γκ
λµΓ

λ
νκ

(3.17) et (3.20)
= −φ−2 ηµν φ−2(∂λφ δκµ + ∂µφ δ

κ
λ − ηκσηλµ ∂σφ)

· (∂νφ δλκ + ∂κφ δ
λ
ν − ηλσηνκ ∂σφ)

= −φ−4 (ηµν ∂λφ δκµ + ηµν ∂µφ δ
κ
λ − ηκσ ηµνηλµ

︸ ︷︷ ︸

=δν
λ

∂σφ)

· (∂νφ δλκ + ∂κφ δ
λ
ν − ηλσηνκ ∂σφ)

= −φ−4 [(ηµν ∂λφ δκµ ∂νφ δλκ + ηµν ∂λφ δ
κ
µ ∂κφ δ

λ
ν

− ηµνηνκ
︸ ︷︷ ︸

=δ
µ
κ

ηλσ ∂λφ δ
κ
µ ∂σφ) + (ηµν ∂µφ δ

κ
λ ∂νφ δ

λ
κ

+ ηµν ∂µφ δ
κ
λ ∂κφ δ

λ
ν − ηµνηνκ

︸ ︷︷ ︸

=δ
µ
κ

ηλσ ∂µφ δ
κ
λ ∂σφ)

+ (−ηκσ ∂σφ δνλ ∂νφ δλκ − ηκσ ∂σφ δ
ν
λ ∂κφ δ

λ
ν

+ ηκσηνκ
︸ ︷︷ ︸

=δσν

ηλσ
︸︷︷︸

σ=γ

∂σφ δ
ν
λ ∂σφ
︸︷︷︸

σ=γ

)]

= −φ−4 [(ηµν ∂µφ ∂νφ+ ηµν ∂νφ ∂µφ− 4ηλσ ∂λφ ∂σφ)

+ (4ηµν ∂µφ ∂νφ+ ηµν ∂µφ ∂νφ− ηκσ ∂κφ ∂σφ)

+ (−ηκσ ∂σφ ∂κφ− 4ηκσ ∂σφ ∂κφ+ ηνγ ∂νφ ∂γφ)]

λ=κ=µ et σ=γ=ν
= −φ−4 [−2ηµν ∂µφ ∂νφ]

= 2φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ

Ainsi, le s
alaire de 
ourbure est �nalement donné par

R = 2φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ− 2φ−3 ηµν∂µ∂νφ+ 4φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ− 4φ−3 ηµν∂µ∂νφ

−8φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ+ 2φ−4 ηµν ∂µφ ∂νφ

= −6φ−3 ηµν ∂µ∂νφ

=







− 6

φ3
�φ si �φ = ηµν ∂µ∂νφ

−6

φ
�φ si �φ = φ−2 ηµν ∂µ∂νφ

(3.25)

Nous retrouvons le s
alaire de 
ourbure des référen
es [13℄, [15℄ et [16℄ si nous faisons

toutefois l'hypothèse que les dérivées partielles ∂µφ ∂νφ sont nulles dans l'équation (3.23), de

manière à pouvoir l'exprimer en fon
tion du d'Alembertien.
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3.3.3 Équations du 
hamp

Maintenant que nous avons 
al
ulé le s
alaire de 
ourbure R, nous allons pouvoir détermi-

ner les équations du 
hamp pour la théorie de Nordström en partant des équations d'Einstein

et ainsi voir si nous retombons sur l'équation gravitationnelle donnée par l'équation (3.10).

Nous avons

Gµν =
8πG

c4
Tµν

⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµν R =

8πG

c4
Tµν

⇐⇒ Ricµν −
1

2
gµνg

µν

︸ ︷︷ ︸

=4φ2φ−2

Ricµν =
8πG

c4
Tµν

⇐⇒ Ricµν − 2Ricµν =
8πG

c4
Tµν

⇐⇒ −Ricµν =
8πG

c4
Tµν

×gµν⇐⇒ −gµν Ricµν =
8πG

c4
gµν Tµν

⇐⇒ −φ−2 ηµν Ricµν =
8πG

c4
φ−2ηµν Tµν

⇐⇒ −R =
8πG

c4
T

⇐⇒







1

φ3
�φ =

4πG

3c4
T si R = − 6

φ3
�φ

1

φ
�φ =

4πG

3c4
T si R = −6

φ
�φ

Au
une de 
es deux équations ne 
orrespond à l'équation gravitationnelle de Nordström,

bien que l'on retrouve des similitudes. En e�et, le membre de gau
he ne possède ni le bon

signe, ni le bon fa
teur multipliant le d'Alembertien et le fa
teur du membre de droite vaut

4

3
au lieu de 4. Nous pensons par 
onséquent que l'équation gravitationnelle de Nordström n'est

qu'une généralisation de l'équation de Poisson, voire que les paramètres ont été posés, mais


e
i reste à véri�er. E�e
tivement, il s'agit de voir s'il est possible d'obtenir les équations du


hamp à partir d'un prin
ipe variationnel.

Néanmoins, en supposant que l'équation (3.10) est une équation du 
hamp, 
elle-
i peut

être réé
rite de la façon suivante (en prenant pour R la première valeur 
al
ulée de l'équa-

tion (3.25)).

−φ�φ =
4πG

c4
T

(3.25)⇐⇒ −φ
(

−φ
3

6
R

)

=
4πG

c4
T

⇐⇒ R =
24πG

c4
T

φ4
(3.26)
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La tra
e T du tenseur énergie-impulsion est par 
onséquent transformée en

T

φ4
. Notons


ette nouvelle quantité T , 
omme le suggère la référen
e [13℄. Nous obtenons alors une for-

mulation purement géométrique de l'équation gravitationnelle de Nordström, 
omme on la

trouve 
lassiquement dans la littérature, notamment dans les référen
es [13℄, [15℄ et [16℄.

R =
24πG

c4
T (3.27)

Pour l'époque, en 1913, 
ette équation dé
rivait pour la première fois la gravitation de

manière purement géométrique, avant d'être abandonnée pour les équations d'Einstein deux

ans plus tard.

3.3.4 Prin
ipe variationnel

Nous allons maintenant examiner si les équations du 
hamp données par l'équation (3.10)

peuvent être obtenues à partir d'un prin
ipe variationnel.

• Un premier essai ave
 le lagrangien proposé dans la référen
e [9℄

Considérons l'équation d'Euler-Lagrange

∂(
√−gL(φ, ∂µφ))

∂ φ
− ∂ν

(
∂(
√−gL(φ, ∂µφ))

∂(∂ν φ)

)

= 0 (3.28)

que nous avons obtenue dans la des
ription sous forme 
ovariante de la 
onstru
tion des

équations d'Einstein à partir du prin
ipe variationnel (
f. Chapitre 2).

Considérons également le lagrangien du 
hamp s
alaire φ, donné par (
f. référen
e [9℄)

L(φ, ∂µφ) déf.

=
1

2
gµν ∂µφ ∂νφ (3.29)

(3.17)
=

1

2
φ−2ηµν ∂µφ ∂νφ (3.30)

et 
al
ulons 
ha
une des dérivées partielles de l'équation (3.28). Nous avons

∂(
√−gL)
∂φ

(3.21)
=

∂(φ4 L)
∂φ

= 4φ3 L+ φ4 ∂L
∂φ

(3.30)
= 4φ3 1

2
φ−2ηµν ∂µφ ∂νφ+ φ4(−2φ−3)ηµν ∂µφ ∂νφ

= 2φ ηµν∂µφ ∂νφ− 2φ ηµν∂µφ ∂νφ

= 0
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et

∂(
√−gL)
∂(∂σφ)

(3.21)
=

∂(φ4 L)
∂(∂σφ)

(3.29)
=

φ4

2
gµν(δσµ (∂νφ) + (∂µφ)δ

σ
ν )

=
φ4

2
gµνδσµ (∂νφ) +

φ4

2
gµν(∂µφ)δ

σ
ν

=
φ4

2
gσν(∂νφ) +

φ4

2
gµσ(∂µφ)

ν=µ
= φ4 gµσ(∂µφ)

(3.17)
= φ2 ηµσ (∂µφ)

= φ2(∂σφ)

L'équation (3.28) devient alors

∂(
√−g L(φ, ∂µφ))

∂ φ
− ∂ν

(
∂(
√−g L(φ, ∂µφ))

∂(∂ν φ)

)

= 0

⇐⇒ 0− ∂ν(φ
2(∂νφ)) = 0

⇐⇒ ∂ν(φ
2(∂νφ)) = 0

⇐⇒ 2φ ∂νφ ∂
νφ+ φ2∂ν ∂

νφ = 0

⇐⇒ 2φ gµν ∂µφ ∂νφ+ φ2 gµν ∂µ ∂νφ = 0

(3.17)⇐⇒ 2φ−1 ηµν ∂µφ ∂νφ+ ηµν ∂µ ∂νφ = 0

×φ−2

⇐⇒ 2φ−3ηµν∂µφ ∂νφ+ φ−2ηµν∂µ∂νφ = 0

(3.23)⇐⇒ �φ = 0

Nous retrouvons �nalement une équation de d'Alembert pour le potentiel φ. Il 
onvient

don
 de 
onsidérer un autre lagrangien a�n d'obtenir les équations du 
hamp. Remarquons

que nous n'avons pas fait i
i l'hypothèse que les dérivées partielles ∂µφ ∂ν sont nulles.

• Un se
ond essai ave
 les lagrangiens proposés dans les référen
es [15℄ et [17℄

Soient les lagrangiens proposés dans les référen
es [15℄ et [17℄

L(φ, ∂µφ) = − c4

8πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+ L

mat

et

L(φ, ∂µφ) =
1

8π
ηµν ∂µφ ∂νφ− ρφ

respe
tivement, où ρ est une densité de masse.
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En nous inspirant de 
es deux lagrangiens, nous allons 
onsidérer le lagrangien suivant.

L(φ, ∂µφ) =
c4

8πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+

ρφ

5
(3.31)

Le fa
teur

1

5
dans le deuxième terme du membre de droite ainsi que le signe + devant 
elui-
i

ont été 
hoisis par 
ommodité et de manière à obtenir le plus pré
isément possible l'équa-

tion (3.10), après plusieurs essais de 
al
uls infru
tueux à partir d'autres lagrangiens.

Cal
ulons 
ha
une des dérivées partielles de l'équation (3.28). Nous avons

∂(
√−gL)
∂φ

(3.21) et (3.31)
=

∂

∂φ

[

φ4

(
c4

8πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+

ρφ

5

)]

=
2φ3c4

4πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+ ρφ4

et

∂(
√−gL)
∂(∂σφ)

(3.21) et (3.31)
= φ4 ∂

∂(∂σφ)

[
c4

8πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+

ρφ

5

]

= φ4







∂

∂(∂σφ)

(
c4

8πG
ηµν ∂µφ ∂νφ

)

+
∂

∂(∂σφ)

(
ρφ

5

)

︸ ︷︷ ︸

=0







=
φ4c4

8πG
ηµν [δσµ (∂νφ) + (∂µφ)δ

σ
ν ]

=
φ4c4

8πG
ηµνδσµ (∂νφ) +

φ4c4

8πG
ηµν(∂µφ)δ

σ
ν

=
φ4c4

8πG
ησν(∂νφ) +

φ4c4

8πG
ηµσ(∂µφ)

ν=µ
=

φ4c4

4πG
ηµσ(∂µφ)

L'équation (3.28) devient alors

∂(
√−g L(φ, ∂µφ))

∂ φ
− ∂ν

(
∂(
√−g L(φ, ∂µφ))

∂(∂ν φ)

)

= 0

⇐⇒ 2φ3c4

4πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+ ρφ4 − ∂ν

(
φ4c4

4πG
ηµν(∂µφ)

)

= 0

⇐⇒ 2φ3c4

4πG
ηµν ∂µφ ∂νφ+ ρφ4 −

(
4φ3c4

4πG
ηµν∂µφ ∂νφ+

φ4c4

4πG
ηµν∂µ∂νφ

)

= 0

⇐⇒ −2φ3c4

4πG
ηµν ∂µφ ∂νφ− φ4c4

4πG
ηµν∂µ∂νφ = −ρφ4

⇐⇒ − c4

4πG

(
2φ3ηµν ∂µφ ∂νφ+ φ4 ηµν∂µ∂νφ

)
= −ρφ4

(3.32)
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Nous remarquons que la somme entre parenthèses s'apparente très fortement au d'Alem-

bertien de l'équation (3.23) que nous avons 
al
ulé. Pour le retrouver, multiplions l'équa-

tion (3.32) par φ−6. Nous obtenons

−c
4φ−6

4πG

(
2φ3ηµν ∂µφ ∂νφ+ φ4 ηµν∂µ∂νφ

)
= −ρφ4φ−6

⇐⇒ − c4

4πG

(
2φ−3ηµν ∂µφ ∂νφ+ φ−2 ηµν∂µ∂νφ

)
= −ρφ−2

(3.23)⇐⇒ −�φ = −4πG

c4
ρφ−2

⇐⇒ −φ�φ = −4πG

c4
ρφ−1 (3.33)

Il 
onvient maintenant de 
al
uler la tra
e T du tenseur énergie-impulsion donné par

l'équation (3.12). Nous l'avons déjà 
al
ulée à l'équation (3.13) ; 
ependant, il est né
essaire de

re
onsidérer 
e 
al
ul. E�e
tivement, le tenseur T µν
a seulement été 
ontra
té par la métrique

de Minkowski, puisqu'alors on ne 
onnaissait pas en
ore l'expression de la métrique gµν
suggérée par Einstein. Nous obtenons dès lors

T = gµν T
µν (3.12)

= φ2 ηµν
ρφ

c2
ẋµẋν =

ρφ3

c2
ẋν ẋ

ν

︸︷︷︸

=−c2

= −ρφ3

Ainsi,

−ρφ−1 = T

φ4

et l'équation (3.33) devient

−φ�φ =
4πG

c4
T

φ4

Nous remarquons que la tra
e du tenseur énergie-impulsion est transformée en

T

φ4
. Si nous

renommons 
ette quantité T , 
omme 
ela a déjà été le 
as pour l'équation (3.26), alors nous

retrouvons l'équation (3.10)

−φ�φ =
4πG

c4
T

Par 
onséquent, les équations données par l'équation (3.10) peuvent bel et bien être

obtenues à partir d'un lagrangien et sont les équations du 
hamp de la théorie de Nordström

pour l'espa
e-temps 
ourbe dé
rit par la métrique gµν = φ2 ηµν . Il ne s'agit pas d'une simple

généralisation de l'équation de Poisson, 
omme nous le pensions préalablement à la se
tion

3.3.3. Néanmoins, 
ela ne garantit pas que le prin
ipe d'équivalen
e fort est satisfait.
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3.4 La pré
ession du périhélie de Mer
ure

Nous allons a présent 
al
uler la pré
ession du périhélie de Mer
ure pour la théorie s
alaire

de Nordström (
f. référen
e [17℄). L'idée est de s'inspirer de la démonstration en relativité

générale, en résolvant les équations des géodésiques de genre temps. Plaçons-nous pour 
om-

men
er en symétrie sphérique. Dans 
e 
as, la métrique de Minkowski ηµν s'é
rit

ηµν = diag(−1, 1,Ω2,Ω2 sin2 θ)

Comme la métrique est telle que gµν = φ2 ηµν , l'élément de ligne est donné par

ds2 = −φ2 dt2 + φ2 dΩ2 + φ2Ω2dθ2 + φ2Ω2 sin2 θ dϕ2

Nous devons maintenant trouver l'expression de φ. Pour 
ela, 
al
ulons la solution de

l'équation gravitationnelle de Nordström donnée par l'équation (3.27) dans le vide autour

d'une masse pon
tuelle. Il 
onvient par 
onséquent de résoudre l'équation

R = 0
(3.25)⇐⇒ − 6

φ3
�φ = 0

⇐⇒ �φ = 0

Puisque φ est un potentiel s
alaire, 
ette dernière équation n'est autre que l'équation de

Lapla
e pour 
e potentiel, à résoudre en 
oordonnées sphériques. Dans 
es 
oordonnées, nous

savons que 
ette équation s'é
rit

1

Ω2

d

dΩ

(

Ω2 dφ

dΩ

)

= 0

et admet pour solution

1

Ω2

d

dΩ

(

Ω2 dφ

dΩ

)

= 0 ⇐⇒ d

dΩ

(

Ω2 dφ

dΩ

)

= 0

⇐⇒ Ω2 dφ

dΩ
= c1

⇐⇒ φ = c1

∫
1

Ω2
dΩ

⇐⇒ φ = −c1
Ω

+ c2

ave
 c1 et c2, deux 
onstantes à déterminer. Or, puisque nous nous trouvons dans le 
as

statique (
omme pour la solution de S
hwarzs
hild), le potentiel φ doit tendre vers 1 à l'in�ni.

Cette hypothèse nous permet de déterminer la valeur de la 
onstante c2 
ar, lorsque φ
+∞−→ 1,

φ = c2 = 1 =⇒ c2 = 1

et don


φ = 1− c1

Ω

À présent, le 
hoix de la 
onstante c1 dépend de la limite newtonienne. A�n que 
elle-
i

soit 
orre
te, nous imposons

c1 =
GM

c2
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de sorte que

φ = 1− GM

Ωc2

Ainsi, l'élément de ligne est donné par

ds2 = φ2(−dt2 + dΩ2 + Ω2dθ2 + Ω2 sin2 θ dϕ2)

⇐⇒ ds2 =

(

1− GM

Ωc2

)2

(−dt2 + dΩ2 + Ω2dθ2 + Ω2 sin2 θ dϕ2) (3.34)

Posons maintenant

r = Ω

(

1− GM

Ωc2

)

⇐⇒ r = Ω− GM

c2

=⇒ dr = dΩ

En appliquant 
e 
hangement de variable à l'équation (3.34), l'élément de ligne peut

�nalement être réé
rit

ds2 = −
(

1− GM

rc2

)2

dt2 +

(

1− GM

rc2

)2

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2
(3.35)

not.

= gtt dt
2 + grr dr

2 + gθθ dθ
2 + gϕϕ dϕ

2

De plus, tout 
omme pour la métrique de S
hwarzs
hild, la métrique donnée par l'équa-

tion (3.35) est indépendante du temps t ainsi que de l'angle azimutal ϕ. Don
, en 
onsidérant

les équations des géodésiques sous forme 
ovariante données par l'équation (2.51),

{

∂tgµν = 0
(2.51)
=⇒ ẍt = 0 =⇒ ẋt = u0 =⇒ ẋt = −k

∂ϕgµν = 0
(2.51)
=⇒ ẍϕ = 0 =⇒ ẋϕ = uϕ =⇒ ẋϕ = L

(3.36)

où u0 et uϕ sont des 
onstantes que l'on pose respe
tivement égales à −k et L par 
ommodité.

Déterminons maintenant les équations du mouvement d'une parti
ule massive dans la

géométrie de l'espa
e-temps dé
rite par la métrique donnée par l'équation (3.35). Nous avons

ẋt = gtt ẋ
t ⇐⇒ ẋt

déf.

= gtt
d(ct)

c dτ

⇐⇒ ẋt = gtt cṫ

⇐⇒ ẋt = −
(

1− GM

rc2

)2

cṫ

(3.36)⇐⇒ k =

(

1− GM

rc2

)2

cṫ

et, tout 
omme pour la pré
ession du périhélie de Mer
ure en relativité générale,

ẋϕ = gϕϕ ẋ
ϕ ⇐⇒ ẋϕ

déf.

= gϕϕ
dϕ

c dτ

⇐⇒ ẋϕ = gϕϕ ϕ̇

⇐⇒ ẋϕ = r2 sin2 θ ϕ̇

(3.36)⇐⇒ L = r2ϕ̇ sin2 θ
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ẋθ = gθθ ẋ
θ ⇐⇒ ẋθ

déf.

= gθθ
dθ

c dτ

⇐⇒ ẋθ = gθθ θ̇

⇐⇒ ẋθ = r2θ̇

Ce
i nous amène aux mêmes résultats qu'en relativité générale, à savoir







ϕ̇ =
L

r2

θ =
π

2

ẋθ = 0

(3.37)

Déterminons à présent l'équation pour la distan
e radiale r. Puisque nous nous intéres-

sons au type de mouvements dé
rits par une parti
ule massive, 
'est-à-dire dans le 
as où

ẋµẋ
µ = −1, nous obtenons

ẋµẋ
µ = −1 ⇐⇒ gµν ẋ

µẋν = −1

⇐⇒ gtt (ẋ
t)2 + grr (ẋ

r)2 + gθθ (ẋ
θ)2 + gϕϕ(ẋ

ϕ)2 = −1

(
ar gµν = 0 ∀ µ 6= ν)

ẋθ=0⇐⇒ −
(

1− GM

rc2

)2

(cṫ)2 +

(

1− GM

rc2

)2

ṙ2 + r2 sin2 θ ϕ̇2 = −1

(3.37)⇐⇒ −k cṫ+ ṙ2
(

1− GM

rc2

)2

+
L2

r2
= −1

×



1−
GM

rc2





−2

⇐⇒ −k2
(

1− GM

rc2

)−4

+ ṙ2 +
L2

r2

(

1− GM

rc2

)−2

= −
(

1− GM

rc2

)−2

⇐⇒ ṙ2 = −
(

1− GM

rc2

)−2

− L2

r2

(

1− GM

rc2

)−2

+ k2
(

1− GM

rc2

)−4

⇐⇒ ṙ2 = −
(

1− GM

rc2

)−2(

1 +
L2

r2

)

︸ ︷︷ ︸
not.

= V

+k2
(

1− GM

rc2

)−4

(3.38)

⇐⇒ ṙ2 =

[

k2 −
(

1− GM

rc2

)2(

1 +
L2

r2

)](

1− GM

rc2

)−4

(3.39)
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Poursuivons en dérivant l'équation (3.39) par rapport au temps propre τ . Nous obtenons

d

dτ

[
ṙ2
]
=

d

dτ

[[

k2 −
(

1− GM

rc2

)2(

1 +
L2

r2

)](

1− GM

rc2

)−4
]

⇐⇒ 2ṙr̈ =

[

d

dτ

[

k2 −
(

1− GM

rc2

)2(

1 +
L2

r2

)]](

1− GM

rc2

)−4

+

[

k2 −
(

1− GM

rc2

)2(

1 +
L2

r2

)][

d

dτ

(

1− GM

rc2

)−4
]

⇐⇒ 2ṙr̈ = −2ṙ

(

1− GM

rc2

)(
GM

r2c2

)(

1 +
L2

r2

)(

1− GM

rc2

)−4

−
(

1− GM

rc2

)2(

−2L2

r3
ṙ

)(

1− GM

rc2

)−4

+

[

k2 −
(

1− GM

rc2

)2(

1 +
L2

r2

)][

−4

(

1− GM

rc2

)−5(
GM

r2c2
ṙ

)]

⇐⇒ 2r̈ = −2

(

1− GM

rc2

)−3(
GM

r2c2

)(

1 +
L2

r2

)

+
2L2

r3

(

1− GM

rc2

)−2

− 4k2
(

1− GM

rc2

)−5(
GM

r2c2

)

+ 4

(

1− GM

rc2

)−3(

1 +
L2

r2

)(
GM

r2c2

)

⇐⇒ 2r̈ = 2

(

1− GM

rc2

)−3(
GM

r2c2

)(

1 +
L2

r2

)

+
2L2

r3

(

1− GM

rc2

)−2

− 4k2
(

1− GM

rc2

)−5(
GM

r2c2

)

⇐⇒ r̈ =

(

1− GM

rc2

)−3(
GM

r2c2

)(

1 +
L2

r2

)

+
L2

r3

(

1− GM

rc2

)−2

− 2k2
(

1− GM

rc2

)−5(
GM

r2c2

)

(3.40)

Or, la référen
e [17℄ suggère que le terme noté V dans l'équation (3.38) joue le r�le d'un

potentiel pour lequel il existe une orbite 
ir
ulaire stable en

rc =
L2c2

GM

auquel 
as

k =

(

1− G2M2

L2c4

)

lorsque ṫ = 1.
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En utilisant 
es résultats et en posant u = r − L2c4

G2M2
, l'équation (3.40) devient

3

ü = −G
4M4

L8c8

(
G2M2

c4
+ L2

)

u+O(u2)

Au premier ordre, 
ette dernière équation n'est autre que l'équation d'un mouvement

harmonique simple, pour lequel la fréquen
e angulaire ω
harm

vaut

ω
harm

=

√

G4M4

L8c8

(
G2M2

c4
+ L2

)

=
G2M2

L4c4

√

G2M2

c4
+ L2

(3.41)

Posons

L =

√

GMr

c2
⇐⇒ GM

c2
=
L2

r

L'équation (3.41) devient ainsi

ω
harm

=
1

r2

√

G2M2

c4
+
GMr

c2
=

√

G2M2

r4c4
+
GM

r3c2

D'autre part, la fréquen
e angulaire du mouvement orbital est donnée par

ω
orb

=
L

r2
=

1

r2

√

GMr

c2
=

√

GM

c2
·
√
r

r2
=

√

GM

r3c2

Par 
onséquent, l'ellipse se dé
ale à 
haque révolution d'un angle

∆ϕ = 2π∆ω

= 2π(ω
orb

− ω
harm

)

= 2π

(√

GM

r3c2
−
√

G2M2

r4c4
+
GM

r3c2

)

(3.42)

E�e
tuons un développement limité au premier ordre de la di�éren
e entre parenthèses

dans l'équation (3.42). Nous trouvons

∆ϕ ≈ 2π

(

−1

2

√

G3M3

r5c6

)

= −π
√

G3M3

r5c6

3. Notons qu'il 
onviendrait de se 
onvain
re de 
es manipulations, mais nous les laissons en perspe
tives

pour une suite éventuelle de 
e mémoire.
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Il s'en suit que la vitesse à laquelle le grand axe de l'orbite elliptique se dé
ale est donnée

par

∆ϕ

ω
orb

≈ −π
√

G3M3

r5c6

(
GM

r3c2

)−
1

2

= −π
√

G3M3

r5c6
r3c2

GM

= −π
√

G2M2

r2c4

= −πGM
rc2

Notons que r 
orrespond i
i à la distan
e r
min

de la Figure 2.3 et peut don
 être assimilé à

a(1−e2), si l'on 
ompare ave
 la solution donnée par l'équation (2.75) en relativité générale. La

pré
ession du périhélie de Mer
ure sur un siè
le pour la théorie de Nordström est �nalement

donnée par (en rappelant que nous travaillons en grammes, 
entimètres et se
ondes d'ar



omme en relativité générale)

∆Φ = − πGM
Soleil

a(1− e2)c2
· 180 · 3 600

π
· 100 · TTerre
T
Mer
ure

(2.76)
= − 6.67 · 10−8 · 2 · 1033

5.8 · 1012 · (1− 0.22) · (3 · 1010)2 · 180 · 3 600 · 100 · 365
88

= −7.15
′′

Nous observons que la théorie s
alaire de Nordström prédit un retard du périhélie de

Mer
ure (dénoté par le signe moins) d'environ 7 se
ondes par siè
le, 
e qui est six fois moins

rapide que pour la théorie de la relativité générale, qui prédit une avan
e de 43 se
ondes par
siè
le.
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Con
lusion

� Alea ja
ta est ! �

J. César

Céans se termine notre fabuleux périple dans l'espa
e-temps. . .

Celui-
i a débuté par une présentation des bases de la géométrie di�érentielle utiles à la


ompréhension des outils mathématiques utilisés, avant une première et longue halte sur les

terres de la théorie de la relativité générale. Nous y avons mis en éviden
e que 
elle-
i satisfait

à trois prin
ipes fondamentaux : le prin
ipe de 
ovarian
e généralisée, le prin
ipe d'équiva-

len
e d'Einstein et le prin
ipe d'équivalen
e fort dé
oulant de l'a
tion d'Einstein-Hilbert.

Nous en avons ensuite dé
rit quelque peu la 
inématique avant d'en développer plus large-

ment la dynamique. Celle-
i est 
ara
térisée par les équations d'Einstein, qui déterminent

l'évolution de la métrique lorentzienne gµν dé
rivant l'espa
e-temps 
ourbe et dont on peut

déduire la 
onservation du tenseur énergie-impulsion. Nous avons montré 
omment 
onstruire


es équations, d'abord à partir de l'équation de Poisson, puis en imposant la stationnarité

de l'a
tion d'Einstein-Hilbert. Pour terminer, nous avons démontré que la théorie de la rela-

tivité générale prédit théoriquement une avan
e du périhélie de Mer
ure de 42.93 se
ondes

par siè
le et que la lumière est déviée d'un angle valant 1.75 se
ondes d'ar
, 
e qui s'a

orde

ave
 les observations.

Notre se
onde et dernière es
ale a tenté d'é
lair
ir les zones d'ombre planant sur la théorie

s
alaire de Nordström. D'abord, nous l'avons présentée en suivant une démar
he historique,

plut�t orientée vers un raisonnement physique. À première vue, le prin
ipe de relativité de

Galilée n'était pas satisfait, du fait que Nordström suppose une masse variable dans le temps ;

�nalement, il n'en est rien puisque les équations du mouvement sont indépendantes de 
ette

masse. Nous avons également mis en éviden
e grâ
e à l'équation gravitationnelle de Nord-

ström qu'au
une déviation de la lumière n'est prédite (au 
ontraire de la relativité générale

qui, elle, prédit une telle déviation) puisque 
elle-
i ne fait intervenir que la tra
e du tenseur

énergie-impulsion. Néanmoins, le tenseur énergie-impulsion est 
onservé, tout 
omme en re-

lativité générale.

Ensuite, nous avons présenté la théorie de Nordström en suivant une démar
he géomé-

trique, plut�t orientée vers un raisonnement mathématique. Nous avons mis en exergue, grâ
e

à la métrique sous-ja
ente proposée par Einstein à l'époque où il s'intéressait à 
ette théorie,

que 
elle-
i satisfait au prin
ipe d'équivalen
e faible. Nous avons également montré, via le 
al-


ul des symboles de Christo�el (la 
onnexion de Levi-Civita étant d'appli
ation tout 
omme

en relativité générale), que les équations du mouvement sont des équations géodésiques.

Nous avons ensuite 
al
ulé le s
alaire de 
ourbure, où nous avons dé
ouvert que plusieurs

auteurs émettent l'hypothèse que lorsque l'espa
e-temps est plat, les dérivées partielles du
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CONCLUSION

type ∂µφ ∂νφ sont nulles. Nous n'avons malheureusement trouvé au
une justi�
ation 
onvain-


ante pour appuyer 
ette hypothèse. Notre pénultième investigation a été de nous pen
her sur

les équations du 
hamp. Puisqu'il n'était pas possible de les retrouver à partir des équations

d'Einstein, nous pensions de premier abord que l'équation gravitationnelle de Nordström

n'était qu'une généralisation de l'équation de Poisson ave
 des paramètres posés. Toutefois,

nous avons réussi à obtenir l'équation gravitationnelle à partir d'un lagrangien 
hoisi par nos

soins, mais qui ne garantit quand même pas que le prin
ipe d'équivalen
e fort soit satisfait.

Pour terminer, nous avons démontré que la théorie s
alaire de Nordström prédit théorique-

ment un retard du périhélie de Mer
ure de 7.15 se
ondes par siè
le, soit une pré
ession six

fois moins rapide que pour la prédi
tion de la théorie de la relativité générale. De plus, 
e

résultat ne s'a

orde pas aux observations puisque 
elles-
i mettent en éviden
e une avan
e

et non un retard du périhélie.

A�n de résumer su

in
tement 
es résultats, la Table 1.1 
ompare la théorie de Nord-

ström à la théorie de la relativité générale.

Relativité générale Nordström

Métrique gµν gµν = φ2 ηµν
Connexion de Levi-Civita Oui Oui

Prin
ipe de 
ovarian
e généralisée Satisfait Satisfait

Prin
ipe de relativité de Galilée Satisfait Satisfait

Prin
ipe d'équivalen
e d'Einstein Satisfait Satisfait

Prin
ipe d'équivalen
e fort Satisfait Non satisfait

Conservation du tenseur Oui Oui

énergie-impulsion

Périhélie de Mer
ure Avan
e de 42.93 Retard de 7.15
se
ondes se
ondes

Déviation de la lumière 1.75 se
ondes Non prédit

Table 1.1 � Comparaison entre la théorie s
alaire de Nordström et la théorie de la relativité

générale

La théorie de la relativité générale d'Einstein et la théorie s
alaire de Nordström se res-

semblent �nalement sous bien des aspe
ts. Peut-être par
e qu'elles n'ont été publiées qu'à

deux années d'intervalle. . . Bien que la théorie de Nordström séduisait par la simpli
ité de son

équation gravitationnelle, 
elle-
i a été abandonnée par le passé au pro�t de la relativité gé-

nérale. Néanmoins, les théories s
alaires (
elle de Nordström n'étant pas la seule et l'unique)

reviennent au goût du jour. Il apparaît en e�et que 
ertaines expérien
es en physique et en


osmologie poussent à 
roire que les 
hamps s
alaires sont bel et bien présents dans notre

monde physique.

Notons en dé�nitive que malgré le titre très général de 
e mémoire, seules deux théories

de la gravitation ont été présentées. Cependant, le sujet étant très vaste, d'autres perspe
-

tives pourraient s'o�rir en étudiant d'autres théories, 
omme par exemple 
elles de Weyl,

Eddington, Einstein-Palatini ou en
ore le télé-parallélisme, qui ne sont que quatre théories

parmi tant d'autres.
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