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Abstract

The advent of computers makes possible today extremely large databases.
We may then be interested in analysing classes of individuals called concepts
instead of single individuals. Moreover, ohservations in a large data set can
be studied more easily after aggregation to one of a smaller size.

The resulting observations will not be single-valued anymore, but interval-
valued, multi-valued, histrograms or diagrams. These are called symbolic

data.

In this paper, we extend classical linear regression to symbolic and more
especially interval-valued data.

In the first part, the different types of symbolic data are introduced. We then
study descriptive statistics for such data. These will be used to fit a symbolic
linear regression model.

In the second part, we recall classical linear regression.

The third part concerns the fitting of a linear regression model to interval-
valued data. We develop several methods : center method, lower bound and
upper bound methods, center and range method and two other methods only
for simple linear regression. We illustrate and compare these different me-
thods by applying them on artificial and real data sets. We note that, among
these methods, the center and range method and the center method seems
to be the most efficient.

Tn the fourth part, we extend the center method to histogram-valued ve-
riables and we also propose a linear regression method in the case of expla-
natory diagram-valued variables.



In the fifth and last part, two applications are studied with the help of
the module SREG of symbolic linear regression of the SODAS 2 software.
We compare classical linear regression and linear regression at the level of
concepts defined from the dependant variable. We notice that symbolic li-
near regression gives interesting results in comparison with linear regression
on the first order individuals. In particular, Fisher and Student tests are less
efficient in the presence of a large number of individuals in the regression.

However, we emphasize that these tests and the R square have not been
rigorously extended to symbolic data.
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Introduction

Les progrés de la technologie informatique permettent aujourd’hui le recueil
de données en quantité trés importante. Nous pouvons alors nous intéresser
a P'atude de classes d’individus appelées concepts plutot qu’a celle des indi-
vidus du premier ordre. D’auntre part, des masses considérables de données
peuvent &tre plus facilement étudiées aprés réduction de leur taille a Paide

de concepts sous-jacents.

(Cles concepts ne sont plus décrits par des valeurs uniques, mais par des en-
sembles de valeurs, des intervalles, des histogrammes ou des diagrammes, qui
tiennent compte de la variation & l'intérienr des classes. De telles données

sont appelées données symboliques.

L’objectif de ce mémoire est d’étendre la régression linéaire classique aux
données symboliques et plus particuliérement de type intervalle.

Dans la premiére partie, nous introduisons les différents types de données
symholiques. Nous présentons ensuite les statistiques descriptives pour de
telles données, qui nous seront utiles pour étudier la régression linéaire sym-

bolique.
La deuxiéme partie rappelle la régression linéaire classique.

La troisitme partie est consacrée & l'extension de la régression linéaire au
cas des variables intervalles. Nous commengons par présenter la méthode du
centre de L. Billard et E. Diday programmée dans le logiciel SODAS 2. Cette
méthode consiste & ajuster le modéle de régression linéaire classique sur le
centre des intervalles. Nous reprenons aussi les méthodes de la borne infé-
rieure et de la borne supérieure qui sont analogues 4 cette premiére méthode.
Nous exposons ensuite la méthode du centre et de Pétendue proposée par F.
A. T. De Carvalho, E. A. Lima Neto et C. P. Tenorio. Celle-ci consiste &
ajuster deux modéles de régression linéaire classique, le premier permettant
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d’estimer le centre d’un intervalle assumé par la variable dépendante, et le

second son étendue.
Enfin, nous présentons d’autres méthodes proposées par 0. Rodriguez uni-

quement pour la régression linéaire simple.

Nous illustrons et comparons ces différentes méthodes en les appliquant a
des données artificielles et réelles.

Dans la quatriéme partie, nous présentons I'extension de la méthode de L.
Billard et E. Diday au cas des variables histogrammes, ainsi que la méthode
de régression linéaire avec des variables explicatives diagrammes proposée
par F. Afonso. Il s’agit des méthodes programmées dans le logiciel SODAS

2.

Nous terminons ce mémoire par une cinquiéme partie proposant deux appli-
cations traitées a l'aide du module SREG de SODAS 2. Nous comparons la
régression linéaire classique et la régression linéaire au niveau de concepts
définis & partir de la variable dépendante.



Premiére partie

Les données symboliques



Chapitre 1

Différents types de données
symboliques

Les différents types de données symboliques sont décrits daus le chapitre 3
de [Bock00] dont nous présentons ici un résume.

1.1 Variables multivaluée et intervalle

1.1.1 Variable multivaluée
Soit F = {1,...,n} un ensemble de n objets.

Une variable Y, dont ’espace d’observations est ), est dite & valeurs dans

un ensemble B si
Y:E— B:k~Y(k)

o B=P) ={U #YU C I}

Une variable ¥ est multivaluée si ses valeurs Y (k) sont toutes des sous-

ensembles finis de ) :
[Y(k) <o VEkeE.

Une variable ¥ est multivaluée catégorique si Y a un nombre fini de

catégories et donc
[Y(k}) <coVEkeE.

Une variable ¥ est muitivaluée quantitative si ses valeurs ¥ (k) sont
des ensembles finis de nombres réels :

Y(B) CRet |Y(k)| <coVkeE



Exemple 1.1.1 Voriable multivaluée

— T = ensemble des magasins d’une ville

— Yi(k) : articles proposés par le magasin k

— Ya(k) : chiffres d’affaires du magasin k en 2004 et en 2005.
On aura par exemple

Yi(k) = {vétements, chaussures, bijoux, parfums},

¥a(k) = {15000, 18000},

Dans cet exemple, ¥ est une variable multivaluée catégorique et Yo est une
variable multivaluée quantitative.

O
1.1.2 Variable de type intervaile
Une variable Y est de type intervalle si ses valeurs Y (k) sont des intervalles
de IR.
Dans ce cas, 13 est 'ensemble des intervalles de IR.
Exemple 1.1.2  Variable de type intervalle
— E = ensemble des habitants d’une ville
-~ Y : temps passé quotidiennement au téléphone {en minutes)
On peut avoir Y (k) = [0,10], Y{!) = [10,20],... ok klekFE.
[

i.1.3 Variables multivaluée et intervalle par agrégation

Soit @ = {1,..,7} un ensemble d’individus appelés objets du premier
ordre, sur lesquels on évalue une variable classique {univaluée) Y.

Considérons E = {C4,...,Cm}, un ensemble de classes C; C Q appelées ob-

jets du second ordre.
On se demande comment caractériser le comportement de ces classes par

rapport & la variable V.

Une solution est de définir une variable agrégée Y qui spécifie les valeurs
prises par Y sur les éléments de chaque classe Ci.

5
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Exemple 1.1.3 Varieble multivaluée obtenue par agrégation

_ ) = ensemble des étudiants inscrits en sciences mathémakiques aux

FUNDP
- E={Cy,...,C5} = ensemble des 5 années d’études

- Y(k) : taille de I'étudiant k en métres

On pent décrire la premiére année de baccalauréat en mathématique par

Y(C1) = {1.50,1.52,1.55,1.60,1.63,1.64,1.66, 1.66, 1.71,1.74,1.74, 1.75,1.79, 1.80}.

0
Exemple 1.1.4 Variable intervalle obtenue par agrégation
Dans P’exemple précédent, on peut décrire 'année C; par Y (C;) = |o, 8] on
= min{Y(k
a = min{¥Y(k)},
= max{¥ (k)}.
B = max{¥ (k)}
On a donc pour la description de la premiére année de baccalauréat en ma-
thématique
Y(Cy) = [1.50,1.80].
U

1.2 Variable modale

Une variable modale Y sur un ensemble E = {1, ..., n}, dont 'espace d’ob-
servations est Y, est définie par

Y(k) = (U(k), =) YVEeF
ol
_ 7, est une mesure non-négative (une distribution de fréquence, de pro-

babilité ou un poids) sur Pespace des observations V;

— U(k) C Y est le support de . dans le domaine Y.



Exemple 1.2.1 Variable modale

— F = ensemble des pays curopéens
~ Y (k) : langue(s) officielle(s) du pays k

Par exemple, si k désigne le pays "Belgique", on aura
Y (k) = {(néerlandais, 0.50), (frangais, 0.45), (allemand, 0.05) }.
Cela signifie que

— 50 % des Belges parlent le néerlandais,
— 45 % des Belges parlent le francais,
- 5 % des Belges parlent 'allemand.



Chapitre 2

Statistiques descriptives pour
des données symboliques

Aprés un bref rappel des statistiques descriptives classiques, nous étendons
ces statistiques aux données symboliques. Nous considérons d’abord les sta-
tistiques unidimensionnelles et ensuite les statistiques & deux dimensions.

2.1 Statistiques descriptives unidimensionnelles

Pour une variable classique et pour des variables symboliques multivaluée
et intervalle, nous reprenons l'approche de P. Bertrand et F. Goupil [Ber-

trand00].

L'étude d’une variable symbolique modale est issue des articles de L. Billard
et E. Diday [Billard02b] et [Billard03].

2.1.1 Pour une variable classique

Soit E = {1,...,n} un ensemble de n individus décrits par une variable clas-
sique Y d’espace d’observations ).

Notons ¥ = (1, ¥n) = (Y (1), Y (n)) la séquence des valeurs prises par
Y sur les individus k € E.

Supposons que Y prenne ! valeurs différentes sur 7 et notons ces valeurs

gl)"'s&l-
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Pour i € {1,...,(}, la fréquence de &; est le nombre d’occurences de la valeur

&i:
ni = #{k € E|Y (k) = &}

La distribution de fréquence de Y est I'association des différentes valeurs
prises par Y et de leurs fréquences correspondantes.

Pour i € {1, ...,1}, la fréquence relative de &; est définie par

fi=

-

i
n,

La distribution statistique de Y est P'association des différentes valeurs
prises par Y sur I7 et de leurs fréquences relatives correspondantes.

On préfére représenter la distribution statistique de Y plutét que sa distri-
bution de fréquence {qui dépend du nombre d’individus 7).

Si V est une variable gualitative ou quantitative discréte, on représente ha-
bituellement sa distribution statistique par un diagramme en batons.
Dans cette représentation graphique, chaque couple (&;, fi) est représenté par
une bande verticale de base constante située en &; le long de I'axe horizontal,
et de hauteur proportionnelle & f;.

Gi Y est une variable qualitative, on peut également représenter sa distri-
bution par un diagramme circulaire dans lequel chaque fréquence f; est
représentée par un secteur angulaire d’angle proportionnel 4 la fréquence.

Si Y est une variable quantitetive continue, on regroupe les différentes valeurs
prises par Y sur £ enm intervalles consécutifs. Plus précisément, on ordonne
les différentes valeurs &; par ordre croissant

by ) £ <8y

et on considére une partition {f1,..., [;m} de lintervalle 7 — {€ay, €, on
I; = [uj_1,u;[ pour j =1,...,m —1 et L = [tm—1,4ml|-



Notons | _
i

ot m; est le nombre de valeurs prises par Y dans Pintervalle I; :

= #{k € E|Y(k) = Ij}.

On représente alors chaque couple (/;,p;) par un rectangle ayant pour base
I'intervaile {; le long de l'axe horizontal, et dont P'aire est proportionnelle &
p;. Une telle reprégsentation graphique est appelée un histogramme.

Si Y est une variable guantitative, 'information donnée par sa distribution
peut aussi &tre donnée par sa fonction de répartition empirique F)

définie par .
F©) = ke BY() <& (€T

Pour les variables guantitatives, on utilise souvent la. moyenne arithmé-
tique qui est une mesure de centralité et I’ écart-type qui est une mesure

de dispersion.

Ces mesures sont définies respectivement par

l I
y=1 ;yi

Notons que la variance, définie par sg = -3; aly - )2, peut encore
g'éerire
n 2
2 Dui¥ 2

g2 = &5 gt
¥ i

10



La fréquence observée O, de Y est définie par la fonction

O, 1Y — N &~ 0y(€) =k € BIY (k) = £}
Par exemple, si Y dont |’ espace d’observations Y = IN prend les valeurs
y = (6,8,9,5,8,6) sur 6 individus, la fréquence observée de Y est

1 si& e {59},
Oy (&) = 12 sié ¢ {6,8},

0 sinomn.

A partir du concept de fréquence observée, on peut facilement retrouver Ia
fréquence n; de la valeur &, ainsi que la fonction de répartition empirique
F,, la moyenne arithmeétique ¥ et Pécart-type sy :

nif"oy(&) i=1,.l;

Fy(&) = ;1; Zgjgg Oy(fj) 3

_ !

Y= % Zj:l Oy(€5)655

8y = \/% S Og(E)(& —8)*

Nous allons maintenant définir un cadre qui permet ’extension symbolique
de la définition classique de fréquence observée,

En généralisant les égalités ci-dessus, nous établirons alors les définitions

de fonction de répartition empirique, ainsi que de moyenne arithmétique et
d’écart-type dans le cas d’une variable symbolique.

2.1.2 Pour une variable symbolique

Le tableau des données symboliques

Soit F = {1,...,m} un ensemble de n objets décrits par p variables symbo-
liques Yi,..., Y, d’ espaces d’observations respectifs Y1, ..., Vp.

On note X = xf,;lyj.

11
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Les données sont représentées par une matrice X = (éx;) de taille (1 X p) o
chaque cellule X (%, 7) est la valeur prise par la variable Y; sur I'objet k € F

X_(k!j) = Ekj — Y_‘i(k) k=1,.,n5=1..,p

Ta ligne k de la matrice X nous donne donc la description symbolique de
Pobjet k € E, ¢’est-a-dire le vecteur de description d; défini par

dy = (X_(‘l”: 1), :,_)_'L:(‘l'ﬂp))’ = (ékh-“;gkp)r k=1 ..n

Considérons un vecteur de description arbitraire
d=(D1,..., Dp) € x5, P(V5)
ot D; est un élément quelconque de P(Y;) pour j = 1,...,p,

et notons ) — Dy x ... x D, € P(X) 'ensemble de description associé & d.

Un vecteur de description d = (D1, ..., D) est dit individuel si chaque
D; C Y; est un singleton :

D; = {z;} avec z; €V, ji=1,.,p

Remarque
On identifiera souvent le vecteur de description individuel d = ({#1}, ..., {z,})
et le vecteur z = (x1,...,2p)" € X. Plus généralement, on identifiera le vec-

teur de description d = (D, ..., D)’ et son ensemble de description associé
D =Dq x...x Dp.

Notation

FEtant donné un vecteur de description individuel = € /', on notera ses com-
posantes x; par &y, pour j = 1,...,p. On a donc & = (T} - [y, Y-

12



Dépendances logiques
Une dépendance logique peut &tre formulée au moyen d’une régle.

Par exemple, considérons les deux variables suivantes :

Y; : poids d’une personne en kg,
Y, : taille d’une personne emn cim.

La régle définie par
si [poids < 55] alors [taille < 180]

exprime une dépendance logique entre les valeurs de X = Vi % Je.

On exprime habituellement cette régle de la facon suivante :

[y < 55] = [y2 < 180]

ol y1 € V1 et Y2 € Vs

De facon générale, une dépendance logique sera exprimée au moyen d’une

régle
vile e Al = [z € B

ot A et B sont deux ensembles de description de X et @ € X est un vecteur
de description individuel.

Fn d’autres termes, un vecteur de description individue! z satisfait a régle
v si et seulement si x € ANBonz ¢ A

On écrira v(z) = 1 si x satisfait la régle v, et v(2) = 0 ginon.

Extension virtuelle d*un vecteur de description

On note Vv la collection de toutes les régles qui décrivent les dépendances
logiques définies sur X

Soit d = (D1, ..., Dp)' un vecteur de description et soit D = Dy x .. x Dy
son ensemble de description associé. L’ extension virtuelle vir(d) est la
collection des vecteurs de description individuels de D qui satisfont toutes

les régles de Vy :

vir(d) = {z € Dp(z) = 1Vv € Vx}.

13



Les éléments de vir(d) sont appelés vecteurs de description individuels
réels.

NB : Si Vy = @, c’est-a-dire si aucune dépendance logique entre les variables
n’a été définie, alors

vir(d) = {z € Dy % ... X Dp}

est Pensemble des vecteurs de description individuels associés A la descrip-
tion d.

Exemple 2.1.1

Nous avons imaginé un tableau de données pour illustrer le concept d’exten-
sion virtuelle d’un vecteur de description.

Ce tableau contient les valeurs de deux variables multivaluées Y; et Ys sur
les objets de I'ensemble B = {1,2,3,4, 5}. Les espaces d’observations de Y1
et Y, sont respectivement ) = {rouge, bleu, noir} et Vo = {1,2}.

v [ %]
{rouge, noir} | {2}
{bleu, noir} | {1}
{rouge, bleu} | {1,2}
{rouge, bleu} | {2}
{blen} {1,2}

[ SR VR N ]

Supposons qu'il existe une dépendance logique parmi les valeurs de X —=
Yy X Ve, représentée par la régle

v :y; € {rouge, bleu} = yo € {1}.

Considérons la description symbolique de I'objet 1, c'est-a-dire le vecteur de
description d; = ({rouge, noir}, {2}).
L’extension virtuelle de dy est alors

vir(dy) = {# € {rouge, noir} x {2}|v(z) =1} = {(noir, 2)'}.

14



De la méme maniére, on trouve

vir(ds) = {(bleu, 1)/, (noir, 1)’} ;
’Ui’f‘(d3) = {(rouge, 1)": (bleu7 1)’} 3
vi?‘(d4) =0;

vir{ds) = {(bleu,1)’}.

Remarquons que vir(ds) = @ indique que 'objet 4 contredit la régle v.

9.1.2.1 Cas d'une variable multivaluée

Soit £ = {1,..,n} un ensemble de n objets décrits pas p variables mul-
tivaluées Y, ..., ¥ catégoriques ou guantitatives.

On suppose que pour tout k € I7, le vecteur de description dj. a une extension

virtuelle non vide :
Ve E: |vir(de)| # 0

En d’autres termes, aucun objet de F n'est en contradiction avec les régles
de Vy.

Considérons une des p variables multivaluées, notée Z, d’espace d’observa-
tions noté 2.

La fréquence observée O, de Z est la fonction définie par

O.8) =Y ml&k) (€2

kel

ot
JHa € vir(de)|zz) = &}

mo (&5 k) = o (e)] teZkekE

est le pourcentage de vecteurs de description individuels x € vir(dy) tels que

On remarque que la fréquence observée est un réel positif et plus nécessai-
rement un entier comme dans le cas classique.
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Si Z est une variable classique (univaluée), le vecteur de description (indivi-
duel) dy, de tout k € F satisfait dyz) = Z(k). Don, |vir(dy)| =1 si vir{dy)
est non vide.

Par conséquent,

1 sidyg = 4(k) =¢,
0 sinon.

772(6; k) = {

On en déduit
(&) = #{k € Eldyz =&} = #{k € BElZ(k) = £}

ce qui coincide avec la définition de fréquence observée que nous avons vue
dans le cas classique (section 2.1.1).

On peut facilement montrer que

Z 0,(&) = n.

ez

Remarque : définition alternative de fréquence observée

On peut inclure des poids pour chaque objet & € I dans la définition de
fréquence observée :

0,(6) =Y i (Ek)  £€Z

kel

avec Y g Wi = 1 b wy, > O pour tout k € E.

NB : Une telle définition de fréquence observée conduirait 4 des définitions de
moyenne arithmétigue et d’écart-type qui inclueraient également des poids.

Par exemple, si on considére les vecteurs de description individuels réels
comme unités slémentaires, la définition de ), utilise les poids suivants :

L loirddl
> ke s lvir(di}

16

Wy, ke E,



L définition alternative de fréquence observée est également recommandée
dans le cas suivant. Supposons que les individus de ) sont regroupés en
classes Cp C Q1 (k = 1,...,n) considérées comme unités élémentaires décrites

par p variables multivaluées.

Si on veut cependant considérer les individus de ) comme unités élémen-
taires, on utilise la définition de O, avec les poids suivants :

wy, = Bw' k=1,..n

2]

La distribution de fréquence observée d’une variable multivaluée Z est
Jassociation des différentes valeurs ¢ de Z et de leurs fréquences observées

0.(6)-

I.a distribution statistique observée de Z est 'association des différentes
0:(8)
valeurs ¢ de Z et des valeurs — correspondantes.

Exemple 2.1.2

Considérons & nouveau le tableau de données de Pexemple 2.1.1.

Nous allons déterminer les distributions de fréquence et statistique observées
de 1a variable Y; d’espace d’observations Yy = {rouge, bleu, noir}.

Rappelons que nous avions obtenu

vir(dy) = {(noir,2)'};

vir(dy) = {(bleu, 1)/, (noir, 1)’}
vir(dg) = {(rouge, 1)’, (blen, 1)
vir(ds) = 0;

vir{ds) = {(bleu, 1)’}

'J};

Commne vir{ds) — §, nous ne tenons pas compte de I'objet 4. Nous considé-
vons done ensemble B/ = E\ {4} avec n’ = |E'| = 4.

On obtient alors
#{z € vir(dy)|zy, = rouge} 0

@, (rouge) = _ =
n ;@ZL;: |vir(dg)| 1

17



De la méme maniére, on obtient

Oy, (bleu) = 2;
O, (noir) = 1.5 .

La distribution de fréquence observée de Y est donc

£ 1 Opnld)
rouge | 0.5
bleu 2
noir 1.5

Comme 7' — 4, la distribution statistique observée de Y1 est

0y, &)
L n’

0.125
0.5
0.375

Supposons maintenant que 7 soit une variable multivaluée quantitative et
notons &1, ..., & les éléments de Pensemble Q 1= UrerZ(k) € Z CR.

La fonction de répartition empirique de Z est définie par

RO =130 EER
£<€

Sa moyenne arithmétique et son &cart-type sout respectivement définis

par
i
7= 30606
3=1

et

{
N IO GELE
j=1

18



Exemple 2.1.3

Reprenons  nouveau les données de Yexemple 2.1.1.

Nous allons déterminer la fonction de répartition empirique, ainsi que la
moyenne et 'écart-type de la variable multivaluée quantitative Ys.

A D'aide des extensions virtuelles des vecteurs de description, calculées pré-
cédemment, on obtient

0421 24+4=3 sif=1,
Op@) =1 r§+5+5=1  sig=2
0 Si10M.
Comme 7' = 4, on obtient
0 st < 1,
F(8)=140.75 si1<E<2,
s5& > 2.

La moyenne arithmétique de Y2 est donnée par

1
QQ:Z{3~1+1-2)}:1.25

et son écart-type est

i
s = 1 71801~ 1.25)2 4102 —1.25)2} = V0.1875 = 0.433.

2.1.2.2 Cas d’une variable intervalle

Soit B = {1,...,n} un ensemble de n objets décrits pas p variables sym-
boliques Y1,..., Yp-

Supposons qu’une de ces p variables symboliques, notée Z, soit une variable
de type intervalle.

Pour chaque k € E, on note Z(k) = l21, 2] Donc, z;, (respectivement Z)
est 1a borne inférieure (respectivement supérieure) de Pintervalle Z(k) € TR.

19



Nous ne tenons pas compte du type des variables symboliques Y3, ..., Y, diffé-
rentes de Z, mais nous supposons qu’il n'existe pas de dépendances logiques
entre les valeurs prises par Z et celles prises par les autres variables.

Notre approche est basé¢e sur les hypothéses suivantes :
i) Chaque objet k € F a été sélectionné avec la méme probabilité L.

it) Pour tout k € 1, les valeurs z[z) de tout vecteur de description individuel
2 € vir(dy) sont uniformément distribuées dans Pintervalle Z(k) = [z, Z1]-

Autrement dit, z[z) (avec & € Uge puir(dy)), version univaluée de 7, est
considérée comme une variable aléatoire dont la distribution est le mélange
uniforme de n distributions U |z, Z), k=1, 7.

Si @ € vir(dy), la fonction de répartition de w(z) est donc la fonction de
répartition d’une loi U [z, 2] ¢

¥V el
0 32£ <Ek5
1 sizp <¢&.

La fonction de répartition empirique de Z est la fonction de répartition
du mélange uniforme de n distributions U (23, 20, K= 1,0t

Fo(€) = %‘gf’(w[zl <toevir(dy)  E€RR.

En remplacant P2z < €l € wvir(dy)) par son expression donnée ci-dessus,
on obtient

1 E—zp 1,0 ¢ )
Fo(€) = ”k;ggszf Lok Rz Ay CER

20



Fn dérivant la fonction de répartition empirique de Z par rapport & £, on
obtient sa fonction de densité empirique

1 1 1 Lz (€)
=5 2 P nkEzE 1(Z(k)) celt

kb Z (k)

o 114 désigne la fonction indicatrice de 'ensemble A et I(I) est la longueur
de l'intervalle I.

NB : La fonction de densité empirique de Z, donnée par f. pour un échan-
tillon E de n objets satisfaisant les hypothéses i) et ii), est seulement une

approximation de la limite pour n — 00 de la distribution de 1’%’1’ version
univaluée de Z définie sur un échantillon de taille n.

Pour construire un histogramme de Z, notons
T = [min{z,lk € B}, maz{z|k € E]
et considérons une partition de 7 en m intervalles I; = [uj—1,u;] pour

j = 1,...,??1 —1 et Im = [um—lauml .

Soit p; la probabilité que 2z appartienne & I;, ol z est un vecteur de des-
cription individuel quelconque.

Sous nos hypothéses, on a

1~ (2R N
kEFE

I’ histogramme de Z associé 4 la partition de T en {I1,....,Im} est la
représentation de chaque couple (I;,p;) par un rectangle ayant pour base
l'intervalle I; le long de I'axe horizontal, et dont l'aire est proportionnelle &

Pi-
La moyenne de Z est définie par

e | e e

o0

Son écari-type est

+co
5z = \[/_ (& — 2)*f:(£) d€.
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Plus précisément, en remplagant f.(€) par son expression, on obtient

_ Ty (8)
z—n§:/ o) - %

IR
ng%Lummé

I~ A7
n keEQ(zk—z")
On a donc
F= ~1—Z(;~: + )
~ o T2k
kR

D’autre part, I'écart-type de % peut encore s'écrire

+oo
8, = \[/_ (€2 + 22 —282) f.(£) d
+oo
= \/ f_ E2f(€) dé + 2° — 22%
+oo
¢[ £21,(€) dt — 22,

il

22



En remplagant f,(¢) par son expression, Pintégrale (moment d’ordre 2) s’écrit

+o0 1 i ‘52
[ RGZGEEEDY [ " m

"keER

et lil

"keE

On obtient alors

2
1 ~ _ 1 ~
8, = J ?3—7; E(zg + Zpzp Jr&%) - E?,E \:Z(ZL +§4~)j| .

keE kel

Exemple 2.1.4

Nous développons ’exemple mentionné dans [Billard02b] par L. Billard et
E. Diday et concernant le tableau de données suivant issu de {Raju97}.

Ce tableau contient les valeurs (intervalles) de la fréquernce cardiaque (nombre
de battements cardiaques par minute) Y de 10 patients :

=l

[ v |
[44, 68]
[60,72]
[56, 90]
[70, 112]
54,72
[70, 100]
[72, 100]
76, 98]
(86, 96]

(86, 100]

W00~ S U R WD

—
<
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Afin de construire un histogramme de Y, déterminons

min{y, |k € E} =44 et maz{y:lk € B} = 112.

Prenons 7 = [40,120] et considérons la partition de 7 en les 8 intervalles
consécutifs Iy — [40,50[, I = [50,60], ..., I7 = {100,110[, Iz = (110, 120].

Considérons lintervalle Iy = [70,80[ et déterminons la probabilité ps que
x[y| appartienne a I, ot = est un vecteur de description individuel quel-

conque.
On a
1 2 10 10 2 10 8 4

Le couple (/4,p4) sera représenté sur 'histogramme par un rectangle ayant
pour base lintervalle I4 le long de I'axe horizontal, et dont I'aire est propor-

tionnelle a py.

NB : Comme tous les intervalles ont la méme longueur, la hauteur de chaque
rectangle représentant un couple (I;,p;) est égale & la fréquence relative p;.

De la méme maniére, nous avons calculé les probabilités p; pour tous les
autres intervalles I; :

p1 = 0.0250; py = 0.0868; pg = 0.2016;

p5 = 0.2363; pe = 0.2606; pr = 0.0238; pg = 0.0048.

24



Nous avons alors représenté I'histogramme de Y :

25F

201

15

10F

100 x frequences relatives

o s 6 70 8 9 10
fréquence cardiaque

Nous avons ensuite calculé la moyenne de Y :

1
ij = 3710 (112 + 132 + 146 + 182 + 126 4 170 + 172 + 174 + 182 - 186)

.

e

1
9.1

I
=~J

et son écart-type :

8y = /3kp 194180 — 79.1% = V215857 = 14.602.

2.1.2.3 Cas d’une variable modale multi-catégorique (ou diagramme)
Soit E = {1,...,n} un ensemble de n objets décrits pas p variables modales

multi-catégoriques Y3, ..., ¥ d’espaces d’observations respectifs )i, ..., Vp.

Supposons qu'il existe une dépendance logique exprimée par la régle v entre
les valeurs de X = x%_, ;.



On suppose que pour tout k € E, le vecteur de description dj, a une extension

virtuelle non vide :
VEk e E: |vir(dy)| #£ 0.

En d’antres termes, aucun objet de F n’est en contradiction avec la régle v.

Considérons une des p variables modales multi-catégoriques que nous notons
Z : pour tout k € I, Z (k) prend les valeurs &; avec, respectivement, les

probabilités py;, 7 = 1, ..., s, ol S ook e = L

NB : Z(k) peut donc étre représentée par un diagramme pour tout objet
kckE.

La fréquence ebservée O, de 7 est la fonction définie par

Ou6) = Y mal&ik) =1

kEE
on
mo(€53k) = P(Z = &lv(@) = LK)

Y. Plag =gihE) = 1.E)
Sow iy Plagg) = &lv(z) = 1, k)

ot pour tout k € E, P(zz) = &jv(z) = 1, k) est la probabilité que z(z) = §;
lorsque la rdgle v est satisfaite et = est un vecteur de description individuel
associé & la description symbolique dj, de I'objet k.

On peut montrer (ue

Z Oz(gj) =n.
i=1
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Exemple 2.1.5

Considérons les variables classiques qualitatives suivantes :

12'1 : type de chauffage central, V1 = {gaz, combustible solide, électricité, autre},
¥, : chauffage central install¢, V; = {non, oui}.

Dans le cadre d’un recensement du *U.K. Office for National Statistics", ces
deux variables ont été mesurées sur les maisons de 374 parties du Royaume-
Uni. Par agrégation, on obtient les données du tableau suivant qui représente
les valeurs (distributions de probabilité} des variables agrégées Y1 et Y2 dans

25 régions du pays.

Yi Y
k | gaz combustible solide électricité autre non oui
1| {87 07. .05 .01} {.09 91}
2 1 {.71 A1 10 .08} {12 88}
3 1{.83 08 .09 .00} {23 77}
4 1{.76 06 11 07} {19 81}
5 | {.78 06 .09 07} {.12 88}
6 | {.90 01 .08 01} {.22 78}
7 1 {87 01 10 02} {.22 .78}
8 | {78 02 13 07} {13 87}
9 | {91 .00 09 .00} {.24 .76}
10 {.73 .08 A1 .08} {14 836}
11 | {.59 07 A7 A7} {.10 90}
12 | {.90 .01 .08 .01} {.19 T1}
13| {.84 .00 14 .02} {.09 91}
14| {.82 .00 11 07} {17 83}
15 {.88 .00 .09 .03} {.12 .88}
16| {.85 01 10 .04} {.08 91}
17 | {71 03 17 .09} {16 83}
18| {.87 09 .04 .00} {13 87}
19| {.32 24 24 20} {25 75}
20 | {.50 12 .28 .10} {14 86}
21| {.69 13 .18 .00} {.12 88}
22 | {.79 01 20 .00} {21 79}
231 {.72 05 19 04} {.07 93}
24 | {.43 00 43 14} {.28 72}
25 1 {.00 A1 14 45} {.09 91}
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On suppose que les valeurs Y1(k) (k =1, ..., 25) représentent les types de
chauffage central des maisons de la région k dans lesquelles le chauffage cen-

tral est installé.

Par exemple, la région 1 est telle que 87% des maisons dans lesquelles le
chauffage central est installé se chauffent au gaz, 7% utilisent un combus-
tible solide, 5% D'électricité et 1% un autre type de chaunffage central.

De plus, 9% des maisons de la région 1 n’ont pas le chauffage central, tandis
que 91% Pont.

Supposons dans un premier temps qu’il n'y a pas de régle logique v & satis-
faire.
Nous nous intéressons tout d’abord & la variable Y;.

Notons &3 = gaz, £2 == combustible solide, £3 = électricité et &4 = autre.

Calculons la fréquence observée de Yy en &
0y, (61) =087+ 0.71 -k ...+ 0.43 + 0.00 = 18.05.

De la méme maniére, on obtient

O, (E2) = 1.67, Oy, (3) =3.51, Oy (€)= 1.77.

La distribution statistique de Y] est donc :

£j Oy1 (‘EJ)
=

& | 0.722

&> | 0.067

£x | 0.140

&y | 0.071

De fagon similaire, on obtient la distribution statisique de Y5 :

n Oy, (€)
non | 0.156
oui | 0.844
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Supposons maintenant que la régle logique suivante doit étre satisfaite :

. {m 2 € {non} = y1 € {&ohy
vy 1 Y2 € foui} = m € {&, ..., &4},

ol on & noté ¥; = & si aucun type de chauffage central n’est utilisé.

Autrement dit, une maison qui a le chauffage central doit utiliser un des
types de chauffage {;, j = 1, very A

Les vecteurs de description individuels qui satisfont la régle v appartiennent

a {(&o,non), (&1, oui), (€2, oud), (€3, oud), (€4, out)}.

Calculons dans ce cas la fréquence observée de Y1 en & ¢

Oy, (£1) = 0.7917 + 0.6248 - ... -+ 0.3096 + 0 = 15.225.

Nous avons aussi calculé
Oy (G0) = 3.9, Oy (&) = 145, Oy (£3) = 2.925, Oy, (€4) = 1.5,

La distribution statistique de Y7 est alors :

A
o | 0.156
& | 0.609
£o | 0.058
&1 0.117
£y | 0.060

La distribution statistique de Y est :

¢ Oy, (€)
non | 0,156
oul | 0.844
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Remarque : L. Billard et E. Diday étudient cet exemple dans [Billard02b] en
remplacant la description symbolique de l'objet u = 25 par

1{0.25 &6, 0.00£1,0.41 62,0.14€5,0.20£4},{0.09,0.91}} -

2.1.2.4 Cas d’une variable modale intervalle (ou histogramme)
Soit E — {1,..,7} un ensemble de n objets décrits par p variables sym-

boliques Y7, ..., Y.

Supposons qu'une de ces variables, notée 7, soit une variable modale inter-
valle : pour chaque k € E, Z(k) prend les valeurs [z, Zk;| avec, respective-
mement, les probabilités pyj, 7 = 1, ..., 8¢, o Yok =1

NB : Z(k) est donc un histogramme pour tout objet k € E.

Comme dans le cas d’une variable intervalle, on suppose qu’il n'y a pas de
dépendances logiques entre les valeurs prises par 7 et colles prises par les
autres variables, et que les hypothéses suivantes sont vérifiées :

i) Chaque objet k € F a été selectionné avec la méme probabilité 1.

ii} Pour tout k € E et pour tout intervalle (25> 7k s les valeurs 2z de tout

vecteur de description individuel z € vir(dx) sont uniformément distribuées
dans cet intervalle.

On a donc, pour tout £ € IR :

. E—zpy , _
P(zz) < &z € vir(dy)) = ;,;:;;‘J; st zg; < & < 7k,
1 s Z <&,

Pour construire un histogramme de Z, déterminons

T = [min{z,lk € B, j € {1, Sk} ) ymaz {zlk € By j € {1, .0 851}
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ot considérons une partition de Z en m intervalles [; = [wi1,u;| pour
i=1,.,m—let [y = [thrn=1, U] -

La fréquence observée de Z sur I'intervalle [; est

O(i) = Y, ma(isk)

kel

ou
o WEDOT)
0= 2 i) ™

ot Z(k;7) est Pintervalle [z, ;] et Z (4) est 'ensemble de tous les inter-
valles Z(k; 7) qui ont une intersection non vide avec I;, pour un & donné.

On a

Z 0,(i) = n.

i=1

La fréquence relative de Pintervalte I; est

0:(%)

bi = .
n

L'histogramme de Z est la représentation de chaque couple (I;,p;) par un
rectangle ayant pour base Vintervalle I; le long de Paxe horizontal, et dont

1'aire est proportionnelle & p;.

La fonction de densité empirique de 7 est définie par

% 100
Jo(6) = % Z Z KZZ(%;)%PM £ e R.

kel j=1

La moyenne de Z est

o1 < ,
i S zkg + 7ri)pes

CkEE §=1
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ot son écart-type est

1 ok 1 2* i
spi= | O Yy Ak T 2P T s PIPICIR T

3n
keE j=1 keE j=1

Fxemple 2.1.6

Considérons la variable classique continue Y (k) : poids de la femme k en kg.

Supposons que le poids ¥ d’un ensemble de femmes ait été mesuré et que ces

fermes aient ét6 regroupées selon les 7 tranches d'ages [20, 30[, [30, 40[, [40, 50{, [50, 60{, {60, 70],
[70,80{ et [80,90[ notées respectivement 1,2,3,4,5,6 et 7.

Voici les valeurs (histogrammes) de la variable agrégée Y sur ces 7 classes :

Y(1) = {[35, 42(, .02; [42,48],.06; [48, 54, .24; {54, 60[, .30; 60, 66, -24; (66,72, .0G; [72,80], .08} ;
Y(2) = {[50, 54, .02; [54, 58, .06; [58, 62, -40; (62, 66(, .24; {66, 70],.24; [70,75],.04};

Y (3) — {[55,62],.04; [62,67],.14; [67,72], 205 [72,77[,42; [77,82], .14; [82,89,.04; [89,94],.02} ;
v (4) = {{50, 57], .04; [57,63],.06; [63,69], .20; [69,75[,.26; [75,81[,.28; [81,87],.12; [87, 95[, .04} ;
v(5) — {[63, 68, .04; [68, 72], .14; [72,76],.38; [76,80(,.22; [80, 84],.16; [84,90[, .06} ;

¥(6) = {[67, 72, .04; [72, 75, .06; [75,78], .24; [78,81[,.26; [81,84,.22; {84,87,.14; (87,91[.04} ;
¥(7) — {[50, 60, .02; {60, 67],.12; [67,74],.16; {74,81[,.24; [81,88],.32; [88,95],.10; (95, 102[.04}

Par exemple, 40% des femmes qui ont entre 30 et 40 ans pésent entre 58 et
62 kg.

Remarque : Les données de cet exemple ont été construites en s’inspirant de
celles traitées par L. Billard et E, Diday dans [Billard02b).
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Pour construire un histogramme de Y, déterminons

mz’n{gkjlﬁc cE,je{l,..,su}} =35
et

maa:{gjk3|k S E,_j‘ € {]., ...,Sk}} = 102.

Prenons I — [35,105] et considérons la partition de 7 en les 10 inter-
valles consécutifs I1 = [35,42[, Iz = [42,49], I3 = 149, 56[,...,Jo = {91, 98],
T1o = [98,105].

Considérons par exemple le troisi¢me intervalle /3 = (49, 56].

Ona

my(3;1) = 2024+ 20.30 = 0.3;
my(3;2) = 20.02+ 20.06 = 0.05;
my(3;3) = 3 0.04 = 0.0057;
7y(3;4) = £0.04 = 0.0343;
my(3;5) = 0;

7y(3;6) = 0;

7y (3;7) = 150.02 = 0.012.

On obtient alors la fréquence observée de I'intervalle I3 :

0,3) = > my(3; k) = 0.402
keE

et sa, fréquence relative :

Oy3) 94703_ — 0.05743.
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Le couple (Ia,p3) sera représenté sur Phistogramme par un rectangle ayant
pour base l'intervalle I3 le long de ’axe horizontal, et dont I’aire est propor-

tionnelle & pa.

Nous avons repris les fréquences observées et relatives des tous les intervalles
I; (i = 1,...,10) dans le tableau suivant :

il L o0 =20
1} [35,42[ | 0.02 0.00286
2| [42,49] | 0.1 | 0.01429
3 | [49,56] | 0.402 0.05743
4 | [56,63[ |0.997 0.14243
5 | {63,700 | 1.326 | 0.18943
6 | [70,77f | 1.855 | 0.265
7 | [77,84] | 1.587 0.22671
8 | [84,91] | 0.582 0.08314
9 | [91,98] | 0.100 0.01514
10 | [98,108] | 0.023 | 0.00329

Nous avons alors représenté 1'histogramme de Y :

30 T T T T T T T T T T T

100 x fréquences relatives

a5 42 40 56 63 70 77 B84 o1 98 105
poids des femmes
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Nous avons ensuite calcnlé la moyenne de Y :
1
j = ——1003.36 = 71.669
Y=o

et sont écart-type :

Sy = \/&7110149.56 — 71.669% = 10.429.

9.2 Statistiques descriptives & deux dimensions

2.2.1 Pour deux variables classiques

Cette section est basée sur le cours de "Statistiques” de A. Hardy [Hardy03}.

Soit E = {1,...,n} un ensemble de 1 individus décrits par 2 variables clas-
siques X et ¥ d’espaces d’observations respectifs X et ).

Supposons que X prenne k valeurs différentes sur F notées x1,..., Tk, €t (ue
Y prenne [ valeurs différentes sur F2 qu’on note yi,..., Y-

La fréquence conjointe de z; et y; est définie par
ni; = #H{k € B X (k) = z; et Yy =y;} t=1.,ki=1L.,L

1a distribution de fréquence conjointe de X et Y est Passociation des
différents couples (z;,y;) (¢ = 1, kij = 1,..,1) et de leurs fréquences
conjointes correspondantes.

La fréquence relative conjointe de ; et y; est
.
ft] . n
La disteibution statistique conjointe de X et Y est Passociation des
différents couples (z;,y;) (¢ = 1, kg =1, 1) et de leurs fréquences rela-
tives conjointes correspondantes.
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On représente habituellement la distribution statistique conjointe de X et
Y par un graphique 4 trois dimensions dans lequel Paxe vertical mesure les
fréquences relatives conjointes, les deux autres axes horizontaux représentant

les variables X et Y.

Si X et ¥ sont des variables quentitatives, on peul mesurer Pintensité de
Passociation linéaire entre X et Y & Paide du coefficient de corrélation

linéaire de Pearson défini par

_ % ?:1(5171‘ - ;i')(yl - ?j) _ Say
Sz8y S8y

Tay =

ol

1 ) i
Szy = > (i — ) wi — )
i=1

est la covariance entre X et Y,

T et § sont les moyennes arithmétiques de X et de Y, et s, et sy, leurs
écarts-types.

Notons que la covariance entre X et Y peut encore s’écrire

—_ e e

Sy T

La fréquence conjointe observée Oy, de X et Y est la fonction définie
par

Opy : AXY = IN: (@s,95) — Owy(Ti,¥5) = #{k € B\ X (k) = z; et Y(k) =y}

On a
Ny — Om,y(mi;yj) i= 1,k 0 =1, vees b

1 ——
Sey < | E (z; ¥ )Ou @i, 45) | — TV
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299 Pour deux variables symboliques

Cette section constitue un résumé des articles de L. Billard et E. Diday
[Billard02b] et {Billard03].

2921 Cas de deux variables multivaluées

Soit £ = {1,..,n} un ensemble de n objets décrits pas p variables mul-
tivaluées Y1,.., Y.

On suppose que pour tout k € Iv, le vecteur de description dj, a une extension

virtuelle non vide :
Yk e E: |vir(dy)| # 0.

Considérons deux des p variables multivaluées, notées Z1 et 7y, d'espaces
d'observations respectifs Z; et Za.

La fréquence conjointe observée O, de Z, et 7y est définie par

Onpallry82) =Y T n(lnbaik)  L€Ziet& €2
kel

ol

e e vir(d)leyz) = &) = &
7rz1,zg(‘$ls£2:l") = |’U?'T(dk)l

est le pourcentage de vecteurs de description individuels = € vir(dy) tels que
$[Z1] = 61 et Lzt = fg .

On peut montrer que

O 2z (é1,€2) = n.
£1€21 £a€ 2y
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La distribution de fréquence conjointe observée de 7, et 77 est I'as-
sociation des différents couples (£1,€2) € Z1 X Z, et de leurs fréquences
conjointes observées Oy z (&1, &a).

La distribution statistique conjointe observée de Z; et %o est l'asso-
ciation des différents couples (£1,€2) € 21 X Zp et des valeurs Qz—lﬂgl’—egl
correspondantes.

Si 7, et Z soni des variables multivaludes guantitatives, on peut définir la
covariance et le coefficient de corrélation entre Z1 et Ao,

La covariance entre Z1 et Zo est définie par
1 _
Szizp 7 ; Z(gl '62)Ozl,zz(£1y62) — Z1Z9
" 1,62

ol 7 et Zo sont les moyennes des variables multivaluées Z) et Zp, définies
dans la section 2.1.3.

Le coefficient de corrélation entre 2y et 7o est alors

Sz12p

Tz =7
122
871 52

ol s, et s, sont les écarts-types des variables multivaluées Z; et 7o, définis
dans la section 2.1.3.

Exemple 2.2.1

Nous reprenons les données utilisées par L. Billard et E. Diday dans [Billard02b}.

Considérons les variables classiques suivantes :
¥, : présence de cancer, Vi = {non = 0,oui = 1},

¥, : nombre de traitements relatifs au cancer, Vo = {0,1,2,3}.
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Supposons que ces variables ont éte mesurées sur les patients d’'un hopital
qui ont &té agrégés en 9 classes de telle sorte qu'on obtienne le tableau de

données suivant :

I v [ Y |
1){0,1} | {2}
2{[{0,1} | {0, 1}
3 {0,1}| {3}
411{0,1} | {23}
51 {0} | {1}
6| {0} 10,1}
7| A1} {23}
8l {1} |{L2}
9] {1} [{13}

Supposons qu'il y ait une dépendance logique entre les valeurs de Vi x Vs,
formulée par la régle

vy € {0} = y2 € {0}

Autrement dit, si aucun patient d’une classe de patients n’a eu de cancer,
alors aucun patient de cette classe de patients n'a subi de traitement relatif

anu cancer.

Calculons les extensions virtuelles des vecteurs de description des 9 classes
du tableau de données. On a

vir(dy) = {= € {0,1} x {(1,2)}v(2) = 1} = {(1, D)}
’Ui?‘(dg) - {(030)1 (1a 0)1 (15 1)}:

vir(ds) = {(1,3)};

U?"T(d-‘l) = {(1:2)5 (15 3)};

’Ui?'(d5) = @;
vir(de) = {(0,0)};
'UiT(d’T) = {(11 2)5 (}-: 3)}1
vir(dg) = {(1,1),(1,2)};
vir(de) = {(1,1), (1,3)}-

Comme vir{ds) = @, nous ne tenons pas compte de l'individu 5. On considére
done l'ensemble E = E\ {5} avec n’ = |E'| = 8.
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On calcule alors la distribution de fréquence conjointe observée de Y7 et Ya.
On a
0 1 0 ©0 1 0 0 0

4
Oyhyz(o’o):T+§+I+§+I+§+§+§:§;

Oyl.yz(oa =0 ny.yz(osm =0 Oy1.yz(0: 3) = 0;

5
} Oy1.y2(1»3) =5

[ R

1 ) 4
Oyl-yZ(]‘!O) = g? Oyl,yz(l: 1) = g; Oy1.yg(112) =

Les moyennes et les écarts-types de Yy et Y> sont

o5 o8
ylfﬁs y2_481

8y, = 0.373; Sy, — 1113

On obtient donc la covariance entre ¥ et Y3 ¢
1 4 5 5 5 83
— - PR 2 R « — — o —_— = '2
i = 3 [(1 3) +( 2) + (3 2)] 5.5 o8

et le coefficient de corrélation entre Y; et ¥z :

0.268

o200 0.604.
T = 5F73 1018 OO0

2.2.2.2 Cas de deux variables intervalles

Soit £ = {1,..,n} un ensemble de » objets décrits par p variables sym-
boliques Y1, ..., Y.

Supposons que deux de ces variables, notées Z; et Zq, soient des variables
de type intervalle.
Pour tout k € I, on note Zi{(k) = |z, Zixl, ¢ = 1,2,
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Pour chaque variable Z; (¢ = 1,2), nous faisons les mémes hypothéses que
dans Uétude unidimensionnelle d’une variable intervalle (section 2.1.4).

La fonction de densité empirique conjointe de Z; et Zg est définie par

Wiy (€1, €2)

Az e

for,za(€1,82) = %

keF
ol Z'(k) est le rectangle Z1(k) x Za(k) = (215, 218} % [2on Z24] €t A(Z(K))
est 'aire de ce rectangle.
Pour construire I'histogramme conjoint de Z) et Z3, on partitionne

T; = [min{zy |k € B}, maz{Zy|k € E}]

en m; intervalles /j, = [uj—1,u5{ pour ji = 1, .., mi—1 et Iy, = [t =1, Womg 5
i=1,2.
Notons

Rj1j2 = Ijl x Ij2 J1= 1, ...,?n;;jg =1,..,ms.

Soit pj, 4, la probabilité que pour un vecteur de description individuel quel-
congue z, (.ﬂ[zl],.‘v[zz]) = leﬁ?'

On a

A(Z'(K) N Bjyjp)
AZ' (k)

1
Piriz = n Z

kcE

I’ histogramme conjoint de 7 et Z; est la représentation de chaque
couple (Rj,js)Pj1j,) PAT UL parallélépipéde rectangle dont la base est le rec-
tangle Rj j,, et dont le volume est proportionnel & p;, j,.

41



La covariance entre 77 et Zg est
+co +o0
= [ [ = EE ) )
+oo  p+o0
= / f (189 — £172 — Ea7 + B152) [y, (1, €2) dE1dEy
+oo0  pto0
= [T ttatnter o) derdes — a2 4 2

too  ptoo
- _[_ /; £1€2fz1,22(.§1, 62) dérdEs — 71 2.

Fn remplagant f,, .,(€1,€2) par son expression donnée ci-dessus, on obtient

oot dty — 717
122 7 keR (Z1x — z1g) (B — Zok) Jz a2k e
1 1 / /
n AEZE( 21 — 21 )(Zek — Zor) G G T
1 1 glrik [52]”* s
1 — 1z
" Ig (Z1k — 21x) (Zok — Zox) [ e L2 ]y -

9
_ Z zlA - zm)(zu Z51) — Bz
Z1g — 215 B2k — Zaok)
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On a donc

Szimp — 4_17; Z(ElkJrEm)(z’zk‘i'.z_:ak)“Zi—g LZ(EM +£1k)] {Z(Z:zk +§_2k)}

keld ek kCE

ol les moyennes des variables intervalles Z; (z =1, 2)

1
Zi = Z(fz‘k + Zix)
2n fop

ont été définies dans la section 2.1.4.

Le coefficient de corrélation entre 741 et &g est alors

35129

Ty =
1
s 821829

oll s, et s, sont les écarts-types des variables intervalles Z; et Zy, définis
dans la section 2.1.4.

Exemple 2.2.2

Nous reprenons les données étudiées par L. Billard et E. Diday dans [Billard02b]
et issues de [Rajud7].

Considérons les variables
Y, : pression artérielle systolique (en mm Ilg),

Y, : pression artérielle diastolique {en mm Hg).
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Le tableau suivant contient les valeurs (intervalles) des pressions artérielles
systolique Y; et diastolique Y3 de 10 patients :

i | Y |
[50, 110} | [50, 70]
[90,130] | [70,90]

(140, 180] | [90, 100]
{110, 142] | [80, 108]
90, 100] | [50, 70]
(134, 147] | [80, 110]
(130, 160} | [76,90]
(110, 190} | [70, 110]
[138, 180] | [90, 110]
(110, 150] | [78,100]

W 00 =] O O W La b ]

—
jas]

Nous allons construire ’histogramme conjoint de Y7 et Y.
On partitionne
Th = [min{zy|k € B}, maz{znlk € E}| = [90,190]

en 10 intervalles consécutifs f; = {90, 100[, I = [100, 110}, ... , T = [170, 180]
et 11(] = [180, 190].

On partitionne également

Ty = [min{zq |k € E}, maz{zalk € E}] = [50,110]

en 6 intervalles consécutifs I; = [50,60], 12 = [60,70], ... , Is = [90, 100[ et
Ts = [100, 110].

Calculons ensuite les probabilités p;, ;, que pour un vecteur de description in-
dividuel quelconque z, (@ (v}, T[ys]) appartienne & By, j, = [y —1, % [X[tja—1, U],
j1=1,..,10, j2 = 1, ..,6.

Considérons par exemple Hgq = [140, 150[x [80, 90].
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On a

L foropoy 210 +0+2-10+10-10_%10-10“”_10-10
Pet = 15 32 .28 8.30 ' 30-14 ' 80-40 1022

= (.04886.

Nous avons repris les probabilités p;,j, % 10% (j1 = 1,...,10;42 = 1, ., 6) dans
le tableau ci-dessous :

72 1 2 3 4 5 6
i L \1I; |[50,60] [60,70[ (70,80 [80,90[ ([90,100 [100,110]
1 [90,100[ | 7.5 75 125 125 0 0
9 [100,110[ | 25 95 125 125 0 0
3 [110,120{| © 0 179 3815 2565  1.205
4 [120,130[| O 0 179 3815 2565  1.205
5 [130,140[{ O 0 1492 7446 5303  3.943
6 [140,150[| O 0 1492 488 6196 2515
7 [150,160[ | O 0 1.265 2.693 4003 1503
8 [160,170[| O 0 0313 0313 4003 1503
9 {170,180[| © 0 0313 0313 4003 1503
10 {180,190/ | O 0 0313 0313 0313 0313

Nous avons alors représenté P'histogramme conjoint de Y7 et Yo

100 x fréquences relatives

190

- 140
130
120

100
10

‘1’1 : pression diaslolique 20

110

100 Y, pression systolique
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Les moyennes et les écarts-types de Y7 et Yo sont

71 = 131.3; Fa == 84.6;

Sy — 24.98; Sy, = 15.15.

On obtient alors la covariance entre Y et Y5 :

1
Syt = 75154630 — 131.3 - 81.6 — 257.92

et le coefficient de corrélation entre Yy et Yy :

957.92
Tuw = 5158 1515 OO

2.2.2.3 Cas de deux variables modales intervalles (ou histogrammes)
Soit ¥ = {1,..,n} un ensemble de n objets décrits par p variables sym-
boliques Y7, ..., ¥p.

Supposons que deux de ces variables, notées Z; (i = 1,2), soient des variables

modales intervalles.

Pour chaque k € E, Z;(k) (¢ = 1,2) prend les valeurs (ij» Zans{ avec, res-
pectivemement, les probabilités pirj, 7 = L., Sik, ou ) 3% piky = 1.

NB : Z;(k) est donc un histogramme pour chaque k € B, i =1,2.

Pour chaque variable Z; (¢ = 1,2), nous faisons les mémes hypothéses que
dans ’étude unidimensionnelle d’une variable histogramme (section 2.1.6).
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La fonction de densité empirique conjointe de Z; et Zo est définie par

1 LS | P (ST 2))
fZl,ZQ (51}52) L E Z Z Z A(Z(k;j],jg)) plkj1p2kj2

kel | j1=1ja=1

ol Z(k; j1,72) est le rectangle [214;,» Z1kss [ X [Z2kjy0 2205 €6 ACZ(K; 51, 52)) est
Paire de ce rectangle.

Pour construire 'histogramme conjoint de 7, et Z,, on partitionne

I = [mz’n {gikjlk € B,5 € {1, i} } ,maz {Zu;lk € B, € {1, e S 11

en my; intervalles Ij, = [uy—1,uplpourl; =1,...,m;—let Iy, = [ty =1 Umg)
i—1,2.

Notons
Ry, = Iy x I, I =1,..,my e =1, .., my.

Soit py,i, la probabilité que pour un vecteur de description individuel quel-
conque z, {Zz,),%(z,1) € Ruts-

Ona

A(Z(k; g1,32) D Riy)
A(Z(F; j1, 32))

YYD INDY

keE j1€2(11) 52€2(Ls)

Plig Pkjo

ol Z(l;) représente 'ensemble des intervalles Z(k; ;) = [zipj, Zinjil, ¢ = 1,2,
qui ont une intersection non vide avec I, pour un & donné.

I’ histogramme conjoint de Z; et Z; est la représentation de chaque
couple (By,1,, pry1,) par un parallélépipede rectangle dont la base est le rec-
tangle Ry,,, et dont le volume est proportionnel & pyi,.

47



La covariance entre Z1 et Z est définie par

Sik 52k

1 _ _
S T L SN D By 2y ) Zokia T Zokgs P18 P2k

keE | j1=1 jo=1

1 S1k - S ~
Ik > > (Fugy + Zig )Pika 37D (Baga + zokis)P2kin
" |keE | 7121 keE | jo=1

ol les moyennes des variables histogrammes Z; (¢ = 1, 2) :

Sik

o ]

kel ji=1

ont été définies dans la section 2.1.6.

Le coefficient de corrélation entre Z; et Zy est alors

Sz2120

Pz 1=
122
821520

oll s,, et s, sont les écarts-types des variables histogrammes Zy et Z2, dé-
finis dans la section 2.1.6.

Exemple 2.2.3
Considérons les variables

¥, : hématocrite (pourcentage du volume du sang occupé par des cellules
rouges),

Y, : quantité totale d’hémoglobine dans le sang en grammes / décilitre.
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Le tableau suivant contient les valeurs (histogrammes) de P’hématocrite Y7
et de la quantité d’hémoglobine dans le sang Y> de 5 classes de patients :

Y; : hématocrite | Y, : hémoglobine

ol

{[33.2,37.8],.7,[37.8,39.6],.3} {[11.5,12.1], .4;[12.1,12.8], .6}
{[36.3,38.1], .2;[38.1,47.4], .8} | {[12.3,14.2],.5;[14.2,14.9], 4;{14.9,15.2), .1}
([41.5,44.9[,.5;[44.9,48.8], .5} |  {[14.3,14.8(,.5;{14.8,15.5[,.4;15.5,.1}
([44.4,47.1], .4 [47.1,52.5], .6} | {[15.3,15.7],.3;[15.7,16.4[, .5;[16.4, 16.7), .2}
{[39.3,51.5), 1} {[13.7,14.5], .5;[14.5,15.2], .3;[15.2,16.5), .2}

O T

ot

L’histogramme conjoint de ces 2 variables histogrammes est représenté dans
Particle de L. Billard et E. Diday {Billard03]. Nous en exposons ici la construc-

tion.

Partitionnons Z1 — [30, 55] en les 5 intervalles consécutifs [30, 35, (35, 40], ...,
(50, 55}, et partitionnons /3 = [11,17] en les 6 intervalles consécutifs [11,12],
[12,13], ..., [16,17)].

Calculons ensuite les probabilités py,;, que pour un vecteur de description in-
dividuel quelconque z, (v}, T[v,)) appartienne & Ryp, = [y -1, ug [ %1, ws s
L=1,.5 lp=1,..,6

Par exemple, considérons Hg; = [35,40[x[11, 12[.

On a

1([ 205 1.8-0.5
= 70440
P 5{[4.6-0.60 0440+ 757056

= (0.04841.

0.3-0.4%—0] —I—O+0+0+O}

Nous avons repris les probabilités pp, x 10% (I = 1,..,,5;l3 = 1,..,,6) dens
le tableau ci-dessous :

Iy 1 9 3 4 5 6
[1,12] [12,13[ [13,14] [14,15] [15,16{ [16,17}
([ 1826 3652 O 0 0 0
[| 4841 11020 2128 4139 0.724 0.088
(| 0 1585 3.801 14799 7.155 1.494
[
]

@..
=
o
by
/
oy
&)

0 0.761  2.623 12.310 12.259 6.783
0 0 0.461  1.295 3371  2.888

B
=
=
i
o
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Nous avons alors représenté I’histogramme conjoint de Yj et Y3 :

5.

1604 ~"..:~

100 x fréquences relatives

Y, - hémoglobine

17 30

Y1 : hématocrite

Nous avons aussi calculé les moyennes et les écarts-types de Y et de Yo :

g1 = 43.341; gz = 14.337;

= 4.846; s, — 1.381.

Sy

La covariance et le coefficient de corrélation entre Y7 et Y, sont done

Syrya = 5.005;

Tyrys — 0.748.
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Deuxiéme partie

La régression linéaire pour des
données classiques



Chapitre 3

Meéthodologie

Nous présentons ici un résumé du cours de "Modéles Statistiques Linéaires"
de A. Hardy [Hardy04].

3.1 Le modéle et ses hypothéses

On souhaite expliquer une variable aléatoire ¥ & partir de p — 1 variables
X1,...; Xp—1 par une relation linéaire

Y=o+ BiXt+ ot Bpr Xp1+E

ol & représente le terme d’erreur.

V est dite variable a expliquer ou variable dépendante et X1, Xpo1
sont appelées variables explicatives, variables indépendantes ou en-
core régresseurs.

Soit E — {1,...,n} un ensemble de n individus sur lesquels on a mesuré ces
p variables. On a donc n relations linéaires

v = fo + Bz + o+ Bpa®ip—1 HE E=1nn

ou i — Y(Z) et Iij = XJ(Z)
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Ces n équations peuvent s’écrire sous forme matricielle

i 1 zn ... Zip-1 Po &
ANIEEEA R RN
Y.'n 1 -’E;n s Bpp-l Bp—1 En
ou encore
Y XA+E

ol

Y est un vecteur aléatoire observable de taille n,
— X est une matrice connue de taille {(n x p) appelée matrice de ré-

gression,
— {3 est un vecteur de paramétres inconnus de taille p,
— & est un vecteur aléatoire inobservable de taille n.

On suppose que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
i) Le rang de X est égal G p
rg(X) =p.

Autrement dit, les colonnes de X sont linéairement indépendantes ; aucune
colonne de X n’est combinaison linéaire des auntres.

ii) Les erreurs sont toutes de moyennes nulles :
EE)Y=0 i=1.,n

ce qui peut s'écrire

& E(&) 0
& E(& 0

EE&)=¢ :2 = (: 2 =1 . |- Onxi
En E(&,) 0

Ceci implique que E(Y) = E(XB+ &) =X +E(&) = X[.



iii) Les erreurs sont non corrélées et sont toutes de méme variance o” :

cov(&E;,E;) =0 i,i=1,.,n ©#]

at

var(&;) = o® i=1,..,n,

ce qui peut s’écrire
EEEN = d*l,.

On définit Ia matrice de dispersion ou matrice de variance-covariance
du vecteur Y de taille n par

D(Y)=Cou(Y,Y) = (COU(Yi:Yj))i,jzl,...,n'

On note cette matrice Ly.

L'hypothése iii) implique que
Yy = o2l,.
En eoffet,

Yy = OO'U(Ya Y)
= E[(Y — EMNY =&)Y
~ E[(XB+E - XB)(XP +E~XP)]
= E[EE

= o?l,.
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3.2 Estimateurs des coefficients de la régression

On cherche un estimateur 8 du vecteur de paramétres 3 afin de pouvoir es-
timer £(Y) = XB par Y = X(.

On souhaite minimiser les erreurs. On utilise le critére des moindres carrés,
c’est-a-dire qu’on estime 3 par le vecteur § qui minimise
S(6) = |€NI”
=Y — Xp|I*
= (Y - XB)(Y — XB)
— Y'Y -2V’ X+ FX'XP.

On obtient 3 en annulant la dérivée de S(g) par rapport & [ :

958 ' Iva
TR — 9X'Y +2X'X8 -0
o X'Xp = X'Y.

Cet ensemble de p équations & p inconnues est appelé le systéme d’équa-
tions normales.

La matrice X’X est non singuliére puisque, par hypothése, X est de rang
plein. Le systéme admet alors une solution unigue :

|[§ = (X'X)'X'Y.

Propriétés de B

1) 3 est un estimateur linéaire de 3.
2) 3 est un estimateur non biaisé de f.

En effet,
E(B) = (X' X)7XY)
= (X'X)LXE(Y)
—(X'X)71X'Xp
=
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3) D(B) = o X' X)L

En offet,
D(fB)y = D((X'X)"'X'Y)
= (X' X)X Sy X (X' X))
— (X'X) X LXx (X' X))
— e X' X)X X (X' X))
= oHXx' X)L

4) Théoréme de Gauss-Markov

Dans la classe des estimateurs linéaires sans biais de [ = a/ff (ol a
est un vecteur de constantes de taille p), Pestimateur des moindres
carrés | — '3 est Punique estimateur de variance minimum.

On dira que | = a'f est Punique estimateur BLUE {Best Linear

Unbiaised Estimator) de { = a/3.

Preuve
i) [ est un estimateur linéaire sans biais de l:

B(l) = B('B) = d'€(B) = /B =1

[=dB=d(X'X)1X'Y =Y

ii) { est Punique estimateur BLUE de 7 :
Soit £ — d'Y un autre estimateur linéaire non biaisé de ! {d' # ).
Montrons que var(f) > var(l) = var(a'f) = o' D(f)a = o2/ (X' X)a.

E(l) = BE(dY)=dEY)=dXp.

Comme i est non biaisé :

E({l) =1=dp.

Done, ’
dX =d.
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D’autre part,

Donc,

Comme f £ 1 :

Finalement ,

Conséquence

cov(t, 1) = cov(d'Y,dY)
— BUd'Y —d'XB)(Y - ¢ X8
— d'ENY — XB)(Y — XB)]e
= d'&(EE e
= o?d'c
= Jgd"X(X'X)"*la
= crga'(X’X)”"]a

A

= ver(l).

var(t — 1) = var(l) + var(l) — 2cov(t, )
= var(f) — var(l).

var(i —1) > 0.

var(f) > var(l).

Sil =a {3 est 'unique estimateur BLUE de [ = a' B, )
alors 3; est I'unique estimateur BLUE de §; ( = 0,...,p—1} et § est I'unique
estimateur BLUE de §.

3.3 Estimateurs des coefficients de la régression dans
le cas d’un seul régresseur

Supposons qu’on souhaite expliquer la variable aléatoire Y a I’aide d’un seul
régresseur X par une relation linéaire

Y:ﬂo+ﬁ1X—%£.
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Si on mesure Y et X sur E = {1,...,n}, on a n relations linéaires

yi=fo+ bizi+e  i=1.,n
ou y; — Y (4) et 2 = X(3).

Cherchons les esth{:ations des moindres carrés de fo et de By, c’est-a-dire les
estimations B et (1 qui minimisent

S(Bo, B1) = ZF? = Z(yz' — fo — Bri)?
i—1 i1

On obtient By et B en annulant la dérivée de S(%o, 1) respectivement par
rapport & Jp et & B1 :

85(8q, n
;S_%?ﬁ%@‘) =230 ((yi — Bo— Pri) =0
53;—"1 =25 2i(yi — Fo — Pizi) =0

=

S yi=nfo+ )iy %
Do Tl = Bod iy i+ 1 D1 ”";2

Ce systéme de 2 équations & 2 inconnues est appelé le systéme d’équations
normales.

On obtient

fo=i— He
et
R L1 %ivi gy ;
b1 = ] = _SEQE
-t 32 ¢




3.4 Estimateur de la variance des erreurs

On estime la variance des erreurs par

52 =Dy-7)

—p

Propriétés de 52

1) 62 est un estimateur non biaisé de ol

2) Sous I’hypothese supplémentaire de normalité des erreurs, on peut mon-
trer que dans la classe des estimateurs non biaisés de o2, 67 est 'unique

estimateur de variance minimum.
On dira que &2 est I'unique estimateur UMVU (Uniformly Minimum Va-

riance Unbiaised) ou encore estimateur optimal de a2
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Chapitre 4

Evaluation de la qualité de la
régression et validation

Ce chapitre est également basé sur le cours de "Modeles Statistiques Li-
néaires" de A. Hardy {Hardy04].

4.1 Coefficient de détermination

4.1.1 Analyse de la variance

Définissons

— la somme des carrés des écarts totaux :

SST = Z(yz - ,g)?’
i=1

— 1a somme des carrés des écarts expliqués par la régression :

SSR = (#—9°"
i=1

— 1a somme des carrés des écarts inexpliqués par la régression :

SSE = > (yi - #:)*.
i=1
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L’équation de 'analyse de la variance est alors

SST = 5SR+ SSE.

Remarque
Llestimateur de la variance des erreurs peut maintenant s’écrire

L (=YY ¥) - ssE
n—p n—p n—p

4.1.2 Coefficient de détermination
Le coefficient de détermination est défini par
SO Cyi — (@i — )
— .1
(0 (e = )2 i (B — 9)2)°

R=

On remarque que le coefficient de détermination est égal au coefficient de
corrélation entre Y et ¥ :

S-‘

R=Y. g .
3 8 uir
y3g

On a done
0< R2 < 1.

D’autre part, on peut montrer que

R2 — ?:1(ﬁ'i _g)?. — SSR
Sy -9 88T

Le coefficient de détermination constitue donc un indicateur de la qualité
du modéle de régression ; il mesure la proportion de la variation totale de V'

expliquée par la régression.

Plus la part de variation de ¥ expliquée par la régression est importante,
plus R? gapproche de 1. (Si B? =1, alors y; = §; YV i.)
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4.2 Iunférence sur les coefficients de la régression

4.2.1 Le modéle et ses hypothéses
Moaodéle :

Y=08+5/X1+..+01Xp1+€

Si on mesure ces p variables sur £ = {1, ...,n}, on obtient n équations

i = Fo + Gz + ..+ ﬂpwlfvi,p—l + &4 i=1,.41

qui peuvent s’écrire sous forme matricielle

Vi I e oo ®1pod Bo &y
Yy a0 2pp- h &
= . . + .
Y, 1 251 o0 Zpp-a ﬁp——l En
ou encore
Y =X8+E.
Hypothéses :

On suppose 3 nouveau que rg(X) = p et que les erreurs &; sont non corrélées
et sont toutes de moyenne nulle et de méme variance o2,

On suppose de plus que les erreurs suivent une distribution normale :

E ~ N(0,06%) i= 1,0,

On peut donc écrire
5 ~ NH(Onx],U.zIn).

Ceci implique
Y ~ No(XB, 0% 1)
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Conséquences :

Sous hypothése supplémentaire de normalité des erreurs, on peut montrer
que

B~ Np(B, o (X' X)),

(n — P)5'2 2 .
T ~ Xn—ps

g2,

4.2.2 Tests d’hypothéses
1. Test de Fisher-Snedecor

Introduction
Dans cette section, nous allons construire un test de ’hypothése Ho : AG =C
ou

— A est une matrice connue de taille (¢ x p) et de rang q,

— (' est un vecteur connu de dimension gq.

Une telle hypothése est appelée hypothése linéaire générale.

Estimateurs des coefficients de la régression sous contraintes li-
néaires

Cherchons 1’estimateur des moindres carrés de ( sous la contrainte linéaire
A =C.

On cherche done 'estimateur BHD de 3 qui minimise
fEN? = 1IY = XBII° = (Y — XB)'(Y — XB)

et qui vérifie Hy: A =C.

63



Pour trouver cet estimateur, on utilise la méthode des multiplicateurs de
Lagrange.

La fonction & optimiser est (Y — X8)Y(Y — X[3)
Les contraintes linéaires sont

AR =C s adiff=c¢ i=1,..,q
Saf-c=0 i=1,..,¢

o o} est la ligne ¢ de la matrice A et ¢; la composante ¢ du vecteur .

On considére donc 'expression

q
3" Ni(alB — ) = N(AB - C) = (B'A' = C)\.
=1

On forme ensuite la fonction

F(B,\) = (Y — XBY (Y — XB) + (8'A" - C)A
— Y'Y — 20 XY + X' XB+ B AN=CIA

Nous allons maintenant résoudre le systéme

AB=C
OFBN) _ g
2

Considérons tout d’abord la seconde équation :

aF(ﬁ;’\) ZOQ%QXIY—}—ZX’XJBJFA’)\:O'

op

On obtient alors

. 1 1 a2 - 1 1 ar%
Bro = (XX)T XY — S(X' X0 Mg, = B (XX Wy ().

En remplacant 3 par ﬁyo dans la premiére équation, on obtient

C = ABHD = Aﬁn - %A(X’X)_IA":\HO
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d’olt on peut déduire

— iy = (A X) T A|THC ~ AB).

Fn remplacant ‘_%S‘Ho dans (), on obtient finalement

Bro = A+ (XIX) T ATAXX) LAY H(C — AB).

Test de Fisher-Snedecor

On note
SSE — (Y - XBY (Y — XB)
et
SSEHO = (Y - XﬁHo)I(Y - XBHD)'
Théoréme

SSEfID —8SHE

. _ e
Soug Hg: A8 =C,ona 5E ~ fyn—p

(n—p)

Preuve

1) [(S$Bu, — SSE) 1 SSE

On peut calculer
SSEu, — SSE — (AB - CY[A(X' X)L AT7H(AB - ).

(8SEp, — SSE) est donc une fonction de 8.

Comme 81162 = 25E on a

— np"

(SSEn, — SSE) 11 SSE.
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Fr1g—SSE '
z)lﬁAﬁ;c,ona 5B -5 L X2

Comme

B~ Np(B, 02X X))
et A (g x p) est de rang ¢, on a
AB ~ Ny(AB, o A(X' X) 71 A').

Si AB=C,ona i
Al ~ N (C, cZAX X)L A

et donc A X R
(AR — OY(D(AB) H(AB—C) ~ xa (%)

Remarguons que
D(AB) = AD(B)A' = cPAX X))V A

et donc ) .
(D(AB))™! = A X) A

En remplacant (D{Af))~! dans (+) : si AB = C,ona

(AR — CYJAX'X) A (AB - C)

o2

2

c’est-a-dire
: SSEn, — SSE 2

o2 Xgr

SSE 2
3 [SF ~ x|
88E _ (11—1?)62

. 2
En effet, on sait que =3 = “—3— ~ Xn-p
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Conclusion

1), 2) et 3) impliquent que sous Hy: AB=C ,ona

5§Ep,—SSE

9
SSE

n—p)

~ FQJn_p )

Clonstruction du test d’hypothéses de Fisher-Snedecor

On sait déja que

E [SSE} — E[3?] =o*
n-—p

On pent calculer

5 [SSEHO — SSE] _ ot (AB — C)f[A(XfX)~1AI]—1(Aﬁ - ) ot 16

q q

§ > 0 puisque
_ (AB=CYIAX'X)T AT AS - ©)

4
q
et A(X'X)~1A' est définie positive.
Si Hy: A8 = C est vraie,
alors
6=0
et

5 {SSEHO —wSSE} 5 [SSE] ey
q n-—p

On peut alors s’attendre & avoir
S$8Ey, —SSE

555 = 1.
(n—p)
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8i Hg: AB = C est fausse,

alors
§>0
o s SE '
q n—p

On peut dans ce cas s’attendre a ce que

SSEHE —S8E
UV F—

{n—p)

Conclusion

On rejettera Hp lorsque

est significativement grand.

La régle de décision du test de I’hypothése nulle
Hy: Ap=C
contre Phypothése alternative

Hpa: AB#C

sera, la suivante :

On rejette Ho au nivean de signification o st Fops > Fl_a,q,n_,ﬂ
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Cas particulier

Supposons qu’on souhaite tester I’hypothése nulle
Hy:Bk=8;=0

contre 'hypothése alternative

HA:ﬂ;,-%O ou ﬂj%ﬂ.

I’hypothése nuile peut encore g'écrire Hp @ AB = Opa o) A est de rang
qg=>2

Sous Hp, on a

SSEHQ—SSE

—t— ~Fnp)

n—p

ol on peut écrire

SSEHO — 98 = SSE(.?JI,...,.’Bk_l,zk_;_l, ...,:L‘j_1,{L‘j+1,...,a:p_1)
— SSE(.‘L‘l,...,EPQI)

= SSR(.’B;,;,ZI}jiGBl, vy Bl 1y Tht 1y rey TjmTa Lgp1y oomy {Bp_l).

Cle dernier terme peut encore s'écrire

SSR(E1e, T\B1, ooy BT Tl 1y oor i 1y TjbLy 100y Tp—1)

= SSR(LLLl'Bl: ey BTy Bl 1y ooy T 1y Tty “-73-7p—1)

+:S’SR($j|$1, ey L1541 ...,a:p_l)

ot

SSR(:L‘j,.’Bl, vy B3y Bjp Ly ey .’L‘pﬂl) = SSR(.’Cl, ey .’L‘p_l)
- SSR(:L’l,...,.’Ejﬁl,ﬂ.‘.j.*,l,...,mp_])

est. 1a contribution supplémentaire de x; & SSR (somme des carrés des écarts
expliqués par la régression) lorsque les autres régresseurs sont déja dans le
modéle.
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2. Test de Student

Rejeter 'hypothése nulle Hop Af = C revient 3 affirmer que
i e {1,.,q} tel que alf # ¢

ol af est la ligne ¢ de Ja matrice A et ¢; la composante i du vecteur C.

Si le test de Fisher-Snedecor conduit au rejet de Hy : AB = C, on peut tester
séparément chaque contrainte linéaire, c'est-a-dire chacune des ¢ hypothéses

nulles
H{),’_ H aiﬁ = G i = 1, e -

On cherche dong ici un test d’une hypothése de la forme Hg:d'f —col a
est un vecteur de constantes de taille p et c est une counstante.

On peut montrer que

5
a'f—c
T~ tnmp

(a"(){’,,‘{)ﬁla«‘jgr%)g

Sous Hp:a'f=c,ona

Preuve
Y _ o’ f-c —
1) Slaﬂ#c,ona U—m N(O,l)

En effet, comme

)é ~ Np(ﬁa GZ(XIX)—I):
on a R
B3~ N(a'B, a2 (X' X) 1)
et done, sid’8=c:

B ~ N{c,o%d (X' X)a).

On en déduit donc que, si a/f =c:
af--e

J = _ . N(0,1).
o{a (X' X) a)?
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2) V= SfEE ~ X?zlﬂp

3 [UIV]

En effet, [/ est une fonction de B, V est une fonction de SSE = (n — p)&?,
et B1162.

Conclusion
1), 2) et 3) impliquent que sous Ho : adf=c,ona

’A.—-
T U _ a'f—e ~tn

1% 1
— N1, 95K )2
(n—p) (a’(X’}x ) arn—p )

Conclusion
La régle de décision du test de I’hypothése nulle
Hy:df=¢
contre Phypothése alternative
Hp:d/B+#c

sera la suivante :

‘i)n rejette Hp au niveau de signification o Si [topal > t1-2,n—p-

Cas particulier

On se demande si la variable z; a une influence sur la variable Y.

On souhaite donc tester Phypothése nulle
Hy: =10
contre I'hypothése alternative

Ha: By #0.
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L'hypothése nulle peut encore s'écrive Ho: o/B=00oua =(0,..,1, ey O,

Sous Hp, on a X
Br B

T= =2 e,
Cgore—)

[T
_tbcn
k=)

ot (X' X)pA S52 = 62(X' X )il = (D(B))i = var(By) = o},

On rejettera Hp au niveau de signification o si {fops| > t1-g,n—p-

3. Equivalence des tests de Fisher-Snedecor et de Student

Le test de Fisher-Snedecor et le test de Student sont équivalents :

sous Hy:a/'8—=¢,0n 8

5S5En,—8SE ( ﬁ Y
L = F
SSE = 1. 898E 4 ln-p
e (X' X)lag=;
4“:;;

SSFEy,~SSE N
jttont.r.d Ml
i ap—c
S5E = T ~ lnp-
;, ),- T 2
P (a’( d )—la%)

4.2.3 Intervalle de confiance pour [

Llintervalle de confiance & 100(1 — a)% du parameétre B (k=0,..,p—1)
est donné par

E(ﬁﬁ-) = ﬁk =+ tl#%’n'—Psﬁk'
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4.3 TIntervalle de confiance pour E(Yo)

Supposons que nous disposions du vecteur o = (1,201, Zop—1), Ot les
2o (j = 1,..,p— 1) sont les valeurs des régresseurs pour un nouvel individu

noté 0.

Nous cherchons un intervalle de confiance pour E(Yo) = xh 3.

On a

IG(E(YO)) = 370 + tl—%,n—psﬂo:

ol §o = zhf3 est I'estimation ponctuelle de E(Yp) = (0.
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Troisiéme partie

La régression linéaire pour des
données intervalles
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Chapitre 5

Méthodologie

5.1 Le modéle

On souhaite expliquer une variable aléatoire Y de type intervalle A partir de
p — 1 régresseurs Xi, ..., Xp. 1 de type intervalle par une relation linéaire

Y=0+PX1+. + Lo Xp1 +&
ou & représente le terme d’erreur.

Soit F = {1,...,n} un ensemble de n objets sur lesquels on a mesuré ces p
variables.

On a donc n relations linéaires :
y; = Bo + Biza + . + Bp1Tip—1 T & 1=1,.4n

ol
Yi = Y('l) — [a.i,bil s £; = [EiLgE!—U} f = ]_, ey T2

et

Ti; = XJ(%) = [Cij,dij] i = 1,...,n;j = 1,...,7)*‘ 1.

Ces n équations peuvent s’écrire sous forme matricielle :

Y] U e, din] oo lerp-1,d1p-1] Bo &

Y» 1 |1 [eor,dza] -+ [ezp-1,dep-1l B N &

Ya 1 [Cnls dnl] v [cn,p—la dn,p—l] ﬁp—-l En
ou encore
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YV =XB+€&
o

_ Y est un vecteur aléatoire observable de taille 2 (dont les composantes
sont des variables intervalles),

— X est la matrice de régression (connue) de taille (n x p),
- 3 est un vecteur de paramétres inconnus de taille p,

_ & est un vecteur aléatoire inobservable de taille » (dont les compo-
santes sont des variables intervalles).

5.2 La méthode du centre

La méthode du centre a été introduite par L. Billard et E. Diday dans
[Billard00].

Cette méthode consiste 3 ajuster le modéle de régression linéaire classique
sur le centre des intervalles.

On prédit alors les bornes inférieure et supérieure de la variable dépendante
Y& = |ag, br] pour un objet £, respectivement par le minimum et le maxi-
mum des valeurs trouvées en appliquant ce modéle aux bornes inférieures
et supérieures des variables indépendantes zx; = [erjrdis] (F = 1,00 1)
mesurées sur cet objet.

1l s'agit de la méthode programmée dans le logiciel SODAS 2.

5.2.1 Le modéle
Hypothése :

La méthode du centre suppose I'uniformité de la distribution & l'intérieur
des intervalles.
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Autrement dit, pour i € {1, ..., »}, on suppose que les valenrs |yy, px,}yE[X,_1]
de tout vecteur de description individuel z € vir(d;) sont uniformément dis-
tribuées dans les intervalles [e;,b;], [cin, dit],.-[Cip—1, dip—1] respectivement.

Modéle :

On considére les variables guantitatives Yo et Xi¢, ..., Xp—1,c qui prennent
comme valeur, respectivement, le centre des intervalles assumés par les va-
riables Y et Xq,..., X;—1.

Le modéle correspondant est le suivant :

Yo = foc + BrieXie + - + Bo-1,0Xp-1,0 + &0

Puisqu’on a mesuré ¥ et X1,..,X,—1 sur B = {1,..,n}, on obtient ici n
relations linéaires

vic = Boc + Brczine + ... + Bp-1,0%ip-1,0 T EiC i=1,.,n
ciitdis cirdes
= =l ot £40 = M—'L;E‘U.

oh yic = Yo(i) = %38 a0 = z0()

Ces n équations peuvent s’écrire sous forme matricielle

Yic 1 zuc ... ZTip-1,0 boc &ic

Yoo 1 P21 .- T2p-1,0 ﬂlc - EQC

Yo 1 zZnpic o0 Tpp-10 Br-1,0 Enc
ou encore

Yo = XcfBe + Ee.
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5.2.2 Estimateurs des coefficients de la régression

L’estimateur des moindres carrés de S est donné par

Bo = (XLXe) 1XLYe.

5.2.3 Estimateurs des coefficients de la régression dans le cas

d’un seul régresseur
Supposons qu’on souhaite expliquer la variable aléatoive Y de fype infervalle
& 'aide d’un seul régresseur X de type intervalle par une relation linéaire

Y=0+8X+E.

Si on mesure ¥ et X sur E = {1,...,n}, on a n relations linéaires

v = fo + P + & i=1,.,n

=Y(d) = [as, bi], @5 =

ot y; = X(4) = [es, dif et &; = [er, €.

Rappelons que dans le cas de variables classiques Y et X, les estimations
des moindres carrés de g et de 3 sont données par

Bo=1-Fz

Si ¥ et X sout des variables de type intervalle, on utilise les mémes esti-
mations en remplagant les moyennes 7 et Z, et la covariance szy, par leurs

équivalents symboliques définis dans le chapitre 2 :

1

1 n 1 n
=—Z((15+b5), 5::-—~Z(Ci+di),
2n £ 2n

¥

[Z(ﬂi + bs)

i=1

1 " 1 n
Say = ;(Cz’ + di){a; + b)) — 3 [Z(Ci +d;)
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et la variance 82 jar son é uivalent s ‘mbolique :
n

n 2
2 LNy gy L ds
%*4n£;Q+m) v et d)| -

i=1

NB : Nous faisons donc une régression linéaire simple classique avec les
centres des intervalles.

5.2.4 Prédiction de Y pour un nouvel objet

Supposons que nous disposions des valeurs (intervalles) @p1,..., Tkp-1 des
régresseurs X1,..., Xp—1 pour un nouvel objet k ¢ E, ol ay; = [Criy diss
j = 1!"')p -1

Nous prédisons alors les bornes inférieure et supérieure de yy = [ag, by res-
pectivement par

G = min{cfk[;’c, difc}
et

by = ma.x{ciﬁc, di.,@c}

ol Ci. = (1,0,1;1, ---sck,p—l) et d;; = (1,dp1, ...,dk'pul).

5.2.5 Exemples

Exemple 5.2.1

Nous avons imaginé le tableau de données suivant afin d’illustrer la méthode
du centre :

Y : poids | X : Age [ Xo: tailleJ
[58,60] | [18,22] | [160, 168]
(60,70 | [25,35] | (158, 174]
62.72) | [36,44] | [163,173]
(65,77) | [42,58] | [156,168]
(68,80] | [54,66) | [169,193]

O Lo DD o

9



Régression linéaire simple
Nous nous intéressons tout d'abord au modéle

Y = fo+ 51X +&

On calcule

On obtient alors

el

Boc =7 — P1i — 67.8—0.3-40 = 55.8.

On a donc

YC —55.8403X1c .

Nous avons représenté cette droite de régression estimée & partir des centres
des intervalles de Y et de X :

8¢
vc

74}
72t

ol

50 . . 1 L s n 2 ' ' n
[3-] 20 25 30 35 40 45 50 55 &0 65

>
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Si 'age d'un objet k est donné par Pintervalle 2z = [20,25], on prédit son

poids par
i = [61.8,63.3]

en calculant
KE.R +0.3-20 =61.8;

55.8 +0.3 - 25 = 63.3.

Régression linéaire multiple
Considérons maintenant le modéle contenant les deux régresseurs :

Y = fo+ B X1+ Xe + &

On utilise les centres des intervalles, donc la matrice de régression

20 164
30 166
40 168
50 172
60 176

Xc =

[P T U TR —Y

et le vecteur yo = (62,65,67,71, 74) classiques.

En caleulant Ge = (XhX¢) ™' XLye, on obtient

[V = —11.571 + 0.171 Xy +0.429 Xac.

Si I'age d’un objet k est donné par xk = [20, 25} et sa taille par 22 =
[165,175], on prédit son poids par

e = [62.63,67.78]

en calculant
—~11.571 + 0.171 - 20 4 0.429 - 165 = 62.63;

—11.571 +0.171 - 25 + 0.429 - 175 = 67.78,
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Exemple 5.2.2

Nous étudions les données abordées par L. Billard et K. Diday dans [Billard00]
et issues de [Raju97].

On considére les variables suivantes :

Y : fréquence cardiaque (nombre de battements cardiaques par minute),
X : pression artérielle systolique (en mm Hg),
X, : pression artérielle diastolique (en mm Hg).

Le tableau suivant contient les valeurs (intervalles) de la fréquence cardiague
Y et des pressions artérielles systolique X et diastolique Xy de 10 patients :

v % | X2
[14,68] | [90, 110] [ [50,70]
[60,72] | [90,130] | {70,90]
56,90 | [140,180] | [90,100]
[70,112] | [110,142] | 80, 108]
[54,72] | 190,100] | [50,70]
[70,100] | [134,142] | 80, 110]
[72,100} | [130,160] | [76,90]
[76,98] | [110,190] | [70, 110)
[86,96] | [138,180] | [90,110]
[86,100] | [110,150] | [78,100]

DO 00 O Ot o B0 e

Premier modéle de régression linéaire simple

Nous nous intéressons tout d’abord au modéle

Y = o+ 5 X1+ &
Dans les exemples 2.1.4 et 2.2.2 du chapitre 2, nous avions calculé

g=79.1; @ = 1313,

On calcule aussi
2, = 495415 sgyy = 10417,

On estime alors les paramétres par

fio = 0.392 et foc = 27.630.
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On a donc

Vo = 27.630 + 0.392 X

Nous avons représenté cette droite de régression estimée & partir des centres
des intervalles de ¥ et de X :

100

YC

o5

sof

g5t

sof

75

7o}

i

ol

s5f °

50 L S

80 100 120 140 180 180

Supposons maintenant que nous ayons mesuré la pression artérielle systolique
dan nouvel individu k ¢ E = {1,...,10} : a, = [118, 126 . On prédit alors
les bornes inférieure et supérieure de yi, = [k, by par

G = 27.630 -+ 0.392 - 118 = 73.89 et b = 27.630 +0.392 - 126 = 77.02.

On estime donc la fréquence cardiaque de Pindividu % par

3 = [73.89,77.02].

Second modéle de régression lindaire simple

Nous nous intéressons ici an modéle

Y = By + f2 X2 + Ea.

Dans les exemples 2.1.4 et 2.2.2 du chapitre 2, nous avions calculé

g ="79.1; Ty = 84.6.
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Calculons aussi
52, = 182.44; Szyy = 141,04,

Qn obtient alors i A
Boc = 0.773 et foc = 13.704.

On a donc

Vo = 13.704 -+ 0.773 Xoc.

Nous avons représenté cette droite de régression estimée a partir des centres
des intervalles de YV et de Xo :

1or
YC
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50L
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— 1

ao 1 1 L L 1 r 1 L
30 40 50 80 70 80 90 100 10 120
X2C

Supposons maintenant que nous ayons mesuré la pression artérielle diasto-
lique de l'individu k : 2o = [85,110] . On prédit alors les bornes inférieure
et supérieure de yp, = [ay, by par

G = 13.704 +0.773 -85 = 79.4L et by = 13.704 4- 0.773 - 110 = 98.73.

On estime donc la fréquence cardiaque de l'individu & par

g = [79.41,98.73).
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Modéle de régression linéaire multiple

Nous considérons maintenant le modéle incluant les 2 régresseurs X; et Xo :

Y = Bot X1+ X2 t+E.

On calcule X .
Bo = (XeXe) ™ Xeye
ol
1 100 60 \ 56 \
1 110 80 66
1 160 95 73
1 126 94 a1
1 95 60 63
Xe=11 138 9 e Yo = | g
1 145 83 86
1 150 90 87
1 159 100 91
\ 1 130 89 / \ 93 /
On obtient R
) boc 14.165
Bo=| he | =1 —0040 |.
Bac 0.830
On a donc

Yo = 14.165 — 0.040 X1¢ + 0.830 Xzc.

Les pressions artérielles systolique et diastolique de l'individu k étant respec-
tivement mg1 = [118,126] et e = (85, 110}, on prédit les bornes inférieure
et supérieure de yr = [az, bi| par

éy, = 14,165 — 0.040 - 118 -+ 0.830 - 85 = 80.600

et
by, == 14.165 — 0.040 - 126 -+ 0.830 - 110 = 100.43.

On estime donc la fréquence cardiaque de lindividu & par

{1, = [80.00, 100.43].
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5.2.6 Remarque : les méthodes de la borne inférieure et de
la borne supérieure

Les méthodes de la borne inférieure et de la borne supérieure sont illustrées
par L. Billard et B. Diday dans [Billard00].

Elles sont analogues 4 la méthode du centre.

La méthode de la borne inférieure (respectivement supérieure) consiste a
ajuster le modéle de régression linéaire classique sur les bornes inférieures
(respectivement supérieures) des intervalles.

On prédit alors les bornes inférieure et supérieure de la variable dépendante
yy, pour un objet k, respectivement par le minimum et le maximum des va-
leurs trouvées en appliquant ce modéle aux bornes inférieures et supérieures
des variables explicatives zp; (j = 1,...p — 1) mesurées sur cet objet.

On peut également appliquer simultanément ces deux méthodes et estimer
ensuite la borne inférieure (respectivement supérieure) de y par celle esti-
mée dans la méthode de la borne inférieure (respectivement supérieure).

NB : Dans ce cas, il n'est pas forcément assuré que la borne inférieure de
Vintervalle prédit est inférieure & sa borne supérieure.

Exemple

Appliquons les méthodes de la borne inférieure et de la borne supérieure aux
données artificiefles de 'exemple 5.2.1.

Nous considérons le modéle de régression linéaire multiple :

Y =06+ 50X + o Xn +E£.

Méthode de la borne inférieure

Nous utilisons les bornes inférieures des intervalles, donc la matrice de ré-
gression

18 160

25 158

36 163

42 156

54 169

pt

t~

|
T )

et le vecteur yr, = (58,60,62,65,68)" classiques.
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En calculant B = (XX 1)~ X% yr, on obtient

V7 — 61.565 + 0.291 X1z, — 0.057 Xap -

Si Page et la taille d'un objet k sont respectivement donnés par T = {20, 25]
et x4y = [165,175], on prédit son poids yy par

i1, = [57.98, 58.87]

en calculant
61.565 + 0.291 - 20 — 0.057 - 165 = 57.98;

61.565 + 0.291 - 25 — 0.057 - 175 = 58.87 .

Méthode de 1a borne supérieure

On utilise les bornes supérieures des intervalles, donc la matrice de régression

22 168
35 174
44 173
58 168
66 193

X
[l
I e

et e vecteur 4y = (66,70,72,77,80)" classiques.

En calculant By = (X(’]XU)*“l X{;yu, on obtient

Vi = 54.500 + 0.305 Xy +0.027 Xop.

L'aige et la taille de Pobjet k étant respectivement donnés par xx — {20, 25]
et zgg = [165, 175], on prédit son poids y par

{1 = [65.06, 66.86]

en calculant
54.509 4 0.305 - 20 -+ 0.027 - 165 = 65.06;

54.509 + 0.305 - 25 - 0.027 - 175 = 66.86 .
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Remarque

Si on a appliqué ces deux méthodes, on peut ensuite prédire la borne infé-
rieure {respectivement supérieure) de yi par celle estimée dans la méthode
de 1a borne inférieure (respectivement supérieure) :

§i = [57.98,66.86).

Comparaison avec la méthode du centre

Nous allons appliquer les méthodes de la borne inférieure et de la borne su-
périeure aux données réelles de I’'exemple 5.2.2.

Nous comparerons ensuite les prédictions obtenues avec celles obtenues en
utilisant la méthode du centre.

Clette comparaison a été faite par L. Billard et E. Diday dans [Billard00] uni-
quement en ce qui concerne le premier modéle de régression linéaire simple.

Méthode de la borne inférieure

Premier modéle de régression linéaire simple : ¥ = Go+ B X1+ &

On calcule
gr =674, @1 = 1142,

s2  =400.289, Sz = 135.244.

T1L

On obtient alors X )
Gy = 0.330 et fFor — 29.664.

Le modéle est donc

¥, = 29.664 + 0.330 X1z,
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Nous avons représenté cette droite de régression estimée & partir des bornes
inférieures des intervalles de Y et de X :

801
85}
80
751
701
65p

&0

50

45F o

40 i 1 1 1 E 1 1 I J
70 80 20 100 110 120 130 140 150 160

X‘IL

Si la pression artérielle systolique d’un individu k est z; = [118,126], on
prédit sa fréquence cardiague par

i1, = [68.60,71.24].

Second modele de régression lindaire simple : ¥ = Bo + (X2 + &
On a §;, = 67.4. On calcule aussi

Zop =734, 52 =108.267 et Sy, = 123.156.

2L

On obtient alors R R
Bor, = 0.621 et for, = 21.807.

Le modéle est donc

V7, = 21.807 + 0.621 Xy,
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Nous avons représenté cette droite de régression estimée & partir des bornes

inférieures des intervalles de Y et de X5 :
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La prédiction de la fréquence cardiaque de l'individu k, si sa pression arté-
rielle diastolique est donnée par zzo — [85, 110], est alors

i = [74.59,90.12].

Modéle de régression linéaire multiple 1 Y = B + 51Xy + G Xa+E

On calcule

ol

br, = (Xfr,XL)_1 XL

a0

90
140
110

90
134
130
110
138
110

T T o Sy S SRy

50\

70
90
80
50
80
76
70

90
78

90

et

YL

44
60
56
70
54
70
2
76
86

\ 86

)




On obtient .

. Por, 25.050
Br=1 Bu | =1{ —0.132
Bor. 0.782

On a donc

Y7, = 25.050 —0.132 X1y, + 0.782 Xop,.

La prédiction de la fréquence cardiaque de Pindividu %, sachant que sa pres-
sion artérielle systolique est donnée par a; = {118, 126} et diastolique par
a2k = {85,110, est alors

1, = [75.94,94.44].

Méthode de la borne supérieure

En utilisant la méthode de la borne supérieure, on obtient leg résultats sui-
vants :

Premier modéle de régression lindaire simple :

Yy = 45.070 + 0.308 X1p.

i20r
YU
[»]
1ot
e 00 0
g

0
o3 o
EQ

o [s]
7o}
]
&0 1 1 " 1 £ 1
80 100 123 140 180 180 200 )

Si g = [118,126], on estime §; = [81.41,83.88].
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Second modéle de régression linéaire simple :

| Yy = 15,057 + 0.791 Xap.

120

1ief

Si 20 = [85, 110}, on estime §i — [82.29, 102.07].

Modéle de régression linéaire multiple :

[ = 15,200 — 0,033 Xy 1 0.840 Xaur |

Si 2y — [118,126] et mxo = [85,110], on estime §;, = [82.71,103.44].

Remarque

Si on applique simultanément ces deux méthodes, on peut ensuite estimer la
borne inférieure (respectivement supérieure) de yp, par celle estimée dans la
méthode de la borne inférieure (respectivement supérieure}.

Comparaison avec la méthode du centre

Nous avons repris dans le tableau suivant les prédictions de la fréquence
cardiaque ¥z — |ag, bi] obtenues en utilisant la méthode du centre et les mé-
thodes de la borne inféricure et de la borne supérieure, lorsque les pressions
artérielles systolique et diastolique sont respectivement zy; = [118, 126] et
Tpo — [85, 110]
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[ régresseurs | centre borne inf. | borne sup. |

X; [73.80, 77.02] | [68.60,71.24] | [81.41,83.88]
X, 79.41,98.73] | [74.59,90.12] | [82.29,102.07]
X1, Xy || [80.00,100.43] | [75.94,94.44] | [82.71,103.44]

Considérons le premier modéle de régression ¥ = Bo + 1 X1+ &1

La borne inférieure de Pintervalle prédit par la méhode du centre est en-
cadrée par les bornes inférieures des intervalles prédits par les deux autres

méthodes :
68.60 < 73.89 < 81.41.

De méme, la borne supérieure de Pintervalle prédit par la méthode du centre
est encadrée par les bornes supérieures des intervalles prédits par les deux

autres méthodes :
71.24 < 77.02 < 83.88.

Lorsqu’on applique simultanément les méthodes de la borne inférieure et de
la borne supérieure, on peut estimer i = [68.60, 83.88|.

Cet intervalle est alors beaucoup plus large que celui prédit par la méthode
du centre, {73.89, 77.02|.
Nous pouvons faire les mémes comparaisons en ce qui concerne les deux

autres modéles de régression,

La méthode du centre semble donc préférable.
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5.3 La méthode du centre et de ’étendue

Cette méthode a été présentée par F. A, T. De Carvalho, B. A. Lima Neto
et C. P. Tenorio dans [DeCarvalho(4a].

Nous considérons deux approches.

La premiére consiste & ajuster deux modeles de régression linéaire classique.
Dans le premier modéle, estimation du centre d’un intervalle assumé par la
variable dépendante Y est basée sur les centres des intervalles assumés par
les régresseurs X; (7 = 1,...,p — 1).

Dans le second modéle, I'estimation de 'étendue d’un intervalle assumé par
la variable dépendante est basée sur les étendues des intervalles assumés par

les régresseurs.

Dans la seconde approche, on ajuste & nouveau deux modéles de régression
linéaire classique, le premier nous permettant d’estimer le centre d’un inter-
valle assumé par la variable dépendante Y, et le second son étendue. A la
différence de la premiére approche, chacune de ces estimations est mainte-
nant basée a la fois sur les centres et les étendues des intervalles assumés par

les régresseurs X; ( =1,..,p—1).

Dans chacune de ces deux approches, on estime les bornes inférieure et supé-
rieure de la variable dépendante y; pour un objet &k & partir du centre et de
Pétendue de celle-ci, estimés respectivement en appliquant le premier modéle
de régression aux centres des variables indépendantes zg; (7 = 1,..,0 — 1)
mesurées sur cet objet, et en appliquant le second modéle de régression aux

étendues des L

5.3.1 Premiére méthode du centre et de Pétendue

Premier modéle

1l s’agit du modéle établi dans la méthode du centre :

Yo = XefBo +&c.

Nous avions pour ’estimateur des moindres carrés de 8¢

(e = (XbXo) " KisYe.
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On estime le centre de ¥, = |ax, bx] par

ke = Thobe

N cg1tdg 1 e e
0]:1 ﬂ;kc —= (]_, —L'—Q_L—,..-, 2 ).

Second modéle

On considere les variables quantitatives Yr et Xip, ..., Xp-1,R qui prennent
comme valeur, respectivement, I'étendue des intervalles assumés par les va-
riables Y et Xy,..., Xp-1-

Le modéle correspondant est le suivant :

Yr = for + birXan + - + B, R Ap-1L,R T Er:

Puisqu’on a mesuré Y et Xy, ..., Xp—1 sur E = {1,...,n}, on obtient ici n
relations linéaires

vir = Bon + Pirzur + - + Bp-1,RTip- LR TER i=1.,n

ol Win = YR(Z') = bi — iy BijR — .’L’j}z(i) = dij = Cij et g;p = €ity — EiL-

Ces n équations peuvent s'écrire souSs forme matricielle

Yir 1 a2ur ... T1p-1,R Bor E1r
Yar 1 zar ... Tap-1,R Bir &an
= . ; ) + ,
Yor 1 @pp -+ Zap-1,R Bp—1,R Enr
ou encore

Yr=XrBr + Er.

Lestimateur des moindres carrés de g est donné par

| Br = (XpXr) ' X5Yr.
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On estime P’étendue de y, = [akabk] par

- rA
UxR = TLROR

Otl -’B'}cR - (11 dk] — Ck1s ...,dk,p-*l - Ck’pﬁl)l

5.3.2 Seconde méthode du centre et de Pétendue

On considére les variables quantitetives Y¢, Xicy e Xp-1,0 €6 YR, XiRy o Xp-1,R
qui prennent comme valeur, respectivement, les centres et les étendues des
intervalles assumés par Y, X1,..., Xp-1.

Premier modéle

Le modéle est le suivant :

Yo = Boc + BreXic + - Bp-1,0Xp-1,0
+ BpoXin t o+ Pop-2,0Xp-1,0 + EC-

Puisqu’on a mesuré Y et Xiyeoy Xpoq sur B = {1,...,m}, on obtient ici n
relations linéaires

yic = Boc + Bt + . + Bp-1,0%ip-1,0

+ BpcitR + -+ Brp-2,0Tip-1,R + EiC i=1,.,n
ol
L ai b gL -+ EiU
yic =Yoli)=—5— &~ T 5 o
L Cij iy .
Li5C = ij'(Z) = '*—_2 " TijR — i?jR(Z) = d-ij — Cij-

Ces n équations peuvent s’écrire sous forme matricielle

foc:
Bic
Yic 1 zpe --- Zip-1,¢ ZUR .- T1p-1,R . 1o
Yoo 1 @90 ... Z2p-1,¢ P2AR -+ TLp-1,R : Eac
= . . . . . 6-;)—1,(7 + .
; : ﬁp,C ;
Yao 1 ZTpic --- Tnp-1,C TpilR - Top-1R . Enc
\ fep-2,c
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o encore

Yo =XGc+&c.

T’estimatenr des moindres carrés de F¢ est donné par

ljc = (X’X)—IX’YC.

On estime le centre de i = [ak, by par
e = zhBc

cu 1t 1 er,p—1Fdkp—1
9 3y ey & 5 & :dk,l = Ch1y dk,pwl - ck,p-—l)»

on zj, = (1,

Second modéle

Le modéle est le suivant :

Vg = for + BirXic + - + Bp-1,RXp-1,C
+ Bp pXiR + oo + Bop-2,8Xp-1,R + ER-

Puisqu’on a mesuré Y et Xi,..., Xp—q sur v = {1,...,n}, on obtient ici n
relations linéaires

yir = Por + Pipzac + .+ Bp-1,R%ip-1,C
+ Bp,r2i1R + o+ B2p-2,8%ip-1,R T EiR i=1,.,7

ol
yin = Yr(i) = b; —a;, EiR = €iJ — EiLs

L iyt di :
ziic = Tic(d) = ﬂ—z—g, zi;r = 2ip(E) = dij — cij-
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Ces n équations peuvent s’écrire sous forme matricielle

Bor
Bir
Yir 1 z1c .- Zip-1c EFNR - Tlp-1R .
Yor 1 zoic ... T2p-1,c Z2AR .- T2p-LR .
= . . . ﬁp-l,R
. N . ‘gp,R
Yan 1 zpie -+ Zap-1,¢ TnlR -+ Pap-LR .
\ﬁ?-p-—?,R/
ou encore
Yr = XBr + E&n.

L'estimateur des moindres carrés de Jr est donné par

| Br= (X'X)" XY

On estime P’étendue de yr = [ax, bi} par

irr = TiOr

N o 1+de 1
ot &y = (1, 5=,

Chep-1Fdhpt
. 3 £ :dk,l — €15 - d’k,pr-l - Ck,p—l)'

5.3.3 Prédiction de Y pour un nouvel objet

On estime la borne inférieure de y = [ax, bx| par
. . 1,
by = Grc — Uk

et sa borne supérieure par

. 1.
by = Yo + k-

NB : Ces prédictions n’ont de sens que si gxr > 0, ce qui n’est pas forcément

assuré.
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5.3.4 Exemple

Appliquons les deux approches de la méthode du centre et de ’étendue aux
données artificielles de l'exemple 5.2.1.

Nous considérons le modéle de régression linéaire multiple :

Y = fo + fiX1+ B2 Xo +E.

Dans chacune des deux approches de la méthode, nous prédirons le poids
yr = [ak,bk| de objet & dont I’sge est donné par Ty = [20,25] et la taille
par gz = [165, 175].

Premiére méthode du_centre et de 1'étendue

Premier modéle

Nous faisons une régression linéaire classique avec les centres des intervalles.

Le modale est donc celui que nous avions calculé précédemment en appliquant
]a méthode du centre {exemple 5.2.1) :

Vo = —11.571 + 0.171 X3¢ + 0.429 Xoc.

Second modéle

Nous faigons une régression linéaire classique avec les étendues des intervalles.

La matrice de régression est alors

4 8

10 186
10
16 12
12 24

XR

i
e e e el
co

et yr = (8,10,10,12,12)".

En caleulant Ar = (X)X ATt X YR, on obtient

[V — 6318 — 0.300 X1 + 0.078 Xap.
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Prédiction
On prédit le centre de Uintervalle yy = [ax, by} en utilisant le premier modéle :
dre = —11.571 4 0.171 - 22.5 + 0.429 - 170 = 65.21

et son étendue en utilisant le gecond modéle :

Grp = 6.318 + 0.300 - 5 1 0.078 - 10 = 8.60.

On prédit done le poids de k par

i1, = [60.91,69.51]

en calculant )
dp = 65.21 — 58.60 = 60.91;

by, = 65.21 -+ %8.60 =69.51.

Seconde méthode du centre et de ’étendue

Premier modéle

On estime le centre d’un intervalle de Y en utilisant 4 la fois les centres et les
stendues des intervalles des régresseuns. La matrice de régression est alors

20 164 4 8

30 166 10 16
40 168 8 10
50 172 16 12
60 176 12 24

S
I
P bl e e

En caleulant fo = (X'X )‘l X'y, on obtient

(¥ — ~15.355 +0.139 Xac +0452 Xac +0.097 Xin + 0.016 X25.
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Second modéle

On estime Pétendue d’un intervalle de Y en utilisant a la fois les centres et
les étendues des intervalles des régresseurs. La matrice de régression est donc
la, méme que dans le premier modéle.

En calculant g = (XX )1 X'yg, on obtient

Vi = 21,290 -+ 0.077 X1 — 0.097 Xo¢ +0.194 X1 +0.032 Xog.

Prédiction
En utilisant le premier modele, on prédit

grc = —15.355 + 0.139 - 22.5 4+ 0.452 - 170 + 0.097 - 5 + 0.016 - 10
= 65.26.

En utilisant le second modéle, on obtient

ikr = 21.290 -+ 0.077 - 22.5 — 0.097 - 170+ 0.194 - 5 -+ 0.032 - 10
= T.82.

On prédit donc le poids de & par
i = [61.35,69.17]

en calculant "
ay = 65.26 — 57.82 = 61.35;

- 1
b = 65.26 + 57.82 = 69.17.
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5.3.5 Comparaison avec la méthode du centre
Nous allons appliquer les deux approches de la méthode du centre et de
Pétendue aux données réelles de 'exemple 5.2.2.

Nous considérons le modéle de régression linéaire muliiple :

Y = fo+ /X1 + G2 Xa + £

Dans chacune des deux approches de la méthode, nous prédirons la fré-
quence cardiaque y = [ax,by] de Pindividu & dont les pressions artérielles
systolique est diastolique sont respectivement données par zy = {118, 126}
et 2o = (85, 110].

Nous comparerons ensuite ces prédictions avec celle obtenue en utilisant la
méthode du centre.

Premiére méthode du centre et de I'étendue

Premier modéle :

Vi == 14.165 — 0.040 X1 + 0.830 Xac-

Second modéle :

Vi = 23.718 — 0.117 X1 + 0.165 Xop.

Prédiction

¥n utilisant le premier modéle, on estime le centre de yp = [ag, bx] par
ke = 90.21.

On estime I'étendue de y;, 4 P'aide du second modéle par

Jxr = 26.91.

On prédit donc la fréquence cardiague de l'individu % par

i = [76.76,103.67]
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en calculant y
g, = 90.21 — 526.91 = T6.76;

- 1
by = 90.21 + 526.91 = 103.67.

Seconde méthode du centre et de 1’étendue

Premier modéle :

Vo = 7,947 10,059 Xi¢ 4 0.673 Xp¢r — 0.044 X1p + 0.386 Xop.

Second modéle

Vi = 2.320 + 0.155 X3¢ +0.035 Xo¢ — 0.234 X1g + 0.258 Xor.

Prédiction
En utilisant respectivement le premier et le second modéle, on estime

e = 89036 et Ypr = 29.22 .

On prédit donc la fréquence cardiaque de l'individu k& par

G = [74.75,103.97]

en calculant .
i = 89.36 — 529.22 = 74.75;

7 1
by, = 89.36 + 529.22 = 103.97.

Comparaison avec la méthode du centre

Nous avons repris dans le tableau suivant les prédictions de la fréquence
cardiaque yr — [ak, by] obtenues en utilisant la méthode du centre et les
denx approches de la méthode du centre et de I’étendue, lorsque les pressions
artérielles systolique et diastolique sont respectivement zy = [118, 126} et

Tpo — [85, 110}.
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centre centre + étendue 1 centre -+ étendue 2
Gr | [80.00,100.43] _ [76.76, 103.67] [74.75, 103.97)

On remarque que les intervalles prédits par les deux approches de la mé-
thodes du centre et de ’étendue sont presque identiques.

Ces deux approches semblent donc aussi performantes.

IVintervalle prédit par la méthode du centre est plus &troit.

5.4 Autres méthodes

Nous proposons ici d’antres méthodes, uniquement dans le cas de la régres-
gion linéaire simple.

Cles méthodes ont été introduites par O. Rodriguez dans [Rodriguez01].

5.4.1 Les méthodes du sommet inférieur droit et du sommet
supérieur gauche
Ces méthodes consistent a calculer une régression linéaire clagsique avec,

respectivernent, les sommets inférieurs droits et supérieurs gauches des rec-
tangles obtenus en croisant les deux variables intervalles.
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On prédit alors les bornes inférieure et supérieure de la variable dépendante
y;, pour un objet k, respectivement par le minimum et le maximum des va-
leurs trouvées en appliquant ce modéle aux bornes inférieure et supérieure
du régresseur x; mesuré sor cet objet.

On peut également appliquer simultanément ces deux méthodes et estimer
ensuite la borne inférieure (respectivement supérieure) de y par celle esti-
mée dans la méthode du sommet inférieur droit (respectivernent supérieur

gauche).

NB : Notons que dans ce cas, il n’est pas giir que la borne inférieure de 1'in-
tervalle prédit soit toujours inférieure & sa borne supérieure. '

Considérons les variables quantitatives Yy, X1 et Yu, Xy qui prennent comme
valeur, respectivement, les bornes inférieures et supérieures des intervalles as-

sumés par Y et X.

Méthode du sommet inférieur droit

On estime la borne inférieure d’un intervalle de Y a partir de la borne supé-
rieure de l'intervalle de X.

Le modéle est donc

Yy = Bo+ i Xv +&r.

i on a mesuré X et Y sur Pensemble E = {1, ...,,n}, on obtient ici n relations
linéaires
yir = fo+ P e i=1.47

oll YL = Y(i) = a; et zy = Xy(d) = d;.

Les estimations des moindres carrés de g et de fy sont

LA .8
fo=iL—Piu et Pr==5"
SfGU
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On estime les bornes inférieure et supérieure de yi = [ag,br] respectivement

par . . R R
&y, = min{f + Bick, Bo + Srdi}

et
by, — max{Bo + Bick, fo + Prdi}

ol ¢y, et dj, sont les bornes de x; — [es, k]

Méthode du sommet supérieur gauche

On estime la borne supérieure d'un intervalle de Y a partir de la borne in-
ferieure de l'intervalle de X.

I.e modéle est donc
Yy = Bo + A Xp 1 Eu.

Si on a mesuré X et Y sur I'ensemble E = {1,...,n}, on obtient ici n relations
linéaires
vy =Pe + Bizir, Few = 1Laan

o g = Yy(d) = bi et wip = X1() = ci

Les estimations des moindres carrés de [ et de f1 sont
s s P s
fo=iu— Py et fi=—3"

zL

On estime les bornes inférieure et supérieure de yi = ax, bg] respectivement

par R . N N
& = min{f + Picx, fo + Frdr}

et

by, = max{fo + Frcw, fo + Ardi}

ol ¢, et dy, sont les bornes de xx = (ks di)-
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Exemple

Considérons le tableau de données (imaginé) suivant :

(] X [ Y |
110, 1 | 0, 1]
2 (2,3 | [1,2]
31 02,4 | [2,3]

Méthode du sommet inférieur droit

On considére le tableau classique suivant :

(k] Xv | YL
tf1ryo
21 3 |1
3 4|2

On calcule
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On obtient alors

Le modéle obtenu est donc

?L:*‘%—l-

Al

-1 o t

Méthode du sommet supérieur gauche

On considére le tableau classique suivant :

(R X [ Yo |
111 0| 1
2 2 2
3 2| 8
On calcule
4
’gU - 25 &l = g;
8
S:LL):L - §7 S?I’L?IU

On obtient alors



Le modele obtenu est donc

‘?U:l—%%XL.

ar
Y'U

ol o

2 o

1}t

ol

-1 L

2z - 0 1 2 8 4

Remarque

Dans le cas de la régression lin¢aire simple, la méthode de la borne inférieure
(respectivement supérieure) revient a calculer une régression classique avec
les sommets inférieurs gauches (respectivement supérieurs droits) des rec-
tangles obtenus en croisant les deux variables intervalles.

5.4.2 Régression linéaire simple avec tous les gsomimets

Cette méthode consiste a calculer une régression linéaire classique avec tous
les sommets des rectangles obtenus en croisant les deux variables intervalles.

=
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Plus précisément, nous calculons une régression sur base des 4 x n relations

linéaires

y; = o+ fix; te

ol

J j:l,...,4n

j=2n+1,..,3n,

bi J =n+ 1,...,2ﬂ- et j:3ﬂ-+1,.--,4n;

a; i=l.,n et
Yi =
- C; jzl,...,n
! d; j=n+1,..

{EiL i=1.,n et
€; =

et §=3n-+1,.,4n,
Lo, 2n+ 1, .., 30,

d=2n+1,..,3n,

£ j=n+1,..,2n et j=3n+1,..,4n;

avec i =1,..,1.

On prédit alors les bornes inférieure et supérieure de la variable dépendante
yr, pour un objet k, respectivement par le minimum et le maximum des va-
leurs trouvées en appliquant ce modéle aux bornes inférieure et supérieure

du régresseur 2, mesuré sur cet objet.

Exemple

Considérons a nouveau le tableau de données

k[ X T Y

110,11 {10, 1]
2 12,3 | [1,2]
31 12,4 | (23]

]
1

11

W om e

0



Nous calculons une régression linéaire classique avec 4 X 3 = 12 individus
pour lesquels les valeurs de X et de Y sont reprises dans le tableau classique

suivant :

EIxXIYTr[X]Y]
tfojoll7tio
2ll2|1/l8131]11
31122 9 4|2
dflt11|oyol
shata|11|2]2
gh4|[3p122]|3

On calcule 5
5 5
s_,z,: = 5; Say = 5
On obtient alors ) !
sl 4oL
Bo 5 © B1 5
Le modéle obtenu est donc
V=1+3X
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5.4.3 Comparaison avec la méthode du centre

Nous reprenons ’exemple mentionné par L. Billard et E. Diday dans [Billard02a).

Considérons les variables

Y : hématocrite (pourcentage du volume du sang occupé par des cellules

TOUEES),
X : quantité totale d’hémoglobine dans le sang en grammes / décilitre.

Le tableau ci-dessous contient les valeurs (intervalles) de ces deux variables
pour 16 objets :

[ £ ] Y : hématocrite

| X : hémoglobine | & || ¥ : hématocrite [ X : hémoglobine

1

QO =~ O Ok W B

[32.296, 39.601]
[36.694, 45.123]
(36.699, 48.685]
[36.386, 47.412]
[39.190, 50.866]
[39.701, 47.246]
[41.560, 48.814}
(38.404, 45.228]

[11.545, 12.806]
[12.075,14.177)
[12.384, 16.169]
[12.354,15.298]
[13.581, 16.242)]
[13.819, 15.203]
[14.341, 15.554]
[13.274, 14.601]

9
10
11
12
13
14
15
16

[28.831, 41.980)]
[44.481, 52.536]
[27.713,40.499]
[34.405, 43.027]
[30.919, 47.091)
[39.351, 51.510]
(41,710, 49.678]
(35.674, 42.382]

[0.922,13.801]
(15.374, 15.755]
9.722,12.712]
[11.767, 13.936]
[10.812, 15.142]
[13.761, 16.562]
[14.698, 15.769]
[12.448,13.519]

Nous avons appliqué & ces données les différentes méthodes de régression
linéaire simple vues dans cette section, ainsi que la méthode du centre.

Nous avons obtenu les modéles suivants :

Modele (1), méthode du centre :

52

48

48|
5
4z}
4o

38

r

Vo = 0.497 4 2.978 X¢

112

n L y
16 17 18




Modele (2), méthode du sommet inférieur droit :

40+

351

anr

5F

[, = —3.832 12718 X0

12 13 14 156

16

Modéle (3), méthode du sommet supérieur gauche :

Bby

54r

521

506

A8+

46

A4

a2t

40

asr

Yy = 22.262 + 1.909 X1,

17

36
8

12 14
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Modele (4), régression lnéaire simple avec tous les sommets .

V = 10.847 + 1.571 X

Nous avons ensuite utilisé ces différents modéles pour prédire Phématocrite
de l'objet k, yx = [a, bx], lorsque la quantité d’hémoglobine dans son sang
est donnée par zj = [12,13].

Les différentes prédictions obtenues sont reprises dans le tableau suivant :

modéle (1) (2) (3) (4)
e I 36.23,30.21] | [28.72,31.44] | [45.17,47.08] | [38.70,40.27]

Nous remarquons que 'intervalle prédit par la méthode (4) (régression avec
tous les sommets) est presque identique a celui prédit par la méthode du
centre.

Notons aussi que la borne inférieure de Iintervalle prédit par la méthode du
centre est encadrée par les bornes inférieures des intervalles prédits par les
modales (2) et (3) :

28.72 < 36.23 < 45.17.

Il en est de méme en considérant les bornes supérieures de ces intervalles :

31.44 < 39.21 < 47.08.
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Lorsqu’on applique simultanément les méthodes (2) (sommet inférieur droit)
et (3) (sommet supérieur gauche), on peut estimer 3 == [28.72,47.08].

Cet intervalle est alors beaucoup plus large que celui prédit par la méthode

du centre, [36.23,39.21].

La méthode du centre semble donc préférable aux autres.
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Chapitre 6

Evaluation de la qualité de la
régression et validation

6.1 Evaluation de la qualité de la régression et va-
lidation

Le coefficient de détermination, les tests d’hypothéses sur les coefficients de
la régression, ainsi les intervalles de confiance pour ces coefficients et pour
les prédictions, n'ont pas été rigoureusement étendus 3 la régression linéaire

symbolique.

Cependant, une approche serait d’utiliser leurs analogues classiques, mais en
prenant les centres des valeurs intervalles.

Par exemple, le coefficient de détermination R est égal au coefficient de
corrélation entre Y et Y :

P
g o MY
Rﬁ?yy*ss—
k)]

o1, dans le cas de variables intervalles Y et Y, on a

n

n 2
8y = J gl;z‘ Zl(ai + ;)% - 4—;'2* {Z(ai + bz'):| ;

i=1

n

n P
85 = d Zlnj Z(ﬁ-i +b;)2 — 4_7115 l:Z(&i + Bi)j| ;

i=1 i=1
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K2

Sypy = ﬁ Z(ai + b,')(&,’ + i);) — éﬁ {Z(ai + bi):\ [Zi(&i + i)a)}
i=1 i=

i=1

avec y; = la;, bl et §; = [&-i,i)i], 1=1,.,n.

Exemple 6.1.1

Reprenons 1’ exemple 5.2.2 concernant la fréquence cardiaque Y en fonction
des pressions artérielles systolique X et diastolique X». Le RZ? correspon-
dant au modéle établi par la méthode du centre est R? = 0.673.

Si nous considérons maintenant 'exemple de Ia section 5.4.3 concernant ’hé-

matocrite Y en fonction de la quantité d’hémoglobine X, le R? du modele
obtenu en appliquant la méthode du centre est R? = 0.981.

Les statistiques des tests de Fisher et de Student sont également calculées
en considérant les centres des intervalles.

NB : Ces valeurs sont calculées dans le logiciel SODAS 2.

Remarque
Une toute autre démarche serait d’utiliser des méthodes de validation croisée.

Par exemple, pour chaque k£ = 1,..., 7, ]a méthode du leave-one-out consiste
4 construire le modéle de régression linéaire & partir des données concer-
nant tous les objets sauf k. Ce modéle est alors utilisé pour prédire yx par
y}, étant donné les valeurs zy; (j =1, ...,p—1) des régresseurs pour cet objet.

I’ensemble des valeurs ainsi prédites {yf,k =1, ...,n} est ensuite compars a
Jensemble des valeurs {yp,k = 1,...,n} dont nous disposons.
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6.2 Remarque sur la méthode du centre et de ’éten-
due

Sur base des indicateurs suivants

[SSEL JE?:I (i, — $:1)?
n n !
[SSEy _ \[z:;l (v — i)’
n n !

S Suriis
Syr 54, SyuSjy

F. A. T. De Carvalho, E. A. Lima Neto et C. P, Tenorio ont montré dans
[DeCarvalho04b] que, quelle que soit 'approche, la méthode du centre et de
Pstendue était plus performante que la méthode du centre.

La supériorité de cette méthode par rapport 4 la méthode du centre aug-
mente lorsque le nombre de régresseurs présents dans le modéte augmente.

De plus, plus la relation entre la variable dépendante et les variables indé-
pendantes est linéaire, plus la différence entre les méthodes est significative.

Aussi, plus Pétendue des intervalles g'approche de zéro, plus la différence
entre les méthodes diminue. C'est un résultat attendu car plus I'étendue des
intervalles s’approche de zéro, plus la méthode du centre devient un cas par-
ticulier de la méthode du centre et de l'étendue.

Enfin, quel que soit le nombre de régresseurs présents dans le modele, les
deux approches de la méthode du centre et de Pétendue sont aussi perfor-

mantes.
On va donc préférer la premiére approche car le nombre de paramétres a

estimer dans la seconde approche est presque le double du nombre de para-
métres 3 estimer dans la premiére.
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Exemple 6.2.1

Considérons & nouveau les données l’exemple 5.2.2, auxquelles ont été appli-
quées la méthode du centre et les deux approches de la méthode du centre

et de l'étendue.

Nous avons calculé les indicateurs définis ci-dessus pour les modéles obtenus
en utilisant ces différentes méthodes :

méthode R, Ry %5 [SSEK
centre 0.638 0.826 10.760  8.563
centre-t étendue 1 | 0.725 0.818  9.109 R.275

centre-Hétendue 2 | 0.754 0.842  8.590 7.649 |

La supériorité des méthodes du centre et de étendue par rapport a la mé-
thode du centre, établie sur base de nos indicateurs, peut donc se vérifier
dans le cas de cet exemple.
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Quatriéme partie

La régression linéaire pour des
données histogrammes et
diagrammes
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Chapitre 7

Données histogrammes

Nous présentons ici 'extension de 1a méthode du centre aux variables histo-
grammes proposée par L. Billard et E. Diday dans [Billard02a).

NB : Cette méthode a été programmée dans le logiciel SODAS 2.
Nous considérons le modéle de régression linéaire simple, la méthode s'éten-
dant directement au cas ol il y a plusieurs régresseurs. On souhaite expliquer

une variable Y de type histogramme & 'aide d’une variable X de type histo-
gramme par une relation linéaire

Yiﬁg+ﬁ1X-l~£.
Supposons que ces variables ont &t¢ mesurées sur F = {1,...,1} :
yi =00t Bmite  i=L.agm

ot pour tout ¢ = 1,..,m:

yi = Y (@) = {galai, bals -, it [@it;+ bit) } +
2 = X () = {paleir, dirly - Pis; [Cis;: is;]}

avec

[ 3i
Z%kjl et Zpilil-
k=1 =1
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Pour tout # = 1,...,7, on suppose 'uniformité de la distribution & l'intérieur
des intervalles [aik,b,‘k], E=1,..,1% et [C,’[,d;{], {=1,...,s;

On estime g et B1 par

ot les moyennes § et 2, et la covariance szy, ont été définies dans le chapitre
2 pour des données histogrammes :

1 n i
= _T-_L. Z ik + b‘t’k)Qik:
1 n o Si
B= o SN fea + dudpas
=1 I=1

t

1 2t
Szy = E 2. { Z(cd + da)aa + ba)pa q-ik}

1=1 k=
3 ty
Z {Z(az’k + bire ) in H

1 | d
~ l { (ci E'drl)pd}]
q= i=1 k=1

et la variance s2 est

2 4 &4 2
1
sk = 4,n [E (ca +dit) Pd:I Ik Lﬂ { > (ca +du)PuH -

=1
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NB : Nous faisons donc une régression linéaire simple classique en rempla-
cent, pour tout i = 1,...,7, les histogrammes

y = Y(8) = {gulea, bal it [@it; Uity ]}
et

€ri = X(%) = {Pil [Cils dil]! veey Pisg [Cisgadis;]}

respectivernent par les valeurs

t; &5
Z’ a;, + bik Z cit + dit
> i ; i ik ot 3 i 5 IPil-

Si on dispose de histogramme du régresseur X pour un nouvel objet noté
0, on peut prédire ¥ pour cet objet par l'intervalle fo = {ag, bo] ot

50 40
Go = min {ﬂo + 61 {Z COIPOI} ,fo + B [Z dmpoz} } :
=1

1-1
bo = max {ﬁo + b {Z Comm} B+ B [Z dmpml }
=1 =1

avec g = {;Dm [C‘Ol,dm]: vory Plsg [Cﬂsmdﬂsu]}-

Remarque

Les variables intervalles sont des cas particuliers de variables histogrammes.
En effet, lorsque &; = 1, gn = 1 et 5; = 1, pp = 1 pour tout ¢ = 1,...,m, les
histogrammes Y (z) et X(¢) deviennent des intervalles.
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Chapitre 8

Données diagrammes

Nous exposons ici la méthode de régression linéaire avec des variables expli-
catives diagrammes présentée par F. Afonso dans sa thése [Afonso0bal sur
base d’un exemple et explicitée dans [Afonso0bb].

Cette méthode est disponible dans le logiciel SODAS 2.

On souhaite expliquer une variable Y classique quantitative & I'aidede p—1
régresseurs Xi, ..., Xp-1 de type diagramme par une relation linéaire

Y =6+ BiXy + o+ Bp1 Xp1 T E

Supposons que ces variables ont été mesurées sur £ = {1,..,n}:

yi = Bo + @i + o+ Bp_1Zip-1 & i=1,.,n

ou
yi =Y et zy = X;() = {pii&iin, Pijsi;idass }
avec
e
Zpijtj =1
Ij=1

pour i = 1,.,mj = L.,p— 1.
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Pour tout 7 = 1,...,p — 1, supposons que X; prenne §; modalités différentes
sur E = {1,...,n} et notons ces modalités &;1, wr sy

Nous considérons alors les variables quantitatives Xy, 1 = 1, ..., 85, qui prennent
comme valeur, respectivement, la fréquence relative de la modahté &1 del'en-

semble des modalités pondérées assumé par Xj.
Plus formellement, pour tout j = 1,..,p—1,1=1,..,s;eti=1,..,n

Xu(i) = {piﬂj si &t = Eijty L= L 83

0 sinon,

Pour chaque régresseur X ;, nous choisissons (s;—1) des s; variables X (i =
1,..,,5;) lui correspondant afin que (X'X) soit inversible et que nous puis-

sions calculer le vecteur des coefficients de la régression 8= (X'X)1Xy

: . . . . p—1
Nous faisons alors une régression linéaire classique avec ces i ; {s; — 1)
variables explicatives.

NB : La prédiction de Y pour un nouvel objet étant donné les diagrammes
des régresseurs pour cet objet sera alors un réel.

Exemple

Nous avons imaginé Vexemple suivant afin d’illustrer la méthode présentée
ci-dessus. '

Considérons la variable classique continue Y : "prix" d’espace d'observations
Y — IR et la variable diagramme X : "qualité" dont P’espace d’observations
X = {mauvaise, moyenne, bonne}.

Supposons que les valeurs de ces variables sur 6 objets soient les suivantes :

k X Y

1 {0.75 mauvaise, 0.25 moyenne} 1000
2 {0.60 mauvaise, 0.40 moyenne} 1500
3 | {0.10 mauvaise, 0.80 moyenne, 0.10 bonne} | 2000
4 {0.15 moyenne, 0.85bonne} 3000
5 {0.10 moyenne, 0.90 bonne} 4000
6 {0.05 moyenne, 0.95bonne} 4500
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Considérons les variables X, X et X3 correspondant respectivement aux
modalités mauvaise, moyenne et bonne de la variable X et prenant comme

valeurs les fréquences observées pour X.

On obtient donc le {ableau snivant :

X, Xo X3 Y
0.75 0.25 0 1000
0.60 0.40 0 | 1500
0.10 0.80 0.10 | 2000

0 0.15 0.85 3000
0 010 0.90 | 4000
0 0.05 0954500

c::c.-w,a.ww'—-T;;-

Nous calculons alors une régression linéaire classique avec 9 des variables X;
(i = 1,...,3). Nous avons choisi Xg et Xa.

En calculant 8 = (X'X)™' X'y avec

025 0

040 O

0.80 0.10
0.15 0.85 |’
0.10 0.90
0.05 0.95

[ e e s

nous avons obtenu le modéle suivant :

V — 049.3 + 871.3 X + 3135.5 X3.

Si un objet k est de mauvaise qualité avec une probabilité de 15% et de
qualité moyenne avec une probabilité de 85%, nous estimons son prix par

r = 949.3 + 871.3 - 0.85 + 3135.5 - 0 = 1680.9.
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Remarqgue

Les variables classiques qualitatives sont des cas particuliers de variables
diagrammes. En effet, lorsque si; = 1, pij1 = 1(j=1,...,p — 1) pour tout
i—1,..n, les diagrarnmes X;() deviennent des catégories.

Les variables multi-catégoriques sont également des cas particuliers de va-
riables dlagrammes En effet, si Pijl = Pij2 = - = Pigsi; = ;%; (j =1, ...,p_l)
pour tout i = 1,...,n, les diagrammes X(i) deviennent les ensembles de ca-

tégories
{€is1) - Eijess } j=1,.ap—Lii=1,..,n
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Cinquiéme partie

Applications
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Le module SREG du logiciel
SODAS 2

Un programme de régression linéaire symbolique (SREG) a été implanté. Ce
programime a été inclus en tant que module du logiciel d’analyse de données
symboliques SODAS {Symbolic Official Data Analysis System) développé
dans le cadre du projet earopéen ASSO.

Nous présentons ici utilisation de ce programme & l'aide duquel ont été
traitées les applications qui suivront.

1 Input

Les données d’entrée se présentent sous la forme d'une matrice classique ou
symbolique provenant d'un fichier sds du logiciel SODAS.

1.1 Choix des variables

L utilisateur doit choisir la variable dépendante et les variables explicatives.

— La variable dépendante peut étre classique quantitative, intervalle ou
histogramme.

— Les variables explicatives peavent &tre classiques quantitatives et qua-
litatives, intervatles, histogrammes, diagrammes, taxonomiques et hié-
rarchiques.

NB :

- Une variable taxonomique est une variable organisée en arbre exprimant
plusieurs niveaux de généralite.

_ Une variable hiérarchique, ou variable mére-filles, est une hiérarchie de va-
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riables telle que des variables appelées "filles" n'ont de sens que si une autre
variable appelée "mére" prend un ensemble de modalités bien spécifique.

1.2 Choix des paramétres

T utilisateur doit ensuite choisir le test de nullité des parameétres (Fisher ou
Student) qui sera utilisé lors de la sélection des régresseurs, ainsi que le ni-
veau de confiance de ce test (95%, 99% ou 99.9%).

Par défaut, le test de Fisher est choisi & 95% de confiance.

NB : Le test de Student n'est possible qu’avec des variables quantitatives.
Sl y a des taxonomies, D'utilisateur doit choisir entre 4 méthodes (par dé-

composition, par agrégation, divisive, divisive multi-niveaux).

La méthode par défaut est la méthode divisive multi-niveaux.

2 Output

2.1 Tvaluation du pouvoir explicatif de chaque régresseur

Le programme régresse chaque variable explicative séparément. Pour chaque
modale Y = fBox + BeXx (k =1,...,p — 1), le programime calcule

SSEg,—~5SE

S5k

. 1 .
Flops = S5E — 88E
n—2 n—2

ot affiche la valeur trouvée ainsi que le quantile F1_,1,n-2 de la loi de Fisher-
Snedecor pour le niveau de confiance (1 — ) choisi.

Ces deux valeurs sont alors comparées et le résultat du test est affiché : on
rejette Ho : B = 0 au nivean de signification c si Fobs > Fl—a,1n--2- Dans
ce cas, le régresseur Xy est significatif.

Nous pouvons aussi voir les coefficients de détermination R? deces (p—1)
modéles de régression linéaire simple.
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NB : Dans le cas d'une variable explicative X}, qualitative, le modéle est
Y = for + BriXer + - + BemXim

ot Xki, .., Xkm représentent m des (m + 1} modalités de X.

Le test de Fisher correspondant est celui de I’hypothése nulle

fﬂ):£&1::...:iﬁkm =0

2.9 Salection des variables explicatives et calcul du modéle

- Si l'utilisateur a choisi le test de Fisher, le programme calcule et affiche une
régression linéaire avec les variables ayant réussi ce test.

_ i Putilisateur a choisi le test de Student, la régression linéaire avec P'en-
semble des variables est calculé et affichée.

Pour chaque régresseur, le programme nous donne

_ B
S

tobs

et compare cette valeur au quantile ty..gn_p de la loi de Student pour le
niveau de confiance (1 — a) choisi. Nous pouvons voir le résultat du test : on
rejette Ho : By, = 0 au niveau de signification o si [tes| > |t1_%,n_],|. Dans
ce cas, la variable explicative Xy est significative.

Le programme nous donne ensuite le modele avec les régresseurs qui ont
passé ce test.
2.3 Bvaluation et validation du modéle retenu

Pour le modéle retenu (g régresseurs sélectionnés), le programme calcule

85Fy,~55F 9SSR

_ q . q
Fobs = SSE — TSSE
n—g—1 n—g—1

et affiche cette valeur ainsi que les quantiles de la loi de Fisher F(q,n—gq-1)
d'ordre 95%, 99% et 99.9%.
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Les résultats du test sont affichés pour ces différents niveaux de confiance :
on rejette Ho : f1 = ... = g = 0 au niveau de signification « si Fgps >

Flfa,q,n—qMI-

Le programme nous donne également Je coefficient de détermination R et
les valeurs suivantes :

_ sommes des carrés des écarts expliqués par la régression (SSR), rési-
duels (SSE) et totaux (SST);

— nombres de degrés de liberté :
DFR = q, DFE=n—-q—1, DFT =n—1;

— carrés moyens :

SSR SSE ST
/ = — M T e——— = —_—,
MSR IR’ SE DEE’ MST
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Application 1 : diamants

1 Présentation des données

Nous souhaitons établir un modéle de régression linéaire pour expliquer le
prix des diamants,

Introduction

Les facteurs qui influencent le prix d'un diamant sont les "4 C’s" : carat,
clarté, couleur et coupe.

— Te poids d’un diamant est indiqué en carats (1 carat = 0.2 gramme).

_ Plus un diamant est parfait, plus sa clarté est grande. Les indicateurs
suivants caractérisent la perfection d'un diamant : IF (Internally Flaw-
less), VVS1 et VVS2 (Very Very Slightly Imperfect), VS1 et V52 (Very
Slightly Imperfect).

- Les indicateurs D, E, F, G, H, I caractérisent de facon décroissante la
pureté de couleur d'un diamant.

_ La brillance d'un diamant dépend aussi de la fagon dont il a été coupé,
faconné par Partisan.
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Les diamants sont évalués sur base de ces critéres par différentes organisa-
tions spécialisées : le GIA (Gemmological Institue of America) de New-York,
ot les IGI (International Gemmological Tustitue) et HRD (Hoge Raad Voor
Diamant) d’Anvers.

Leur réputation peut aussi étre un facteur influengant le prix d’un diamant.

Données [diamants]

Les données dont nous disposons sont issues d’une publicité apparue dans
le "Business Times" de Singapour du 18 février 2000. Celle-ci mentionnait,
pour chaque pierre précieuse, son prix ainsi que I’organisation et son évalua-
tion du poids, de la clarté et de la couleur.

Nous nous intéressons aux données concernant 308 diamants ronds (les autres
formes moins populaires étant coeur, poire, princesse, marquise et émeraude)

décrits par
— 2 variables classiques continues : prix et carat;

_ 3 variables classiques qualitatives : clarté, couleur et certif (qui corres-
pond & 'organisation qui a évalué le diamant).

NB : Dans notre jeu de données, le prix est exprimé en dollars de Singapour
(1 SGD =+ 0.50 euro) et le poids en centiémes de carat.

2 Régression linéaire

Nous souhaitons expliquer le prix des diamants en fonction de nos 4 régres-
seurs (carat, clarté, couleur et certif).

2.1 Ajustement des données

On s’attend & ce que le prix d'un diamant angmente avec son poids. Cepen-
dant, il se peut que la relation ne soit pas linéaire, les diamants plus lourds
gtant beaucoup plus précieux que les plus légers [ChuO01].
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Nous avons alors représenté le prix en fonction du poids en centidmes de
carat des diamants :

prix
20000
&
15000 1
@
10060
E00
0-
T T T T T T
il 20 40 2] wm 100 120

On remarque que le prix des pierres plus lourdes (plus particuliérement celles
pour lesquelles carat = 100) augmente beaucoup plus rapidement.

Une transformation recommandée dans ce cas est de prendre le logarithme
du prix. On obtient alors le graphique suivant :

Inprix

10

g

Nous décidons donc d'établir le modéle de régression linéaire avec In(prix}
plutét que prix.



Nous avons employé le module SREG de SODAS 2. Le test de nullité des
paramétres utilisé est obligatoirement celui de Fisher puisque nous avons des
variables qualitatives. Nous avons choisi le niveau de confiance 95%.

2.2 Régression linéaire classique

Calcul du modéle

Le programme calcule d’abord les régressions linéaires simples de chacune des
variables carat, clarté, couleur et certif sur la variable dépendante In(prix).

Nous présentons les valeurs données par SREG dans le tableau suivant :

régresseur Fops Fo.op R?
carat 4441.07 | 4.17 | 0.94
certif 04.06 | 3.32 | 0.38
clarté 12.66 | 2.69 | 0.14

couleur 0.98 2.53 | 0.002

Nous remarquons que le test de Fisher ne rejette pas les régressions linéaires
simples avec les variables carat, certif et clarté.

La variable couleur est rejetée.

La régression est ensuite calculée avec les variables sélectionnées suite au test
de Fisher. Le modéle obtenu est le suivant :

In{prix) = 6.595 + 0.027 - (carat) — 0.165 - (IGI) + 0.006 - (GIA)
10065 - (VVSL) — 0.047 - (VVS2) — 0.100 - (VS1) — 0.235 - (VS52)

R? — 0.95 et ce modéle n’est pas rejeté par le test de Fisher aux niveaux de
confiance 95%, 99% et 99.9% :

Fops || Fo.os | Fo.oo | Fo.900
810.23 [ 2.33 | 3.31 | 4.82
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Remargues sur le modéle

Le modéle est excellent au vu du R? et d’aprés le test de Fisher. Notons
cependant que les hypothéses de normalité et d’homoscédasticité des erreurs

n’ont pas été vérifiées.

Les coefficients de ’équation sont raisonnables. En particulier, les coefficients
des variables indicatrices VVS1, VV82, VS1 et V52 reflétent bien la hiérar-
chie de ces grades de perfection du diamant.

2.3 Régression linéaire symbolique

Introduction

La régression symbolique est utilisée pour étudier non plus des individus
du premier ordre, mais des classes d’individus appelées concepts. En effet,
en agrégeant les données au niveau de ces concepts, on obtient des données

symboliques.

Les concepts dépendent des centres d'intérét de celui qui fait étude ou pro-
viennent directement de la définition des données.

Dans notre application, nous étudions la variable dépendante prix. Nous
avons alors réduit la taille des données en créant les concepts & partir de
cette variable. Ces concepts sont en fait des intervalles de prix.

Plus précisément, nous avons construit 14 objets symboliques décrits par les
14 concepts [90, 1500], 1501, 2500], [2501, 3500, [3501, 4500}, ..., [11501, 12500]
[12501, 13500}, [13501, 16008|.

Apres la création de ces concepts, la variable classique continue carat de-
vient également une variable intervalle et les variables classiques qualitatives
clarté, couleur et certif deviennent des variables diagrammes (grace au mo-

dule DB25SO de SODAS).
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Nous présentons un extrait des données classiques initiales et de leur trans-
formation en données symboliques :

tableau classique :

k concept prix | carat | couleur | clarté | certif
1| [8501,9500] | 9169 | 100 G V52 | QIA
9 | [8501,9500] | 8781 | 105 I 1VVvs2| GIA
3| [8501,9500] {9107 | 109 I {VVS2|HRD
4| [9501,10500] | 9713 | 101 G Vsl | IGI
5 | [9501,10500] | 9890 | 106 H |VVS2|HRD
tableau symbolique :
0OSs concept prix carat | couleur clarté certif
1 | [8501,9500] | [8501,9500] |[100,109} | 3G, 31 | 5V52,3VVS2 2GIA, tHRD
2 | [9501,10500] | [9501,10500] | [101, 106] lo 1y | lvsl, 3vvse | 3IGI GHRD

Calcul du modéle

Comme précédemment, nous étudions plutot la régression avec la variable
dépendante In{prix).

Nous présentons le premier tableau donné par le programme SREG :

régresseur Fobs F0_95 R2
carab 326.80 | 4.75 | 0.96
certif 25.78 | 3.98 | 0.82
clarté 2.66 | 3.63 |0.54
couleur 0.91 | 3.69 | 0.36

Comme dans le cas classique, les régressions linéaires symboliques simples
avec les variables carat et certif ne sont pas rejetées, alors que la régression

avec la variable couleur est rejetée.

Cependant, la régression symbolique avec la variable clarté est anssi rejetée,

alors que la régression classique avec cette méme variable ne ’était pas.
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Remarque

F. Afonso fait remarquer dans sa thése [AfonsoDba] qu’en présence d’un
nombre considérable d’individus dans la régression, le test de Fisher a ten-
dance 4 ne jamais rejeter les régressions. Aprés réduction des données clas-
siques en données symboliques, nous n’avons plus ce méme probléme.

Notons aussi que les R? de ces modéles de régression linéaire symbolique
simple sont plus importants que ceux des modales classiques correspondant.

La régression symbolique calculée avec les variables retenues suite au test de
Fisher donne le modéle suivant :

In(prix) = 6.605 + 0.027 - (carat) — 0.656 - (IG1) + 0.210 - (GIA)

Les coefficients de cette équation semblent raisonnables.

1’ajustement linéaire de ce modéle est encore meilleur que celui du modele
classique retenu : RZ = 0.98.

De plus, ce modeéle n’est pas rejeté aux niveaux de confiance 95%, 99% et
99.9% :

Fops | Fo.os | Fo.oo | Fo.oee
147.541 | 3.71 | 6.55 | 12.55
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Application 2 : voitures

1 Présentation des données

Les données [voitures] dont nous disposons sont issues de "Kiplinger’s Per-
sonal Finance" et datent de décembre 2003. 11 s'agit de la description de
différents types de véhicules (voitures, camionnettes et camions).

Nous nous intéressons ici aux données concernant 384 véhicules décrits par
4 variables classiques quantitatives :

- puissance {en chevaux),

~ nombre de cylindres,

— longueur {en pouces; 1 pouce = 2.5 cm),
— prix {en U.S. Dollars).

2 Régression linéaire

Nous souhaitons établir un modéle de régression linéaire expliquant la puis-
gance d’un véhicule en fonction de son nombre de cylindres, de sa longueur

et de son prix.

Nous avons utilisé le module SREG de SODAS 2 en choisissant le test de
Student au niveau de confiance 95% pour la sélection des régresseurs.

2.1 Régression linéaire classique

Te programme nous donne le premier tableau suivant :

régresseur | Faps | Fo.os R

prix 792.06 | 4.17 | 0.67
longueur | 84.67 | 4.17 | 0.18
| cylindre | 592.78 | 417 | 0.61
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Les régressions linaires simples avec chacune des variables explicatives prix,
longueur et cylindre ne sont donc pas rejetées par le test de Fisher.

La régression linéaire avec 'ensemble de nos 3 régresseurs est ensuite calculée.
Nous reprenons les valeurs données par SREG dans le tableau suivant :

coeff. tohs | résultat Student

cgte. —8.125 | —0.342 coeff. =0
prix 0.002 | 16.174
longueur | 0.290 | 1.940 coeff. =0

cylindre | 16.580 | 9.221

Nous remarquons que le test de Student ne rejette pas les hypothéses de
aullité de la constante et du coefficient de la variable longueur.

La régression linéaire est alors calculée avec les régresseurs retenus suite au
test de Student, ¢’est-a-dire avec les variables prix et cylindre :

puissance = 0.002 - (prix) + 25.384 - {cylindre).

Les coefficients de cette équation sont en accord avec le sens commun.

R? — (.79 et ce modéle n'est pas rejeté par le test de Fisher aux niveaux de
confiance 95%, 99% et 99.9% :

Fops || Fo.os | Fooe | Fogee
795.554 1 3.32 | 5.39 | 877

2.2 Régression linéaire symbolique

Introduction
Nous avons réduit la taille des données de 384 individus & 11 objets symbo-
liques en créant 11 concepts & partir de la variable dépendante puissance. Ces

concepts sont les 11 intervalles de puissance {73,119}, [120, 139], {140, 159],
[160, 189}, ..., [260, 279, [280, 299, 300, 500)].
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Aprés la création de ces concepts, les variables classiques quantitatives cy-
lindre, longueur et prix deviennent également des variables intervalles.

Calcul du modéle

Nous présentons le premier tableau donné par le programme SREG :

régresseur | Fus | Foos R?

prix 114.32 { 5.12 [ 0.93
longueur | 20.33 | 5.12 | 0.69
cylindre | 12.09 | 5.12 | 0.57

Nous remarquons que, comme dans le cas classique, le test de Fisher ne
rejette aucune des régressions linéaires avec une seule des variables prix, lon-
gueur ou cylindre.

La régression linéaire symbolique est ensuite calculée avec 'ensemble de ces
variables explicatives. Le programme nous donne les résultats suivants :

coeff, | tons | résultat Student
cste. | 21.15| 0.078 coeffl. =0
prix | 0.005 | 4.702

longueur | 0.140 | 0.075 coeff. =0

cylindre | 0.004 | 0.0003 coeff. =0

Comme daps le cas classique, les hypothéses de nullité de la constante et du
coefficient de la variable longueur ne sont pas rejetées par le test de Student.

L'hypotheése d'un coefficient nul pour la variable cylindre n’est pas rejetée
non plus, alors qu'elle 'était dans le cas classique.

NB : La sélection d'une unique variable explicative refléte bien la forte cor-
rélation entre les 3 régresseurs proposés.
La régression symbolique est ensuite calculée avec la seule variable non reje-

tée suite an test de Student, c’est-d-dire avec "prix" :

puissance = 0.006 - (prix).
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Cette équation semble raisonnable.

Le coefficient de détermination de ce modele est R* = 0.92. Il est donc plus
élevé que celui du modéle classique retenu (0.79).

Le programme nous donne aussi les valeurs suivantes pour ce dernier modéle
de régression linéaire symbolique :

Fops Fogs | Fo.oe | Foen
111.002 || 4.97 | 10.04 | 21.04

Ce modéle n’est donc pas rejeté par le test de Fisher.
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Conclusion

L'objectif de ce mémoire était d’étendre la régression linéaire classique aux
données symboliques.

Dans le cas de données intervalles, nous avons étudié différentes méthodes.
Parmi ces méthodes, nous avons constaté que les méthodes du centre et de
I'étendue et la méthode du centre semblaient &tre les plus performantes.

Nous avons aussi présenté l'extension de la méthode du centre de L. Billard
et E. Diday aux données histogrammes, ainsi que la méthode de régression
linéaire avec des variables explicatives diagrammes proposée par F. Afonso.

Le cas des variables taxonomiques et hiérarchiques n’a pas été traité dans ce
mémoire. Des méthodes de régression linéaire ont cependant également été
développées pour ces types de variable,

Ces méthodes de régression linéaire symbolique permettent analyse de concepts.

Dans nos applications concernant des jeux de données de {aille assez impor-
tante, nous avons remarqué que la régression linéaire au niveau de concepts
définis & partir de la variable dépendante donnait des résultats intéressants
par rapport & Vanalyse classique des individus du premier ordre. Notamment,
les tests de Fisher et de Student sont moins efficaces en présence d’'un grand
nombre d’individus dans la régression.

Cependant, ces tests et le coefficient de détermination n’ont pas été étendus
de fagon rigoureuse aux données symboliques. II serait important de pour-
suivre les recherches dans ce sens.
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