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Résumé.

Le but de ce mémoire est de résoudre des problémes de programmation semmi-
définie en exprimant les conditions d’optimalité de deux nouvelles maniéres.
Dans un premier temps, nous utiliserons deux fonctions de régularisation
pour garder la propriété de différentibilité: la fonction minimum et la fone-
tion de Fischer-Burmesiter. Nous appliquerons alors & ce nouveau systéme
une méthode de type Newton. Nous montrerons que algorithme engendré
est bien défini, que sa convergence est globale et que sa convergence locale est
superlinéaire. Nous donnerons également une formulation matrice-vecteur et
une formulation de Lyapunov des sytémes de Newton.

Dans un second temps, nous considérerons les systémes linéaires. Nous trans-
formerons de la méme maniére leurs conditions d’optimalité en un systéme
régulier grace & des formulations réguliéres des fonctions minimum et de
Fischer-Burmeister et nous appliquerons une méthode de type Newton. L’al-
gorithme engendré sera bien défini et nous obtiendrons la convergence glo-
bale. Nous établirons la convergence locale quadratique pour la fonction mi-
nimum. En ce qui concerne la fonction de Fischer-Burmeister, la question de
la convergence locale constitne encore une question ouverte.

Abstract.

The aim of this memory is to solve problems of semi-definite programmation
by formulating the optimality conditions in two new manners.

Firstly, we will use two smoothed functions to keep the differentibility pro-
perty : the minimum function and the Fischer-Burmesiter function. We will
then apply to this new system a Newton-type method. We will show that
the generated algorithm is well defined, that its convergence is global and
that its local convergence is superlinear.We will also give a matrix-vector
formulation and a Lyapunov formulation of the Newton sytems.

In a second time, we will consider the linear systems. We will transform their
optimality conditions into a smooth system thanks to smooth formulations
of the minimum functions and of the Fischer-Burmeister functions, We will
then apply a Newton-type method. The generated algorithm will be well
defined and we will obtain global convergence. We will establish quadratic
local convergence for the minimum function. But for the Fischer-Burmeister
function, the question of local convergence is still open .
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Premiére partie

Le cas des systémes
semi-définis positifs.



Chapitre 1

Introduction.

Dans ce travail, nous allons décrire un algorithme pour la solution des
programmes semi-définis. Un programme semi-défini est un probléme d’op-
timisation avec contraintes dont la forme primale est la suivante:

min CeX
P=<{ sc. AjeX=b Vi=1l,.,m (1.1)
X0

Le probléme dual correspondant :

max b'A
D=¢ sc. Yt xdi+8=C (1.2)
S=0

Dans ces problémes, les données sont le vecteur b € IR™ et les matrices sy-
métriques C € R™*™ et A; € R™"(¢ = 1, ..., m). Par ailleurs, la matrice
symétrique X € IR™ " désigne la variable du primal tandis que le vecteur
X € IR™ et la matrice symétrique S € IR™™™ sont les variables du dual. On
voit aisément que le probléme primal est convexe.

Les conditions d’optimalité sont:
Ai0X=bi V’i:‘-l, ey M
m
Y Mdi+S5=C . (1.3)
i=1
X=0,8-0et XS=0

Le probléme (1.1} et son dual, le probléme (1.2), ont une solution si et seule-
ment si les conditions d’optimalité (1.3) en ont une.



Cette équivalence est une conséquence du Théoréme de Dualité Forte:
I’admissibilité du primal et du dual entraine XS = 0.

Généralement, la méthode utilisée pour résoudre ces conditions est la mé-
thode des points intérieurs. Cette méthode considére la perturbation suivante
des conditions d’optimalité:

m
ZA;‘A;’ +8=0C,

i=1 (1.4)
Ao X =0 Vi=1,..,m
X}-O,S%U,XSZ?EI

oll 7 est un paramétre positif. Ces équations sont appelées condilions de lo
trajectoire centrale. La perturbation porte sur la condition de complémenta-
ritg, e, X5 =0.

Les méthodes des points intérieurs appliquent une approche de type Newton
& ces équations.

La méthode discutée ici est une approche de type réguliére. Ces mé-
thodes consistent en une reformulation différentiable des conditions d’opti-
malité. Ces derniéres deviennent alors un systéme non linéaire d’équations
ne contenant pas de contraintes d’inégalité explicites comme X » 0, § = 0
ou X > 0. Pour arriver 4 un tel systéme, nous utilisons soit la fonction régu-
lidre de Fischer-Burmeister, soit la fonction réguliére minimum afin d’obtenir
un systéme différentiable. Ensuite, nous appliquons la méthode de Newton
a ce systéme. Nous devons donc résoudre & chaque itération un systéme li-
néaire du type : VO(W)(AW) = —@(W) ou © est une fonction différentiable
définie plus loin. Nous verrons aussi que la matrice des coefficients de ce sys-
téme posséde quelques propriétés remarquables. En effet, si nous utilisons
la fonction réguliére de Fischer-Burmeister, la matrice est définie positive.
Par ailleurs, si nous prenons la fonction réguliére minimum, la matrice sera
toujours définie positive mais en plus symétrique. Le cofit du calcul, dans le
cas de la fonction de Fischer-Burmeister, sera plus élevé par le manque de
symétrie.

La méthode de Newton génére automatiquement des directions de recherches
symétriques sans qu’aucune transformation supplémentaire ne soit néces-
saire. C’est un point de divergence avec les méthodes des points intérieurs.
En effet, ces derniéres doivent rendre les conditions (1.4) symétriques afin de
produire des directions symétriques.

Par rapport au choix du point de départ, la méthode developpée sera moins
restrictive que celle des points intérieurs qui requiert un point de départ
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strictement admissible. Nous présenterons de nouvelles caractérisations pour
les conditions de la trajectoire centrale lesquelles peuvent étre vues comme
la base de notre méthode.

Dans ce texte, nous utilisons les notations suivantes :

Pour deux matrices A4, B € IR®*", nous définissons le produit scalaire commae:
As B := (A, B) :=tr{ABT) ot tr(C) := > 1, ¢ est la trace d’une matrice
C e IR**™,

Les notations S™*"*, §3*™ et ST1" correspondent 4 I'ensemble des matrices
symétriques, symétriques semi-définies positives et symétriques définies po-
sitives respectivement de dimension n x n. Nous écrivons aussi A = 0 et
A = 0 pour indiquer que A appartient a ST et S{%" respectivement. De
plus, A'> B ou A = B signifieque A— B > 0ou A—B » 0.5 A > 0, nous
désignons par A2 1'unique racine carrée semi-définie positive de A.

Nous munissons Pespace vectoriel IR**" x IR™ x IR™™" de la norme

11X, A )1 = /1K1 + 1A + 1512

Nous utilisons le méme symbole pour la norme

X, X, S, DI = JIX I + 1A + 115 + 72

dans Pespace vectoriel IR**" x IR™ x IR"*" x R. Rappelons la définition de
la norme 2 (la norme euclidienne) et de la norme de Frobénius d’une matrice
AeRM":

Al =

A2 := max;/fi; o0 p; valeur propre de A*A4, Vi=1, ..., n.



Chapitre 2

Fonctions réguliéres minimum
et de Fischer-Burmeister.

2.1 Définitions et liens avec les conditions d’opti-
malité ou les conditions de la trajectoire cen-
trale.

Le but de cette section est d’exprimer les conditions de la trajectoire
centrale (1.4) pour les SDPs de deux nouvelles fagons. Ce procédé sera pos-
sible & 'aide des fonctions minimum et de Fischer-Burmeister. Il me semble
important de souligner que nous utiliserons une formulation réguliére de ces

fonctions pour que la propriété de différentiabilité soit satisfaite.
Pour motiver notre approche, définissons la fonction p: IR x IR — IR par

ela, b) = a+b— va?+ b

Cette fonction fut introduite par Fischer et est habituellement appelée la
fonction de Fischer-Burmeister. Cette fonction posséde la propriété suivante:

pla, b)) =0 a>0,b>0et ab=0.

Définissons ensuite la fonction ¢: S x S*X" — §"*” par
(X, 8) =X+ 85— (X?+ 8§92 (2.1)

Cette fonction est une extension évidente de la définition de ¢ ; les arguments
sont deux matrices symétriques plutét que deux nombres réels. Montrons



ensuite que la fonction ¢ vérifie une propriété similaire & celle de o, i.e.,
HX,8)=0X>0,5-0e XS=0. (2.2)

Pour rendre la preuve plus aisée, nous démontrons d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.1 Soient X, S € ST™".
Alors X8 =0 si et seulement st X 0o 5 =10,

Preuve:
Supposons d’abord que XS = 0. Alors, X ¢ §=1r[X 5] =0.

Supposons ensuite que X ¢ .5 = 0. Comme § > 0, il suit du théoréme de
décomposition spectrale que S = U QUT ou U est une matrice orthogonale
et Q = diag(w;) et w; > 0 pour tout ¢ = 1, .., n. Alors, C = UTxu
est symétrique semi-définie positive car elle est semblable & la matrice X.
En particulier, ses éléments diagonaux sont tels que ¢;; > 0. Nous devons
seulement montrer que G§ = 0, En effet, de X .5 = 0, nous avons Ce{2 =0
e, par conséquent, ¥ i, cijw; = 0. Puisque tous les éléments de cette somme
sont non négatifs, il suit qu’ils sont tous égaux 4 #éro. Montrons ensuite que
cijwj = 0 pour i # j. Si ce n'est pas le cas, cjjwy; # 0 et w; > 0. Par
conséquent, c;; = 0 et, la matrice C' étant symétrique semi-définie positive,
la ligne j et la colonne j sont nulles.(cfr |9, page 147]). Mais, alors, ci; = 0 ce
qui contredit ¢;;w; # 0. La matrice G est donc nulle. La thése en découle.

O

Proposition 2.1 Soit ¢ la fonction de Fischer-Burmeister définie en (2.1).

Alors
HX,8)=02X>0,5-0, X5=0.

Preuve:

Supposons pour commencer que X > 0, § > 0 et X.§ = 0. Alors XS+ 5X =
0et (X -+ 8)? = X? + 5% En utilisant le fait que X et S sont symétriques
semi-définies positives, nous obtenons

X +8= (X2 872

car la racine carrée d*une matrice symétrique semi-définie positive est définie
uniquement dans U'espace des matrices symétriques semi-définies positives.
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Nous en déduisons ¢(X, 9) = 0.

Supposons ensuite que ¢(X, ) = 0 soit satisfaite pour deux matrices X, S €
85N e,
X +8=(X*+8H12

En élevant au carré les deux membres de cette expression, nous avons
X482 =(X+85)et X +8 €SP
Ce qui est équivalent a
XS+S8X=0et X+S5e8}" (2.3)

Soit X = QTDQ avec Q@ € IR**" matrice orthogonale et
D = diag()1, ..., An) la décomposition spectrale de la matrice symétrique
X. Les relations (2.3) peuvent alors étre mises sous la forme:

QTDQS + SQTDQ =0 et QTDQ + S € ST*".
Prémultipliant par Q et postmultipliant par @7, nous avons

DQRSQT +QSQTD =0 et D+ QSQT € ST,
Posant A :== QSQT, nous obtenons:

DA+ AD =0et D+ Ae ST,
Du point de vue des composantes, nous pouvons écrire:
(Ai+Aj)ay; =0et D+Ac STV, i=1, .., n

Si nous prenons ¢ = j, nous avons 2\a; = 0 et Ay + aiy = 0 pour tout
i =1, .., n Ilsuit que A; > 0 pour tout ¢ =1, ..., », i.e., X est semi-définie
positive. Par un argument analogue, nous arrivons A la conclusion que S est
semi-définie positive. Il reste & montrer que X .S = 0. Pour cela, remarquons

que
(23) = X o § = tr[X 8] = ~12~t"r[XS +8X] =0,

Par le lemme 2.1, nous concluons que X5 = (.

11



Nous voulons modifier la définition de la fonction ¢ afin de 'utiliser pour
caractériser les conditions de la trajectoire centrale. Pour cela, considérons
7 un nombre quelconque non négatif vu dans un premier temps comme un
paramétre. Définissons ¢, : IR x IR — IR par

wr(a, b) = a+b— va?+ b2+ 272

Cette fonction est appelée fonction réguliére de Fischer-Burmeister {elle est
continfiment différentiable pour chaque 7 > 0). Nous constatons que lorsque
7 = 0, elle coincide avec la fonction de Fischer-Burmeister.

La fonction ¢, posséde la propriété suivante :

er(a,b)=0ea>0,0>0 ab=T%

Maintenant, nous généralisons la fonction réguliére de Fischer-Burmeister ¢,
de la facon suivante : définissons ¢, : S*** x SW*% —y SP*7 par

br(X, 8) =X + 85— (X2 + 82 4. 2721)/2, (2.4)

Nous établissons le résultat suivant :

Proposition 2.2 Soient 7 > 0 et ¢.(X, 8) 1= X + 8 —~ (X2 + S% +
22112, Alors

$-(X,8)=02X>0,8»0¢et XS =11

Preuve:
Supposons d’adord que X + 0, § = 0 et XS = 72I. Alors, XS+ SX = 22y
car XS = (X8)T = §TXT = $X et par conséquent,

(X +8)?%=Xx%4 8%+ 27%L
Du fait de la éymétrie et de la définie positivité de X et de S, il suit que
X 48 =(X%+ 8% 2721/
Nous obtenons ainsi la thése, i.e., ¢-{X, §) =0.

Supposons ensuite que ¢.(X, 8) = 0 pour deux matrices X, § € S"*"

12



Alors, X + 8 = (X2 4- 8% 4- 2721)/2, En prenant le carré des deux cotés de
I’équation, nous avons

X2+ 8242 = (X + 8)* et X + 8 € ST,
ce qui est équivalent &
XS+8X =2r%T et X +5 € SH™. (2.5)

Soit X = QTDQ avec @ € IR™™ orthogonale et D = diag(A1, ..., Au),
la décomposition spectrale de la matrice symétrique X. Par la preuve de la
proposition précédente et en utilisant A := @SQT, (2.5) peut s’écrire comme

DA+ AD =21 et D+ A € Y™ (2.6)
Du point de vue des composantes, nous obtenons
M+ Maij = 270 et D+ A€ S Wi, jen (2.7)

Si{ = 4, nous avons 2A;ai; = 272 et A\j+ay; > 0 pour tout ¢ € n. D’ou, A; > 0
pour tout ¢ € n et donc, X est une matrice symétrique définie positive.
Par un argument similaire, nous prouvons que S est une matrice symétrique
définie positive.
Pour vérifier que XS = 721, nous constatons que (2.7) implique que a;; =0
pour tout ¢ # § puisque A; + A; > 0. La matrice A est par conséquent une
matrice diagonale. En particulier, nous avons DA = AD car deux matrices
diagonales commutent. De (2.6), nous obtenons DA = r2I. En prémulti-
pliant par Q7 et en postmultipliant par @, nous déduisons X8 = Q' DQS =
QTDAQ = 7%I.
(W}

Nous voulons & présent introduire une seconde fonction avec des proprié-
tés semblables & celles de la fonction (réguliére) de Fischer-Burmeister. A
cette fin, soit

w(a, b) := 2 min{a, b}

pour a, b ¢ IR. Pour des raisons évidentes, cette fonction est appelée fonction
minimum. Il est aisé de constater qu'elle vérifie I'équivalence

wla, b)) =0a>0,0>0et ab=0.

Afin d’étendre cette définition & la classe des matrices symétriques, il est
judicieux de formuler la fonction minimum de cette fagon:

w(a, b) =2 min{e, b} =a+b—|a—bl =a+b— /(a—b)%

13



Grice A cette derniére formulation, nous sommes en mesure de définir la
fonction ¢: S™*™ x S"XT — XM par

$(X, 8) =X + S (X — S§)H/2. (2.8)

Il s’avére que cette fonction posséde également la propriété reprise dans la
proposition ci-dessous:

Proposition 2.3 Soit ¢ la fonction minimum définie en (2.8). Alors

HX,8) =0&X>0, 80, X5=0.

Preuve:
Supposons d’abord que X = 0, S = 0 et XS = 0. Par le lemme 2.1, X5 =0
est équivalent & X o § = 0. Dés lors, pour tout 4 € ST*", nous avons

I(X=8)— A = [| X —AP+2((A-X)eS)+[IS|* = | X~ A|*+2(AeS)+]|SI*.
Le membre de droite atteint son minimum en A = X. D’on,
X = argmz'nAesern][(X -8 -A|l=X+1/2)()X - 8| - (X +3))
et donc, (X, S) =X -5|—- (X +95)=0.
Supposons ensuite que ¢(X, S} =0,ie, X = argminAesan (X —-8)— A
Alors X € 87" et
0<(X-8)—AIP-lSI* =X - AP +2(A-X)e S VAeSP™ (29)

Par conséquent, pour tout D € SP*™ et pour tout ¢ > 0, nous avons A =
X +tD e 8P et (2.9) devient

0< || DY +26(De S).
Si nous divisons les deux membres par t et si nous faisons tendre ¢ — 0 alors
0<DeS VDe8Y"

Par la relation (11) de la référence [17], nous obtenons S € ST*".
De maniére similaire, pour tout ¢ € {0, 1] et en posant A := (1--)X ¢ ST*",
(2.9) devient

0 < 2| X% —2t(X o 8).

14



Divisant alors les deux membres par ¢ et faisant tendre £ — 0, nous obtenons
0< —(X e85}

D’autre part, X, S € SP*", d’ou, par équation (11} de la référence [17],
XeS>0 Dot X e S =0
O

Nous modifions la définition de la fonction minimum de fagon & obtenir
une caractérisation de la trajectoire centrale {1.4}. Pour y parvenir, nous
considérons la fonction minimum suivante

prla, b)i=a+b— (a_b)2 4472,

ol 7 désigne un nombre non négatif. Pour chaque 7 > 0, cette fonction
posséde la propriété:

wr(a,b) =06 a>0,b>0et ab=7"

Cetite constatation nous pousse a définir une fonction
qs’r :S-nxn % ST!.XTL — Snxn pal‘

$(X, 8):= X+ 8 - (X — )%+ 4721)1/2, (2.10)

Cette fonction posséde la propriété:

Proposition 2.4 Soient 7 > 0 et ¢ définie par (2.10). Alors

(X, 8)=0&X>-0,5>0et XS =r°1

Preuve:
Elle est analogue & celle de la Proposition 2.2,
[

Dans la suite, ¢ désignera soit la fonction réguliére de Ficher-Burmeister
(2.4) soit la fonction réguliere minimum (2.10). Nous définissons ainsi la
fonction @, : ™" x IR™ x SM*% — S x IR™ x S™*® par

m

Y ndi+8-C

i=1 : (2.11)
Ao X —-b; (=1, .., m)

$r(X, 5)

D (X, A 8):=

15



Les propositions 2.2 et 2.4 donnent immédiatement la nouvelle caractérisa-
tion des conditions de la trajectoire centrale (1.4) pour les SDPs.

Théoréme 2.1 Soit &, définie en (2.11), avec ¢ donné par (2.4) ou
(2.10) et soit v > 0. Alors les énoncés suivants sont équivalents:

(a)(X, A, S) vérifie les conditions de la trajectoire centrale.

(B)8.(X, A, ) =0.

2.2 Propriétés de ¢.

Dans cette section, nous montrerons que les fonctions ¢, sont différen-
tiables (au sens de Fréchet). Nous considérons & partir de maintenant le
nombre non négatif 7 comme une variable indépendante. Pour une question
de clarté, nous noterons ¢(X, S, 7) := ¢.(X, S), i.e., expression suivante
désignera la fonction réguliére de Fischer-Burmeister

(X, 8, 7)i=X+8—(X*+8+272D)\? (2.12)
et celle-ci, la fonction réguliére minimum
(X, 8, 7)i=X+8— (X —8)+4r°1)1/2, (2.13)

Pour notre analyse des propriétés des fonctions ¢, nous avons besoin des
deux résultats suivants:

Lemme 2.2 Soit ¢ une des deuzx fonctions définies en (2.12) et (2.13).
Alors, pour tous X, S € S**" et pour tous 7 > v > 0, nous avons:

(ﬂ) F':(T_V)It ¢‘(X: S, V) ugb(X, S: T) >'0.r
(b) K;TIE ¢'(X.' S; 0)"@5()(, S, T) >_0:

ol & est une constante positive indépendante de X, S, 7 et v.
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Une petite parenthése pour préciser que la constante x est connue. En effet,
x = 2 pour la fonction réguliére minimum et k = v/2 pour la fonction régu-
ligre de Fischer-Burmeister.

Preuve:

Supposons que ¢ soit donné par (2.12). Soit A = X2 + §2. Considérons
ensuite  une matrice orthogonale et A1, ..., A, € IR satisfaisant &

A =QTdiag[A1, ..., W)@

Alors,

(X, 8,7) =X+8(A+2r2)/2
= X + 8 — QTdiag[(M +272)1/2, ..., (0 + 272171
Nous écrivons ¢{X, S, v) de fagon semblable. D’otl
(X, S, v) ~ (X, 8, 7) = QTdiagl(\i +2r°)/% — (A + 27 VL, Q.
Ainsi, comme A = 0 et A; > 0 pour tout ¢, nous avons
0 < (A +27)Y2 — (0 + 22 < V2T - )

ou la seconde inégalité vient du fait que pour tout A € IRy, la fonction

h{(7) := (A + 27%)1/2 est convexe différentiable sur IR .. avec

B (7) = 2\ + 27%) 12 < V2.

Nous avons alors h{r) — h{r) < k' (7){(r — v) < v/2(r — v) et donc
Vo(r v} = $(X, 8, v) — (X, S, 1) > 0.

La premiére relation est satisfaite avec k = v/2.
Puisque la relation (a) est satisfaite pour tout » ¢ (0, 7), faisons tendre v
vers 0.

$(X, 8,00 = limg(X,S, )
T30
= X+ 8- Pldiagl\/A1, oy V0P

= X +8- (X% 892

La preuve pour la fonction (2.13) est similaire.
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Corollaire 2.1 Soient ¢ donnée par (2.12) ou (2.13) et & la constante du
lemme 2.2. Alors, les inégalités suivantes sont vérifides :
(a) |p(X, S, v)— (X, S, T)llFr < sv/nlr —v) pour tous X, S € S**" et
pour tous T > v > 0.
(b) |o(X, 8, 0) — $(X, S, 7)||r < &y/nT pour tout X, S € S 7 et pour
tout 7 > 0.

Preuve:

Soient A1, ..., Ap les valeurs propres de ¢(X, S, v) — ¢(X, S, 7). Par la re-
lation (7t — ) > ¢(X, S, v) — ¢(X, S, 7) du lemme 2.2, nous déduisons
P'équation suivante: x{r —v) = X; > 0. Ainsi,

(X, S, v) = (X, S, ) = /A + oo + AL < Vn(r — ).

par invariance de la norme sous transformation orthogonale. Nous obtenons
{a). Un raisonnement analogue est effectué pour arriver a (b).
O

Nous voulons montrer que les deux fonctions ¢ définies en (2.12) et en
(2.13) sont continGment différentiables en leurs arguments X, S et 7 au
moins avec des hypotheses adéquates. Pour cela, nous avons besoin du lemme
suivant :

Lemme 2.3 Soient A € SPX™ et B € 81" deux matrices données. Alors,

1AY2 — B3z < ATy ||A ~ B2 (2.14)

Preuve:
Soient A, B € 8"*™, Alors, par {10, section 7.2],

142 -~ B2|l2
)\min(A) + AmiH(JB) .

1A= Bz <

Appliquant cette formule aux matrices A2 et BY/2, nous avons

|4 — B2
rnin(Al/z) + Amin(Bl’m) '

”Al/Q ”_Bl,f2“2 < 5
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La matrice B étant semi-définie positive, nous en déduisons

A — B2
A2 Bl < | .
|| o< 1Al
Or, .
Amin(AL/2) = Amax(A7H?) = |A7?||5.

D’ou la thése.
]

Notre but est d’arriver & une formule pour les dérivées de la fonction ¢.
Supposons que ¢ désigne la fonction réguliere de Fischer-Burmeister (2.12).
Nous allons montrer que P'égalité

I¢(X +U, S+V, 7+p)~¢(X, 8, 7) = VX, S, T)(U, V, u)ll2

= o(llIV, V, mlil)

est satisfaite pour tout (U, V, p) € 8" x §™*" x IR tendant vers (0, 0, 0),
oit V@(X, S, 7) est 'opérateur linéaire adéquat désignant le gradient de ¢
au point (X, S, 7). Afin d'y arriver, nous décomposons la fonction ¢ en
r;b(X, S, T) = $1{X, I, T) - ¢‘2(X1 S, T) avec

$1(X, 8, 7)i=X+8, X, 8, 1) = (X2 +8%+2r2)2,
Nous pouvons aisément constater que ¢; est différeritiable grace a I'égalité
VQSI(X} S; T)(Us V) J”) =U+V

En effet, nous avons

o K, 8, 7) 1, V) — hi(X, ,7)
t—0 {

X H+tU+S+HV-X -8
= lim
t—0 t

=U+V

Le cas de ¢9 est plus compliqué. Définissons

E = (X% + 8%+ 272)1/2
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et supposons F définie positive. Soit
Lp[X]=EX+ XF

I'opérateur de Lyapunov correspondant. La définie positivité de E assure que
I’équation de Lyapunov Lg[X] = H a une solution unique dans I'ensemble
des matrices symétriques pour chaque H € 8™*". (cfr [11, Théoréme 2.2.3]).
Ainsi, Vinverse Ly;' de Lg est bien défini et LZ'[H] correspond & V'unique
élément X vérifiant EX + XE = H.

De plus, nous définissons la matrice D de la sorte

D= ((X+U)+(S+ V)2 +2(r + p)2D)/2

Un calcul rapide montre que D? — B2 = Lgy|D — E] + (D — E)?.
En effet,

LplD-El+(D-E) = E(D-E)+(D-E)E
+(D?* + E? - ED — DE)
= ED-FE’+DE-FE*+D?+ E?
-ED - DE
= D? - E?
L’application de L};l a cette équation et la réorganisation des termes donnent

E-D =Lg'[(D-E)* - (D*- E%]
= L;'|(E - D)

Par la linéarité de Lgl, NOUS avons

d)?(X + Ul S+ V: T +1u’) - ¢2(X7 3, T) - V¢Z(X: S: T)(U% V: Ju’)
= —v¢2(X: S: T)(Ua V: }L) * (E - D)
= —Vo(X, S, THU, V, p) + L XU + UX + SV + V8 + drul]

+ LG U? + V2 + 2421 - L (E — D)2,
(2.15)
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De fagon évidente, nous avons
1L U2 + V2 + 26 1)r = O, V, wIP)-
En effet,
WL U2 + V2 + 2200 r < cllU2+ V242042
<e(lUllF + V2P + 202 F)
< e(|UI + IVIE + 12).
En vertu du lemme 2.3 et des propriétés d’équivalence des normes,
I(B-DYr <|E-DIf <mlE* - D%
=m|| XU +UX + 8V + VS +4rul + U2+ V2 + 221}
= o(lliw, v, mll*).
pour une constante y; > 0 indépendante de U, V, . Cela implique que
1L [(E — D))l = O(IHT, V, m)III?).
Par conséquent, en posant
Véo(X, S, 7)WU, V, u) := L [XU + UX + SV + VS + drul],

il suit immeédiatement de (2.15) que $2 est différentiable en (X, S, 7). Nous
avons ¢ différentiable en ce point. Cela prouve la partie principale du premier
énoncé du résultat suivant :
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Théoréme 2.2 Soient X, S € S™*" deur matrices données et 7 € IRy,

1. Si ¢ est donné par (2.12) et X?+-8?+4-272I - 0, alors ¢ est contindment
différentiable en (X, S, T) avec:

VX, S, 10U, V, p) = U+V-LF[XU+UX+ SV +VS]

_LE,}HT#I]) ( )
2.16
on E = (X% + 8% + 2721)1/2.

2. Si ¢ est donné par (2.18) et (X — 8)%2 + 4721 = 0, alors ¢ est contind-
ment différentiable en (X, S, 7) avec:

VX, 8, WU, V, n) = U+V-L5 (X -S)U -V)]

LG (U = V)(X — 8) + 8rpl),
(2.17)
ot B = ((X — 8)? +4721)}1/2,

Preuve:

1. La différentiabilité de la fonction réguliére de Fischer-Burmeister suit
de la discussion précédente. Nous voyons que V@(X, S, 7) est continu en
(X, S, 7) par linéarité de Popérateur. Nous concluons que ¢ est contind-
ment différentiable en (X, 5, 7).

9. Nous savons que F := ((X — 8)? + 4721)1/2,

Soit
D:i=((X=S+U-V)+4(r +p??DV2%

Utilisons le résultat suivant : D? — E? = Lg[D — E]+ (D — E)? et appliquons
L}}l a cette équation. Nous obtenons

E-D = Lg((E-D)
~LRUX —S)U = V)Y + (U = V)X =8+ (U - V)
+L BTl + 4p21)).
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¢ est divisé en deux comme pour la premiére partie. La partie correspondant
i ¢ reste identique. Puisque LEI est linéaire, nous avons

$o(X +U, S+V, 7+ p) — ¢2(X, S, 7) = Véo(X, S, 1)U, V, p)
= (B —~ D) - VX, S, T)U, V, 1)
= —Véu(X, 8, VU, V, 1)
+LGHX = SYU = V) + (U = V)X = §) + 8rpl]
~LE(E - D) + LU — V)2 + 44421).
Grace au lemme 2.3,
I(E - DY|ir
< |E - Dl < ||1B* - D?|I%
< ll(X = SYU = V)+ U = V)X = 5) + (U — V)% + 87pl + 42T)%

=O(llu, v, wll*)

pour une constante 49 > 0 indépendante de U, V, u.
De plus,
IL5 U = V)? + 42L)lr = O, V, wII*

D’ol, en posant
Véa(X, S, VU, V, p) = ~Lg' (X = $)(U = V) + (U = V)(X - 8) +8rpl]

nous arrivons & ¢ différentiable en (X, S, 7). Nous venons donc de montrer
que ¢ est différentiable.
Puisque I'opérateur est linéaire, nous remarquons que V¢(X, S, 1) est conti-
nue en (X, S, 7).

O

Notons que ce théoréme implique que si 7 > 0, alors les deux fonctions ¢
sont continfiment différentiables partout.
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Chapitre 3

Description de 'algorithme.

Nous voulons maintenant exploiter nos résultats précédents pour obtenir
un algorithme approprié pour la solution des conditions d’optimalité (1.3},
et, par conséquent, pour la solution des programmes semi-définis primal dual
cités ci-dessus. La fagon la plus adéquate est d’utiliser la fonction suivante:

m
Y MAi+S-C
i=1 : (3.1)
Ai e X — b (z = 1,...,m)
#(X, 5)

P(X,\,5) =

avec ¢ étant la fonction de Fischer-Burmeister (2.1) ou la fonction minimum
(2.8). Les propositions 2.1 et 2.3 impliquent directement que

(X*, A*, §%) résout (1.3) ssi (X*, A*, S*) est solution de (X, A, S) =0.

Cependant, résoudre le systéme non linéaire d’équations ®(X, A, §) = 0 est
une tache non triviale parce que ¢, et par conséquent ®, sont non différen-
tiables en général.

I’idée est de remplacer la fonction non réguliére @ par la fonction différen-
tiable

iAiAi+S~C

O (X, N 5= i=1 . (3.2)
Ai o X — bi (% = 1,...,m)

¢T (X) S)
ol ¢, désigne soit la fonction régulidre de Fischer-Burmeister (2.4) ou la fonc-

tion réguliére minimum (2.10). Nous avons une équivalence entre le systéme
non linéaire d’équations ®,(X, A, §) = 0 et les conditions de la trajectoire
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centrale {(1.4).
Considérons d'abord 7 comme une variable indépendante. Définissons la
fonction @ : S™* X IR™ x 8™ x IR = §™*" x IR™ x §™*" x IR par

m
> NAi+8-C

2.
OX, N8 1)=| AjeX—b (i=1ym) | (3.3)
$(X, S, )

T

ol ¢ représente une des deux fonctions données par (2.12) ou (2.13). Mis a
part le fait que 7 soit une variable indépendante plutdt qu'un paramétre, la
fonction © différe aussi de la fonction @, par Pajout d'une ligne tel que

(X, A S, 1) =0 (3.4)

est un systéme carré d’équations. La derniére équation, 7 = 0, implique di-
rectement que le systéme (3.4) est équivalent aux conditions d’optimalité
(1.3) elles-mémes. De plus, il suit du théoréme 2.2 que © est une fonction
continiiment différentiable en chaque point (X, A, S, 7). La véracité de cette
proposition vient du fait que 7 soit strictement positif. Cette condition sera
garantie par notre méthode.

L'idée principale de notre algorithme est de résondre le systéme d’équa-
tions (3.4) par la méthode de Newton. La convergence globale de cette mé-
thode sera atteinte en suivant un voisinage adéquat de la trajectoire centrale.
Le voisinage utilisé dans ce cas est

N(B) :{(X: A: S} T) | Ai’XZbi Viml,..., m,

3" Md; +8 = O, 90X, 8, 7)lr < ﬁf} , 69

i=1

ol 3 est un nombre positif.

Une convergence locale rapide sera assurée par un pas Prédicteur judicieu-
sement choisi.

Afin d’alléger la notation, introduisons les abréviations suivantes:

Wk.—= (X%, N¥ 8k} o k est 'indice d’itération. Enongons notre méthode
de type réguliére pour la résolution des programmes semi-définis.
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Algorithme,

Etape 0: Mnitialisation.
Choisir W0 = (X0, A0, §0)e 877 x IR™ x §™*" avec S A4, + 8% = C
et Aje X0=b,(i=1, ..., m).
Choisir 79 > 0, A > 0 avec ||¢(X?, S°, 7)llF < B0, et poser k := 0.
Choisir @, a1, a2 € (0,1).

Etape 1: Pas Prédicteur.

Soit (AW, Arp) = (AX®, AN, AS*, Arp) € P x IR™ x S x IR

une solution du systéme

AW

k
vet, ) ( yn

) = —@(Wk, ’J‘k)- (3'6)

Si [lp(X* + AX*, §¥ + AS*, 0)||F = 0, STOP.
Autrement, si

o(X* + AXE, S 4 ASK, 7o)l > B,

alors poser .
WE =W F = noet g =1,

sinon poser 7 = af ol s est un nombre non négatif avec
(X" + AXE, SF + AS*, ofn)lle < Bread, r =0, 1,.., s et
lp(X* + AXE, 8% + ASY, aftn)lle > Breoit,
el poser

Wk si §=0

f Wk .
7 =T of W= { wW* + AWk sinon.

Etape 2: Pas Correcteur.

Soit (AW*, A7) = (AXE, AX*, AS* A%) une solution de

VO, 7) ( ﬁ? ) — O, %) + ( ” _Oam ) (3.7)

Soit 7}, le maximum des nombres 1, ag, a,..., tel que

(X" + G AXE % + AT, 7 + ATF < (1 -57)F7%  (3.8)
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poser
WhH = WE L 5 AW 1y = (1= 67)7, k< k+ 1,

et aller & I'Etape 1.

11 est aisé de constater que tous les itérés (X%, A, $%) et (X*, ¥, §*) en-
gendrés par l'algorithme ci-dessus sont admissibles pour les conditions d’op-
timalité (1.3) dans le sens que les deux équations suivantes

m

Z)\Q’Ai +SF=C, Ao X =0b; (i=1,.,m)
i=1
ef (3.9)
e Ll -~ ~
ZA:‘:A;'{"Sk:C, A%’_Xk:b-i (i:l,_“,m)
i=1

sont satisfaites pour tout k € IN. n

Nous verrons par la suite que toutes les matrices X*, §* et X*, §* sont
automatiquement symétriques. Ceci constitue une différence avec les meé-
thodes de points intérieurs. Ces derniéres doivent, pour assurer la symétrie
de leurs directions, symétriser les conditions de la trajectoire centrale. Mais
il est important de souligner que les matrices de cet algorithme ne sont pas
nécessairement définies positives ou semi-définies positives.

Le critére de terminaison utilisé dans PEtape 1 de Palgorithme, i.e.,
l6(X* + AX* SF 4 AS* 0)|lF = 0 est justifié par les propositions 2.1
et 2.3 ($(X,8)=0& X = 0,5 >0, X5 =0). Combinant ceci avec notre
discussion sur 'admissibilité des itérés, nous avons

lp(X* + AXE, S8 + AS% O)llF =0
551
W 4 AW est une solution des conditions d’optimalité.

Pour 'analyse théorique de I'algorithme, le critére de terminaison n’est ja-
mais satisfait lorsque l'algorithme génére une suite infinie.

La régle de mise 4 jour de 744 dans 'Etape 2 de I'algorithme peut étre
formulée de maniére plus standard, i.e., 711 = T, +7pATs. Cette observation
résulte de la derniére équation du systéme linéaire (3.7) du pas Correcteur
de l'algorithme. En effet, cette équation donne A7y, = o7}.

Dans 'algorithme sus-cité, nous devons résoudre un systéme linéaire
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d’équations dans le pas Prédicteur ainsi que dans le pas Correcteur. Cette
résolution se fait en utilisant les deux matrices possibles. Nous entendons
par 13, les deux formulations possibles de VO({W, 7). Le colt est donc plus
élévé que ce qui est habituellement fait dans le cas des méthodes de points
intérieurs.

Malgré tout, les résuliats de convergence obtenus restent vérifiés avec la
modification suivante de Palgorithme: si le pas Prédicteur est accepté avec
ni < 1, nous passons outre le pas Correcteur. Nous posons donc whtl .=
Wh + AW*, 7301 := m7r, k = k + 1 et allons 4 I'Etape 1. L’algorithme ne
doit plus résoudre qu'un systéme linéaire. Dans 'autre cas, les deux systémes
4 résoudre possédent la méme matrice des coefficients.

Le but est de montrer que l'algorithme est bien défini. 1l suffit de vérifier
que les systémes linéaires (3.6) du pas Prédicteur et (3.7} du pas Correcteur
possédent une solution unique. Pour cela, nous avons besoin de quelques
propriétés de Popérateur de Lyapunov.

Lemme 3.1 Soient A, B € 87" et soient Ly et Lp les opérateurs de
Lyapunov correspondant avec leur inverse L;I et Lgl. Alors, les asser-
tions suivantes sont éguivalentes :

(a)L 4 et Lp sont auto-adjoints.

(b)LE1 et Lgl sont auto-adjoints.

(c}Lao Lp et Lgo Ly sont fortement monotones.

()17 o Lp et L' o L sont fortement monotones.

Avant de donner la preuve du lemme, rappelons la définition : I est fortement
monotone s'il existe p € R tel que

(F(z) - F(y), = —y) > plle —ylI* Vz,y€S.
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Preuve du lemme 3.1:
(a) L'opérateur L4 est auto-adjoint. En effet, solent X, Y € §™". Alors

La[X}oY = tr(La[X]Y) =tr({AX + XA)Y) = tr(AXY) + tr(X AY)
= tr{(XY A) + tr(XAY) = tr(X(Y A + AY))

=tr(XLa[Y]) = X o L[Y].

(b) L’opérateur L' est auto-adjoint. En effet, par la définition de I'inverse
d’un opérateur et par (a), nous avons pour tous X, § € §™**

LiX]eY =L X]e LalLi'[Y]]
= LalL{'[X]) e L3'[Y]

= X ] LZI[Y]-
(c) En utilisant (a), nous obtenons, pour tout X € §***,

(LaoLp[X])e X = Lp[X]e La[X]=itr(Lp[X]La[X])
= tr((BX 4 XB)(AX + X A))
=tr(BXAX + XBAX + BXXA+ XBXA)
=tr(2BXAX + X%(BA + AB))
= 2r(BXAX) +tr(X?*(BA + AB))

= 2||BV2X AV?|% + tr(X (BA + AB)X).
(3.10)
Puisque BA (AB) est semblable 3 BY/2ABY/2 (A2 B AY?) et que A, B sont
symétriques définies positives, il suit que BA et AB ont leurs valeurs propres
réelles et positives. D’ot la matrice symétrique BA+ AB est définie positive.
Par conséquent, la matrice X (BA+ AB)X est semi-définie positive et vérifie

ir(X(BA+ AB)X) > 0

pour tout X € 8™ De plus, comme la fonction X - ||BY2XAY?||p
définit une norme et que toutes les normes sont équivalentes en dimension
finie, il existe une constante p > 0 telle que

WBY2X AV g > pllX|lr VX ¢ 8™ (3.11)
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Combinant (3.10) et (3.11), nous obtenoens:
(Lo Lp[X])) o X 2 2|B'*X AV?|% > 2% | X I

i.e., Ly o Lp est fortement monotone sur S™*7,

Pour voir que Lgoll 4 est également fortement monotone, il suffit d’intervertir
le role de A et B.

(d) Puique L, est auto-adjoint par (a), nous obtenons, pour chaque X €
Snxn,

(L3 oLplX]) e X = (L3'oLpoLa[Y])e LalY]

= (LpoLa[Y])eY

en posant Y := L;ll[X]. Cependant, Lg o L 4 est fortement monotone par
(c). D’ou (d) suit de (c).
O
Si nous parvenons & montrer que la fonction linéaire VO{X, A, S, 7) est
inversible, nous pourrons en déduire que les systémes linéaires (3.6) et (3.7)
de 'algorithme ont une solution unique. Pour atteindre notre objectif, nous
introduisons I’hypothése suivante :

Hypothése 3.1 Les matrices A; (i = 1,..., m) sont linéairement indépen-
dantes.

En utilisant le lemme 3.1 et cette hypothése, nous arrivons & démontrer
que VO(X, A, S, 7) est une bijection. Notons que, dans ce cas, la direction
(AXE AN AS® Ar) du pas Prédicteur ainsi que celle du pas Correcteur
(Af k ANF, ASk, AT}) seront bien définies.

Proposition 3.1 Supposons que Uhypothése 3.1 est satisfaite. Alors, la
fonction linéaire VO(X, A\, S, 1), avec ¢ définie par (2.12) ou (2.13), est
bijective pour tout (X, A, S, 7) € S™*" x IR™ x 7" x IR, .

Preuve:

Soient ¢(X, S, 7) := X + 8§ — (X% + §% 4+ 271}/ et

(X, A 8, 7) € 8" x R™ x §™*" x IRy, fixé. Comme VO(X, A, S, 1)
est une fonction linéaire de l'espace vectoriel " x IR™ x §**" x IR de
dimension finie dans lui-méme, nous vérifions seulement que cette fonction
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est injective. Il est suffisant de montrer que le systéme
VO(X, A, S, T)(AX, AX, AS, A1) =(0,0,0,0)

ou, de maniére équivalente, que le systéme

m
Y ANA+AS = 0 (3.12)
i=1
AjeAX = 0 (i=1,.,m) (3.13)
V(X, S, T)AX, AS,At) = 0 (3.14)
Ar = 0 (3.15)

a (AX, AX, AS, Ar) = (0, 0, 0, 0) comme seule solution.

De la derniére équation de ce systéme, nous obtenons Ar = 0.

En posant B = (X2 + 82 + 2721)1/2, grice au théoréme 2.2 et & 'équation
(3.14), nous avons

AX +AS - LG [XAX + AXX + SAS + ASS] = 0.

L’application de Lp des deux c6tés de 'équation et la réorganisation des
termes nous donnent

Lp-x[AX)+ Li_s[AS] = 0.

Comme E — 8 = 0, 'inverse LEL_ 5 existe et nous obtenons:

Lzl o Lp x[AX]+ AS =0. (3.16)

Par (3.12) et (3.13) et en prenant le produit scalaire avec AX, 'équation
{3.16) devient

(3.17)
= L7 goLp x[AX]eAX.

Comme £ — X = 0et B~ 8 > 0, il suit du lemme 3.1 (d) que 'opérateur
Lglh g @ Lr_x est fortement monotone. Par conséquent, (3.17) implique im-
médiatement que AX = 0.

En effet, par la définition de fortement convexe, nous déduisons de

0 > pllAX|2 ot p > 0 que AX = 0. Nous tirons ensuite de (3.16) que
AS = 0. Enfin, I'hypothése d’indépendance linéaire des matrices et (3.12)
entrainent que Ax = 0.

Pour la fonction ¢ définie par (2.13), la démarche est analogue.
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Daus cette démonstration, nous avons supposé que la matrice F—.S était
définie positive. Montrons-le grace au lemme suivant.

nxXn

Lemme 3.2 Soient F € Sif;n et § € S G B? - §? ¢ SE1" alors
E-S§e8H"

Preuve:
Fixons E € STi" et § € S™*™ tels que E? — §% € SP{".
51 nous prouvons que

E— |8 e S¥X"

ot |S] = (§2)'/2, alors F — S sera symétrique défini positif car |S] — S est
symétrique semi-définie positive (cfr. [11, page 182]).
Supposons, par absurde, que E — |S| ¢ S75". Alors

Fv e R, v #0et I\ € (—o0, 0] tels que (F — |S|)v = Av.
Sachant que I’égalité suivante
(B +S)(E - 19]) + (E — |S|ME +|S|) = 2E? — 25% € 835",
est vraie, nous obtenons
0 <oT[(B+|SN(E - |8]) + (E - |SN(E +]SD].
Or (£ —|9])v = Av. D'out
0 < WT(E +|8))v + M (B4 |S))v = 22T (E +|S|)v < 0.

La derniére inégalité vient du fait que (£ + |S|) est défini positif, v # 0
et A < 0. Nous arrivons ainsi & une contradiction. La supposition est donc
fausse et la thése est satisfaite.

]

En se basant sur les précédents résultats, nous montrons que l'algorithme
est bien défini sous ’hypothése 3.1.

Théoréme 3.1 L’algorithme est bien défini sous Uhypothése 3.1. De plus,
les itérés WE = (XF*, X6, SF}, p, WH = (X%, A%, §%) et 7 appartiennent
au voisinage N(B).
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Preuve:
Griace 4 la proposition 3.1, il nous suffit de montrer que les deux stratégies
de backtracking de lalgorithme, i.e., celle de I'Etape 1 et celle de 'Etape 2,
sont bien définies.
1) Considérons la premiére stratégie. Si nous supposons que l'algorithme
engendre une suite infinie, le critére de terminaison dans I'Etape 1 n’est pas
vérifié. Doy,

lo(x® + AXF, S + AS% 0)||F > 0

pour n'importe quel k& € IN. Puisque la fonction 7 — {|¢(X, S, )l est
continue, la stratégie de backiracking de ’Etape 1 se termine en un nombre

fini de boucles internes.
En effet, prenons s = 0 et regardons la stratégie de backtracking.

|(XE + AXF, 8% + AS*, o)l < Brred, 7 =0, 1,..., s,

Ip(X* + AXE, 8%+ ASF, i lr > Brialth,

Dans ce cas, of = 1 et la premiére inégalité est automatiquement satisfaite.
5"l n'existe pas de s tel que

Ip(X* + AXH, SF + ASH, aftn)lie > Brecd™!,
soit vrai, nous aurions

(X" + AXF, 5%+ ASE, of " n)lle < friai™
et en passant a la limite

|p(XF -+ AXF S+ ASE 3T )7 > 0
et
ﬁv’ka‘fﬂ — 0.

Ce qui est impossible. D’on, les itérés W* et 7 sont bien définis. De plus,
ils remplissent la condition de voisinage. Prouvons-le.
Soit WO = (X°, A%, 8%) tel que

l$(X°, 5%, 7)lir < Bro.

Si
l$(X° + AX°, 8° + AS®, 7)|lF > Bro,

la mise & jour est .
Wo.=W0 Ty = et ny:=1.
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Comme les valeurs prises par les différents paramétres sont inchangées, la
condition est toujours satifaite.
Par ailleurs, si 'inégalité

lp(X° +AX®, 8%+ ASY, no)llF < Bro
est vraie, nous calculons 7; = of oll s est un nombre non négatif avec
lo(X® + AXO 8%+ ASC, ofmp)llr < Broad, r =0, 1,.., s,
I$(X° +AX°, 8° + AS®, ait 7o) |5 > Broaitt,
La mise & jour est alors

wo 51 =0

L 70 .
7o =70 et W= { WO+ AW?®  sinon.

En se souvenant de (3.9), 'itéré vérifie donc la condition de voisinage.
La preuve est semblable pour les autres itérés k > 1.

2) Considérons & présent la longueur du pas de 'Etape 2 et définissons la
fonction ¥(X, S, 7) = [|[¢(X, S, 7)||F. Alors, les régles standards de calcul
différentiel impliquent

¥ (XF, 8%, 7)(AXE, Ak AT

.. S(XE, B*, 7)ave(KE, §F, 2 )(AKE, ABF, A%) (3.18)
[6(XF, 3%, 7l '

= —|p(XF, 8%, 7)llr

Supposant que Ie calcul de la longueur du pas ne se termine pas en un nombre
fini de boucles internes 4 'Etape 2, nous obtenons, pour tout £ € IN,

I$(X* + AAXE, §* + b AS*, T, + chAT)||p > (1 — Gab)B7.
L'inégalité 87, > jjqﬁ(f’”, S*, Te)||F étant satisfaite car les itérés appar-
tiennent au voisinage, nous en déduisons
(X" + s AXE, 8% 4 b ASF, 7o+ b AT F > (1--Tob)ll$(XF, 5%, 7i)llr
ou de maniére équivalente

lg(Xx+ab AR, S5 +ab ASE, i +at ARIR—II0(X*, 5%, Tlle
o

> —F|pXE, 55, R)llp Vi€ N
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Passant & la limite ¢ — oo et utilisant (3.18)}, nous avons
—llp(X*, B, Al = ' (XF, B¥, T)(AKE, ASF, ARy
> —3$(X*, 5%, 7l
D’on, q&(f’”‘, gk, 7y) = 0 car ¢ € (0, 1). Donc, quand ¢ — oo,
(K" + abAXE, 5% 1 b AS*, 7 + abAT)||F — 0.

Par ailleurs, (1 - 5ab)B7, > B lorsque ¢ — oo car af — 0. Or, par
hypothése, nous avons, pour tout ¢ € IN,

p(XF + B AXE, B + b ASE, i + b AT [IF > (1 — 5ab) BT

Ce qui n'est pas possible. La recherche linéaire de PEtape 2 est par consé-
quent bien définie.
L’appartenance des itérés au voisinage N (f) est une conséquence directe des
régles de mise & jour de 'algorithme.

0
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Chapitre 4

Convergence, Calcul du point
de départ et Critére d’arrét.

4.1 Convergence globale.

Remarquons que les régles de mise & jour du paramétre 7 dans notre
algorithme assurent la décroissance monotone de ce paramétre et sa positivité
& chaque itération.

Théoréme 4.1 Si la suite {W¥} = {(X*, X, S%)} engendrée par Ualgo-
rithme posséde un point d’accumulation, alors la suite {71} converge vers
zéro. En particulier, chaque point d’accumulation de cette suite {W*} est
une solution des conditions d’optimalité (1.3).

Preuve:

1) Puisque la suite décroit de fagon monotone et est bornée inférieurement
par zéro, elle converge vers . > 0. S5i 7. = 0, c’est fini. Supposons 7. > 0.
Alors, les régles de mise & jour A ’Etape 1 de ’algorithme donnent

Wk=Wk,?k=Tk et ’l]k:]. (41)

pour tout k € IN suffisamment grand. Si nécessaire, nous supposons, sans
perdre de généralité, que (4.1) est vérifiée pour tout &k & IN.

Nous avons 7, > ) donc nous ne pouvons aveir la mise & jour 7 = n 7. En
effet, g, — 0 au fur et & mesure que s augmente car n, = o et nous aurions
alors 7. = 0, ce qui est contraire 4 I’hypothése faite sur 7,.
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La régle de mise & jour de I'Etape 2 de l'algorithme donne
k-1
T = To H(l — o).
=0

Comme, par hypothése, 1. = 7. > 0, il suit que limy, {5 7 = 0.

La taille du pas gy := /g ne satisfait pas le critére de recherche linéaire
(3.8) du pas Correcteur pour tout & € IN suffisamment grand.

En effet, 7 est le premier des nombres 1, az, aZ,..., tel que I'équation (3.8)
soit vérifice. Cette équation n’est donc pas satisfaite pour le précédent, i.e.,
/a2 = pr.. Nous avons donc

l6(X* + o AXE, §* + 5 ASE, 7 + kAT r > (1 — 65%)B7e.  (4.2)

pour tous ces k € IN.

Maintenant, soient W* = (X*, A*, §*) un point d’accurnulation de la suite
{W*) et {W¥*}x une sous-suite convergeant vers W*. Puisque 7. > 0, par
(4.1) et la proposition 3.1, la suite correspondante {(AW’“, A7)} i converge
vers (AW*, A7) = (AX*, AN, AS*, A7) oit (AW*, A7) est solution du
systéme linéaire

ao)T.

AW)

W) =—emr, )+ ( a HOA) * ) (4.3)

VO(W*, 1) (

En particulier, la suite {(AW", AT )}k est bornée. En utilisant {pp}ix — 0
et en prenant la limite & — oo sur le sous-ensemble K, nous obtenons de
(4.1), (4.2) et de la continuité de la fonction ¢(-, -, -}

l$(X*, §*, 7)llp 2> Bre > 0. (4.4)

D’autre part, nous obtenons de (4.1), de (4.2), de la définition de voisinage
N(B) et du théoréme 3.1

I$(X* + A XE, §* 4 5ASF, 7 + ATy |
> {1 — 56k) A7k
= (1 — 5Pk) 87k

> (1 - 3p)llg(X*, 5% m)llr
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pour tout & ¢ IN suffisamment grand. En tenant compte de (4.1), I'inégalité
devient

$(RE+5 AR, §545, ASH, 71451 AR =X * 8%, 7)llr
3

> 3l p(X*, $*, m)lp.

La fonction ¥(X, S, 1) = ||¢(X, S, 7)||r étant continliment différentiable
en (X*, §%, 7.) car 7, > 0, le passage & la limite dans l'inégalité précédente
nous donne grace a (3.18)

—[l¢(X™, 8% mllr 2 —FllH(X7, §* )llF (4.5)

Comme @ € (0, 1), nous avons alors [|¢{X*, S*, 7.)||Fr = 0 qui est en contra-
diction avec (4.4).

2} Soient W* = (X*, X*, §*) un point d’accumulation de la suite {IWW*} =
{(X*, Ak §%)} déterminée par Palgorithme et {W*} k une sous-suite conver-
geant vers W*. La premiére partie du théoréme prouve que

lim 1, = 0.
k—roo

Comme tous les itérés appartiennent au voisinage M (f3}, par le théoréme 3.1,
nous en déduisons

¥ Qgx —_1; k ok : —
lo(X*, S ,O)HF—%IEI}} lo(X*, 87, m)llw Ség}}ﬁm—O

L’admissibilité des itérés et les propositions 2.1 et 2.3 impliquent que
W* est solution des conditions d’optimalité {1.3).

O

La conséquence principale de ce théoréme est la convergence globale
de Palgorithme. Remarquons que le résultat de convergence globale dépend
seulement du pas Correcteur. Le choix précis du pas Prédicteur dans notre
algorithme n’a aucune influence sur ce résultat.

4.2 Convergence locale.

L’objectif & atteindre: prouver que la suite {7} converge superlinéaire-
ment vers zéro.
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Définition: La suite {73} converge superlinéairement vers 0 s'il existe
une suite ¢ — 0 telle que ||7p41|| < exl|7x|l pour k suffisamment grand.

Comme la convergence locale dépend de certaines propriétés du pas Prédic-
teur de notre algorithme, énoncons I'hypothése suivante:

Hypothése 4.1 La suite {7} engendrée par Ualgorithme converge vers {}

AWE
ATy

ot (AW*, A) est la direction calculée dans le systéme (3.6) du pas Pré-
dicteur.

H=om) (16)

Pour justifier cette hypothése, nous constatons d’abord que le théoréme 4.1
est une condition suffisante pour que la suite {7} converge vers zéro. Pour
comprendre I'équation (4.6}, nous supposons que la suite des opérateurs in-
verses VO(W*, 7,)~! est bornée lorsque k£ — oco. Ainsi, nous obtenons du
systéme linéaire (3.6} de notre algorithme que (4.6) est satisfait, & condition
que le membre de droite du systéme (3.6) soit de Pordre de O(7y).

En effet, quand VO~! est borné, (3.6) nous donne

W(““)W cli=® mm

Nous arrivons au résultat souhaité.

1l reste & prouver que le membre de droite du systéme linéaire (3.6) de
'algorithme est de lordre de O(7y). De part Padmissibilité des itérés et
’appartenance de ces derniers au voisinage A (), nous avons

o™, mlll = /lle(X®, S&, n)ll3 + 7
< [l9(X*, 8%, m)lle + 70

< B+ 1 = O(11).

Cette relation sera aussi satisfaite si nous remplacons le membre de droite
du systéme linéaire (3.6) par —@(W*, 0). En effet, le corollaire 2.1 et le
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théoréme 3.1 impliquent
oWk, o)lll = ll¢(x*, 5%, 0)llr

< |lp(X*, 8%, ) — S(XE, Sk, O)l|p + ll¢(X*, S*, m)llp
< H\/ﬁ’r‘k'{"ﬁfk

= O()

oll & > 0 est la constante donnée par le lemme 2.2.

En particulier, toutes les propriétés de convergences locale et globale de P’al-
gorithme restent vérifiées si nous utilisons cette modification du membre de
droite du systéme (3.6).

Afin d’énoncer une condition suffisante pour que I’hypothése 4.1 soit satis-
faite, introduisons ’hypothése suivante:

Hypothése 4.2 Soit (X*, X*, §*) une solution des conditions d’optima-
lité (1.3) telle que

(a) (Complémentarité stricte) X* + 5% > 0,

(b) (Non dégénérescence) Pour tout (AX, AN, AS) satisfaisant

m
Y ANAi+AS=0et Ao AX =0 (i=1,.,m),
i=1

Uimplication suivante est vérifide :

X*AS +AXS* =0= (AX, AS) = (0, 0).

Par le prochain théoréme, ’hypothése 4.1 sera vérifiée sous les hypothéses 3.1
et 4.2 si les itérés (X*, A¥, S*) engendrés par Ialgorithme convergent vers
une solution (X*, A*, S*) satisfaisant les deux conditions de Phypothése 4.2.

Théoréme 4.2 Supposons que les hypothéses 8.1 et 4.2 sont vérifiées en
une solution (X*, \*, %) des conditions d’optimalité.
Alors la fonction lindaire VO(X*, A*, 5%, 0} est bijective.

Preuve:
Considérons le cas ou ¢ est donnée par (2.12). Définisons F := ({X*)? +
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(5*)2)1/2, Par la supposition de complémentarité stricte, il est ais¢ de consta-
ter que E est une matrice définie positive.

En effet, nous savons que X* + 5* = 0 et X*, §* est solution de (1.3). D’ou
H(X*, 8%) = 0,ie, X* + 8 = ((X*)? + (8927 et donc E est définie
positive.

Le théoréme 2.2 nous permet alors de dire que © est continGment différen-
tiable en (X*, A*, §*, 0).

Pour voir que VO(X*, A*, §*, 0) est bijective, nous devons seulement mon-
trer qu'elle est injective. Pour cela, considérons 1’équation

VO(X*, N, 8%, 0)(AX, AX, AS, Ar) = (0, 0, 0, 0)

et prouvons que (AX, AX, AS, A7} = (0, 0, 0, 0) est la seule solution. La
derniére équation donne
At = 0. (4.7)

En tenant compte de ceci et en utilisant le théoréme 2.2, nous pouvons
réécrire les trois premiéres équations cornme suit

Zm: AMNA; + AS =0, (4.8)
i=1
Aie AX =0 (i=1,.,m), (4.9)
AX +AS — L X*AX + AXX* + S*AS + ASS*] =0. (4.10)
Par la preuve de la proposition 3.1, I"équation (4.10) devient
Leg_x+[AX]+ Lg_g-[AS] = 0. (4.11)

Comme (X™*, A*, §*) est une solution strictement complémentaire des condi-
tions d’optimalité, le produit X*S* = 0 et donc X* et S* commutent. Ces
deux matrices peuvent étre diagonalisées simultanément par une transfor-
mation orthogonale. Nous pouvons trouver une seule matrice orthogonale
Q € IR™*™ et des matrices diagonales Dy et Dg € IR™*" telles que

X*=0Q"DxQ et §* = QT DsQ. (4.12)
Par (4.12), un simple calcul donne
E-X*=8"etE- S =X* (4.13)
L'équation (4.11) peut étre mise sous la forme suivante:

S*AX +AXS" + X*AS+ ASX™ =0.
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Combinant (4.8), (4.9), Phypothése (4.2) et le lemme 6.2 de [14], nous avons
(AX, AS) = (0, 0).

Comme les matrices A; sont linéairement indépendantes par 'hypotheése 3.1,
il suit de (4.8) que
AX=0.

Le cas ot ¢ est définie par (2.13) est analogue.
O

Nous soulignons que ce théoréme fournit seulement une condition suffisante
pour que ’hypothése 4.1 soit satisfaite.

Débutons I'analyse du comportement local de 'algorithme avec un résul-
tat technique.

Lemme 4.1 Supposons Uhypothése 4.1 satifaite. Alors

Ip(X* + AXE, SF + ASE, 7 + Al = o(m).

Preuve:
Par le systéme linéaire (3.6) de I'algorithme, nous avons

VH(XE, 85, n)(AXF, AS*, Any) = —¢(XF, 8%, ).
Appliquer le théoréme de la valeur moyenne sous forme intégrale donne

Hp(XE + AXE Sk + ASE 71 + A5

! AXFE
= / Vo(XF + gAX*, S* 4+ nASF, 7 +nAn,) ( ASE )dn
0 ATy,

+ qf)(Xk: Sk: Tk)”p

1
[ [PH0xE 4 naxt, S5+ nash, e +nan) - Vo(x*, S, )
0

AXFE
ASF | dy
ATy, P
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1
< f [[VoX* +nAXE, 8% 40, 7 +ndn) - Vo(x¥, $¥, )]
0

AXF
ASk dn

A’Tk F

AXE
=1 0 AS*
A’Tk

ott la derniére égalité provient du fait que ¢ est contintiment différentiable.
Utiliser I'hypothése 4.1 et W* = (X*, §*, 7;,) donne

AW < er.

La thése suit.
[

Gréce au prochain résultat, nous serons & méme de prouver la conver-
gence locale superlinéaire de la suite {7y}

Lemme 4.2 Supposons Uhypothése 4.1 satisfaite. Soit 8 une constante
vérifiant linégalité B > k\/n 0@t k désigne la constante du lemme 2.2.
Alors la suite {n} définie dans UBtape 2 de Ualgorithme converge vers
z€ro.

Preuve:
Soit € > 0 arbitraire. Par le systéme linéaire (3.6) de notre algorithme, nous
savons que A7p = —7g. Du lemme 4.1, nous obtenons

(X" + AX*, S¥ + AS*, 0)||r
= ||p(X* + AXE, 8% + AS* 7 + Ar)ilp
= o(1y).

D’oq, il existe un index K, € IN tel que

(X% + AXE, 5%+ ASH 0)||F <emp Yk 2> K.
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Alors, Vi > 0, Yk > K, nous avons
Ip(X* + AXF, 8% + ASK, yri)llw

< o(XP + AXE, S8+ ASE, 0)llp
+|p(X*E + AXE 5% 1 ASF an) — $(XF 4+ AXE, SF + ASE, 0))iF

< et + KTV,
ol la derniére inégalité suit du corollaire 2.1.
Comme Ty, + Ky/nnry < By est vérifié pour tout > EE:TH’ la définition
de 7 nous montre que ney ne satisfait pas cette inégalité, i.e.,
€

e < B=rsmar {4.14)

En effet, dans algorithme, i, = of et
lp(X* + AX*, S* + AS*, adm)llp < Brrad
et (X" + AXE, SF+ AS*, o) ||r > Brragt.

Puique 8 — xy/n > 0 par hypothése et € > 0 choisi arbitrairement, (4.14)
implique que
0.

O

Etablissons Ie résultat principal de la convergence locale de I'algorithme.

Théoréme 4.3 Sous Uhypothése 4.1, nous avons 7441 = o(1y), i.e., le
paramétre de régularisation 1 converge localement superfinéairement vers
Z€ro.

Preuve:
Tenant compte du lemme 4.2 et de la définition de 7441 et 7, dans 'algo-
rithme, nous arrivons 2

Thpl < T = Tr = 0(Th),

ie.,
7. — 0 superlinéairement.
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Quelques remarques concernant ce théoréme:

Le théoréme reste satisfait si nous remplacons le membre de droite du sys-
teme linéaire (3.6) du pas Prédicteur par —@(W*, 0). Cela suit de 'analyse
faite en [3]. Grace & [3], nous pouvons également montrer que V¢ est loca-
lement Lipschitzienne. D’ow, par cette propriété, nous sommes 4 méme de
prouver que le taux de convergence est quadratique dans le théoréme 4.3.
En empruntant un résultat a [15], nous pouvons établir que © est fortement
semi-réguliére, au moins si © est définie par la fonction minimum. Combiner
ce fait avec I’hypothése de régularité forte 4.2(b) & une solution des condi-
tions d’optimalité entraine que la convergence locale de notre méthode est
quadratique.

4.3 Calcul du point de départ et Critére d’arrét.

Afin de décrire la facon dont nous calculons le point de départ (X°, X9, 9),
appelons le triplet (X, A, §) admissible pour les conditions d’optimalité
(1.3) &'l satisfait les équations linéaires

m
Y Ndi+S5=C admissibilité du dual
i=1
et
Aie X =b;71=1, ..., m admissibilité du primal.

Bien entendu, le point de départ (X°, A%, §°) doit étre admissible en ce sens.
Mais, notons que nous ne demandons pas que X = 0 ou .5 = 0 pour un tel
triplet admissible.

A cette fin, nous définissons une matrice symétrique 4 € IR™*™ par A4;; =
Aje Aj pour %, § = 1, ..., m. Nous résolvons ensuite le systéme linéaire
Ay = b pour obtenir y° € IR™. Nous définisssons alors

m
X0 =3 gl
i=1

et calculons A’ comme la solution du systéme
AN = (Ap o O, ooy A e OV

Finalement, nous posons

S0=C=3 M4
i=]
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et le point de départ (X°, A%, §9) sera admissible.
Ayant calculé le point de départ, les paramétres restant dans I’algorithme

sont initialisés par
19X, S 0)lr

5

B= ma.x{zl\/ﬁ, 1_5M} _

70

et

Critére d’arrét.
Nous terminons 'itération si

Tr/n < 1078

(nous paramétrisons les conditions de la trajectoire centrale par 72) et si la
mesure d’admissibilité

max { I[bs — Aje X¥|2 |2 IC —8F =37, )\?AiIIF}
max{1, ||b]l2} max{1, ||C||2}

est plus petite que 10710, La raison de diviser par 73, par n est basée sur le

fait que
”QS(Xk: Sk; O)HF = O(Tk)'

Comme nous voulons avoir la norme [|¢(X*, §%, 0}l petite, il semble rai-
sonnable de terminer si 73, est petit. Par ailleurs, obtenir la norme

l6(X*, S%, 0)||F petite devient moins aisé lorsque les dimensions de X* et
S* sont grandes car nous utilisons la norme ||.]}. Pour rendre le critére d’ar-
rét plus ou moins indépendant de la dimension de X* et S*, nous prendrons
les régles sus-mentionnées.
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Chapitre 5

Quelques aspects pratiques
d’une méthode de type Newton
pour les SPDs.

Par la proposition 3.1, nous savons que les systémes de Newton (3.6) du

pas Prédicteur et (3.7) du pas Correcteur ont une seule solution. Le calcul
des solutions de ces systémes est le principal effort de calcul quand nous
appliquons ’algorithme aux problémes de programmation semni-définie. Pour
notre analyse, nous considérerons le systéme (3.6) ou le membre de droite
est remplacé par —@(W*, 0). Nous allons fournir deux stratégies pour la so-
lution de ces systémes de Newton. Nous donnerons aussi quelques propriétés
de ces systémes.
Nous avons vu que © pouvait &tre définie & 1’aide de deux fonctions. La pre-
miére, la fonction minimum, la deuxiéme, la fonction de Fischer-Burmeister.
Nous baserons notre analyse sur la fonction minimum. Nous conclurons en
regardant si les résultats obtenus sont satisfaits pour la fonction de Fischer-
Burmeister.

5.1 Formulation de Lyapunov des systémes de New-
ton.

Notre but est de montrer que les systémes de Newton peuvent étre résolus
en utilisant Pinverse de la fonction de Lyapunov. Nous le ferons seulement
pour le systéme (3.6) modifié.
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Introduisons les résidus

Ro=C-) NA;-— S,
j=1

T‘b,i::bi—AiOX (i?—l, ...,m),

Th = (Tb, by «+03 Th, m)T'

Alors, le systéme de Newton devient

m
> ANA;j+ AS = R, (5.1)
i=1
AiOAX=T‘b,i (’i:]., ...,m), (5.2)
Vqﬁ(X, ‘S: T)(AX: AS} AT) = _f;ﬁ(X: S: O)} (53)
A7 =0, (5.4)

ol nous avons omis l'indice d’itération. Par le théoreéme 2.2 et par (5.4), il
suit de (5.3) que

AX +AS — LGH(X — SHAX — AS) + (AX — AS)(X = S)]
(5.5)
= '—qb(-X? S: 0)1

ol
Ei=((X - 8) +4r%1)'/2

est la matrice symétrique définie positive du théoréme 2.2. 5i nous appliquons
l'opérateur de Lyapunov Lg des deux cétés de (5.5), nous obtenons

Lg[AX] + Lg[AS] — (X - S){(AX — AS) — (AX - AS)(X — S)
= “LE[QS(X: S: 0)]
En arrangeant les termes, nous avons

Lp_(x-s)|AX] + Lpy(x-5)lAS] = —Le[¢(X, S, 0}].

Fosant

Ap i =E— (X —-8)et Bp:= F+ (X —9), (5.6)
Péquation peut &tre réécrite sous la forme :

LaglAX] + Ly, [AS) = ~Lg[#(X, S, 0)). (5.7)

48



Comme Ag de (5.6) est symétrique définie positive (Bg l'est aussi}, nous

obtenons
AX = —L; [Lpy|AS]+ Lelg(X, S, 0)]]. (5.8)

En substituant AS de (5.1} et en ordonnant les termes, nous avons
m
AX =" ANLL [Ly[45]) - Iy [Leg[Re] + Lielp(X, S, 0)]).
i=1

En prenant les produits scalaires avec 4; (¢ = 1, ..., m} et en considérant
(5.2),nous arrivons &

> ANLG, [Lpg[Ay]] 0 A

i=1
) {(5.9)
=A;e AX + Ly [Lp[Rel + Lel¢(X, S, 0)]] o 4;
=ry, i+ L, [Lpg[Re] + Le(¢(X, S, 0)]] e A;
pour ¢ = 1, ..., m. Cette expression pourra &tre transformée en lui appli-

quant le prochain résultat qui établit quelques propriétés de 'opérateur de
Lyapunov.

Lemme 5.1 Soient A, B ¢ S}", L4, Lp leur opérateur de Lyapunov
correspondant et LZI, Lgl leur inverse respectif. Alors, les énoncés sui-
vants sont satisfaits:

1. Ly, Lp, Lzl et Lgl sont aute-adjoints.

2. Lt oLp et L' o La sont fortement monotones.

8. Si A et B commutent, alors Lyo Lp = LpolL,.

Preuve: Nous ne montrons que 3.
Soient A et B deux matrices qui commutent, i.e., AB = BA. Alors, nous
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obtenons

(LaoLp)[X] =LalLp[X]]
== La[BX + X B]
= A(BX + XB) + (BX + XB)A
= ABX + AXB+BXA+ XBA
= BAX + BXA+ AXB+ XAB
= B(AX + XA) + (AX + XA)B
= (Lp o La)[X]

pour chaque matrice X € §"*%. Par conséquent la thése.
a

Grice au lemme 5.1 ot A := Ap et B := B (Ag et Bg sont les matrices
de (5.6)), (5.9} est équivalent &

m
> ANLpg[Az) e I (A = 1,5 + (Lpy[Rol + Le[$(X, S, 0)]) o L1 [As),
J=l1
(5.10)
pour i =1, ..., m. Cest une équation linéaire en les variables AX € IR™ ou
les éléments de la matrice des coefficients M € R™*™ sont définis par

mij = Lpg[Aj]e Ll (4] (5,5 =1, .., m). (5.11)

Une fois ce systéme résolu, nous obtenons AS de (5.1) et AS est évidemment
symétrique puisque R et toutes les matrices A; le sont.

En vue de (5.8), AX est calculé comme une solution de 1'équation de Lyapu-
nov avec un membre de droite symétrique. Par conséquent, AX ['est aussi.
(cfr. {11, th 2.2.3])

Considérons la matrice M = (m;;) définie par (5.11). A premiére vue,
cette matrice semble trés générale. Notre objectif est de montrer que la ma-
trice M est symétrique définie positive. La symétrie de cette matrice nous
permetira de ne pas calculer tous ses éléments. Le fait qu’elle soit définie po-
sitive nous autorise & appliquer la factorisation de Cholesky (ou la méthode
du gradient conjugué) afin de résoudre le systéme linéaire (5.10) pour AA.
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Théoréme 5.1 Supposons que Uhypothése 3.1 est vérifie. Alors, la ma-
trice M € IR™ ™ qyec les my; donnés par (5.11) est définie positive.

Preuve: Soit d € IR™ un vecteur donné arbitrairement. Alors

m
d"Md =" didymy

i, j=1

= S didy (DalAj) o L1 (4])

i, j=1

= Loy [diAj] o 15, [diAi]

= (B3 o Lay) ldys) o [l

i, j=1

zi( 7k o Liy ) [diAj] e (iam,)

J=1

—( ZEOLBE) ZdA e[g;dmi} >0

par les points 1 et 2 du lemme 5.1. De plus, le point 2 du lemme 5.1 implique
que Pégalité est seulement satisfaite pour Y.+, d;A; = 0.
L'indépendance linéaire des matrices Ay, ..., Ap entrained; =04 =1, ..., m.
|
Maintenant, nous allons prouver que M est symétrique. Pour cela, rap-
pelons e résultat suivant :

o1



Proposition 5.1 Soient A, B € 8™*", Alors, les énoncés suivants sont
équivalents :
1. A et B commutent.
2. A et B ont une décomposition spectrale stmultanée, i.e., il existe une
matrice orthogonale Q € IR™™ et deuz matrices Dy, Dg € IR™V™
telles que A = QTD4Q et B = QTDpQ.

Pour pouvoir appliquer le point 3 du lemme 5.1 montrons que les deux ma-
trices Ag et Bg de (5.6) commutent.

Lemme 5.2 Les deus matrices A et Br de (5.6) commutent.

Preuve:
Nous devons démontrer que ApBr = BrAg. Pour ce faire, grace 4 la pro-
position 5.1, prouvons que les deux matrices Ap et Bg possédent une dé-
composition spectrale simultanée.
Soit

X-8=0TDQ

la décomposition spectrale de la matrice symétrique X — 5. Alors,
(X -5 =Q"D%Q

est la décomposition spectrale de la matrice (X — $)? et nous obtenons par

conséquent
(X = 8)? +472T = QT(D? + 4r°1)Q

et

E=((X - 82 +472D)"V2 = QT(D* + 477 )" ?qQ.
Diou 1

Ap=F - (X - 8)=Q"(P*+47°1)'/* - D)Q
et

Bg = B+ (X - 8) = QT((D? + 47*1)'/? + D)Q.

montrent que Ag et Br ont une décomposition spectrale simultanée.



Nous sommes donc en mesgure d’établir la symétrie de la matrice M.

Théoréme 5.2 Soit M = (my;) la matrice dont les éléments sont définis
par §5.11. Alors M est symétrique.

Preuve :
Selon le lemme 5.2, les deux matrices symétriques définies positives Ag et
Bg de (5.6) commutent. Le point 3 du lemme 5.1 implique que

LagoLlpg = Lpg oLy
ou
-1 . -1
Ly oLpy=Lpgoly . (5.12)
En effet, L;L oLp, =Lpg, o LHL Par composition & droite avec L4, nous
avons L4, OL}_LI9 oLp,=LagoLpg oLng ou L, = La,oLp, OL;}E. En
composant & gauche avec L4, nous pouvons conclure.

Pour montrer que la matrice M est symétrique, nous devons avoir m;; = my;.
Grace au point 1 du lemme 5.1, c’est équivalent &

mij =mji & Lpgld;)e Ly, [Ai] = Lpg[di] e L, [4)]
& (LahoDsy)[45)e A= Aie (Lpy 0 L34 ) [4)]

& (L3l oLny) (450 A= (Lpy o L7L) (4] e 4

La derniére égalité est satisfaite par (5.12). D’otl la matrice M est symétrique.
&

5.2 Formulation Matrice-Vecteur des systémes de
Newton.

Nous allons exprimer les systémes de Newton en des produits Matrice
Vecteur. Pour y parvenir, nous devons mettre les matrices sous forme de
veteurs. (voir Annexe B)

Considérons les équations (5.1) & (5.4} de la section précédente. Les deux
premiéres équations peuvent &tre formulées de la fagon suivante grace a la
référence {16]:

AT AN+ svec(AS) = svec(Rc) (5.13)
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et
Asvee(AX) =1y (5.14)

ol
A = (svec(41), ..., svec(An))T € x5 (5.15)

11 reste la troisiéme équation. Nous avons va qu’elle pouvait se metire sous
la forme suivante:

ApAX + AXAg + BgAS + ASBg = —LE[tﬁ(X, S, 0)}

ot Ag et By sont les deux matrices symétriques définies positives de (5.6).
En appliquant %svec des deux cotés de 'éguation, nous avons

%svec(AEAX +AXAp) + %Svec(BEAS + ASBp)

= — 3 svee(Ll4(X, 5, 0)).
Par la définition (B.2) de svec, nous avons

Lsvec(ApAX + AXAg) = (I ®s Ag)svec(AX),

Lsvec(BgAS + ASBg) = (I ®s Bg)svec(AS).

Posant
£:=(I®s Ar) et ¥ = (I ®¢ Bg), (5.16)

nous obtenons
Esvec(AX) + Fsvece(AS) = —%svec(LE[qﬁ(X, S, 0)]). (5.17)

Reésumons notre discussion et obtenons le résultat suivant comme consé-
quence de (5.13), (5.14) et (5.17).

Théoréme 5.3 Le triplet (AX, AX, AS) € 8™ x IR™ x S™*" vérifie
le systéme de Newton (3.6) avec le membre de droite modifié si et seule-
ment st le vecteur (svec(AX), A, svec(AS)) satisfait le systéme linéaire
d’équations

0 AT I svec(AX) svec(Re)
A 0 0 AX - re . .
( g 0 3") ( svec(AS) ) ( fésvec(LE[qb(X, S, 0))) )

(5.18)
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Notre objectif est de montrer que le systéme linéaire (5.18) posséde une solu-
tion unique et comment cette solution peut étre calculée. Afin d’y parvenir,
nous avens besoin du résultat suivant :

Lemme 5.3 Les matrices € et T de (5.16) sont symétriques définies po-
sitives. De plus, la matrice £~ F est aussi symétrique définie positive.

Preuve:

Nous savons déja que les matrices Ap et Br de (5.6) sont symétriques défi-
nies positives. D’on, il suit des définitions de & et F de (5.16) et des points
1, 3 et 4 du lemme B.1 que £ et F sont également symétriques définies posi-

tives.
En plus, par le lemme 5.2, les matrices Ap et By commutent. En utili-

sant les points 1 et 3 du lemme B.1, nous obtenons
EF =(I®s Ar)(I ®g Bg)

= (I ®s AgBr + Br ®s Ag)

= 3(I ®5 BpAp + Ap ®s Bg)

= (I ®s BENI ®s Ap)

= FE.
Done, £ et F commutent. Nous en déduisons FE~! = €17, Alors,

EHT =97 Ee YW =g = ¢17,

i.e., la matrice £71F est symétrique. De plus, €715 est définie positive puis-
qu'elle est semblable a la matrice symétrique définie positive FL/2g-1F1/2

o J1/2 désigne la racine carrée définie positive symétrique de la matrice F.
O

Le théoréme suivant découle du lemme 5.3 et du [16, Thm 3.1].

Théoréme 5.4 Supposons les matrices A; linéairement indépendantes.
Alors, la matrice du systéme (5.18) est non singuliére.
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Montrons comment nos précédents résultats peuvent &tre utilisés pour ré-
soudre le systéme linéaire (5.18). Ecrivons ce systéme comme suit

ATANX + svec(AS) = svec(R¢), (5.19)
Asvec(AX) = 1y, (5.20)
Esvec{AX) + Fsvec(AS) = —%svec (Le[¢(X, S, 0)]). (5.21)

Comme & est non singuliére par le lemme 5.3, nous obtenons de (5.21)
svec(AX) = &1 (3'svec(AS) + %svec(LE[qf)(X, S, 0)])) (5.22)
et aprés substitution de svec{AS) tiré de (5.19),
svec(AX) = —-&7! [."fs‘uec(Rc) —FATAN + —;—svec(LE[qS(X, S, 0)])] .
En prémultipliant par A4 et en utilisant (5.20), nous arrivons &
AETVFATAN == ry+ A4S (3'svec(Rc) 4 %svec(LE[qb(X, 3, 0)])) . (5.23)

La procédure pour résoudre le systéme linéaire (5.18) est la suivante:
D’abord, calculer AX de (5.23). La matrice de ce systéme est symétrique
définie positive par le lemme 5.3 et par le fait que A soit de rang plein (sous
'hypothése 3.1).

Alors, nous obtenons svec(AX) et svec(AS) de (5.22) et (5.19) respective-
ment.

En effet, AE*F AT est définie positive puisque pour tout z # 0 ATz # 0
car A est de rang plein et yTE€1Fy > 0 car £ 1F est définie positive et y # 0.

Intéressons-nous a la relation entre la matrice
A= ALTIFAT € R (5.24)

de (5.23) et la matrice M correspondante de la section précédente définie par
(5.11). Nous prétendons que ces matrices sont équivalentes. Pour y arriver,
calculons les entrées a;; de A. En utilisant la définition de A, nous obtenons

aij = svec(A;)T € Fsvec(4;).
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Il suit de (B.2) que
1 1
Fsvec(A;) = (I®sBg)svec(4;) = Esvec(BEAj-i-AjBE) = Esvec(LBE [4;]).

D’ou nous obtenons

aij = %svec(Ai)T(I Rg AE)_lsvec(LBE [4;]). (5.25)

D’autre part
AEL;; [A;] + LZ;[Az]AE = A;

par définition de lopérateur inverse de Lyapunov. Par conséquent, (B.2)
nous fournit

%S’UEC(A{) = %S’U&C(AEL;}E [Ai] + LE; [A-;‘]AE)
= (I ®s AE)s'uec(in:).

D’ot )
E(I ®s Ag) Lsvec(A;) = svec(L;;[Ai]).

Si nous remplagons ceci dans (5.25) et tenons compte de (B.1), alors
ai; = svec(LZé[Ai])Tsvec(LBE [As]).
Or Ae B == svec(A)  svec(B) et tr[AB] = tr[BA] = Ae B. D'ott
a;; = svec(Lpy [Aj])Tsvec(L;; [Ai]}
= Lpg[4;] e L, [Al

La derniére ligne est identique & my; de (5.11).
De notre discussion, nous pouvons déduire le théoréme

Théoréme 5.5 Les deur matrices M = (my;) de (5.11) et A = (a5} de
(5.24) sont identiques.
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5.3 Résultats pour la fonction de Fischer-Burmeister.

Envisageons a partir de maintenant © défini par la fonction réguliere de
Fischer-Burmeister, i.e.,

#(X, 8, 7) =X+ 8- (X2+ 82+ 202DV (5.26)

La question est: "Quels résultats restent satisfaits si nous remplagons la
fonction réguliére minimum par la fonction réguliére de Fischer-Burmeister?”
Regardons la premiére section.

I’6quation (5.3) se met sous la forme suivante si nous considérons la fonction
¢ définie par (5.26)

AX +AS - L [XAX + AXX + SAS + ASS] = —¢(X, S, 0),

ot B = (X% + 8%+ 271 )1/ 2, Aprés quelques manipulations algébriques,
semblables & celles de la premiére section, nous obtenons

LAE[AX] + LBE[AS] = _LE[¢(X} S: 0)}3

ofl

Ap:=FE—-Xet Bp:=E- . (5.27)
Avec Ag et Bp définis comme ceci, nous sommes en mesure de calculer AM €
IR™ en résolvant le systéme linéaire (5.10) o la matrice M = (m;;) € R™*™
et ces éléments m;; sont définis par (5.11).
Les matrices Ag et Bp déterminées par (5.27) sont définies positives. Il suit
donc du théoréme 5.1 que la matrice M est encore définie positive.
Cependant, les matrices Ap etBg de (5.27) ne commutent pas en général.
Une conséquence est que 'approche suivie dans la premiére section pour
démontrer la symétrie de la matrice M n’est plus valable dans le cas de la
fonction de Fischer-Burmeister. Il s'avére que la matrice M n’est générale-
ment pas symétrique. A cette fin, prenons un contre-exemple.
Choisissons nn = 3, m = 2, r = 1 et ¢ définie par (5.26).

1 0 0 0O 0 0
Ai=100 0 |, A4:=401 0
000 0 0 0
Solent les itérés
010 0 01
X=11100 et S=1 0 1 0
0 0 1 1 00
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Par un simple calcul, nous avons

2 00
E=(X2+8%+2r2)Y2=1{ 0 2 0
00 2
Nous obtenons par conséquent
2 -10 2 06 -1
Ag=| -1 2 0 |,Bg= 0 1 0
0o 0 0 -1 0 2
D’on
4 0 -1 0 00
Lp.[A4:1] = 0 0 0 y Lpgld=10 2 0
-1 0 0 000
et
s 12 0 2 1z O
L;;[Al] = % -2'% 0 et L;; [AQ] e 11—2 % 0
0 0 0 0 0 0

parce que LZ}E [Al]AE—}—AELzL [A;] = A et de fagon semblable pour L;L [A2].
Nous voyons que .
iz

o~
.

M =

(=11
&l

n’est pas symétrique.

Considérons la deuxiéme section avec ¢ définie par (5.26) et Ap et Bp
par (5.27). Nous pouvons suivre tous les arguments de cette section jugu’au
lemme 5.3, En effet, la preuve de ce lemme est basée sur le fait que Ap et
Bpr commutent. D’oil, nous sommes toujours en mesure de conclure que la
matrice £ 1T est définie positive mais rien n'assure que cette matrice est
symétrigue.

Le systéme correspondant {5.18) a encore une solution et la matrice AET1FAT
de (5.23) est également définie positive. Le théoréme 5.5 et 'exemple montrent
que la matrice AE1FAT n'est plus nécessairement symétrique.
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Si nous définisons ¢ par la fonction minimum, le colit sera moindre que
si elle est déterminée par la fonction de Fischer-Burmeister. Comme la sy-
métrie n’est pas toujours garantie avec la fonction de Fischer-Burmeister,
nous ne pouvons faire appel & la factorisation de Cholesky ni & la méthode
du gradient.
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Deuxiéme partie

Le cas des systémes linéaires.
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Chapitre 1

Les méthodes réguliéres
Prédicteur-Correcteur pour la
solution des Programmes
linéaires.

1.1 Introduction.

Nous utilisons une classe de méthodes de type réguliéres Prédicteur-
Correcteur pour résoudre les programmes linéaires. Soit le programme li-
néaire sous sa forme Primale:

min ¢lx
P=¢ sc. Az =b, (1.1)
x>0

ot A € R™*", ¢ € R" et b € IR™ sont les données du probléme. Nous
supposerons, sans perdre de généralité, que la matrice A est de rang plein.
Le probléme (1.1) posséde la forme Duale suivante:

max bLA

D= sc. ATA+s=g, (1.2)
s> 0,

ol ¢ est une variable d'écart.

Les premiéres méthodes utilisées pour résoudre ce type de probleme sont les
méthodes du simplexe. Elles énumeérent les points extrémes des ensembles

62



admissibles de (1.1) et (1.2) de fagon intelligente jusqu’a ce qu'une solution
optimale soit trouvée. Depuis lors, une autre sorte de méthode est apparue,
celle de points intérieurs. Elle essaye de résoudre un programme linéaire en
se basant sur la solution des conditions d’optimalité, i.e.,

ATX 45 =c,
Az =b, (1.3)
;20,8 20,z8=0 Vi=1, .-, n

Comme ces conditions d’optimalité sont précisement les conditions de K.K.T.
a la fois du Primal et du Dual, il suit que

(1.1) a une solution ssi (1.2) en a une ssi (1.3) en posséde une .

Par cette équivalence, résoudre (1.3) revient & trouver la solution de (1.1).
La méthode présentée ici prend en compte le systéme (1.3). L’idée est de
transformer le systéme (1.3) en un systéme non linéaire d’équations

B(z, A, 8) = 0. (1.4)

Cependant, ® étant non différentiable, nous allons introduire un paramétre
de régularisation 7 > 0 et remplacer le systéme non régulier (1.4) par une
suite de systémes différentiables

o, (z, X, 3). (1.5)

Dans notre discussion, nous combinons les méthodes de type réguliéres avec
'idée de Jacobien régulier. Les pas de type régulier sont utilisés pour contro-
ler la convergence globale. Par ailleurs, les pas Jacobiens réguliers garan-
tissent une convergence locale rapide. Nous insistons sur le fait que les hy-
pothéses considérées dans la théorie de convergence locale ne requiérent pas
que 'ensemble des solutions de {1.3) soit un singleton.

Introduisons quelques notations. Les normes des vecteurs sont les normes eu-
clidiennes. Un vecteur @ = (%, A, 5) est dit strictement admissible pour les
conditions d’optimalité s'il satisfait A”A\ +8=¢, AT =bet % > 0,5 >0
pour tout ¢ =1, -+, n.

1.2 Fonctions et trajectoires réguliéres.

Les conditions d’optimalité peuvent s’exprimer comme un systéme non
linéaire et habituellement non régulier d’équations en faisant appel aux fone-
tions NCP.
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Définition : une fonction ¢: IR? — IR est dite fonction NCP si elle a la
propriété

wla, ) =0a>0,b>0et ab=0,
i.e., une fonction NCP vaut zéro exactement sur ces deux demi-axes non
négatifs.

Soit  une fonction NCP arbitraire, définissons ®: R™ x R™ x IR® — IR" x
R™ x IR"™ par

AT 4 s--¢
O(w) :=B(z, A, 8) := Az —b ) (1.6)
¢(z, 5)

ol

d(z, 8) = (p(z1, 51), ++, P(@n, sa))T € R
Alors, il suit directement de la définition d'une fonction NCP que le vecteur
w* = (z*, A\*, s*) satisfait les conditions (1.3) si et seulement si w* est une

solution du systéme
O(w) =0. (1.7)

Exemples de fonctions NCP:
1. ¢(a, b) := 2min{e, b} est appelée fonction minimum.
2. w(a, b) 1= a+b—+a? + b? est appelée fonction de Fischer-Burmeister.

Puique ¢ et, par conséquent @, sont non différentiables, il nous est impos-
sible d’appliquer la méthode de Newton classique au systéme (1.7). D’on,
I'idée d’approximer ¢ et @ par des fonctions régulidres adéquates o, et @,
dépendant d’un certain paramétre de régularisation 7 > 0.

Exemples:

1. e, b) :=a+b~— /{a—b)% + 472, la fonction réguliére minimum,
2. wr{a, b) := a+b—va?+ b2 14 272, la fonction réguliére de Fischer-
Burmeister.

Le prochain résultat nous montre que ces fonctions sont de bonnes ap-
proximations de leur fonction NCP non différentiable correspondante.
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Lemme 1.1 Soit ¢ une des deus fonctions NCP. Alors, il existe une
constante ¢ = ¢, > 0 (indépendante de 7 et de (a, b)) lelle que

I‘P(a) b) - (,01—((1, b)] S cT

pour tout {(a, b) € IR? et pour tout T > 0.

Preuve: Dans le cas de la fonction minimum, nous obtenons

lo(a, b) ~ ¢r(a, b)| = ‘a-{—b Viae—b ((a+b (a—b)2+472)!
= /(a2 +472 — \/(a — b)?

_ (a—=b)*+472—(a—b)?
T Va0 +472 4 fla—b)?

472 _
S 472 =27

pour tout (a, b) € R2 et pour tout 7 > 0, i.e., I'énoncé est satisfait avec
c=2.
Dans le cas de la fonction de Fischer-Burmeister, le résultat est vérifié pour
c=+2
a
Gréce a la définition des approximations g, pour les fonctions NCP ¢,
nous somines en mesure d’établir une approximation réguliére de ® de (1.6)

par
AT A+s—¢

B {z, A, 5) := O (w) = Az —b (1.8)
¢ (z, 5)

ou QST(SD) 3) e (907(371: 31)? T ‘PT("BH) Sﬂ))T e IR™

Le résultat suivant nous montre la relation entre @ et ®,
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Lemme 1.2 Soit & définie ci-dessus.
Alors, il existe une constante k = kg > 0 (indépendante de T et de w)

telle que
@(w) — &, (w)l| < w7

pour tout w = {z, A, s) € IR™ x IR™ x IR" et pour tout T > 0.

Preuve:

[&{w) — @7 (w)]

V16(w) - ¢ ()

= [ DI, 83) = el si)?
i=1

< Vneir?

< erv/n.

Dol k = cy/n.
. O
Nous insistons sur le fait que la constante & du lemme (1.2) est connue pour

chaque fonction @.
Comme les approximations ®, de ® sont réguliéres, les matrices Jacobiennes

&, (w) existent en chaque point w et pour chaque paramétre de régularisation
7 > 0. Un calcul élémentaire nous montre que

’ 0 AT I
T(w)=| A 0 0 (1.9)
Da, T 0 Db, T

ol nous utilisons les abréviations

Dg, - = dzag(, aa('f;(q,“ 8i), ): (1‘10)
. dpr
Dy, 7 = diag(- -+, “‘é%“(mi: 81), "o )- (1.11)

La proposition suivante établit que ces matrices Jacobiennes sont toujours
. .y . i . . . a f .
non singuliéres. Par ailleurs, ® (w) qui est non pénalisée peut &tre singuliére
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méme en des points différentiables, i.e., des points ot la fonction pénalisée
est réguliere.

Proposition 1.1 Soit ®, dont lexpression est donnée en (1.8). Alors,
les matrices Jacobiennes ®_(w) sont non singuliéres pour chaque vecteur
w = (x, A, §) € JR" x R™ x IR" et chaque paraméire de régularisation
7> 0.

Preuve: Soit @, différentiable avec @f, (z, A, s) donnée par (1.9) et D, , €
IR™ " et Dy , € IR®*™ les matrices diagonales de (1.10) et (1.11).

Comme %‘%(a, b) et %‘%—T(a, b) € (0, 2) pour tout (a, b) € IR? et par la défi-
nition de ,, il suit que les matrices diagonales D, - et Dy r sont définies

positives. Pour montrer que <I)',r est non singuliére, démontrons que
]
¢ (w)g=0=qg=0.

Soit ¢ = (¢1V, ¢, ¢®)) € R® x IR™ x R" avec &, (w)g = 0.
Alors, (1.9) implique

ATq@ 4 4B —q, (1.12)
AqV =0, {1.13)
Do, 'rq(l) + Dy, 'rq(a) = 0. (1.14)

Prémultipliant (1.12) par (¢)7 et tenant compte de (1.13), nous en dédui-
sons

¢™)T¢® =0. (1.15)
D'autre part, en résolvant (1.14) pour ¢(!) et en le substituant dans (1.15),
nous obtenons

(@) DL Dy, +g® == 0. (1.16)
Du fait que Dq, - et Dy, , solent défintes positives, nous déduisons de (1.16)
¢ =0.
Par (1.14),
¢V = 0.
D’ou, de (1.12), nous avons
d# =0

car la matrice A est de rang plein.
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La prochaine proposition ainsi que ses corollaires garantiront U'existence
de points d’accumulation quand nous utilisons une des fonctions pénalisées.

Proposition 1.2 Soit ¢ la fonction pénalisée minimum ou
de Fischer-Burmeister. Considérons Uensemble

Le:={(z, A 8) € R* x R™ x RP|ATA +s=¢, Az =b et |B(w)|| < c}

ot ¢ € IR une constante donnée et w = (z, A, 5).
Supposons qu’il eziste un point strictement admissible pour les conditions
d’optimalité (1.3). Alors, Uensemble L, est compact.

Preuve: cfr référence [8].

Corollaire 1.1 Soit ¢ la fonction minimum ou de Fischer-Burmeister
réguliere. Considérons l'ensemble

Lo r:={(m, ) s) € R" x K™ x R"ATA+s=c, Az =", |®,(w)] < ¢}

ol ¢ € IR constante donnée, 7 > 0 et w = (x, A, 3).
Supposons qu’il existe un point strictement admissible pour les conditions
d’optimalité. Alors, L.  est borné.

Preuve: cfr référence {8].

Corollaire 1.2 Soient @ la fonction minimum ou de Fischer-Burmeister
réguliére et L., , Uensemble défini dans le corollaire précédent.
Alors, Uensemble

U Ze-

7€[0, 7]

est borné pour tout c € IR, ¥ > 0.
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Nous pouvens nous demander si 'équation réguliére
O, (w)=0 (1.17)

posséde une solution pour chaque 7 > 0.
Par la référence [12], nous avons que (1.17) est satisfaite ssi les conditions
suivantes sont vérifiées:

ATx+s=c¢,
Az Eb, (1.18)
$i>0,3i>0,.’8;‘33‘$’f'2 Vi:l:"';n‘

Ces conditions sont celles de la trajectoire centrale. Nous savons qu’elles ont
une solution unique pour chaque 7 > 0 s'il existe un vecteur strictement
admissible @ = (Z, ), §) vérifiant les conditions d’optimalité.

Proposition 1.3 Soit ¢ la fonction minimum ou de Fischer-Burmeister
pénalisée. Supposons qu’il existe un vecteur strictement admissible pour les
conditions d’optimalité. Alors, le systéme (1.17) posséde une solution pour
chaque T > 0.

Preuve:
Soit 7 > 0 fixé.
Considérons le probléme d’optimisation

min ¥ (w) s.c. ATA +s=¢, Az =b (1.19)

ou ¥, : IR"™ = IR désigne la fonction
1 2
V. (w) := EH‘I’T('w)lI :

Comme A est de rang plein et I'ensemble £, , défini dans le corollaire 1.1
est. non vide (pour ¢ > 0 suffisamment grand} et compact. D’ot, le probléme
d’optimisation (1.19) posséde un minimum global w, = (2, Ay, ;). Nous
montrons que w, est une solution du systéme non linéaire (1.17}. Pour y
parvenir, notons que {1.19) est un probléme d’optimisation avec contraintes
linéaires, D’ot, il existe des multiplicateurs de Lagrange

n € IR™ et p € IR
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tels que {wy, 7, ) vérifie les conditions de K.K.T. de (1.19), i.e.,
ATy
VU (w)+ | Ap | =0
m
Puisque )
V¥, (w-) = (@T(wf))T‘I'T('w'r)a

nous pouvons utiliser ’expression(1.9) pour le Jacobien afin d’écrire 'équa-
tion sus-citée comme

0 AT Dg, » AT\, +s;—¢c ATy 0
A 0 0 Az, — b + Ap | =10
I 0 Dy T ¢T($T? 3'1') M 0

ot les matrices diagonales D, ; et Dy , sont définies de fagon similaire &
(1.10) et (1.11). En plus, comme w, est admissible pour (1.19), le systéme
précédent peut s'écrire

Da, rr (27, 57) = _ATTF
Ap =10

Dy, r0r{Tr, s7)+p=0.
Multipliant la troisiéme équation par A, tenant compte de la deuxiéme équa-
tion et remplagant ¢, (zs, 8r) de la premiére équation, nous avons
A.Da_,l,rDb, ,,-AT’I‘) = 0.

Puisque A est de rang plein et D, . et Dy , € IR™*" sont des matrices
diagonales définies positives, 7 = 0. Do, ®;(z,, s7) = 0. Utilisant une fois
de plus que w; saftisfait les contraintes linéaires de (1.19), nous voyons que
le vecteur w, est une solution du systéme non linéaire (1.17).

]

Cette proposition garantit I'existence d’une solution mais ne précise pas si
elle est unique.

1.3 Meéthode réguliére Prédicteur-Correcteur.

L'idée de base de notre méthode est de tronver une solution des conditions
d’optimalité en résolvant le systéme équivalent non linéaire d’équations

®(w) =0

70



ot ®(w) est défini par (1.6). Cependant, ® étant non réguliere et pou-
vant avoir des matrices Jacobiennes singuliéres, nous remplagons le systéme
®(w) == 0 par le systéme différentiable

&, (w)=0

auquel nous appliquerons la méthode de Newton.
Posons . )
T () = 5 (@r(0))7 @ew) = 5112, W)

et énoncgons notre algorithme.

Algorithme 1.

Etape 0: Initialisation.
Choisir w® = (2%, X%, %) € R™ x IR™ x TR™, 7 > 0, § > el
Choisir p, o € (0, 1), ¢ > 0 et poser & :=0.

Etape 1: Critére de terminaison.
Si ||@(w*)|| < e: STOP.

Etape 2: Pas Prédicleur.
Caleuler une solution Aw* = (Az®, AX*, As¥) € IR" xIR™ x IR" du systéme

linéaire
o, (wh)Aw = —&(uF). | (1.20)

Si @ (w* + Awt)|| = 0: STOP.
Sinon si
@7, (w* + Aw*)|| > By
alors poser @° := w® et 7, 1= 1
sinon calculer #; = p* ot I, entier positif ou nul tel que

1 iy (0 + DwF)| < BpPm Vi =0,1,2 b et

12 e, (0 + D)) > Bl

et poser
wk sily =10

~ ~k
T = T &b WY 1= : .,
k KTk { w® + Aw*  sinon.
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Etape 3: Pas Correcteur.
Calculer la solution A@F = (AZF, ANk, ASF} € IR™ x R™ x IR™ du systéme
linéaire
B, (G*)AD = — Dy, (B). (1.21)

Soit #;, = max{p' | 1 =0, 1, 2, ...} tel que
Ty (DF + BADY) < Vg, (@°) + Tro V5, (G%) AT (1.22)

et poser
W= @ + AT

Calculer v, = max{p' | =0, 1,2, ...} tel que
1B 1y, (OIS BLE = )7 (1.23)
et poser 741 = (1 — Y)7k.

Etape 4 : Mise & jour.
Aller 4 P’Etape 1.

L'algorithme 1 résout deux systémes linéaires & chaque itération, un dans
le pas Prédicteur, un dans le pas Correcteur. Si le pas Prédicteur n’est pas
réussi, i.e., || @, (w* + Awk)|| > By, les coefficients des matrices de ces deux
systémes sont identiques. D’ott, nous ne devons calculer qu’une seule matrice
par itération.

Les propriétés de convergence globale vont dépendre du pas Correcteur
tandis que la théorie locale est entiérement basée sur le pas Prédicteur.

Notons la différence majeure entre les systémes linéaires (1.20) et (1.21).
Le systéme linéaire (1.21) du pas Correcteur est juste le systéme de Newton
appliqué a l'équation non linéaire ®5{w) = 0. Par contre, le membre de
droite du systéme linéaire (1.20) du pas Prédicteur n’est pas perturbé, i.e.,
ne dépend pas du paramétre régulier. D’ou, le systéme linéairve (1.20) ne peut
gtre interprété comme une équation de Newton pure.

L algorithme 1 tente d’engendrer une suite {w*} d'itérés et une suite {7z}
de paramétres de régularisation vérifiant la relation

127, (w*)) < B (1.24)
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pour tout k& € IN. De cette fagon, nous garantissons que chaque w* appartient
A un certain voisinage de la trajectoire centrale. De plus, nous contrélons la
taille du voisinage grace & notre paramétre régulier.

Faisons quelques commentaires sur I'algorithme 1:
Aprés avoir résolu I’équation Jacobienne réguliére (1.20), 'algorithme 1 vé-
rifie si le pas w® + Aw® appartient encore au voisinage (1.24) dans le sens

@7, (w? -+ Aw*)]| < Bry. (1.25)
Si ¢'est vrai, nous posons
o* = w® + Aw®

et nous réduisons le paramétre 7 autant que possible tout en s’assurant
gu’une condition comme (1.24) soit toujours satisfaite a l'itéré intermédiaire
@* et au nouveau paramétre 7.

D’autre part, si {1.25) n'est pas vérifiée, nous passons le pas Prédicteur et
la mise & jour est la suivante: W* = w¥, 7 := 7. Cependant, il y a une
exception qui peut devenir importante dans notre analyse de convergence
globale: méme si (1.25) est satisfaite, nous pouvons avoir quand @* = wh
quand Iy = 0.

Le pas Correcteur calcule une nouvelle direction de Newton Aw* dans (1.21),
suivi par une recherche linéaire. Celle-ci vise & réduire la valeur de ¥,(.) de
sorte que wht! ;= GF + L AGP devienne le nouvel itéré o 13, est la longueur
du pas Correcteur. En plus, nous tentons de diminuer le parametre régulier
du pas Correcteur pour qu'une condition semblable & (1.24) soit vraie & I'ité-
ration k& + 1.

Nous voulons montrer maintenant que ’algorithme 1 est bien défini. Pour
ce faire, rappelons-nous que les deux systémes linéaires (1.20) et (1.21) de
Talgorithme 1 ont une solution unique.(C’est une conséquence de la propo-
sition 1.1). Montrons que le calcul de ¢; > 0 dans le pas Prédicteur est une
procédure finie.

Proposition 1.4 La longueur du pasty, > 0 dans U'Etape 2 de Ualgorithme
1 est définie de maniére unique.

Preuve:
Quand nous calculons la longueur du pas i, > 0, nous nous trouvons dans
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la situation ou
|l@(wk + Awk)|| >0

et
|87, (w* + Aw)|| < B

La continuité de ® en w et 7 implique qu’il existe un exposant unique /. tel
que # = p* a les propriétés voulues dans I'Etape 2.
0
D’autre part, nous avons la propriété suivante pour la longueur du pas
dans l'Etape 3:

Proposition 1.5 La longueur du pas iy de UEtape 3 de Ualgorithme 1 est
définie de fagon unique.

Introduisons une discussion sur la fagon dont nous calculons la longueur de
pas #; > 0 4 'Etape 3. Cette analyse nous servira un peu plus loin.
Notons que le gradient V3, (#%) vaut

Vs, (%) = (85, (@) 05, (@).

De plus, nous obtenons de la proposition 1.1 et du systéme linéaire (1.21)

que )
AGF = —(@ﬁ(a’*))—lq)ﬁ(@k).

La régle d’Armijo (1.22) peut se réécrire sous la forme
Uy, (@ + RADF) < U, (6%) ~ 20T, (@F) = (1~ 2x0) W5, (D). (1.26)
En particulier, il suit que I'inégalité
|17, (WD) < [[@5, (@) (1.27)
est vérifiée pour tout k£ € IN.

Le prochain résultat montre que tous les itérés w* déterminés par 'algo-
rithme 1 appartiennent au voisinage

N(B) = {w | |2,(w)]} < 7 pour 7 > 0}

de la trajectoire centrale introduite dans la section précédente.
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Proposition 1.6 Les itérés w¥ engendrés par Ualgorithme 1 satisfont
@7, (W) < B

pour tout k ¢ IN.

Preuve:
Par induction sur k. Pour k = 0, le choix de # & I'Etape 0 garantit que

() < Bro.
Aingi, supposons que

@, ()] < B
pour k > 0. Alors, les régles de mise a jour de I'Etape 2 impliquent que

127, (@")]| < B
Par conséquent, nous obtenons de (1.27)

3 o~ o~

1@, (W] < 125, (@) < BT
Par continuité (v tend vers 0), la procédure pour calculer y; > 0 de 'Etape
3 est finie et donne un nouveau paramétre de régularisation 754 vérifiant
”(I)Tk-}-l (warl)” < BTi-
O

Par les résultats sus-cités, nous déduisons que 'algorithme 1 est bien défini.
Enongons une derniére propriété de 'algorithme 1.

Lemme 1.3 Supposons que le point de départ w® = (22, X°, %) € IR x
IR™ x IR™ vérifie les équations linéaires

ATAO £ 0 = et Az" =D,

Alors, tous les itérés w* = (a¥, X s®Y produits par l'algorithme 1 satisfont
ces équations, i.e., nNOUs avons

ATHAF 4 g8 =cet Azt =b

pour tout k € IN.
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La construction de points w® = (29, X% s®) remplissant les hypotheses du
lemme ci-dessus est aisée car ils ne sont pas supposés avoir des composantes
20 et s° positives. Cest en opposition avec les méthodes des points intérieurs.

1.4 Convergence.

1.4.1 Convergence globale.

Nous allons établir le résultat de convergence globale.
Pour y arriver, souvenons-nous de la proposition 1.6. Toute suite {'wk} deé-
terminée par 'algorithme 1 vérifie la propriété

&7, (w*)l| < B
pour tout & € IN. Par conséquent, si 7 converge vers zéro, nous obtenons
k
|8, (w")]| = 0.

Cette relation nous montre que chaque point d’accumulation de la suite {w*}
est solution des conditions d’optimalité.

La question qui nous vient & Lesprit est: Sous quelles hypothéses la suite
{71} converge-t-elle vers zéro?

Proposition 1.7 Supposons que la suite {w*} produite par l'algorithme 1
posséde au moins un point d’accumulation. Alors, lo suite des paramétres
de régularisation {7y} converge vers zéro.

Preuve:

Par construction, la suite {7} de paramétres de régularisation est décrois-
sante. Etant également bornée inférieurement, il suit que {73} converge vers
un nombre 7 > 0. Si # = 0, c’est fini. Supposons que 7 > 0. Alors, les régles
de mise & jour dans 'Etape 2 de I’algorithme 1 entrainent que

T =1 et O = wt (1.28)

pour tout k € IN suffisamment grand. De plus, par PEtape 3, nous avons

automatiquement
Y — 0 (1.29)

par la définition de 74 en fonction de 1. (Tpp1 = {1 — )7k = (1 —m}(1 -
Yoe1)Thot = -. 0 1)
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Soit w* un point d’accumulation de la suite {w*} dont P’existence est garantie
par notre hypothése. Soit {'wk} i la sous-suite convergeant vers w*. Comme
& (w*) est non-singuliére par la proposition 1.1, des résultats standards de
perturbation (cfr [4]}, nous trouvons une constante ¢ > 0 telle que

|, ()] =@, (@) <@ (1.30)

pour tout k € K suffisamment grand.
Considérons deux cas: liminfreg tx > 0 et liminfye g &, = 0 et nous arrive-
rons & une contradiction.

Cas 1: Hminfkej‘(ac > 0.
Alors, il existe une constante positive t > 0telle que ty, > ¢, pour tout k € K.
De (1.26), (1.28) et (1.22), nous avons

T, (whH) < (1 - 2B0)p (W) < (1 — 20) T, (w*).
La proposition 1.6 nous fournit

|87, (k]| < V1= 20]| 8, (b))

(1 = A @n (M) (1.31)

IA

< Bl-8n
pour une constante ¢ € (0, 1). L’inégalité
1% (w) = 2, ()| < 8l7 = 7|

est satisfaite pour tout 7, 7' > 0 et pour tout w ot & > 0 désigne la constante
du lemme 2.5 {cfr [13]). Nous obtenons donc de {1.31)

1€ 01—y @D < @ (P + 181y, (W) — B ()|
< Bl-&)m + kYT
= (B-tB+ kT
pour tout -y € (0, 1). Comme l'inégalité
(B —eB -+ ry)T < Bl — )7
est vérifiée pour tout y > 0 satisfaisant

v £ eB/(x + B),
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le calcul de v & PEtape 3 donne
Vi = peBf(k +B) =7
pour tout k € K suffisamment grand, i.e., ces 4 sont uniformément bornés

par une constante positive 7 > 0. C’est en contradiction avec (1.29).

Cas 2: liminf‘ncer*f}C = 0.

Passant A une sous-suite si nécessaire, nous avons limge Kﬁ. = 0. Doy, la
condition (1.22) d’Armijo n'est pas satisfaite pour oy := t:/p et pour tout
k € K suffisamment grand, i.e., nous obtenons

Wz (’fﬁk + akA'&Fk) > Ws, (ﬁ"’) + apoV¥s, (ﬁk)TA@k
ou, de maniére équivalente,

\I‘r,:k (’fﬁk + o.ka'&F’“) - ‘I‘ﬁ (’fﬁk)

> oV (0F)TAD",
873

L'utilisation du Théoréme de la Valeur Moyenne et (1.28} nous fournissent
VT, (TAGE > oV T, (w*)T A (1.32)

pour un vecteur quelconque £% appartenant au segment de droite joignant
w® et wF + akA'fﬁk. De (1.30), (1.21), {'?k}K = {m}x = 7T et {’fﬁk}]{ =
{w*}x — w*, il suit que la suite {A©W*} g converge vers le vecteur Aw*
solution du systéme linéaire

O (w*) AT = —Br(w*). (1.33)

Prenant la limite k — oo sur K et utilisant {r}x — 7 et {ax}x — 0, nous

arrivons donc &
VO (wh)T Aw* > oV (w*)T Aw*

suite & (1.32) et & la continuité de V¥ en w et 7. Par conséquent
V- (w*) T Aw* > 0.
D’autre part, il suit de
Vs, (@) AT = |85, (@9)] < 0

que
VT (w)) T Aw* <0,
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Dot
V& (w)T Aw* = 0.

Comme V¥;(w*) = (&, (w*))T ®;(w*)}, de (1.33), nous aboutissons &
Dy(w*) = 0. (1.34)

D'un autre coté, il suit de (1.29) que y¢/p ne satisfait pas le test (1.23) pour
tout & € K suffisamment grand, i.e.,

120 oy (05 > B (1 - i’;}) -

Puisque v;/p — 0, i, — 0 et, par conséquent, whtl 5 w* pour k € K, nous
avons
[®#(w™)l| = 87 >0,

en prenant la limite k - oo sur K. C'est en opposition avec (1.34).
(|

L'hypothése utilisée dans la proposition 1.7, i.e., I'existence d’au moins
un point d’accumulation, est plus faible que la condition que la suite entiére

{w*} reste bornée.
Ftablissons le résultat principal de convergence globale de notre algorithme.

Théoréme 1.1 Chague point d’accumulation de la suite {w*} déterminée
par Valgorithme 1 est une solution des conditions d’optimalité (1.3).

Preuve:
De la proposition 1.6, nous avons

1@, (W)l < B (1.35)

pour tout k& € IN. Soit w* un point d’accumulation de la suite {w*} et soit
{w*}x une sous-suite convergeant vers w*. Par la proposition 1.7, {7} — 0.
Prenons la limite & — oo pour & ¢ K et utilisons le fait que ® est une
fonction continue en w et 7, et déduisons de (1.35) que

[[@(w*) = [|Po(w)]| < O.
En effet,

* — * — H k < : . =0,
(") = [@o(w)] = Jim 15, ()] < Jim B = 0
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Dow,
o(w*) =0.
La définition de ® entraine que w* est une solution des conditions d’optima-
lits (1.3).
O
Le prochain résultat donne une condition suffisante pour Pexistence de
points d’accumulation.

Théoréme 1.2 Supposons qu’il existe un point strictement admissible pour
les conditions d’optimalité (1.3} et que le point de départ w® = (29, X0, s¥)

vérifie les équations linéaires Az® = b et ATAO 4 50 = ¢. Alors, la suite

{w*} = {(=*, M, s*)} engendrée par U'algorithme reste bornée.

Preuve: Utilisant le lemme 1.3 et notre hypothése sur le point de départ,
nous avons
ATXNE 4 gb s cet Az® =b
pour tout & € IN. Puisque |®(w*)|| < Bk en vue de la proposition 1.6 et
7, < 79 pour tout k € IN, la thése décounle du corollaire 1.2.
8]

1.4.2 Convergence locale.

Théoréme 1.3 Nous avons
o1 = O(74)

pour tout k € IN suffisemment grand, i.e., la suite 7, converge vers Zéro
au moing ( — quadratiqguement.

Toute I'analyse pour parvenir & ce résultat se trouve dans [8]. Remarquons
que ce résultat est demontré seulement dans le cas de la fonction minimum.
Mais les auteurs pensent que ce théoréme est également satisfait dans le cas
de la fonction de Fischer-Burmeister mais cela reste une question ouverte.
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1.5 Calcul du point de départ et Critére d’arrét.

Le point initial w® = (22, A%, s} est construit comme suit :
1. Résoudre AATy = b en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer 3% € R™,
2. Poser 20 := ATy
3. Résoudre AATA = Ae en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer A% € R™.
4. Poser 5% 1= ¢ — ATXO.
Notons que le point de départ est admissible dans le sens on il vérifie les
équations linéaires ATAY 4 5% = ¢ et Az" = b. Par un tel choix, les compo-
santes de s° sont nulles ou petites. Une conséquence est que le résidu initial
|®{w")}} est petit. Le point de départ est donc proche de I'ensemble des so-
lutions des conditions d’optimalité. Un autre choix possible pour le point de
départ est celui des méthodes des points intérieurs.
1. Résoudre AATy = b en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer ¥ € R™.
2. Poser 20 := ATy0,
3. M:=0ets¥:=c
Dans ce cas, les vecteurs z et s peuvent avoir des composantes négatives.
Le critére d’arrét. .
Nous choisissons 7 < 10~* par analogie avec les méthodes des points inté-
rieurs. En effet, ces méthodes suivent la trajectoire centrale (1.18) paramé-
trisée par uy. Le critére d’arrét est alors py < 10~8. Dans notre approche,
nous avons que la condition de complémentarité est paramétrisée par 72,
D’ol ce choix. Les paramétres restants sont tels que:

7o := min{| @), 10°}, 8 := |84 (@")|/70, p = 09 €t o = 107",
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Chapitre 2

Les méthodes réguliéres
Prédicteur-Correcteur pour les
programmes linéaires avec une
mise 4 jour plus flexible du
paramétre de régularisation.

La facon dont le paramétre est mis & jour a une énorme influence sur le
comportement de ’algorithme.
Nous allons décrire la méthode utilisée pour résoudre les conditions d’op-
timalité (1.3) et montrer que celle-ci est bien définie lors d’une mise & jour
plus flexible du paramétre de régularisation. Comme notre approche consiste
a exprimer d’une nouvelle maniére les conditions d’optimalité, commengons
avec une formulation simple de ces conditions. Soit ¢ IR? — IR la fonction
minimum telle que

ola, b) == 2min{e, b} =a+b— Va = b)?
et soit ¢: IR* x IR™ — IR™ définie par
Bz, 5) = (ple1, 81), -+, @l@n, 5))7-
Comrne ¢ posséde la propriété

pla,b) =0ssia>0,b>0,ab=0,
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nous en déduisons que ¢ peut &tre utilisée pour obtenir une caractérisation
des conditions de complémentarité, i.e.,

z; >0, 8 >0, zis; =0 ssi ¢z, s) =0.

D’oit, un vecteur w* := (z*, A*, s*) € IR™ x IR™ x R" est solution des
conditions d’optimalité si et seulement s'il satisfait le systéme non linéaire
d’équations @(w) = 0 ot ®: IR x R™ x IR" —+ IR"® x IR™ x IR" est donnée
par
ATA+s—¢
S(w) = Oz, A, s) = Az —b
¢(z, 5)
Le principal inconvénient est que cette fonction n’est pas différentiable par-
tout. Pour résoudre ce probléme, il est judicieux d’approximer la fonction
minimum ¢ par une fonction continfiment différentiable a I'aide d’un para-
métre de régularisationT. En particulier, la fonction

wr(a, b) :=a+b—+/(a—b)2+4r%

Grace & cette fonction, nous définissons les fonctions

¢r(z, 8) := (s (21, 81), -+, Pr(@n, 3n))T

ATx+s—c¢
O, (w) = D (z, A, 5) = Az ~ b
$-(z, s)
Donc &, est une approximation réguliére de & pour chaque 7 > 0. Gréce a
la référence [12], nous voyons que le vecteur w, = (zr, Ar, 8;) est solution
du systéme non linéaire d’équations

& (w)=0 (2.1)

ssi ce vecteur résout les conditions de la trajectoire centrale (1.18).

A partir de maintenant, considérons 7 comme une variable indépendante et
introduisons les notations suivantes: ¢(a, b, 7) := @, (a, b) et ¢{z, s, 7) 1=
$+(x, s). Le systéme non lingaire (2.1) a n+m+n équations et ®(zx, A, s, 7) 1=
®,(z, A, 8) posséde n+m -+ n -+ 1 variables. Si nous ajoutons une ligne & ce
systéme, nous pouvons définir la fonction:

AT 45 —¢
Az —b
bz, s, T)

T

O(z, A, 8, 7) =
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Nous aurons besoin de la généralisation suivante de la fonction ©

AT ys—¢
Az —b

Pz, 8, 7) |’
op(7)

ot o € (0, 1] est un paramétre de centrage et ¢ : [0, oo) — IR est une fonction
possédant les propriétés suivantes:
(1) 4 est continiment différentiable avec ¢(0) = 0.
(2) ¢ () > 0 pour tout 7 > 0.
(3) 9(r) < ¥ (7)r pour tout 7 > 0.
(4) Pour chaque 7 > 0, il existe une constante v > 0 (pouvant dépendre
de 79) telle que () > v’ (7)7 pour tout T € [0, To).
Voici quelques fonctions satisfaisant ces propriétés avec la valeur de vy cor-
respondante ;
1. (7)) =7 o0y =1,
2. P(r) :=(1+71)2—1ony=1/2,
3. (1) 1= exp(r) — 1 ot v = (1 — ezp(—70)}/ 70
Faisons quelques cormentaires sur les propriétés de la fonction 9t
La propriété (1) est indispensable puisque nous voulons appliquer une mé-
thode de type Newton au systéme d'équations @, (2, A, s, 7) = 0. D’ol ¢
doit étre suffisamment différentiable.
La propriété (2) implique que % est strictement croissante. Combiné avec
¥(0) == 0, cela signifie que le systéme non linéaire d'équations O, y(z, A, s, T) =
0 est équivalent aux conditions d’optimalité.
La propriété (3) sera utilisée pour montrer que I'algorithme 2 est bien défini.
De plus, les propriétés (3) et (4) garantiront la décroissance monotone de la
suite {73} et sa convergence vers zéro.

O, y(z, M\ 5, 7) 1=

La méthode décrite ici est un algorithme Prédicteur-Correctenr. Le pas
Prédicteur est responsable d’un taux de convergence locale rapide tandis que
le pas Correcteur garantit la convergence globale. Plus précisément, le pas
Prédicteur est une itération de Newton appliquée au systéme ©(z, A, s, 7) =
0 suivie par une mise & jour adéquate de 7. Elle a pour but de réduire 7 au
maximum. Le pas Correcteur applique une itération Newton du systéme
©1, y(z, A, 5, 7) = 0. Le membre de droite habituel O, iz, A, 8, 7) est
remplacé par O, y(z, A, 8, 7) ot ¢ € (0, 1) est un parameétre de centrage.
Ce pas de Newton est suivi par une recherche linéaire de type Armijo.

84



Le calcul des itérés est tel qu’ils appartiennent au voisinage de la trajectoire
centrale

N(B) = {(&, A 5, NJATA+ 5 = ¢, Az =b, ||$(a, s, 7)| < Br}.  (22)

Algorithme 2.

Etape 0: Initialisation.
Choisir w0 = (20, A?, 5%) € IR® x R™ x IR" et 7 > 0 tels que ATA® 450 =
¢, Az® = b et ¢(z°, Y, 70) < 0.
Choisir 8 > ||¢(z?, 5% 70)||/70, p € (0,1), 0 < Omin < Omax < 1,6 > 0et
poser k := 0.

Etape 1: Critére d'arrét.

Si [|p(a*, s*, 0)lf < e: Stop.

Etape 2: Pas Prédicteur.
Calculer une solution (AwF, A7) = (Azk, AN, As¥, Ar;) € R" x R™ x
IR"™ x IR du systéme linéaire

o'tk ) (e ) = -6, m). (23)

Si ||®(z* + Azk, sF + Ask, 0)]| = 0: STOP.
Sinon si
@ + As®, s* + Ast, )l > B

alors poser
B = wk, T =1 ety =1,

sinon calculer i = p* ot I est un entier positif ou nul tel que
|@(c® + Aa®, s* + AsF, P < Bl Vi=0,1,2, ., b et
(2" + A, st + AsY, phHing| > Bt T,

et poser
w* sil, =0

—~ ~f
Ty = NpTE et W = ) .,
k= KTk { wk + Aw*  sinon.
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Etape 3: Pas Correcteur.
Choisir G € [Fimin, Omax] et calculer une solution (AG*, ATY)
= (AZ*, ANE, A%F, AT) € IR* x R™ x R" x IR du systéme lin¢aire

AT fe
0y, (@, ‘Tk)( :l,} ) = —O3,, (@, 7). (2.4)

Soit #, =max{p' | {=0,1, 2, ...} tel que
B+ TAT, 3+ BAT, B+ BAR < AR A BAR)  (25)

et poser
wk+1 = 'f,[}k + tkA’lﬁk et Th41 1= T+ tkA?k-

Etape 4: Mise & jour.
Poser k = k + 1 et aller & P’Etape 1.

Nous supposerons dans la suite que le paramétre ¢ de 'Etape 1 vaut zéro.
Si l'algorithme 2 engendre une suite infinie, les critéres d’arrét des Etapes 2
et 3 ne seront pas satisfaits.

Montrons que 'algorithme 2 est bien défini.

Lemme 2.1 Les énoncés suivants sont vérifiés pour tout k € IN:
1. Les systémes lindaires (2.3) et (2.4) ont une solution unique.
9. Il existe un seul ny, satisfaisant les conditions de {’Etape 2.
3. La taille du pas 11 de U'Etape 3 est définie de maniére unique.
Par conségquent, ’algorithme 2 est bien défini.

Preuve:

1. La preuve est une conséquence de la proposition 3.1 de la refel ence [6],
si nous tenons compte de la struture des matrices Jacobiennes O'(w, 7) et
G)g, »(w, 7) et de la propriété (2) de 9.

2. La preuve est analogue 3 celle faite dans le premier chapitre. (voir la
proposition 1.4).
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3. Supposons qu'il existe une itération £ ol
D" + p'A5F, 5% + p' AT, T + AR > BT + o' AT,
pour tout { € IN. Comme
@&, 8, Tl < A7,
nous obtenons de la propriété (3) de ¢

B+ A A% =B (7 - P )

¥ (Fi)
> BT — p'ouT)
> ﬁ(l - 3maxpl)?k

> (1~ Fmaxp Mo@E, 3, 7).
Prenant cette inégalité en compte, nous avons
IOE* + o' AT, 3 + o ASY, Ty ok B AT > (1 — FrnardIS(E, 5, T
Or, par Armijo, nous obtenons
2@ + o' ATF, 5* + o ASY, 7 + P AR < (1= FunaxIB(E*, 55, T

Cest en opposition avec I’hypothése. D’ou, la longueur du pas a PEtape 3
est définie de fagon unique.
O

Etablissons quelques propriétés de Yalgorithme 2.

Lemme 2.2 Les suites {w®} = {(z¥, X, s*)} et {n.} détermindes par
Ualgorithme 2 vérifient les propriétés suivantes:
1. ATAE 4 6% = ¢ et Az® = b pour tout k € IN.
2. 7, < (1l —vGoto)mo -+ (L — ¥6hs1tks1)p41 pour tout k € IN ety >0
est la constante de la propriété (4) de la fonction 1.
3. ||k, %, m)| < B pour tout k € IN.

Preuve:
1. Pour & = 0, la propriété découle du choix du point de départ. Pour £ >
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0, c’est une conséquence de la résolution par la méthode de Newton des
systémes linéaires. :

2. Nous obtenons ,
Ay = —opp(Ti) /Y (Te) (2.6)

de la quatriéme équation du systéme (2.4) de Palgorithme 2. Comme 7, 73, €
[0, 70] pour tout k € IN, il suit de la propriété (4) de la fonction 7 et des
régles de mise & jour dans les Etapes 2 et 3 que

Tyt = T+ AT
-~ o~ ~~ S
= Tp, — ook P () /¥ (Th)
< T — VKB T
= (1 — yEB%)mms-
La theése découle d'une simple induction sur &.

3. C’est une conséquence directe des régles de mise 4 jour de 'algorithme 2.
O

2.1 Convergence.

Nous analyserons les propriétés de convergence locale et globale de l'al-
gorithme 2 sus-cité. Nous allons montrer que la suite des itérés (zF, AF, %)
est bornée sous 'hypothése d’admissibilité stricte. Ce résultal sera prouvé
en montrant que les itérés vérifient 'inégalité

qf)(:ck, sk, T,) <0

pour tout k& € IN.

Lemme 2.3 Les suites {w®} = {(2F, X, s0)}, {me}, {@%} et {7} en-
gendrées par Ualgorithme 2 ont les propriétés

1. ¢z, 5%, 7} < 0 pour tout k € IN.

2. ¢{z*, s*, 7} < 0 pour tout k € IN.
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Preuve:

Clonsidérons d’abord I’énoncé 1. Supposons k fixé et que @* = w* + Aw®
dans I'Etape 2 de Palgorithme 2. Comme chaque composante de la fonction
¢ est concave, nous cbtenons

qb(ik: é*: ?ﬂ.)
= d)(mh + Aak} Sk + A§k1 ﬂk’?'k)

= ¢(z* + AF®, 8F 4 AFF, 7 + (e — Umy)

AzF
< d(ak, s, ) + o (=5, 55, ) Ask
(2.7)

(e — 1)

Az¥
= ¢'($k, Sk? Tk) + ¢'($k, Sk: Tk) Ask
Ay,

0
+¢"(3;k’ 3’6, Tk) ( 0 ) .
(e — )71, — Ay

Par la troisiéme équation du systéme linéaire (2.3) de I’algorithme 2, nous

avons
Azt

¢J(mk5 Ska Tk) ( As* ) = _qs(mka Sk: Tk)'
ATy

D’ou, (2.7) devient

0
HE*, 3, ) < & (2, 55, 7) ( 0 ) . (2.8)
(e — )7 — A

Nous prétendons que le membre de droite de (2.8) est négatif ou nul. Pour
le prouver, remarcguons que

0
& (¥, s*, 7) ( ( 1)0 N ) = (g - V)1, — A7y)dE
m — )y — Ary
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T
: Bk ok 09 (pk gk
d-;k- = (%(Tib: Sibv Tk)) T Etg(mg’ S:'u“ Tk))

. T
_ 11 SO/ T B |}
(\/(m’f~s’{)2+rﬁf§’ ! \/(mﬁ~s,’g)2+4fﬁ) -

D’oil, il reste 4 montrer que
(e — Ve — A7y 2 0.

(Pest évident puisque la dernidre ligne du systéme linéaire (2.3) de l'algo-
rithme 2 donne A, = —7.

Considérons ensuite 1'énoncé 2. Supposant toujours que k € IN est fixé
et sachant que chaque composante de la fonction ¢ est concave, nous avons

P, P 1) = @EF + BATE, B + A, B + HAT)

Azk
< Qs(ﬁk? gk, ?A) +,t7‘:¢’(§k! gk) ?k) Aé‘k
AT, (2.9)

= ¢(§k, JS*: ?k) - ac‘.b(i’fi': gk: ?k)
= (1 - L), 3%, %) <0.

Nous allons maintenant vérifier les énoncés 1 et 2 par induction sur k.
Si k = 0, nous avons ¢(z°, 5%, 79) < 0 par le choix du point de départ
w® = (2% A?, s°) et du paramétre de régularisation 7y > 0 dans I'Etape
0 de l'algorithme 2. Par conséquent, si nous posons @® = w® dans 'Etape
2, nous avons 7 = 79 et (27, 3%, 7) < 0. D’autre part, si nous posons
@° = w® + Aw® dans I'Etape 2, argument utilisé au début de la preuve
montre que Pinégalité $(3°, 5%, T) < 0 est aussi satisfaite dans ce cas.

Supposons que nous avons ¢(z¥, s*, 7,) < 0 et $(zF, 5%, 7)) < 0 pour
un certain indice k € IN. Alors, (2.9) implique ¢(z5t1, s*1, 7i4) < 0. Par
conséquent, si nous avons @*+! = w*+1 4 'Etape 2 de Palgorithme 2, nous
obtenons $(F+1, 1, 741) < 0. Par contre, si @**! = wh*! + Awht!
dans I'Etape 2, Pargument utilisé dans le début de la preuve implique que
Iinégalité est satisfaite.

O

90



Nous allons maintenant montrer que la suite {w*} engendrée par l'al-
gorithme 2 est bornée lorsque les conditions d'optimalité (1.3) admettent
un point strictement admissible, i.e., un vecteur W = (%, A, §) satisfaisant
ATXN+5=c, AZ=betT>0,5>0.

Proposition 2.1 Supposons qu’il eviste un point strictement admissible
pour les conditions d’optimalité. Alors, la suite {wh} = {(=F, Nk, s%)}
engendrée par Ualgorithme 2 est bornée.

Preuve:

Supposons que la suite {w*} = {(z¥, M, s*)} engendrée par l'algorithme 2
n'est pas bornée. Comme la suite {73} est décroissante par le point 2 du
lemme 2.2, il suit du point 3 de ce méme lemme que

l$(z*, s*, )|l < Bri < Bro Yk e IN. (2.10)

Par la définition de la fonction réguliére minimum, il ne peut exister d’in-
dice i € {1, -+, n} tel que z¥ — —oco ou s¥ = —co pour une sous-suite.
Sinon, nous aurions @(zf, s¥, &) — —oo donc lp(zk, ¥, )| = +oo ce
qui contredit (2.10). D’o1, les composantes de ces deux suites sonf bornées
inférieurement, i.e.,

ef >yetsf >y Vi=1, -, n,VEeN, (2.11)

ol vy est une constante réelle.

D’autre part, {w"*} est non bornée par hypothése. Il existe donc au moins un
indice ¢ € {1, ---, n} tel que =¥ — 400 ou s¥ — +co pour une sous-suite.
Dans le cas contraire, les deux suites {z*} et {s*} seraient bornées. Cela
impliquerait que la suite {Ak} le serait aussi par le point 1 du lemme 2.2 et
par le fait que A soit de rang plein. Donc la suite {w"} serait borné¢ ce qui
est contraire & I'hypothése.

Soit @ == (%, A, 3) € IR*xR™ xIR" un point strictement admissible pour
les conditions d'optimalité dont Pexistence est garantie par notre hypothése.
Alors, N

ATA+5=cet AT =0

Par le point 1 du lemme 2.2, nous avons

AT L sf mcet Az =b Yk e N
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d’otl, nous obtenons par soustraction des deux équations
AT - M)+ (5—s¥) =0 et AF—2z*)=0. (2.12)

Prémultipliant la premiére équation de (2.12) par (¥ - )T et en tenant
compte de la deuxiéme équation, nous avons

@ —2MT(F - s*) = 0.
La réorganisation des termes donne
Tk 137" = (2F)Ts* +378 vk e (2.13)

Par (2.11) et le fait que T > O et 5 > 0 car @ est strictement admissible,
nous avons
(z*)7's* = o0
suite & (2.13) et au fait que zf — +oo ou s¥ = +oo pour au moins un
indice i € {1, :--, n} d'une sous-suite. D’ou, il existe une composante j €
{1, ---, n} telle que
ik = +oo (2.14)

pour une sous-suite adéquate.
Par le point 2 du lemme 2.3, nous savons que

Pz, s*, 1) <0 VEe N

Considérant la jiéme composante et la définition de ¢, nous avons

af + 8§ < \f(ah - oh)? 447} (2.15)

pour tout kE € IN. Par (2.14} et (2.11), nous avons nécessairement 'Ef >
0 et s > (0 pour tous ces k appartenant & la sous-suite pour laquelle (2.14)
est veuﬁée Si nous élevons les deux membres de (2.15) au carré, nous obte-
nons aprés simplification

45.."?8? < 47
Cependant, le membre de droite de cette équation est bornée par 472, Cest

en opposition avec (2.14).
0
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Prouvons le résultat de convergence globale de 'algorithme 2.

Théoréme 2.1 Supposons que la suite {wF} = {(a¥, M¥, s¥)} déterminée
par Ualgorithme 2 admet au moins un point d’accumulation. Alors, la suite
{mx} converge vers zéro.

Preuve:

La suite {7} de paramétres de régularisation est décroissante. Etant égale-
ment bornée inférieurement, il suit que {7} converge vers un nombre 7, > 0.
Si 7, = 0, c’est fini. Supposons que 7 > 0. Alors, les régles de mise & jour
de I’Etape 2 de 1'algorithme 2 impliquent

T =T, M =1et o = wP (2.16)

pour tout k € IN suffisamment grand. Passant & une sous-suite si nécessaire,
nous supposerons, sans perdre de généralité, que (2.16) est satisfaite pour
tout k& € IN. Alors, le point 2 du lemme 2.2 et O = Omin Dous donnent

k-1 k—1
7 < 10 [ [ (L= 85E) < 7o [T = ¥8mints). (2.17)
=0 j=0

Comme 7 — % > 0 par hypothése, il suit de (2.17) que limk_,ooﬂ. ={.
La longueur du pas &y := #;/p ne satisfait pas le critére de recherche linéaire
(2.5) de P’algorithme 2 pour & € IN suffisammment grand. D’o1,

HB(E* + G AFY, 3% 4+ 3L AFY, 7 + AT > BTk + @A) (2.18)

pour tous ces k € IN.

Soit w* = (=z*, A%, s*) un point d'accumulation de la suite {w*} et
soit {w*}x une sous-suite convergeant vers w*. Comme Ok € [Omin, Omax)
pour tout k& € IN, nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, que
la. sous-suite {Gx}x converge vers un nombre Gy € [Orim, Omax]. De plus,
comme 7. > 0, il suit de (2.16) et du point 1 du lemme 2.1 que la sous-
suite corresf;gondante {(A'&F"", A7)} converge vers un vecteur (Ad*, AT)
= (AZ*, AXY, AF*, AT,), ot (AT*, AT,) est la solution unique du systéme
linéaire R

9'1,1#(10*, Ta) ( ﬁg ) = —05,, p(w*, ) (2.19)
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par analogie au systéme (2.4) de I'algorithme 2. En utilisant {Gr}k — Oet
prenant la limite & — oo sur le sous-ensemble K, nous obtenons de (2.16) et
(2.18)

l6(a*, %, )l > ire > 0. (2.20)

D'autre part, nous obtenons de (2.18), (2.6), la propriété 3 de la fonction 4,
(2.16), le point 3 du lemme 2.2 et G% < Tmax que

BO(E* + BAGE, 3¢ + GuASE, 7y + apAT)|
> B(F + AT
= B, — GGrp (i) /¥ (i)
> B(Ti; — GkOkTk)
= (1 — Q) B
> (1 - ax@x)llg(z*, s*, )l

>(1- ak&maX)“¢($k: s*, 7l

pour tout k € IN suffisamment grand. De (2.16), nous obtenons

P(E5 -+, ABF, BF 4+ AT, Tt 8 AT )| —lie(z?, b, 7 5
@ 13, A8, 548, A%, it GARIN R T > gy | g(a¥, 8%, )

Comme ||¢(., ., )| est contintiment différentiable en (z*, s*, 7*) par (2.20),
prendre la limite & — co pour k& € K nous donne

AT*

SB*, 3*: T T * % = gk
(If;s((m* g 'r)))” ¢’ (:I: y S s T*) AB* 2 —crma,xllc,b(a: » 8 T*)”)
P, % AT,

ou (AW*, AT,) = (AZ*, AN*, AS*, AT,) est la solution du systéme linéaire
(2.19). Par (2.19), nous avons

~llg(a, 8%, Tl > —Tmaxllp(a®, 87, .

Comme Fax € (0, 1), cela implique que {|¢{z*, s*, 74 }|| = 0 ce qui contredit
(2.20). D’ot, nous ne pouvons avoir 7, > 0.
O
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Par la proposition 2.1, I'existence présumée d’un point d’accomulation dans
le théoréme 2.1 est antomatiquement satisfaite s’il a un point strictement
admissible pour les conditions d’optimalité. Une conséquence immédiate du
théoréme 2.1 est le résultat suivant :

Corollaire 2.1 Chaque point d’accumulation de la suite {w*} déterminde
par Dalgorithme 2 est une solution des conditions d’optimalité.

Preuve:

Soit w* = (z*, A*, s*) un point d’accumulation de la suite

{wk} = {(xF, A*, s*)} et soit {w*}x une sous-suite convergeant vers w*.
Alors, nous avons 7 — 0 en vue du théoréme 2.1. D’oil, le point 3 du lemme
2.2 implique

* 8" - ko k .
= [ < —
l#(e", s*, Ol = fim Ilg(a*, o*, 7)< 8 imm =0,

i.e., nous avons z* > 0, s* > O et 2fsf =0pouri =1, .-+, n par la définition
de ¢. Puisque le point 3 du lemme 2.2 montre que ATA*+s* = cet Az* =,
nous obtenons w* = (z*, A*, s*} solution des conditions d’optimalité.

£l

Tous les détails concernant le résultat suivant se trouvent dans la réfé-
rence [1]. Etablissons le résultat de convergence locale.

Théoréme 2.2 Soit § un parameétre sotisfaisant linégalité B > 24/n.
Supposons que les conditions d’optimalité ont une solution unique

w* = (z*, \*, ") et que la suite {w’} engendrée par Ualgorithme 2 converge
vers w*. Alors {7} converge globalement linéairement et localement de
mantére quedratique vers zéro.

L’observation centrale pour prouver la convergence du théoréme 2.2 est que
la, suite des matrices Jacobiennes @' (w*, 1) converge vers une matrice non
singuliére sous I’hypothése du théoréme 2.2, En effet, comme mentionné en
[1], la convergence de cette suite vers une matrice Jacobienne non singuliére
est équivalente & 'unicité de la solution des conditions d’optimalité.
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2.2 Choix du point de départ et Critére d’arrét.

Le point initial w® = (2%, A%, s°%) est construit comme suit :

1. Resoudre AATy = b en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer 4° € R™.

2. Poser z¥ := ATy

3. Reésoudre AATA = Ac en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer A° € R™.

4. Poser 8% 1= ¢ — AT),

Notons que notre point de départ est admissible dans le sens ou il vérifie
les équations linéaires ATA 4 s = ¢ et Az = b. De plus, le paraméire de
régularisation initial prend la valear

70 = |$(z%, $°)lloo,

i.e., 7o correspond au résidu initial des conditions d’optimalité. Pour garantir
que ¢(z°, s 75) < 0, nous devons augmenter la valeur de 7o de fagon a
satisfaire:

T > yJfals? Vie{l, .-, n}otal >0, >0

Regardons maintenant le critére d’arrét.

Nous terminons l'itération lorsqu'une des conditions suivantes est satisfaite:
1. 7 <1074,
2. |®(wk)lloo < 107* ou
3. [@(wh)lloo < 1073 et [|B(wF) oo/ | B(w°) |0 < 1075,

Le paramétre de centrage 0 est quant & lui choisi de la fagon suivante:
Posant Gmin = 0.4, 8max = 0.6, v = 0.1, nous commencons avec g = 0.5 et
mettons & jour o :

’o“k+1 = min{?f‘mu, a:k -+ ’){}
quand le pas Prédicteur est réussi, i.e., quand Wt = w* 4+ Aw. Sinon,
posons

Tr41 = Max{Omin, Ok — v}
Par cette mise & jour, tous les paramétres de centrage appartiendront bien &
Uintervalle [Gnin, Tmax)-
Les autres paramétres de I'Etape 0 sont choisis tels que

p=0.79 et B := ||¢(z°, s°, 70)l/70.
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Chapitre 3

Méthodes de type réguliéres
améliorées pour la solution de
programmes linéaires.

L’idée de base de cette méthode est de résoudre les conditions d’optima-
lité. Pour cela, nous exprimons les conditions d’optimalité comime un systéme
non linéaire d’équations. Ce systéme étant non différentiable en général, nous
’approximerons par un systéme régulier d’équations. Nous appliquerons en-
suite une méthode de Newton & ce systéme. La méthode présentée pourra
&tre vue comme un cas particulier de la méthode du chapitre précédent.

3.1 Description de ’algorithme.

Le but de cette section est d’établir un algorithme et de ’analyser.
Pour cela, soit ¢: IR? — IR la fonction minimum déja rencontrée, i.e.,

v(a, b) == 2min{a, b}.

ATx+s5-c
®(w) = ¢z, A, s) 1= Az —b ,

$(z, s)

ou gb('[:, S) = ((,0(271, 81)1 Tt (P(mn: sn))T € R™
Comme ¢ est une fonction NCP, i.e.,

Définissons

wla, b)) =0a¢>0,b>0,ab=0,
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’6quivalence suivante est une conséquence immeédiate de la définition de la
fonction ®:

w* = (x*, X*, s*} résout les conditions d’optimalité (1.3)
ssi
w* est solution de ®(w) = 0.

Or, le systéme ®{w) = 0 est non différentiable. Par conséquent, soit ¢y :
IR? — IR la fonction réguliére minimum

wr(a,b) :=a+b—/{a—b)2+4r2

ot 7 > 0 est un paramétre régulier. Alors, nous définissons

ATx+s—c
D, (w) := B (x,A,8) == Az —b
¢r(,3)

ot ¢ (2, 8) 1= (pr(z1, 81}, **, Pr (T, sn))" € R™.
Par la référence {12], nous voyons que la relation suivante est satisfaite:

w, est solution des conditions de la trajectoire centrale (1.18)
551
®, ('wf) =0,

i.e., nous obtenons une formulation de la trajectoire centrale comme un sys-
téme non-linéaire et différentiable d’équations.

Jusqu’a présent, nous avons cousidéré 7 comme un paramétre mais il
semble parfois plus utile de voir 7 comme une variable indépendante. Pour
éviter les ambiguités de notations, nous écrivons

Oz, s, T) 1= ¢ (z, 8).
Par ailleurs, nous aurons besoin de la fonction @ : IR™ x IR™ xIR" x [0, 00) —
IR® x IR™ x IR™ x IR définie par

AT +s—¢
Ax —b
Bz, s, 7)

T

@('w, T) = @(’L, )\, s, 7') =
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Remarquons que la fonction Q(w, 7) est différente de la fonction @, (w) car
nous avons ajouté une ligne pour obtenir la fonction ©. Puisque I'équation
O{w, 7) = 0 implique que T = 0, nous obtenons I'¢quivalence

w* = (z*, A\*, s*) résout (1.3) ssi (w*, 0) est solution de O(w, 7) = 0.

Nous obtenons une nouvelle expression des conditions d’optimalité on 7 est
une variable indépendante.

11 nous semble important d’exploiter la relation entre la méthode de New-
ton appliquée au systéme @, (w) = 0 et appliquée au systéme &(w, 7} = 0.
Considérons, pour commencer, le systéme ®,(w) = 0. Nous supposons que
wk = (2F, A¥, s*) soit l'itéré et que 73, > 0 soit la valeur du parameétre de
régularisation. Alors, nous définissons

whtl = wf + tAw®

pour une longueur de pas #;, > 0 adéquate, ou le vecteur correction Awt =
(Az®, ANK, As*) est solution du systéme linéaire d’équations

@;k (wF)AwP = &, (wh).

Tenant compte de la définition de ®,, cette équation est équivalente &

0 AT I Ag —ATHX — gk ¢
A 0 0 AN | = ~Azk 4+ b (3.1)
Df, 0 Dt’f, 7 As ~¢r, (, s*)
ol 5 P
. . Loy, sk ’ T XN
Df;l , = diag ( 6;" (m’l‘, s}l‘), sy _éoél(ﬂ}:.u Sﬁ)) € R™*
et P 9
Dé’ F = dlag ( agﬁ' (:Blf, s!]‘_:)y B a;—k (m'fkij 35‘1)) €lrR 8 :

D'autre part, si nous appliquons la méthode de Newton au systéme ©(w, T) =
0, nous devons résoudre une équation comme

o' (w*, ) ( e ) = O, )

4 chaque itération, oit nous prenons les dérivées en w et en 7. D’ot, le systéme
devient

0 AT 1 0 Az —AT)E _gF ¢
A 0 0 0 AN —Azk 4 b

Dic, . 0 D{:, T dl’ﬁ As - -—9(3;’“, 3k> k) 8.2)
0 0 0 1 AT — Tk
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ol .
. (00, 4 & 9 . r
db e (E(m‘f, o), p ak sk 'rk)) € R".
Poussés par des considérations semblables A celles relatives aux méthodes des
points intérieurs (voir [18]}, nous considérons une généralisation du systéme
(3.2) et remplagons le parameétre 7 de la derniére ligne du membre de droite

de (3.2) par o7 pour un nombre oy € [0, 1}, i.e., nous résolvons

0 AT I 0 Az —ATHNE sk e
A 0 0 0 AN | ~ Az +b

Df;“ . 0 Df’ , d As | —B(z*, s*, %) (33)
0 0 0 1 AT — LTk

(quand oy, = 1, nous avons (3.2)). Constatons que 8 ne subit pas cette modi-
fication. Afin d’avoir des notations plus compactes pour le systéme linéaire
(3.3), introduisons la fonction

AT +s-¢
Az - b
&z, s, T)
oT

Ogfw, 7) =

ot lindice o indique la dépendance de © par rapport au paramétre o. Alors,
le systéme linéaire (3.3) peut étre mis sous la forme suivante :

O (w*, 7) ( ﬁt: ) = -0, (v*, 7).

Notons que le systéme (3.3) nous donne
AT = —0opTk. (3.4)

En remplacant cette expression dans les autres équations de (3.3), nous ob-
tenons

0 AT I Az —ATX _ gk ¢
A 0 0 AN | = —Ax* 4 b . (3.5)
Dﬁj, , 0 D{f} , As —0(zF, s*, ) + oprrdt

D'on, nous pouvons écrire le systéme sous la forme
1

oo

(I';k (wh)Aw = —@,, (wF) + opmy

=
< o
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Le systéme linéaire (3.3) peut étre vu comme une perturbation du systéme
(3.1) ot la perturbation n’agit que sur la troisieme ligne du membre de droite.

Basé sur les notations introduites précédemment, nous énongons notre
méthode réguliere Prédicteur-Correcteur.

Algorithme 3:

Etape 0: Initialisation.
Choisir w0 := (2°, A%, s°) € IR® x R™ x IR™ et 75 > O tels que ATXA0 +50 =
e, Az? = b et 8(z?, 50, 1) < 0.
Choisir 8 > ¢ (w®)||/70, p € (0, 1}, 0 < Tinim < Tmax < 1, € 2 0 et poser
k:=0.

Etape 1: Critére d’arrét.
Si |lp(w®)|} < €: Stop.

Etape 2: Pas Prédicteur.
Calculer une solution (Aw®, Ary) = (Azk, AN, Ask, Arp) € R™ x R™ x
IR™ x IR du systéme linéaire

o' (wt, Tk)( v ) — _ou*, 0). (3.6)

Si || ®(w* 4+ Awh)|| = 0: STOP.
Sinon si
I6(z" + Axk, & + Ask, 7)|| > B

alors poser

k

@ = w®, T =T et = 1,

sinon calculer n = p'* ou I, est un entier positif ou nul tel que
10(* + Az®, 85+ AsF, Pl < BpPme Vi =0,1,2, ., b et
llﬂ(;{;k + Aﬂ;k> Sk + Aska Plkﬂ'fk)“ > ﬂplk+1Tk:

et poser
wh silp=0

~ e
T = neTy, et wh o= X ..
k Tk { w® + Aw*  sinon.
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Etape 3: Pas Correcteur.
Choisir 0 € [Gimin, Fmax] €t calculer une solution (AT, AT)
= (AZF, AXF, A%*) AT;) € R™ x R™ x IR® x IR du systéme linéaire

LR M QA ~ o~
©' (@, %) ( Ar ) = ~ 05, (W*, 7). (3.7)

Soit 7 = max{p |1 =0, 1,2, ...} tel que
10" + BAGE, 3 +5A%, (1 —ai)Al < (- (38)

et poser
whtl = G+ AT et Tl 1= (1 — Tgle) Tk

Etape 4: Mise d jour.
Poser k = k+ 1 et aller & 'Etape 1.

Faisons quelques commentaires sur cet algorithme.

Dans I'Etape 0, nous exigeons que le point de départ w® = (20, A2, s%) soit
admissible dans le sens o les équations linéaires AT X+ s = ¢ et Az = b sont
satisfaites. Comme les composantes de z¥ et s ne doivent pas étre positives
(par opposition aux méthodes des points intérieurs), il est aisé de trouver un
tel point de départ.

Dans le pas Prédicteur, nous calculons, pour commencer, une direction de
recherche en résolvant le systéme linéaire (3.6). Remarquons que le membre
de droite de ce systéme ne dépend pas de 7. En ce qui concerne le membre de
gauche, nous utilisons le Jacobien standard de la fonction perturbée ©(w, 7).
Aprés avoir calculé la direction dans le systéme (3.6), nous essayons de ré-
duire le paramétre de régularisationty autant que possible tout en s’assurant
que le pas entier reste dans un certain voisinage de la trajectoire centrale
(cfr le point 3 du lemme 3.2).

Le pas Prédicteur est responsable d'une convergence locale rapide tandis que
le pas Correcteur assure une convergence globale.

Avant de poursuivre notre analyse, il est important de constater que cette
méthode peut étre vue comme un cas particulier de la méthode du chapitre
précédent. En effet, si nous prenons 1(7) = 7 dans le chapitre 2, nous serons
dans le cas de la méthode présentée ici. Donc tous les résultats établis dans
le chapitre 2 restent vrais. Par ailleurs, il existe une autre fagon de prouver
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la convergence et nous la développerons dans la section suivante. Mais avant
tonte chose, remarquons que 'algorithme 3 est bien défini.

Lemme 3.1 Les énoncés suivanis sont vérifiés pour tout k € IN :

1. Les systémes linéaires (3.6) et (3.7) ont une solution unique.

2. Il existe un seul 1 satisfaisant les conditions de ’Etape 2.

3. La longueur de pas %, de I'Etape 3 est définie de maniére unique.
Par conséquent, ’algorithme 3 est bien défini.

Preuve:
Pour la preuve voir le lemme 2.1 du chapitre précédent .

Le résultat suivant sera utile dans la prochaine section.

Lemme 3.2 Les suites {w®} = {(z*, X¥, %)} et {7} engendrées par Ual-
gorithme 3 possédent les propriétés suivantes:

1. ATXF 4 58 = ¢ et Az® = b pour tout k € IN.

2, 1 =m7(l — 30%)7]0 (1= Ek_la_l)nk_l pour tout k € IN.

3. ||8(z*, s*, 7)|| < Bre pour tout k € IN.

Preuve:
Elle est semblable 4 celle du lemme 2.2 du chapitre précédent.

3.2 Proriétés de convergence.

Nous allons établir les résultats de convergence globale et locale de 'al-
gorithme 3. Pour cela, nous supposerons que le paramétre de terminaison €
est égal & zéro. Nous supposons aussi que I'algorithme 3 engendre un nombre
infini d’itérés wF, i.e., que nous ne nous arrétons pas aprés un nombre fini
d’itérations & un point w* satisfaisant les conditions d’optimalité (1.3).

Etablissons le résultat suivant pour nous aider & montrer que la suite
{w*} est bornée.

103



Lemme 3.3 Les suites {wk} == {(z¥, X¥, s)} et {7} engendrées par U'al-
gorithme 8 vérifient l'inégalité

I min{wk, sk}||oc < KT

pour tout k € IN oty k == (2 -+ 8)/2.

Preuve:
Soit #; la iéme composante de la fonction 8, i.e.,

0;(a, b, 7) == a+b—+/(a - b)? + 472
Par le lemme 1.1 du premier chapitre, nous avons 'inégalité
10;(a, b, 0) — Bi(a, b, T)] < 27

pour tous a, b € IR et pour tout 7 > 0. En utilisant la partie 3 du lemme
3.2, il suit que

2| minf{af, s} = 16i(af, sf, O)]
< |0s(a, s, m)l + 10:(ak, of, 0) — O:(ak, sf, 7o)l
<10(a*, 55, m)ll + 0i(ak, of, 0) — Oiaf, s¢, )]
<(B+2)m
pour tout k € IN et tout i =1, -+, n. D'on
| min{z®, s*}loo < m7x

pour tout & € IN, ot & est la constante de notre énonce.
o]
Nous voulons maintenant montrer que la suite {wf} engendrée par 1'al-
gorithme 3 reste bornée sil existe un point strictement admissible pour les
conditions d’optimalité (i.e., un vecteur @ = (Z, A, 5) satisfaisant ATA+5=
¢, AT = b et T >0, 5> 0) et si le paramétre initial 79 > 0 est suffisamment
petit.
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Proposition 3.1 Supposons qu’il existe un point strictement admissible
(T, A, 3) pour les conditions d’optimalité. Supposons également que le pa-
rameétre de régularisation initiol Ty > 0 vérifie

]' " ~ el
70 < . min REI

ol k= (2+ B)/2 est la constante du lemme 3.9. Alors, la suite {w*} =
{(z*, M, s*)} déterminde par I’algorithme 3 est bornée.

Preuve:
Supposons que la suite {w*} = {(z*, 3*, s¥)} n’est pas bornge. Comme la
suite {7} est décroissante, il suit du lemme 3.3 que

| min{z¥, s§}| < || min{z*, s*}|lc0 < w71 < K70 (3.9)
pour tout & € IN et pour tout ¢ = 1, -+, n. D’o10, il n’existe pas d'indice
i€ {1, -, n} tel que z¥ — 0o ou s¥ = —co pour une sous-suite. Par

conséquent, toutes les composantes des deux suites {z*} et {s*} sont bor-
nées inférieurement.

D’autre part, la suite {w®} = {{z*, A*, s¥)} n'est pas bornée par hy-
pothése. Dongc, il existe au moins une composante 7 € {1, ---, n} telle que
z¥ — +00 ou s¥ = +oo pour une sous-suite. Sinon, les deux suites {x*} et
{s*} seraient bornées. Cela impliquerait que la suite {A} le serait aussi et
done 'hypothése ne serait pas satisfaite.

Soit @ = (F, A, 8) € IR™ x R™ x IR" le point strictement admissible de
notre hypothése. Alors, en particulier, nous avons

ATX 4 5=cet AT =b.
Puique, nous avons aussi
AT) ypsf =cet Az* =b
pour tout k& € IN par le point 1 du lemme 3.2, nous obtenons
AT - A+ (5-s)=0et AF—-2") =0 (3.10)
en soustrayant les deux équations. Prémultipliant la premiére par (2 — 2*)7

eb tenant compte de la deuxiéme, nous avons

S hE- = G- E- =0 31D

i=1
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Nous supposons, sans perdre de généralité, qu’il existe au moins une com-
posante % telle que {¢¥} est non bornée., i.e., {&f}x — +oo pour un sous
ensemble adéquat K C IN(nous pouvons transposer pour s). Définissons les
différents ensembles d’indices:

I = {i| {:cf}K est non bornée},
I, := {i | {s¥} Kk est non bornée},

Iy = {i | {2¥}x et {s}}x sont bornées}.

Remarquons que I est non vide tandis que Iy et I, peuvent étre vides.
Utilisant les définitions de ces trois ensembles d’indices et passant &4 une
sous-suite si nécessaire, nous obtenons de (3.9)

(z¥V - 4o et sf <kry VEe KViel, (3.12)

et
(M} = +ooet af < kg Vhke K Vie L. (3.13)

Par ailteurs, il existe une constante ¢ € IR telle que

> (af @) (s -8) <e

icl,

pour tout k € K. Par (3.11), nous avons

¢ 2y (@t - B - )

i€y
= (@F - &) G - o) + ) (af - 8) (G - sf)
iely iels

pour tout k& € K. Cependant, le membre de droite n’est pas borné pour une
sous-suite par (3.12) et (3.13). En effet, s; — s§ >5—kto > 0(i € Ip)et
#; — af > 3 — k7o (1 € L) par le choix de 19 > 0. Cette contradiction nous
permet de conclure que la suite {w*} est bornée.

0

Cette propositon assure que les itérés w* sont bornés & condition que le pa-
ramétre de régularisation initial soit suffisamment petit.

Etablissons la convergence globale de ’algorithme 3.
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Théoréme 3.1 Supposons que la suite {w*} = {(z*, A, s%)} déterminée
par lalgorithme 8 posséde au moins un point d’accumulation. Alors, la
suite {7y} converge vers zéro.

Preuve:
Elle est semblable a celle faite dans le deuxiéme chapitre. Voir le théoréme
2.1. (Il s’agit juste d’un changement de notations).

(il

Constatons que Pexistence supposée d’un point d’accumulation dans ce théo-
réme est garantie sous les conditions de la proposition 3.1. Une conséquence
de ce théoréme est le résultat suivant:

Corollaire 3.1 Chaque point d’accumulation de la suite {w"*} engendrée
par Ualgorithme 3 vérifie les conditions d’optimalité.

Preuve:
Elle est analogue & celle du chapitre 2. Voir corollaire 2.1.
a

Avant d’énoncer le résultat de convergence locale, notons 1’égalité entre
la. direction calculée dans le pas Prédicteur de notre algorithme 3 et celle
obtenue dans le pas Prédicteur du premier chapitre.

Lemme 3.4 Le vecteur (Aw®, A7) est solution du systéme linéaire (3.6)
de Valgorithme 8 ssi Aw® résout le systéme

@;k (w*)Aw = —Bo(wh),

et A, = 0.

Preuve:
Comme le paramétre de régularisation du membre de droite du systéme
linéaire (3.6) est nul, lassertion est une conséquence de la discussion faite
sur Péquation (3.2).

O
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Pour plus de détails sur le prochain théoréme, consulter la réfénce [8).

Théoréme 3.2 Supposons que lo suite {w"} engendrée par Ualgorithme
3 converge vers une solution strictement complémentaire des conditions
d’optimalité. Supposons, de plus, que le paramétre 8 de I'Etape () de Ual-
gorithme 8 est choisi suffisamment grand tel que 8 > 2/n. Alors, le pas
Prédicteur est finalement accepté et

Teg1 = O(7%)

pour tout k € IN suffisamment grand, i.e., le paramétre de régularisation
converge localement (J-quadratiqguement vers zéro.

Il est important de constater que, sous les hypothéses de ce théoréme,

I’ensemble des points vérifiant les conditons d’optimalité n’est pas nécessai-
rement un singleton.
Si, & la place de la fonction minimum, nous prenons la fonction de Fischer-
Burmeister, nous pouvons montrer que tous les résultats restent vrais. Par
ailleurs, pour le théoréme 3.2 ce n'est pas toujours satisfait. Cela reste une
question ouverte.

3.3 Choix du point de départ et Critére d’arrét.

Le point initial w?® = (20, X°) s°) est construit de la maniére suivante :

1. Résoudre AATy = b en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer 4" € IR™,

2. Poser ¥ 1= ATy,

3. Résoudre AATX = Ac en utilisant la factorisation de Cholesky pour
calculer A% € R™.

4. Poser s% := ¢ — ATXY,

C'est le méme point de départ que celul de [8]. Nous obtenons le point de
départ en résolvant les deux programmes simples

1
min 5!1132” sc. Az =5

pour 29 et
1
min 5”.32” s.c. AT A +s=¢
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pour A? et s°. La construction du point initial garantit que les deux systémes
linéaires Az = b et ATA+ s = ¢ sont satisfaits en w® = (29, A%, s%). De plus,
il est aisé de constater que nous avons aussi #(z°, XY, s°) < 0 & condition de
prendre '

10> /a¥s? Vie{l, .-, n}aveca) >0, s) > 0.

Ce choix est tel que le point de départ satisfait toutes les conditions requises
a I'Etape 0 de l'algorithme 3.

D’autre part, nous terminons 'itération si une des conditions suivantes
est vérifiée :

1. 7 < 107% ou

2. |®(w*)]|oo < 107t ou

3. 19(wF)loo < 107 et [|@(w*) oo/ 1@ ()]0 < 107°.

Le critére 1. est utilisé en [8] et est expliqué par le fait que 72 joue plus ou
moins le réle du saut de dualité g dans les méthodes des points intérieurs
(cfr. [2]). Or la valeur de p pour l'arrét est 1078, Le critére 2. désigne l'er-
reur absolue mesurant le résidu total ||®{w*)||e. Par ailleurs, le critére 3. est
un 'mélange’ entre une forme plus faible de cette erreur absolue et I'erreur
relative au kisme résidu ||2{w*)|jco ot [|@(w?) oo est le résidu initial.

Les paramétres restants sont initialisés comme suit:

p =09, §:=[[@n(w’)||/70.

Pour terminer, le paramétre 0% de I'Etape 3 de 'algorithme 3 vaut 0.5.
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Annexe A

Quelques définitions et
résultats.

Propriétés des matrices.
Soient A, B € IR™™" deux matrices symétriques. Alors leur somme A + B
est aussi symétrique. De plus, leur carré A? Iest également.
Soient A, B € R"*" deux matrices. Si A est définie positive et B semi-définie
positive, leur somme sera définie positive. Par ailleurs, la racine carrée de A
est encore définie positive et celle de B est semi-définie positive,
Soient A et B € IR™ " ces deux matrices sont semblables ssi A = P~1BP
o0t P est une matrice non singuliére. De plus, A et B possédent les mémes
valeurs propres.
Si la matrice BA est semblable a la matrice BY/2ABY? et que les matrices
A et B sont symétriques définies positives, alors les valeurs propres de BA
sont réelles et strictement positives.
En effet, il suffit de montrer que les valeurs propres de BY/2AB!Y/? sont
réelles et strictement poistives. Par le théoréme [9, thm 4.2.1], nous avens
BL/2AB1/2 gt définie positive. Par [10, page 469], nous savons que BY/2 AB/?
est symétrique et une matrice symétrique a ses valeurs propres réelles.
Soient E et F' deux matrices symétriques définies positives qui commutent.
Comme E et F commutent, FE~! = E-1F. Montrons que E~1F est défi-
nie positive. Puisque B! et F commutent, F~! et F possédent les mémes
vecteurs propres. Il existe donc une matrice orthogonale € telle que

F = QAQT = QAY2QTQAV2QT = FY/2F\/2

et
Bl =Qrar.
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D’on,
FI/ZE—1F1f2 — QAljszI/ZQT

oit AY2DAY2 et definie positive. Il suit que E7LF est aussi définie positive.

Soit A = [a;;} € IR™*". Alors, la trace de A posséde les propriétés sui-
vantes:

L. tr(AB) = tr(BA),

2. tr(ATA) = || A%,

3. tr(A) = Zn)\ ou \; désigne une valeur propre de A

i=1
pour toute matrice B € IR™*",

Opérateur de Lyapunov.
En ce qui concerne l'opérateur de Lyapunov L veuillez consulter la réfé-

rence [11].

Quelques propriétés des normes.
Nous sommes toujours dans le cas ot A est une matrice € IR™*".

L. ||AB|| < ||A]l |B|| ot la matrice B € R**",

2. (|47 < (1A%,
3. |QTAQ|| = ||A]l car la norme est invariante sous transformation or-
thogonale.

Calcul différentiel.
Soit f: dom(f) C IR® — IR une fonction. Soient (. , .) est le produit scalaire
sur IR" et || . || Ja norme induite par le produit scalaire. La fonction f est
dite différentiable (au sens de Fréchet) en = € dom(f) s'il existe un vecteur
g(z) satisfaisant

f(z+ Aa) — [(&) - (ga), Aa)
el 1Al =0

Le vecteur g(z) est le gradient de f en z en ce qui concerne (. , .).
Si nous considérons la fonction ¢ de notre texte,

VH(X, 8, 7)(U, V, ) = lim ¢((X, 8, 7) + (U, tV M) — (X, 8, 7).

Explication de certaines notations.

o()
bl =

111

g(h) = o{}ik||) quand k — 0 ssi 11m



ol = O(|lv]l) ssi [l]l < cllvff

Différence entre convergence globale et convergence locale.
Convergence globale : 'algorithme converge vers une solution a partir de
n'importe quel point de départ.

Convergence locale : 1a vitesse a laquelle algorithme converge une fois proche
de la solution.
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Annexe B

Transformation de matrices en
vecteurs.

Transformation de matrices en vecteurs.
Dans le cas d’un% matrice générale A € IR™™™, nous utilisons la fonction
vec: IR®™™ — IR™ définie par

A O T mﬂQ
vec(A) := (a11, @1, .y Anl, @12, 622, -, Gpn)” € R™,

i.e., vec empile les colonnes de A dans un vecteur de longueur n?,
Pour une matrice A symétrique, il nous suffit de considérer la partie trian-
gulaire inférieure de A. La transformation correspondante est possible gréce
a la fonction svec: SP*® — R*+1/2 donnée par

n{n+1)

S’UEC(A) = ((111, \/§a21, . \/Z_’am, asy, \/5&.32, ey a,m)T cIR™7 .

La raison du facteur v/2 devant les éléments non diagonaux est due au fait
que c’est consistant avec le produit scalaire, i.e.,

Ao B = svec(A) svec(B)VA, B € ™™ (B.1)

Transformation du produit matriciel.
Définissons le produit de Kronecker de deux matrices quelconques

G, K € R™"™ par .
G® K = [gin] e RV X",

De plus, il est aisé de vérifier que

(G ® K)vee(H) = vec( KHGT) (H € R™"),

113



Dans le cas de matrices symétriques, nous avons
1
(G @5 K)svec(H) := 5.smec(mfcﬂ" +GHKT) (Ses™™). (B.2)

La preuve du lemme suivant se trouve dans 'appendice du papier {16}

Lemme B.1 Le produit de Kronecker symétrique ®s défini par (B.2) pos-
séde les propriétés suivantes:

1. Ges K =K®sG.

2. G®1I est symétrigue <> G Lest.

3. (G s K)(H ®s L) = 4GH ®s KL+ GL®s KH).

4. Si G et K sont symétriques définies positives, alors G ®g K lest aussi.
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Annexe C

Tableaux comparatifs pour les
trois méthodes linéaires.

Le premier tableau est celui des résultats obtenus pour certains problémes
lors de I'application de la premi¢re méthode linéaire développée. Pour plus
de renseignements, voir la référence [8}.

Le deuxiéme tableau est celui des résultats obtenus lorque nous réalisons
une mise & jour plus flexible du parameétre 7. Pour un complément d’infor-
mations voir référence [7}.

Le troisiéme tableau est celui relatif & la derniére méthode développée.
(cfr [5]).

Explication des notations utilisées pour les trois tableaux:
1. tablean 1.
. problem: le nom du probléme test dans la collection netlib
. m: le nombre de lignes
. n: le nombre de colonnes
. k: le nombre d’itérations
. J: le nombre de pas prédicteurs réguliers Jacobien acceptés
. 5: le nombre de pas prédicteurs réguliers acceptés
. 74 la valeur de 7y, & l'itéré final
1@ (wf)||eo : 1a valeur de ||®(w*)||oo & Iitéré final
. objectif primal: la valeur de la fonction objectif primale & Vitéré
final.
Nous nous arrétons quand le nombre d’itérations dépasse 150 ou si la
longueur du pas correcteur devient trop petite.
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2. tableau 2.
. problem: le nom du probléme test dans la collection netlib
. m: le nombre de contraintes d’égalités
. n: le nombre de variables
. k: le nombre d’itérations
. P: le nombre de pas prédicteurs acceptés
. 7¢: la valeur de 7 & I'itéré final
. N0 (w)||oo : 1a valeur de ||@(w*)|leo & Pitéré final
. primal objective : la valeur de la fonction objectif primale & I'itéré
final.
Les nombres entre paranthéses dans la colonne k correspondent au
nombre d’itérations pour le troisiéme algorithme.
3. tableau 3.
. problem: le nom du probléme test dans la collection netlib
. m: le nombre de contraintes d’égalités
. 7 : le nombre de variables
. k: le nombre d’itérations
. P le nombre de pas prédicteurs acceptés
. 74 la valeur de 7y, & l'itéré final
1@ (w!)]eo : 1a valeur de || ®(w®)||eo & litéré final
. primal objective : la valeur de la fonction objectif primale & l'itéré
final.
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Numerical resultd for the-method 1
problem . Ak 1 8 4 12(w/)] . primal obj

degen2 444 BT 6 5 4 128606~05 2.71194-04 —14351780027¢+03
degend 1503 2604 9 5 6 1.304le~08 3.176le~04 ~9.672040103%+02
0226 920 469 11 7 O 65107—05 29703e—03 —1.8751928034e+01
etariacro 357 692 16 4 15 4.79086~05 7.1707e~04 —7:5571524102e+02-
FHR00 501 1005 33 6 23 $.7404e-05 OBB0Se-~04  5.556795780Ga-05
finmis 32 5196998 ~05 1.3796e<03  1.7270100279¢+05"
fit1a 6 12 11214e-os 69’93&;4 -8, 1463780924e+03=
ﬁtlp — —
fit3d 6 6 8 87653~06 15959e 03 ﬂs.8464293130e+04
fit2p. — — — N
forplan 3ar 1»26?63—05 4.2uo4e— . —6.64218236820+02
ganges 7 16 24600e-06 11170008 -1.09585736130+05.
gfid.pne- 5 -8 223599983-}-06'
israel 5 : -
kb2 7
lotfi 3
MAros b
mibdszkl 9.
nesm g
perald.- 3
pilot: 3
pllotja. 1
pilotwe 1
pilotfl 3

4.

4

8

B

¥

T

3 :

( “—05 3‘90379.—03

117



Numerical results for Algorithm 2

problem n . E P 1 [#w)ile  primatobjective
degen? 44 757 10(23) 10 19e—03 2901e=05 ~1.43517800e-+03
degénd 1509 2604 10 (16) 10 9.2¢~04 7742e-05 —9.872040016+02
226 198 429 14'(27) 13 , =05 ~2,588402016401
stamacio 334 669_ ;20 (26) —7.5571523%6+03
800 322 896 98 (36) §.8567056444-05
firinis 488 935 20 (31) 1727910686 +04
fitid 24 1049i ,_14 (20) 146378006403
fitip 627 - S
fit2a 25 10524. 1
fit2p 3000 _1352_'_5;3
forplan 121 447 ¢
ganges 1118
ghrd-pne: 590
imragl 174
kb2 43
loth 133
rardd 456
~mgdszkl : 865
nésim 654
1_pemld 593
0 1368
810
'l
iotd. 306
p;!tztnov §48
fecipe : ~
sclgii 1% -5 22020617e+nl :
Abngr T 127 . <2.331380820406
“acfrml aob 1.84167800e+-04
B2 610 8666026166404
acfxm3 015 5.49012545¢ 104
" gooiplon 340 : 1:878124826-+03.
scrsd 421 1.9e~03 '2,169e—04. 9,04203218e-4+02
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Niiierical fesules for Al jocidim 3

ocblem wm = B P 7 1t podimat chiective

23 pi} mme 03 0.97505-05 ~1:4151779632e403
14 79692(&-0-5 51?!!’:-{15 =3, 871@39&186&402

et S I 1% :zr i o,cna[pm 4,5135\-.—«&5 S4To09%3606402
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