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Le probléeme d’équilibre de Nash généralisé
Résumé

Le but de ce travail est d’étudier les propriétés du probléme d’équilibre de Nash généralisé
(noté GNEP) et de le reformuler sous différentes formes permettant de le résoudre nu-
mériquement. Tout d’abord, nous montrons que le probléme GNEP peut se réduire & un
probléme d’inéquation variationnelle. Ensuite, en utilisant la fonction de Nikaido-Isoda ré-
gularisée nous présentons trois reformulations du probléme GNEP sous forme de probi¢ime
d’optimisation. Enfin nous déduisons unc méthode de descente avec recherche linéaire ainsi
qu’une méthode basée sur les projections. Pour chacune de ces méthodes nous décrivons les
algorithmes correspondant et nous en étudions ia convergence. Nous implémentons certains
de ces algorithmes sur trois exemples afin d’étudier leur comportement.

Generalized Nash equilibrium problem
Abstract

The aim of this work is to study the generalized Nash equilibrium problem (for short,
GNEP) and to reformulate it under different forms allowing to solve it numerically. First,
we show that problem GNEP can be reduced to a variational inequality problem. Then,
using the regularized Nikaido-Isoda-function, we present three reformulations of problem
GNEP under the form of an optimization problem. Finally, we deduce a descent method
with line scarch and a method with projections for solving it. For each of these methods,
we give in detail the corresponding aigorithms and we study their convergence. We test
some of these algorithms on three problems to study their behavior.
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Introduction

Dans ce mémoire, sur base de l'article [5] écrit par Facchinei F. et Kanzow C. Gene-
ralized Nash equilibrium problems, nous nous intéressons & un certain type de problémes
d’équilibre : le probléme d’équilibre de Nash généralisé. Ce probléme est un mod¢le im-
portant qui a scs racines en économie ct dans bien d’autres domaines. L'objectif de ce
mémoire est d’étudier les propriétés de ce probléme et de voir comment on peut le re-
formuler comme un probléme d’optimisation, d’inéquation variationnelle ou d’inéquation
quasi-variationnelle pour cnsuite en déduire quelques algorithmes de résolution. Ce mé-
moire s’organise comme suit.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et propri¢tés importantes de
la convexité. Nous définissons ce qu’est le probléme d’équilibre au sens de Blum ct Oettli.
Ce probléme est général et recouvre de nombreux problémes mathématiques suivant le
choix de la fonction d’équilibre. Comme cas particuliers on obtient entre autres, le pro-
bléeme d’optimisation, le probléme du point fixe, le probléme d’inéquations variationnelles
et les problémes d’inéquations multivoques. Nous nous intéressons spécialement au pro-
bleme d’équilibre de Nash. Aprés en avoir donné la définition, nous montrons qu’il peut
atre ramené 4 un probléme d’équilibre et nous en présentons unc application.

Le chapitre suivant traite du probléme d’¢quilibre de Nash généralisé. Aprés I'avoir
défini, nous en donnons un exemple simple. Ensuite, nous le réduisons & un probléme d’in-
équation variationnelle. Nous verrons que toutes les solutions du probléme GNEP ne sont
pas préservées par cette réduction et nous introduisons alors les conditions de Karush-
Kuhn-Tucker permettant de mettre en évidence quels types de solutions sont obtenues.
Pour terminer ce chapitre, nous développons un cxemple de probléme d’équilibre de Nash

généralisé.

Dans le troisiéme chapitre, nous introduisons la fonction de Nikaido-Isoda avec quelques-
unes de ses propriétés. Nous en donnons sa définition et scs différentes propri¢tés. Cette
fonction a le désavantage de ne pas étre différentiable. Pour éviter cet inconvénient nous
introduisons la fonetion de Nikaido-Isoda régularisée. A 'aide de cette nouvelle fonction,
nous abordons les différentes reformulations du probléme d’équilibre de Nash généralisé
sous forme d’un probléme ¢’optimisation. Cependant, nous verrons que certaines reformu-



lations ne donnent pas toutes les solutions du probléme GNED tnais sculement {’éguilibre
de Nash nomalisé. Enfin, un algorithme est développé dans le cas oil le probléme reformulé
est un probiéme d’optimisation différentiable sans contrainte. Sa convergence cst ensuite

démontrée,

Dans le quatridme chapitre, nous considérons une méthode de descente avec une re-
cherche linéaire inexacte de type Armijo. Cette méthode sera applicable pour un certain
type de probléme GNEP et sous certaines hypothéses. Nous présentons des conditions suf-
fisantes pour que ces hypothdéses soient satisfaites. Pour cléturer le chapitre, nous montrons
la convergence globale de 'algorithme correspondant et illustrons par un exemple sa vitesse
de convergence.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous développons des algorithmes faisant appel & des
projections. Pour cela, nous reformulons notre probléme d’équilibre de Nash généralisé en
un probléme d’inéquation quasi-variationnelle et imposons certaines hypothéses afin d’avoir
un enscemble de solutions non vide. Nous rappelons quelques résultats importants des pro-
jections. Deux algorithmes sont alors développés. Le premier a recours a une recherche
linéaire d’Armijo demandant une projection A chaque essai de pas. Cela est relativement
coliteux. Pour palier & ce probléme, nous développons un second algorithme o sculement
deux projections sont effectuées mais sous une hypothése suppiémentaire. Nous montrons
que ces algorithmes sont bien définis et que la convergence cst garantic. Nous terminons ce
chapitre en testant ces algorithines sur trois exemples afin de décrire leurs comportements.



Chapitre 1

Problémes d’équilibre

Dans ce chapitre, nous introduisons les principaux concepts utilisés dans ce mémoire.
En particulier, nous rappelons les définitions de convexité et de monotonicité ainsi que lenrs
propri¢tés principales. Ensuite, nous définissons le probléme d’équilibre au sens de Blum
et Oettli et nous expliquons & travers divers exemples l'intérét de ce probléme. Finalement,
nous abordons plus en détail le probléme d’équilibre de Nash.

1.1 Convexité et monotonicité : définitions et propriétés

Commencons par rappeler la définition d’un enseimble convexe et d’une fonction convexe.
Deéfinition 1.1.1. Une partie K de IR" est dite convexe lorsque

Vo, ye K Vie 0,1 te+(l—tye K.

En d’autres terines, i est convexe si pour tous x et ¥ de K, le segment [z, y] est entiére-
ment contenu dans K. La figure 1.1 représente respectivement une partie convexe {gauche)
et non-convexe (droite) de IR.

Fia. 1.1 — Ensembles convexe et non-convexe



Définition 1.1.2. Une fonction g & valeurs réelles est conveze sur une partie convexe I
de IR si elle vérifie la relation susvante :

glte + (1 = £)y) <tg(z)+ (1 —t)gly) Va,y € K Y€ [0,1].
Définition 1.1.3. Une fonction g : K — IR est concave si la fonction (- g) est conveze.

L’intérét de travailler avec des fonctions convexes est que celles-ci générent des inégalités
facilitant 1a recherche de minima. La convexité joue un réle important en optimisation.
Les problémes d’optimisation convexes, autrement dit les problémes d’optimisation dont
P’ensemble admissible et la fonction ohjectif sont convexes, garantissent que tout minimum
local est un minimum global.

La définition suivante est importante pour existence et 'unicité d’un minimun.
Définition 1.1.4. Une fonction g : K — IR est dite fortement convezre sur K de module
a>0,sig— 5| |* est conveze, c’est-a-dire si '

gt + (1~ 1)) < ty(e) + (1~ gly) = 21 = 1)}y - 2lf

pour tous x,y € K et pour tout ¢ € {0,1).

Remarquons que quand g est fortement convexe sur K (convexe, fermé et non vide), g a
exactement un minimun global.

Rappelons & présent le concept de monotonicité d’'une fonction f: K x K — IR,

Définition 1.1.5. Soit K une partie non vide conveze fermée de IR", et soit une fonction
[+ K x K — IR. La fonction f est dite

— monotone sur K C IR si pour tous x,y € K :
fla, )+ [y, ) <0.

— strictement monotone sur K C IR" si pour tous x,y € I, avec x# y :
yY ’

fy)+ flyz) < 0.
— fortement monotone de module o > 0 sur K C IR" si pour tous z,y € K, on a :
flay)+ fly,e) < —aly—a]|*.
pseudo-monotone sur I C IR" si pour tous z,y € I

f(e,y) > 0= f(y,z) <0,



Soit ensuite F un opérateur sur i & valeurs dans IR™. Les définitions de pseudo-monotonicité
ct monotonicité deviennent :

Définition 1.1.6. Soit I une partie convexe et fermée de IR", et soit un opérateur
F K — IR, L'opérateur F est
- pseudo-monotone sur I C IR" sl vérifie Uinégalité suivante pour tous z,y € K :

(Fy),e—y) >0 = (Fle),z—y) > 0.
— monotone sur K C IR" s’ vérifie Uinégalité swivante pour tous 2,y € I :
(F(y) - Fla),y — ) 2 0.
L’opérateur I sera strictement monotone si 'inégalité est stricte lorsque 2 # y.
Définition 1.1.7. Un opérateur T : IR® — IR" est non-expansif si pour tous z,y € IR",
T2 — Tyl < iz = .
En particulier, T' est fermement non-expansif si pour tous z,y € IR",

|12 —Ty|* < (x —y, T —Ty).

1.2 Le probléme d’équilibre : définition et exemples

Maintenant que nous avons mis en place les outils nécessaires, nous pouvons définir le
probléme d’¢équilibre au sens de Blum et Oettli.

Définition 1.2.1. Soit K un ensemble non vide, fermé et conveze de IR" et une fonction
continue f: K x K — R telle que :

J{z,2) =0 Vel
Le probléeme d’équilibre, noté PE, consiste & trowver un vecteur &* € IR" tel que
e K e f(zhy)>0 VyeK

Suivant le choix de la fonction [, le probléme d’équilibre peut étre équivalent (et parfois
méme se réduire) & d’autres problémes mathématiques tels que les problémes d’optimisation
ou d’inéquations variationnelles. Regardons plus en détail les différentes reformulations ou

équivalences.



1.2.1 Le probléme d’optimisation
Soit une fonction g : ' — IR o K est un cnsemble de IR™ fermé convexe et non vide.
Définition 1.2.2. Le probléeme d’optimisation, noté O, consiste & trowver un vecteur
e K tel que g(a*) < g(y) pourtout y€ K.
Ce probléme peut étre rééerit sous la forme :
min{g(z}|z € K}.
Remarquons que si nous posons
Hayy) = gly) — g(z),

le probléme d’optimisation est équivalent au probléme d’équilibre. De plus, dans ce cas, la
fonction f est monotone.

1.2.2 Le probléme du point selle

Soit K, Iy deux parties convexes fermées non vides et soit une fonction g : K7 x Ky — IR.
Le point (x1, x2) € I} x K3 cst appelé point selle de g si

g(z1,y2) < glyr, ®2) (1.1)

pour tout {y;,y2) € Ky X K.
Nous avong alors la proposition suivante :

Proposition 1.2.1. Soit K = I(; X K, et soit la fonction [ K x K — IR définie par :
(@, 22), (31, 12)) = 9y, 22) — gl2n, 12).

Alors (1, 2) est solution de PE si et seulement si (), z2) satisfail lo propriété (1.1).

1.2.3 Le probléme d’optimisation convexe différentiable

Soit ¢ : IR® — IR une fonction difféerentiable convexe. Notons Vg(x) le gradient de la
fonction g et considérons le probléme de minimisation

min g(x). (1.2)

Nous avons alors la proposition suivante

Proposition 1.2.2. Le vecteur x* est une solution de (1.2) si et seulement si x* satisfait
linégquation suivante

e K et (Vg(a™),y—2") =20 Vyec K. (1.3)
Si nous posons f(z*,y} = (Vg(z*),y — %), alors (1.3) cst un cxemple de PE.

G



1.2.4 Le probléme d’inéquation variationnelle
Commengons par donner une définition du probléme d’inéquation variationnelle.

Définition 1.2.3. Soient K une partie non vide, conveze et fermée de IR" et F': K — IR"
une fonction continue. Le probléeme d’inéquation variationnelle, noté VIP(K, F) ou VIP,

consiste @ trouver un vecteur x* € I qui vérifie Uinéquation :
{(Fa"),y—z"y>0 Vyek.

Les problémes d’inéquations variationnelles ont été beaucoup étudiés car ils permettent
de généraliser les conditions d’optimalité classiques pour les problémes d’extremum avec
contraintes. Etablissons par la proposition suivante le lien enfre les problémes d’inéquations
variationnelles et le probléme d’équilibre.

Proposition 1.2.3. Définissons la fonction [: K X K - IR par
fla,y) = (F(z),y —x) Va,ye K.
Alors le VIP(K, IF) et le probléme d’équilibre sont équivalents.

De plus, nous pouvons établir, par la proposition suivante, le lien entre les problémes
d’inéquations variationnelles et les problémes d’optimisation.

Proposition 1.2.4. Soient G une fonction conveze de classe Ct et K un ensemble fermé
et convexe. Les assertions suivantes sont équivalentes

1. x* est solution du probléme d’optimisation

min G'(y).

yeK
2. x* est une solution du VIP(VG, K) :
(VG(z"),y—z) >0 VycK.

1.2.5 Le probléme de complémentarité non linéaire
Tout d’abord, rappelons-nous la définition d'un céne et du céne dual .

Définition 1.2.4. Un partie I{ de IR* est eppelée un cone, si Ax € K pour tout © € K et
pour tout A > 0.

Deéfinition 1.2.5. Soit i un cone conveze fermé. Le cone dual de K, noté K*, est
K*={yeIR": {(y,x) 20 Ve K}

La figurc! suivante illustre les deux définitions ci-dessus.

ISource : Cohen G., Conuvezité et optimisation, p.27

7



Fig. 1.2 - Coéne ' et cone dual CF

Le cone K* est I'ensembie des vecteurs y de IR" formant un angle aigu avec n’importe quel
x appartenant & K. A ne pas confondre avec le cone polaire K% qui lui est défini comme :

KP={yeR": {y,2) <0 Vze K}

Définition 1.2.6. Le probleme de complémentarité non linéaire, noté NCP, consiste &
trouver un x* tel que

re K, T@R')eK* e (T(z%),2%)=0, (1.4)
ot K* désigne le cone dual de K.
Puisque T'(z*) appartient au cone dual, on a :
{(T(z*),y) >0 Wyc K.
D’autre part, par définition du NCF nous avons :
(T(z),z*) = 0.
En combinant ces deux relations, nous pouvons nous ramenecr au P9, en prenant :
fla,y) = (I'@)y—=) Vz,yc kK.

Remarquons que le probléme de complémentarité est un probléme d’inéquation variation-
nelle ot & est un céne convexe fermé de IR”. Enongons formellement la propriété établissant
que le VIP et le NC'P ont les mémes solutions.

Proposition 1.2.5. Soit K un cne conveze fermé de IR". Un vecteur 2* C K est solution
du VI si el seulement si x* est solution du NCP.

Preuve
Supposons &* solution du NCF et montrons que z* est solution du V /1P, ’est-a-dire que

(T(z*),y —2%) >0 VyekK.

8



Nous avons, par mise en évidence, pour tout @ dans i :
(I'(2"),y —2") = (T, 9y — (T(="),27).

Le second terme du membre de droite est nul par définition du NC'P. Le premier terme
est lut positif ou nul car T'(z*) appartient au cone dual. D’ou

{(T(a*),y — 2" >0 Vyek
ce gui signifie que a* est solution du VIP.

Réciproquement, supposons z* solution du VI P et montrons que z* est solution du NCP.
Par définition, il est évident que z* € K. Il nous faut donc montrer que :

T(z") € K* (1.5)
et
(I'(z*), 2"y =0 VYye K. (1.6
1. Vérifions la relation (1.6).
Par hypothése nous avons que z* est solution du VIP, ¢’est-a-dire que
(T(z*),y—2") 20 Vye K.
En prenant y = {}, nous obtenons :
(T(2*),z*y <0
Prenons & présent y = 227, ce qui nous donne :
(r(z*),«*)y > 0.
Nous pouvons alors déduire de ces deux inéquations que
(T'(z*), 2"y = 0.

ce que nous devions vérifier.
2. Vérifions la relation (1.5).

Par le point précédent nous avons
0<(T(x),y — a*) = (T(a"),y) — (T("),2°). (L.7)

9



Or, nous savons que
{T(z"),z"y = 0.

On a alors de V'équation (1.7} que :
(T(a),5) 20 Vy e K

et done T'(x*) € K*. Ce qui achéve cette partie.

Nous pouvons a présent, conclure, au vu des différentes vérifications, que z* est solution du
NCP,
7

1.2.6 Le probléme d’inéquation quasi-variationnelle

Dans le probléme d’inéquation variationnelle Pensemble admissible K est unc partie
fixe de IR™. Lorsque K dépend aussi de la variable x, le probléme VII’ cst appelé quasi-
variationnel. Formellement, le probléme d'inéquation quasi-variationnelle s’énonce comme
suit. Considérons un opératcur multivoque K de IR dans IR". Pour chaque o € R", K(z)
est une partie (éventuellement vide) de IR". Considérons enfin un opérateur /' de IR™ dans
lii-méme.

Définition 1.2.7. Le probléme d’inéquation quasi-variationnelle, noté QVIP(K,F), consiste
@ trouver un vecteur «* € K (2*) tel que

{(F(z*),x —2*) >0  Vae K(z).

Dans le cas ot F/ = 0, le QVIP(K, F') se réduit au probléme qui consiste a trouver un

vecteur &* satisfaisant
zte K (1,*)

Un tel vecteur z* cst appelé un point fize de Vopérateur ().

1.2.7 Le probléme du point fixe

Donnons tout d’abord la définition du probléme du point fixe.

Définition 1.2.8. Le probléme du point fize consiste & trouver un vecteur x* € K tel que
2 =T(z")
onT: K — K est un opérateur continu et K un sous-ensemble conveze fermé de IR".

Enoncons & présent la proposition démontrant le lien de ce probléme avec le P,

10



Proposition 1.2.6. Soit K un ensemble non vide, convexe el fermé de IR", et soit une
fonction [ : K x K — IR. Alors, pour tous x,y € K, en posant f(z,y) = (& —T(z),y —x),
le probléme d’équilibre et le probléme du point fixe sont équivalents.

Preuve
Remarquons d’abord que par hypothése f(z,z) =0 pour tout x € K.

= Si 2* est solution du probléme du point fixe, alors 2* est solution de P /7.

Par définition 2* vérifie Péquation z* = T'(2*), il est alors clair qu’il est aussi solution
du Pl

<= Si 2* est solution de PF, alors 2* est solution du probléme du point fixe.

Nous avons par hypothése I'inéquation suivante

0< faty) = (@ — T(*),y — ). (19)
Prenons y = T'(z*) dans inéquation (1.8). Nous en déduisons

0 < [, () = — ot — TP

ce qui implique que 7'(z*) = z*. Dés lors, 2* est solution du probléme du point fixe.

3

De cette proposition nous voyons aisément que f est monotone quand 7" est non-expansi.

1.2.8 Les problémes multivoques
Introduisons un lemme utile & la compréhension des deux exemples suivants.

Lemme 1.2.1. Soit D un ensemble convexe ef compact et soit aussi I un ensemble
conveze. Soit p . 1) x K — IR une fonction concave, semi-confinue supéricurement en
son premier argument et conveze en son second argument. Supposons que

a >0 “tout y € K.
121(53{7)(5,y) > pour tout y €

Alors il existe £ € D tel que p(€,y) > 0 pour tout y € K.

Preuve
Supposons, pour obtenir une contradiction, que pour chaque & € D il existe un y € K et

¢ > 0 tel que p(e,y) < —e. Alors les ensembles ouverts, définis par
S(y,e) == { € D|p{&,y) < ¢}
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olt y € K et e > 0, forment un recouvrement de 'ensemble compact D.
Par conséquent, il existe un sous-recouvrement fini S(y;,¢;), ¢ = 1,...,m , de 1. Posons
ensuite ¢ — min; ¢;. Alors D C Ui S(y;, €;) entraine que

minp(€, ;) < —e  pour tout £ € D,

Puisque les fonctions p(., y;) sont concaves, il suit, du Théoréme 21.1 de [11], qu’il existe
des nombres réels p; > 0,i=1,...,m avec y .- jt; = 1 tels que

Z Hip(éa yl) S —¢&.
i=1

De plus, puisque p{£,-) est convexe, nous avons que p(€,7) < —c pour tout §{ € D avee
¥= Z?Ll iy Do
) < 0
!ggD\p(E,y) <0,

ce qui contredit 'hypothése du lemme.

0

Comne nous allons le voir par la suite, ce lemme prouve qu’un probléme du point fixe
multivoqgue est un probléme d’équilibre.
Le probléme du point fixe multivoque

n
Soit, K un ensemble convexe fermé et non vide et soit 77 R™ — 9R" ne application
multivoque continue tel que /X (}7'(z) est un sous ensemble convexe compact et non vide
de IR" pour tout 2 € K. Nous avons alors la définition suivante.

Définition 1.2.9. Le probléme du point fize mullivoque consiste & trouver un vecteur

a* € K tel que
" e T(z*). (1.9}

Le lien avec le probléme d’équilibre s’exprime par la proposition suivante.

Proposition 1.2.7. Posons f(z,y) = maxec g 1) (@— &,y — ) pour tous 2,y € K. Alors
le probléme du point five multivoque est équivelent au probléme d’équilibre.

Preuve
Soit z* € K tel que a* € T'(z*). Prenons £ = 2%, nous obtenons

fla* gy > (@ —2*,y—a") =0

pour tout ¥y € K. D’on z* satisfait le probléme d’¢quilibre.
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Réciproquement, soit 2* € K tel que f(z*,y) > 0 pour tout y € K. Nous devons montrer

que
* e T(a”).

Par hypothése, nous avons quc

max (¥ —§&y— 2"y >0 pourtout y e K.
seKnT(x*)< Ey—a) 20 | y

En appliquant le Lemme 1.2.1, nous avons qu'il existe £ € K (T(z*) tel que
(a* —€y—a*)y >0 pourtouty<c K.

En particulier pour ¥ = £, nous obtenons

(x* — £ & — )y > 0
e EP > 0
2" =& 0

x* £.

Dot z* € T(a*) et o* € K vu que € € K[ T{(a").

Le probléme d’inéquation variationnelle multivogque

n
Soit T: K — 2IR" une application mutivoque continue telle que T'(z) est non vide et
compact pour tout & € K. Nous avons alors la définition suivante.

Définition 1.2.10. Le probléme d’inéquation variationnelle multivogue consiste a trouver
2t € IR et & € IR" lel que

e K, £ eT(), (y-a)>0
pour tout y € IK.
Posons

fz,y) = fg}]aé)@, y— ).

Alors la fonction f a les propriétés suivantes :
- [z, ) = 0 pour tout x € K.

~ f(z,-) = maxc (€, - — @) ost convexe,
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Dés lors, nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.2.8. Le probléme d’équilibre et le probléeme d’inéquation variationnelle mul-
tivoque sont équivalents.

Preuve
Soient & et £ solutions du probléme d'inéquation variationnelle multivoque. Alors

[(z*y) = max (€y—a") > (€y—&) >0
EeT(z*)
D’on z* est solution du PE.

Réciproquement, considérons z* une solution du 27, En appliquant le Lemme 1.2.1 avec
D =T(x*) et p(&,y) = (&, ¥ — «*), nous observons que p(-,y) est concave, car linéaire, et
contimic en son premier argument et que p(€,-} est convexe en son sccond argument vu
que (£, — a*) est affinc.

De plus, pour tout y € K, nous avons

max p(§,y) = max (§,y—a") = f(z",y) = 0.
EET(m*)?(é y) 567.(‘?‘)(5 ¥ )= [z y)

Appliquant le Lemme 1.2.1, nous déduisons que £* € T'(z*) est tel que
pEhy) = y—2) 20

pour tout y € K.
D’on 2% et £* sont solutions du probléme d’inéquation variationnelle multivoque.

1.3 Le probléme d’équilibre de Nash

Considérons deux joueurs 1 et 2 et leurs stratégies respectives @' € X; et 22 € X, Le
veeteur (21, 2%) € X; x X, constitue un équilibre de Nash si :
— lorsque le joueur 1 adopte la stratégie 2!, le joueur 2 ne peut pas faire micux que
d’utiliser 22, et
- lorsque le joueur 2 adopte la stratégic 2, le joucur 1 ne peut pas faire mieux que
d utiliser 2!

Cette définition peut &tre généraliséc & N joueurs qui suivent respectivement les stratégies
', 2% ...,z Les stratégies 2t 2?,..., 2" suivies par les joucurs 1,..., N constituent
un équilibre de Nash si, pour chaque joucur #, la stratégie a! est la meilleure straté-
gie & suivre pour 7 sachant que les autres jouewrs suivent respectivement les stratégies

14



aloa? o a2ttt 2™, Dong, si on a un équilibre de Nash, aucun joueur n’aura de
raison de suivre unc autre stratégie que celle qui assurc I’équilibre.

Ecrivons cela de maniére plus formelle.

Désignons par N le nombre de joueurs, chaque joueur ¢ € {1,..., N} controle les va-
riables z' € IR, Désignons par 2 = (21,...,2Y)" le vecteur formé de toutes les variables
de décision des joueurs, ol n = Zf\’; 1 i De plus, notons par 2% le vecteur formé de toutes
les variables de décision de tous les joucurs excepté du joueur ¢. Nous avons alors la nota-

tion z = (zf, z77).

De plus, chaque joueur posséde une fonction objectif #; : IR™ — IR, aussi appelée
fonction gain ou fonction perte, qui dépend des variables z' mais aussi des variables des
autres joueurs ' Nous supposons que ces fonctions objectifs sont au moins continues,
et de plus que #(z) = 0(z', z7") est convexe en 2!, Dans le probléme d'équilibre de Nash,
la variable 2* appartient & un cnsemble convexe fermé et non vide X; C IR™, pour tout
i=1,...,N. Soit

X=X x +xAN

le produit cartésicn de ’ensemble des stratégies de chaque joueur. Nous pouvons a présent
définir e probléme d’équilibre de Nash.

Définition 1.3.1. Le vecteur ¥ € X est un équilibre de Nash, ou une solution du probléme
d’équilibre de Nash, si la composante x** satisfail

0i(z* 2 ) < O(ah, ) Vale X;

pour tout i =1, -- | N.

En d’autres termes, le veeteur z* est un équilibre de Nash si aucun jouenr ne peut
diminuer sa fonction objectif en changeant unilatéralement sa stratégie.

En vue d’écrire le probléme d’équilibre de Nash sous la forme d’un probléme d’équilibre,
définissons :

N
f(%ay) = Zgi(yi:m“i) - Hi(wi:w_i) V.’::,y € X
i=1
Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition 1.3.1. Le vecteur a* € X est un équilibre de Nash si et seulement si x* est
une solution du probleme d’équilibre (PE)

[@y) >0 YyeX.
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Preuve
Supposons que z* soit un équilibre de Nash.

Pour tout i = 1,..., N, nous avons
O;(z*, ") < 0;(af, 2" ') Vz' € X,

Dans ce cas,

N

fla*y) = E Gyt a* ) —G{x¥, ") 20 Wye X

i=1
ct x* est solution du probléme d’équilibre.
Réciproquement, soit z* une solution du probléme d’équilibre.

Nous avons alors f(x*,3) > 0. 1l suffit de choisir, pour tout ¢ € {1,---, N}, un vecteur
y € X tel que _ _
8y’ a7y = 8;(2V, 2"y =0 pour j F# i
En d’autres termes, il suflit de prendre y € X tel que y¥ = 29* avec 7 # 4.
On a alors

0< fla*,y) = 6:;(y', 2" — 6:;(z", 2" Wy e X,.

Done si 2* est solution du PFE, alors il est un équilibre de Nash,

1.3.1 Un modéle oligopolistique de I’électricité

Les modeles d’équilibre de marché oligopolistique ont été introduit par Cournot. Un mo-
déle de marché oligopolistique travaille avec plusicurs firmes (producteurs) qui produisent
un produit homogeéne commun. Chaque firme tend & maximiser son profit en choisissant
le niveau de production correspondant dans son ensemble de stratégies, en vertu de Ihy-
pothése que la production et la distribution des autres entreprises sont connues. Dans
ce contexte, un équilibre de Nash est, une production dans laquelle aucune entreprise ne
peut augmenter ses bénéfices de maniére unilatérale en changeant de stratégie. En d’autres
terines, dans le cadre de ce concept d’équilibre, chaque entreprise détermine la meilleure
stratégie tout en sachant les actions des autres entreprises. Dans ce qui suit, nous présen-
tons un probléme de production modélisé par un réscau avec un ensemble de nocuds N et
un ensemble d’ares A T A x N. Dans un premicr temps, nous établissons les notations.
Ensuite, nous développons le modéle avec ses contraintes. Finalement, nous verrons que ce
modeéle peut &tre formulé comme un probléme d’équilibre de Nash.
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Notations

Dans Iexemple suivant nous utilisons les notations suivantes. Nous désignons par A le
nonbre de producteurs de la marchandise.Posons z, pour désigner le flux de marchandise
controlé par l'entreprisc f du noeud i € A adjacent & un noeud j € A via le lien ¢ =
(3,7) € A. Soit ss; la quantité totale produite dans le site ¢ € Ny de I'usine f. Le cofit
de production est donné par la fonction de Cp(sg;) et la capacité de production cst une
donnée constante CAP;. De méme, la notation dy; désigne la quantité totale produite
par la firme f livrée sur le site § € N. Finalement, nous avons que le montant total de
la marchandise livrée an noeud j par ensemble des entreprises est donné par I'expression

suivante :
M

Qj = Z d fi
J=1

L’unité de prix d’achat de la marchandise sur le site j € N est donné par la fonction
de demande inverse p;(Q;), qui dépend de la livraison totale de toutes les entreprises.
L unité de transfert des cotits encourus par l'entreprise f sur Varc @ = (4, j) € A dépend
de la quantité livrée ct est notée cp(27a). Pour chaque noeud 7 € N, posons A} et A7
représentant, respectivement, ensemble des arcs @ € A avec @ comme le début et la fin de
noecud.

Modéle

En général, la production et la consommation d’électricité requiérent trois étapes : la pro-
duction, la transmission et la distribution. Le modéle résultant dépendra de la formulation
de ces trois étapes. Supposons que dans certaines régions il y ait des firmes qui produisent
de Pélectricité et que la transmission soit contrdlée a travers des contraintes de capacités.
De plus, dans ce modéle, une firme f peut avoir plusieurs usines de production dans chacun
de ses sites 7 € Ny. Notons que, dans ce modéle, la perte réelle de puissance diie a la résis-
tance du réseau ct I'investissement dans la capacité de production d’électricité ne sont pas
prises en considération. Nous avons alors, pour les étapes de production et de transmission,
les notations suivantes. Soit F = {1,---, M} Pensemble des firmes de production. Pour
tout fe F,iecNetaeAd

Gy = l'ensemble d’usines de production possédées par la firmef au noeud 7 € N
CAPpn = la capacité de production de Pusine 2 € Gy;.
CAP, = lacapacité de transmission sur le réscau a.
yrn = la quantité produite par Vusine k € Gi;.
0o = le prix de transmission sur le réseau a.

17



Chaque firme f souhaite détermincr les variables :
{dsj:j eN}, {ypm 1t € Njhe G}, et 2= {xp i a=(i,7) € A}.

Nous posons @ = (2/ : f € F) le vecteur représentant les variables de décision de toutes les
firmes et z = (27 : [ € F). Nous notons par z/ le vecteur de décision de toutes les firmes
excepté de la firme f. De plus, nous supposons que la fonction des prix de transmission
0a(2) est donnée. Les contraintes que doit satisfaire la firme [, sachant =/ est Kp(z™/)on:

](f(.’l,‘_f) = {{L’f = Olyfih < CAPfgh Vh € Gfk,V?: ENf

dii+ > %pa= Y Ypn+ Y Tga V€N

aeAf heG gy acA;
(lfi+ Z(L‘fa-'“: Z.’L‘fa V?EN\Nf
aE.A;F acA;
> @ <CAR, a€A} (%)

freF

Remarquons «ue ces contraintes sont linéaires et que la derniére relation (x) est appelée
contrainte de capacité de réscau et doit &tre satisfaite par toutes les firmes.
La fonction de profit de la firme [ est donnée par :

M
0p(x) = > ;O dgs) = Y D Crin(ysin) = ) ala,

jeN g=1 iENT heGy; acA

ott Crin(ysin) est la fonction des prix de production de la firme f au site ¢ et & I'usine
h € Gy On a alors que le probléme de maximisation du profit de la firme f est :

max 0;(z')
tel que a/ € K (a™7)

ot 27 pour ¢ # f et g, pour a € A sout données. Done la firme f anticipe Paction des
autres firmes et les prix de transmission quand elle résout le probléme de maximisation du
profit. Dans ce cas le probléme d’équilibre de Nash-Cournot nous est donné par la définition

sulvante.

Définition 1.3.2. Le probléme d’équilibre de Nash-Cournot consiste ¢ trouver un vecteur

x= (2", ,zM) tel que x/ est optimal pour la firme [ et go = 0a(2) pour tout a € A.
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A premiére vue, ce probléme d’équilibre cst un probléme d’'inéquation quasi-variationnelle
dt 4 la dépendance de ensemble /< (z~/) en z, mais ce probléme peut étre reformulé
comme un probléme d’'inéquation variationnelle (V7).

Propriétés
En vue d’obtenir un probléme d’inéquation variationnelle, posons Ky comme étant 'en-
semble K ((x~f) sans la contrainte de capacité. Nous avons :

Ky = {2/ >0y <CAPry,  YheGp, YieN;
(i:fi+ Zﬂ:fa: Z Yein + Zﬂ,‘fa ViGNf
ac Al hely ac Ay
(I.fiJrZrcfa: Z.’Ufa Vi e N\ Ny}
ac AT a€A;

Notons que 'ensemble K; ne dépend pas de x. De plus, définissons
Q = {z:x satisfait la contrainte de capacité}.

Désignons par d = (dy; : f € F,i € N) le vecteur d’électricité délivré par toutes les firmes
aux nocuds et finalement par y = (ysu : f € F;i € Ny h € Gp) le vectewr de production
d’électricité & toutes les usines.

Nous avons alors que les rendements marginanx des firmes sont

90y ()

MR(d) = : 1.10
sild) = — a5 (1.10)
et les colits marginaux des firmes sont
1C o (11 05
M Can(ygeg) = 20 Wrin) (1.11)
dyin
La fonction F'(d,y, z) est alors donnée par la définition suivante :
~MRg(d)y : VY[
Fld,y,zy= | MCrplypn) = V3,0 ). (1.12)
04(2) : Vae A
Remarquons que les fonctions g, (z) sont répétées M fois pour chacune des firmes.
Finalement, posons
M
K=([Kkpna (1.13)
I=1
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Le couple (K,I) donné par (1.12) et {1.13) nous permet de définir un probléme d’inéqua-
tion variationnclle.

Proposition 1.3.2. Supposons que chaque fonction 87{x) est concave en af pour chaque
x~1 five mais arbitraire. Si x = (d, y, z) résout le VIP (K,F), alors x est un point d'équilibre
de Nash-Cournet du modéle oligopolistique d’électricilé.

Preuye
Soit « la solution du VIP{K, F). Nous devons vérifier que pour chaque firme f, xf résout

le probléme de maximisation de la firme avec 27 fixé pour g # [ et pour g, = g,(2).
Soit #f € K(x~/) pris arbitrairement. Conme le vecteur

2 =@,
appartient 4 /{, nous avons

ce qui se réduit, aprés remplacement de F par sa valeur et en notant que ¢ () est concave

en o, &
(Vi (x), 5 —2f) <0.

Nous avons donc que x est un point d’équilibre de Nash-Cournot du modéle oligopolistique
d’électricité. Ce qui achéve la preuve.
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Chapitre 2

Probléme d’équilibre de Nash généralisé

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme d’équilibre de Nash généralis¢. Nous en
donnons, dans un premier temps, sa définition. Ensuite, nous reformulons ce probléme en un
probléme d’inéquation variationnelle. Finalement, nous exposons un exemple de probléme
d’équilibre de Nash généralisé en insitant sur les implications économiques des hypothéses
de ce probléme.

2.1 Définition et exemple

La définition standard d’un jeu non-coopératif requiert que chaque joueur a un enscmble
admissible qui est indépendant des stratégies de ses rivaux. Cependant, dans Ia plupart des
cas, l'interaction entre les joucurs peut prendre place au niveau de 'ensemble admissible.
Si on assume que chaque ensemble admissible des joucurs dépend des stratégics de ses
rivaux, nous parlons de probléme d’équilibre de Nash généralisé que nous notons GNEP.
Bien que le probléme d’équilibre de Nash généralise (GNEP) est un modéle qui a é6¢ utilisé
dans beaucoup de domaines ces 50 derniéres années, c’est seulement au milien des années
90 que les recherches sur cette matiére se sont accélérées. Dans une certaine mesure, nous
pouvons dire que le GNEP généralise la situation du probléme d’équilibre de Nash puisque
désormais, la stratégic de jeu du joueur ¢ dépend de la stratégie des autres joucurs aussi.

Introduisons & présent une définition plus formelle du probléme. Tout comme dans le
probléme d’équilibre de Nash, nous utilisons les notations suivantes. Désignons par N le
nombre de joueurs, chaque joneur i € {1,..., N} contrdle les variables ' € IR™. Désignons
par 2 = (z!,...,2")T le vecteur formé de toutes les variables de décision des joueurs, o
n = Zfil n;. De plus, notons par a ¢ le vecteur formé de toutes les variables de décision
de tous les joueurs excepté du joucur 4. Nous avons alors la notation & = (zf, 7). Chaque
joueur a une fonction objectif, aussi appelée fonction gain ou fonction perte, ; qui dépend
de ses variables xf mais aussi des variables ™% des autres joueurs. De plus, la stratégie de
chaque joueur doit appartenir & Pensemble A (x71) C IR™ qui dépend des stratégies des

autres joueurs. Le but du joueur 4, étant donné les stratégics des autres joneurs 2%, est de
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choisir une stratégie 2¢ qui résout le probléme de minimisation

min (2, z)  sous contrainte 2' € X;(z 7). {(2.1)

ml
Nous avons aussi la formulation suivante.

Définition 2.1.1. Le vecteur de stratégic z* € [ Xi(xz* ") est un équilibre de Nash gé-
néralisé, ou une solution du probléme d’égquilibre de Nash généralisé, si la composante x*°

satisfait ' ‘ ‘ . _ ‘
O;(z*, "7y < Gi(ah, 2" Y)  Vate Xi(a")

pour tout i =1,..., N.

Pour chaque z*~%, ensemble de solutions du probléme (2.1) est désigné par S;(z*7%). Le
probléme GNEP consiste alors & trouver un vecteur z* tel que

e S Wi=1,...,N.

. . N i
De plus, si nous désignons par S(2*} 'ensemble S(2*) := [[,7, S;(2*~*), nous voyons que
nous pouvons dire que z* est une solution si z* € S{z*). Cela revient & dire que z* est un
point fixe de Papplication S.

Ilustrons cette définition par un exemple simple.

Exemple 2.1.1. Prenons Uexemple d’un jeuw & deux joueurs, c’est-d-dire N = 2, avec
n1 =1 et ng = 1, de sorte que chaque joueur contréle une variable (par souci de simplicité
nous avons noté x := x; ety = x2). Supposons que les problémes des joueurs sont respec-
tivement, pour le joueur 1 et le jouveur 2,

min,, (x—1)? min, (y— L)
tel que z+y <1 tel que z+y <1

Les ensembles de solutions optimales sont donnés par

six <

nol—
B =

1 sty <0
Si(y) = Syx) =
1—y siyz0 l—z sixz>

D=

Ft donc les solutions de ce probleme sont données par (o, 1 - o) pour chague a € [1/2,1]
Notons que le probléme a une infinité de solutions, avec différentes valeurs pour les deuw

joueurs.
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Dans 'exemple ci-dessus, les ensembles X;(z*~¢) sont définis explicitement par des contraintes
d’inégalités. Dans la suite, nous supposous que les ensembles X;(2*7*) sont donnés par

Xz ) ={z' ¢ R : g'(a’,2"") <0} (2.2)

oft (-, x* ) IR™ — IR™,

2.2 Reéduction & une inéquation variationnelle

Dans cette section, nous faisons les hypothéses suivantes.

Hypothése 1. 1. Pour chaque joveur i, 9; est continuement différentiable en x.

2. Pour chaque joueur i, la fonction objectif 0;(-,x~"} est pseudo-convexe' en z'.

La deuxiéme hypothése est trés commune ct souvent satisfaitc dans les applications écono-
miques travaillant avec le probléme GNIEP. La plupart du temps, elle apparait quand les
joueurs se partagent des ressources disponibles en quantité limitée.

A présent, définissons une fonction F : IR™ — IR" par

Vb (z)
P(z) = : . 2.3)
V;L\N On (’L)

Sous I'Hypothése 1, on a le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1. Supposons que UHypothése 1 est satisfiate et considérons ['ensemble
Xi(x~t) défini par ’ o

Xi(z™) = {2 (2", 27") € X} (2.4)
ot X C IR est fermé et conveze. Alors chaque solution du probléeme VIP(X, F) est une
solution du probléme GNEP.

Preuve
Soit x* une solution de VIP(X,F). Nous allons montrer que pour chaque joueur i, la

composante z*' satisfait
0,;(33*1, L'C*i?) S 01' (.’Et, l'*_!)

I Cette définition est rappelée en annexe
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pour tout zt € X;(x*%). Soit ot € X;(x*"). Alors le vecteur
.’L‘*l

*i—1]

e

:E:i:l—i-l

@
il

ﬂ;s.cN
appartient & X, et par définition de VI P(X, [), nous pouvons écrire
0 < <F(1'*))y - $*>a

on de maniére équivalente

0 < (Vab(z™, 2, @ —a™))+- -

S -

=0

(Vi (2™, 70, (2 — &™)y + - - -

"f“‘{VmNHN((L’*N, .’L‘*fN), (.’L‘*N — .’L‘*N)L.

-
=0

Ainsi, aprés simplification, nous obtenons que
(Vobi(2™,2°7%), (2 —2™))y >0 ¥z’ e X;(z" ).

Utilisant ensuite 'hypothése de pseudo-convexité de 8;, nous déduisons que le vecteur &%

satisfait | | |
O:(x",2"") < 02’ 2™} Va' e Xi(a™).

Ce qui termine la démonstration.

|

Remarquons que le théoréme ci-dessus ne dit pas que n'importe quelle solution du pro-
bléme GNED est aussi une solution du probléme VIP(X,F). En fait cela n’est pas vrai de
maniére générale, En effet, il peut arriver que le probléme GNIEP ait une solution et que le
probléeme VIP(X,F) n’en ait pas. Le but d’introduire un probléme d'inéquation variation-
nelle est de trouver une solution du probléme de Nash généralisé en résolvant un probléme
d’inéquation variationnelle. C’est pourquoi, nous devons étre stirs que le probléme d’in-
équation variationnelle a an moins une solution. La proposition suivante assure 'existence
d’une solution pour le probléme VIP{XF).
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Proposition 2.2.1. Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1 et sous Uhypothese supplémen-
taire que l'ensemble X est compact, le probléme VIP(X,F) admel une solution qui est aussi
une solution du probléme GNEP correspondant.

Nous venons de voir qu’en passant du probléme GNEP & un probléme d’inéquation
variationnelle, toutes les solutions du probléme GNEP ne sont pas préservées. Cette sous-
section va nous permettre de mettre en évidence quels types de solutions sont obtenucs en
résolvant le probléme d’inéquation variationnelle. Dans ce but, nous allons spécifier une
meilleure structure de Uensemble X et introduire les conditions de Karush-Kuhn-Tucker”
(noté¢ KKT) pour le GNEP et le probléme d’inéquation variationnelle. A cette fin, nous
supposons que X est défini par un nombre fini de contraintes, c¢’est-a-dire,

X={zeR": g(z) <0} (2.5)

ot ¢ : IR" — IR™ et nous supposons que toutes les contraintes g, : IR" — IR, v =1,...,m
sont convexes et continuement différentiables.

Supposons que z est une solution du probléme GNEP. Alors si pour le joueur 7 une
contrainte de qualification est vérifice, il y a un vecteur A* € IR™ de multiplicateurs tels
que les conditions classiques de Karush-Kuhn-Tucker

ingi(g;i)g;—f) + v:uig(xi: ﬂjii)/\i = 0,
0<NL—g{z,2") > 0. (2.6)

sont satisfaites. Notons que si une contrainte g, est inactive en @ alors nécessairement le
multiplicateur correspondant A, est nul pour tous les joueurs. D'autre part, les multipli-
cateurs correspondant aux mémes contraintes actives peuvent évidemment étre différents
pour chaque joueur. Nous allons montrer que les solutions du probléme GNEP qui sont
préservées lors du passage & un probléme d’inéquation variationnelle sont exactement celles
pour lesquelles tous les joueurs ont les mémes multiplicateurs pour toutes les contraintes.

Considérons les conditions de KKT pour le probléme VIP (X,F).
Fz)+ Veg(z)r = 0,
0<AL—gz} = 0

Considérons i présent la définition de I donnée par la relation (2.3), nous pouvons réécrire
ces conditions sous Ja forme suivante :

Vo bi(z) Varg(x)
vaHN(."C) vag(:E)
0 <Al — (;(1) >0 (2.7)

21,05 conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker sont rappelées en annexe

25



La relation entre ces deux conditions de KKT et une solution du GNEP est donnée par
le théoréme suivant. Ce dernier établit que la relation (2.7) est vérifice si et senlement si
la relation (2.6) est satisfaite avee le méme multiplicateur pour tous les joueurs.

Théoréme 2.2.2. Supposons que le probléme GNEP satisfait I'Hypothése 1 et que les en-
sembles X;(x7%) sont définis par (2.4) avec X donné par (2.5) et convexes.

1. Soit * une solution du probléeme VIP(X,F) vérifiant les conditions de KKT données
par (2.7) . Alors x* est une solution du probléme GNEP qui vérifie les conditions de

KKT données par (2.6) avec N =)\ = ... =AY = A,

9. Réciproquement, soit x* une solution du probleme GNEP qui vérifie les condifions
de KKT données par (2.6) avec \' = Xt = ... = AN, Alors x* est une solution du
probleme VIP(X,F).

Preuve
1. Si la relation (2.7) est vérifiée, une comparaison avec la relation (2.6) montre que z*
satisfait les conditions de KKT données par (2.6) avec Al = A2 = ... = AV = A, Par

I’hypothése de pscudo-convexité de 8; et la convexité de X, ces conditions de KK'T
sont suffisantes pour garantir que x* est une solution du probi¢ine GNEP.

2. Si z* est une solution du probléme GNEP qui vérifie les conditions de KK'T données
par (2.6) avee Al = A? = ... = A" les conditions de KKT données par (2.7) sont
évidemment satisfaites avec A = AL, La satisfaction de ces conditions assure que 2¥
est une solution du probléme GNEP.

O

Reprenons & présent I'exemple 2.1.1. Nous avons vu que ce probléme a une infinité
de solutions & savoir {(a, 1 — @){} < o < 1}. Puisque la qualification des contraintes est
satisfaites (contraintes linéaires), pour chaque solution {a, 1) il y a des multiplicateurs
unicues notés A(«r), pour le premier joueur, et g{c), pour le deuxiéme joueur qui satisfont les
conditions de KKT. Si nous prenons le gradient du Lagrangien du probléme d’optimisation
des deux joueurs égal i zéro, nous en déduisons que

Ma) =2 — 2q, o) = 20 — 1.

D’oil, nous pouvons dire qu’il y a senlement une solution pour laquelle A(er) = pe(a). Dans
ce cas, o est égal a % et le couple de solution et les multiplicateurs correspondant sont

donnés par
1

* *_31 N -
(:l')y)‘_‘(414)? /\_2_!["
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Considérons maintenant le probléeme VIP(X,F) qui, dans cc cas, est obtenu en posant
2z — 2
X={(z,y) e R*: a+y <1}, et F:(Q;_l).

F' est fortement monotone et donc ce probléme d’inéquation variationnelle admet une
solution unique bien que 'ensemble X ne soit pas compact. La solution unique est dounée

par -
¥ ¥y —
(:L Y )— (Ea 4)
Nous remarquons qguc le multiplicateur correspondant & Punique contrainte qui définit X
est %, c'est-a-dire la valeur commune du multiplicateur du probléme d’équilibre de Nash
généralisé pour le couple de solution (%, ﬁ) Nous voyouns, par cet exemple, que le probléme
de Nash généralisé a une infinité de solutions alors que le probléme VIP(X, F') a seulement
une solution. Et cette solution est la seule solution du probléme généralisé pour lequel la

contrainte commune a des multiplicateurs égaux.

2.3 Application : probléme d’équilibre de Nash généra-
lisé

Le traité de Kyoto a pour but de réduire les émissions de gaz a effet de serre. Chaque
pays doit diminuer de 5 pourcents scs émissions par rapport au niveau de 'année 1990. Dans
Poptique d’atteindre ce but, chaque pays a la possibilité d’utiliser trois stratégies a savoir :
une mise en oeuvre commune (Joint Implementation ), un mécanisme de développement
propre (Clean Development Mechanism) ou un commerce d’émission (Emission Trade).
Nous allons nous intéresser i la stratégie la plus intéressante (voir [3]) qui est la stratégie
Joint Implementation. 1.idée de cette stratégie est qu’elle autorise les pays ayant un coit
de diminution des gaz a effet de serre ¢levé d’investir dans d’autres pays on le cofit est
plus faible pour atteindre leur objectif, par exemple, en investissant dans des projets tels
que linstallation de filtres, en nettoyant un bassin fluvial ctc. Il est attendu de cette
stratégic qu’elle augmente le développement des technologies environementales ct permette
de promouvoir la croissance économique durable des pays ayant unc économie de transifion.

Modéle

Pour ce modele, nous considérons les notations et hypothéses suivantes.
On désigne par N = {1, 2} I'ensemble des joueurs (pays) impliqués dans Peffort de controle
de la pollution et e; les émissions résultant de la production industrielle du joueur 7. De
plus, nous supposons que les émissions brutes des sous-produits sont proportionnelles  la
production industrielle. Cette hypothése va permettre d’exprimer le revenu de la production
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industrielle comme unc fonction des émissions. La fonction de revenu du joueur 2 est concave
el croissante et donnée par

1
Ci(bi — 56;); 0 < € < br‘

avec b; un paramétre donné. La notation [;; désigne l'investissement dans un projet envi-
ronnemental du pays ¢ dans un pays j. D’oty, si Pindice ¢ représente un joueur donné ct j
un autre joueur nous avons j = 3 — ¢. Le cofit d’investissement est convexe et croissant.
Nous supposons donc que le pays d’accueil a une option de premier choix en choississant le
projet disponible. Nous supposons que la fonction de coiit est quadratique pour le joueur
i dont expression est

1
(T gy + 1) = 155)-

Pour les investisseurs, le bénéfice de cet investissement, lié aux unités de réduction d’émis-
sion (URE), est supposé lin¢aire dans l'investissement et est donné par v;f;; avec v; > 0.

Pour une bonne modélisation de la situation, nous notons qu’il est important de distinguer
les émissions nettes du pays et les émissions comptées du pays. Les émissions nettes du
pays 4, notées par f2;, sont données par

R = e —vilii — vl
Le terme R; représente donc les émissions brutes moins les réductions résultant des inves-

tissements locaux et étrangers dans le méme pays. Les émissions comptées, quant a elles,
notées par A;, sont données par
Ay = e — il — il
(est-a-dire les émissions moins la réduction résultant des investissements dans le pays et
les crédits d’émission obtenus des investissements a I’étranger. De plus, chaque joueur est
face & une contrainte environnementale qui demande que le joueur doit garder ses émissions
comptées en dessous ou égales & un certain niveau /5; > 0, ce qui est donné par Pexpression
suivante
A < Iy

Nous supposons que le cofit de dommage, associé a la pollution, encouru par chaque pays
dépend des émissions totales, c’est-a-dire, des émissions des deux pays. Ce coiit est alors

linéaire et donné par
2
d; ( > I{k)
k=1

Nous supposons que le joucur ¢ maximise sa fonction de bien-&tre qui est le revenu moins
le cofit de dommage et d’investissement. De maniére plus formelle nous avons,
1 1 2 _ 1

2
'—Gi) — §Ili 513 — IuItj' — di Z Rk} . (28)
k=1

I’Vi — [ei(bi — 9
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Dans ce cas, les jouenrs sont libres d’investir autant au niveau local qu’a I'étranger. Le
probléme d’optimisation du joueur ¢, sachant les actions e;, 7;; et I;; de I'autre joucur, est

donné par
( MaXg<e; <bi, i, /120 I/Vz‘B - [ei(bi - ) - (2]2 + I2 + 11} ]jj) —d; Zi:i Rk]
t.q. e; — vidii — vl < B

Ri=e—vi(ly+1;) 20

Ry =ej— vl + 1) 20

Remarquons que les joucurs ne coordonnent pas leurs stratégies d'investissement et d’émis-
sions, mais ont accts chacun l'un & I'autre pour investir dans des projets de réduction
d’émissions. De plus, chaque probléme d’optimisation a comine contrainte que les émis-
sions nettes de tous les joueurs sont positives. Cela est dit au fait que les contraintes du
joucur j impliquent les variables de décisions du joueur 4 et done affectent la faisabilité
d’actions du joueur i. Dans Poptique d’interpréter E; dans la contexte du protocole, nous
devrions poser F5; = (1 — 73}, ot e e} correspond aux émissions de "année 1990 et 7
est le taux de réduction pour le pays i. Ces émissions peuvent &tre obtenues, en supposant
qu’en 1990, le pays i résout le probléme d’optimisation donné par (2.8) sans investir dans
la réduction d’émission.

Caractérisation des solutions
Dans ce cas, le Lagrangien du probléme d’eptimisation du joueur ¢ est donné par

2 2
1 1 1
L (e, Ty Ly iy i) = eilbi— 26 e;) — 511% - 512 Lily = di ) Ract Y miw B+ BB — Ay)
k=1 pamy

olt 3 et 1; = (my1, 72) sont des multiplicateurs de Lagrange correspondant respectivement
aux contraintes environnementales et de positivités. Nous nous limitons & analyser le cas
ol les contraintes positives d’émissions nettes sont inactives pour I'un ou Fautre joueur,
clest-a-dire, 7 = ;5 = N = 13 = 0. Supposons une solution interne, alors les conditions
nécessaires d’un équilibre de Nash sont

oLh

C)i = U:}Bi:‘bimdi*ﬁi 'iﬂl,Q.

86;

oLk ,

L~ 0 Li=wldts) =12 (2.9)
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oLk
B
Remarquons que e; > 0 implique que R; > 0 et que les conditions nécessaires impliquent

que e; < b; et I; > 0. Si le signe de Ij; est positil, alors la stratégie de mise en oeuvre
commune est utilisée.

= 0= Iy =v(di+ B:) — I i=1,2.

0, (Fi—e+ylit+nly) >0, B —e+ylatyly)=0 =12

A%

Proposition 2.3.1. §i un équilibre de Nash existe dans ce jeu et si IR} >0 pouri=1,2.
Alors

1515 =
Prcuve
En utilisant les conditions nécessaires d’un équilibre de Nash
oL?
W = '—Iij — ’Yj("_d'i - ﬁi + (lj + ﬁj)
¥
Bﬁf
ar, = latmlodi =Bt dit )
it

n .
Supposous que —d; — 57 +d; + 7 > 0, alors ZET:J est négatif pour L;; > 0 et /7 =0, avee
I;? = ’}’z'(-—di — ﬁlﬁ +(£j + )68) >
A présent, supposons que —d; — 85 + d; + ﬁB < 0, aiom ebt négatif pour Ij; > 0 et

18=0, avec Il = —y;(—d [J’B+d + A7) > Q.
I* malement 10111a1quons quo —d; — 8P + d; + 87 — 0 implique I} = 17} = 0.

a

Le résultat de la proposition ci-dessus montre de maniére rigourcuse qu’un joucur a plus
d’investissement & ’équilibre dans cette stratégie. Ce qui ¢tait attendu puisque le but prin-
cipal de cette stratégie est de canaliser les investissements des pays offrant les options les
plus efficaces pour réduire les émissions. De plus, cette proposition montre sous quelles
conditions le joneur investit & Pétranger. En effet, regardons & partir des conditions d’équi-
libre tous les équilibres possibles® des deux joucurs en supposant que le joueur 2 a le plus
haut coiit de dommage, ¢’est-a-dire dy — ) = 1) > 0.
Les stratégies d’investissement A ’étranger pour le cas d’une stratégie de mise en ocuvre
commune non-coopérative peut se synthétiser comme suit
— Si les contraintes environnementales sont inactives, ¢’est-a-dire 31 = By = 0, le joucur
qui investit & étranger est celui qui a le plus important coiit de dommage.
- Si les deux contraintes environnementales sont actives, le joueur qui investit & I’étran-

ger est le joueur qui a le plus haut ratio ((ng‘»’)_)

3T.cs détails des calculs sont repris en annexe,
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— Si la contrainte environnementale cst active pour le joueur qui a le plus important
coiit de dommage, alors le joueur investissant & Iétranger cst celui qui a le plus
important coiit de dommage.

— Si la contrainte environnementale est active pour le joueur qui a le plus faible cofit
de dommage {appelé joueur 1), alors le joucur avec le plus haut coiit de dommage

. . Y. . . (=B .
(jouenr 2} investit & I’étranger si son dommage est plus haut que le ratio {(1‘ +72l))’ sinon
H

le joueur 1 investit & ’étranger.

Ces caractérisations des équilibres sont pour le cas ol les contraintes de positivité sont
inactives. Cependant, remarquons que ’hypothése disant que les réductions dépendent
seulement des conditions du pays accueillant cst peu probable, En effet, en général il y a
une dépendance de la technologic et des lois des investisseurs mais aussi du pays accucillant.
Nous avons donc que le bénéfice lié & I'acquisition d’unité de réduction d’émissions (URE})
est proportionnel a I'investissement, ¢’est-a-dire -y;; /;;. Nous allons donc établir le probléme
du pays ¢ avec cette hypothése supplémentaire.

Cette hypothése supplémentaire implique d'une part, que les émissions nettes du pays ¢ sont
données par e; — Z?‘;l ¥;id;: qui de maniére évidente ne sont pas négatives. D’autre part, les
émissions comptées par le pays sont données par e; — Eil Y3135 qui sont donc les émissions
du pays moins les URE gagnés en investissant dans des projets environnementaux. Pour
conclure cette description, nous avons également que la pollution dans un pays peut affecter
¢galement d’autres pays. Par exemple, la pollution d’un fleuve dans un pays peut affecter
un autre pays qui est croisé par le méme fleuve ou encore U'influence des pluies acides sur la
pollution atmosphérique dans les pays voisins ctc. Nous supposons done que les dommages
de la pollution dans un pays dépendent des émissions nettes de tous les pays, selon une

foncetion
N N
D; (61 =Y vk e — Z%‘NGN)-
i=1

j=1

Avec cette hypothése supplémentaire, le probléme du joueur 7 devient

[ 1 N h N
MaXe, 1y, v €(0 — 5€) — 250 Ly — Diler — 225 v lin - vew — 2050 Vi D)

tug. e, finy .o Siv 2 0

€; — Z;-V:l Yty < By

N
e — D iy Vil 2 0

et devient un probléme d’équilibre de Nash généralisé.
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Chapitre 3

Fonction de Nikaido-Isoda

Dans ce chapitre, nous développons différentes reformulations du probléme GNEP en
probléme d’optimisation a Paide de la fonetion de Nikaido-Isoda. Nous abordons dans un
premier temps la définition et les propriétés de cette fonction. Ensuite, nous abordons les
différentes reformulations du probléme GNED a Paide de cette fonction. Finalement, nous
développons un algorithme et en donnons sa convergence.

3.1 Définition et proposition

Dans le contexte du probléme GNEP, nous supposons que chaque ensemble X;(z7") est
fermé et convexe. De plus, nous désignons par

Q) == Xi(w ) x - x Xy(a ™)

le produit cartésien des ensembles de stratégies de chaque joueur. Le lemme suivant nous
donne une propriété importante de 'ensemble Q(2).

Lemme 3.1.1. On a: 2 € Q(z) si ct seulement si x € X. En particulier, Q(z) # 0 pour
tout v € X.

Preuve
En utilisant la définition de I’cnsemble (=) et X;(z™*), nous obtenons

zeQ) & gfeXi(z) Wi=1,...,N,
& (@2 YeX Vi=1,..., N,
& == (ﬂli,fl,‘ii) € X.

La scconde partie du lemme est évidente.
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Lorsque z ¢ X, nous avons que z ¢ {}(z). Cependant dans cette situation, nous pouvons
avoir Q) = @ aussi bien que Q(z) # (. La reformulation du probléme GNEP en probléme
d’optimisation est obtenue & Iaide de Ia fonction de Nikaido-Isoda, définie par la relation

suivante :

T (,y) = _Z[o,-(xi, ) = 0,0y, 7). (3.1)

Bien que la fonction de Nikaido-Isoda soit populaire dans la littérature économique,
clle a des désavantages d’un point de vue mathématique et pratique. En effet, considérant

un vecteur z, le supremum de
V(z) = sup ¥(z,y)
yein)

peut ne pas exister & moins d’ajouter des hypothéses supplémentaires (comine la compacité
de X). De plus, ce supremum, g1l existc n’est habituellement pas atteint en un seul point
ce qui implique que Papplication V' et aussi le probléme d’optimisation reformulé ne soient
pas différentiables en général. Pour faire face & ce type de probléme, nous introduisons la
fonction de Nikaido-Isoda régularisée.

3.2 Tonction de Nikaido-Isoda régularisée : définition,
propriété et reformulation
La fonction de Nikaido-Isoda régularisée de paramétre o > 0 est définie par :

N
'LI}a(:L‘,'y) = Z[ai(rﬂ?:wit) - gi(yl:‘mmt) - 5 ” z' — yl ||2] (32)

i=1

De plus pour z € X, nous définissons

Volz) = max ¥,(z,y).
yefd{x)
ul o
=2 B, 27" = iy, w7 — 5 2" = P
al a
= Sy~ min By - S P ()
. yeXi(z?) 2

Théoréme 3.2.1. La fonction régularisée V, vérifie les propriétés suivantes :
(a) Vo = 0 pour tout x € Q(z).
(b) x* est équilibre de Nash généralisé si et seulement si x* € Q(a*) et Vo(2*) = 0.
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(¢) Pour chaque x € Q(z) 4l cxiste un vecteur yo{) = (yalz), -, yd (x)) tel que pour
chaque i = 1,--- , N nous avons

arg min [ 6y, 27 + 5 2t =y P ] = pala).
peX{z)

Preuve
(a) Pour & € Q(z) nous avons V,(z) = maxycqoe) Volz,y) > Vao(w, ) = 0.

(b) Supposons que z* est une solution du probléme GNEP. Par définition, nous avons
z* € Qz) et o
O;(x*, ") < O (at, ") Vet e Xy(2™)

pour tout 7 =1,--- , N. D’ol, nous pouvons établir que,

v
o, e o . . .
Voo y) =D [0, 2™ -0, 2 ) o o' =y 7] <0 (3.4)

>
<0 VyieXi(a*)

pour tout y € Q(x*). Ce qui implique

Vo(z*) = max o(z*,y) <0 3.5
(%) = max Wole y) < (3.5)

Or par le point (a) nous avons V,(z*) > 0. Ce qui nous permet de conclure que Vi (2*) = 0.

Réciproquement, supposons que z* € Q(2*) et Vo(z™) = 0. Alors W, (2, y) < 0 est vérifie
pour tout ¥ € 2(z*). Fixons un joueur particulier i € {1,---, N} et posons 2’ € X;(2*?)
et A € (0,1) arbitraires. Alors définissons un vecteur y = (y',- - ,y™) € IR comme suit :

oK si p # 4,
"_

Az (1= A)a' sip=1i

La convexité de Pensemble X;(z*~!) implique que ¢* € X, (z*#) pour tout 7 =1,--- | N,
Cest-a-dire que y € Q(x*). Pour cet y particulier, nous obtenons de la convexité de 6; en
z', les relation suivantes.

0 > W(a",y)
= B, = 6t o (1= Nah et ) = SN 2t -t |

> (1= NGt ) — (1 A0, 2 — %(1 R
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En divisant cette inégalité par 1 — A # 0 et en faisant tendre A — —1 nous avons
Oi(z* 271y < Gi(af, 2% ). (3.6)

Puiscque cela est vérifié pour tout zf € X;(a* ) et tout i = 1,--- | N, il suit que 2* cst une
solution du probléme GNEP.

(¢) Le minimum existe ot est unique car
yz s Oi(yz,ﬂ:ﬂ) + E “ . ya ”2

est, fortement convexe pour n’importe quel z donné, et que 'ensemble X;(z™%) est convexe,
fermé ct non vide.

O

En utilisant les assertions (a) et {b) du théoréme, nous voyons quc trouver une solution du
probléme GNEP cst équivalent & trouver un minimun global du probléme d’optimisation
avec contraintes suivant

min Vy(z) tel que = € Q(2) (3.7)

qui peut &tre reformulé comme suit
min V, () tel que x € X

en vue du lemme 3.1.1. L’assertion (¢) montre Pintérét de la régularisation.

La proposition suivante nous montre que la définition de I'application V,, peut étre uti-
liste comme une caractérisation d’'un point fixe du probléme GNEP.

Proposition 3.2.1. Soit y.(z) = (¥i(z),...,yY(z)) le vecteur défini au point (c) du
Théoreme 3.2.1. Alors ¥ est une solution du probléme GNEP si et seulement st ©* est un
point fize de Uapplication x — y. (), c’est-a-dire si et seulement si &* = yq(z*).

Preuve
Supposons que z* est une solution du probleme GNEP. Alors z* € {z*), ce qui revient

par le Lemme 3.1.1 & 2 € X et V,(2*) = 0. Au vu de la définition de y,(z*), ccla implique

= Vi(2*) = max (2%, y) = Y, (&, ya(2")).
0 (%) oo, (z*, ) (2%, yalz™))

Comme V¥, (z*, z*} = 0 et comme y,(z*) = 0 est Punique maximum de ¥, (2", ) sur Q(z*),
il suit que a* = yo(2*).



Réciproquement, supposons que x* est un point fixe de I'application y,. Alors
= yo(z¥) € Q27),

ot
0= W,(z%, 2"} = Uala", ya(z™)) = Vala™).

Ce qui achéve la preuve,

a

[lustrons maintenant a 1’aide d’un exemple le cas on fa fonction objectif est non différen-
tiable.

Exemple 3.2.1. Considérons un probiéme GNEP @ deus joueurs (N = 2) basé sur les
problémes d’optimisation suivants.
o Joueur I :

min 8 (x, 22} = —24
1

tel que w1+ a9 <1
21 + 4w €3
&1, T2 2 0.
o Joueur 2
min By, z2) =0
T2
tel que 21+ <1
2%y +dzs <3
T, T2 Z 0.

Nous avons donc X = {(v1,%2)" |21 + 22 < 1,2z + 4wy < 3,21 > 0,25 > 0}
L'ensemble des solutions noté & est donné par
1-a23 siael0, 2

* * * * 3
S =< 2" = (a],x3)|2s € [O,E],.’E

.
I
3 . Sk 1
3223 siasel},d
Calculons V,(x). Pour ce faire, regardons tout d’abord la fonction de Nikaido-Isoda de ce

jeu :
o a ,
Volw,y) = —21 + 41 — 5(331 )~ 5(3?2 ~ ).
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Ensuite les ensembles Xi(x ™) et Xo(x™2) sont donnés par :

X&) = {mjn < l—wya <8 229,2, 20}
= [ 0,min {1 23,3 — 2z} |,

Xp(a™®) = {mfma<l—an02<2—da,2,>0 }
= [omin{l-z,3 -t} ],

Dés lors,

V.(z) = —2;— min —y + Lz —y)? =  min Al g0 — Yo )?
(@) 1 meX(z )[ o 2( 1= u) } yz‘EX?(ﬂu‘"z)[ 2( 2~ o) ]

Soit @ = (x1,x9) € IR*. La solution du premier probléme d’optimisation est

0 Si—+.”L'1 SO
yé(fa) = é+:1:1 st - +x € [ O,min{l — Iy, g —2:32} ]
min {1 1,2, 3= 2} st — + 2 = min {1 — Ty, S 2 212}

et la solution du second probléme est

0 Sime <0
yi(z) =< sizg € [ 0,min{l—m, 3~ Lo} |
111111{1—tL1,%~%:r;1} st 1’22111111{1—:1:1,§ *vl}

Clependant, puisque nous sommes seulement intéressés @ un x € X, on e 21 > 0 et donc
é—l—:cl >0, 2y <0 et 2y < min{l —ay, % - %11} Alors les formules ci-dessus se simplifient
comme suil ;

1() i+.’1}1 sz'i%—:rle[ﬁ,min{l 13,——21'}]
y. () =
. min{l—?; 3 9 L ey > minfl -2y 2 — 22
22, 3 :1,2} szaJrrL;_mm{ Ta,y 5 12}
ce qui revient d
yo@)=min{ L +z,1—29, 320 }
et

val(z) =
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Il est alors facile de voir que Uapplication correspondante
Vale) = —a1— | —p(e) + §(o1 — 5 (@))? )

n’est pas partoul différentiable sur Uensemble admissible X.

3.3 Reformulation sous forme d’un probléme d’optimi-
sation différentiable avec contrainte

Dans ce paragraphe, objectif est de reformuler le probléme GNEP sous forme d’un
probléme d’optimisation différentiable. I."idée est de remplacer dans la définition de V()
’'ensemble €}(z) par Pensemble fixe X. Toutefois, cette reformulation ne permettra pas
d’obtenir toutes les solutions du probléme GNEP, mais uniquement une solution appe-
lée éguilibre de Nash normalisé. De maniére plus formelle, nous avons la définition

suivante.
Définition 3.3.1. Un vecteur o* € X est un équilibre de Nash normalisé du probléme
GNEP, si la relation suivante est vérifide

sup ¥(a™,y) <0, (3.8)
yeX

ot ¥ est la fonction de Nikaido-Isod.

Nous avons qu’un équilibre de Nash normalisé est toujours une solution du probléme
GNEP, cependant la réciproque n’est pas toujours vérifiée. Le lemme suivant établit une
propriété de la fonction de Nikaido-Isoda basée sur la convexité des fonctions objectifs

0i(z) = 0,(z, &%) en 2t
Lemme 3.3.1. Soit x € X. La fonction de Nikaido-Tsoda ¥ (z,y) est concave en y € X

A présent, définissons U'application V,(x) 4 Paide de la fonction de Nikaido-Isoda régu-
larisée en vue d’obtenir une reformulation différentiable du probléme GNEP.

Valz) = na U {z,y).
N o
~ e [0he ) -0 ) = G et o P
i=
. a2 .
= max[U(zy) -5 -y ). (3.9)
Nous voyons quce la seule différence avec la fonction V,, est que le maximum est pris pour

tout ¥ € X au lieu de tout y € §}(z}. Ce changement a un nombre important de consé-
quences. Le théoréme suivant en mentionnent quelques-utes.



Théoréme 3.3.1. La fonction régularisée v, vérifie les propriétés suivantes :

{a) Vo(z) > 0 pour tout x € X.

(b) z* est un équilibre de Nash normalisé si et seulement sia* € X el Valz*) = 0.
(¢c) Pour chague x € X il existe un unique mazimiseur io(x) tel que nous avons

argmax [ W(e,y) = § o —y 7] = Gul)
ye,

et o () est continue en z.

Preuve
(a) Seit z € X, nous avons immédiatement que

Va(w) = max Uq(,y) 2 Wa(w, ) = 0
ye s

(b) Soit #* un équilibre de Nash normalisé. Alors 2* € X et sup ey ¥(a*,y) < 0. Dot
W{z* y) < 0 pour tout ¥ € X. De plus, nous avons que

Vo(z*y) = W(a*y) - % e —y|? par définition
< W@ty)
< 0 Yy e X.

Dés lors, il suit que .
Vo{z") = max W, (z*, y) < 0.
yeK

Or, par 'assertion (a) nous avons Va{z*} > 0. Don Va(a®) = 0.

Réciproquement, soit z* € X tel que 17(,(1,") = . Alors nous avons
U (a5 y) <0  VyelX. {3.10)
Supposons ensuite qu'il existe un vecteur § € X tel que ¥(2*,3) > 0. Alors
MY+ (1-Ny €X

pour tout A € (0, 1). De plus, comme ¥{z,y) est concave, nous avons

Ula*, Az* + (1 Ny) = AP 2") + (1 - N)T(,y)

= (1-A)¥("y) >0 Vie(0,1).

D’oil, nous obtenons

Tafa®, Ao+ (1= NF) = W', 2"+ (1= W)~ 5 " =&’ = (1= N7 |

a3
2
> Q—Mmmimfgqufnf—yW>0

— W (L) - SN e g |
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pour tout A € (0, 1) suffisamment proche de 1. Mais ceci est en contradiction avec 'inéqua-
tion (3.10).

(c) En vertu du Lemme 3.3.1, Papplication
¥
. . 2
y o Ua,y) — Sl -yl
est fortement concave. Dés lors, elle admet sur X un maximiseur unicque.
EI

Ce théoréme nous montre que nous pouvons caractériser 'équilibre de Nash normalisé
comme un minimun global du probléme d’optimisation avec contraintes suivant :

min V,(z)  tel que z € X. (3.11)

Contrairement a la reformulation de la section précédente, nous n’obtenons pas tous les
équilibres du probléme de Nash généralisé.
A présent nous énongons le résultat suivant analogue & la Proposition 3.2.1.

Proposition 3.3.1. Soit §,{x) le vecteur défini au point (c) du théoreme 3.8.1. Alors x*
est un équilibre de Nash normalisé si et seulement si x* est un point fire de Uapplication
x> Yol2)

Ensuite, nous montrons que la fonction régularisée V,, est continnement différentiable
lorsque les fonctions objectifs &; sont différentiables pour chaque < =1,..., N.

Théoréme 3.3.2. La fonction réyularisée V,, est continuement différentiable pour chaque
x € X el son gradient est donné par

N
v, [ VO (2, =) — VOFi(z), =) |
i=1

Vo))
ENQ (Jﬁ ( ) N)
—o{2 — Pulz))
0t Yo(x) est Uunique mazimun du Théoréme 8.8.1 associé au vecteur x donné.

Preuve
Comme V(¢) = maxyex(P(z,y) — Zllz — y|I’), et comme Papplication y ¥, (z,y) =
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U(z,y) — &z — y||? est fortement concave pour tout . Il suit du théoréme de Danskin'

que V,, est différentiable et que son gradient est donné par
VVa(2) = Vol o(@, Y)ly—jae)-
En cffet nous avous que, pour tout y € X,

Via(z,y) = V(SL 0,2 =0y, e ) — §llz —vl*])
i

= Z[Vﬁi(wi,:r:_i) — VO {y', )]

i=1
Vo 0 (o), a™t)
+ : — oz —y).
vagl(yg ('L’F)s x*'_N)

Prenant y = Fa(z) nous obtenons alors la formule du gradient de V.. De plus, puisque
les fonctions objectif §; sont continuement différentiables ¢t que ¥o{z) est unc application
continue de &, nous avons que le gradient V‘l//\'a(?,) est continu, Cela revient a dire que la
fonction régularisée V,, est continuement différentiable. Ce qui achéve la preuve.

]

Dans Poptique d’avoir une solution du probléme GNEP, nous avons besoin de calculer le mi-
nimun global du probléme (3.11). Cependant, puisque la plupart des algorithmes trouvent
seulement des points stationnaires, nous allons donner des conditions pour gu'un point
stationnaire soit aussi un minimun global.

Hypothése 2. Pour tout x € X tel que v # Yo (2), {'inéquation suivante est vérifide

Z [ V(2! a7 — V(¥ (), =) ]T (2~ Falz)) > 0.

i=1

Théoréme 3.3.3. Soit 2% un point stationnaire de (3.11) au sens que
V(@) (z—a*) 20 VzeX. (3.12)

Si UHuypothése 2 est vérifiée en x = z* alors x* est un équilibre de Nash normalisé.
')

1Ce théoréme est rappelé en annexe,
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Preuve
En utilisant Iexpression du gradient V¥, (z*) et {3.12) nous obtenons

0 < VV(z)T (@ —a%)

N
> [Ta ) = e ) o)
leol(ya(-’ﬂ*)aib‘_l)
+ (@ —2*) — alz” - go(z")Ha — a")

m‘\ 91 (ya (,L ) T N)
N "
= N[ Va2 - V(G ), 2 ] (@ —a)
i=1
N
Y [Veils(@i(e™), e ) (@ - 2*) — ale* — Gale”)) (z — 7).
i=1

N
= D[ VO e ) = Vo) e ) T (o)

i=1

N
+ 3 Vaubi(fiat), 2 = ala” = Gala))) (@ - 2").

i=1

En choisissant 2 = g,{z*), nous avons alors

N
0 < Y[ VOt 2 ) — VEF), 2 ] [Fale”) — 27)
i=1

N

P AVali(@ala)y o) = ale’ = ol Y] (h(0) — )

Or, Yu est 'unique solution du probléme ¢’optimisation
Y

N
max Z[Bi(:v*i,:h‘*”i) — Oy, 2t ) — 521“ |z =o' ||

yeX
¥ i=1

En conséquence, ¥o{x*) satisfait la condition d’optimalité correspondante

T

Var01(fa(27), a™) — o™ — o (e7))

Vb (G (), Y) — e — 5N (o))
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Pour z = z*, nous obtenons

N
SVt @), ) — e — Fle N (@ — Fhle)) = 0.
i=1
La relation (3.13} devient alors
N
> V0, 207 = V(T (), 2T (Bala®) — 27) 2 0. (3.14)
i=1
II suit alors de PHypothése 2 et de la relation (3.14), que a* = y,(z*). Dot z* est un
¢quilibre de Nash normalisé.
]

Remarquons que si nous supposons que Pensemble X C IR™ est non vide, convexe, fermé
et tel que X = X| x -+ x Xy. Alors Q(z) = X pour tout 2, et le probléme GNED se
réduit 4 un probléme d’équilibre de Nash. De plus, il suit que

nax Uo(z,y) = max Tz, y)

pour tout 2 € X. En particulier, application V,, définie pour le premier probléme est aussi
continucment différentiable quand on applique 4 un probléme d’équilibre de Nash.

3.4 Reformulation sous forme d’un probléme d’optimi-
sation sans contrainte

Dans cette section, nous allons utiliser la fonction de Nikaido-Isoda régularisée dans le
but d’obtenir une reformulation du probléme GNEP sous forme d’un probléme d’optimi-
sation sans contrainte . A cette fin, nous considérons deux paramétres donnés o et 7 tel

que 0 < o < 3 et posons

N
. . , . o ) .
T (x. — 9_1_‘.1‘,—“2 _91_ 2’:,71 P | I 2 i
o(2,y) ;[(’L,%) U R e
= p
Walz,y) = Z[Oi("vz,i‘_l)—@i(y’,f’)*5H at—y 1]
i=1
ct
170((3:) = IllaXy‘EX‘I’a(.’E,y) = qja(%?]ﬂ(%))

173(1,) = maxyeyxVa(z,y) = ¥z, ys(x)).
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Formellement ces fonctions sont définies seulement pour z € X. Cependant on peut voir
qu’elles peuvent étre définies pour € IR™. De fagon similaire a la fonction I —gap qui a été
définie a partir de la fonction gap régularisée dans le contexte d’inéquation variationnelle,
nous définissons R . N

Vap(2) = Vo) — Va{z)  zelR” (3.15)
Pour montrer que cette différence de deux fonctions Nikaido-Isoda donne une reformula-
tion du probléme GNEP sous forme d’un probléme d’optimisation sans contrainte, nous
établissons le résultat suivant.

Lemme 3.4.1. L’inégalité suivante,
B—a
2

est vérifie pour tout © € IR".

08—«

>l Bal)? (3.16)

o — Fa(@)|[* < Vap(z) <

Preuve
Soit z € IR®, par définition nous avons

Vi) = Vala, §a(2)) = max Uz, ).
D’on, puisque 0 < o < 3 on a g () > Yg(z), il suit que
V() > Wp(w, Gul0)). (3.17)
Cela qui implique

—~

Vasle) = Vo) = Vgla).
= Wolz, Ja(2)) — Vol Ga(x)).

< Va2, Yal@)) — Vp(@, Tal2))-

= 0BG e Fide) I

i=1

O a) ~ B(G)a) ~ § o~ i) 1P

f—a - P 2
= TS e g
i1

= e @l veem
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On a donc qgue 'inégalité de droite vérifiée. Pour I'inégalité de gauche on procéde de la
méme fagon en remarquant que

Da(@) = Wala, i) (3.18)

O

Comme conséquence de ce lemme, nous obtenons le résultat suivant nous donnant les
caractéristicques de Vop(z).

Théoréme 3.4.1. La fonction Vyg(2) vérifie les assertions suivantes :

(a) Vop(x) > O pour tout 2 € IR".

(b) le vecteur x* est un équilibre de Nash normalisé si et seulement si ¥ est un minimun

global de 17(,49 avec f}aﬁ(m”‘) =0.

Preuve
(a) En utilisant le Lemme 3.4.1 nous avons,
o f—a -~
Vople) 2 —— [z~ Bp(@)|” = 0
—_—
e >0
>0 car a<f

pour tout z € IR™.

(b) Tout d’abord, suppesons que z* est un équilibre de Nash normalisé. Alors par la
proposition (3.3.1) on a que 2* est un point fixe de 'application z + ¥,(x). Cela implique
que 2* = Polz) et &* = Yp{x). D'on

Vag(@®) = Val2") — Vs(a")

= T (Fale), Fale”)) — UaGa(e"), Fala))
0

Réciproquement, supposons que x* est un minimun global tel ¢ue 17(,}9(3;*) =0
Cela implique z* = yu(x) ot z* = Yg(a). Yot 2* est une solution du probléme GNEP en
vue de la proposition 3.3.1.

[l

Ce théoréme montre que 1’équilibre de Nash normalisé est précisément le minimun global
du probléme d’optimisation sans contrainte
min Vog(z)  « e R (3.19)

Notons que ce probléme est un problémne différentiable. Nous devons cependant supposer
que toutes les fonctions objectifs §; sont continuement différentiables. Alors, nous avons le

résultat suivant.
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Théoréme 3.4.2. La fonction V,s est continuement différentiable pour chague x € IR" et
son gradient est donné par

]\T
V() = > [VOi@h), ™) — VO (Fi(2), 27
i=1
vmlgl (’E&(’L), xﬁl) - vﬂilgl (g}j(q‘)) ‘rgﬁl)
. .

SN (Y o N SN N
V:BNON (ya (1’)1 € ) - vaBN(yﬁ (’L): T )
—al® — Gal@)) + Bz — Gax))

Nous savons que (3.19) est une reformulation sans contrainte du probléme GNEP. Ce-
pendant, nous devons calculer le minimun global de V3. Puisque les logiciels standards
d’optimisation ne trouvent ¢ue des points stationmnaires, nous ailons donner des condi-
tions pour qu’un tel point stationnaire soit un équilibre de Nash normalisé. Dans ce but,
établissons le résultat préliminaire suivant :

Lemme 3.4.2. L’indgalité suivante est vérifiée

Z[mef’i(ﬁi(m), v") = Vaili(@p(a), o) — ale’ — Gol2)) + Bl* — Gle))]

x(Gh(a) ~ L a)) > 0
pour tout © € IR".
Et I'hypothése suivante :
Hypothése 3. Pour un x € IR" donné avec Yo (x) # yp(z), Uinégalité suivante est vérifie

S [VOF(), &) — VO,G (), N @) — Fualw)) > 0. (3.20)

i=1

Ces deux conditions réunies, nous pouvons énoncer et démontrer le théoréme nous disant
qu’un point stationnaire est automatiquement un minimun global de V5.

Théoréme 3.4.3. Soit x* un point stationneire de Vg, S UHypothése 3 est vérifide en
x=a* Alors x* est un équilibre de Nash normalisé.



Preuve
Puisque z* est un point stationnaire de V,g, nous obtenons a Paide du Théordme 3.4.2 que

N
VW) = D (VO™ VOGh("), 5 )
i=1
Varb (fa (@), &*71) — Vb (G(2), 21
+ .

Vo O (G (%), &™) = VonOx (55 (27), )
—a(z” = Ya(a")) + Alz" — §s(a"))
= 0.

Multiplions cette expression par (§a(2*) — Fal(z*))" nous obtenons

0 = V@)Y — VOGa),a Gale’) ~ Fule))
i=]

N
+ IVl )0 = Vi), )
i=1

—a(z™ = Jo (")) + B = TaleD]" (Hp(2") — Fala™))

2 DTIVOEHE), ) - VOGE), e T G - ale?).

i=1

La dernicre inéquation cst obtenue par le Lemme 3.4.2. De plus par PHypothé¢se 3, nous
obtenons que ¥, (2*) = Yz(x*). Alors Pexpression de VV,a(x*) se réduit a

(B8 —a)(&* — ya(z™) = 0.

Puisque a < 3, cela implique que z* = g, (2*). Par conséquent, &* est un équilibre de Nash
normalisé.

3.4.1 Algorithme et convergence

ardce aux résultats que nous venons d’énoncer précédemment, nous pouvons établir
I’algorithime suivant et montrer sa convergence globale. Cette algorithme utilise une condi-
tion de descente. Si celle-ci n’est pas satisfaite alors la direction retenue est celle de Popposé
du produit et le point suivant est obtenu par une condition d’Armijo classique.
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AGLORITHME 1

PAS 0 Choisir 2° € IR",w € (0,1), £ € (0,1), 6 € (0,1), 0 € (0,1) et & = 0.
Poser k = (.

PAS 1 Si Vs(zt) < e ou [|[VVas(ab)|| < e STOP.

PAS 2 Choisir un vecteur arbitraire d* dans IR™.

Si
Vag(a® + d*) < €Vp(2®) (3.21)
alors A, = 1 et on va au PAS 4. Sinon si d* ne satisfait pas la condition
(VVas(a®), d¥) < —0 max {||VVes(a®)]1%, ¢*[1%} (3.22)
alors poser d¥ = —VV,g(z*),

PAS 3 Trouver le plus petit entier positif ou nul my, satisfaisant
Vapl(ah +w™d") — Vog(a®) < 8™ (VVg(ah), d*) (3.23)
et poser Ay = w™k,
PAS 4 Poser 2" = 2% 4+ Apd® ot k = k& + 1. Aller au PAS 1,

A présent, considérons la convergence globale de PALGORITHME 1.

Théoréme 3.4.4. Soit ¢ = 0 ef supposons que VALGORITHME 1 génére une suite infinie
{2*Y. Soit D un ensemble conveze fermé qui contient une sous-suite {x*} e, 0tt Ng C N =
{1,2,...}. 5t VV,s(x) est uniformément continue sur 1. Alors soit

klim ‘Z,g(:::") =0

ou

. oy k _
ket ¥ ) =0

Preuve
Puisque la suite {Vag(2¥)} est positive ou nulle et décroissante elle converge vers V5. Nous
AVONS (ue

Si limg_, oo Vaﬁ(:v"‘) = ;ﬁ = 0.
< Le théoréme est démontré.

— Si Hmp o Vaﬁ(mk) =V > 0.
< Nous montrons, par contradiction, que

lim V‘?aﬁ(:r;k) =0

keNg,k—eoo
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Supposons qu'il existe £, > 0 et une sous-suite {z*}ien, ot Ny C Ny tel que
| VVs(@®) > e Vk e N (3.24)

Dans ce cas, d° satisfait (3.21) sculement pour un nombre fini de £. Sans perdre de géné-
ralité, nous pouvons dire que (3.21) n’cst pas vérifié pour tout k. Alors, par construction
de PALGORITHME 1, la condition (3.22} est, satisfaite pour tout k.

Sinon . N
(VVap(a®),d*) > —o max {[|[VVoa(a*)|?, ||d"}*}

mais alors d* = —VV,5(2")
d’otl nous avons

= || PVas(a®) 7> =0 || VVaa(a") |17,

Ol Ciicore N
1— o) || VVia(a®) )? <0,
( )| VVasa(2®) |

>0 >e2>0

ce qui impossible. Il suit alors de (3.24) et (3.22) que
(VVg(zh),d¥) < —0e® <0 Vk € N,. (3.25)

Puisque {17&[3(1'”)} est décroissante et positive ou nuile, la régle de recherche linéaive (3.23)

implique que N
lim  Ap(VVg(a®),d*) = 0.

keEN1k—co

Utilisant la relation (3.25) nous pouvons dire que

lim A, =0 (3.26)

RENy >0

De (3.23) et (3.26) nous avons que w™' Ay, ne vérifie pas 'inéquation (3.23) pour tout k € N,
suffisament grand, c’est-a-dire,

Ok —1y gky (o ~1 O roky gk
Vﬂﬁ((v 4w Agdd ) — Vaﬁ(ﬂl ) > dw )\k(vvﬁg(ib ), d >
Par le théoréme des accroisements finis, nous avons

(VWas(), &) _ 4
(VVyp(xh), dF)

ou de maniére équivalente,

(VVap(25), d%) > 5(VVp(a"), &)
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ol 2% = gF 4+ Bw A d® ct 8, € (0,1). 1l suit de cette inéquation que
(VVas(2*) — Vo), &) > (6 — 1)(VVa(2"), d¥).
Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que
(VVap(2¥) = VWag(2®), d) <[| VVap(2) — VVag(a®) II]] d* |
ou encore que

| Vs (") = Vaa(a®) | (Vg () = VVg(a"), d).

I i" II
d—
(e

De plus, de (3.22) et (3.23), nous avons aussi
Via(2®) — Vag(@®™) > o max{ || VVas(@)%, A || € |1}
> dodg || dF |7 (3.28)

<v1aﬁ( k), db). (3.27)

Puisque {V, 2a(zF)} est positive ou nulle et décroit de fagon montone, de (3.28) et (3.26)

nous avons
lim  A\d® = 0.

keNy k—oo
Cela qui impligue que
lim ||z* — 2F|| = 0. (3.29)

keNy k—oo

Nous pouvons en déduire, par hypothése et par la relation {3.29}, que

im  ||VVag(z") — VVas(z")|| = 0. (3.30)

ke Ny k—oo

D’autre part, de (3.24), (3.22) et {3.27), nous avons

U (R i ok . IV aﬁ(Tk)|,2 k
IVVap(2") = VVap(a®)l| = (1 —8)omax{=—==—=—| d" [|}.

|| d* ||
> (1-— )Jmax{” Tk Al (3.31)
De (3.30) et (3.31), nous avons
2
©1 - ko
e o T 0 e =0

Or, au vu de ces deux égalités, nous avons bien une contradiction. Ce qui achéve la preuve.

O
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Chapitre 4

Méthode de descente avec recherche
linéaire

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de descente qui utilise une recherche li-
néaire inexacte de type Armijo. Dans un premier temps, nous mettouns en place les différents
outils utilisés. Dans un second temps, nous explicitons les hypothéses et exposons certains
résultats obtenus suite 4 ces hypothéses. FFinalement, nous présentons la méthode de des-
cente utilisée et 'écrivons de maniére formelle sous forme d’un algorithme et démontrons
que ce dernier est bien défini ainsi que sa convergence.

4.1 Hypothéses et définitions

Tout an long de ce chapitre, nous faisons les hypothéses suivantes communément pré-
sentes dans le contexte du probléme GNEP.
Hypothése 4. 1. L’ensemble X C IR" est non vide, fermé el convexe.

2. Les fonctions objectifs 6;(-, ') sont continues et convezes.

La méthode de descente présentée dans ce chapitre trouve un équilibre de Nash nor-
malisé ct donc une solution particuliére d’un probléme de Nash généralisé donné. Cette
méthode est appliquée an probléme GNEP reformulé, a I'aide de la fonction de Nikaido-
Isoda régularisée, sous forme d’un probléme d’optimisation différentiable avec contrainte.
Rappclons succinctement les différents outils que nous utiliserons dans ce chapitre. Le
probléme de maximisation aucuel nous nous intéressons sc définit comme suit

max  Wu(z,y)
Y
tel que gyeX
et a une solution unique pour chaque = que nous appelons y,(z), c’est-a-dire

Gool) = arg max Vo (z, y).
Ual2) g Inax {2,y)



De plus, la fonction de mérite {la fonction de valeur correspondante) est alors définie par

Va(ﬂf) = \Ija(il": g{x(%))

Ces applications ont un nombre important de propriétés que nous avons abordées dans le
Chapitre 3. Néanmoins, établissons les propriétés supplémentaires sur la convexité de la
fonction V,,. Avant tout, donnons quelques définitions.

Définition 4.1.1. La fonction W, (-, y) est dite fortement conveze de module jo > 0 sur un
ensemble convexe S C IR" quelque soil y si Uinégalité

Vo(Ae + (1 - Nz, y) < Tola,y) + (L= A)Walz,y) — pA(L = Ml - 2[)°

est vérifiée pour tout x,z € S et tout A € (0,1).
St la constante p > O peut étre choisie indépendamment de y € S, alors nous avons que
U (-, y) est uniformément fortement convexe sur S.

En utilisant la définition ci-dessus, nous avons la proposition suivante.

Proposition 4.1.1. Les résultats suivants sont vérifiés.
1. 51 W, (-, y) est convere pour chaque y € X, alors V,, est aussi convexe sur X,

2. SiW,(,y) est uniformément fortement conveze sur X, alors V,, est fortement conveze
sur X.

Precuve
1. Utilisons la convexité de W,(-,y). Nous obtenons pour chaque z,z € X et tout
Ae(0,1)

ValAz + (1 = \)2)

=V, (Ar + (1 = Nz, Gu(Aa + (1 — A)z2)).

< Ao (2, Ta(Az 4 (1 — N)2)) -+ (1 — N Walz, GalAe + (1 = X)z)).
<A@, Fal®)) + (1~ AV Wal(z, Yal(2))-

= AV () + (1 = MWal(2).

ol la premiére inégalité cst obtenue par définition de la convexité de ¥, (-, y) et en
tenant compte que le vecteur y,(Ax 4 (1 — A)z) appartient 4 X. La scconde inégalité
est, quant a elle, obtenue en utilisant les définitions de ,(x) et de 3,{z). Nous avons

done que Vi, est convexe.



2. Soit ¢ > 0 le module de la convexité forte de ¥o(-,y) sur ensemble X. Alors nous
obtenons pour tout z,z € X et tout A € (0,1) que

o~

Va(Az + (1= A)z)
=T(ha+ (1 - Nz Ga(re + (1 2)2)).

<A (2, G Az + (1 = N)2)) + (1 = D)Wz, Ga(Az + (1= A)z)) — M1 = A)||z — 2|~
< Mo (@, Ga (@) + (1 = N Tal(2,Ga(2)) = pAL ~ N — 2]

= Aoz} + (1 — MVal(2) — A1 = M|jz — 2|~

D’ot, V,, est fortement convexe de module s > 0 sur X.

O

La proposition suivante établit la condition suffisante pour gavantir la convexité (forte) de

~

V. pour le cas de fonctions de coilit quadratiques.

Proposition 4.1.2, Considérons le cas o les fonclions de coiit sont quadratiques, ¢’est-
a-dire,

N
1 T i T 1} :
ei(;v)za(m)mﬁmw Yo @) Ayat,  Vi=1,...N,
=1
[N

pour des matrices Ay, € IR™ ™ telles que les blocs diagonaux de A;; sont, sans perdre de
généralité, symétrique. Supposons que

%All 1A12 e A].N
A LAy . A

| 7F E AN (4.1)
ANI AN‘Z e %AJNI\’

est définie positive et posons Ay > 0 comme étant la plus petite valeur propre de la matrice
symétrique B + BT, Alors nous avens les résultats suivants :

1. La fonction V, est conveze sur IR" pour tout o € (0, Apin)-

2. La fonction V, est fortement convexe sur IR" pour tout oo € (0, Ay

Preuve
Montrons que Wo(-,y) est (uniformément fortement} convexe. Pour ce faire, calculons

V2 Zalz,y). Nous obtenons que

A+ AL sii#p

viimﬂ@ﬂi(a:} y) -
Aii - (.YIni 11 = M
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pour tout ¢, = 1,..., N. D’oii, nous avons que
V2 Vo(z,y) = B+ BT —al.

Par conséquent, le hessien V2 ¥, (z,y) est semi-défini positif (défini positif) pour tout
a € (0, Anin] (pour tout o € (0, A ), respectivement). Ce qui implique que la fonction
Uo(:,y) est convexe (uniformément fortement convexe). Dés lors, par la Proposition 4.1.1,
nous Avons que 17“ est convexe (fortement convexe) sur IR™. Ce qui achéve la preuve

J

Ce résultat est valable si on ajoute des termes constants ou linéaires supplémentaires
puisque cela ne change pas la dérivée seconde de W, A présent, regardons un exemple
montrant que les bornes données dans la Proposition 4.1.2 sont précises.

Exemple 4.1.1. Considérons le probléme d’équilibre de Nash ot le joueur 1 contréle ln
variable ©1 et le joueur 2 contréle la variable o, et ayant les problémes d’optimisation
suivants,

o Joueur 1 :

. 1
min Oz, 22) = —:L‘:f
x1 2

tel que x> 1

o Joueur 2.

. 1
min Oy, 20) = ~5
22 2

tel que a9 > 1

La solution de ce probleme est x* = (1,1)7. La matrice B+ B" est donnée par

r (10
peora (1 0).

Les valeurs propres sont Ay = Ay = 1, d’out nous avons que Anin = 1. Nous avons alors
pour W, (x,y), Uexpression suivante :

1 1 o 1, 1, «o
Volz,y) = af- é"yf — gl - y1)? + ‘2‘$§ - 5‘9’5 — 5@ — ya)?.

2



Pour un o > 0 arbitraive, regardons Uexpression de yo(x) = argmaxyex Vol(z,y), nous

avons 1

s @y > e
o

SiNOmn.

_a .
[ya(ﬂ:)]i = { ]l_‘l'(x:l'l

Dés lors, pour tout z satisfaisant x; > l—zﬂ, nous avons localement que

=1 )

Par conséquent, le hessien de V,, sous cette condition est donné par

2 [ 1—a 0
VVQ(:L)-_( 0 lﬁa)

ce qui implique que V, est convere pour tout o tel que 0 < a <1 et non convere pour tout
a > 1.

4.2 Hypothése de différentiabilité et conditions de sa-
tisfaction

Dans cette section, nous discutons de Phypothése suivante rencontrée dans le Chaptire
3 sur la fonction de Nikaido-Isoda.

Hypothése 5. 1. Les fonctions objectifs 6; sont continuement différentiables.
2. Pour chaque x € X avec © # ¥, (x), U'inégalité

N T
Z [Vﬁi(mi,mi) — VOG z), 27| (3 — Falz)) >0

i1
est vérifiée.

Commne nous le verrons par la suite, cette hypothése ne garantit pas que V,, est convexe,
mais implique, entre autre, qu’un point stationnairve de V, est un minimun global de V,
sur X. A présent, regardons sous quelles conditions ’'Hypothése b est satisfaite.

Théoréme 4.2.1. Soit x* un équilibre de Nash normalisé du GNEP, et supposons gue les

fonctions objectifs 8; sont dewr fois continuement différentiables. Supposons que la matrice
_ N — 2 H ot A5 7y

A= (Aifsi);z,z’=1 avec Ay; = Vi .0:(a") est définie positive. Alors il existe un voisinage

N(z*) sur lequel "Hypothése 5 est vérifice.

[
<



Preuve
Afin de simplifier Ia notation, nous écrivons respectivement y et y* au lieu de y,(z) et
¥ (x). Par le théoréme des accroissements finis nous avons que

VO (y 27 — V{2t 27 (/ V20 + 7y —a),z” cIT)(J — )

D’oi1, nous avons

N

Z IVO;(2, a7 — Vo (v, 2 )]

i=]

:iKJ‘WMwHU—MtMQW—W}
- (f V20,2t + 7y — ), 2 V),

wl;v@ﬁ@@N+T@N—x%ﬂr%m)@~yﬂ
- (/O][vwlal(e, +r(y' —al), 2,

V2 O (N r(yY - 2, :E“N)]d'r) (& —vy)

1
f/WQ&W*ﬂffﬁﬂﬂw V2l (@ 47y = o), )]
o

X (z — y)dr

Puisque les fonctions #; sont deux fois différentiables, et puisque z* est un point fixe de
Ual+), Phypothese que A est définie positive implique qu’il existe un voisinage N(z*) tel
que la matrice suivante,

:'N)

(V2.0:(z' +7(y* - ab),ah), . ,VixNGN((mN + 7y — 2Ny, ™)

est définie positive pour tout z € N(z*) et 7 € [0, 1}. Cela implique que 'Hypothése 5 est
vérifice pour tout & € N(x*) avec & # y.

O

Les deux corollaires suivants sont des conséquences du Théoréme 4.2.1 et fournissent des
conditions suffisantes pour que PHypothése 5 soit satisfaite.



Corollaire 4.2.1. Considérons le cas o les fonctions objectifs 0; sont guadratiques et
données par

N
1. . . i
6,(?,) = §($Z)TA.H.’L‘T + Z (iUI)IAg”R)'u
p=1
JFE
pour i = 1,...,N. Supposons que la matrice A = (Az-ﬂ)ﬂ‘:izl est définie positive. Alors

I’Hypothése 5 est satisfaite en un point arbitroire z € IR" avec z # o (x).
! U,

Preuve
Soit x € R”. Alors o
Vanbi{at, ™) = /1?;.7;’ Vi o p

ct N N
Vﬂ;sﬁi(mi,mf") = Ayat + Z A = ZAI-'UZL‘”.
=1 =l
pFE
Par conséquent, nous obtenons
N fial
S [Vhiat, &) — V8 (), )] (@ = Fula))
i=1
N N ,
— Z [v_’pﬂgi(:i':l):l:_l) - Vmuﬁi(g'];(z), IL'*!)] ({E'u — :’tjﬁ(.’l?))
i=1 u=1
N
= D (e~ o) Al — TUl))
=1

— (5 Fal@))T A Gale)) > 0
quelque soit @ # Ya(z). D'olt 'Hypothése 5 est vérifiee. Ce qui achéve la preuve.
[
Imposer que la matrice A = (A;,) soit définic positive est plus faible que la méme condition
sur la matrice /3 définie par la relation (4.1). Cela s’explique par le fait que si la matrice B

cst définie positive alors la matrice diagonale D := %dﬁiag(A;;, ..., Ann) est aussi définie
positive. Das lors, A est aussi définic positive puisque la matrice A est la somme de /3 et

D.

Corollaire 4.2.2. Supposons que 0; soit deux fois continuement différentiable et que la
matrice Bz, y) = (Bui(®,y))l,- cvec

Bu(x,y) = Vi (v, 27) (4.2)

o7



est définie positive pour tout x,y € X ou de maniére équivalente supposons que les maltrices
2 2 :
B(fi}, y) = ﬁvmyqjﬂ(zﬂ y) - vyyq’a(ﬂ"n y)

sont définies positives pour tout x,y € X. Alors, UHypothése § est vérifiée pour tout v € X
avee T 7 Yo ().

Preuve

Par le Théoréme 4.2.1, nous voyons que supposer que /3{x, y) est définie positive implique
que PHypothése 5 est vérifice. Il nous reste donc & voir que By;(z,y) = V2, . 0:(y', 277) est
équivalent & B(z,y) = —Vi.y\lia(:?;, y)— szqf «(2, 7). Pour ce faire, calculons les expressions
de V2,0, (x,y) et V5 W,(z,y). D'unc part, nous avons que VW, (,y) est donnée par

V0 (2 2= — Taloln? 2-2) — oo — Vol (N 2N
Vo Uolz,y) = 1 (zh,27) 102(y ,”L. ) Vibn (g™, 2 ")
D’oti, nous avons
0— Viho{y? 27 2) — oo = VinOn(g", 2V
Vi, ¥al,y) = ablys ) = wén(y )

D’autre part, nous avons que V,¥,(z,y) est donnée par

—Vi0(y', 2zt
vy‘l‘ra(ﬂ::y) = 1 1(:J )

D'oll, nous avons
1,1
) ~Vub(y',a=H)0---0
Vi Val2,y) = :

Donc nous pouvons ci conclure que

. Vit (yh e ) + Vil (y?, 27 %) + -+ Vin Oy (™, V)
_v?cylpﬂ(mz y)ﬁv;;lpa(g;, y) = .

Ce qui achéve la preuve.
(|
I’exemple suivant montre que la condition donnée par (4.2) n’est pas suffisante pour la

convexité de la fonction V. En particulier, il suit de 'Hypothése 5 que les points station-
naires sont des minima globaux pour une classe de problémes non convexes,



Exemple 4.2.1. Considérons un jeu avec deux joueurs (N=2), ot chague joueur contréle
une variehle et dont les problémes d’optimisation sont les suivants.
o Joueur 1 :

. 1 3
min  fy(xy, z) 1= —at + Sawy
z 2 4

tel que 1 <1

o Joueur 2.

; 1 3
min Oy, w0) := =22+ Sz
T3 2 4

tel que a9 <1

Lunique équilibre de Nash est * = (1,1)T. Nous avons alors pour W, (z,y), U'ezpression
suivante !

1 3 1 :
Volz,y) = 53?% + s E?le +oyie — %(fb‘i — )’
1 3 1 B} o
+§£U§ + 1551582 - 5313 + zl*fﬂlyz - E(fvz - y2)2-

A présent, regardons Uezpression de Po(x) = argmaxyex Vo(x,y) dont les composantes

sont notées yy et yo :
1 "
yl R 1’2

j[5%)

p—
s

i_

— 3.
Yo = 11

—_

+o

)

Dés lors, pour & € X = [1,00) x [1,00) suffisament prés de x*, nous avons yp(z) = (
o l—a 2
207 1) . 2
HAGE ( s C 2, ) .

De maniére évidente, il 'y a pas de o > 0 tel gue lo matrice soit définie positive. Cependant,
la matrice B{x,y) donnée par la relation (4{.2) est égale &

1 3
B = (3 1)
1

et done est définic positive pour tout o € (0,00} et tout 2,y € X, ce qui implique que
U'Hyptohése 5 est vérifiée pour toul x € X.

et don,



4.3 Algorithme et convergence
La méthode de relaxation la plus simple utilise itération
2= af 4 pd?, d* = Fa(z®) — 2F k=0,12,... (4.3)

pour une valeur particuliére du paramétre v > 0 et une longueur de pas {; € (0, 1] satis-
faisant les conditions suivantes

f,k J.O Ztk:oo.

k=0

Ces conditions suggérent un choix de la forme £ = /& pour une constante y > 0. Cepen-
dant, en pratique, ce choix méne & une convergence trés lente. Dés lors, nous utilisons une
recherche linéaire inexacte de type Armijo pour calculer une longueur de pas {; eflicace a
chaque itération & afin d’améliorer le comportement numérique de la méthode de relaxa-
tion. Etablissons formellement ’algorithme.

ALGORITHME 2 (Méthode de descente avee recherche linéaire inexacte)

PAS 1 Choisir 2° € X, 3,0 ¢ (0,1) ct poser k = 0.

PAS 2 Utiliser un critére d’arrét (par exemple V,(2*) < ¢ pour ¢ > 0).
PAS 3 Calculer F,(x*) et poser d* = §,(2*) — 2*.

PAS 4 Calculer & = max{3'|l =0,1,2,...} tel que

V(@ + tyd®y < Via(a®) — o2, (4.4)

Pas 5 Poser 2t = 2F + £.d®, E =k + 1 et aller au PAS 2.

Montrons que PALGORITHME 2 est bien défini. Pour cela, commencons par remarquer
que d* est tonjours une direction de descente pour la fonction V.

Lemme 4.3.1. Soit zF € X et d* le vecteur caleulé au Pas § de PALGORITHME 2.
Alors, VV,(aF)Td* < 0, c’est-a-dire que d est une direction de descente en 2% (aussi
longtemps que x* n'est pas un équilibre de Nash normalisé).

Preuve
Pour simplifier les notations, nous écrivons %, au lien de ¥,(x) et omettons Pindice %

G0



-
désignant I'itération. Calculons VV,(z)¥d, nous obtenons

N Va1 (far 27)
V() 'd = lemﬁfﬂ—vwﬁ@4ﬂ+ : — oz — Jal(z))
= Vo On (G, 2 )
X (Yo — )
N T
— (Z V0 (=, ) — Va7, 1,1)]) (Yo — 2}
i=1 -,

Vb (G, z )
+ ' ~ale— ) | (G 2)

Vonln Gy, =)

Le premier terme du membre de droite de égalité est négatif par I'Hypothése 5. Le second
terme du membre de droite, quant a lui, est négatif par la condition d’optimalité du premier
ordre pour Fa(z) := arg max,ex Uo(x,y). Dés lors, nous pouvons conclure que VVy(2)Td <
0, d’ott d est une direction de descente.

Nous pouvons, a présent, montrer que "ALGORITHME 2 est bien défini.

Lemme 4.3.2. L’ALGORITHME 2 est bien défini et génére une suite {2*} appartenant
& Uensemble admissible X.

Precuve
Le point de départ 2 a été choisi de fagon que 2° € X, De plus, si 2* € X, nous avons

aussi

M = b d = (L= )2t gk (™) € X,
puisque @f, F,(z*) € X, 4, € (0,1] et X est convexe par hypothése. Dés lors, nous avons
que la suite {2*} appartient & X. Vérifions ensuite que la boucle dans le PAS 4 est finie &
chaque itération k. A cette fin, fixons le nombre d’itération & & et supposons que la caleul
de #;, est une boucle infinie. Alors, nous avons

Voo + 8'd¥) > Vo (a®) — o8%)|d*|, VIeN
ou, de maniére équivalente,

Va(a® + Bk — Vola®)

7 > —of||d*|, WIieN
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Prenons la limite quand { tend vers +00 et utilisons le fait que V, est continuement diffé-
rentiable, nous obtenons
VVa(z®)"d* > 0.

D’autre part, nous savons par le Lemme 4.3.1 que VV, (2¥)Td* < 0 puisque 2* n'est pas
une solution du GNEP car sinon Palgorithme dervait se termincer au PAS 1. Nous avons

donc une contradiction. Ce qui achéve la preuve.

Donnons & présent le résultat qui établit la convergence globale de TALGORITIHME 2.

Théoréme 4.3.1. Chaque point d’accumulation d’une suite générée par CALGORITHME
2 est un équilibre de Nash normalisé.

Preuve

Soit z* un point d’accumulation et soit une sous-suite {2z} convergeant vers z*. Par
hypothése, Papplication z — 7, (x) cst continue ce qui entraine que {F(a%)}x — Fa(z*).
D’oil, nous avons {d*}x — Fa(z*) — 2* := d*. Dés lors nous devons montrer que d* = 0.
Travaillons par contradiction, supposons que nous avons d* # 0.

Par construction, nous avons que la suite entiére {Va(2*)} est décroissante et bornée infé-

rieurement. Tl suit que la suite entiére {V,{z*)} converge. Par la régle de recherche linéaire,

nous avons R =
0 — Va(a*t)) = V() < —ot}||d¥]| <0,  VkcIN

Cela impligue
Jim gjd|| = 0.

Puisque par hypothése nous avons d* £ 0, nous obtenons
lim £, = 0, 4.5
kek ¥ (4.5)
Posons I, € IN comme étant 'unique exposant tel que #;, = 8% dans le Pas 4 de PALGO-
RITHME 2. Par la relation (4.5}, nous pouvous donc supposer sans perdre de généralité

que {p < 1 pour tout & &€ K. Dés lors la longueur de pas %L = %=1 ne satisfait pas
l'inégalité (4.4) de PALGORITHME 2. D’ott, nous avons

Voot + g 1db) > V(%) — o (8% )2 |d¥)|,  Vk € K.
Ce qui peut étre rééerit comime

Vi (k4 g1 1d%) — Vo (aF)
ﬁlkfl

> —o(@* N, Vke K
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Passons & la limite quand & tend vers Pinfini sur K. Sachant que 8%1 — 0 et que V, est
continucment différentiable, nous obtenons par le théoréme des accroissements finis que

VV&(:U*)T(J* > 0.

Or, nous avons que

d* =yu(a*) —a* #0.
1l suit du Lemme 4.3.1 que VV,(2*)7d* < 0. Cette contradiction montre que d* = 0, et,
donc, que * est un équilibre de Nash normalis¢ du GNEP.

]

Remarquons que si nous remplacons la régle de recherche lincaire (4.4) dans I'ALGO-
RITHME 2 par la condition suivante

Vala + td®) < Vala®) = ot

ol la scule différence avee la condition (4.4) est que nous prenons le carré de |[d¥|] plutét
que simplement ||d*||. Nous avons que le résultat de convergence précédent est vérifie.
L’exemple suivant met en évidence la vitesse de convergence de I'itération z* de PAL-
GORITHME 2.

Exemple 4.3.1. Considérons le GNEP suivant, qui s’avére étre un simple probléme de
Nash sans contrainte. De plus, dans ce probléme, nous considérons deux joueurs (N =
2), ot chaque joueur controle une variable et dont les problémes d'optimisation sont les
suivants.
e Joueur 1:
. 1,
min 0 (), 20) = -y
) 2

tel que  (w1,22) € IR®

e Joueur 2 :
. 1.
min  Oy(ay, x9) := =22
22 2

tel que  {(1,%2) € IR

La solution de ce probleme est Uorigine z* = (0,0)7. Nous avons alors pour Wu(2,y),
Uexpression suivante :

o 1
yd— —(z) —)* + sad —

1 o}
5 9 SYs 5(1'2 — )"

1
Valr,y) = ot ;
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Soit donné x € IR?, nous avons alors que Yo(x) est donné par

~ 44
Yalz) = o

Par conséguent, pour une longueur de past, = 1 dans la méthode de descente avee recherche
linéaire, nous obtenons

& Lk
",
1+«

2P = b 4 d® = G (at) =
Clairement, cela montre que la vitesse de convergence n'est pas quadratique ni superlinéoire.

D’autre part, cet exemple montre que nous avons une vitesse de convergence linéaire plus
rapide pour de petits a > 0.
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Chapitre 5

Méthode de projections

Dans ce chapitre, nous allons dans un premier temps reformuler notre probléme d’équi-
libre de Nash généralisé sous forme d’une inéquation quasi-variationnelle, Ensuite, nous
allons établir quelques définitions et propriétés sur les projections. Dans un second temps,
nous présentons des algorithmes faisant appel & des projections. Pour finir, nous montrons
la convergence de ces algorithmes et les implémentons sur trois exemples.

5.1 Formulation du probléme GNEP sous un probléme
QVIP

Supposons que les fonctions objectifs 8;(-, 27!} soient convexes et continiiment différen-
tiables dans IR™. De plus, chaque sous-ensemble X;(z ") est fermé et convexe pour chaque
i =1,..., N. Définissons une fonction [ : IR” — IR" et 'application €2 : IR* — IR" par

R SN A foh YN n
Fle) = (R@)Y, = (Vabilal,a )Y, € R
N

Q) = [[X@T) R

i-1
Dés lors, z* est un équilibre de Nash généralisé si et seulement si z*! est un point station-
naire de la fonction 8;(-, 27"} sur Pensemble X;(z*7*), cest-a-dire, qui satisfait
e Xi(:r:*"‘)
et
(Vi (2™, 2" 7"), a* —a™) 20, vzt e X{a* ).
Nous avons alors la définition plus formelle suivante.

Définition 5.1.1. Le probléme d’équilibre de Nash généralisé consiste @ trovver un vecteur
az*t € IR" tel que z* € Q(z*) et

(Fl2"),y—a") 20, VyeQ) (5.1)
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Ce type de probléme (5.1) est un exemple de probléme d’inéquation guasi-variationnelle
(not¢ QVIP). En particulier, si (z) = X pour tout @, ot X est un ensemble non vide
fermé et convexe alors le probléme d’inéquation quasi-variationnelle (5.1) se réduit & un
probléme d'inéquation variationnelle.

Tout au long de ce chapitre, nous faisons les hypothéses suivantes.

Hypothése 6. 1. F'(-) est monotone {ou pseudo-monotone) sur X,
2. S ={xe S|(F(x),y—2) > 0,Yyc S} £0, ou 5 =(,cx Q) et S =, ),
3. Q) est continue sur X.

Remarguons qu'il n’est pas facile de tester en pratique le point 2 de I'Hypothésc 6. Mais
il donne une condition suffisante pour garantir que l’ensemble de solutions du probléme
QVIP (5.1) est non vide. Lorsque pour tout @ € X, Q) = £, c’est-a-dire, (z) est un
ensemble constant, le probléme QVIP se réduit & un probléme d’inéquation variationnelle
classique. Dans ce cas, le point 2 de 'Hypothése 6 revient a dire que {’ensemble de solutions
du probléme d’inéquation variationnelle est non vide. Ainsi, dans un certain sens, le point
2 est une généralisation de la caractérisation de I’ensemble de solutions d’un probléme
d’inéquation variationnelle & un probléme d’inéquation quasi-variationnelle.

5.2 Propriétés des projections

Pour un ensemble convexe fermé et non vide € dans IR", la projection de IR sur £ est

définie par
Po(z) = argmin{|! z —y || [y € O}, x € R™

Nous avons alors les propriétés suivantes.

Lemme 5.2.1. Soit un sous-ensemble conveze, fermé et non vide de IR". Alors un vecteur
w € Q) est la projection du vecteur x sur () st et seulement si
{w—a,z—-w) >0, pourtout z €.
De plus, Py est non expansif, ¢’est-a-dire, pour tous x,y € IR"
| Pa(z) — Faly) Il = -yl -
Soit A un opérateur de IR” dans IR”. Soit & € IR" et « > 0, définissons

(o) = Polz —aM(z)) et ez, a) =2 — z{a).



Lemme 5.2.2. Les relations suivanies :
1. ||z — z(a)|| est eroissante en o > 0,
2. w est décroissante en a > 0.
sont vérifides.
Preuve
Considérons deux constantes « et 3 telles que 4 > « > 0.
Si |je(z, a)]l = 0, alors ||e(x, B)}| = 0. Les deux résultats sont alors vérifiés.
Maintenant, supposons que ||e(z, &}|| # 0 et posons

_ e )|

t= .
|le(z, a)

Nous devons alors montrer que 1 <¢ < 8 , ce qui est équivalent a Pexpression suivante

o
f
t— Dt —-=} <0
t-ne-2) <
Par le Lemme 5.2.1, nous avons
(v— Pav), Po(v) —~w) >0  VYweQ
Substituons

w = Pz — M (x)).

v = x-—aM(z).

dans la relation (5.3). Nous avons

(x — aM(z) — Polx — aM{z)), Po(z — aM(z)) — Polz — BM(x))) > 0.

Remarquons a présent. que

Polz —aM(z)) — Polz — fM(z)) = 2 —e(z,0) —z+ ez, )
= e(z, ) — ez, a).

La relation (5.4) peut alors s’écrire de la maniére suivante

(e{zx, o) — aM(z),e(z, 8) —e(z,a)) = 0.
De maniére similatre, nous avons

(BM () — elx, B),e(z, 8) — ez, a)) > 0.
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Multiplions (5.5) par 4, (5.6) par a ct additionnons les deux expressions résultantes, nous
obtenons

(Be(z, a) — ae(z, B), e(z, ) — e(z,a)) > 0. (5.7)

Ce qui revient &,
(Be(z, o), ez, B)) — Blle(z, a)|l” — ol le(z, H)IF + ale(x, B), e(z, a)) = 0.
Par conséquent, nous avons

Blle(z, a)lI* + afle, HI* < (a + fNe(x, ), e(z, B)). (5.8)

Divisons (5.8) par [|e(z, «)||*, nous obtenons

e, AllleC, Ol _ 1 gy,

2 n
Pt S O D) e, P

Ce qui revient a
ol —al —BL+ B <0,

Nous avons donc que la relation (5.2) est vérifiée. Ce qui achéve la preuve.

De ce lemme, nous pouvons conclure le lemme suivant.

Lemme 5.2.3. Soit M une application continue de IR" dans IR, Pour tous x € K" el
o > 0, nous avons

min{1, a}fle(z, 1) < lle(, @) < max{1, a}lle(, 1]l
Le lemme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un vecteur z*

soit solution du probléme d’'inéquation quasi-variationnelle (5.1).

Lemme 5.2.4. Un poinl 2° esl une solution du probléeme d'inéguation quasi-varialionnelle
(5.1) si et seulement si

?‘5'3(_1,*)({1)*) = ||:L‘* — Pg(r_;)((l}* - F‘(’L*))” =0
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5.3 Algorithmes

Dans cette section, nous établissons deux algorithmes basés sur fes méthodes de pro-
jections. Ces algorithmes utilisent le critére d’arrét

o) (T) = |2k — Pogy(er — F(@)|] = 0.

Enoncons le premier algorithme.

ALGORITHME 3

PAS 1 Soient des constantes v > 0,1 € (0,1), yr € (0,1) et p € (0,2). Prendre
2_; € X. Choisir arbitrairement un zq € Q(z_,). Poser £ = 0.

PAS 2 Si rg,)(z) = 0 alors STOP. Sinon poser
Ty = Doy (e — o d'(21)),
oil ayp = yI™* et my est le plus petit entier positif ou nul el que

ﬂg(F(‘Lg‘) — F(:f:,t;),fﬂk — Ifk) < ,l.L”ZL‘k_ — ’fk||2 (5.9)

PAS 3 Poser
Tpv1 = Doy (@e — Ae(ze — Ty + o '(Z))),
on [3 est donné par
o — 2|l
II.’Bk — Ty + CY;;F(IL_‘;C)”Q'

B = p(l — )

PAS 4 Poser k =k + 1 et aller au PAS 2.

Nous voyons que cet algorithime utilise deux projections par itération. De plus, nous utili-
sons la projection Py, ) formée par le point 2y, & itération k, plutét qu'une projection fixe
. Le nouveau point x4 produit est alors dans 2(z;), tandis que z; n’est pas nécessaire-
ment dans Q{ay,). Cela va rendre la preuve de convergence de lalgorithme plus compliquée
puisque certains résultats de projections ne pourront pas étre utilisés, Vérifions a ’aide des
Lemmes (5.3.1) et (5.3.2) que PALGORITHME 3 est bien défini.

Lemme 5.3.1. Soit © € X. Définissons xxwy(a) = Pow{z — aF(z)). Alors pour une
constante i € (0, 1) nous avons

o{F(z) — Plaagy()),2 — va(0)) < e — zag (@) (5.10)

lorsque o« > 0 est suffisamment petil.
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Preuve
Nous avons par définition,

@)@} = Powy(z — al'(z)).

Or, ce terme tend vers Py (x) quand o — 0. Si il existe un & > 0 tel que z = zqp,(a)
almq par le premier résultat du Lemme (5.2.1), Nnous avons que & = 1;1(1)((1) pour tout
o > (. Dans ce cas nous avons

\‘«(F(’?»sz 1)) - F (’LQ(’L ) Ta) — Tog) )J ||742 (x) — ”Lsz(m)” .

.

'

:0 =0

La relation (5.10) est donc vérifiée pour tout a > 0.

Maintenant, dans le cas oll & # 2gm(a) pour tout o > 0, nous allons prouver que la
relation (5.10) est vérifice pour tout « > 0 suflisament petit par contradiction.

Si la conclusion n’est pas vérifiée, alors il existe une suite positive {o;} (1 =1,2,...) qui
tend vers zéro tel que pour tout ay,

i F(x) — Flzow (), @ = vowla) > plle — s ()]
En utilisant 'inéquation ci-dessus et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons
ai || F(e) = Faaw (@) Il @~ vaw(a) 1> plle — w0l
ce qui revient, aprés simplification, a
a; || F(e) — Foog (@) > plle — 2@ )l (5.11)

Constdérons deux cas.

1. 2 n’appartient pas a Q(z)
Dans ce cas, le terme
i || F(z) = Flzoe (o)) |

devrait tendre vers zéro tandis que pl|e — 2o (a;)|| devrait tendre vers un nombre
positif quand o; — 0. Ce qui contredit la relation (5.11).

2. x appartient & (z)

Dans ce cas, nous avons que & = Fygy(z). Puisque I est continue et Togy (o) —
Poy(z) = @ quand ¢o; — 0, le terme || Fz) — F{zgu)(a)) || devrait tendre vers
zéro. Daprés le résultat du Lemme (5.11), le terme mci’—)ﬂ n’est pas plus petit
que le nombre positif ||& — o) (1)]]. Ce qui contredit la relation (5.11).
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Lemme 5.3.2. 5% rog,)(zr) 7 0, elors
” Ty — T+ a-ﬂ*’(fﬂ” # 0 (5.12)

Preuve
Soit «* un élément de ensemble S*. Alors par définition de S* et le fait que zp € Q(zp_1)

et que Ty € Q(zxy), nous avons
(F(a*), e —27) 20,
et
(F(a*), @ —a") > 0.
Par ces deux inégalités et par la monotonicité (pscudo-monotonicité) de F' sur X, nous

avons
(Fzg),zp —2%) 20, {5.13)

et

Puisque %), = Py, (@ex — apF(2y)), par la définition de projection d’un vecteur et le fait
que z* € §xy), nous avons

(Tk — 2+ (rk_F(.’Ek),:L‘* — TQ > 0,

ou cncorce,
<(L‘k — (.I’kF(:L‘,l_-) — Tk, T — 1,*) > 0. (5.15)

Donc, nous obtenons que

(:L‘k + akF(@.) — T, Ly — ’L*)
= (:Ilk — T, Tp — ’L*) + CY;;(F(?EA-), Ty — %‘)
= (‘LL — Ty — (,Y;;F(:L‘k) + Ct‘kF(IIIk), T -~ ’L*) + ak(F(ﬁ,’k), Ty — Tp + Ty — :II*>

= (’LA ] kaF(:Uk), T — .’B*> + ay, SF(:UI”')’ T — 3;*)1 -I-(l',r;(]‘”'(fk), Tp — Tﬁ)

~
>0 par la relation (5.13)

+ g, \(F(TA), X — ’L*z’

"
>0 par la relation (5.14)

> (lg — Ty — CY;;F(:L‘;\-),CUA. — :IZ*) + Oc'MF(Tk),(L‘}; - T}J
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= (:l?k — Ty — (.I’kF(IL‘k), Tp — Tp + Ty — ’L*) + QA(F(’—L-;L), T — Ek)

= (J,A — T = O'k_F(ﬂ?k),fEk - T;\) + (1,;\ — T — C\';;F(:L’k),fk — ’L*>

. -

e
>0 par ia relation {5.15)

o (F(Zr), op — T)

WY

() — Ty — apl'(ag), op — B + ap{F (%), op — Th)
= (xg — T — o F () + o, F(T), w — @)

= (xp — T — op(F(2r) — F(T1)), 26 — T

= o = Tll® = an(F(2x) — F(@), o — )

> (1 — p|lwe — @e||® par la relation (5.9)

Si 7o) (@r) # 0, nous avons x), # Ti. En effet, supposons que z;, = %) ce qui revient &
écrire quc
Tk = Pogy e — apl'(zh).

En utilisant le premier résultat du Lemme 5.2.1, nous avons
(p — zp + o F(xg), 2z —x) 20 Yz € Qay).
Par simplification et le fait que la constante oy est positive, nous obtenons
(Flag),z—zx) >0 Yz € Q).
Dés lors, nous avons
(wp —@p + Flag), 2 — o) 20 Vze Qay).

Cette derniére inéquation signifie que 2y = Pog,y(zr — F'(@r)), ce qui est impossible car
nOus avons supposé que i, (@x) = Poe(@e — £(2r)) # 0. Nous avons donc bien que
xp 7 Tp. La relation

(or + ap F (@) — Ty — &%) > (1 — ey — Bl (5.16)

nous permet de conclure que zy, + o F'(7y) — 7 # 0. Ce qui achéve la preuve.
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Nous avons donc dans un premier temps un alogrithme qui requiert une recherche linéaire
d’Armijo et demande une projection & chaque point itéré jusqu’a la fin du pas. Cependant,
cela nécessite parfois des calculs cofiteux. Pour remédier a ce défaut, nous donnons un
algorithme dans lequel seulement deux projections sont calculées & chaque itération.

ALGORITHME 4

PAS 1 Soient des constantes p € (0,2), [ € (0,1), et g € {0, 1). Choisir zg € X.
Poser & = 0.
PAS 2 Si rog,)(zx) = 0 alors STOP. Sinon poser

2 = Pogy(ee — Fzg)),
e = (1 — o) + apz,
ol ap = [ et my, st le plus petit entier positif ou nul tel que
(Fy) = P = 1)ay, + ), 2 — 2) < pillas — 2l (5.17)
PAS 3 Doser
Tyt = Loy @k — Brdi),
ol [ et dy sont données par

VRN 1 &
A=A e

ct
()

Cr,

dy =@ — 21 +

respectiveiment.
PAS 4 Poser k =k + 1 et aller au PAS 2.

Pour cet algorithme, nous faisons ’hypothése supplémentaire suivante.
Hypothése 7. Pour tout x € X, nous avons x € Q(x).
A présent, vérifions que PALGORITHME 4 cst bien défini.

Lemme 5.3.3. Soit x € X arbitraire. Pour tout o € (0, 1), définissons

z = Pow (e — F(a)), ylay = (1 — o)z + ez
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Alors pour tout i donné tel que p € (0,1), nous avons
(F(2) - Fiy(e)),o — 2) < iz — 2|1
lorsque o > O est suffisamment petit.

Ce lemme nous montre que le Pas 2 cst bien défini.

Lemme 5.3.4. Supposons que les Hypothéses 6 et 7 soient vérifides. 5iroe,)(2r) # O alors
di, # 0

Preuve
Soit, 2* un élément de Iensemble S*. Alors par définition de S* et le fait que 2z € Q{zyg)

et que v, € Q(yr), nous avons
(F(z*), ) —a*) > 0,

et
(F(a*),yp —2%) 2 0.

Par ces deux inégalités et par la monotonicité de I sur X, nous avons
(F(ag),z —2%) 20, (5.18)

et
(Fly)r o —2*) 20, (5.19)

Puisque zx = Pog,) (e — F(2x)), par la définition de projection d’un vecteur et le fait que
x* € Q{z;), nous avons
(2 — wp + Fl@e) 2" — z) 20,

ou cncore,
<:L‘k — F((Ek) — By 2 — :L’*) Z 0. (5.20)

Donc, par définition de dj, ct des relations (5.18), (5.19), (5.20) ¢t {5.17), nous obtenons

Fy
<$kzk+ (yk),fﬂk—(ll*>

QU

Flyy
= <:1;k~z,;.,$;,—$*>+< (yk),a:kﬁx*>
oy

(dk,:vk — fL‘*)




Fly
= {m= P + P - mm =) (T -0
#5

= {xr — Fag) — 20,26 — ) + (Fzy), zp — %)
1 1 .
A= {F(ye), T — Yoy + — (I (o), v — =*)
Gy, (473
= (= Pla) = 2,00 — 2+ 2 — 27) + (Fo) w = 27)

1 1
+—{(F(yr), ke — yry + —(F(ye), v — 27)
g (o7

> ap— Flxg) — a2 — 20 + (o — Flag) — 2z, 2z — @)

1
+—{F(yr), 2n — )

ar
1
> (mk-—.Fka)——zk,wk——zk)+-EI(FTyk)¢rk——yk)
1
= (zy — F(zp) — 2, %0 — 21) + —{(F(y), onlzn — 21))
= e — Flaw) — 2w — 20 + (Fye), o — 2)
= {wp — 2 — (Faw) — F(ue)), 2 — )
= ok~ zk”2 = (F(wr) = Flye), @ — 2)
> (1)l — ) (5.

Si 7oz, (2r) # 0, c’est-a-dire, par définition de rq,) et de z, que nous avons
@k — 2l # 0.

Dés lors, nous avons xy, # 2 ot la relation (5.21) nous permet de déduire que dy, # 0.



5.4 Convergence des algorithmes

Dans PALGORITHME 3, le nouvean point x4 produit est alors dans (z ), alors que
Ty n'est pas nécessairement dans Q(zy), ce qui nous empéche d’utiliser des résultats exis-
tants au sujet des projections et rend la démonstration de la convergence plus compliquée.
Etablissons la convergence de TALGORITHME 3.

Théoréme 5.4.1. Supposons que I'Hypothése 6 est satisfaite. Soit une suite {xy} générée
par VALGORITHME 3. Alors la suite est bornée, et tout point d’accumulation de {z} est
une solution du probléme d’inégquation quasi-variationnelle (5.1).

Preuve

Soit @ un élément de Pensemble S*. Alors par le Lemme 5.2.1, la relation (5.16) et Ia
définition de 5, dans 'ALGORITHME 3, nous avons

||1L'A-+1 - ~'13*||"2 = !|Pﬂ(a:k)($k - ﬁk(-’b‘k -y + a‘kF(ﬂ_?k))) - fL‘*”2

< &k — 2 — Bl — Tn + o F @)

= “lk - ’L*Ilz - Qﬁk(wk —zzp — T+ Q’;;F(Ekn + ﬁf”’tk —Tp+ a'kF(Tk_)“?

2 = 2*[* = 201 — ) Bedlew — w)l” + Hellew — T + cpF (@)

IA

I 2 — )il

* (12 2
[l | (1 =11 |z — T + apF(Z3)]|2

| @k — z)|I*

|2x — T + (&2

+p*(L = p)?

| 2w — 2|t -
Jon — T - anF @

= low = 2| — p(2 — p)(1 — )?

ce qui implique que la suite {||zx — z*} est décroissante et donc convergente. Donc la suite
{xx} est bornée. En conséquence, nous avons de la relation (5.22) que

, |2z — %l
lim 023
k—oo ”’Lk - Ty + @kF(E-’f)HQ ( )

De plus, la suite {Zy} est bornée. En effet, en utilisant le Lemme 5.2.1 et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous obtenons

“TA” = “PQ(R?A-)(:U.‘: — ap () ||
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= || Pagy (@ — apF'(zx) + 25 — Poge (="}l

S R W e

7N

21l + llz = 2*[| + e[| F ()]

ce qui, avec le fait que la suite {z;} est bornée, permet de déduire que la suite {Z} est
bornée. Done la suite {||z, —Zr + o F'(Th) ||} st aussi bornée. De plus de la relation (5.23),
nous avons

Ah_l}glo ”[Ek — Tk” =0 (524)

Supposons que T cst un point d’accumulation de {2y }. Alors il existe une sous-suite {x }rex,

ou R C {0, 1,...}, tel que

lim @ =7.
kerk—oo

A présent, nous pouvons montrer que T est une solution du QVIP. Pour ce faire, nous

devons montrer que
7 € Q7). (5.25)

et
(F(z),y — =T >0, VYyc K(T). (5.26)

1. Vérifions la relation (5.25).
De la relation (5.24), nous avons

Hm @, =T.
kel k—oo

Or, cette derniére relation et le fait que K{-) est semi-continue supérieurement mais

aussi que Ty € ((xy), nous permettent de déduire que T € Q(T).

2. Vérifions la relation (5.26).

Pour ce faire, nous prouvons, d_a}ns un premier temps, qu’il existe au moins une
sous-suite {|| ex(x, 1) ||} ran (0 R CR) de {}} er(z, 1) ||} telle que

lim | ep{z, 1) ||= 0, (6.27)
kR k—00

ou ep(Tp, ) = @ — Poge,)(er — aF(zy)). Deux cas sont & considérer.
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— CAS 1 : infren{on} = ovin > 0.
Par Lemme 5.2.3, nous avons min{1, oy }|ex(zp, V|| < ilex(@p, @), ce qui revient &

2 — =]

e, 1) < l
llewer, L < min{1, ay}

Or, en considérant cette derniére inéquation ot la relation (5.24), nous avons

. e ==
' e (@ <
keéf}cli»oo ex(w, 1) [l ezlililioo min{1, az}

- CAS 2 illfken{a‘k} = min = 0.
Puisque a, = 0, il existe une sous-suite {ayg }ren, ott R C R, telle que

lim o = 0.
ket k—oo

Donc, pour toutes valeurs de ay suffisamment petites, le terme % ne satisfait pas
la régle de recherche donnée par la relation (5.9). On a done

oo () - (o)

ott 2x(%F) = Preylzr — % F(zp)). En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarty
1N0US AVOns

2

X
Tl = {Lf»(“l—‘l‘) ’

ay,

I < (Il T wu(w)ll+ 1) — (2D,

Y
iz — lk( L

ce qui revient &

w < ||F () — F(Iﬂk(%)”-

;
Par le Lemme (5.2.3), nous avons

el ealwn, 1) 1< e =2 CEN

c’est-a-dire,
1. 83"
| ex(2x, 1) 1< ﬁllﬁ(wk) - F(wk(T)II-
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De plus, par définition de @z (%) et le Lemme 5.2.1, nous avons quc

- kg
T = Poeylex — TkF ()]

ay - o
T — fb‘k(T}\)” = ||z — Ty + Tk — Pogeylzr — TLF(mk)]

< ilap Tl -+

= T — T

i Qg
[Pt~ @t = Pocafon = (e
1
= M —mlb 4+ — Dol )l
- 0 (keNk— o0)
Ce qui permct d’avoir

lim () — F(@-k(%)u =0.

kel k—oo
Donc, nous avons

lim  ||ep{zs, 1} = 0.

ke k—o0

Nous avons donc bien le résultat escompté.

Continuons maintenant de prouver la relation (5.26). Puisque €2() est semi-continue
inféricurement, pour tout y € (%), il existe une suite {y} avec yr € 2z tel que

lim g =y.
kel k—oo

Par la définition de e;(z, 1) et par la premiére partie du Lemme 5.2.1, nous avons
(wp — ep(on, 1) — o + Fag), yr — 2x + ez, 1)) > 0.
Ce qui revient &
(I(z) — er(mr, 1), yp + ex(zr, 1) — x> 0.
En développant, nous avons
(Faw), e — ) + (Flan), ex(on, 1)) — {erlee, 1) — 2x) — llex(ar, D]I* 2 0.

nous en déduisons que
(F(Z),y —7) > 0.

Nous en concluons que T est une solution du probléme (5.1). Ce qui achéve la preuve.
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Théoréme 5.4.2. Supposons que Hypothése 6 est verifide. Soit {x} une suite générée
par PALGORITHME 8. 51 I est strictement monotone en un point d'accumulation de

{x}, noté &, alors
L ey = T

Preuve
Par hypothése, nous que ¥ est un point d’accumulation de {2}, il existe donc une sous-suite
{zp}ren o0 R C {0, 1,...}, tel que

lim o, =7 (5.28)
keR k—oo

Du Théoréme 5.4.1, nous savons que  est une solution du probléme (5.1). Désignons par
z* un élément de S*. Alors de la définition de S*, nous avons

(F(z*),zp —2") > 0.

Faisons tendre k vers linfini (£ € V), en considérant les relations (5.28) et (5.24), nous

obtenons
(F(z¥),z—2") 20, (5.29)

qui, en considérant la monotonicté de F, implique que
(F(Z),T —a") =2 0. (5.30)

[Y’autre part, nous avons que z* € (z;). En utilisant le fait que §2(-) est semi-continue
supérieurement et la relation (5.28), nous obtenons

z* € Qx).

Par hypothése, & est une solution du QVIP, nous avons

(F(Z),z" —m) = 0. (5.31)
Donc, des relations {5.30} et (5.31), nous obtenons

(F(Z),2" —T) = 0. (5.32)
De la monotonicité de F et de la relation (5.32), nous avons

(F(z"), 2" =) > 0. (5.33)
Dés lors, les relations (5.30) et (5.33), permettent de mettre en évidence que

(F(z*),2* — =) = 0. (5.34)
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Donc,
(F@), 2" ~7) = (F(a"),2" ~2) = 0.
Ce qui implique que
(F(z*)— F(T),2" —T) = 0.

Or, par hypothése, nous avons que I est strictement monotone en Z. Nous obtenons done
que T = 2* € S*. Donc, nous pouvons utiliser T a la place de z* dans la relation (5.22),
et obtenons que la suite {[| zx — T ||} est convergente. Du fait qu’il existe une sous-suite
{|| 3, — T || }ren convergente vers zéro, nous avons

fima, =7
k—oo

Je qui achéve la preuve.

O

Terminons cette section en démontrant la convergence de TALGORITHME 4 vers une so-
lution du probléme d’inéquation quasi-variationnelle (5.1}.

Théoréme 5.4.3. Supposons que les Hypothéses (6) et (7} sont vérifides. Soit {xi} une
sutte générée par VALGORITHME 4. Alors la suite {x1} est bornée, et toul point d’accu-
mulation de {xx} est une solution du QVIP (5.1).

Preuve
Soit 2* un élément de Pensemble S*. Par le Lemine 5.2.1, la relation (5.21) et la définition
de g, de TALGORITHME 4, nous avons

1Py (e — Fucdie) — ||

|1 — 'ﬁ”2

IA

| 2 — 2" — Bpd|?
= o —2*I° = 2Bp(we — 27, di) + Billde]|?
<l —2*1® = 200 — ) Bellan — 2| + BElldi)II?

el — )| o[l @ — 2zl

2 — 2_2 1—pn + 21—L
e e TR AU i R e

il

2 oll @ = 2zl
= |wp —x — p{2 — 1 —p)y—>-—

VAN

[ — " (5.35)
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ce qui implique que la suite {||zx — 2*||} est décroissante et donc {a;} est bornée. Par
conséquent, nous avons de la relation (5.35) que

ek — 2zl e
e PN (5.36)

Par la définition de z; et du Lemme 5.2.1, nous avons

2 — ™ = [ Pogy(es — (=) — 27|
<l — Fa) =27
< el TF @)+ 2],

ce qui, avec la continuité de F' et le fait que la suite {z;}, nous permet de dire que la suite
{2} est bornée. Donc les suites {y} et {F'(yx)} sont aussi bornées.

Supposons que T est un point d’accumulation de la suite {xz}. Alors il existe une sous-suite
{@ e, 00 R C {0, 1,...}, tel que

lim z,—=7%. (6.37)

ke k—oo

A présent, nous pouvons montrer qu’il existe au moins une sous-suite {&x — 2z }iem 00

R C X tel que
lim  |jzp — 2l = 0. (5.38)
ke k—oo

Deux cas sont & considérer.
- CAS1: infkeN{ak} = Omin > 0.

Dans ce cas, nous avons que {dx }rex par le fait que les suites {2}, {z} et {Z'(y)}
sont bornées. Donc, nous avons cn considérant la relation (5.36) que

lim o — 2z =0

keRk—o0

CAS 2. illf,l;gN{Q’k} = Omin = 0.

Puisque = 0, il existe une sous-suite {ap}er, 00t N C R, telle que

lim  ag = 0. (5.39}
ket k—on

Donc, pour toutes valeurs de ay suffisamment petites, le terme <% ne satisfait pas la
régle de recherche donnée par la relation (5.17). On a donc

<F(:r:k) SR ) ) zk> > x4l
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En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

> |z — 2l vk € R

‘F(:z:k) = F( (1 — %)y + 2z )

Dés lors, en utilisant la relation (5.39) et la continuité de F(-), nous obtenons

lim  |jzg — 2l = 0.
kel ko0

La relation (5.38) est donc vérifiée pour les deux cas.

A présent, nous allons montrer que % est une solution du probléme (5.1). Pour ce faire,

nous devons avoir que
7 € Q(7), (5.40)

et
(F(@)w—1) >0, VYwec(z) (5.41)

1. Vérifions la relation (5.40).
Des relations (5.38) et (5.37), nous avons
lim 2z, =T, (5.42)

De plus, par la semi-continuité de Q(-} et le fait que z, € €(zy}, nous pouvons déduire
que la relation (5.40) est satisfaite.

2. Vérifions la relation (5.41).
Par hypothése, nous avons que I(-) est semi-continu inféricurement. Dés lors, pour
tout w € Q(T) il existe une suite {wy} avee wy, € Qzy), ol k € X, tel que

lim wy, =w.
ke k00

Du plus, par la définition de projection et la définition de 2z, nous avons
{21 — 2 + I'(xg), wy — 2y 2 0.

Ce qui revient &

(F'(zp),wr — ze) + {2 — g, wp — 2) = 0.
Dés lors, en faisant tendre & vers I'tnfini (5 € R) et en considérant les relation (5.39)
et (5.42) ainsi que les suites {2} ot {w} sont bornées, nous en déduisons que

(I'(Z),w—7) > 0.

Ce qui vérifie la relation (5.41).
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Nous en concluons que T est une solution du probléme QVIF (5.1). Ce qui achéve la
preuve.

O

Nous avons de maniére siinilaire & la preuve du Théoréme 5.4.2, le théordme suivant sur la
convergence de la suite {2} générée par PALGORITHME 4.

Théoréme 5.4.4. Supposons que les Hypothéses 7 et 6, sont vérifides. Soit {z;} une suite
générée par CALGORITHME /. 51 F est strictement monotone en un point d’accumulation
de {xy}, noté T, alors

lima, ==
k—oo

5.5 Résultats numériques

Afin d'tllustrer le comportement des algorithines de ce chapitre, nous les avons implé-
mentés ecn MATLAD et testés sur trois exemples décrits dans {15]. Nous utilisons le test
d’arrét roe,(®x) < € De plus, nous posons les valeurs suivantes pour les paramétres de
PALGORITHME 3 ct PALGORITHME 4 : ¢ = 107% v = 1,1 = 0.5 ¢t p = 1.99. Le
paramétre g quant & lui, est variable pour les différents exemples. Dans les résultats repor-
tés ci-dessous, les temps CPU sont en sccondes. Le symbole "/" signific que FPalgorithme
boucle ou que le nombre d’itérations excéde la valeur limite qui est de 2000, Dans ce cas,
nous n’avons pas obtenu de solutions.

Exemple 5.5.1. Considérons un jeu composé de deux joueurs dans lequel chague joueur
choisit un ' entre ¢ et 10 et la somme doit étre inférieure ou égale ¢ 15. Les fonclions
objectifs et les contraintes sont définis comme suit.

o Joueur I:

0,(xt,2%) = (21 + ’L a? — 34a’
Q(E) = {0<at g 10,2' < 15— 7%}
o Joueur 2 :
5
O(z',2%) = () + 7,112 24,251
Q@) = {0<2? g 10,2% <15 —=z'}.

La reformulation de ce probléme sous forme d’un probléme d’inéquation quasi-variationnelle,
nous perimet de définir F par

2t 4 Sa? — 34
Fx) =
227 + Sa' —24.25
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Les résultats de cet exemple sont repris dans TAB.5.1-TAB.5.2-TAB.b5.3 utilisant différents
points de départs et différentes valeurs de g (0.2, 0.3 et 0.4).

Point de | Nombre d’itérations Temps CPU Solution
départ | ALGO 3} ALGO 4 | ALGO 3 | ALGO 4 } ALGO 3 | ALGO 4
(0,0)" 130 211 9.1728 | 12.8388 | (5,97 | (5,97
(10,0)" 1 1 0.0620 | 0.0624 | (10,57 | (10,5)T
(10,10)" | 141 173 104676 | 10.1400 | (5,97 | (5,97
0,107 |/ / / / e
(5,5)T 126 172 9.2976 | 10.8108 | (5,9)7 (5,9)
TAB. 5.1 - Résultats de 'Exemple 1 - ¢ = 0.2
Point de | Nombre d’itérations Temps CPU Solution
départ | ALGO 3 | ALGO 4 | ALGO 3 | ALGO 4 | ALGO 3 | ALGO 4
(0,0)T 146 178 9.7500 | 11.0916 | (5,97 | (5,97
(10,0)" 1 1 0.0936 | 0.0624 | (10,57 { (10,5)T
(10, 1) / 159 / 9.0012 (5,9)" (5,9)7"
©107 | / / / i
(5,57 131 155 9.1572 8.8920 (5,97 (5,9)7
TAB. 5.2 — Résultats de PExemple 1 - g = 0.3
Point de | Nombre d’itérations Temps CPU Solution
départ | ALGO 3 | ALGO 4 | ALGO 3 | ALGO 4 | ALGO 3 | ALGO 4
(0,07 / 208 / 12.885 | (5,9 | (5,97
(10,0 |/ / / / / /
(10, 10)? 139 1142 9.3600 | 77.95370 | (5,9)7 (5,9)T
(0,10)F 127 509 8.9544 | 34.8038 | (5,97 (5,97
(5,5)F 123 184 8.5332 | 11.0916 | (5,9)7 (5,97

TAB. 5.3 — Résultats de I'Exemple 1 - =04




Analyse des résultats.

L’ensemble des solutions du GNEP est composé du point (5,9)% et de la ligne segment
[9,6)%, (10,5)"]. Nous pouvons voir que le nombre d’itérations est, quelle que soit la va-
leur de g, toujours supérieur pour PALGORITHME 4. De plus, le choix de la valeur du
parameétre j affecte les performances de l'algorithme, tant au niveau du nombre d’itéra-
tions que du temps CPU.

)T

Exemple 5.5.2. Dans cet ezemple, Uensemble Qp(7!) = {0 < 2?2 < 10,22 < 15 — 31} de
Vexemple 5.5.1 est remplacée par Qy(T') = {2 < 2? < 10}.

Point Nombre d’itérations Temps CPU Solution
départ | ALGO 3 | ALGO 4 [ ALGO 3 [ ALGO 4 | ALGO 3 [ ALGO 4
(0,07 122 165 8.0808 | 9.7968 | (5,9 | (5,97
(10,0)" 199 154 12.5844 | 91260 ¢ (5,97 | (5,97
(10,10)" | 100 32 6.6612 | 2.0124 | (59" | (597
(0,10)7 118 150 7.6752 | 9.0408 | (5,97 | (597"
(5,5)" 114 157 7.2852 | 9.2352 | (5,97 | (5,97

TaB. 5.4 — Résultats de I’'Exemple 2 - g = 0.3

Analyse des résultats.

L’ensemble des solutions du GNEP est composé du point (5, 9)1. Contrairement & 'Exemple
5.5.1, le nombre d’itérations pour PALGORITHME 4 n'est pas toujours supéricur d celui
de FALGORITHME 3. Cela dépend du point de départ. Néammoins, nous pouvons voir
que dans tous les cas le temps CPU est réduit par rapport au temps CPU de 'Exemple 5.5.1.

Exemple 5.5.3. Cef exemple est une modification du probléme d’équilibre de Nash-Cournot-
Stackelberg. Nous considérons un marché oligopolistique dans lequel m. firmes fournissent
uné produit homogéne commun dans un modéle non coopératif. Soit p : IRY — IRT, dé-
pendant de la quantité totale Q de la production sur le marché, le priz unitaire augquel les
consommateurs achéteront cetle quantité de produits. La fonction p est appelée la courbe
inverse de demande. Le coiit de production est représenté par une fonction de coiit 0; sous
la forme suivante

R T
BT )

Hi(fl,‘i) = Ci.’L’i + /8; 1 ;
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ot ¢;, By, i, 1= 1,2,...,m, sont des paramétres positifs. De plus, posons
11
p(Q) = 50005 Q" x

ot la parameétre positif n représente Uélasticité de la demande'. Nous considérons l'équilibre
de Nash généralisé d’un marché oligopolistique dans lequel la production x* est sujette @
le contrainte suivante x* € X;, i = 1,2...,m, mais également & une limie commune de

production
[E3

Z 2t < N.
i=1

I ’équilibre de Nash généralisé est le vecteur z* tel que a2 est solution du probléme d’opti-

masation
{3
min 6;(z") — :c“p(:z:’ + E m*’) ..
rieX; . .
' J=lg#i
ot
it
Xi:{:g’]a:’EXi,ﬂ,"—i— E IE*3<N}.
J=1,j#i

In utilisant les fonctions 8; et p, le probléme peut étre reformulé en un probléme d’'inégua-
ton quasi-varialionnelle. En considérant un marché avec 5 firmes, la fonction F est définie

par
. H 1 .
. by A 5000\ / of
F*:c:c-+(~) +( ) (———1), i=1,...,b
( ) t T e nQ

. 5 . . - )
on Q =3, &' Toutes les firmes ont la méme borne de production minimale qui est 1 et
la méme borne de production maximum qui est 150, c’est-d-dire,

X;={a'|l <a' <150}, i=1,...,5

Les parameétres des fonctions de codt de production sont donnés dans TAB.5. De plus, nous
fizons les valeurs de n et N a, respectivement, 1.1 et 700.

Paramdétres | Firme 1 | Firme 2 | Firme 3 | Firme 4 | Firme 5
i 10 8 G 4 2
T 5) b 5 5 5
J&h 1.2 1.1 1.0 0.9 0.8

TAB. 5.5 — Spécification des paramétres pour les coiits de productions

'L ¢lasticité de Ia demande est un concept économique qui permet de mesurer le degré de sensibilité de
la demande aux variations de prix ou des revenus.
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Les résultats de cet exemple sont repris dans TAB.G et TAB.7 avec des points de départ

différents.
Type Nombre Tps CFPU Solution
_algorithme | d’itérations | (seconde) | Firme 1 | Firme 2 | Firme 3 | Fivme 4 | Firme 5
ALGO 3 57 2,19961 | 36.9325 | 41.8181 | 43.7066 | 42.6592 | 39.1790
ALGO 4 57 2.40242 | 36.9325 | 41.8181 | 43.7066 | 42.6592 | 39.1790

TAB. 5.6 - Résultat de I'Exemple 3 - Point de départ zo = (50, 50, 50,50, 50)7 - 4 = 0.1

Type Nombre | Tps CPU Solution
algorithme | d’itérations | (seconde) | Firme 1 | Firme 2 | Firme 3 | Firme 4 | Firme 5
ALGO 3 52 2.215621 | 36.9325 | 41.8181 | 43.7066 | 42.6592 | 39.1790
ALGO 4 51 1.96561 | 36.9325 | 41.8181 | 43.7066 | 42.6592 | 39.1790
TAB. 5.7 — Résultat de ’'Exemple 3 - Point de départ 29 = (10, 10,10, 10, 10)T - 2 = 0.1

Analyse des résultats,

Nous remarquons que pour les deux points de départ considérés la solution est

(36,9325, 41.8181, 43.7066, 42.6592, 39.1790). Pour le point de départ zq = (50, 50, 50, 50, 50)”
nous avons le méme nombre d’itérations. Dans ce cas, la condifion de recherche linéaire
est vérifice des le début et les deux algorithmes sont alors pratiquement les mémes. Le
temps CPU est légérement plus ¢levé pour PALGORITHME 4. Pour le point de départ
@y = (10,10, 10, 10, 10)T Ic nombre d'itérations est légérement différent et le temps CPU
est alors moins élevé pour FPALGORITHME 4.
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Conclusion

Le but de ce mémoire étatt de définir le probléme d’équilibre de Nash généralisé et de
présenter différentes méthodes permettant de le résoudre. Pour cela, il a fallu introduire
toutes les notions nécessaires comnie la convexité, le probléme d’équilibre défini au sens
de Blum et Octtli, le probléme d’inéquation variationnelle, et autres. Tout d’abord, nous
avons vu que le probléme d’équilibre de Nash généralisé pouvait se réduire & une inéquation
variationnelle mais en perdant certaines solutions. Nous avons alors introduit la fonction
de Nikaido-Isoda. Nous trouvions alors que le probléme GNEP pouvait se reformuler de
telle sorte que les minima globaux de ces refomulations correspondent & un équilibre de
Nash normalisé. Deux de ces reformulations étaient différentiables avee une fonction ob-
jeetif continuement différentiable, et leurs points stationnaires sont des minima globaux
sous certaines hypothéses. Ensuite, nous avons présenté une méthode de descente avec
recherche linéaire pour trouver les solutions du probléme GNEP. Cette méthode inspirée
d’une méthode de relaxation standard utilise la fonction de Nikaido-Isoda régularisée et une
condition de recherche linéaire inexacte de type Armijo. Finalement, nous avons travaillé
sur les projections en nous basant sur une formulation d’inéquation quasi-variationnelle
du probléme GNEP. Le premier demandait de nombreuses projections & chaque itération
tandis que le second n’en exigeait que deux. Pour tous les algorithmes présents dans ce
travail nous avons montré la convergence.
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Annexe

A. Fonctions pseudo-convexe

Définition 5.5.1. Soit & une fonction numérique définie sur un ensemble ouvert de IR"
contenant Uensemble X. On dit que lo fonction 6 est pseudo-convexe en @ € X si 6 est
différentiable en T et st

reX
= 0(z) = 0(%).
V(E)(x—F) >0

On dira que la fonction est pseudo-conveze sur X st elle est pseudo-convezre en chaqiue
re X,

B. Conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
Considérons le probléme suivant
min f(z)

tq. gi{z) <0,i=1,...,m

(P)

oil f, g; sont des fonctions de classe C'! de IR" dans IR. Rappelons que 'ensemble admissible
de {P) est donné par

C={zeR"g(z)<0,i=1,...,m}.
Le théoréme de Karush-Kuhn-Tucker s’énence comine suit ;

Théoréme 5.5.1. Soit z* un minimun local du probléme (P) et supposons gue les contraintes
sont qualifices en x*. Alors il existe A\* € IR™ lel que



(V) + 500 A Val(zt) =0

(KKT)

Introduisons la fonction de Lagrange

L3

Lz, Ap) = f(@) + Z/\igi(w)-

Alors la premiére condition de KKT est équivalente & VL(z*, A, ¢¥) = 0. Le vecteur A*
est appelé le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. Dans le cas ot le probléme (P) est
convexe les conditions de (KKT) deviennent suffisantes.

Proposition 5.5.1. (Conditions nécessaires et suffisantes)
Conditions suffisantes : Supposons que le probléme (P) est conveze. Soit x* un point ad-
missible pour (P). 8"l existe \* € IR™ tel que les conditions de KKT sont satisfaites alors

@ est un minimun global de (P).
Conditions nécessaires : 8t 2* est un minimum global du probléme (P) et si lo condition

de Slater est satisfaite { % tel que ¢;(Z) < 0,4 =1,...,n), alors il eziste \* € IR™ tel que
les conditions de KKT sont satisfaites.

C. Théoréme de Danskin

Soit K C IR” un ensemble non vide et fermé, et soit (@ C IR™ un ensembie ouvert non vide.

Supposons :
- [ Ox K- IR:(x,y)— flz,y) est continue sur O x K.

— V. f(-, ) existe et est continue sur O x K.

Définissons g : O — IR|J{+oo} par
g(x) = sup f(z,y) Ya € O.

yeK

Pour chaque 2 € O définissons 'ensemble suivant :

M(z) = {y € Klg(z) = f(z,9)} = {v € K{f(z,y) = Sg};f(w,y)}
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Théoréme 5.5.2. Soit T € K. Supposons qu’il existe un voisinage N(T) de T tel que
M(Z') # @ pour tout &' € N(T). Supposons de plus,

U M(z') est bornée
2'eN ()
Alors les assertions suivantes sont vérifides :
1. g(*) est différentiable en T, et nous avons

g(T,d) = sup (V. f(Z,y),d).

yeEM(T)
2. 81 M(Z) = {y(T)}, alors g(*) est différentiable au sens de Géteau en % et
Vy(z) = Vo f (&, y(2)).

D. Semi-continuité

Définition 5.5.2. Seit & € X. L'application K(-) est dite

~ semi-continue supérieurement (ou fermée) en T si

{21} € X et xp — z{k — 00)
yr € K(x) ) = v € K(@).
Yx — Yk — 00)
- semi-continue inféricurement en T st xy € X et x, — T implique que pour tout
¥ € K(Z) il existe une suite {y} avec yy, € (), tel que yp — y{k — oco);

- continue en T st elle est semi-continue inféricurement et semi-continue supérieure-
ment en T ;

- continue sur X si et seulement st elle est continue en chagque point de X.

E. Caractérisation des équilibres

1. Les joueurs ne sont pas liés 4 la contrainte environnementale, ¢’est-a-dire que Jy =
3> = 0. Dans ce cas, le joueur qui investit a I'extérieur est celui qui a le plus haut coftit
de dommage (joueur 2). Utilisant les conditions nécessaires d’équilibre, nous avons

€; = bl — dl; Cy = bg — dz,
I = ’71631, l1 =0, IV ’Yl(dz - 651), Iy = 72f32,
2 2 .2 2
Ar=b —di(l+7), As=1by—do{l + + %) +vd,
2 2
R_{ Zbl -—d] *’Y]d.g, Rgzbgfdg(l*ff’)fg).
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Cette solution satisfait les contraintes si

Iy > 0:4D >0,
A< B b < B (1)),

Ay < By by < By + 4D+ dy(1 4 42),
Ry >0:b >dy +vidy,

Ry > 0:by > dy(1+72).

De plus, nous devons avoir que I > ¥ D.

2. Le joueur 1 n’est pas lié 4 la contrainte environnementale et n’investit pas a ’étranger
contrairement au joueur 2, c’est-d-dire que 4 = 0,08, = 0, ;5 = 0. Utilisant les
conditions nécessaire d’équilibre, nous avons

ba(vE 4+ — diyE + I

C]Zbl—(ll, Cy =

Lt + 93 ’
by — By — dy(1+3) by — Iy + vid,
I =mdi, hLa=0, Iy=m S Y R
1+ 92+ 2 L+ ++3
| by — T+ dy(1-+ 97 + 93) + yidy
Ay=b—di(l+7D), fa= =
p=bh—di(l+), B 1472+
di(1 477 + 7 + 1) + i — By)

R, :bl— ) Hgibg—(lg(l-l—’yg).

1+9f+7
Cette solution satisfait les contraintes si

Iy > 0y > di(1+43) + By
Pa2 0 by 2 do(1+ ) + 7D+ By
AL S By by < By di (L4 77)
Ry 2 0:di{U4 97 495 +9D) + 750y — By) < bi(1 42 +42)
(1 + %) (vidy — B»)
7
3. Le cas symeétrique au cas ci-dessus, requiert les conditions suivantes sur les valeurs
des paramétres :
Lo > 0: by > dy(1+77) + By
Br>0:b > di(1+47) =D+ B
Ay < Ey by < By +dop(1+73)
Ry > 0:do(1 477+ 75 +73) + 75y — Ey) < bo(1 47 4+ 3)
(1+98)(2dds — )
3

Ry >0:0y >

Riz0:b0 >
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4. Le jouenr 1 est lié A la contrainte environnementale et n’investit pas 4 D'étranger
tandis que le joueur 2 est lié & la contrainte environnementale, ¢’est-a-dire que fFy =
0,8, 20,15 =0. Ils vérifient

B I7 Jr’h?fh

= = by — d
53] }-+f)f% ) &) 2 g,
by — Ity ]‘31—8}14‘(12(1‘!‘712)
lhhhi=v—-, la=0 [y = I99 = yodd
11="m l+’7/f’ 12 ) 21 =N l-I-’Yf , 22 = otly,
by — By — di(1 4 97) 5 vi(by — Fy)
= , Aa =y — do(1 + 4]+ 93) + el
b 1442 2 =by — da(1+7 +73) 1772
2y — 2 (dy(1 2y
R1: 1 71((2( +71) 1)’ Rg:bg—dg(l+’)/§)20

1 42

Cette solutions satisfait les contraintes si

Inn > 0: 0y < do(1+47) + By,
/81 > 0: b] > (1‘:1(1+7?)+E;,
vi (b1 — I)

Ay < By i by < By b d(1497 +9) = =
1

3

I
Ry > 0:b > ol +17) - 7—21
1

By 2 00 by > do(1+73).

5. Le cas ou le jouneur 1 n’est pas lié & la contrainte environnementale et ou le joueur
2 n’investit pas 4 ’étranger méne a une contradiction. En effet, ce cas signifie que
1 =0,0>0et Iy; =0 dolt dy — dy + F2 — 5 > 0 implique Iy, > 0.

6. Les deux joueurs ne sont pas liés & la contrainte environnementale et le joucur 1
ninvestit pas & I'étranger, c'est-a-dire 5 > 0,3, > 0, I3 = 0. lls vérifient

By +iby
€ = i
L+
_ =B L R — )+ (L) (b — Ea)
Jlr11*“/172, Iy =9 ) 7 7 )
L+ (L0047 +3)
ﬁl — bl — El — (1!1(1 +"ff)
1477 ’
R, = B + 97+ ) H b (L7 — (1 + D) (b — E)

(L+~) L+ +3)



e, — LU0+ %) — 7i(b = B1) + Ea(l +7)
(D) + 7 +73)

112 :0
(1+77)(ba — En) — (1 + )by — E)
(L4+ D)L+ A7 + )
Vi (by — By) + (1 +7) by — By — do(1 + 3 4+ 73)

Iy =7

P L+ +7+142)
R, = 0t )bt + Il + 43)) + (1 +93) (b — )

qui satisfait les contraintes si

Iy > 0:5/(1 +’Y§) — o1 “1“7?) < I (1 +7§) ~ I5(1 +’Y12)
B >0:b >di(14+4)+E
2, — E
52201522E2+(12(1+7f+7§)*%(1721)
1+
T+ ~2
Rl20:b2(1+73)—b1(1+7§)SE2(1+73)+E1(1+7?)+—1(;{2—72)
i
1+497%

v

Ry > 0: by (1475) = ba(1 4 77) < By(1+53) +F (1 +9)

7. Le cas symétrique 3; > 0,3; > 0,13 = 0 requiert les conditions suivantes sur les
paramétres :

Iy > 0 by(1 4+ 97) — by(1 +75) < Eo(1+77) — Er(1++3)
B2 0420y + b1 (L+95) 2 1 Es + (L+ %) (Er + di(1 + 9% +42))
By 200 by 2 By -+ do(1 4 43)

F{1+ 72
Ry 2 0:bp(1497) = bi(L+93) < By(L+7) + Bu(1 +’712)“i£““;;f@

2
‘ Eo(l 4+ ~%
RQ 2 0: bg(l +’sz) —l)l(l ‘|“7§) o ——2( 72 /Yl) — Eg(l +’}‘§) b El(l +’Y§)
2
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