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Résumé

Le but de ce travail est d’étudier la classification pyramidale de don-
nées classiques et symboliques. Nous commengons par introduire les diffé-
rents types de variables ainsi que les notions de compatibilité entre un ordre
et un indice nécessaires a lintroduction des pyramides. Ensuite, nous dé-
taillons la visualisation des pyramides en termes de structure pyramidale. Les
concepts et propriétés d’indigage et d’indice pyramidal sont alors présentés.
L’ensemble des pyramides étant une extension de ’ensemble des hiérarchies,
les liens entre ces deux familles sont ensuite développés afin de résoudre le
probléme des pyramides saturées. Finalement, nous donnons un algorithme
de classification pyramidale fourni par le logiciel SODAS 2 et nous terminons
par Pétude d’applications de la classification pyramidale & des ensembles de
données artificielles et réelles symboliques.

Abstract

The aim of this work is to study the pyramidal clustering of classic and
symbolic data. We begin by introduce the different types of variables as well
as the notions of compatibility between an order and an index which are
necessary to the introduction of pyramids. Next we detail the visualization
of pyramids in terms of pyramidal structure. Concepts and properties of
indexing and pyramidal index are then presented. Since the set of pyramids
is an extension of the set of hierarchies, ties between this two families are
developed in order to resolve the problem of saturated pyramids. Finally we
give an algorithm of pyramidal clustering provided by the software SODAS 2
and we end by applications of the pyramidal clustering to artificial and real
symbolic data.
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Introduction

Depuis toujours, l'intérét de classer des éléments réels existe et pour trou-
ver des classes, la classification hiérarchique est un méthode connue depuis
bien longtemps, ot une hiérarchie est formée d’une suite de partitions em-
boitées. Cependant, la complexité de la réalité a fait que un autre moyen de
représentation des classes s'est développé, les classes empictantes. La classi-
fication pyramidale fourni justement ce type de classes en les représentant
par des recouvrements emboités.

Ce travail est séparé en deux parties. Une premiére partie développe tous
les aspects théoriques servant & introduire et a décrire les pyramides. Et une
seconde partie pratique présente un programme de classification hiérarchique
et pyramidale suivi d’applications pratiques.

Nous commencons la partie théorique en décrivant les différents types
de variables, classiques et symboliques, servant a représenter les éléments a
classer. Ces variables permettent deux types de classification, la classifica-
tion classique et symbolique. Ensuite, nous établissons les différentes notions
indispensables pour introduire les pyramides, notamment celles de compati-
bilité. Apres, nous énongons certaines propriétés concernant les hiérarchies
et les ultramétriques qui serviront a montrer, plus loin, que le modéle py-
ramidal étend bien le modéle hiérarchique, c’est-a-dire que les hiérarchies
sont en fait des pyramides particuliéres, et que I'ensemble des ultramétriques
est inclus dans l’ensemble des indices pyramidaux. Enfin, nous donnons la
définition exacte d’une pyramide et nous détaillons également les différents
aspects de la représentation visuelle des pyramides. Ensuite, nous introdui-
sons le concept d’indigage d’une pyramide qui permet d’associer une hauteur
3 chaque palier d’une pyramide et nous donnons aussi la définition d’indice
pyramidal. Dés lors, nous pouvons démontrer un résultat fondamental se-
lon lequel il existe une bijection entre I'ensemble des indices pyramidaux et
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’ensemble des pyramides indicées “au sens large”. Au niveau de la représen-
tation visuelle, une pyramide peut devenir difficile & interpréter lorsque ses
paliers sont trop nombreux. Afin de réduire le nombre de paliers, on pro-
fite du fait que les pyramides constituent une extension des hiérarchies pour
proposer une méthode de “hiérarchisation” d'une pyramide et une méthode
de “pyramidisation” d’une hiérarchie servant a faire apparaitre des classes
recouvrantes. On donne également une technique d’épuration, c’est-a-dire de
suppression d’arétes inutiles.

D’un point de vue plus pratique, nous abordons ensuite, dans la deuxiéme
partie, un programme, appelé HIPYR, de classification hiérarchique et py-
ramidale permettant de classer soit des données classiques, soit des données
symboliques et nous décrivons son fonctionnement et son algorithme. Fina-
lement, nous terminons en illustrant cette théorie par quelques applications
concernant, en particulier, la classification pyramidale symbolique.



Premiére partie

Cadre Théorique



Chapitre 1

Les données classiques et
symboliques

1.1 Les données classiques

Pour définir les variables classiques considérons

-~ =1, ,n: ensemble des n individus
- Yy, -, Y, : les p variables mesurées sur chaque individu
— V1, , Y, les espaces d’observation associés a ces p variables, c’est &

dire par exemple que Y; est 'ensemble des valeurs pouvant étre prises
par la variable Y; (j € 1, -+, p)

Formellement, une variable classique est définie de la fagon suivante :
Yie & =

Toutes ces valeurs sont placées dans une matrice de données :

X = (Tj)nxp

On distingue deux types de variables classiques en fonction de la taille de
leurs espaces d'observations et de la structure imposée aux ¢léments de ces
espaces :

1. les variables quantitatives et

2. les variables qualitatives,
elles sont décrites dans les deux points suivants.

7



CHAPITRE 1. LES DONNEES CLASSIQUES ET SYMBOLIQUES 8

1.1.1 Les variables quantitatives

Une variable Y est dite quantitative si son espace d’observation ) est
tel que Y C IR.

Variable quantitative continue

Une variable quantitative Y est continue si elle peut prendre un nombre
infini non dénombrable de valeurs dans IR.

Dés lors, les 3 situations possibles sont :
Y=R,
Y=R"ou
Y=[a,b={zcR|a<z<b}

Exemple 1.1.1 La variable Y = “Le chiffre d’affaires d’'un restaurant en
milliers d’euros”, admet l'espace d’observation Y = R".

Exemple 1.1.2 La variable Y = “Le poids d’une personne adulte en kilos”

admet ’espace d’observation Y = [a,b] = [30,250] € IR.

Variable quantitative discréte

Une variable quantitative Y est discréte si son espace d’observation Yy
contient un nombre fini ou un nombre infini dénombrable de valeurs &; € IR,

Dong, soit Y = {&1,...,én} C IR, soit Y = {&1,&,...} CR.

Exemple 1.1.3 La variable Y = “le nombre de portes d’un immeuble” admet
Y={1,2,...,N} ou N < oo0.

Exemple 1.1.4 Lo variable Y = “le nombre d’accidents de la route dans
un pays” (au cours d’une année donnée) admet ) = INyg := {0,1,2,...},
l’ensemble des entiers y compris 0.
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1.1.2 Les variables qualitatives

Une variable Y est dite qualitative (ou catégorique) si le nombre de
valeurs de V’espace d’observation ) est fini et si les ¢léments de J, appelés
catégories ici, ne portent aucune structure numérique (mais peut étre une
autre structure).

Variable nominale

Une variable qualitative ¥ est dite nominale si elle a des modalités
distinctes les unes des autres, mais sans structure interne, c’est-a-dire, sans
possibilité d’ordre ou de calcul entre elles.

Dans ce cas, pour deux catégories ,y € Y, nous ne pouvons distinguer entre
elles que deux alternatives :

T =youz#y.

Deux individus k,! € Q peuvent par conséquent étre égaux ou inégaux sur
cette variable mais aucune autre distinction n’est possible.
La mesure de proximité &(z,y) entre deux catégories z,y € Y se définit par :

6(9:,?!):{ é R

sinon.

Exemple 1.1.5 (- tiré de [3]) La variable Y = “état civil” a pour espace
d’observation Y = {marié, veuf, divorcé, célibataire}.

Dans le cas particulier ol 'espace d’observation ) ne comprend que deux
alternatives, codées habituellement par 0 et 1, on parle de variables binaires
ou dichotomiques. (Y = {0,1} avec [V| = 2)

Exemple 1.1.6 (- tiré de [3]) La variable Y = “Sexe” a comme espace d’ob-
servation ) = { Féminin, Masculin} que nous pouvons coder par 0, 1.

Pour une commodité de notation, lorsque la variable nominale considérée
a plus de deux modalités, les s catégories peuvent aussi étre codées par
0,1,2,...,s — 1. Cependant, aucune opération arithmétique avec ces codes
ne peut étre définie, ni méme de mesure de proximiteé.
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Exemple 1.1.7 (- tiré de [3]) Les catégories de l’espace d’observation cor-
respondant & la variable Y = “état civil” peuvent étre codées : Y = 401,23}
oty les codes 0, 1, 2 et 3 correspondent, respectivement, auz modalités “marié”,

“veuf”, “divorcé” et “célibataire”.

Variable ordinale

Une variable qualitative Y est appelée ordinale si elle a des modalités
pouvant étre hiérarchisées entre elles, aucun calcul ne peut cependant étre
défini.

Cela revient & dire que espace d’observation ) est muni d’un ordre linéaire
total < tel que Vz,y € Y, £ # y, nous avons que £ <y ou y < T.

Tout comme pour les variables nominales, les différentes catégories peuvent
atre codées de sorte que Y = {0,1,...,s—1} ol s est le nombre de modalités
pouvant étre prises par cette variable. Il est bien entendu proscrit de définir
des opérations arithmétiques avec ces codes. Cependant, ils peuvent servir a
la, définition d’une mesure de proximité par :

8(z,y) = |z — 9| Vz,y €Y

qui représente en fait le nombre de catégories de Y strictement comprises
entre z et y selon l'ordre total imposé par <.

Exemple 1.1.8 La variable Y = “Popularité d’un chanteur” o pour espace
d’observation Y = {détesté, supporté, ..., populaire, trés apprécié}.

1.1.3 Vecteurs et matrice de données

Comme précédemment, considérons ’ensemble des n individus 2 = {1, 2, ...

caractérisés par p variables notées Y1,...,Y,, ) représentant Pespace d’ob-
servation de la variable ¥Y; ou j =1,...,p.
Nous désignons par X le vecteur colonne a p dimensions des p variables
Yiso:entp’
Y) %
x=|: |ex=Q;
¥ i=1

,n}
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D
ou ® Y; est le produit cartésien des p espaces d’observation Vi, ..., Vp.
i=1
La valeur ou la catégorie de Y; qui est observée pour l'individu k € £ est
notée zx; = Y;(k).

Pour chaque individu k € Q, les p observations 1, . . ., Tgp sont représentées
dans un vecteur colonne & p dimensions

Tl
Tk 4
ﬂ?k:X(k): :2 €X=®yj
: i=1
iEkp

En prenant en compte toutes les np données ensemble, nous obtenons la
matrice de données classiques qui a la forme suivante :

/
T 11 T2 ... Tip
!
< T T T N
2 21 22 2p
X = (mkj)nxp= . == 5 : . . = (yls---:y;n)
/
Ty, Tpl Tn2 ..« Tpp

tel que la k-iéme ligne z}, contient les données observées pour Pindividu k et
la j-iéme colonne y; représente les valeurs prises par la variable Y; pour les
n individus.

1.1.4 Exemple

Soit © = {Luc, Bernadette, Charles, Jacques, Francoise}, un ensemble de

cing personnes pour lesquelles quatre variables ont été considérées :

— Y] : la taille en cm (variable quantitative continue)

— Y, : le sexe (0 =femme ou 1 —homme) (variable qualitative nominale
binaire)

— Y3 : le grade obtenu pour une session d’examens (Ajournement, Satis-
faction, Distinction, Grande Distinction, la Plus Grande Distinction)
(variable qualitative ordinale)

— Y, : 1a nationalité (variable qualitative nominale)
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La matrice de données X (5 x 4) correspondante est de la forme suivante :

1 |Ya| Y3 Yy
Luc 165 | 0 S Belge
Bernadette | 180 | 1 D Francaise
Charles 159 | 0 | GD | Grecque
Jacques 175 | 0 | PGD | Francais
Frangoise 170 1| GD Belge

1.2 Les données symboliques

Parmi les données symboliques, nous distinguons trois types de variables :
— les variables multivaluées,

— les variables de type intervalle et

— les variables modales.

I’ensemble des objets E peut étre défini de deux fagons différentes :

1. un ensemble E = Q = {1,...,n} d’individus appelés objets du pre-
mier ordre.

9. un ensemble E = {C, Cy, ...} de classes C; C € d’individus appelées
objets du second ordre.

1.2.1 Variables multivaluées

La variable Y, dont I'espace d’observation est ), est dite & valeurs dans
un ensemble B lorsque :

Y: E — B Vke &
E — Y(k)

ou B=PQ)={U#0|UCY}

Une variable Y est dite multivaluée lorsque les valeurs Y (k) sont toutes
des sous-ensembles finis de ), c¢’est-a-dire

Y (k)| < o0, Vk € E.
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Une variable Y est dite multivaluée catégorique si J a un nombre fini

de catégories et donc

Y (k)| < oo, Vk € E.

Une variable est dite multivaluée quantitative si les valeurs Y (k) sont

des ensembles finis de nombres réels, c’est-a-dire :
Y(k) CR et |V (k)| <oo,VEEE.

Exemple 1.2.1 (Variable multivaluée - tiré de [3])

Considérons :

e £ = {Bruxelles, Charleroi, Liége, Namur}
e Y = les salles de cinéma présentes dans une ville

Y, = {Caméo, Carollywood, Eldorado, Forum, Kinépolis, Le Parc,

UGC, ...}

e V, =le chiffre d’affaires des deux plus grands cinémas de la ville en

euros
V.= R*

Voici les résultats pour les 5 villes de 'ensemble F :

Y

Vs

Bruxelles | {Aventure, Kinépolis, Movy Club, Styx, UGC}

{22500, 18750}

Charleroi {Carollywood, Le Parc, Paradiso} {5000, 3750}
Licge {Kinépolis, Le Parc, Opéra, Palace, UGC} {21250, {20250}
Namur {Acinapolis, Caméo, Eldorado, Forum} {8750, 7500}

Dans cet exemple,

Y] est une variable multivaluée catégorique et
Y, est une variable multivaluée quantitative.

1.2.2 Variables de type intervalle

Une variable est dite de type intervalle si V k € E, ensemble Y (k) est

un intervalle borné et fermé de IR.

Dans ce cas B = Z, c'est-a-dire que B est l'ensemble des intervalles fermés

bornés de IR.
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Exemple 1.2.2 (Variable de type intervalle)
Soient :
o I = { femmes au foyer d’un village}
e Y = le temps passé quotidiennement & faire les taches ménagéres (en
heures)
o V={[a,b] |a,be RT,0<a<b<24 < oo}

On peut avoir les résultats suivants :

Y(k) =[0,2], Y(I) = [2.4],... on k,l € E.

1.2.3 Variables multivaluées et intervalles par agréga-
tion

Supposons que :

o O ={1,...,n} est Pensemble des objets du premier ordre,

e Y est une variable univaluée classique et

e £ ={Ci,...,Cp} est Uensemble des classes C; C 2, appelées objets

du second ordre.

Nous cherchons & caractériser le comportement de ces classes par rapport
a la variable Y. Une solution est de définir une variable “globale” ou “agrégée”
Y qui spécifie les valeurs prises par Y sur les classes C;.

Exemple 1.2.3 (Variable multivaluée obtenue par agrégation )
Soient :
e () = {membres d’un club tennis}
o E={Cy,...,Cpn} = {m catégories d’age}
o ?(k) = les points gagnés 4 un tournoi de tennis par la personne &

La description de la catégorie d’age C; sera donnée par
Y (C;) = {50, 75,100, 125, 150, 175, 200},

¢’est-a-dire I’ensemble des meilleures performances sur 100 métres des cou-
reurs de la catégorie d’age Cj.

Exemple 1.2.4 (Variable intervalle obtenue par agrégation,)
Considérons 2, E et Y de I'exemple précédent. Nous pouvons décrire la
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catégorie d’age C; par Y (C;) = [a, ] ol
o = min{Y (w)}

weC;
B= gle%x{?(w)}

et par conséquent, Y (C;) = [50, 200].

1.2.4 Variables modales

Une variable modale Y d’espace d’observation Y sur £ = = {1,2,.. ., n}
est une variable multivaluée pour laquelle :

-VkeE, Y(k)C)Y
~ ¥y € Y(k), nous définissons un poids, une probabilité ou une fréquence
w(y) qui indique la pertinence de la catégorie y pour 'objet .

Plus formellement, une variable modale Y sur un ensemble ' = § =
{1,2...,n} d’'objets & valeurs dans Y est une fonction définie par :

Y (k) = (U(K), ), Vk € E

ol

— 7, est une mesure ou une distribution (poids, probabilité ou fréquence)
sur les valeurs possibles de ) et

— U(k) C Y est le support de m; dans le domaine V.

Exemple 1.2.5 (Variable modale)
Soient :
e ={1,...,100} un ensemble de 100 fonctionnaires,
e V une variable univaluée classique qui mesure la taille de ces fonction-
naires en centimeétres et
e C'=1{1,...,10} la classe des 10 premiers fonctionnaires.

Y(C) prend les valeurs suivantes : 167, 158, 186, 174, 168, 182, 170, 154,
179, 172. La variable modale Y qui décrit la taille dans la classe C peut avoir
une réalisation sous la forme d'un histogramme :

Y(C) = {(]150, 160], 12—0), (1160, 170)), 1%), (]170, 180], %), (1180, 190], %)}
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1.2.5 Résumé des types de données symboliques

Une variable symbolique d’espace d’observation ) est définie de la
maniére suivante :

yi B Vke B
k

B
Y (k)

11

W B=PY)={U#0|UCV}.

1. Si B =), nous sommes dans le cas d'une variable classique univaluée.

2. Y est & valeurs dans un ensemble Bsi Y (k) C Y Vk € E, ce qui revient
4 considérer B = P ().

3. Variable intervalle : Y est une variable de type intervalle si, Vk € F,
Y (k) = [, 0] est un intervalle de Y et donc B est I'ensemble J des
intervalles fermés bornés dans Y.

4. Variable multivaluée : Y est une variable multivaluée (catégorique ou
quantitative) si Y (k) C YV et |Y (k)| < oo, Vk € E.

5. Variable modale : Y est une variable modale d’espace d’observation
si, Vk € E, Y(k) = m, est une mesure non-négative sur ), habituel-
lement une distribution de fréquence, de probabilité ou un poids, d’ott

B=M(Y).

Ceci nous permet de considérer les données symboliques comme une ex-
tension des données classiques.

1.2.6 Le tableau des données symboliques

Considérons un ensemble de base E = {1,..., N} ou les éléments u € F
sont appelés des objets de E.

E peut étre décrit de différentes maniéres :
~ E=Q=/{1,...,n} un ensemble de 7 individus (N = n) ou
— E C Q un échantillon de Q, (N < n) ou
— un ensemble E = {C4,...,Cp} de classes Ci,. .., Crp C § d’individus
k € Q ou objets du second ordre (N = m).
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Supposons que les propriétés de chaque objet u € £ soient décrites par p
variables symboliques Y7, ..., Y, ot ¥; a pour espace d’observation M

Notons par X (u) = (Yi(w),...,Yp(u))' le vecteur des variables symboliques
déterminées pour u € E. Ainsi, chaque objet u € E peut étre décrit par un
vecteur de données symboliques :

gul p
=X =| : | ex=Q)B;
Eu;p =1

ou
~ £ = Yj(u) € B; est la valeur de la j-iéme variable symbolique Y pour
Pindividuz (5 = 1,...,p);

- @¥_, B; est le produit cartésien des p espaces d’observation By, . .., Bp.

Toutes ces données peuvent étre compilées dans une matrice de données
symboliques :

33'1 & 1 . §1p
X — Y _ 5?1 5::.2 5?19 (€)W
Ty Evt Envz - &np

Ici, une cellule &,; de la matrice de données symboliques peut contenir des
ensembles, des intervalles ou encore des histogrammes.

Exemple 1.2.6 (Tableau de données symboliques - tiré de [8])
Soient :
- E = {ay, a9, a3, as} un ensemble de quatre villes (N =4).
— Y, = le nombre d’é¢tudiants (minimum et maximum des années 1990 —
1999, en milliers) d’ott
B, = J = {[o, 8] =[min,max] tel que 0 < a < 3 < oo}
Y, est une variable de type intervalle.
~ Y, = le spectre des opérateurs de téléphonie mobile dans une ville, c’est
4 dire un sous-ensemble de Vo = {B,M,P} comprenant les trois opéra-
teurs B=Base, M=Mobistar et P=Proximus, ainsi que les pourcentages
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de personnes couvertes par chacun des trois opérateurs. Donc, By est
’ensemble des distributions de fréquences sur Ys.
Ys est une variable modale (histogramme).

— Y; = la liste des salles de cinéma situées dans une ville, c’est un sous-
ensemble de toutes les salles de cinéma.,
Y; = {Caméo, Carollyxood, Eldorado, Forum, Kinépolis; Le Parc,
UGC,::4}:
Bs = P(Ys). Y3 est une variable multivaluée catégorique.

Nous obtenons le tableau de données symboliques suivant :

Y1 Yy Y3
ay | [60,57] | (B 0.3;M 0.3; P 0.4) {Kinépolis, UGC}
as | [6,7] | (B 0.1;M0.5;P 0.4) {Le Parc, Paradiso}
( )
( )

asz | [20,24] | (B 0.4,M 0.1;P 0.5 {Kinépolis, Palace}
as | [8,9] |(B0.2;M 0.3;P 0.4) | {Caméo, Eldorado, Forum}

La deuxiéme ligne de ce tableau de données correspond a la description
de la ville as.

1.2.7 Exemple de passage de données classiques & des
données symboliques ( - tiré de [3])

_ Soit_§2 un ensemble de k individus décrits par p variables classiques
Yi,...,Y, d’espaces d’observation W s 5.0

Les classes C; sont décrites par des variables symboliques Y3,...,Y, de
telle fagon que Y;(C;) caractérise ensemble {{Yj(k) | k € Ci} V;} des
valeurs observées pour Y; a l'intérieur de la classe Cj.

Prenons une matrice de données classiques X = (z;) de quinze individus
et trois variables univaluées classiques :

— Y, = marque de moto (Aprilia, BMW, Ducati, Harley Davidson, Honda,
Kawasaki, Suzuki, Yamaha) ;

— Y, = vitesse maximale (en kilométres/heure) et

— Y, = pays de production (Japon, Allemagne, Italie, Etats-Unis).
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Numéro de Marque Vitesse Maximale Fabricant
série k }71 ?2 }73
1 Harley Davidson 212 Etats-Unis | z}
2 Harley Davidson 184 Etats-Unis | @
3 Harley Davidson 176 Etats-Unis | zj
4 Yamaha 254 Japon A
5 Yamaha 227 Japon Tt
6 Suzuki 272 Japon T
7 Kawasaki 263 Japon %
8 Honda 312 Japon Tg
9 Honda 289 Japon xk
10 BMW 259 Allemagne | 2,
11 BMW 284 Allemagne | 2,
12 Aprilia 275 Italie oo
13 Aprilia 318 Italie Tha
14 Ducati 279 Italie 11
15 Ducati 294 Italie The

Considérons les groupes
Cy=1{1,2,3} C>={4,5,6,7,89} Cs= {10,11} Cy = {12,13,14, 15}
de motos respectivement américaines, japonaises, allemandes et italiennes.

Aprés avoir agrégé les individus en quatre classes Cy, Cy, Cs, Cy, ce nouvel
ensemble de classes (ou objets du second ordre) peut étre décrit par une
matrice de données symboliques X = (&;;) :

Marque Vitesse Maximale Fabricant
] Y, Y3
Ch {Harley Davidson} (176,212] Etats-Unis
Cy | {Yamaha, Suzuki, Kawasaki, Honda} [227,312] Japon
Csy {BMW} [259, 284] Allemagne
Cy {Aprilia, Ducati} [275, 318) Italie
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1.2.8 Dissimilarités entre objets symboliques

Pour des variables symboliques de type intervalle

Considérons une matrice de données symboliques X composée de n objets
décrits par p variables de type intervalle. Nous avons :

En &z - Eip
X = 5?1 5?2 ; 5?19
gnl EnZ v é-np

oit & = Y;(k) = [ckj, Bis] est la description de la 7% composante de 'objet
kekE.

Nous allons maintenant définir une mesure de dissimilarité sur £ & partir
de p indices de dissimilarité sur les B;. Ainsi :

(53". BjXBj — R+
(&kjr &)~ 63 (Eki» &15)

A partir de deux intervalles &; = [y, Bx;] et &5 = [euj, Bi], nous pouvons
définir trois types de distances.

e La distance de Haussdorff :

8;(Exjy &) = max{|ouw; — aujl, |Brs — Byl}

On prend le maximum entre la valeur absolue de la différence des bornes
inférieures des deux intervalles et la valeur absolue de la différence de
ses bornes supérieures.

e La distance L :

8;(&rsr &15) = lawg — gl + 1Be; — Byl

Clest 1a somme des valeurs absolues des différences entre les bornes
inférieures et les bornes supérieures.

e La distance Ly :
8;(Exgr &13) = (ang — 013)? + (Brg — Bis)?

(est 1la somme des carrés des différences entre les bornes inférieures et
les deux bornes supérieures.
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Afin de se ramener & une dissimilarité sur I’ensemble £ des individus,
nous sommes amenés a définir :

d: ExE — R
(k1) dlkD) = (S0, 0366,6))

ot 0; est une des distances définies précédemment.

Pour des variables multivaluées

F est un ensemble de n objets décrits par p variables multivaluées Y1, .. ., Y,
dont les espaces d’observation sont Vi, ..., Vp.

Soit m; le nombre de catégories prises par Y;.

La fréquence g;x(cs) associée & chaque catégorie cs(s=1,...,m;) de ¥; pour
I’'objet k est donnée par

M cs € Y;(k)
e { i f

sinon.

La représentation symbolique de I'objet k& € E est

k= ((Q'Lk(cl), B 3 :ql,k(cmx))) v (Q'p,k(cl): JURE) Q'p,k(cmp)))-

Ia matrice originale X = (Y;(k)) est transformée en une matrice de fréquence
X. 1

Y; - 7

1 N m1 5.5 § 1 % ¥ My
T quale) [ [qi(em) |- [ goaler) | o0 | Gp,1lem,)
k| qx(e) |- ql,k(cml) e Q'p,k(cl) ce QP.k(Cmp)
n QI,n(Cl) v Q1,n(cm1) o qP,n(Cl) e q;p,n(cmp)

ouVk € E, et Vi € {1,...,p}, Yo qjulc) = L.
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Exemple 1.2.7
Considérons la matrice suivante

k Y : couleur

1 {rouge}

2 | {bleu, vert, rouge}
8 {bleu jaune}

ot Y (k) : “la couleur de l'objet k ¢ est une variable multivaluée catégorique
dont I’espace d’observation est Y = {bleu, jaune, rouge, vert}.

Nous codons alors cette matrice de la fagon suivante :

k couleur
bleu | jaune | rouge | vert
1y 0 0 ! 0
24 1i%] U 1/3 | 1/3
3|12l 1/2] 0 |0
a
Soit §; une distance sur B; :
(5j . Bj X Bj — ]R,+
(k) ~ 85(Tag 215).
Les distances L; et Ly sur B; sont définies par :
Rz RZ]
8;(Ekjr &5) = D lajnlc) — gialei)l et 8i(€kjr &) = Z(Qj,k(ci) = gju(e:))”
i=1 i=1

La distance de de Carvalho est définie par :

2]

8;(&n &) = Y _(vgin(cs) + 7 qa(es)

i=1
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ou
SV B c; € Y;(k) et ¢; & Yi(1)
7= 0 sinon

.= { 1 si ¢; ¢ Yi(k) et ¢; € Y(x)
0 sinon

On combine les p indices de dissimilarité dy,...,d, définis sur les domaines
B; en une dissimilarité globale sur £

d: ExE — R'
(k1) ~ d(kD) = (S0 0w z))

1/2

ol §; est une des mesures de dissimilarité définies ci-dessus.

Remarque :

Le cas des variables modales est similaire au cas des variables multivaluées.
Les fréquences ¢;x(cs) sont simplement remplacées par les valeurs de la dis-
tribution 7, associées & chacune des catégories de Y;(k).



Chapitre 2

Indices, compatibilités et
hiérarchies

2.1 Définitions

Définition 2.1.1

Un indice de dissimilarité d sur € est une application

d:0x0 — IR'
(w,w') — d(w,w')

qui satisfait aux deux propriétés suivantes :
1. d est symétrique : Y(w,w') € Q x Q, d(w,w’) = d(w', w)
2. d(w,w')=0siw=w.

Définition 2.1.2

Un indice de distance d sur € est un indice de dissimilarité telle que
V(w,w') € AxQ, dw,w)=0=w=u.

Définition 2.1.3

Une distance d sur §) est un indice de distance qui vérifie en plus l'inégalite
triangulaire :

vu,w',w" € Q, dw,w) < dw,w")+dw',w") .

24
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Définition 2.1.4

Une distance ultramétrique sur € est une distance qui vérifie en plus
'inégalité ultramétrique :

vw, w',w" € Q, d(w,w") < max (d(w,w"),d(w’,w")) .

2.2 Les compatibilités entre ordres et indices
de dissimilarité

Définition 2.2.1

Un indice de dissimilarité d et un ordre 6 sont faiblement compatibles
si et seulement si pour tout triplet ordonné selon @ et ayant deux éléments
consécutifs, la distance des éléments consécutifs est inférieure & la distance
des éléments extrémes.

W; Wit Wi,

d(wi: ’LUi,+1) = d(w’h wk)

Définition 2.2.2

0 et d sont compatibles si et seulement si pour tout triplet ordonné selon
9, la distance entre les éléments extrémes est supérieure & la distance entre
une extrémité quelconque et ’élément intermédiaire.

| | | | I I |
(1] wy Wg

d(wi; ’wk) > max(d(wia wj)) d(wj’ wk))
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Définition 2.2.3

0 et d sont semi-compatibles si et seulement si pour tout quadruplet or-
donné selon @ et dont les éléments intermédiaires sont consécutifs, la distance
des éléments extrémes est supérieure & la distance des éléments consécutifs.

| | | | | |
Wi Wi Wit Wi

d(w;, wg) > d(wj, wi41)

2.3 Les matrices de Robinson, Sur-Diagonales
Rectangles et Sur-Diagonales Dominées

Pour le terme “sur-diagonale rectangle”, nous utiliserons I’abbréviation
SDR, et pour “sur-diagonale dominée”, 'abbréviation SDD.

Soit D la matrice de dissimilarité associée & I'indice d :
D={dij} i,j:]_,...,ﬂ

Cette matrice étant symétrique, on pourra établir les définitions de ma-
trice de Robinson, SDR et SDD en ne considérant que la partie triangulaire
supérieure de D.

Définition 2.3.1

Une matrice est dite de Robinson si et seulement si les termes des lignes et
des colonnes sont croissants & partir de chaque terme de la diagonale.

Un exemple est donné par la matrice suivante :

D DN O
T O BN
— O
O = Ot
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Considérons la matrice triangulaire supérieure déduite de D en excluant
la diagonale de D. La sur-diagonale est alors la plus grande diagonale de cette
matrice. Par exemple, dans la matrice de Robinson ci-dessus, la sur-diagonale
est : 24 1.

A chaque terme de la sur-diagonale, on peut associer un rectangle dont
les cotés sont formés de la ligne et de la colonne contenues dans la matrice
triangulaire supérieure et issues de ce terme.

Pour le méme exemple de la matrice de Robinson, le rectangle (ici un

carré) issu du terme 4 de la sur-diagonale est i g .

Deéfinition 2.3.2

Une matrice est dite SDR, c’est-a-dire sur-diagonale “rectangle”, si chaque
terme de la sur-diagonale est inférieur aux termes du rectangle qui lui est
associé.

Un exemple est donné par la matrice suivante :

0 2 6 5
2047
6 4 01
5 710

Définition 2.3.3

Une matrice est dite SDD, c’est-a-dire sur-diagonale “dominée”, si dans la
matrice triangulaire supérieure associée & D, les termes des lignes et des co-
lonnes sont plus grands que le terme de la sur-diagonale qu’elles contiennent.

Un exemple est donné par la matrice suivante :

W ol O
e O
— O = Ot
O = Oy W
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On peut résumer ces trois définitions de maniére plus formelle par le
tableau 2.1 , (ofl les intervalles de variation de i, j et [ entre 1 et n se
déduisent immédiatemment des différentes formules).

Pour ¢ <j:

Condition lignes : d;; < dijp1

Robinson < i
on { Condition colonnes : di; < d;—1;

SDR <:>djj+1gdu j+1§l

Condition lignes : diji1 < dij+1

DD <= { Condition colonnes : dj_1; < di—1j

TAB. 2.1 — Les matrices Robinson, SDR et SDD

Tl résulte facilement de ces trois définitions que l’ensemble des matrices
de Robinson est inclus dans 'ensemble des matrices SDR qui est lui-méme
inclus dans I’ensemble des matrices SDD.

Notons M(d, ), la matrice de dissimilarité associée & d et dont les lignes
et les colonnes sont rangées selon l'ordre . Alors on a, en plus, les trois
propriétés suivantes :

M(d, ) est Robinson <= d et 0 sont compatibles
M(d, 0) est SDR <= d et 0 sont semi-compatibles
M(d,8) est SDD <= d et 0 sont faiblement compatibles
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2.4 Hiérarchies, ultramétriques et ordres
Définition 2.4.1

Soit £ un ensemble fini, H un ensemble de parties (appelées paliers) de ,
H est une hiérarchie sur € si et seulement si :

1. Qe Het 0 ¢ H
2. Vwe Q, {w}e H
3. V(h,W)€ H> ona hNW =0 =>hCh oul'Ch

Définition 2.4.2 Premiére définition de croisement.

Un ordre donne lieu & un croisement pour la hiérarchie H si et seulement
si il existe b € H et (w;, w;,wy) € §, avec w; < wj < Wy selon @, tels que
w;, w, € h et wWs ¢ h.

Proposition 2.4.1 Il existe une bijection entre 'ensemble des hiérarchies
indicées et l'ensemble des ultramétriques.

Voir référence [2].

Notons 8 l'ultramétrique associée a une hiérarchie indicée notée H par
la bijection.

Proposition 2.4.2 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ordre
0 ne donne pas liew & un croisement pour une hiérarchie indicée H est que
8y et 8 soient faiblement compatibles.

Voir référence [2].

Proposition 2.4.3 Si § est une ultraméirique, il existe toujours un ordre
0 (non unique) tel que & et 0 sont fatblement compatibles.
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Preuve : Il est toujours possible de définir un ordre 6 sans croisement a
partir d’une hiérarchie H en associant, & chaque palier, un ordre sur les plus
grands paliers dont il est la réunion. Il faut procéder ainsi & partir du palier
identique & € en allant jusqu’aux paliers ne contenant qu’un singleton. De
cette maniére, on obtient un ordre sur les individus qui ne peut comporter
de croisement.

Soit H, la hiérarchie indicée associée & § qui existe grace a la proposition
9.4.1. Pour cette hiérarchie, il existe donc un ordre # ne donnant pas lieu &
un croisement. On a donc, par la proposition 2.4.2, que § et 6 sont faiblement
compatibles.

Voici un exemple de hiérarchie telle que le § et le 0, associés a cette
hiérarchie, sont faiblement compatibles.

Proposition 2.4.4 5§ est une ultramétrique et si M(6,0) est SDD alors
M (8,0) est une matrice de Robinson.

Voir référence [2].

Preuve : On va montrer que M (6, §) est Robinson en vérifiant les conditions
“ignes” et “colonnes” (données dans le tableau 2.1) qui caractérisent une
matrice de Robinson.

Comme M (6, 0) est SDD, on a que ;41 > 8541 pour @ < j . De plus, &
est une ultramétrique donc on a §;; < max (8ij+1,055+1) pour ¢ < j ,d’ou
on satisfait la condition “lignes” :

8ij < 041 pour X7
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De méme, M(4,0) SDD implique qu'on a &;_1; > §;-1; pour % < jeten
utilisant le fait que & est une ultramétrique, on a aussi d;; < max (0i—1j, 0i—14)
pour i < g . Dés lors, la condition “colonnes” est également vérifiée car on a
bien que

0ij < 06—y pour 1<

Les deux conditions pour que M(d,8) soit Robinson sont satisfaites.

Remarque : Ce résultat est assez important dans le sens que si d est une
ultramétrique, alors les différents types de compatibilité sont équivalents.

Définition 2.4.3

Si § est une ultramétrique et 8 I'ordre tel que § et @ soient faiblement compa-
tibles, 1a matrice M (6, 0) est alors dite ultramétrique. Ses éléments satisfont
I’inégalité ultramétrique :

Y(i, 5, k) + 6(w;,wg) < max (6(wz, w;), 6(w;, wy)) -

Conséquence : De plus, elle est Robinson par la proposition 2.4.4 car
M(6,0) est SDD.

2.5 Représentation visuelle

1l faut faire remarquer que la représentation hiérarchique donne en fait
une image visuelle du contenu d’une matrice ultramétrique, elle se base sur
la compatibilité entre un ordre et une ultramétrique.

Puisque la représentation d’une matrice ultramétrique est possible, il est
naturel de penser & représenter visuellement les autres types de compatibilité
et plus précisement les matrices Robinson, SDR et SDD.

Comme le montre le tableau suivant, ces différentes compatibilités sont
une extension de la notion de compatibilité entre un ordre et une ultrameé-
trique. Leurs représentations visuelles étendent également la représentation
hiérarchique.

(Yest ainsi que 'on aboutit 4 une nouvelle forme de représentation visuelle
qui a 'allure d’une pyramide. Remarquons que plus la matrice de dissimilarité
représentée se rapproche d’une matrice ultramétrique, plus la forme de la
pyramide se rapproche d’une hiérarchie.
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FiG. 2.1 — Illustration des compatibilités



Chapitre 3

Les Pyramides

3.1 Définition et proposition

La section précédente énoncait déja une certaine approche des pyramides
en comparaison avec les hiérarchies. Ici, nous allons nous intéresser a la dé-
finition exacte des pyramides.

Avant de donner cette définition, il reste & introduire une notion tres
utile qui est celle de compatibilité entre un ordre f sur £ et un ensemble P
de parties de €.

Définition 3.1.1

Une partie h de P est connexe selon 6 si pour w' et w”, les bornes (le plus
petit et le plus grand élément) de h selon 0, on a la condition suivante :

{w compris entre w’ et w” selon 0} <= {w € h} .
Définition 3.1.2

Un ordre 0 est compatible avec un ensemble P de parties de {2 si tout
glément h € P est connexe selon 0.

33
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Définition 3.1.3

Soit € un ensemble fini, P un ensemble de parties non vides (appelées paliers)
sur §2, P est une pyramide sur {2 si et seulement :

1. Q€ P ; le plus grand palier contient tous les individus,
2. Yw € Q, {w} € P ; les plus petits paliers sont les singletons,
3. V(h,W) € P? ona hNh' =0 ou hNh'€ P,

4, Tl existe un ordre € compatible avec P,

Exemple 3.1.1 (Pyramide)

Soit,
= {wl, ‘UJQ,‘lUg} et
P= {{wl}: {w'Z}a {w3}> {wh wQ}: {w2a w3}= Q} )
P2 = P1 U {wl,w3} .

Prenons 0 comme étant l'ordre wy, we, wa.

On remarque immédiatemment que P est une pyramide tandis que P,
n'est est pas une car la quatriéme condition n’est pas vérifiée. En effet la

classe {w;,ws} ne contient pas wy alors qu'’il est compris entre wy et ws selon
6.

Définition 3.1.4 Deuziéme définition de croisement.

Un ordre @ donne lieu & un croisement pour une pyramide P s’il existe un
p

palier de P qui n’est pas connexe selon £, c’est-a-dire si # n’est pas compatible

avec P.

Proposition 3.1.1 L’ensemble des hiérarchies est inclus dans l’ensemble
des pyramides.

Preuve : Montrons que les hiérarchies satisfont aux quatres conditions de
la définition de pyramide.
Soit H, une hiérarchie :

— les 2 premicres conditions & satisfaire sont identiques & celles de la
définition d’une hiérarchie.
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— Pour vérifier la troisiéme condition, rappelons-nous que pour que H
soit une hiérarchie il faut que

Y (hK) € Hx H hOW =0 ou hNk =h ou hNK =h',

or §, h et ' € H, donc la troisiéme condition est vérifiée.

— Afin de prouver la quatriéme condition, on va construire un ordre sur
) induit par H et montrer qu'il est compatible avec H.
Pour construire cet ordre, on part du fait que les paliers de H sont soit
emboités, soit d’intersection vide. On prend €2, on choisit un ordre sur
les plus grandes parties de H contenues dans {2.
On recommence le procédé avec chacune de ces parties en choisissant
un ordre sur les plus grandes parties qu'elles contiennent et ainsi de
suite jusqu’aux singletons qui respectent 'ordre induit par ce procédé
et qu’on note 0.
Montrons que cet ordre est compatible avec H. En effet, soit h € H et
soit (w’, w") les extrémités de h selon 0, tous les éléments compris entre
w' et w” appartiennent par construction méme a des parties iy € H
incluses dans h et n’appartiennent qu’a celles-ci donc h est connexe
selon 0. La compatibilité entre 6 et H est donc vérifiée.

3.2 Visualisation d’une pyramide

3.2.1 Notions de successeurs, prédécesseurs et niveaux

Soit P une pyramide et £ 'ensemble des individus :
Définition 3.2.1

On dira que h € P est successeur de h' € Psih C h' au sens strict et
(sauf si h' est un singleton ou si h = (2) s’il n’existe pas R" # h et b tel que
h C " C h' au sens strict.

On peut dire aussi que /' est prédécesseur de h.
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Deéfinition 3.2.2

Sachant que € € P, 'ensemble des successeurs de {2 forme un recouvrement
de € puisque P contient les singletons, un tel recouvrement est appelé ni-
veau de la pyramide. L’ensemble des successeurs des paliers qui forment ce
recouvrement forme un nouveau niveau qui est également un recouvrement.
On peut passer de cette maniére d’un niveau au suivant jusqu’a atteindre un
niveau composé uniquement de singletons car d’un niveau a 'autre, la taille
des paliers va en se réduisant.

Pour permettre la visualisation d’une pyramide, il faut les quatres aspects
suivants :

(a) Préciser comment les paliers s’imbriquent les uns dans les autres.

(b) Construire un ordre sur les singletons qui soit compatible avec la pyra-
mide.

(¢) Dire comment se fait la représentation graphique.

(d) Indicer la pyramide, c’est-a-dire associer une hauteur a chaque palier,
(mais cela ne se fera qu’au chapitre suivant).

3.2.2 Nombre maximum de prédécesseurs d’un palier
d’une pyramide

1l faut introduire encore quelques notions avant de présenter les différentes
propositions concernant les paliers d’une pyramide.

Définition 3.2.3

e Deux paliers h et h' sont dits connexes s’il existe une suite de paliers
Ri,.. ., hg telle que By = h, hg =R’ et hi N hit 2§ pour 3 = Ly . jg—1.
e Une partie connexe est un ensemble de paliers connexes entre eux.

e I’ensemble des plus grandes parties connexes associ¢es & chaque niveau,
appelées classes connexes, forme une partition de Q (parfois réduite & un
seul élément si tous les paliers du niveau sont connexes entre eux).

e La relation R: hRAK <= {h et ' sont connexes} est réflexive, symétrique
et transitive.
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Définition 3.2.4

Soit @ un ordre compatible avec P. Un palier h est dit & gauche (respective-
ment & droite) d’un palier 4’ si parmi les paliers qui contiennent le plus petit
(respectivement le plus grand) élément de A’ selon 0, h a une intersection de
plus grande taille avec i

Proposition 3.2.1 Soient h et b’ deug paliers d’une méme classe connere,
si h est & gauche (respectivement a droite) de h' alors h' est l'unique élé-
ment & droite (respectivement & gauche) de h.

Preuve : Sans perte de généralité, on peut dire que tous les paliers de P
sont connexes selon un ordre 6 compatible avec P.

Soient w; et wy (respectivement wj et wy) les éléments a gauche et &
droite de h ( respectivement de k') selon 6. Si h est & gauche de h', la seule
configuration possible est celle de la figure suivante :

h,

En effet, w, ne peut étre & droite de wj car alors h' serait inclus dans
h et ne pourrait étre successeur du niveau précédent, cest-a-dire h et A’
n’appartiendraient pas au méme niveau. De plus, wz ne peut pas étre &
gauche de w) car sinon D'intersection serait vide et cela contredirait le fait
que h est & gauche de A Enfin, w; ne peut pas étre compris entre wh et ws
car alors h serait inclus dans B/ et ne pourrait étre a son tour successeur du
niveau précédent.

Sachant que h est a gauche de A/, on va maintenant pouvoir montrer
facilement que A’ est & droite de h. Pour cela, supposons qu’il existe un palier
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K" contenant ws (pour contenir le plus grand élément de h) et d’intersection
plus grande que h' N h avec h.
Si son plus petit élément w] est inférieur & wj, alors son plus grand élément
w! doit &tre inférieur ou égal & wy (donc égal). En effet, si wy était plus
grand que ws, l'intersection ' N A" serait plus grande que h' N h alors que
par hypothése, h est & gauche de A’ et donc de plus grande intersection avec
K. Donc comme w) est égal & wy, A" est inclus dans h et ne peut donc étre
successeur du niveau précédent.

L’élément w! ne peut donc étre inférieur & w) et est donc supérieur ou
¢gal A cet élément. Le palier A’ est donc bien une partie de plus grande
intersection avec h.

Tl nous reste & montrer que b’ est 'unique palier de plus grande intersec-
tion avec h.

Supposons qu'il en existe un autre que I’on note A", son plus petit élément
doit alors étre égal & w) et pour le plus grand élément on a soit wy < wh,
soit wj > wh, afin que h” soit différent de A",

Dans le premier cas, h” C R/ strictement et h” ne peut donc étre un
successeur du niveau précédent. Dans le second cas, c’est ' C B et donc h'
qui ne peut étre successeur du niveau précédent.

O

Proposition 3.2.2 Chaque palier d’une pyramide a au mazimum deus
prédécesseurs.

Preuve : Tout palier A de P a au moins un prédécesseur. Soit un palier h,
s'il est dans plusieurs paliers prédécesseurs alors il est identique & leur plus
grande intersection sinon il serait inclus dans cette intersection et ne pourrait
stre successeur du niveau précédent. En effet, la plus grande intersection est
un successeur puisqu’elle appartient a P par définition d’une pyramide et elle
n’appartient pas au niveau précédent puisqu’elle est strictement incluse dans
les paliers prédécesseurs qui la créent.

Finalement, la plus grande intersection est obtenue par deux paliers uniques
car d’aprés la proposition précédente, sachant que les paliers sont & gauche
et & droite I'un de Pautre, ils sont uniques. Donc A a au maximum deux
prédécesseurs.

|
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3.2.3 Construction d’un ordre compatible avec une py-
ramide

Proposition 3.2.3 Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un ordre
8 sur Q soit compatible avec une pyramide P est que toute classe conneze

C, ordonnée selon 0, soit ordonnée selon une suite unique hy, ..., hy ca-
ractérisée par les deux propriétés suivantes :
Vi=2,...,q—1:

(a) hi_y et hip1 sont parmi les paliers de C, ceur qui sont de plus grande
intersection avec h;, (i.e. les paliers & gauche et & droite de h;).
(b) hi N hiyy est différent de h; et de hiy1.

Preuve : Voir référence [1]

Remarque : Il existe un algorithme constructif d’un ordre compatible avec
une pyramide, ceci signifie qu'il est toujours possible d’en contruire un et
dés lors qu’il en existe toujours au moins un. Nous ne développons pas cet
algorithme ni la proposition 3.2.3 car cela dépasserait I'objectif de ce travail.

3.2.4 Représentation graphique

En ce qui concerne la représentation graphique, on va utiliser les trois
caractéristiques des pyramides suivantes :

1. deux paliers peuvent &tre d’intersection non vide.
2. il existe au moins un ordre pour lequel chaque palier est connexe.

3. chaque palier a au maximum deux prédécesseurs.

Chaque palier est représenté par un segment horizontal, il est relié & ses
prédécesseurs par des lignes obliques. Chaque ligne oblique relie le milieu du
segment associ¢ & un palier a I'extrémité du segment associé a son ou (ses)
prédécesseur(s).

Les deux figures suivantes illustrent bien les différences de représentation
entre une pyramide et une hiérarchie.
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HIERARCHIE



Chapitre 4

Les Pyramides Indicées et les
Indices Pyramidaux

4.1 Indicage d’une pyramide

4.1.1 Pyramides indicées

Définition 4.1.1

Une pyramide indicée est un couple (P, f) ot P est une pyramide et f une
application de P dans IR" telle que :

1. f(h) =0 < h ne contient qu’un seul élément.
2. V(h, k') € P x P, h C h' (inclusion stricte) = f(h) < f(R').

Définition 4.1.2

e Une pyramide indicée est indicée au sens large si

h C h' (strictement)

f(r) = F(K)

(Si h pouvait étre égal & hy ou hy, la condition serait toujours vérifiée avec
f=h N h)

}:éﬂhlethgePet #hChIhlﬂhg.

41
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e Une pyramide est indicée au sens strict si

h C ' (strictement) = f(h) < f(}) .
e La quantité f(h) est appelée hauteur du palier h.

Exemple 4.1.1 (Différentes pyramides indicées)
e Soit :
Q={a,b,ed}
Py = {{a}, {0}, {c}, {d}, {abc}, {bc}, {bed}, O}
f(P)=1{0,0,0,0,2,1,2,3}

P, est une pyramide indicée au sens strict. (Voir figure (a)).

e Soit :
Py = {{a}: {b}: {C}’ {d}, {abc}1 {bc}) {de}: Q}
f(PQ) = {030) O: OJ 11 ]-a 27 3}
P, est une pyramide indicée au sens large puisque les seuls paliers pour
lesquels h C h' et f(h) = f(h') sont les suivants :
hl = {bC} C hg — {abc} et f(h,l) = f(hz)

= 3 {abc}, {bed} : {abc} N {bed} = {be} ,

la condition est donc bien satisfaite. (Voir figure (b)).

e Soit :
P3 = Pl U {Gb}
Py = {{a},{b},{c}, {d}, {ad}, {abc}, {bc}, {bed}, 2}
FiPs) = {0,0,0,0, 2.2,.1,2,3}

P, est une pyramide qui n’est ni indicée au sens large ni indicée au sens strict
car il n’existe pas deux paliers différents de {ab} tels que leur intersection est

{ab}. (Voir figure (c)).
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1 B I

(¢) () (¢)

Définition 4.1.3

Une pyramide binaire est une pyramide dont chaque palier, non réduit & un
singleton, est formé par la réunion de deux paliers distincts.

Remarque : Une pyramide peut étre indicée au sens large et étre binaire
(voir par exemple P, dans I'exemple précédent) et toute pyramide peut étre
rendue binaire.

4.1.2 Indices pyramidaux
Définition 4.1.4

Un indice pyramidal s est un indice de distance qui vérifie en plus la
condition suivante :
3 un ordre 6 sur £ tel que tout triplet (w,w’,w”), avec w' compris entre
w et w” selon @, satisfait & I'inégalité suivante :

s(w,w") > max (s(w,w'), s(w',w")) (inégalité pyramidale).
On voit donc (d’aprés la définition 2.2.2 de compatibilité) que tout ordre qui

satisfait a I'inégalité pyramidale est compatible avec s.

4.1.3 Propriétés des indices pyramidaux

Proposition 4.1.1 L’ensemble des ultraméiriques est inclus dans ['en-
semble des indices pyramidaus.
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Preuve : Il faut vérifier que les ultramétriques vérifient bien les deux condi-
tions pour &tre des indices pyramidaux.

Une ultramétrique étant une distance, la premiére condition est toujours
vérifiée.

D’autre part, par la proposition 2.4.3, on sait que pour une ultramétrique
§ donnée on peut toujours lui associer un ordre ¢ (non unique) tel que M (4, 0)
soit une matrice ultramétrique (et SDD). De plus, par la proposition 2.4.4,
on a que :

M (6,0) est de Robinson <« § et 6 sont compatibles = inégalité pyramidale.

Donc il existe toujours un ordre € tel que la deuxiéme condition est satisfaite.

O

Proposition 4.1.2 Les conditions suivantes sont équivalentes si s est un
indice pyramidal :

1. 0 est compatible avec s.
2. M(s,0) est Robinson

3. Tout couple d’éléments (w,w') compris (au sens large) selon 0 entre
deuz éléments w; et w; est tel que s(w;, w;) > s(w,w’).

Preuve :
1.<=2.

On sait (voir au chapitre 2 & la section 2.3) que 6 est compatible avec un
indice de dissimilarité s si et seulement si la matrice M (s, ) est Robinson.

3= 1,
Pour vérifier la compatibilité, c’est-a-dire I'inégalité suivante :

V(w,w’,w;) ordonné selon 8, s(w,w;) > max (s(w,w’), s(w',w;)),

il suffit de prendre dans la condition §. w; = w ou w' = w;,
Montrons en prenant w; = w. En effet, on obtient

s(w,w;) > s(w,w’) avec (w,w',w;) ordonné selon ¢ .
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De plus (w',w;) est compris (au sens large) entre w et w; selon ¢, donc on a
aussi s(w,w;) > s(w', w;). Dés lors s(w, w;) > max(s(w,w’), s(w', wy)).

1,=>3.
En reprenant la définition de compatibilité pour tout triplet quelconque
(wi, w, w;), on a que

s(w;, w;) > max (s(w;, w), s(w, w;)) .

Considérons un w' tel qu’il est compris entre w et w;, alors on a (w, w’, w;)
ordonné selon 6. Comme on sait déja que

s(w, w;) > max(s(w,w'), s(w', w;)),
il suffit de faire le développement suivant

s(w;, w;) > max (s(w, w), s(w, w;))
> s(w, w;) > s(w,w’)

et on a bien montré que pour tout couple quelconque d’éléments (w,w")
compris selon # entre w; et w;, on a que s(w;, w;) > s(w, w').

|

4.2 Existence d’une bijection entre les indices
pyramidaux et les pyramides indicées

11 semble utile d’étendre le théoréme de bijection entre hiérarchies et ul-
tramétriques (proposition 2.4.1) & I'existence d’une bijection entre pyramides
et indices pyramidaux. La preuve de cette bijection est utile car le résultat
est important.

Proposition 4.2.1 Il eziste une bijection entre [’ensemble des pyramides
indicées au sens large, noté Il et 'ensemble des indices pyramidauz, noté
S.
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Preuve : Montrons qu’il existe une application ¢ de II dans S et une appli-
cation ¥ de S dans II et pouis montrons que ¢ et ¢ sont inverses I'une de
Iautre.

Cette preuve va se faire par construction, c’est-a-dire que I'on montre
qu’on peut toujours construire ces deux applications.

Construction d’une application ¢ de II dans S.

Soit ¢: I — 8 telleque (P f))=s
(Rf) — s

avec s(k,1) = inf (f(h) | h€ P,(k,1) € h x k),
ot (P, f) est une pyramide notée P indicée au sens large par f.

e Montrons que s tel qu’il est construit est un indice pyramidal.

Cela revient & montrer que s vérifie les trois conditions de la définition
d’un indice pyramidal :

1. Veérifions la symétrie, c’est-a-dire : s(k, 1) = s(, k), en effet si (k,1) €
hxh=(l,k) € h x h donc

s(k, 1) = inf(F(R) | (k,1) € b x h) = inf(f(h) | (1, k) € hx h) = s( k) .

9. Vérifions maintenant la condition suivante tel que I'indice devient une
distance : s(k,l) =0 k=1

En effet :
~ k= 1= s(k1) = 0car le h tel que s(l,i) = f(h) est le singleton
h = {1} d’ou s(l,1) = 0 par définition de f.

— s(k,1) = 0 = k = car cela implique que le plus bas palier contenant
k et | est de hauteur nulle. Donc ce palier ne peut contenir qu’un
seul élément par définition de f, donc k = L.

3. Vérifions enfin que s satisfait a l'inégalité pyramidale et donc qu'il
existe un ordre compatible avec lui. Soit 6 un ordre compatible avec la
pyramide P, nous allons montrer que ¢ est compatible avec s.
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Nous considérons un triplet quelconque (w;, w;, w;) de €2 tel que w; soit
compris entre w; et w; selon 0. Notons hy le plus bas palier contenant
w; et w; et notons hy; le plus bas palier qui contient w; et w;. Comme
h est connexe, il contient I’élément w; et puisque P est indicée au sens
large par f, hi; est au maximum & la hauteur de hy, donc s(w;, w;) <
s(w;, w;). Par le méme raisonnement avec le palier hj étant le plus
bas palier contenant w; et wj, on obtient que s(w;, wi) < s(w;, wy).
Finalement, on a que s(i,l) > max (s(w;, w;), s(w;,w;)), donc 0 est
bien compatible avec s et s est un indice pyramidal.

Construction d’une application ¢ de S dans II.
Soit . § — I telle que P(s) = (P, f)
s — (P f)
ot
o P est l’ensemble des parties h de 0 qui satisfont a la condition :

Jou:h={z€Q|Vy€Eh, s(z,y) <a} (1)
ou

Jhy et he d’intersection non vide dans P tels que
h#hl,h%hgeth:hlﬂhg (2)

e On note P(c), l'ensemble des parties h de Q qui satisfont d lo condition
(1), pour un o donné.

e f est Vapplication de P — IR*Y:
f(h) =min(a | h € P(a)).

Remarquons que P(c) est en général un recouvrement et non une partition
car la relation s(z,y) < « entre z et g, bien qu’elle soit réflexive et symé-
trique, n’est pas transitive. En effet, pour un a donné, si s(z,y) < aet
s(y,2) < a, ¢a n'implique pas pour autant que s(z,z) < a. Ainsi un tel
y peut appartenir & deux parties de P(c), une avec et une avec z, et on
obtient un recouvrement et non une partition car y appartient aux deux.

En notant P’ Pensemble formé par tous les éléments de tous les P(a),
a € RY, il faut également remarquer que ce P’ est inclus et non nécessai-
rement identique & P car certaines intersections de classes peuvent ne pas
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appartenir & P’ tandis qu’elles appartiennent & P. Donc P’ n’est pas toujours
une pyramide et la condition (2) est 14 pour résoudre ce probléme.

Un exemple est donné afin d’illustrer ce qui vient d’étre dit sur 2,

Exemple :
= 1a; boed}

P= {{a}a {b}: {C}) {d}a {abc}: {bc}1 {de}a Q}
f(P) = {0,0;0,0,1;1, 2, 3}

Comme {bc} C {abc} = {bc} ¢ P’ car pour a = 1 c’est {abc} qui satisfait
a la condition (1), tandis que {bc} n’est pas détecté par cette contition, donc
P'= P — {bc}

Par contre {bc} = {abc} N {bed} = {bc} € P gréace & la condition (2).

Toutes les intersections non vides d’éléments de P sont dans P, P contient
bien ) et les singletons, ¢’est donc une pyramide tandis que P’ n’en est pas
une.

O

Aprés avoir clairement présenté la fonction 2 et ses implications, mon-
trons maintenant que son image (P, f) est une pyramide indicée au sens large,
nous allons commencer en montrant qu’elle est une pyramide.

e Montrons que P est une pyramide.

Tout d’abord, citons deux résultats qui seront utiles pour montrer que F
est une pyramide. Le premier résultat est connu par construction et il faut
démontrer le deuxiéme.
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(1) f(h) =min(a|a€RY, he P(a)) autrement dit b € P(f(h)).
(2) f(h) = max(s(k,{) | (k1) €hxh):

En effet, soit f(h) = a et s(z,y) = max (s(k,1) | (k,1) € h X h):

Supposons s(z,y) <ap = 3Ja @ s(z,y) <a<a
= h € P(a) et ap # de la plus petite valeur
telle que h € P(ay) .
Contradiction
s(z,y) > ag
flh)= ap =a(zyy) »

4

Comme s(z,y) < ap

Vérifions maintenant que P satisfait bien aux quatre conditions qui défi-
nissent une pyramide :

L. B €]
Soit o = max (s(z,7) | (z,y) € 2 x Q),
alors la partie h = {z € Q | Vy € h, s(z,y) < a} = est par définition
un élément de P.

2. YweQ, {w}eP:
Soit o = 0,
alors la partie h = {w € Q | Vy € h, s(w,y) = 0} appartient & P
or comme s(w,y) = 0 < w = y par définition de s, b = {w} € P.

3. V(hl,hg)EPQ, h:hlﬂhg%@theP:

ousi h=mh

Si h = hq N hy satisfait & la condition (1)
=+ HEP.
ousi h=hs

Si aucune de ces 3 conditions précédentes n’est vérifiée, alors h € P
quand méme grice a la condition (2).
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4, 1l existe un ordre & compatible avec P :

Soit § un ordre compatible avec s, montrons que cet ordre est compa-
tible avec P.

Prenons h € P et montrons que h est connexe selon @, c’est-a-dire que
si w' et w” sont les bornes de h selon 6, on a :
(i) {w € h} = {w compris entre w’ et w" selon 6} ,
ce qui revient & montrer que

{w ¢ [w',w"] selon 0} = {w ¢ h} .
(ii) {w compris entre w' et w” selon 8} = {w € h}

Montrons (i) :

Soit w ¢ [w', w"] selon @, alors :

soit w est & gauche de w' et s(w,w”) > s(w',w") = f(h) car s est
compatible avec 6,

soit w est & droite de w” et s(w',w) > s(w',w”") = f(h).

Donc dans les deux cas w ¢ h.

Montrons (ii) :

Soit w' < w < w" selon 6.

Vw* € h, w* € [w,w"] selon 6 par (i), donc d’aprés la proposition
4. 1.0

Yw* € h, s(w,w*) < s(w',w")
= max (s(k, 1) | (k,1) € h xh)
= f(h) (par (2))

= s(w,w*) < f(h).

Orh={z€Q|Vw*eh, sz,w) < fh)}=>weh

On a donc bien montré que P est une pyramide car elle vérifie les quatre
conditions.
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e Montrons que (P, f) est une pyramide indicée au sens large.

Pour cela, montrons que P vérifie bien les trois conditions de la définition :

1. f(h) =0 < h est un singleton :
En effet :

f(h) =0« min(a | h € P(a)) =0
& h e P(0)
& Vyeh, s(z,y) =0
SVyeh =y
& h ne contient quun seul élément.

2. V(h,h') € P x P,h C K (strictement) < f(h) < f(I) :
Soit w' € h¢ N K, alors pour au moins un w € h, on a s(w,w’) > f(h),
sinon w’ € h.

D’autre part,
s(w,w') < f(h') = max (s(k,1) | (k,1) € W' x h') car (w,w') € B x I
dou f(h) < s(w,w’) < f(h'), on a bien l'inégalité recherchee.

3. Il faut montrer que :

h C A (strictement) }
= 4 i het h heP:h=hNhy.
f(h) = f(h.') 1 7& e 2 ?é 1 2

Comme h # du plus grand palier de hauteur f (h), il ne peut satisfaire
a la condition (1) de la construction de la fonction.

Donc pour que h € P, il doit nécessairement satisfaire & la condition
(2) qui correspond & ce que l'on veut montrer.

Ainsi nous avons enfin montré que les deux applications sont bien contruites.

Maintenant, afin de montrer qu’il existe bien une bijection entre I’en-
semble des pyramides indicées au sens large et I'ensemble des indices pyra-
midaux, il faut montrer le résultat qui suit.
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Les applications ¢ et ¢ sont inverses I’'une de ’autre.

Il faut démontrer premiérement que ¢ o ¥(s) = s et deuxiémement que
o (P f)) = (P f)

e Montrons que ¢ o 9(s) = s.

Autrement dit, il faut montrer que :

d)((Pvf)):J }
w(s) = (P, f)

Soit =,y € Q quelconques et soit A un palier de plus petite hauteur qui
les contient.
Par définition de o (car obtenu par ¢), on sait que

=0 =3S.

o(z,y) = inf (f(') | ' € P, (m,y) € M’ x b') = f(h) .
Soit f(h) = a, or par la définition de ),

h={zeQ|Vyeh, s(z,y) < f(h)}
= 55,19 & o

tel que f(h) = min (o’ | h € P(c/))

D’autre part s(z,y) £ a, sinon

3K s,y ¢ f(h') < f(h) = contradiction avec la définition de h.
Dot s(z,y) = a = o(z,y). Ce résultat pouvant étre montré V,y € {2, on a
que o = s et donc ¢ o P(s) = s.

e Montrons que o ¢((P, f)) = (P, ).

Cela revient & montrer que :

¢ P,f)ZO' — Dl ol
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1. 7 P=F'?
Afin de montrer I’identité entre P et P’, on va démontrer la suite d’équi-
valences suivante :

{he P} (a)
{3(i,5) e xh|h={z € Q| Vy € holz,y) <o(i5)}} (1)
ou {3n et A" dans P avec B # h et B’ # h:h=h Nh"}(2)

s {heP} (c)

(a) = (b) :

#((P, f)) = o et h € P impliquent I'existence de ¢ et j dans h tels
que V(z,y) € h x h, a(z,y) < o(i,7). On peut choisir ¢ et j de fagon
qu'ils constituent les éléments extrémes de la partie connexe associée a
h selon un ordre # compatible avec o.

Puisque o est pyramidal, par la proposition 4.1.2, on a bien o(%,j) >
o(z,y), Vz,y compris entre i et j selon l'ordre 6. Si h contient tous les
éléments w de Q tels que Vy € h,a(w,y) < o(4,7) alors la condition
(1) est satisfaite.

Sinon, soit w ¢ h tel que o(w,y) < o(4,7), ¥y € h. Si i se situe entre
w et j au sens de §, on a o(w,j) > o(i,J) puisque o est pyramidal.
Or, par définition de w, on a o(w,j) < o(4,j) d’'ou o(w,j) = a(i, ),
(on fait bien sur le méme raisonnement si c’est § qui se situe entre w
et 4. Donc le palier &’ de plus basse hauteur qui contient w et 7 est &
la. méme hauteur que k. Comme il contient w et j, il contient tous les
6léments intermédiaires, donc ceux compris entre i et j, donc h. Il en
résulte que h C A’ et que f(h) = f(I).

Comme (P, f) est une pyramide indicée au sens large, par définition,
on a bien qu'il existe h; et hy distincts dans P tels que h # hy, h # ho
et h = hy N he.

(b) = (a) :
Montrons que si la condition (1) ou (2) est satisfaite, alors h € P.

Si (1) est vrai : soit /' un palier de P de plus basse hauteur qui contient
i et j (les 2 points les plus éloignés de h selon 0), donc f(R) = o(i,7)

(b)
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et h C h'. De plus, i’ C h car
Yw ¢ h, Jy € h:o(w,y) > (i, j),

donc w ne peut appartenir a A/ puisque f(h') = o(i, j), on a donc que :

!
25;}:th¢hep.

Si (2) est vrai : h € P par définition d’une pyramide.

(b) & (c) :

Soit (P’, f') la pyramide obtenue par 9(c), par définition de P’, on
voit immédiatemment par équivalence suivante que la condition (b)
est équivalente & la définition des éléments de P’ par définition des
Pla) :

(b) & h={zecQ|(i,j) ehxh:Vyeh, o(zy) <alij)}
ah={zeQ|Weh, azy) <a} sia=a(ij) ()
9. 7f =17

Autrement dit, il faut montrer que f'(h) = f(h), Yh € P.
En effet, Vh € P = P, on a que

#'(h) = min(a € R¥ | h e P(a) = f'(h) = (i)
ot 0(s, §) = max(a(l, k) | (1, k) € h X h).
D'autre part, par définition de ¢,
o(i,5) = inf(f(h) | h € P, (3,5) € h x h) .

Comme i et j € h, on a que o(4,7) < f(h).

Soient z et y, les deux éléments de h les plus éloignés selon l'ordre 6,
comme o est pyramidal, on a o(z,y) = o(4, 7).

Or par définition de (4, 5), on a o (4, ) > o(z,y), d’out a(i,j) = o(z,y).

Montrons que o(z,y) = f(h).
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Si on avait o(z,y) < f(h), par définition de o qui est obtenu par
Iapplication ¢, on aurait

31’ plus bas que k: o(z,y) = f(h') = F(R) < f(R) .

D’autre part, par définition de 6, on aurait que A C k. En effet, A et
h contiennent tous les ¢léments compris entre z et y selon & et h ne
contient que ceux-ci, donc f(h) < f(') car P est une pyramide indicée
au sens large.

On obtient donc bien que f(h) = f(R') = o(z,y) = o(i,5). Comme on
peut faire ce raisonnement Vh € P, on a bien montré que

Vhe P, f(h)=o(i,j) = f'(h) .

Ainsi se termine la démonstration du théoréme de bijection, bien qu’elle
soit trés longue, elle est utile car ce résultat est important. En effet, on peut
maintenant affirmer que pour une pyramide indicée au sens large, on peut
toujours lui associer un indice pyramidal et inversement.

O

En reprenant la définition 3.1.4 d’un ordre donnant lieu & un croisement,
la proposition 4.1.2 et les résultats obtenus tout au long de la démonstration
de la proposition 4.2.1 précédente, le résultat suivant est obtenu facilement
en ayant ¢(P) = s.

Proposition 4.2.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
0 est sans croisement pour la pyramide P.

f est compatible avec P.

0 est compatible avec s.

M(s,0) est Robinson.




Chapitre 5

Hiérarchies et pyramides

5.1 Hiérarchies et pyramides saturées
Définition 5.1.1

Une hiérarchie ou une pyramide est saturée quand le nombre de ses paliers
est maximuin.

A partir de cette définition, on constate qu'une hiérarchie sur n objets
est saturée quand le nombre de ses paliers est égal & n — 1.

Par contre, une pyramide sur n objets est saturée quand le nombre de ses
paliers est égal au nombre maximum de distances differentes possibles entre
les objets, c’est-a-dire ﬂ%ﬁ
Il y a donc, dans une pyramide saturée, 3 fois plus de paliers que dans

une hiérarchie saturée.

Par exemple, pour n = 200, il y a 100 fois plus de paliers dans la pyramide
saturée que dans la hiérarchie saturée et I'utilisateur va avoir beaucoup de mal
4 interpréter une pyramide a 3@% = 19.900 paliers. Une telle constatation
est un inconvénient pour les pyramides et afin d’éviter cette difficulté, on est
conduit & chercher des pyramides non saturées.

La figure suivante illustre des exemples de hiérarchies et pyramides satu-
rées et non saturées.

56
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a bc d e a bc d e a bc d e a bc d e
Hiérarchie Hiérarchie Pyramide Pyramide
non saturée saturée non saturée saturée

5.2 Construction de pyramides non saturées

Afin de construire des pyramides non saturées, pour que les résultats
d’une classification pyramidale soient interprétables, on peut avoir recours a
deux stratégies différentes.

Premiérement, une solution est de partir d’une hiérarchie pour I’enrichir
de paliers qui la rende pyramidale sans créer d’inversions, ¢’est-a-dire qu’au-
cun palier n’est plus haut qu’un palier qui le contient.

Deuxiémement, on peut partir d’une pyramide saturée et supprimer des
paliers inutiles quand il y en a qui sont trop voisins. Ces deux méthodes sont
détaillées ci-dessous.

5.2.1 Pyramidisation d’une hiérarchie

Cette pyramidisation peut se faire en trois étapes :

1. Construire une hiérarchie a I’aide d’un indice d’agrégation 9.

9. Choisir un ordre 6 sans croisement (définition 3.1.4) pour cette hiérar-
chie.

3. Considérer toutes les classes consécutives selon ¢ en commencant par
les plus basses. Les réunir, afin de former un nouveau palier, chaque
fois que la hauteur de ce nouveau palier est inférieure a la hauteur du
plus bas palier de la hiérarchie qui le contient.
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Si les paliers ainsi obtenus sont trop nombreux et forment une pyramide

trop chargée, on utilise alors la deuxiéme stratégie devellopée dans la section
5.2.2 suivante.

Exemple :
Considérons la matrice de dissimilarité suivante :

Wy Wy Wz W4

Wao 0 2 4
Ws 0 1
Wy 0

Si on choisit l'indice d’agrégation de la distance maximum, on obtient
la hiérarchie de la premiére des figures suivantes et la seconde figure est la
pyramide résultant de la pyramidisation de cette hiérarchie.

AN
4 _____
3
2
1 -
—>
Hiérarchie de départ Pyramidisation de la

hiérarchie

FiG. 5.1 — Pyramidisation d’une hiérarchie.
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La pyramide qui est ainsi obtenue contient deux paliers de plus que la
hiérarchie de départ. En effet, les paliers hy et hg ont pl apparaitre successi-
vement car leur hauteur était plus basse que celle du plus bas palier qui les
contenait, & savoir le palier hy.

5.2.2 Hiérarchisation d’une pyramide

On part d’une pyramide, celle-ci induit un indice pyramidal et donc une
matrice de dissimilarité M (s, @) ot @ est un ordre associé a s.

En utilisant s, on peut rendre chaque triangle (w;, wy, wy) isocele avec la
base plus petite que les cotés en utilisant un nouvel indice de dissimilarité s’
tel que

s (wg, wy) = max(s(w;, wy), s(wj, wr)),

si s(w;, wy) n'est pas le plus petit coté du triangle (w;, wy, wy), (au lieu de
max, on pourrait aussi prendre le min).

Ainsi en reprenant exemple de la section 5.2.1 précédente avec la méme
matrice de dissimilarité , on transforme (wi, ws, ws) de la fagon suivante :

s(wy,we) =1 — s'(wy,we) =1,
s(we, w3) = 2 — s'(wy, w3) = 3 et
s(wy, ws) =3 — §'(wy,w3) =3 .

Chaque fois qu'un triangle est rendu isocéle, on se rapproche d’une hié-

rarchie. A la limite quand les C3 = y(—ng), triangles sont rendus isocéles, avec

la base plus petite que les cotés, 'indice s’ est une ultramétrique.

En pratique, on peut utiliser un algorithme de Hiérarchisation d’une Py-
ramide (HDP) mais il n’est pas utile de développer cet aspect d’autant plus
que le programme de classification pyramidale, présenté dans la partie pra-
tique de ce travail, ne permet pas d’obtenir une hiérarchisation.
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Exemple 5.2.1
Considérons la pyramide saturée donnée par le premier dessin de la figure
5.2 et la matrice de Robinson suivante qui lui est associée.

wp We W3 Wy

w 0 1 4 7
Wo 0 2 5
Ws 0 4

0

AN
7 7
6 §)
5 5
4 4
3 3
3 2
1 1
=
Wl W2 W3 W4 WI W2 W3 W4

Fic. 5.2 — Hiérarchisation d’une pyramide.

Le résultat de la hiérarchisation de la pyramide est donné par le deuxieme
dessin de la figure 5.2. La matrice de dissimilarité obtenue est la suivante.

w; Wz Wz W4
Wa 0 2 45
Ws 0 4.5
Wa 0
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L’égalisation de paliers la plus avantageuse est obtenue dans le triangle
(wa, ws, wy) car s(wy,wy) — s(wq,ws) = 1 est le plus petit écart. On ob-
tient de cette maniére une nouvelle pyramide ol les paliers (wy, w3, wq) et
(ws,wy) sont réunis en un seul & la hauteur 4.5. L'aréte qui reie ws au palier
(wy, w3, wy) devient alors inutile et on la supprime.

5.3 Suppression d’arétes inutiles : Epuration

L’épuration porte d’abord sur les paliers redondants, on élimine tous les
paliers qui sont inutiles pour la représentation visuelle de la pyramide. Au-
trement dit, on supprimera tous les paliers h € P tels qu’il existe WeP
avec f(h) = f(h'), I C h et qu'il n'existe pas de h” € P différent de h et
tel que k' C h”, la figure suivante illustre bien cette régle. De cette fagon, on
aboutit toujours & une pyramide indicée au sens large.

hll
hll
| ‘\h; hﬂ‘\h
h' = fovh” k' C het f(W)=f(h)
= h' n’est pas supprimé = h' est supprimé

Une autre forme d’épuration concerne les “arétes” de la pyramide. Une
aréte est le segment de droite qui relie un palier aux plus petits paliers qui
le contiennent (deux au maximum).

En effet, une fois 'épuration des paliers réalisée, on s’apergoit que certains
d’entre eux sont reliés par une aréte, a plusieurs paliers qu’ils contiennent. Un
exemple est donné par la figure 5.3 oll on voit que le palier h est relié par 4
arétes notées 1, 2, 3, 4 aux paliers Ay, ko, hg, hy. Ces arétes servent & montrer
I’inclusion d’un palier dans un autre, par exemple I'aréte 2 sert & montrer
I'inclusion du palier hg dans le palier h. Les arétes “extrémes”, comme 1 et
4 dans la figure 5.3, sont indispensables mais certaines arétes “Intérieures”,
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comme 2 ou 3 dans la figure 5.3, deviennent inutiles si I'inclusion est montrée
par un palier intermédiaire. Dans la figure 5.3, Paréte 3 peut étre supprimée
car elle est redondante avec laréte 4 qui relie hs & h par l'intermédiaire du
palier hy.

Une régle générale de suppression d’arétes peut étre la suivante : étant
donné un palier h, on supprime toutes les arétes “intérieures” qui relient plus
d’une fois ce palier avec les paliers qu’il contient.

Finalement pour 'exemple donné par la figure 5.3, les arétes 1 et 4 qui
sont extrémes doivent &tre conservées, I'aréte 3 doit étre supprimée et I'aréte
2 qui n’est reliée qu’une fois au palier h doit étre conservée.

FIG. 5.3 — Pyramide non epurée

Remarque : En pratique, algorithme présenté dans la deuxiéme partie de
ce travail permettra de faire ’épuration mais beaucoup plus simplement car
il suffira de fixé un seuil et toute pyramide de hauteur trop proche de celle
d’une classe un peu plus haute sera supprimée.



Deuxiéme partie

Approche Pratique
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Chapitre 6

Présentation du programme
HIPYR

6.1 Introduction

Le programme HIPYR est un module de classification symbolique dispo-
nible dans le logiciel SODAS 2. Ce programme est en développement constant
et a 6té créé dans le cadre du projet européen ASSO!. Ce programme est pro-
grammé en C et a été concu par Paula Brito de 'Universite de Porto.

6.2 Principes de la méthode

Les informations suivantes sur le programme de classification Hipyr sont
tirées des références [6] et [7] de la bibliographie.

Le module Hipyr est une méthode de classification hiérarchique ou py-
ramidale disponible dans le logiciel SODAS 2, il permet de construire une
hiérarchie ou une pyramide & partir d’un ensemble de données symboliques.

Le but général d’une méthode de classification est d’agréger des objets
(individus) similaires d’un ensemble de départ £ dans des classes homogeénes,
sur base de valeurs observées pour un ensemble de variables sur les individus.
Hipyr suppose donc qu’on dispose d’un ensemble d’entités appelées “indivi-
dus” (personnes, institutions, cités, objets, etc...) qu’on souhaite organiser
en une structure de classes imbriquées, c’est-a-dire une structure d’arbre.

! Analysis System of Symbolic Official data
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Les deux structures possibles, pour les classes obtenues par Hipyr, sont les
hiérarchies ou les pyramides.

Les individus, associés a des objets symboliques, peuvent étre décrits par
des variables quantitatives simples, intervalles, qualitatives simples, multiva-
luées catégoriques et/ou modales, des variables avec de différents types sont
permises. Si une matrice de dissimilartité est disponible, il est également
possible de 'utiliser pour une classification numérique.

La classification hiérarchique ou pyramidale se fait selon une approche
ascendante, c’est-a-dire de “bas” en “haut” : les objets les plus similaires
sont réunis ensemble, ensuite les classes les plus semblables sont rassemblées,
jusqu’a obtenir une classe unique rassemblant tous les éléments de B.

Le modéle de classification & utiliser, hiérarchique ou pyramidale, doit
stre choisi par I'utilisateur. Dans le cas hiérarchique, chaque niveau de la
structure correspond a une partition. Dans le cas pyramidal, & chaque niveau
on obtient une famille de classes empiétantes, ¢’est-a-dire un recouvrement et
toutes les classes sont des intervalles d’un ordre linéaire total sur £. D’ol, une
pyramide fournit & la fois une classification et une sériation sur les données,
(il y a un ordre sur les individus).

Comme le modéle pyramidal conduit vers un systéme de classes plus riche
que celui qui est produit par le modeéle hiérarchique, il permet I’identification
de classes que le modéle hiérarchique ne pourrait identifier et I'existence d'un
ordre compatible sur les objets conduit vers une structure qui est relativement
simple.

Pour faire la classification, deux approches sont possibles mais avant de
les décrire, introduisons deux définitions nécessaires.

Définition 6.2.1 (Voir référence [8])

Un objet symbolique est dit complet
e s'il est définit par toutes les propriétés qui caractérisent son extension
e ¢'il est le plus spécifique & remplir cette condition, (c’est-a-dire le moins
général).
Remarque : L’union préserve la complétude.
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Exemple 6.2.1 D’un objet symbolique complet.
Soit 1a matrice de données suivante :

Age Poids Seze
wy [ 20 45 F
Wo 50 55 F
wz | 30 50 F
wy \ 60 60 M

Un exemple d’objet symbolique non complet est 'objet a suivant :
a = [Poids = [40, 50]] A [Age = [20,50]] .

Son extension est telle que ext(a) = {wy,ws} et a n’est pas complet.

Un exemple d’objet symbolique complet est l'objet a' suivant :
a' = [Poids = [45,50]] A [Age = [20, 30]] A [Sexe={F}] .

Son extension est aussi telle que ext(a) = {wy,wz} et maintenant a est
complet.

En effet, les deux objets symboliques a et a' ont la méme extension et
contiennent tous les deux les propriétés caractérisant leurs éléments mais
a' est moins général que a tout en contenant une information suffisante et
pas inutile, son degré de généralité sera moins grand.

Définition 6.2.2 (Voir référence [4])

Qoit E l'ensemble des individus et soit s un objet symbolique complet repré-
sentant la classe p tel que son extension sur £ vaut ext(s|E) = p.
Alors, la paire (p, s) est appellée un concept.

Décrivons maintenant les deux approches de classification possibles :

1. La classification est basée sur ’ensemble des données symboliques cal-
culées sur des objets.

Dans ce cas, chaque classe formée est, par construction, associée & un
objet symbolique qui est une conjonction des propriétés sur les données
symboliques des objets de départ. Ce représentant de la classe constitue
une condition nécessaire et suffisante pour 'appartenance aux classes,
c’est-a-dire qu'il généralise les membres de la classe qu’il représente et
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aucun élément en dehors de la classe ne rencontre la description donnée
par cet objet symbolique. Les classes sont désormais des “concepts”
décrites a la fois “en extension”, par I’ensemble de leurs membres, et
“en intention”, par cet objet symbolique qui exprime leurs propriétés.

A chaque pas, la méthode définit un critére numérique supplémentaire
qui permet de choisir la “meilleure” agrégation parmi les agrégations
possibles. Ce critére est le degré de généralité qui, pour des va-
riables intervalles et catégoriques multivaluées, évalue la proportion du
domaine sous-jacent qui est couvert par un objet symbolique repré-
sentant une classe. Et pour des variables modales, ce critére évalue de
combien la distribution donnée pour une classe est proche d’une distri-
bution uniforme. Davantage de détails au sujet de ce degré de généralite
seront donnés en section 6.5.2.

Chaque fois qu’une classe est formée, deux mesures sont disponibles :
la valeur du degré de généralité de la classe formée et I'augmentation
du degré de généralité résultant de la formation de la classe.

9. La classification est basée sur une matrice de dissimilarité entre les
éléments de E.
Dans ce cas, ces dissimilarités doivent étre calculées par le module DISS
et la donnée d’entrée de HIPYR est un fichier contenant une matrice de
dissimilarité triangulaire. Ensuite, un algorithme classique de classifica-
tion hiérarchique ou pyramidale est appliqué, c’est-a-dire qu’a chaque
pas, les classes les plus similaires sont agrégées. Les différentes mesures
d’agrégation, qui évaluent les dissimilarités entre les classes, sont consi-
dérées, telles que le lien complet, le lien moyen, le lien simple ou le
diamétre.
Dans ce cas, les classes ne sont pas automatiquement associées a une
description discriminante.

Dans le premier cas, la description de chaque classe est donnée par 'objet
symbolique associé, chaque classe est définie par Iensemble de ses membres
et par sa description qui est un objet symbolique qui généralise ses membres.
Dans le second cas, seules les valeurs des dissimilarités sont disponibles, ainsi
aucune description n’est donnée pour les classes.

Une fois que la structure est terminée, une mesure de comparaison entre
les individus peut &étre obtenue, c’est une mesure de dissimilarité induite.
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Pour n’importe quel couple d’individus, la dissimilarité induite est égale a la
hauteur de la classe ot ils apparaissent ensemble pour la premiére fois quand
on explore la structure de bas en haut. Cette dissimilarité induite peut alors
8tre comparée avec les valeurs de la dissimilarité de départ ou du degré de
généralité obtenu directement & partir des données.

Si la hiérarchie ou la pyramide est construite & partir d’'une table de
données symboliques, nous obtenons une structure d’héritage, dans le sens
ol chaque classe hérite des propriétés associées & ses successeurs.

Cela va permettre de générer des régles entre les classes, deux méthodes
sont considérées :

e Méthode de fusion (seulement pour les pyramides) :

Soient (py, 1) et (p2, s2) deux concepts de classes dans la pyramide, et
soit (p,s) un autre concept tel que p = p1 N po. Nous pouvons alors
écrire la régle suivante :

S NSy =35 .

(Ppsy (po, 89

(p,s)

e Méthode de fission (pour les hiérarchies et les pyramides) :
Soit (p, s) un concept obtenu par la fusion de (p1, s1) avec (pq, S2), alors
p=p Upy et s = 81 U sp. Nous avons alors la régle suivante :

§= 81V 8g.

(p,s)

oo TL\ /ATQ

Les visualisations graphiques des pyramides ou des hiérarchies sont exé-
cutées par le module VPYR dans le logiciel SODAS 2.
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6.3 Epuration

L’épuration d’une hiérarchie ou d’une pyramide consiste & supprimer des
classes de la hiérarchie ou de la pyramide dans le but d’obtenir une struc-
ture qui est plus facile & interpréter, sans que la perte d’information ne soit
importante.

Soit une classe C avec un seul prédécesseur C' (car dans le cas des pyra-
mides une classe peut avoir jusqu’a deux prédécesseurs). Soit f la fonction
d’indicage. Supposons que f(C') — f(C) < € ou € > 0 est un seuil fixé, alors
nous pouvons supprimer C' de la structure, sans une grande perte. Le choix
de ¢ dépend du degré de simplification que nous souhaitons atteindre, un €
trop petit ne changera presque pas la structure mais un € grand la simplifiera
trop fort et enlévera beaucoup de classes. Habituellement, € sera un pourcen-
tage convenable de la hauteur maximum. Dans HIPYR, I'épuration peut étre
exécutée & partir de la représentation graphique. Une fois que cette représen-
tation est affichée, l'utilisateur a la liberté de demander une simplification
de la structure en choisissant le paramétre d’épuration € qu’il désire. Cette
option d'épuration est disponible dans la barre d’outils “Options”.

6.4 Sortie de HIPYR : données et représenta-
tions graphiques

L’algorithme de HIPYR produit en sortie un fichier .sds contenant & la
fois les données de départ et un nouvel ensemble d’objets symboliques : les
classes de la hiérarchie ou de la pyramide. Des résultats supplémentaires sont
fournis dans un fichier texte tels que :

e Fichier et options utilisés, (le critére et la base de données choisis).

e Liste des classes et pour chaque classe :

— les classes regoupées ensemble pour former la classe présente

— la liste de ses membres

— la valeur de I'indice de la classe (sa hauteur)

— 1'objet symbolique représentant la classe si la hiérarchie ou la py-
ramide est construite par une méthode de classification symbolique.
Alors, cette description symbolique constitue une condition néces-
saire et suffisante pour l'appartenance & la classe.
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e La valeur d’évaluation qui évalue I'ajustement entre la structure obte-
nue et les données originales, au plus bas est sa valeur et au mieux est
I’ajustement.

e La matrice de dissimilarité induite, si elle est demandée.

Une sortie graphique est également fournie par VPYR, plusieurs options
sont ensuite disponibles pour explorer la structure :

e Une classe est selectionnée en cliquant dessus. Aprés, 'utilisateur peut
obtenir la description de la classe en termes d’une liste de variables
choisies ou de sa représentation par un “Zoom Star”.

e L’utilisateur peut épurer la hiérarchie ou la pyramide en utilisant les
hauteurs d’agrégations comme un critére. Premi¢rement, le taux de
simplification doit &tre sélectionné, ensuite I'utilisateur doit cliquer sur
le bouton de simplification dans le menu et ceci ouvre une nouvelle
fenétre graphique dans laquelle se trouve un graphique de la pyramide
simplifiée.

e Si la hiérarchie ou la pyramide est construite & partir d’une table de

données symboliques, les régles, (de fusion et fission), peuvent étre gé-
nérées et sauvées dans un fichier spécifié.

e Sil'utilisateur est intéressé par une classe en particulier, il peut obtenir
une fenétre avec la structure restreinte a cette classe et a ses successeurs.

La figure 6.1 représente la fenétre qu’on obtient sur SODAS 2 lorsque
la classification est terminée. Il faut cliquer sur le symbole représentant un
texte pour obtenir le fichier texte et cliquer sur celui représentant un graphe
pour obtenir le graphique produit par VPYR.

=1olx|

ARTIFICIEL.SDS
€Y..slon 2.0%basesh

[ Hipyr
| Hierarchicst and Pyrsmidsl - [
| Clustering

F1G. 6.1 — Fenétre obtenue quand HIPYR a fini de tourner.
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6.5 Fonctionnement d’HIPYR

6.5.1 Classification classique

Soit E = {wi,...,w,} un ensemble d'unités (individus, groupes, ...) que
nous souhaitons classer. Dans cette situation ol la classification se base sur
une matrice de dissimilarité, I'algorithme classique de la méthode hiérar-
chique ou pyramidale ascendante est appliqué en utilisant un indice d’agré-
gation choisi & (la dissimilarité entre les classes).

Dans HIPYR, quatre options pour ¢ sont disponibles :

(a) le lien simple tel que la dissimilarité entre deux classes est la dissi-
milarité minimum entre les membres d’une classe et les membres de
I'autre classe,

(b) le lien complet tel que la dissimilarité entre deux classes est la dis-
similarité maximum entre les membres d’une classe et les membres de
Pautre classe,

(c) le lien moyen tel que la dissimilarité entre deux classes est la moyenne
des dissimilarités entre les membres d'une classe et les membres de
I’autre classe et

(d) le diamétre qui est tel que la dissimilarité entre deux classes est la
dissimilarité maximum entre les membres des deux classes ensemble.

Les classes d’unités sont construites de maniére récursive, c’est-a-dire qu’a
chaque pas, une nouvelle classe C' est formée par la fusion de classes appro-
pries C,, et Cg construites précédemment, selon la structure de classification
appropriée :

_ si la structure est une hiérarchie : aucune des deux classes n’a encore

été regroupée;

— si la structure est une pyramide : aucune des deux classes n’a encore
été regroupée deux fois, et il existe un ordre sur F tel que toutes les
classes formées précédemment, ainsi que C, sont des intervalles de cet
ordre.

Notons P; I'ensemble des classes formées aprés le pas ¢ et S; €S P,xP
I’ensemble des paires d’éléments de P, pouvant étre regroupés ensemble au
pas t + 1, selon le modéle choisi.
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Nous présentons maintenant un algorithme général de la classification
classique :

e Initialisation :
P(]: {{wi}, Vi = ].,...,ﬂ,}
Sg = Po X PD
e Agrégation :
Aprés le pas t, on a:
Ptz{ch:h:]-)"-am}
S, = {(Ch, C) € P, x P, : Cy, peut étre groupée avec Che }
Tant que E # P, :
Soit (a, B) : 6(Ca, Cp) = min{d(Ch, Cr) | (Ch, Cwr) € Se}
Alors Om+l = Oa U Cg

f(Crmy1) = max{8(Ca, Cp), f(Ca), f(Cp)}
By = BU{Cpi1}

6.5.2 Classification symbolique

La classification symbolique signifie que les hiérarchies ou les pyramides
sont construites sur base d’un ensemble de données symboliques. Dés lors,
Palgorithme présente certaines caractéristiques différentes du précédent. En
effet, chaque classe est une paire (C,s), appelée concept, qui est décrite “en
extension” par ses membres et “en intention” par leur description. Chaque
classe a une représentation symbolique automatique grace a un objet sym-
bolique.

Généralisation du représentant symbolique

Soient deux classes C et ¢ telles que C C C', notons s’ le représentant
de C' et s le représentant de C. Alors on dit que s est plus général que s sl
son extension contient Uextension de &', ¢’est-a-dire que s’ est plus spécifique
que s.
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La généralisation de deux objets symboliques s et ', déterminant s,
implique que s” est plus général que les deux s et s'.

s<sUéd et §<sUs

ext(s) C ext(sU §') et ext(s) C ext(sU ') .

La procédure de généralisation différe selon le type de variable : intervalle,
catégorique multivaluée, modale. Les trois cas sont décrits ci-dessous.

1. Variables intervalles :
Soit C7 une classe dont le représentant est

s1 = [y € [a1, bi]]
et Cy une autre classe telle que son représentant est
So = [y S [ag,bg]] ;

Si on regroupe ces deux classes pour obtenir C, alors son représentant
s est tel que

s = 81 Usy = [y € [min{ay, as}, max{by, ba}]] .

Exemple 6.5.1
Supposons que la variable intervalle représente le temps passé a lire son

journal.
Soit
s1 = [temps € [5,15]] ,
sy = [temps € [10,20]] ,
alors

s1 U sy = [temps € [5,20]] .
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2. Variables catégoriques multivaluées :
Soit C une classe dont le représentant est

s1=[y € V]
et Cy une autre classe telle que son représentant est
89 = [y S Vg] ;

Si on regroupe ces deux classes pour obtenir C, alors son représentant
s est tel que

S=81U52=[y€V1UV2] ;
Exemple 6.5.2

Supposons que la variable catégorique multivaluée représente les pro-
fessions existantes dans une société.

Soit
sy = [profession € { secrétaire, enseignant }] ,

sy = [profession € { employé }| ,

alors

$1 U 85 = [profession € { secrétaire, enseignant, employé }] .

3. Variables modales :
Deux possibilités sont proposées :
— prendre pour chaque catégorie le Maximum de ses fréquences
— prendre pour chaque catégorie le Minimum de ses fréquences

Soit {my, ..., mi} Pensemble des catégories d'une variable ¢ et notons
les fréquences des catégories p; telles que

Ospjélaj‘:la‘ak (p1++pk=1)

Soit C, une classe dont les fréquences de distribution sur des variables
discrétes sont

81 = [y S {ml(p}): v e :mk(p.'lc)}]
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et Cy telle que

Sg = [y & {ml(p%)a v :mk(pﬁ)}] '

(a) Généralisation par le Maximum :

Lorsqu’on regroupe ces deux classes en une seule classe C, la géné-
ralisation de 'objet symbolique par le Maximum consiste & prendre
les maximums des fréquences de la maniére suivante.

s1Usy = [y € {ma(0}),...,me(p) Uy € {ma(@d), ..., mi(wi)}]
=y ={m(p), ... mulpe)}] = s

avec p; = max{p;,p;} .
L’extension de s est alors telle que
ext(s) ={a:pf <pj, j=1,...,k},
cela s’appelle le principe “au plus”.

Exemple 6.5.3

Supposons que la variable modale représente les proportions d’em-
plois occupés par les différentes professions existantes dans une en-
treprise.

Soit

s1 = [Type de profession € {(0.3) administration, (0.7) enseignement}] ,
so = [Type de profession € {(0.6) admin., (0.2) enseig., (0.2) secrétariat}] ,
alors le nouveau représentant est le suivant :

s$1Usz = [Type de profession € {(0.6) admin., (0.7) enseig,, (0.2) secrét.}] .
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(b) Généralisation par le Minimum :

Lorsqu’on regroupe ces deux classes en une seule classe C, la géné-
ralisation de 1’objet symbolique par le Minimum consiste & prendre
les minimums des fréquences de la maniére suivante.

s1Us2 = [y € {ma(p}), .., mx(pi) U Iy € {ma(p1), - .., ma(p)}]
= [y € {mi(p1), ..., mu(pi)} = s

avec p; = min{pj,p?} :
L’extension de s est alors telle que
ext(s) = {a: p = pj, j=1,...,k},
cela s’appelle le principe “au moins”.

Exemple 6.5.4
En reprenant ’exemple précédent (6.5.3), on obtient comme nouveau
représentant, la solution suivante :

s1 U sy = [Type de profession € {(0.3) admin., (0.2) enseig.}] .

Maintenant une description exacte de la maniére dont on trouve le degré
de généralité est donnée au point suivant.

Mesure du degré de généralité

Dans le cas de variables symboliques on peut décrire la classe C' comme
stant I’ensemble de tous les éléments dont la valeur des variables est acceptée
par son objet symbolique s.

Plus formellement, pour chaque variable i, notons O; I'espace borné de
toutes les modalités prises par cette variable et V; I'espace des modalités
couvert par I’objet symbolique s pour la variable i. On peut alors noter

C=A[y; € Vi et Vi C O;.
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En considérant que la classification se fait sur base de i variables symbo-
liques, la régle générale du calcul du degré de généralité peut s'écrire de la
maniére suivante :

:—_—1@

P
m(V;
HG’ sis=Ae;.
(O i=1

Le degré de généralité G(s) représente donc la proportion d’espace couvert
par la classe C.

i=1

Selon que les variables soient intervalles ou catégoriques multivaluées, les
mesures m(V;) et m(0;) sont particuliéres, et pour les variables modales, le
calcul de G(s) est un peu plus complexe.

1. Pour les variables intervalles :
Dans ce cas-ci, la mesure de 'étendue d’espace couverte est telle que

m(V;) = maxV; —minV; .

Exemple 6.5.5

Considérons la description de groupes de personnes sur lesquelles ont
6té définies les variables “age” et “salaire”. La variable “age” varie de la
valeur 15 & 60, le variable “salaire” de 0 a 10000.

Prenons un groupe décrit par I'objet symbolique

s; = [age € [20,45]] A [ salaire € [1000,3000]] = e11 Aers -

Alors on obtient

45—20 25
G(En) = m = g = 0.55 et

3000 — 1000 2000
o) = - ~0.2
(e12) = o000 =0~ 10000 °

et 1a solution du degré de généralité de 'objet symbolique représentant
le groupe est la suivante :

G(s1) = 0.55 x 0.2 = 0.11 .
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2. Pour les variables catégoriques multivaluées :
La mesure de la proportion d’espace couvert se calcul de la maniére
suivante,
m(Vi) = #Vi .
Exemple 6.5.6

Considérons la description de groupes de personnes de I'UE par les
variables “sexe” et “nationalité”.

Prenons, en particulier, un groupe décrit par I’objet symbolique :

s1 = [sexe € {M}] A [nationalité € {Frangais Anglais}] = ey Aers .

On obtient

1
G(GH) = § =0.b et

2
G(elg) = 2—5 = 0.08.

Dés lors le degré de généralité de l'objet symbolique du groupe vaut
G(s1) = 0.5 x0.08 =10.04 .

3. Pour les variables modales :

(a) Généralisation par le Maximum :

La mesure du degré de généralité d’un objet décrit par les modaliteés
pVi = 1,..., k se calcule de la maniére suivante dans le cas ol les p;
ont été obtenues avec la généralisation par le maximum,

qui est le coefficient d’affinité, (Voir référence [9]), entre (s e D)
et la distribution uniforme.

G1(a) est maximum (=1) quand p; = 1/k,Vi =1,...,k, c’est-a-dire
une distribution uniforme.

Donc au plus la distribution d’un objet ressemble & la distribution
uniforme et au plus cet objet est général.
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(b) Généralisation par le Minimum :

Dans le cas ol les p; ont été obtenues avec la généralisation par le
minimum, on a que

P 1 kj

i=1

Ici encore, Go(a) est maximum (=1) quand p; = 1/k,Vi =1,...,k,
c¢'est-a-dire une distribution uniforme.

Méthode générale et algorithme

Soit E = {wy, ..., w,} 'ensemble des unités que nous souhaitons classer,
et s; I'objet symbolique associé a w;, Vi = 1,...,n. Il est supposé que tous
les (w;, 8;),Vi =1,...,n sont des concepts et I’ensemble initial des concepts
est justement {(w1,$1), ..., (Wn, Sn)}.

Soit s = sq U sg et G(s) le degré de généralité de s, alors les classes
C, et Cjg doivent remplir les conditions suivantes pour &tre groupées en une
nouvelle classe C' représentée par s :

a. C, et Cj peuvent étre agrégées ensemble selon la structure de classi-
fication désirée.
b. s est complet et s est plus général que s, et sp.

c. extp(s) = C, en d’autres termes, aucun élément de £ en dehors de C
n’appartient & 'extension de s, ¢’est-a-dire ne remplit pas les conditions
exprimées par s.

d. Un critére numérique est minimum, ce critére peut étre le degreé de
généralité de l'objet symbolique résultant s, G(s) ou 'augmentation
du degré de généralité.

Alors le concept correspondant & la nouvelle classe est (C,s). Si aucune
paire de classes Cy, Cg ne remplit les conditions a. et b., 'algorithme procéde
en essayant de grouper plus que deux classes & la fois (avec une adaptation
convenable des conditions de regroupement).

En utilisant le critére du degré de généralité minimum pour choisir parmi
les paires de classes Cy, Cjg remplissant les conditions a. et b., 'algorithme
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forme en premier des classes qui sont associées aux objets symboliques les
moins généraux.

La nouvelle classe C' est indicée par f(C) = G(s), la valeur du degré de
généralité de s. L’algorithme touche & sa fin quand la classe E est formeée,
laquelle correspond & un concept (£, s) pour un s convenable.

L’algorithme suivant construit une hiérarchie ou une pyramide indicée au
sens large, telle que chaque classe formée correspond & un concept.

Notons encore P, 'ensemble des classes formées aprés le pas ¢, notons
en plus @; Pensemble des concepts et Sy C P, x P, 'ensemble des paires
d’éléments de P, qui peuvent étre agrégées au pas ¢t + 1, selon le modéle
choisi. Pour simplifier la présentation de I’algorithme, nous supposerons que
S; # 0 & tous les pas.

e [nitialisation :
Ci :{wi} et f(Ct) =O, Vi = 1,...,’]’&,
Py = {{w;}, Vi=1,...,n},

QO = {(wll 31)3 vy (wn) Sn)}:
S() = PO X P().

e Agrégation :
Aprés le pas ¢, on a :
Pt= {Ch,h: 1,...,m},
Q,g = {(Ch,sh),h = 1, TE ,m}
S; = {(Ch, Cn) € P, x P, : Cy, peut étre groupée avec Cw}.
Tant que E # F; :
(%) Soit (, B) : G(8a U sg) = min{G(sp U sw) | (Ch,Cr) € St}
Si extg(sq Usg) = Co U Cp
Alors
Cpr =0 Gp
Sm4+1 = Sa U Sg
f(Crt1) = G(8a U sp)
Piy1 = PU{Cp}
Qi1 = Qe U{(Crmy1s Sm1)}
Sinon

St =5; \ (Ca, Cp)

Retourner en (x)
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Remarquons qu’il est également possible d’utiliser 'augmentation mini-
male de généralité comme critére d’agrégation des classes, a la place du mi-
nimum absolu du degré de généralité.

6.5.3 Le choix des paramétres

Maintenant que les critéres d’agrégation possibles ont ét¢ décrit plus clai-
rement, qu’il a été dit que 'on pouvait choisir une classification classique
sur base d’une matrice de dissimilarité ou une classification symbolique sur
base d’objets symboliques, montrons la fenétre des parametres, figure 6.2,
proposée sur SODAS 2 avant de pouvoir lancer le module HIPYR. On peut
premiérement choisir de suivre soit le modéle hiérarchique, soit le modeéle
pyramidale. Ensuite, il faut dire si on veut une méthode classique ou sym-
bolique et il faut choisir entre les deux critéres, soit le degré de généralité
minimal, soit ’augmentation du degré de généralité minimale. On peut éga-
lement obtenir la matrice induite si on le désire. Enfin, le module HIPYR
peut &tre lancé une fois que tous les paramétres sont bien fixés.

Hierarchical and Pyramidal Clustering

; Preferences
Build an: ‘B Hierarchy @® Pyramid
Default

Data source ¢ Dissimilitary malix & Symbolic objects Save

Pl

Aggregation function [ ﬂ

Generality Degree
Inciement on Geneidlity Dearee

I~ Select erdenvaiable

O Maximum Q Minimum [~ Use takonomies

 Modal variables generalization type v—‘ l»Taxonomp

Selection
[ [~ Select "best" classes

text file
’V(D Names O Label ["1 Best it [V Wiite induced maliix
= Variables T l Symbolic c;biacls ; Parameters 2y

| Save output in |
| Sodas file... | . QK | Cancel l Help I

FIG. 6.2 — Fenétre des paramétres pour le module HIPYR



Chapitre 7

Applications

Bien que HIPYR soit capable de fournir aussi bien des hiérarchies que des
pyramides, les applications traitées dans ce chapitre concerneront uniquement
les pyramides car c’est le sujet concerné dans ce travail.

7.1 La base de données artificiel.sds

Une premiére étude de classification pyramidale a été faite sur la base
de données artificiel.sds. Cette base contient une description de 10 huiles
différentes décrites par deux variables, “specific’ dont les valeurs s’étendent
de 0.5 & 12 et “freezing” qui varie de -6 a 6.

Comme il est intéressant de comparer la classification pyramidale avec le
critére du degré de généralité minimal et la classification avec le critére de
’augmentation du degré de généralité minimale, ces comparaisons vont étre
faites pour cette application.

Tout d’abord, on va commencer par la classification avec le critére du
degré de généralité minimal en montrant les différents résultats et la pyramide
obtenue, ensuite on fera la méme chose pour la classification avec le critére
de Paugmentation du degré minimale et enfin, on comparera les résultats
obtenus avec les deux méthodes.

7.1.1 Critére du degré de généralité minimum

Pour une analyse relativement compléte des caractéristiques des diffé-
rentes classes obtenues, le tableau suivant donne la hauteur des paliers ainsi

82
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que la valeur des objets symboliques des classes. Par contre pour connaitre
quels sont les éléments appartenant aux classes, il faut se reporter au gra-
phique de la figure 7.1 ol la construction des paliers est bien distincte.

Dans la section 6.5.2, il avait été dit qu’on attribuait aux paliers une
hauteur égale au degré de généralité, mais en fait pour plus de clarté dans
la représentation graphique les hauteurs d’agrégation données dans le listing
de sortie sont les degrés de généralité multipliés par 2.

Classe Hauteur Objet symbolique
d’agrégation

1 0.0869565 | s=[specific = [8, 10]] A |freezing = [1, 4]]
2 0.0869565 | s=[specific = [10.5, 12]] A [freezing = [2, 6]]
3 0.115942 | s=[specific = [8, 12]] A [freezing = [2, 4]]
4 0.126812 | s=[specific = [3, 5.5]] A [freezing = [2.5, 6]]
5 0.144928 | s=[specific = [3, 4]] A [freezing = [-6, 4]|
6 0.173913 | s=[specific = [8, 12]] A [freezing = [1, 4]]
i 0.181159 | s=[specific = [0.5, 5.5]| A [freezing = [3.5, 6]]
8 0.231884 | s=[specific = [8, 12]] A [freezing = (2, 6]]
9 0.253623 | s=[specific = [0.5, 5.5]] A [freezing = [2.5, 6]]
10 0.289855 | s=[specific = [8, 12]] A [freezing = [1, 6]|
il 0.333333 | s=[specific = [0.5, 12]] A [freezing = [4, 6]
12 0.416667 | s=[specific = [0.5, 12]] A [freezing = 3.5, 6]]
13 0.434783 | s=[specific = [3, 5.5]] A [freezing = [-6, 6]]
14 0.869565 | s=[specific = [0.5, 5.5]] A [freczing = [-6, 6]]
15 3 s=[specific = [0.5, 12]] A [freezing = [-6, 6]]

Suite & ce tableau, on peut déja remarquer que les paliers des deux pre-
miéres classes ont la méme hauteur. Cependant les objets symboliques repré-
sentant ces deux classes sont différents.

Apparemment, lorsqu’il faut choisir entre deux classes ayant le méme
degré de généralité, Ialgorithme agrége d’abord la classe dont I'objet sym-
bolique intervalle a une valeur minimum plus petite que celle de I'objet sym-
bolique de lautre classe. C’est-a-dire que par exemple, pour les classes 1 et
2, l'algorithme construit d’abord la classe 1 car les valeurs minimales des
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intervalles sont 8 et 1 tandis que pour la classe 2 les valeurs minimales des
intervalles sont 10.5 et 2, comme 8 < 10.5 et 1 < 2, la classe 1 est agrégée en
premier et puis on passe a la classe 2.

On a, comme prévu, la hauteur de la derniére classe qui vaut 1 car c’est en
fait le degré de généralité de cette classe et la généralité doit étre maximum
car c'est la derniére & étre construite et tous les éléments sont contenus
dedans.

Regardons maintenant la pyramide obtenue, elle fournit des informations
supplémentaires telles que 'appartenance des éléments aux classes.

Prenons par exemple la classe 6 qui est I'union des classes 1 et 3, en
reprenant les objets symboliques de ces deux classes on voit clairement que
P’objet symbolique de la classe 6 est bien I'union des objets symboliques des
deux classes 1 et 3, on a bien [8,12] = [8,10] U [8,12] et [1,4] = [1,4] U [2,4].
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FI1G. 7.1 — Pyramide obtenue avec le critére du degré de généralité minimal
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Afin de ne pas répéter la méme chose pour la description de chacune des
classes, laissons le tableau des données et la pyramide parler d’eux-mémes
car toutes les informations y sont contenues.

7.1.2 Critére de 'augmentation du degré de généralité
minimale
De la méme maniére que pour le point précédent, on dispose du tableau

fournissant les objets symboliques et les hauteurs des classes ainsi que de la
pyramide créée par VPYR.

Classe Hauteur Objet symbolique
d’agrégation

1 0.0869565 | [specific = [8, 10]] A [freezing = [1, 4]]

2 0.0869565 | [specific = [10.5, 12]] A [freezing = [2, 6]
3 0.115942 | [specific = [8, 12]] A [freezing = (2, 4]

4 0.173913 | [specific = [8, 12]] A [freezing = [L, 4]]

5 0.126812 | [specific = [3, 5.5]] A [freezing = [2.5, 6]]
6 0.144928 | [specific = [3, 4]] A [freczing = [-6, 4]

7 0.231884 | [specific = [8, 12]] A [freezing = [2, 6]

8 0.289855 | [specific = [8, 12]] A [freezing = [1, 6]]

9 0.181159 | [specific = [0.5, 5.5]] A [freezing = (3.5, 6]
10 0.253623 | [specific = [0.5, 5.5]] A [freezing = [2.5, 6]|
i 0.434783 | [specific = [3, 5.5]] A [freezing = [-6, 6]]

12 0.333333 | [specific = [0.5, 12]] A [freezing = [4, 6]]

13 0.416667 | [specific = [0.5, 12]] A [freezing = [3.5, 6]]
14 0.869565 | [specific = [0.5, 5.5]] A [freezing = [-6, 6]]
15 2 [specific = [0.5, 12]] A [freezing = [-6, 6]]

Ici encore, on voit bien qu'une classe qui est 'union de deux autres classes
a bien comme objet symbolique I'union des objets symboliques des deux
classes.

Prenons un exemple avec la classe 14 qui est formée par le regoupement
des classes 10 et 11 (voir le graphique de la figure 7.2). On a bien que son
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objet symbolique, [specific = [0.5, 5.5|| A [freezing = [-6, 6]], est 'union des
objets symboliques des classes 10 et 11.

P
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FIG. 7.2 — Pyramide obtenue avec le critére d’augmentation du degré de
généralité minimale

7.1.3 Comparaisons des deux méthodes

1l est évident que les deux pyramides précédentes sont trés semblables
mais il y a tout de méme une différence importante entre elles, il s’agit de
I'indicage des paliers. Bien que ’ensemble des paliers soit identique pour les
deux pyramides, on remarque que les paliers n’ont pas toujours été créés au
méme moment. Par exemple, le palier numéroté 4 n’est pas le méme dans
les deux graphiques, le palier 4 de la figure 7.2 correspond au palier 6 du
graphique de la figure 7.1.

Pour les deux méthodes, les classes 1, 2 et 3 sont identiques mais dans
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le cas du critére de Paugmentation minimale, les deux classes 1 et 3 sont
agrégées plus tot. En effet, leur union donne lieu a la classe 4 tandis qu’avec
le critére du degré minimal cette union forme la classe 6. Dans ce cas-ci, on
distingue clairement la différence entre les deux critéres, bien que le degré
de généralité de I'union des classes 1 et 3 ne soit pas minimal, c’est cette
union qui donne lieu & une augmentation de généralité minimale. On peut
considérer cette mesure d’augmentation comme une mesure de distance dans
le sens ol lorsqu’on utilise une distance d’agrégation dans la classification
classique, on ne cherche pas & agréger d’abord les plus petites classes ensemble
mais bien celles qui sont les plus proches méme si elles sont grandes.
Comme les ordres d’agrégation des deux méthodes commencent a étre
différents a partir de la classe 4, les classes qui suivent ne sont plus les mémes.

Développons particuliérement le cas des paliers 9 et 10 de la figure 7.1
et des paliers 10 et 8 de la figure 7.2. Dans chacune des pyramides ces deux
classes correspondent, la premiére & l'union des éléments perilla, sesam et
linseed et la deuxiéme 3 I'union de hog, beef, olive et camelia.

Le premier graphique étant obtenu par la méthode du critére de degré
de généralité minimal, on obtient d’abord la classe 9 au lieu de la 10 car les
degrés de généralité valent chacun :

5505 6-25 5 35 0.253623
_ - 39 _ 0126811504 = —2292%
Glso) =505 X616 115 12 . 2
et
12-8 6-1 0.289855
Glsio) = T X~ = 0144927536 = ~—— .

On a bien que G(s1) > G(sg), donc on agrége d’abord la classe 9.

Par contre dans le cas de la deuxiéme méthode, la classe 8 va se former
avant la classe 10 car le regroupement des classes 4 et 7 donnera lieu a une
moins grande augmentation de généralité par rapport & I’union des classes 5
et 9, en témoigne les deux valeurs calculées ci-dessous, (notons A(s;) 'aug-
mentation de généralité due & la formation de la classe 7).

Soit A(ss) = (G(ss) — G(s4)) + (G(ss) — G(s7))
= (0.289855 — 0.173913) + (0.289855 — 0.231884)
= 0.115942 + 0.057971 = 0.173913
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et A(s10) = (G(s10) — G(s5)) + (G(s10) — G(89))
— (0.253623 — 0.126812) + (0.253623 — 0.181159)
=(0.126811 + 0.072464 = 0.199275 ,

alors on a bien que A(sg) < A(sy) donc la classe 8 est agrégée avant la
classe 10.

Cet exemple peut &tre tout & fait intuitif rien qu’en regardant la pyramide.
En effet, les classes 7 et 4 ont déja deux éléments en commun et un seul
élément différent I'une de Iautre tandis que les classes 5 et 9 n’ont qu’un
élément en commun donc il semble logique que 1'agrégation des classe 5 et 9
donne lieu & une augmentation de généralité proportionnellement plus grande
que pour la classe 8.

Aprés Panalyse de cette application appuyée par plusieurs exemples, il ne
reste qu’une chose & dire & son propos. Il s’agit de remarquer, plus concréte-
ment, que les classes obtenues semblent assez logiques. On a les huiles ani-
males, (hog=porc, beef=boeuf), qui sont classées ensemble dés le début ainsi
que les huiles végétales (olive, camelia) et ensuite les huiles plus céréales sont
aussi classées entre elles, (cottonseed, perilla, sesam et linseed).

7.2 La base de données Ecotizicology.sds

La base de données Ecotizicology.sds comprend la description de 12 élé-
ments décrits par 13 variables intervalles et une variable catégorique simple.
La classification pyramidale a été appliquée a cette base de données, seule-
ment avec les variables intervalles, afin de donner un exemple dont les résul-
tats sont trés difficile 4 interpréter et en particulier parce que la pyramide
donnée par VPYR n’apporte rien a cause de hauteurs de paliers beaucoup
trop petites.

En effet, la réalisation graphique de la pyramide ne prévoit apparemment
pas les cas otl il existe beaucoup de paliers trés bas. Lorsque la pyramide est
créée, les hauteurs sont respectées et s'il existe des paliers trés bas, on obtient
une pyramide dans le méme genre que celle obtenue pour la classification des
données de ecotizicology.sds, voir la pyramide de la figure 7.3.

De plus HIPYR n’offre pas d’options pour lui dire de ne pas spécialement
respecter les hauteurs quand la pyramide est dessinée et si on veut ¢élargir
une partie de la pyramide pour mieux voir la construction des paliers, alors
on ne peut le faire que morceau par morceau.
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F1G. 7.3 — Pyramide obtenue avec le critére du degré de généralité minimal

Cette maniére plus fine d’analyser les choses a été appliquée et a révélé
qu'il n’y avait pas vraiment de structure car beaucoup de paliers sont regrou-
pés ensemble, en méme temps, dés le début. Le fait est qu'il y a quelques
paliers trés bas regroupant chacun beaucoup d’éléments de départ et qu’il
n’y a presque pas de paliers plus haut pour terminer la pyramide.

Si on obtient des pyramides du type de la figure 7.3, on peut déja supposer
que la classification pyramidale n’a pas donné de résultats concluants quand &
une structure dans les données de départ. On peut comparer cette situation
au chaining qui se crée dans une hiérarchie, en classification hiérarchique,
lorsqu’il n’y a pas de structure dans les données et que la hiérarchie regroupe
successivement tous les éléments.

Remarque : Dans certains cas ou le nombre d’éléments & classer est trés
grand, VPYR n’arrive pas du tout & faire la pyramide. Par exemple pour
la base temp-1974-1988.5ds qui contient 900 éléments, lorsque le programme
HIPYR est lancé, ni le listing de sortie, ni le graphique produit par VPYR
ne sont créés.
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7.3 La base de données car.sds

Cette application a été développée dans une optique particuliére, celle de
’épuration d’une pyramide saturée. Pour que I'épuration ait un intérét, il
faut travailler sur une base de données telle que la pyramide résultant de la
classification pyramidale soit difficile a interpréter lorsqu’elle est saturée.

La base de données car.sds a été choisie car elle donne lieu & une pyra-
mide difficile a interpréter & cause du nombre élevé de paliers. Les données
représentent 33 automobiles décrites par 8 variables intervalles et le nombre
de paliers obtenus pour la pyramide saturée s’¢léve & 419.

Une premiére pyramide est donnée figure 7.4 et représente la pyramide
saturée obtenue aprés la classification avec le critére du degré de généralité
minimal. Ensuite, la pyramide résultant de 1’épuration, avec un parametre
valant 0.05, est donnée figure 7.5.

La pyramide 7.4 est effectivement difficile a interpréter, les paliers nu-
mérotés de 1 & environ 300 ne sont pas distinguables et on ne voit bien les
recouvrements qu’a partir du moment ot les paliers sont déja numérotés dans
les 300. L’épuration dans un cas comme celui-ci est presque inévitable. Nous
avons, dans cette application, choisi un paramétre valant 0.05 mais on au-
rait pa également prendre 0.01 ou une autre valeur pas trop grande. Sile
paramétre est trop élevé, on risque de supprimer trop de paliers, déja avec
¢ = 0.05, on passe de 419 paliers a 52, mais on garde cette solution. En effet
la pyramide 7.5, bien que beaucoup plus allégée par rapport a la pyramide
7.4, reste toujours difficile & interpréter pour les premiers paliers donc avec
¢ < 0.05 on ne simplifiera peut-étre pas assez tandis qu’avec un € > 0.05, le
nombre de paliers va certainement trop décroitre, donc on travaille avec 0.05
comme paramétre d’épuration.

Un inconvénient de HIPYR réside dans le fait que lorsque I’épuration
est faite, il n’est pas possible d’obtenir un nouveau fichier de sortie ot on
pourrait obtenir la description des classes restantes apreés I’épuration, on ne
sait pas dire & quels paliers de départ correspondent les paliers restants. De
plus, comme la base de données utilisée désigne les voitures par des labels,
on ne sait pas dire, sur base de la figure 7.5, quelles voitures sont regoupées
entre elles. Cependant, le but de cette application n’étant pas la classification
elle-méme, nous n’analyserons pas les 419 classes décrites dans le fichier de
sortie.
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FiG. 7.4 — Pyramide saturée obtenue avec le critére du degré de généralité

minimal



CHAPITRE 7. APPLICATIONS 92

)

45
%
&

52
B

a1

%@%% "

A

%%

%

FIG. 7.5 — Pyramide épurée obtenue avec un niveau de précision de 0.05.
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7.4 La base de données microorganisms.sds

Les données contenues dans la base microorganisms.sds représentent 10
micro-organismes décrits & 'aide de 4 variables catégoriques multivaluées.

Un dessin des éléments de cette base est donné par la figure 7.6 et ensuite
une description des variables sera fournie par la table 7.1.

F1G. 7.6 — Les micro-organismes

La description des variables fournie par SODAS 2 est celle qui a été
donnée, en 2000, par Verde, De Tenorio et Lechevallier. Les variables peuvent
prendre les différentes modalités détaillées ci-dessous :

— parties du corps = (triangle, rectangle, cercle) = 3 modalités

— taches du corps = (dessus, dessous, droite, gauche) = 4 modalités
— texture = (noir, blanc) = 2 modalités

— type de queue = (dessus, dessous, droite, aucune) = 4 modalités



CHAPITRE 7. APPLICATIONS 95

’ o % 9

4 o % P

F1G. 7.8 — Pyramide obtenue avec le critére d’augmentation du degré de
généralité minimale



D o

CHAPITRE 7. APPLICATIONS 96

Grace a la simplicité des pyramides obtenues, 'analyse des résultats est
assez facile & faire car on peut distinguer les différences et ressemblances
rien qu'en les observant. Mais afin de présenter plus clairement les résultats
obtenus et de permettre une analyse plus formelle des résultats, une liste
des hauteurs des paliers obtenues pour les deux méthodes est donnée par le
tableau 7.2. Ces valeurs proviennent du fichier de sortie fournit par HIPYR
dans lequel sont disponibles les descriptions des classes.

Degré de généralité | Augmentation du degré de
minimal généralité minimale
Classe Hauteur Classe Hauteur
d’agrégation d’agrégation

1 0.0416667 1 0.0416667
2 0.0625 2 0.0625
3 0.0833333 3 0.125
4 0.0833333 4 0.0833333
5 0.125 5 0.0833333
6 0.125 6 0.125
7 0.125 T 0.125
8 0.125 8 0.125
9 0.1875 9 0.1875
10 0.25 10 0.25
i 0.25 5} 0.25
12 0.375 12 0.375
13 0.375 13 0.375
14 0.375 14 0.375
15 0.5 15 0.5
16 0.5 16 0.5
17 0.75 17 0.75
18 | 18 1

TAB. 7.2 — Hauteurs des paliers pour les deux méthodes
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Suite & ce tableau, développons quelques exemples d’agrégation de classes
pour vraiment bien comprendre comment fonctionne HIPYR

Remarquons tout d’abord que dans les deux cas, les classes 1 et 2 sont
identiques. Effectivement, il semble logique que ces classes soient formées en
premier puisque les éléments @ et b ne différent que pour deux modalités (voir
table 7.1) et les éléments b et 4, pour trois modalités.

Prenons I'exemple des paliers 3 et 7 de la figure 7.7 et des paliers 3 et 4
de la figure 7.8 pour comparer les différences entre les ordres de construction
des paliers pour les pyramides obtenues avec les deux critéres.

Dans la figure 7.8, le palier 3 est créé avant le palier 4 car son augmen-
tation de généralité est moins grande. Par contre, observons dans le tableau
7.2 les degrés de généralité des paliers 3 et 7 de la figure 7.7 afin de montrer
pourquoi le palier 3 se forme avant le palier 7 contrairement & la figure 7.8.
En effet, le degré de généralité de la classe 3 vaut 0.0833333 tandis que la
généralité de la classe 7 vaut 0.125, c’est donc bien la classe 3 qui doit étre
formée en premier car son degré de généralité est moins élevé.

Maintenant, analysons la formation des classes 10 et 11 des deux pyra-
mides obtenues avec les deux méthodes.

Lors de la classification avec le critére d’augmentation de généralité mi-
nimale, voir figure 7.8, la raison pour laquelle la classe 10 est formée avant le
palier 11 est évidente. En effet, ces deux paliers ont la méme hauteur et bien
que la classe 10 soit formée par des classes plus générales, (la classe 9 de hau-
teur 0.1875 et la classe 3 de hauteur 0.125), Pintersection de ces classes est
proportionnellement plus grande que celle entre les paliers 4 et 7. En effet les
classes 9 et 3 contiennent chacune trois éléments et en ont deux en commun,
ceux de la classe 1. Par contre, les classes 4 et 7 contiennent chacune deux
¢éléments et n’en ont qu'un en commun, [’élément d. Donc le regroupement
des classes 3 et 9 donne lieu & une moins grande augmentation de généralité
lors de la formation de la classe 10 que lorsque les classes 4 et 7 forment la
classe 11.

Par contre, 'ordre de construction de ces deux classes est inversé dans
le cas de la classification avec le critére de degré de généralité minimal, voir
figure 7.7. Comme le critére d’agrégation ne repose que sur le fait que la
généralité soit minimale, lorsqu'il tombe sur deux classes, 10 et 11, ayant le
méme degré de généralité, il prend d’abord la classe 10 formée par des classes
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trouvées plus tot, 3 et 5, et ensuite choisi la classe 11 formée par des classes
obtenues plus tard, 9 et 7.

Les descriptions de cette application faites au sujet de la formation de
certains paliers doivent suffire & bien comprendre comment fonctionne la
classification pyramidale et la formation d’une pyramide.



“arbres épais”, des “guirlandes” ou encore une courbe. Il est aussi possible de
développer des problémes d’optimisation visant & trouver la meilleure pyra-
mide sous la forme de la recherche de I'indice pyramidal ayant la meilleure
adéquation avec une distance donnée par l'utilisateur.
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