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Résumé

Nous considérons un probléme d’équilibre qui inclut notamment les inéqua-
tions variationnelles, ’équilibre de Nash dans les jeux non coopératifs, l'opti-
misation vectorielle et le probléme de complémentarité. Nous étudions une mé-
thode pour résoudre des problémes d’équilibre qui est basée sur la formulation
du point fixe. Nous présentons une légére modification de I’algorithme précé-
dent qui prend en compte une recherche linéaire. Nous montrons que de tels
problémes sont des cas praticuliers de probléme d’admissibilité convexe avec un
nombre infini d’ensembles convexes. Pour résoudre ces problémes, nous utili-
sons des algorithmes de projections pour des problémes d’admissibilité convexe.
Ceux-ci peuvent étre modifiés afin d’améliorer leurs propriétés de convergence
en réalisant la convergence globale. Nous présentons un algorithme de projec-
tion avec la stratégie de controle de la contrainte la plus violée. Et finalement,
nous montrons une variante de 1'algorithme précédent en utilisant les projec-
tions approximatives au lieu des projections exactes. Pour chaque algorithme,
nous effectuons une étude de la convergence.



Abstract

We consider equilibrium problems which include variational inequalities,
Nash equilibria in noncooperative games, vector optimization and complemen-
tarity problems for instances. We study a method to solve equilibrium problems
based on the fixed point formulation. We present a slight modification of the
previous algorithm which considers a line search. We show that such problems
are particular instances of convex feasibility problems with infinitely many
convex sets. To solve these problems, we use projection algorithms for convex
feasibility. There can be modified in order to improve their convergence proper-
ties mainly achieving global convergence. We present a projection algorithm
with a most violated contraint control strategy. And finally we show a variante
of the previous algorithm using approximate projections instead of exact ones.
We include full convergence analysis of these algorithms.
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Introduction

Nous considérons un probléme d’équilibre de la méme forme que celui in-
troduit par Blum et Oettli [3]. Ce probléme d’équilibre inclut un grand nombre
d’autres problémes comme :

— les inéquations variationnelles,

'équilibre de Nash dans les jeux non coopératifs,
— la minimisation vectorielle,
— le point fixe,

Notre objectif est de présenter et d’étudier la convergence de plusieurs al-
gorithmes pout résoudre un probléme d’équilibre.

Le premier chapitre est une introduction du probléme d’équilibre compre-
nant la définition et Péquivalence entre ce probléme et le probléme de mini-
misation convexe, le probléme du point fixe, 'équilibre de Nash, le probleme
d’inéquation variationnelle, le probléme de complémentarité, - -

Ensuite, dans le chapitre suivant, nous définissons une premiére maniere
de résoudre ce probléme utilisant la formulation du point fixe. Mais comme
cette technique n'est pas pratique & appliquer, nous devons définir un pro-
bleme d’équilibre auxiliaire. A partir de ce second probléme, nous adaptons
la résolution vue auparavant. Nous étudions aussi la convergence de cet algo-

rithme.

Nous présentons également 'approche de la fonction gap couplée au pro-
bléme d’équilibre auxiliaire afin de définir une autre maniére de résoudre le
probléme d’équilibre. Pour celle-ci, nous définissons un algorithme de recherche
linéaire qui utilise une direction de descente.



Le quatridme chapitre est consacré & 1'étude du probléme d’admissibilité
convexe ainsi qu’au lien reliant ce dernier au probléme d’équilibre.

Ensuite, nous présentons un algorithme de résolution du probléme d’admis-
sibilité convexe basé sur une méthode de projections successives exactes avec
la stratégie de contréle de la contrainte la plus violée. Nous étudions également
les propriétés de convergence de cet algorithme.

Le chapitre six est la résolution du probléme d’admissibilité convexe a l'aide
d’un algorithme plus complexe. Celui-ci améliore le précédent en utilisant les
projections approximatives au lieu des projections exactes. Et nous finissons
ce chapitre par I’étude de la convergence.

Ce travail est essentiellement basé sur les articles [4], [5], [7], [8].



Chapitre 1

Définition du probléme
d’équilibre

1.1 Définition

Définition 1.1.1
Un probléme d’équilibre est défini comme (EP) :

trouver x* € K telque f(z*,y) >0 Vye K

ot
1. K est un sous ensemble fermé conveze non vide de IR".
2. f: K x K — IR est une fonction continue satisfaisant
P1: f(z,z)=0,Vz € K. (H1)
P2 : f(z,"): K — IR conveze Vz € K. (H2)

1.2 Exemples de problémes d’équilibre

Nous analysons en détail six problémes (le probléme de minimisation, le
probléme de point fixe, le probléme du complémentaire, le probléme d’équilibre
de Nash, le probléme d’inéquation variationnelle et le probléme de minimisa-
tion vectorielle).

1.2.1 Le probléme de minimisation convexe

Définition 1.2.1
Soient h : IR® — IR une fonction conveze et K C IR™ un ensemble fermé



conveze.
Le probleme de minimisation conveze est défini comme (OP) :

trouwver z* € K tel que  h(z*) < h(y) Vye K.

Ramenons ce probléme 4 un probléme d’équilibre :
En effet : prenons f(z,y) := h(y) — h(z) Vy e K.
La définition du probléme d’équilibre devient :

trouver * € K tel que flat,y) =0 Yy € K
trouver z* € K tel que h(y) — h(z*) >0 Vye K
trouver z* € K tel que h(z*) < h(y) Yye K

Veérifions que les hypothéses du probléme d’équilibre soient satisfaites :
1. K est un sous ensemble convexe fermé non vide de IR™.
2. f: K x K — IR est une fonction continue qui vérifie :

Plz flz,z)=0 ¥z € K.
En effet : f(z,z) = h(z) — h(z) = 0.
P2: f(z,-): K — IR est convexe Vz € K.

En effet : f(z,) = h() — h(z) est une fonction convexe car h est
S~

IR

convexe.

1.2.2 Le probléme du point fixe

Définition 1.2.2
Soient T' : K — K un opérateur continu et K C IR™ un ensemble fermé

conveze.
Le probléme du point fize est défini comme (FizP) :

trouver z* € K tel que 2" =T(x").

Ramenons ce probléme & un probléme d’équilibre :
En effet : prenons f(z,y):= (x —T(z),y —x) Va,y € K.




1. Montrons que FixP = EP.
Soit z* € K tel que z* = Tz*. Alors pour tout y € K,

fle*y)=(a" - Ta* ,y—a") >0

0 car x*=Tx*

Vérifions que f(z,z) = 0.
He,z) = {x = T{z),z— zy=0.

Donc, nous avons un EP comme souhaité.

2. Montrons que EP = FixP.
Posons y* = T'z*. Nous avons alors successivement

0.< flahy?) = (o —Ta*y" —o*)
EP
= {p* —Ta*To* —a”)

= —flo* - 7o

Par conséquent ||z* — Tz*||? = 0 et donc o* = Tz*.

1.2.3 Le probléme du point fixe multivoque

Définition 1.2.3

Soit T : IRN — P(IRY) un opérateur multivoque continu tel que K N T (z)
est un ensemble compact conveze non vide pour tout x € K.

L'extension du probleme du point fize est définie comme (XFizP) :

trouver o* € K tel que x* € Ta™.



Lemme 1.2.1
Soient D un ensemble conveze et compact et K un ensemble conveze.
Soit p : D x K — IR une fonction concave, semi-continue supérieurement
dans le premier argument et conveze dans le second argument.
Supposons que
Ig}e%cp(f,y) >0 WeK

Alors 3€* € D tel que p(§*,y) >0 Vy € K.

Preuve :

Supposons par ’absurde que la conclusion n’est pas vraie,
VéEeD dyeK e>0 telque p(€y) <—¢
Les ensemble ouverts
S(yie) :={6eD:py)<—¢t yeK,e>0

couvrent ’ensemble compact D

Alors il existe un ensemble de sous recouvements finis S(y;, €;), 1 =1,...,m.

Soit € := min, €.
Alors
DT U S(yii 5)7
1
il suit que
minp(€,3) < —¢ VE € D.

Puisque les fonctions p(-,y;) sont concaves, il suit d'un résultat d’analyse
convexe [9] (Théoréme 21.1) qu'il existe des nombres réels

w0 1=1,...,m

avec

> pi =1 tel que > wip(&, ) < —€ VEED.

Puisque p(£,-) est convexe, cela implique que p(§,y) < —¢ V§ € D avec
g = Y, iyi. Or maxeep p(€,y*) < 0, il y a donc contradiction avec I’hypo-
thése du Lemme. o



Ramenons ce probléme a un probléme d’équilibre :

En effet : prenons f(z,y) := max ¢cpzni (=&Y — z) Va,y € K et remar-
quons que pour z* € K, on a

f@*,y) >0 VyeK
Si on utilise la définition de f(z*,y), on obtient

Vye K ¥ —&y—z*) >0
VEK g ey a)2

Si on applique maintenant le Lemme 1.2.1,
3Ee KNT(z*) telque (a* —&y—2*)>0 VyekK

Comme c’est vrai pour tout y et donc en particulier pour y = E,ona:
P Yy )

(m*fg&é_m” = 0
—|l=*~&l = 0
lz* =& = 0

¥ = &

Par conséquent z* € T'z*.

1.2.4 Le probléme d’équilibre de Nash dans des jeux non co-
opératifs

Soit I un ensemble fini (I'ensemble des n joueurs). Pour chaque i € K,
considérons un sous ensemble non vide fermé convexe K; de R™ (I’ensemble
des stratégies du i*™® joueur).

Soit K := [[;c; Ki-

Vi € I, on considére une fonction f; : K — IR convexe en chacun de ses
arguments (la fonction perte du i*me joueur dépendant des stratégies de tous
les joueurs).

Pour chaque x et y € K, on définit :

- (x(ys));=m; sij#i
v {(ﬂmﬂr#w sid=j



Définition 1.2.4
Le probleme d’équilibre de Nash dans des jeuz non coopératifs est défini comme

trowver x € K tel que fi(z) < fi(z(y)) Viel etVye K.

(i.e. aucun joueur ne peut réduire sa perte en étant le seul & modifier sa, stra-
tégie).

Ramenons ce probléme a un probléme d’équilibre :
Pour cela, définissons f: K x K — IR par

flzy) = (i@, 5) — fi(e))

i€l

ot a* est le vecteur composé des vecteurs stratégies x; avec j # 1.

Alors z* est un équilibre de Nash si et seulement si x* correspond & un pro-
bléme d’équilibre.
En effet, si fi(z*) < fi(z*(v:)) Vs € K, nous obtenons

f@*y) 2 0.

En effet en utilisant la définition de la fonction, on a

3 ( filew) - filz?) ) 20

el >0 car fi(.”;:)ﬁfi(m*(yi))

Vérifions que f(z,z) =0, ie.,

faw) = (fileh o) —fi@) = Y (fila) - fila)) = 0.
¢ fil) '

1.2.5 Le probléme d’inéquation variationnelle

Définition 1.2.5

Soit K un sous ensemble conveze fermé de IR™.

Soit T+ K — IR™ une fonction continue.

Le probleme d’inéquation variationnelle classique (VI) est défini comme

trouwver ¥ € K tel que (Ta*,y—2*) >0 Yye K.



Ramenons ce probléme i un probléme d’équilibre :

Pour cela, prenons la fonction suivante
f(:v,y) = (T(ﬂ’):y - .ﬁ‘)) Vﬂ'ay € K.
Par la définition du EP, il faut trouver
z* e K tq f(z*,y) = (T(z*),y—2") >0 Vye K.

Vérifions que les hypothéses de la définition du probléme d’équilibre sont sa-
tisfaites :
1. K est une ensemble convexe fermé non vide de IR™.
2. f: K x K — IR est une fonction continue qui vérifie

Pl : f{z,z) ={Ta*,a*— o*) = {Te*,0) =0 VYe& K

P2: f(z,))={Tz, - —a) = (Tz, ) — (Tz,x) est convexe Vz € K.

1.2.6 Le probléme d’inéquation variationnelle multivoque

Définition 1.2.6

Soit T : K — P(IR™) un opérateur continu tel que T'(z) soit non vide, compact
pour tout © € K.

On considére le probléme d’inéquation variationnelle généralisé (GIV) ou K
est un ensemble conveze fermé non vide de IR™ :

trouver z* € K & e€T(z*) telque (y—2*)=>20 VyekK.

Ramenons ce probléme & un probléme d’équilibre :

Nous montrons maintenant qu'il est possible de ramener un GIV & un EP et
vice-versa.
Pour cela on considére la fonction

flz,y) = gégf;(&y — ).

1. Montrons que GIV — EP.
En effet, soient a* et £* résolvant GIV alors on a

0<{hy—a") < spégxt(ﬁ*,y —-2*) = f(a*y) VyeK.



Vérifions maintenant que les hypothéses de la définition soient satisfaites :
1. K est un ensemble convexe fermé non vide.
2. f: K x K — IR est une fonction continue vérifiant

P1: f(z,z) = max({,0) = 0.

P2: f(z,-) = max{{,  —z) = max[(£, ) — (£, x)] est convexe Vz € K.

Nous obtenons alors que z* satisfait le probleme d’équilibre.

2. Montrons que EP — GIV.
En appliquant le Lemme 1.2.1 avec

(a) D :=T2* un ensemble convexe et compact,
(b) K un ensemble convexe,

(c) une fonction p concave, semi-continue supérieurement dans le pre-
mier argument et convexe dans le second avec p(§,¥) := (§,y — z*),
vérifiant

max p(€,y) = max (£, —a*) = f(z*,y) 0.

>
teTa* £eTa* ~—
déf de EP

Alors 3% € Tz* tel que p(€*,y) = (£5,y —2*) = 0.

1.2.7 Le probléme de complémentarité
Soient K  IRY un cone convexe fermé et
Kt :={zeR": (z,y) >0 Vye K}

son cone polaire.

Définition 1.2.7
Soit T : K — IR™ un opérateur continu.
Le probléme de complémentarité est défini comme (NCP) :

trowver z* € K tel que T(z*) e K (T(z*),z") =0.

Ramenons ce probléme a un probléme d’équilibre :
En effet : prenons f(z,y) := (T(z),y —z) Va,y € K.

10



1l est facile de voir que le probléme NCP est équivalent au probléme d’inéqua-
tion variationnelle (VI) suivant :

trouver z* € K tq (T(z*),y—2*) >0 VyeK.

1. Montrons que NCP = VI
Soit z* € K tq Ta*e Kt (T(a*),z*)=0.
Alors pour tout y € K,

(Ta*y —o*) = (Ta*,y) — (T2*,a%) = (Tz",y) 2 0,
0

car Tz* € KT et donc on a que (Tz*,y) >0 Vye K.

2. Montrons que VI = NCP
Soit z* € K et (Tz*,y—2a*) >0 Vye K. Considérons y := 2z* et
y := 0, alors nous obtenons respectivement

(T, 20% — a*) = (Ta*,2*) 2 0,
(Tz*, —z*) = —(Tz*,z™) > 0.

Et donc
(Tz*, a™) =0,

Comme
(Tx*,y) = (Tx*,y — z*) + (Ta*,a*) > 0,
20 =0
x* résout NCP.

1.2.8 Le probléme de minimisation vectorielle

Considérons 'ordre partiel dans IR™ donné par

=<y ssiy—zxzel
r<y ssiy—azeint(C)

Soit ' ¢ X = IR™ un cone convexe fermé avec un intérieur non vide

ct={yeR™: (z,%) >0 VzeCl}

11



ot F: K — IR™ une fonction continue C-convexe.

Définition 1.2.8
Le probleme de minimisation vectorielle est défini comme (VectOP) :

trouver z* € K tel que F(z) A F(z2*) Vz e K.

Avant de ramener ce probléme & un probléme d’équilibre, nous avons un
résultat qui sera utile pour la suite :

Proposition 1.2.1

*
deint(C) < Tflf OI (z,d) > 0.
zl|l =

Preuve :

deint(C) = Ja>0 d+aB CC on Bjestla boule unité.

D'ou
Ye € Bl
Vze C* (z,d+oae)>0.
2]l =1
En prenant e = —z € By, l'inégalité précédente devient
(2,d — az) > 0.

A partir de cette derniére inégalité, nous remarquons
(Z:d - ()42) = (Zud) - (X(Z,Z) =0,
ce qui est équivalent a
(z,d) > a|z||* =a>0.

——
1

12



Ceci conclut la premiére partie de la preuve.
<=

min (z,d) = (z,d) > 0 avec Z € C* et ||Z|| = 1.
zEC*

llzll=1

Soit &« = (z,d) > 0. Alors d+ aB; C C.

En effet,
Vze C*
lzl =1 {z,d+ ae) =(z,d) + alz,e) > (z,d) — a ||z| =(Z,d) —a>0.
Ve € By =1

La premiére inégalité suit d’une part du fait que
(2,d) > (z,d)
et d’autre part du fait que

2]l = sup (z,9),
lyll <1

ce qui implique
2]l > (2, —e) = —(z,¢).

Ramenons ce probléme a un probléme d’équilibre :
Soit D =C*tN{z : ||z|| =1} et prenons

f(z,y) = lzléabX(z, F(y) — F(z)).

Montrons que VectOP <= 3Ja* € K telque f(z*,y) 20 Vye K.
On a que C** = C car C est un cone fermé convexe.

Montrons cette équivalence par l'absurde :
Supposons que notre probléme ne résout pas la relation VectOP, i.e.,

JyeK tq F(y) < F(z").

13



En utilisant la définition de ordre partiel
dye K F(z*)— F(y) € int(C).
Ensuite, par la définition de la Proposition 1.2.1

Vz e C*

HyEK (Z)F(y)—F(&’*))<O:
[zl =1
ce qui est équivalent &
Jye K max (2, F(y) — F(z*)) < 0.

zeC*, ||z||=1, compact

Et donc par la définition de f

dJye K f(z",y) <O0.

14



Chapitre 2

Principe du probléme auxiliaire
et probléme d’équilibre

2.1 Le probléme d’équilibre auxiliaire

2.1.1 La formulation du point fixe

Nous commengons par démontrer un résultat de Mastroeni [6] qui affirme

I’équivalence entre la formulation minimax et la formulation du point fixe.

Lemme 2.1.1
Soit f: K x K — IR avec f(z,z) = 0 pour tout x € K.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) EP : Il existe un z* € K tq f(a*,y) > 0 pour tout y € K.

(it) Formulation minimax :

min {sup {—f(:u,y)}}z().

zeK yeK

(iii) Formulation du point fixe : 2* € K est une solution du probléme

min f(z*,y).
y(léKf( aJ)

Preuve :
L. (i) = (i) :
Nous avons par hypothése du probléme d’équilibre que f(z,z) =0,Vz €

15



o < V ‘ (
].n.f{f('b,'q) 0 T € I

et en prenant le supremum sur z de la relation ci-dessus, comme elle est
vraie pour tout z,

sup {mf f(z, y)} <0. (2.1)

z€EK yek
Mais comme z* € K,

stip {ingf(m,y)} > inf f(",0).

zeK yeF

Et d’autre part, 'hypothése (¢) implique
flz*,y) >0 Vye K = yi(rfl}f(f(:r:*,y) > 0. (2.2)

Nous obtenons alors, en mettant en commun (2.1) et (2.2)

0 < inf f(z* < f < 0.
=y ik f(x*y) < sup {J}; [ (=, y)} &
(2.1) (2.2)

Et donc
sup {111f i, y)} =0.

€K yek
Le point (i) est alors vérifié :

min sup[—f(z,y =

mi {M[ ( )1}

. ) = U] 2

1l suit de I’hypothése (ii) qu'il existe un z* € K tel que

yei yekK

sup{—f(z*,y)} = mm{bup{ Flom, y}}}\\—_/ d
i)

Comme le suprémum est nul, cela implique que la fonction est négative
ou nulle, i.e., —f(z*,y) <0, pour tout y € K. Nous obtenons alors (2).

. (341) = (i) :
Par la définition de minimisation de fonction, nous avons l’équivalence
suivante :
néllgf( y) < [f(=z*y) > f(a",2")=0 Vyek.
Y

Nous voyons directement que nous obtenons la définition d'un probléme
d’équilibre comme défini par (7). a
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2.1.2 L’algorithme

Si on considére la formulation du point fixe donnée par le Lemme 2.1.1 (44).
Supposons que pour tout z* € K, le probléme minyer f(x*,y) a une solution
unique. Pour cela, nous définissons 1'algorithme itératif suivant :

Algorithme 2.1.1

PAS1:Soitk=0,2"¢K.
PAS 2 : Soit z*t1 une solution du probléme

: k
;rélfrgf(w )

PAS 8 : Si ||a*tt — ®|| < n pour un certain facteur de tolérance n > 0, alors
on s’arréte. Sinon on remplace k par k + 1 et on retourne au PAS 2.

Dans la plupart des cas, il n’est pas possible ou il n’est pas pratique d’appli-
quer cet algorithme. Il est dés lors nécessaire d’introduire le probléme d’équi-
libre auxiliaire équivalent au EP. En effet, ce probléme auxiliaire est plus pra-
tique lors de I’application de Palgorithme précédent.

2.1.3 La formulation du probléme auxiliaire

Définition 2.1.1
a* € K est une solution du probléme d’équilibre auziliaire (AuzEP) si et seule-

ment st
ef(z*,9) + L(z*,y) >0 Vye Kete>0
ol
1. f: K x K — IR une fonction vérifiant f(z*,a*) = 0 pour tout z* € K.
2. f(z*,)): K — IR est une fonction conveze différentiable.

3. L: K x K — IR est positive, différentiable sur l'ensemble convere K
dans le second argument y et vérifiant

(i) L(z,z)=0 Vz €K,
(i) VyL(z,z) =0 VzeK.
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Proposition 2.1.1
o* € K est une solution de EP si et seulement si il est une solution du probléme
d’équilibre auziliaire.

Preuve :

1. Prouvons que z* € K est une solution de EP = 2* € K est une solution
du AuxEP :
Montrons que pour z* € K, on a ¢ f(z*,y) + L(z*,y) >0 Vy € K. En
effet par la définition de EP, f(z*,y) > 0 et par la propriété de positivité
de £, nous obtenons alors le résultat souhaité.

2. Montrons que «* € K est une solution de AuxEP = 2* € K est une
solution du EP :
Par hypothése o* € K est un minimiseur du probléme suivant :

min {ef(a*,y) + L(z*,v)} (2.3)

par le Lemme 2.1.1 avec f = f + L.
Puisque nous sommes en présence d’un probléme d’optimisation convexe,
z* € K est une solution optimale du probléme (2.3) si et seulement si

(eVyf(z* ") + VyLl(z*,2*),y —2*) 20 VyeK.

Comme nous avons que V,L(z,z) = 0 pour tout z € K, le probléme
devient
(eVyf(z* 2*),y —a*) 20 VyeK.

En sortant e du produit scalaire et en divisant par e ensuite, nous avons
(Vyl "5 )y ~-5"1 20 Yyek.
Cela signifie que 2* € K est un minimiseur de

in flz*,1
gél{f(m ')

et donc en utilisant le Lemme 2.1.1 ((444) = (¢)), nous pouvons conclure
que
fla*,y) 20 Vye K

ce qui correspond & la définition du probléme d’équilibre. O
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Corollaire 2.1.1
z* € K est une solution de EP si et seulement si z* est une solution optimale
du probléme d’optlimisation

;ré{,r{l {efla® )+ Lz 0}

Preuve :
Ce Corollaire suit directement de la Proposition 2.1.1. i

2.2 Le principe du probléme d’équilibre auxiliaire

2.2.1 Le principe
Dans cette section, nous présentons un algorithme général pour la résolu-
tion des problémes d’équilibre.
Soit G : K — TR une fonction différentiable fortement convexe de module
B > 0 et soit € > 0. Dans la Proposition 2.1.1, vue précédemment, nous prenons
L(z,y) = G(y) — G(z) — (VG(z),y — 2).
Ainsi, nous obtenons le probléme d’équilibre auxiliaire (AuxEP) suivant :

trouver z* € K tel que ef(z*,y)+G(y)—G(z*)—(VG(a™),y—2") =20 Vye K.

Lemme 2.2.1

Soit f: K x K — IR avec f(x,x) =0 pour tout © € K, et soit z* e K.
Supposons que f(a*,-) : K — IR est une fonction convere différentiable et
fizons € > 0.

Alors z* € K est une solution de EP si et seulement si x* est une solution du

probléeme d’équilibre auziliaire.

Preuve :
Ce Lemme suit directement de la Proposition 2.1.1 car

L(z,y) = G(y) — 6(2)(-VG(z),y — @)

19



satisfait les hypothéses suivantes :
(i) L(z,z) =G(z) — G(z) — (VG(z),z —2) =0 Vze K.
(ii) VyL(z,z) =0 Vze K. O

Nous pouvons faire le méme type de raisonnement que lors du Corol-
laire 2.1.1 afin d’obtenir un résultat similaire pour le principe du probléme
d’équilibre auxiliaire.

2* € K est une solution du EP si et seulement si * est une solution optimale

du probléme d’optimisation

mir{l {ef(z*,y) + G(y) — G(z*) — (VG(z¥),y — z¥)}

yER

et donc du probléme suivant
min {ef(a",9) +9(0) — 9") ~ (Vo)) + (VG(), 7))

ott les termes G(z*) et (G(2*), z*) sont constants, donc ceux-ci n’interviennent
pas dans la minimisation mais dans l'estimation de la valeur optimale. Nous

obtenons alors le résultat suivant :

Corollaire 2.2.1
2* € K est une solution du EP si et seulement si 2* est une solution optimale

du probléeme d’optimisation suivant

i {cf(a*,y) +G(y) — (VG(z"), v}} (2.4)
Preuve :
Ce Corollaire suit directement du Lemme 2.2.1. O

2.2.2 L’algorithme

En appliquant P’algorithme 2.1.1 vue précédemment dans cette section au
probléme d’équilibre auxiliaire (AuxEP) donné par (2.4), nous obtenons
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Algorithme 2.2.1

PAS 1:8o0itk=0,2"€ K.
PAS 2 : Soit ! une solution du probléme

min  {ef(e",9) +G(w) ~ (V) } (25)

yeK

PAS 3 : Si ||a*t! — a¥|| < ) pour un certain facteur de tolérance n > 0, alors
on s’arréte. Sinon on remplace k par k + 1 et on retourne au PAS 2.

Remarquons que le probléme (2.5) a une solution unique puisque G est une
fonction fortement convexe.
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2.2.3 La convergence

Théoréme 2.2.1
Supposons que

(i) f(z,): K — IR est une fonction conveze pour tout x € K.
(ii) f(-,y): K — IR est continue pour tout y € K.

(iii) f: K x K — IR est strictement monotone de module a > 0 sur K, i.e.,
f(m,y) + f(y,2) < —ally — 2l Vo,yeK

(i) G est fortement convexe de module 3 > 0, différentiable sur K, i.e.,
Ve,ye K Vte€]0,1]

1
G(tw + (1 - t)y) < tG(2) + (1 - 1)G(y) — 5Bt — )y - z|?
Y existe des constantes ¢ > 0 et d > 0 telles que pour tout =, y, z € K
1l d d i Y
F,y) + f(y,2) = f(w,2) = elly — 2l> — dllz - yl|?

Alors la suite {x®}pex générée par UAlgorithme 2.2.1 converge vers une solu-
tion x* € K de EP :

flz*,y) >0 Vye K

avec

Preuve :

Considérons la fonction de Lyapounov [ : K — IR définie par
I(y) = G(a*) — G(y) — (VG(y), 2" —y). (2.6)

Puisque G est une fonction fortement convexe et différentiable sur K, nous
avons (ue

i) > lla* ~yl® ¥y K.

En effet, pour tout @,y € K et pour ¢ €]0,1[ , nous avons par le fait G est
fortement convexe de module 3 > 0,

G(te + (1 —t)y) < tG(x) + (1 - 8)G(y) — %ﬁt(l — 1)y — 2|*.
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En transformant l'inégalité précédente, nous obtenons
1
Gt + (1 - t)y) < (1 - )(G() — G(=)) + G(=) — 541~ B)lly — z||?.
En isolant le terme (1 — t)(G(y) — G()), nous avons
1
1=y -G@) > Glz+(1-t)y)—G()+ 561 -y - z))?
1
(1-1)[G(y) - G(@)] = (VG(@),ta+ (1 -ty — ) + 5L —t)lly — o||?
1
(1= - G@)] > (VG(), (1 - t)(y —a) + 5L ~ )y - a||?
1
(1-1)[GH) —6@)] > 1-)(VF(@),y— )+ 561 - )y - z|?.
En divisant chaque membre de U'inégalité par (1 — t), nous remarquons
1
G(y) - G(z) 2 (VG(2),y — =) + 5B8tlly - <>
En prenant la limite en ¢ /1, nous en déduisons
1
G(y) - G(w) > (VG(z),y — o) + 5Ally — oIl
Et donc nous obtenons le résultat souhaité
1
G(y) - 9(a) ~ (VG(@),y - 2) 2 5Blly Il

Comme [ est borné inférieurement par zéro car la norme deux est positive ou
nulle et 7 > 0.

En prenant y = xF et y = a2*t! dans la relation (2.6) et en effectuant la
différence entre I(z*) — I(2**1), nous obtenons

I(aF) — 1z**Y) = G(a*) - G(a*) — (VG("), 2" —v)
_g(x*) £ g($k+l) s (Vg($k+1), .’E* . $k+1)

= G(™) - g(a") - (VG(a*), o* — a¥) +(VG(a*H), a* - a**T)
+(Vg($k) , mk+1> _ (Vg(a:k) . mk+1)

G(z*1) — G(2*) — (VG(z*), 2* — aF + a*H)
HVG(MY, a* — 2N + (VG(aF), aF )
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>3 Bllakt —ak?
~

~

@¥) ~ 1) = Gk - Glah) — (VG(a*), *H — o) ~(VG(a¥), %)
HVG(*), & — aFH) + (VG(ah), 254

Vv

1 i R
§ﬁ|lm * 73},:«“2

+H{VG(z*) — VG(zF), a* — 2%, B4

A partir du pas deux de I’Algorithme 2.2.1, nous avons que 2kt résout le
probléme d’optimisation convexe (2.5) :

min {ef(z*,9) +6(s) ~ (V6(a"), ) }.
Désormais
(Vyle f(*,) +6(y) - (VG(a¥), )] ™), 2 —a**) 20 Ve K.

Ce qui nous donne

(eV, f(aF, z*t) + VG(zFt) - VG(a*), z — 2Py >0 Vze K.
En prenant z = z*, nous obtenons

(VG(a*+!) — VG(ab), z* — 2 > €(V, (¥, L) gkl g%y,
Revenons alors & la relation (2.7), nous remarquons

1 3 3
(k) — Uah) > 2Pk — oF |+ Ty fat e, M - %) (28)

Comme nous avons par hypothése que f (z*, ) est une fonction convexe diffe-
rentiable, nous obtenons

flz® 2%} > flab, o) + (Vy f(=, 2 10), a* — o,
ou de maniére équivalente
(Vo (&P, P, 0t — %) 3 fleF, o) — fab "),

Ainsi (2.8) devient
Uoh) — ) > ZBlle — aHP 4 elf(ah, a4 — f(ob, o),
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En utilisant les hypothéses (v) et (#ii), nous voyons
1 :
o) — UatH) 2 5 Blla™T - o)

e [{1(a* %) + (a8, 25} - {£(a*,08) + fla*, o)}

1
> 5 Blattt - ab|?
e { fla, 284 — el — o2 - dllet — ¥ |

+ealz® — 2¥|?

1 g ;
(38~ €d) It = 1P + el - s 21

+¢ f(z*, )

1 ;
> (— - ed) lo*+ — 2% +e(a — ) [la* — 2*||?. (2.9)
- >0 >0

Comme f(z*,z%t!) > 0, 2* est un solution du probléme d’équilibre (EP)
f(z*,y) > 0 pour tout y € K, il suffit de prendre y = z**1.

A partir de l'inégalité (2.9), nous concluons que la suite {I(z*)}cy est dé-
croissante et bornée inférieurement par zéro. Ainsi, il existe [* € IR tel que
I(z*) — I* quand k — 400, et en prenant la limite dans (2.9), nous obte-

nons que ¥ — z*. ]
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Chapitre 3

Fonctions gap et problémes
d’équilibre

3.1 La fonction gap

Nous avons vu qu’une formulation équivalente du probléme d’équilibre est
la formulation minimax :

min {sup{—f(a:, y)}} =0.

TeK | yek

Cette formulation minimax nous permet d’introduire la fonction gap associée
4 un probléme d’équilibre (EP).

Définition 3.1.1
Soit K un ensemble fermé de IRYN. Alors une fonction g : K — IR est une
fonction gap pour le probléme d’équilibre (EP) si elle satisfait les propriétés
susvantes :

(i) g(z) >0 VzxekK.

(i) g(xz*) =0 <= a* résout le probléme d’équilibre (EP).

Exemple :
Nous pouvons voir facilement que la fonction suivante est une fonction gap :

g(z) = sup {—f(=,y)}. (3.1)

yeK
En effet :
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(i) g(z) 20 VzeK.

(i) g(z*) = supyex {— f(@*y)} =0
e’
>0 par EP

e —
<0

Une fonction gap est en général non différentiable. Nous verrons par la suite
que les résultats sont étroitement liés a l'introduction des problémes d’équi-
libre auxiliaire (AuxEP). Ceux-ci nous permettent de régulariser le probléme
d’équilibre (EP) de telle maniére que la fonction gap associée au probléme
d’équilibre auxiliaire (AuxEP) soit continiiment différentiable.

Proposition 3.1.1

Supposons que f(x,-) : K — IR soit une fonction fortement conveze pour tout
x € K, différentiable en x et que V,f(-,*) est continu sur K x K.

Alors

g(z) = sup{—f(z,y)}
yeK

est une fonction gap contindment différentiable pour le probléme d’équilibre
(EP), et son gradient est donné par

Vy(z) = =Vaf(z,y()) (3.2)

it y(a) = argminyex f(z,y).

Preuve :
Puisque f(-, ) est une fonction fortement convexe en y, alors il existe un unique
minimum y(z) au probléme :

mi 2 1Y),
Ef ()

En appliquant le Théoréme 4.3.3 de B. Bank [2], nous avons que y(z) est semi-
continu supérieurement. Comme y(z) est une valeur unique, il suit que c’est
continu en z. Puisque V. f(:,-) est continu, suite au Théoréme 1.7 d’Auslen-
der [1], il suit que
Vg(z) = = Vaf(z, ylz) ).
——
continu

continu
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Dés lors, nous avons que Vg(z) est continu en x. m

Cependant cette Proposition 3.1.1 n’est pas toujours applicable car I'hy-
pothése de convexité forte n’est pas toujours satisfaite. Nous pouvons contrer
ce probléme en travaillant avec le probléme d’équilibre auxiliaire et en addi-
tionnant un terme fortement convexe L(z,-) de telle maniére que la Proposi-
tion 3.1.1 soit applicable.

Théoréme 3.1.1
Supposons que f(z,-) : K — IR est une fonction conveze pour tout x € K,
différentiable en x et que Vo f(-,-) est continu sur K x K.
Soit L(-,-) un terme positive, différentiable continue sur K x K, fortement
conveze en y pour tout x € K et tel que

(i) L(z,z) =0 pour tout x € K.

(i) Vy(z,z) =0 pour tout x € K.
Alors

g(z) = sup{—f(z,y) — L(z,y)} (3.3)
YyEK

est une fonction gap contindment différentiable pour un probléme d’équilibre
(EP) et son gradient est donné par

Vy(z) = =V f(z,y(®)) — Vo Llz, y(2))

ot y(z) = argmingex  {f(z,y) + L(z,y)}.

Preuve :
Par le Corollaire 2.1.1, nous avons que (EP) est équivalent a (AuxEP) :

g {ef(a",y) + L(z",y)}.

En fixant € = 1 et en appliquant la Proposition 3.1.1 au probléme d’¢quilibre
auxiliaire (AuxEP), nous avons le résultat suivant. 0
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3.2 Fonction gap et principe du probléme auxiliaire

L’approche de la fonction gap couplée au principe du probléme auxiliaire
nous permet d’exprimer le probléme d’équilibre (EP) par la moyenne d’une
fonction d’optimisation sous contrainte d'une fonction continfiment différen-
tiable.

3.2.1 Le probléme classique

L’algorithme

Nous considérons un algorithme de recherche linéaire afin de minimiser la
fonction g donnée par (3.1).

Algorithme 3.2.1

Soit g définit par (3.1).
PAS 1:80itk=0,z"€ K.
PAS 2 : Soit 2t = 2k + tpd® pour k =1,2,3, ... ot

dk = y(lk) - mk:
y(zF) est la solution du probléme d’optimisation :

. k
11 &€
?éz?f( 1)

et t), est la solution du probléeme de recherche linéaire :

min_g(z® + td*).
te [0,1]

PAS 8 : i ||a*tt — k|| < p pour un certain facteur de tolérance p > 0, alors
on s'arréte. Sinon on remplace k par k + 1 et on retourne au PAS 2.

Nous pouvons montrer que d, défini dans I’Algorithme 3.2.1, est une di-
rection de descente de la fonction gap g en z*. Pour affirmer cela, nous devons
faire 'hypothése suivante :

(Vof(z,9) + Vyf(z,y),y—2) >0 Vz,y€eK. (3.4)
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Nous pouvons exprimer cela par le résultat suivant :

Proposition 3.2.1

Supposons que les hypothéses de la Proposition 8.1.1 soient vérifiées et suppo-
sons en plus que Uhypothése (8.4) ait liew.

Alors

d(z) = y(z) — =

est une direction de descente pour la fonction gap g au point x € K, tel que

y(z) # .

Preuve :
Nous avons d’abord que z* est une solution du probléme d’équilibre (EP) si et
seulement si y(a*) = z*.

Ensuite, puisque y(z) est la solution du probléme suivant :

g i)

et comme f(z,-) est strictement convexe, nous avons l'inéquation variationnelle
suivante : .

(Vyf(@,y(@), 2 - y(@) >0 Vze K et 2 # y(a)

En fixant z = x, nous obtenons

(Vyf(z,y(@)), z —y(z)) > 0.

Ceci est équivalent & l'inégalité suivante,

(Vyf (@), y(a) ~ o) < 0.

Ainsi en prenant en compte I’hypothése (3.4), nous obtenons

(Vaf(@,y(2)) + Vyf(,y(2)), y(z) — @) 2 0.

Par la décomposition du produit scalaire, nous remarquons

(Vaf(2,9(2)), y(@) — 2} + (Vyf(@,y(z)), y(@) —2) 2 0.
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Si nous passons le premier terme de 1’équation précédente dans le membre de
droite et en utilisant (3.2), nous avons

0> (Vyf(z,y(z), y(z) —z) > = (Vo f(z,y(2)), y(z) — 2.
Vg(z)

Nous obtenons alors
(Vg(z),y(z) —z) <0.

Ce qui signifie que d(z) = y(z) — 2 est une direction de descente pour g en z. O

La Convergence

Théoréme 3.2.1

Soit K un ensemble compact et conveze de RN,

Supposons que f(z,-) est une fonction strictement conveze en y pour toul
z € K, différentiable en x, et supposons que Vg f est continu sur K x K.
Supposons aussi que Uhypothése (3.4) soit satisfaite.

Alors, pour tout point de départ 2° € K, la suite {mk}ke]N définie par [’Algo-
rithme de recherche linéaire 8.2.1 appartient o K, et que tout point limite de
{az*} v est une solution du probleme d’équilibre (EP).

Preuve :
Premiérement, nous avons que K est convexe et que 0 < t; < 1 par I’'Algo-
rithme 3.2.1, alors la suite {z*}, v est contenue dans K.

La fonction d(z) = y(x) — = est continue sur K car y(x) est une fonction
continue. Nous avons aussi que

L l) = {y cy=x+td, glz+tid) = tn}grhg(a; + td)}
€l0,
est fermé quand g est une fonction continue.
Dés lors, la fonction algorithmique z* — a1l = U(ak, d(z*)) est fermé. Le
Théoréme de Zangwill implique que tout point limite de {z*} peIN est une so-
lution du probléme d’équilibre (EP). O
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3.2.2 Le probléme auxiliaire
L’algorithme

Nous pouvons également appliquer 1'Algorithme de recherche linéaire 3.2.1
au probléme d’équilibre auxiliaire (AuxEP). Nous obtenons alors I’algorithme
suivant :

Algorithme 3.2.2

Soit g défini par (3.3).
PAS 1: Soitk=0,2%€ K.
PAS 2 : Soit ¢! = &F 4 tp.d* pour k =1,2,3,... o

d'k == y(mk) - a“ky
y(z*) est la solution du probléme d’optimisation :

min {f(a5,9) + £* )},

et tg est la solution du probléme de recherche linéaire :

: k k
z* + td®).
B g(z® + td")

PAS 3 : Si ||a*tt — zF|| < p pour un certain facteur de tolérance p > 0, alors
on s’arréte. Sinon on remplace k par k + 1 et on retourne au PAS 2.

Comme pour P’algorithme 3.2.1, nous avons une hypothése similaire & (3.4)
qui est

(Vof (2,9) + Ve l(@,y)+Vy f (2, 9) +VyL(z,y), y—2) 20 Va,y € K. (3.5)

La converge

La convergence de cet algorithme suit directement du Théoréme 3.2.1.

32



Théoréme 3.2.2

Soit K un ensemble compact et conveze de RN

Supposons que f(z,-) est une fonction strictement conveze en y pour toul x €
K, différentiable en x, et supposons que V. f est continu sur K x K.

Soit L(+,-) : K x K — IR une fonction positive, contintiment différentiable
sur K x K, strictement conveze dans le second argument y pour tout ¢ € K
et tel que

(i) L(z,z) =0 pour tout © € K.
() VyL(z,z) =0 pour tout x € K.
Supposons aussi que [’hypothése (3.4) soit satisfaite.
Alors, pour tout point de départ 2° € K, la suite {wk}keﬂv définie par ’Algo-

rithme de recherche linéaire 3.2.2 appartient @ K, et que tout point limite de
{z*} v est une solution du probleme d’équilibre (EP).

Preuve :

1l suit de la Proposition 2.1.1 que EP est équivalent & AuxEP.

En fixant € = 1 et en appliquant le Théoréme 3.2.1 au probléme d’équilibre
auxiliaire (AuxEP), nous avons alors le résultat souhaité. a
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Chapitre 4

Probléme d’admissibilité
convexe et probléme d’équilibre

4.1 Rappel

Dans cette section, nous considérons le probléme d’admissibilité convexe
(CFP) comme un probléme auxiliaire du probléme d’équilibre. Redonnons la
définition du probléme d’équilibre, out on ajoute une hypothése supplémentaire
sur la fonction f.

Définition 4.1.1
Un probléme d’équilibre est défini comme (EP) :

trouver z* € K tel que f(z*,y) >0 VYye K

ol

1. K est un sous ensemble fermé conveze non vide de IR™.

2. f: K x K — IR est une fonction continue satisfaisant
Pl f(z,z)=0,Vz € K.

P2: f(z,") : K — IR convere Vo € K et semi-continue inférieurement
pour tout z € K.

P3: f(,y): K — IR est semi-continue supéricurement pour tout y € K.
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4.2 Le probléme d’admissibilité convexe

Définition 4.2.1

Le probleme admissibilité convexe (CFP) est défini comme

trouver x € m Li(y), ou L¢(y) :={z € Ktg f(y,z) <0}.
yekK
Remarque :

Pour tout y € K, Ls(y) est un sous ensemble non vide, fermé et convexe de
K.

Car nous avons que f(z,z) =0, Yy € K, que la fonction est semi-continue in-
féerieurement et convexe dans le second argument et que K est fermé et convexe.

4.3 Liens entre EP et CFP

Lemme 4.3.1

Soit Y un sous ensemble d’un espace vectoriel topologique compact X .
Pour chaque y € Y, considérons un sous ensemble fermé C(y) de X.
Si les deuz conditions sutvantes ont lieu :

C1. Uenveloppe conveze de tout sous ensemble fini {x1,...xn} de Y, notée
co{z1,...,xn}, est contenue dans | Ji_, C(x;),

C2. C(z) est compact pour au moins certains x € Y,

alors

) Cly) #0.

yeYy

Une légére variation du Lemme 4.3.1 nous donne le suivant :
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Lemme 4.3.2
Si nous remplagons, dans le Lemme 4.3.1, le condition C2 par la condition

suivante :
C3. la fermeture coY de Uenveloppe conveze de Y est compact,
Alors la condition du Lemme 4.3.1 a encore lieu, i.e.,

[ Cly) #0.

yey

Preuve :
Pour chaque y, définissons D(y) := coK NC (y) et considérons un sous ensemble
fini quelconque {x1,...7,} de Y. Nous obtenons de C1. que

co{z1,...,2p} C U C(z:)

i=1

et que
co{z1,...,xp} C COY.

Il suit de ces relations que
n
BOYBA, oo g B} K COY n U Cl(z;),
i=1
ce qui implique que
n T
COY B o 5T € U FoYﬂC‘(m,;) = U D(z4)-
i=1 i=1

D’un autre coté, D(y) est compact pour tout y € Y. Alors par le Lemme 4.3.1,
nous avons que (),cy D(y) # 0, ce qui implique que Nyey Cy) # 0. )

Théoréme 4.3.1
I ’ensemble solution de CFP est un sous ensemble de U’ensemble solution de
EP.
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Preuve :
Soit z* € K une solution de CFP, et soit y € K. Nous définissons z, € K pour
chaque \ €]0, 1] par

' zk = Ay + (1= A)z™.

Nous avons pour chaque A €]0, 1]

0 o flza 2)
fla,ax)=0
= Flza dy + (1= N)z*)
A M(zny) + (1= A f(z, 2%).

f(z,") conveze

Puisque par définition du CFP,

e (VL) = ({z € K: fly,z) <0}

yek déf de Ly (y) VEX

et comme dans notre cas y = zy € K, nous obtenons pour chaque A €]0, 1]

fluw®) =0

Alors, pour chaque X €]0, 1] et pour tout y € K, il suit que

0 < flzny) = FOy+ (1= Na*,y) = F(@* + Ay — 2%),9).
En fixant A, 0, nous avons

0 < fla*+Ay—2"),y)

I

f(m*,y) + /\f(y - 'T*ay)

A

F@* )+ X f(y,y) —Af(z", )
=0
= (1 = ’\) f(ar*,y)
——
<1
< fla59)

pour tout y € K, i.e. * est une solution du EP. a
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Remarquons que la réciproque du Théoréme 4.3.1 n’est pas vraie. Pour
voir cela de maniére plus explicite, regardons quelques contre-exemples. Soient
n=1et K =[0,2].

Contre-exemple 1 :

flz,y) = (z - 9)°

Dans ce cas ’ensemble solution du EP est I'entiéreté de l'intervalle K.
En effet, il faut trouver un z* tel que f(z*,y) > 0, c’est-a-dire trouver 2* tel
que (z* —y)? > 0. Or un carré est toujours positif.

Et ’ensemble solution du CFP est vide car il faut trouver un z* tel que
f(y,z*) <0, c’est-a-dire tel que (y — 2*)* < 0. Or un tel 2* n’existe pas.

Contre-exemple 2 :

f(:r,,y) = max{(], Iﬂ: - Z}‘ - 1}

Pour cet exemple, 'ensemble EP équivaut I’ensemble K.
1 faut trouver un z* tel que f(z*,y) > 0, donc tel que max{0,|z —y| -1} > 0.
Etudions les valeurs que peuvent prendre le maximum :

siy=0 — {0,e| -1}
siy=2 — {0,|z—2| -1}

Et 'ensemble solution du CFP est le singleton 1.

Ici, il faut encore trouver z* tel que f(y,z) < 0.

En effet, comme 2* = 1, montrons que le maximum est toujours négatif. Dans
ce but, prenons des valeurs de & proche de 1 supérieurement et inférieurement
afin de montrer qu’elles ne sont pas acceptables.

Si nous étudions les valeurs que peuvent prendre le maximum de {0, |y—&| -1}
pour & légérement inférieure 4 1, nous obtenons :

siy=0 — max{0,|—&|—1}=0
— —

<0
siy=2 — max{0,]2-%|-1}>0
——

>0

Nous avons ici que le maximum est nul ou supérieur a zéro lorsque & est proche
inférieurement & un. Or ceci n’est pas une solution acceptable comme solution

38



de CFP.

Recommencons le méme principe mais pour une valeur de £ légérement supé-
rieure & 1, nous obtenons :

siy=0 — max{0,|—&[ -1} >0
N

>0

siy=2 — max{0,|2—-2&|—-1}=0
0
<

Nous avons ici que le maximum est encore nul ou supérieur & zéro lorsque &
est proche supérieurement & un. Or, comme précedemment, ceci n’est pas une
solution acceptable pour CFP.

Contre-exemple 3 :

Considérons le contre-exemple suivant X = IR, a € R, a > 0, prenons K =0, o
et définissons
0 siz=0
z,y) = ,
f(@9) {*%Jrl siz >0
Dans ce cas, l’'ensemble solution de EP vaut {0,a}.
Montrons ceci de maniére plus détaillée. Il faut trouver z* € K tel que f(z*,y) >

0, i.e., dans le cas ou z* # 0.

f('l,*’y)*—g—l»l 2 0
e B g

&
y < ¥

Comme y € K et que a est la borne supérieure de [0,a], a est une solution
possible.

Dans le cas ot a = 0, nous avons une autre solution possible car 0 > 0.

Pour le CFP, nous avons (,¢(,q¥: @ = {a}.

Remarque :
Quand f est pseudomonotone, ie. siVa,y € K

flz,y) 20 = f(y,2) <0,

la réciproque du Théoréme 4.3.1 est vraie, c’est-a-dire sous cette hypothese
supplémentaire, CFP et EP ont le méme ensemble solution.
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Nous allons noter, pour plus de simplicité par la suite, 'hypothése de pseu-
domonotonicité comme :

P4. Vz,y€ K f(z,y) > 0= f(y,z) <0.

Une variante de cette hypothése est la suivante :

P4. Vaz,ye K f(z,y)>0= f(y,z) <O.

Proposition 4.3.1
Si f est pseudomonotone et que {Ymtmex C IN est une suite bornée, alors

o0
M L™ # 0.
m=1
Preuve :
Soit Y = {y™}, N et C(y) = Ly(y) pour y € Y.
Affirmer que
o0
() Lr™) # 0
m=1

est équivalent & dire que les hypothéses C1. et C3. des Lemmes 4.3.1 et 4.3.2
ont lieu.

L’hypothése C3. est satisfaite car la fermeture de I’enveloppe convexe de ¥ est
un compact puisque Y est une suite bornée.

L'hypothese C1. est elle aussi satisfaite car nous considérons un sous-ensemble
fini quelconque {y™,y™2, -+ ,y™r} de Y et un élément Z appartenant a l’en-

mz ..,
)

veloppe convexe de {y™*, . y™} ie., par la définition de combinaison
pp Y y

convexe,

P P
zi"?:z/\gymi avec Z)\izlet)\izo (1 <i<p).
i=1 i=1

Supposons par contradiction que

P
2 () Li(y™)

i=1

40



en utilisant la définition de L f(ym"), nous obtenons
Fly™,z)>00ul<i<p.

Par la pseudomonotonicité, nous avons que f(Z,y™) <0ou 1 <i <p.
En utilisant les hypothéses PI : et P2 : de la définition du probléme d’équi-
libre, avec x = &

P P
0 = f(@3a) = f@ ) Ny™) < D Nf(@y™) <0.
P1 i=1 i=1

Ainsi on a que 0 < 0, il y a donc contradiction.

Puisque les hypothéses C1 et C2 des Lemmes 4.3.1 et 4.3.2 sont vérifiées, nous

pouvons affirmer que
o0

() L™ # 0.

=1

Proposition 4.3.2
Considérons X = K = IR™ et une fonction f : IR" x IR® — IRU {co} définie
par

f(z,y) == y'Ay + ' By — 2" Az,

ot B € IRV*™ est tel que B = —BT, et A € IR™™ est semi-définie positive,
satisfaisant xt Az > 0 pour certains x € IR".
Alors

1. f satisfait P1, P2, P3 et P4,

2. il n'eziste aucun h: IR™ — IR tel que f(z,y) = h(y) — h(z),

3. il weziste aucun T : IR — P(IR") tel que f(,y) = maXyer(z)(w,y — T)
pour tout x,y € K",

4. il nexiste aucun T : IR™ — P(IR") tel que f(z,y) = MaXye(g) (T—1, Y—7)
pour tout x,y € R".

Preuve :

1. L'hypothése P1 suit du fait que 2*Ba = 0 pour tout x € K.
En effet,
f(z,z) = ' Az + 2’ Bz — z* Az = zBx = 0.
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P2 est satisfaite parce que A est semi-définie positive.

P3 est satisfaite par la définition de f.

P4 est satisfaite vu que f(z,y) + f(y,z) = 0 pour tout z,y € IR™.
En effet,

flm,v) + fly,2) = y*Ay+a'By —alAx +2tAx +y'Br — y'Ay
= 0.

. L'affirmation est vraie parce que f n’est pas séparable.

. Prouvons cela par contradiction.

Supposons alors qu'il existe 7' : R® — P(IR™) tel que f(x,y) = maXyer(x){u, ¥—
x) pour tout z,y € K. Fixons z € IR" telque ztAz > 0.

Prenons d’abord y = 2z, nous obtenons

f(z,22) = 22'A2z+a'B2zx —z'Ax
= dxtAz 4+ 22'Bx — gt Ax
= 3z2'Az+22'Bz

Lo T =~
>0 =0

et donc

3zt Az = max (u,z).
ueT(x)

Prenons ensuite y = 3z, nous obtenons

f(z,3z) = 3a'A3z+2'B3z —afAx
= 9ztAz + 3ztBz — 2t Ax
. tAm t
= 8z'Ax+3z'Bz
>0 =0
et donc

82tAx = maxyer(y) (U, 2T)

8atAz = maxyer(y) 2{u,T)

drtAz = max,er)(u, ).

Nous avons d’'un cété que

3zt Az = max {(u,z)
ueT (z)

et de 'autre

4ot Az = max (u,z).
uET(w)

Si nous soustrayons ces deux relations, nous obtenons ztAz = 0, ce qui
contredit I'hypothése que z' Az > 0.
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4. En utilisant le méme type de raisonnement que la preuve du point 3. 0
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Chapitre 5

Méthode de projection exacte
pour probléme d’équilibre

5.1 Principe des méthodes de projections

Les problémes d’admissibilité convexe peuvent étre résolus par des mé-
thodes de projections.

Tl existe deux types de méthodes de projection : les méthodes de projec-
tions successives et les méthodes de projections simultanées.

Pour les méthodes de projections successives, cela consiste & construire une

suite {mk}kzo c IRY & partir d*un point arbitraire 29,

Soit ¥ et Pensemble L (y*) donnés, nous faisons un pas dans la direction
de la projection orthogonale de a® sur L Jr(y’l“) et nous évaluons ensuite z*+!
par la relation suivante par

ghtl = gk 4 tk[PLf(yk)(ﬂlk) — zF]

ou pour y € K, Pr,(y) désigne la projection orthogonale sur L ¢(y) et {t*} x>0 C
[, 2 — ] avec a €]0, 1[ une suite de paramétres de relaxation éxogene données.

La maniére de choisir la suite {y*} définit ce qu'on appelle la stratégie de
controle et ce sont ces stratégies de contréle qui caractérisent chaque méthode.

1l en existe plusieurs sortes, par exemple, pour le cas d'un nombre infini
d’ensembles convexes, on peut considérer la stratégie suivante :
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Le contréle de la contrainte la plus violée :
Cette stratégie de contréle mesure la proximité de z* 3 un ensemble. Il faut
choisir y* € K tel que

k _ky _ . k
Fly® )—glea%f(y,w i

Un autre exemple de stratégie de contréle peut étre :
Le controéle de I’ensemble le plus éloigné :
Il faut déterminer un y™ € K tel que

12" — Pr,(@™)]| = max l=™ — Pr (™).

Le deuxiéme type de méthodes de projections est les projections simulta-

nées. Pour celles-ci, nous construisons une suite {sck o € IRY a partir d’un
k

3

point de départ aléatoire z° € IRY. Ensuite, nous calculons, étant donné z
la projection orthogonale sur tout ensemble convexe Ly (y) pour y € K.

5.2 Résolution de EP sur base des méthodes de pro-
jections

5.2.1 L’algorithme

Le premier algorithme pour la résolution de EP, basé sur les projections
successives avec la stratégie de contréle de la contrainte la plus violée, peut
étre décrit comme :

Algorithme 5.2.1 Méthode de projection ezacte pour la résolution de EP

PAS 1 : Soitk=0,2°¢€ K et rg = ||2°|.

PAS 2 : Soient z* et 1y,

(i) Définir
Ke={zeK||e| <re+1) (5.1)
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(i) Trouver y* € K} vérifiant

max f(y, ) — e < f(&F, 25). (5.2)
yeKy

(iii) Calculer z*+1 comme
Tr1 = 25 + tg[Pp ry (&%) — 2. (5.3)
() Mettre a jour v, comme

rig1 = max{ry, 2"} (5.4)

Cet algorithme génére deux suites, {a*}r > 0 et {y*}x > 0 C K. Celui-ci
exige en plus une suite de paramétres de précision {ex}r>0 CJ0, +oo[ satisfai-
sant limy_, o0 €x = 0 pour la maximisation inexacte.

Chaque itération comprend deux grandes étapes : une étape de maximisa-
tion inexacte d’une fonction continue sur un ensemble compact et une seconde
étape consistant & la projection orthogonale sur un ensemble de la forme L 7(y)
pour y € K.

Proposition 5.2.1
L algorithme 5.2.1 de projection evacte pour le résolution de EP est bien défing

Preuve :
Le PAS 2 (ii) est bien défini :

1l suit (5.1) et (5.4) que
K} C K41 pour tout k € IN.

Puisque 2° € K, par le PAS 1, et que [z°] < o 4+ 1, nous obtenons que
20 € Ky, par (5.1).
Donc z° € K}, pour tout k € IN car K C Kgq1.
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Puisque K est fermé et par (5.1), tout K}, est non vide et compact.
En vertu de la continuité de f, f(-,*) atteint son maximum sur Ky, ainsi il
existe un y"* satisfaisant (5.2).

Le PAS 2 (iii) est bien défini :

Par la convexité de f(y*, -) et par la convexité et la fermeture de K, I'ensemble
Lp(y*) = {z € K| f(y*,2) < 0}

est fermé, non vide et convexe.
Ainsi 281 est uniquement défini par (5.3), car une projection est unique lors-

qu’elle a lieu dans un espace fermé et convexe. |

5.2.2 La convergence

Intéressons-nous aux propriétés de convergence de l'algorithme des projec-

tions successives :

Lemme 5.2.1
Supposons

“+oo
() L") #0
k=0

alors

(i) Pour toul
+00
o* € () L"),
k=0

la suite {||z* — 2*|| }x>0 est décroissante et convergente.

(i) La suite {aF}>0 est bornée.

(i#i) limg_ 4o [l2FT1 — 2F|| = 0.

Preuve :
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(i) Soit
+co
vt € () L")
k=0

Alors par (5.3) : aF+t1 =2 + tk[PL_f(yk)(ﬂ:k) — 2] nous obtenons

o1 =2 = fla* — 0+ tulPry () — 2
= lls® — a1+ 1Py (&) — I
!

+2tp(zF — 2%, PLf(yk)(LEk) — by, (5.5)

Intéressons-nous au double produit :

th(mk == :L‘*, PLf{yk)((L'k) = Cck)
= Ztk<5{.‘k - PLf(yk)(:Ek) + PLf(yk)(Ek) = C'u‘*, PLI(yk)(IEk) - 'Lk)
= —2fle® — Pr (@I
+2t( Py, iy (&) — %, P Sy @) — ). (5.6)

Ainsi (5.5) et (5.6), nous donne

e L e
+tiHPLf('yk)($k) — z"]|I?
— 2|k — Py, ey ()]
+?tk(PLf(yk)($k) — $*, PLf(yk)(LEk) R a:k) .

J

<0

Nous avons que le dernier terme de cette relation est négatif par une ca-
ractérisation des projections orthogonales et par le fait que z* € L £(yF).
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Nous en déduisons la relation suivante :
ey N e

I Py, gy (2*) — 21|17
—2ty[|la* - PLf(yk)(@’k)“2

_ & *2 k k2
= |l2% —x ” — i (2—tk) ”’C —PLf(yk)(xl
>0 >0 >0
<0
<l —a*|? (5.7)

oty € [ov,2 —ajavec 0 < a < L.

Nous pouvons conclure & partir de (5.7) que la suite {[|lz¥ — &*[|}x>0 est

décroissante.
En effet, nous avons que

Job+! — ot < Jlo* - 2P < - < Jla® - o

On peut conclure que la suite {||z* — z*||}x>0 est convergente en vue de

la. positivité et la décroissance de celle-ci.

(i) La convergence de la suite {||a* — 2*||}x>0 vue dans le point (i) implique

que la suite {z*}>0 est bornée.

(iii) Montrons que
lim [l2**t — 2| = 0.
k— o0
A partir de (5.7), nous avons

5 k
28+ — *|? < [lo* — |12 - ta(2 — tu)lle* — Pp iy @)

—

t(2 — ti)lle® — Ppm @2 < [la* —o*|P — la"*! =" (5.8)

Puisque 0 < o <t < 2 — a avec 0 < o < 1, nous avons

0 < a2 — o) < tx(2 - ty).
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Ceci se voit explicitement sur le graphe de la fonction y = 2(2 — B):

graphe do x(2-x)

Ainsi par (5.8),

0 < a2 - a)||lz* - JF'LI{;,'k)(ﬂ?k)[l2 < jlwk = fﬂ*”%“ﬂmkﬂ - fﬂﬂi (5.9)
No No
0

A partir de (5.9), du fait que a(2 — «) > 0 et de la convergence de la
suite {||z* — 2*||} x>0, nous obtenons

: k kv _
kng_lw{m — PLf(yk)(IC 1} =0. (5.10)
Nous avons i "
pm T "% 0
k—4-00 i

Puisque 0 < & < #x < 2 — &, nous avons que z*+! — z¥ — 0 quand
k — 400 o

Lemme 5.2.2
Supposons que la suite {fﬂk}kzﬂ est bornée et que

Jim =5+ — 2F]| = 0.
—-00

Alors Uentiéreté de la suite {ﬂ:k}kzo converge vers une solution z* du probléme
d’équilibre EP.
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Preuve :

(i) Par (5.10), nous avons

(i)

(iii)

: .k Byl
kll;l}rloo{a' — Pp (@ )} =0,

Montrons que la suite {y*}r>o est bornée.
Puisque la suite {.’Ek}kzg est bornée, et en prenant 7 > 0 tel que ||z*|| < 7
pour tout k € IN.

1l suit facilement de (5.4) : rpr1 = max{rg, |2*T|} que
o = max{[la%], . ., "}
et que
ri, < 7 pour tout k € IN car [|2°] = ro et [|z¥|| < 7.
Ainsi, par (5.1) : K = {z € K |||z|| <7+ 1} nous avons que
Ky < B(0;741).

11 suit de (5.2) : maxyck, fly, z*) — e < f(y¥,25), y* € K, que, pour
tout k € IN,
Iyl < 7+ 1.

Car ¢* € K, € B(0;7+1) = [ly*| <7+ 1. On en déduit que la suite
{y’“}kzo est bornée.

Soit # une valeur d’adhérence de la suite {@*};>0 C K. K étant fermé,
re K
Alors il doit exister une sous-suite {z¥*}1, >0 de {2F}x>0 telle que

lim zf = z.
kn—+4o0
Considérons la sous-suite correspondante {y*n}y, >0 qui est aussi bor-
née. Dés lors, il doit exister une sous-suite {y*»} kny >0 de {y* } k>0 qui
converge vers .
Nous obtenons

lim y*r =7
k:np—>+oo
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Par souci de clareté, nous utiliserons désormais les notations suivantes :

yrr =yt

:ck"r’ = a:k".

Montrons que f(7,Z) = 0.
Par (i) :
: k A%
kgffm{m — P i) (=)} =0,
nous obtenons
. k;n _ . kn _ =
L P 047) =l ot =

La continuité de f implique

f{g:j) = f( lim yk": lim PLf(ykn)(mkn))

kn—-oo kn—+00
e H k’n kn
=m0 Py (@)
< 0 (5.11)

ot I'inégalité (5.11) suit du fait que PLf(ykn)(mk“) € Lg(y™) et de la
définition de Lf(y*) = {z € K| f(y*r, ) <0}.

Remarquons que (5.1) et (5.4) implique
z* € K, pour tout k € IN,
Donc en utilisant f(z,2) = 0 et (5.2), nous obtenons, pour tout & € IN

= ¥z %%y < ma zF) < k ook . 13
0 f{&,w)_;ré?gif(y,%)\:/f(y,r)+ek (5.12)

(5.2)

Puisque limg_, .00 € = 0 et comme f est continue, il suit de (5.12)

0 < lim {f(yk”,xk“) + ekn}

kp—r-+o0

. k . k :
= lim nolim ™)+ lim €
f(Kn"’+ y ’kn'—H’OO ) kn—+00 kn
A

~ N vy v

=jj =z =0

— f(5,5). (5.13)
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Nous concluons de (5.11) et de (5.13)
0< f(g,z)<0

et donc
f(@z) =0. (5.14)

Montrons maintenant que pour tout 0 < 4 < 1

Z € [intB(0;r* +1—6)|N K ot v* = sup 7.
kelN

Définissons

r* = sup 1%

kelN

qui est fini car nous avons vu auparavant que ry est borné.

Fixons § tel que 0 < § < 1 et considérons
B(0;r* +1—4) = B(e).
En vue de (5.4), nous avons

<pp < sup T =7 <r*+1—4 pour tout k € IN.
ol <76 < sup rp=71" <r*+1-8p

ke >0

Ainsi, nous obtenons
T € intB(4).

Maintenant, fixons B(6) = B(8) N K et considérons le probléeme d’équi-
libre (EP;) avec une fonction f et un ensemble admissible B(6) :

Trouver & € B(cS) tel que f(&,y) = 0 pour tout y € B(5)

Nous pouvons affirmer
% € B(8) résout un EP; pour tout 0 < § < 1.

En effet, observons que la suite {rg} .y est croissante : rg < 7g41.
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Choisissons kg € IN tel que ry, > r* — 6. Alors
™ 4+1—48 <1, + 1 pour tout k > kq,

carr*+1 -8 <rp, +1 <+ 1L
Donc
B(6) ¢ K}, pour tout k > k.

Prenons z € B(J). Nous avons alors

z € Ky pour tout k£ > kg

car B(d) C K.

Nous remarquons alors

f(z,a:k) < ;’Iel?,(f fly,z®) < f(o%,a%) + e, pour tout k > ko.  (5.15)
(5.2)

En utilisant maintenant la continuité de f, (5.15), (5.13) et (5.14) nous
obtenons

oo o (e o)

— : kn
—V‘ krl]:]_’[r‘ll‘oo f(z, v )

continuité
o I { fn g }
2 P fy ™, z™) + ek,
(5.15)
= . T 1l
f(7,7) + p e,
0
— 0.
~
(5.14)
Nous avons
f(z,%) < 0 pour tout z € B(d). (5.16)
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(vii)

Par (5.16), et comme & € K, nous avons que, pour tout 0 < 4§ <1,

ze [ Lilz)= () {z€K|f(2%) <0}

zeB(8) z€B(6)

Nous pouvons conclure que Z résout un EP;s pour chaque 0 < d < 1.

Montrons que Z résout un EP.
On a vu précedemment que & résout un EP;, ce qui signifie que

f(®,y) >0 Vye B(3).
Et le probléme vérifie la relation suivante
f(z,z)=0.

De ces deux relations, nous pouvons conclure que Z résout le probléme
d’optimisation convexe :

min f(Z,y) (5.17)
y€B(d)

ou B(§) = B(§) N K.
Considérons la fonction g : RY — IRU {+00} :

) f@y) siyeK
g(y)_{ 55 Smd B

Etant donnée la définition de g, on peut redéfinir le probléme (5.17) :

min g(y).
yEBmg(J)

Nous avons montré précédemment que Z, un minimiseur de g sur B(J),
appartient & lintérieur de B(6).

Comme g est une fonction convexe, nous avons que r est une minimiseur
de g.

Nous obtenons ainsi

g(Z) < g(y) pour tout y € RV,
ce qui est équivalent &
g9() = f(,%) =0 < g(y) = f(Z,y) pour tout y € K

c’est-a-dire T résout le EP.
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(viii) Etablissons l’'unicité de la valeur d’adhérence de {z*}, .
Nous avons vu auparavant

ze [\ Lg(2)
zeB(8)

Dés lors, par définition de
Ly(z) = {z € K|f(z,z) < 0}

et de
B()=BWO)NK

avec B(d) = B(0;7* + 1 — §), nous avons
f(z,2) <0 VzeK, |z|| <r*+1-4
Puisque d €]0,1[ est arbitraire, nous pouvons conclure que
f(z,2) <0 VzeK,|z| <r*+1.
Et donc par la continuité de f,
f(z,%) <0 VzeK, |z| <r*+1.
Comme y* € K}, pour tout k € K, nous avons
ol S e+ 1<+ 1
Désormais
f@*, ) <0 VkeNN,
ce qui signifie, par définition de L f(y*)
+o0
ze () L")
k=0

Par le Lemme 5.2.1 (i), la suite {||2* — Z||}x>0 est convergente. Puisqu'il
v a une sous-suite {||z*" — Z||}x>0 qui converge vers 0, I'entiéreté de la
suite {||z* — Z||}x>0 converge vers 0. Ce qui donne

lim zF = z.
k—+oo
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Théoréme 5.2.1

Soient {a*}r>0 et {y*}rs0 C K les suites générées par I’Algorithme 5.2.1.
Alors :

(i) Si
+oo
() L") # 9,
k=0

alors la suite {ﬂik}kzg converge vers une solution du EP.

(ii) Si EP n’a pas de solution, alors {a*}r>0 ne converge pas.

Preuve :

(i) Voir Lemmes 5.2.1 et 5.2.2.

(i) Montrons par contradiction que si {&*} est convergente alors EP a des
solutions.
Supposons que {2¥}4>0 C IRY converge vers un certain z* € IRV,
Quand {fﬂk}kgo converge, nous avons que

{a*} k>0 est bornée

et

lim {z**! —a*} = 0.
k—+o00

En faisant intervenir les Lemmes 5.2.1 et 5.2.2, on a que z* résout un EP,
ce qui contredit I'hypothése (ii), donc que EP n’a pas de solution. a

Corollaire 5.2.1
Si le probleme d’admisibilité conveze (CFP) a une solution, alors la suite

{a*}r>0 générée par I'Algorithme 5.2.1 converge vers une solution du probléme
d’équilibre (EP).

Preuve :
Pour rappel, la définition du CFP est la suivante

trouver a* € k tel que z* € ﬂ L(y).
yeK
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Et comme, le CFP admet des solutions, nous avons que (\,cx Lf(y) # 0. Cela
implique par le Théoréme 5.2.1

400
() Ls*) #0

k=0
car Nous avons que
+o00
M Lsw) < ) Ls (")
yeK k=0

La suite du résultat est directe en appliquant le Lemme 5.2.2. Comme

M Lsy) #0,

yekl

la suite {xy} converge vers une solution de EP. O

Corollaire 5.2.2

Soient {xF} 0 et {y*} k>0 les suites générées par I’Algorithme 5.2.1.
Si f est pseudomonotone, c’est-a dire que f(z,y) > 0= f(y,z) <0.
Soient {@*} g0 ou {y*} k>0 bornées.

Alors la suite {z¥}r>0 converge vers une solution du EP.

Preuve :

Si {zF}k>o est bornée, alors {y*}r>0 est aussi bornée en vue du Lemme 5.2.2.
Done, nous pouvons supposer que {y*}k>0 est bornée.

Nous pouvons voir qu’en association avec I’hypothése de pseudomonotonicité
de f, on a que

oo
() Ls*) # 0.

k=0

L’afirmation suit alors du Théoréme 5.2.1 O
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Chapitre 6

Méthode du sous-gradient
projeté pour problémes
d’équilibre

6.1 Le principe

Les méthodes de projections ont été améliorées pour des probléemes d’ad-
missibilité convexe en utilisant des projections approximatives au lieu des pro-

jections exactes.

Plus précisement, nous considérons I'ensemble convexe
C ={z e R |h(z) <0} (6.1)

ot h: RY — IR U {+oo} est convexe.

Dans cette section, nous modifions 1'Algorithme 5.2.1 en utilisant des pro-
jections approximatives sur des hyperplans séparés.

Pour un point Z € IRY\ C, la projection orthogonale de & sur C, notée par
Pz (%), est approximée par :
La projection de & sur I’hyperplan H séparant & de C' :

H={ze RN | (@) + (&2 —T) =0}
ol ¢ est un sous-gradient non nul de h en T :

£€0h(z), £#0

59



Rappelons la définition du sous-gradient :

Définition 6.1.1
Oh(Z) de h en T € IRY est défini comme :

Eeoh(z) < hly)=h@) +{y—2) pourtoutyce RN,

Alors la projection approximative Pg(Z) de Z ¢ C sur C est donnée par

]
l1€112

Et nous modifions ' Algorithme 5.2.1 en remplagant la projection orthogonale

Po() = & ¢ (6.2)

par cette projection approximative :
Po(7) < Pc(3).

Les algorithmes résultants sont appelés méthodes du sous-gradient projeté.

Dans notre étude de probléme d’équilibre, les ensemble convexes C' qui nous
intéressent n’ont pas naturellement la forme exigée par (6.1). Nous avons en
fait que pour tout y € K :

C

Lily) = {z € K | f(y,2) <0} = {z e RN | f(y,2) <O}[ K
Sy(y)

Il

Se(y) [ K.

Plus précisement, pour tout y € K, nous définissons f : RY - RU{+o0}

comme
fl,z) size K

+oo siz ¢ K. {68

z = fy(z) —{

Nous faisons I’hypothése suivante sur f appelée (H3) :
Si P et Q sont deux sous ensembles compacts non vides de K, alors

U O fy(x) est borné.

(yx) € QxP
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Voyons un Lemme intéressant pour garantir par la suite la validité de I'hypo-
thése (HS3) :

Lemme 6.1.1

Soit V. C IR™ un ensemble conveze ouvert non vide, g : V xV — IR une
fonction continue telle que pour tout x € V, la fonction g, : IR" —> IRU{+0c0}
définie par

glz,y) siyeV
92(y) = .
+oo  siy gV

est conveze.

Si A et B sont des sous ensembles non vides et compacts de V, alors

N 99:(v)

(z,y) € AxB

est bornée

Preuve :
Prenons € > 0 tel que
A:=A+B(0,e)CV

et
B:=B+B(0,¢) C V.
Soit
L= max |g(z,y)|
(zy) € AxB

Siv € N(gy) e AxB Dg.(y), alors il existe (z,y) € A x B tel que
g(z,w) 2 g(@,y) + (v,w —y) YweV

Ceci suit directement de la définition du sous-gradient.
En modifiant légérement ’inégalité précédante, nous obtenons

(v,w—y) > g(z,w) —glz,y) YweV

Si v ¢ B(0,¢), alors
z=y+e@/|v)]) e BcV.
Remarquons que

[vlle = {v, 2 — ),
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ainsi que
lvlle = g(=,2) — g(=,y) < 2L,
ces relations impliquent ||v|| < (2L)/e.
Si
v e B(0,¢),
alors |lv]| <e.

Donc ||v|| < max{e, 2L/} pour tout v dans 'ensemble qui nous intéresse. Alors
le résultat suit directement. |

La validité de 'hypothése est assurée par la Proposition suivante :

Proposition 6.1.1

Si f: K x K — IR est la restriction sur K x K d'une fonction continue
f:U x U — IR satisfaisant (H1) et (H2) sur U x U, ou U est un ensemble
ouwvert contenant K, alors f satisfait (H3).

Preuve :
Cette Proposition est une conséquence directe du Lemme 6.1.1. O

Nous allons présenter deux algorithmes pour résoudre des problémes d’équi-
libre ou les projections exactes de I’Algorithme 5.2.1 sont remplacées par des
projections approximées.

6.2 L’algorithme

11 semble naturel d’approximer seulement I’ensemble niveau

Ss(y) = {w e RY | f(y,2) < 0},

améliorant la projection de z* sur I’hyperplan séparant zk de S Je(y"“) en utili-
sant un sous-gradient € de la fonction convexe f (v, ) en z* :

& € [05(4", )] (a*) = 0fp(a®)
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est suivi d'une projection orthogonale du point z sur K. Cela nous donne I’al-

gorithme du sous-gradient projeté inexact pour des problémes d’équilibre.

Algorithme 6.2.1 Méthode du sous-gradient projeté inezact pour la résolu-

tion de EP

PAS 1 : Soitk=0, z° € K et rg = ||z°]|.

PAS 2 : Soient z* et r,
(i) Définir
K = {’L‘ € K| “:TCH <rp+1}.

(ii) Trowver y* € Ky vérifiant Fl*, 2F) >0 et

max f(y) a’k) — € < f(yk'»wk)
ye Ky
(i1) Si0 e nyk(mk} alors on s’arréte : y* résout un EP.
Sinon, séléctionner ¥ € Of (zF) €* # 0 et définir

f(ykamk) k

k _ ..k
z =X *tk—!le—kHQ_'E,

Thyl = .’L‘k + f,lc[PLf(yk)(:Ek) — (Ek].

(iv) Mettre a jour vy, comme

i1 = max{rg, [|251}.

Une autre possibilité est de projeter z¥ sur K et sur I’hyperplan sépara-

teur, et de faire une combinaison convexe de ces projections. Cela nous donne

l'algorithme du sous-gradient projeté inexact pour la résolution des problémes

d’équilibre.
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Algorithme 6.2.2 Autre méthode du sous-gradient projeté inezact pour la ré-
solution de EP

Cet algorithme exige en plus des données de I’Algorithme 5.2.1 : une constente
B €0, 3 et une suite {\p}pzo0 C [B,1 — A

PAS 1 : Soitk=0,2%¢ K et o= [|29].

PAS 2 : Soient zF et i,
(i) Définir
K= {v € K |llo]l < 7y +1}.

(i) Trowver y* € Ky vérifiant f(y*,a¥) > 0 et

max f(yj:ﬂ’“) —ERg f(yk,m"“).
yEK}

(i) Si0 € 0 fy (z*) alors on s’arréte : y* résout un EP.
Sinon, séléctionner € € O f,r(z*) e® £ 0 et définir

f(yk,mk) 'Ek

k+1 k
T = X |z" — g -
| lle*12

} + (1 — /\k) [ﬂ?k + fk(PLf(yk)(:Ek) — :L'k)]

(iv) Mettre @ jour r), comme

riy1 = max{rg, |25}, (6.6)

6.3 La convergence

Le Théoréme suivant résume les propriétés de convergence des Algorithmes 6.2.1
et 6.2.2 des projections inexactes :
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Théoréme 6.3.1
Soit {x*} k>0 la suite générée par les Algorithmes 6.2.1 ou 6.2.2.
Supposons que f satisfasse (H3).
Alors :
(i) Si l’ensemble solution de CFP est non vide, alors {z*} k>0 COMUETgE Vers
une solution du EP.

(i1) Si EP n’a pas de solution, alors {a*}k>0 ne converge pas.

Preuve :

1. Premiérement, discutons de la terminaison de l’algorithme, i.e., quand
0e 8fyk(wk).

Dans ce cas, il suit de la définition de fy(-) donnée par (6.3) : Vy € K,
fy : IRY - IRU {+00} comme

y,z) stz e K
v fy) =1 T 0
+oo sizg K
k k Lk N
0 € dfy(a”) = fye(2) 2 fie(@®) + (0,2 —2%) VzeR
= F(z) = fr(a®) Vze RN
= «* minimise [y () sur K
= 2* minimise f(y¥,.) sur K.

Tl Sk (2)=F (g a)

En vue du PAS 2 (it) des algorithmes 6.2.1 et 6.2.2, nous avons

k kK k
K tel 0 < < K.
y" € el que < fy", ") fy*,z) Vze

zF mini—
miseur f(yk,)

Donc y* résout un probléme d’équilibre.

2. Deuxiémement, prenons une solution z* du probléme CIP, et commen-
gons par considérer le cas de I’Algorithme 6.2.1.
Soit
Sk = {z € RN | f(y¥,a%) + (¥, 2 — 2*) <0}
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ot £¥ appartient a E)fyk(mk) et ¢¢ £ 0 par la PAS 2 (i#4) de I'Algo-

rithme 6.2.1, et définissons
Psk K IRN —F Sk

la projection orthogonale sur Sg.

11 suit facilement de (6.4) : 28 = ¥ — #, 1 (”""Lk’ﬁ;k - e® que

=2k 44 [Psk(rck) — z¥].

En effet,
k .k
X T .
2 = F - tkLz”f—) T tka:’rc + tka:k
[l ]2
k .k
Lk fWz") &, & &
= @I +tk[—W‘E + *.’L}
Ps:(mk)

= zF+ ti [ng (’L‘k) — ;Lk]

Remarquons que x* € Sg.

En effet :

Par la définition du sous-gradient, nous avons

¢k € 8f p(2*) = fr(2) > fr(a®) + (€%, 2 —2*) VzeRY.

(6.7)

Comme c’est vrai pour tout z € K, prenons z = z* et nous obtenons :

Fp(@®) = fp(ab) + (€5, 0% —ab).

Puisque y* € K, nous pouvons réécrire cette équation comme, en vue

de (6.2) :
f(yka :11'*) b f(yka a:k) + (gk! il a"k>

Ceci nous donne le résultat souhaité en utilisant la définition de S, :

f(yk,ﬂik)+(€k,$*~$k)50 = z*eb;

car f(y*,2*) <0, vu que z* résout un CFP, i.e.,

ot € Li(y) = {e € K | f(y,2) < 0}.

66



A partir de (6.7) :

AN
k *]|2

2k = &% 4 #4[Ps, (z*) — 2F], nous obtenons

= |lo* - o* + ta[Ps.(a*) — 2*]||°
= ok = 2*||” - &l [Ps, a*) — 2*]|"
42t {z* — 2, ng(mk) - m*z
<0
< o -2t - 42 - )| P (%) 2|
= "~ o) — te(2 - ti) [ﬂﬁ;ﬁk)r' (6.8)
(6.4)

Regardons qu’on a bien I'équivalence entre

1Ps, (=) - *[

En utilisant (6.5) :
nous obtenons :

||$k+l —x

I

2k _ ok 2 _ f(ykyxk) ?
Ies e - #  [ F
= [[Ps,@)” + [l ] + 2P, (a5),2)

k ok 2
oo~ BT ok 4 2(ps, (), 2%

- eE
AT Lot | R (AT 0
= I g e T
k .k
+”$k“2 — 2(zk 2k — f(ﬁghg ) 2
AT L Caltl| K (A 0 )
S T e A
o (kg oF fly®, ="
T e
o (f(yF,2M))?
G

zFtl = 2F 4ty [Pr (2%) — 2¥] et par le fait que o* € K,

“Zk — "+t [P]{(zk) — zk] “2
2% — &*||” = ta(2 — t)||2* — P(®)|”. (6.9)

(AN
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En combinant (6.8) et (6.9) nous avons que

o+ =) < 2t -2
k .k
—tk(Z—tk){[f(ﬁg;ciT ):| +Hz — P (= H }
>0
Sy 610

Comme dans la preuve du Théoréme 5.2.1, nous avons de (6.10) que
() {||a* —2*|| }kzo est décroissante et convergente.
(ii) {2*}x>0 est bornée.

(iii) {ry}r>o est bornée et {y*}r>q est bornée.

Ainsi en mettant en commun (6.10) avec la condition sur {¢x}x>0,

0< a2 —a) < te(2 — tr).

Ainsi nous obtenons

kooky72
a(2-a) { 2] et - PK(Z’“)IP} L e
(6.11)

Puisque {||z* — 2*||*}r>0 est convergente et que (2 — o) > 0, (6.11)
implique que

etoo | L 11€FI

2
lim { [L(M] 4 “Zk _ PK(Zk)||2} =0

lim [ f6',a )l + lim ||z’“—PK(Zk)||2=0
k—+oo

k—+co “ék”

fy*, %)
1 - = -
Jim I P = g[S

A partir de ’hypothése (H3), nous voyons que la suite {€F} k>0 est bor-
née car les suites {2¥}gs0 C K et {y*}x>0 C K sont bornées et =

O f (zF).
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De ceci, nous concluons que
lim f(y*,2*) =0
Jm f(y",2%)
car

—0

——
f(&F, =)
li€®l
~—

borné

Ainsi, pour tout point (7,Z) de la suite {(v*, 2*)}x>0, nous avons
flg;z) =20,

Le résultat souhaité suit en utilisant le méme argument que dans la
preuve du Théoréme 5.2.1.

. Soit 2* une solution du CFP et considérons maintenant le cas de 1’ Algo-
rithme 6.2.2.
Il suit de (6.7) :

GlR

= A |2F =t . gk] + (1= M) [z® + tr(Prc(z®) — 2F)]
que

2P = NeloF -t (Prc (@) — 7))+ (1= M) [2F +t(Prc (@) —2*)]. (6.12)

Par la convexité de || - |2, nous obtenons
ot el = [~ et (e
artifice
N ||)\k[xk —x*+ tk(PK(fb‘k) - mk)]
(6.12)
+(l — /\k)[wk —x* 4+ tk(PK((Ek) — 'Ek)]||2
< )\kHﬂtk —z* + tk(PK(mk) . :L‘k)nz

(1 = Ag)||2* — 2% + te(Px(a®) - $k}|l2'
(6.13)
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En utilisant le méme argument que celui utilisé pour parvenir a (5.7)
dans la preuve du Théoréme 5.2.1, nous obtenons a partir de (6.13) et
du fait que t5(2 —tg) > 0:

o5 = 2| < Mellla® — 2*]? — k(2 — te) | Prc(z¥) — )]
+(1 = M)l — 22 — (2 — )| P () — 2%
E o kN 2
— et — ot - (@ — )P (%)
(1 — M) Pre(z®) — 2*|1%) (6.14)
< o -2

A partir de (6.14), nous pouvons voir que
(i) {||rk — z*||} .5, est décroissante et convergente.
(ii) {2F}x>0 est bornée.

(iii) {rx}r>0 est bornée et {y*}r>o est bornée.

Ainsi au départ de (6.14) et des conditions imposées sur {tx}r>o et
{ Ak }x>0, nous avons :

k gk 2
o(2—0)-f [(f_(W) + 1Py — wknﬁ] < flak—a* 2= 2t —a¥ |

(6.15)

Puisque {Hazk - m*H}kzo est convergente, et comme (2 — ) - 8> 0,1l
suit que

R |z* — Pk (z®)|| =0

ainsi toute valeur d’adhérence de la suite {z¥}x>0 appartient a K.

Nous avons aussi, 4 partir de (6.15) que

. flytab)
lim —— =0.
k—too  [|€F]|
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Alors nous pouvons compléter la preuve de la méme maniére que le cas
précédent.

. Nous voulons montrer que si EP n’a pas de solution, alors {2*} ne
converge pas. Nous allons montrer cela par contradiction. Supposons que
{2*} converge vers z* € IR™ et nous souhaitons montrer que EP a une
solution.

Nous remarquons que lorsque {2} ;>0 converge, nous avons que la suite
{x*} est bornée et que

k .k
kliT 2% — Px(z)|| = lim Jet) = {

b—too  [|€F]]

Quand {z*} converge, ces deux faits se produisent et la preuve de (i)
nous montre que z* résout un EP ce qui contredit I’hypothese que EP
n'a pas de solution.

O
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons défini la notion de probléme d’équilibre ainsi
qu'un certain nombre de problémes qui sont fortement liés & ce dernier (pro-
bleme du point fixe, probléme de complémentarité, probleéme d’inéquation va-
riationnelle, probléme d’équilibre de Nash. ..).

Nous avons introduit un probléme d’équilibre auxiliaire. Nous avons aussi
vu que le probléme d’équilibre est lié au probléme d’admissibilité convexe.

Nous avons défini plusieurs maniéres de résoudre ce probléme d’équilibre
ou le probleéme d’équilibre auxiliaire que ce soit & P'aide de la formulation du
probleme du point fixe, & I'aide de la fonction gap ou d'un algorithme de re-
cherche linéaire avec direction de descente. Nous avons aussi observé que le
probléme d’admissibilité convexe peut &tre résolu par des méthodes de projec-
tions exactes ou approximatives. Dans chacune de ces techniques, nous avons
étudié la convergence de 'algorithme.
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