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Résumé

Dans ce mémoire, nous définissons d’abord de fagon générale le probleme
d’inéquations variationnelles et nous démontrons sous quelles hypotheses il existe
une ou plusieurs solutions.

Ensuite, nous précisons notre cadre de travail et nous considérons un pre-
mier probléme d’inéquations variationnelles, noté VI(F,Q). Afin de résoudre ce
dernier, nous définissons une famille de sous-problémes barriéres et nous présentons
un algorithme convergeant vers I'unique solution de chacun de ces sous-problemes.
En ajoutant une hypothése supplémentaire, nous remarquonsque ’on peut modi-
fier cet algorithme pour en obtenir un second dont la convergence est quadra-
tique. Aprés cela, nous élaborons un algorithme convergeant vers une solution
du probléme VI(F,2).

Dans une seconde partie, nous étudions le probleme d’inéquations variation-
nelles précédent dans un cadre plus général en introduisant la. notion de self-
concordance. De maniere analogue & ce qui a été fait dans la premicre partie, nous
généralisons les deux algorithmes convergeant vers 'unique solution de chaque
sous-probléme barriere, ainsi que 1’algorithme convergeant vers une solution de
'inéquation variationnelle étudiée.

Abstract

First, we define the variational inequality problem we consider in this work
and we determine which assumptions are required to prove the existence and the
uniqueness of solutions for this problem.

Then, we specify our framework and we study a first variational inequality,
denoted by VI(F,€). To solve this problem, we define a family of barrier sub-
problems and we present an algorithm converging to the unique solution of each
subproblem. By adding an additional assumption, we remark that we can es-
tablish an improved algorithm whose convergence is quadratic. After that, we
present an algorithm converging to a solution of the problem VI(F,{2).

In a second part, we study the previous variational inequality problem in a
more general framework by introducing the concept of self-concordance. Similarly
to what was done in the first part, we generalize the two algorithms converging
to the unique solution of each barrier subproblem and we also generalize the
algorithm converging to a solution of the studied variational inequality problem.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous considérons les problémes d’inéquations variationnelles

VI(F, Q) du type

Trouver z* € 0  tel que Vz e F(a*)(z—2z*) >0,

ott § C IR" est un ensemble fermé, convexe, non vide et F': 8 — IR™ est une
fonction monotone.

Dans un premier temps, nous établirons quelques résultats d’existence et
d’unicité. Nous déterminerons ainsi sous quelles hypothéses le probléeme VI(F, 2)
admet au moins une solution.

Ensuite, & I’instar de ce qui a été fait dans I’article de J.H. Wu [4], nous consi-
dérerons des ensembles {2 du type

§={oldr=06 ¢« 20} C "

ot A est une matrice de IR™*"™ (m < n) et b est un vecteur de JR™. La résolution
de ce probléme d’inéquations variationnelles sera le principal objet du deuxiéme
chapitre.

Pour résoudre ce probléme, nous emploierons la méthode barriére et nous défi-
nirons sur Uintérieur de l’ensemble Q une famille de fonctions {F(z) = F(z) —
X~'w},,50. Nous présenterons une fonction de mérite pour chaque sous-probléme
barriere VI(F, Qint)

Trouver z(w) € Qi tel que  Va € iy F(z(w))'(z — z(w)) >0,

ainsi qu’une fonction ¢ qui nous permettra de vérifier si un vecteur z € R"
est proche de la solution du probléme VI(F,{n:). Nous allons élaborer un pre-
mier algorithme (I’algorithme 2.1) pour résoudre le probléme VI(F, Qine). Sous
des hypothéses appropriées, nous montrerons que cet algorithme est convergent.
Ensuite, nous ajouterons une hypothése supplémentaire et grace a celle-ci, nous
serons en mesure d’élaborer une nouvelle version de I’algorithme 2.1. L’avantage



de ce nouvel algorithme par rapport au précédent est qu’il converge quadratique-
ment vers la solution de VI(F , Qint). Finalement, nous élaborerons un algorithme
pour résoudre le probléme VI(F, ) en se basant sur ’idée suivante: & I'itération
k, si 'itéré z* obtenu par la méthode de Newton est suffisamment proche de la
solution de VI(F' , Qint) avec w > 0, alors nous diminuons la valeur du parameétre
w et nous passons & itération suivante. Sinon, nous appliquons Palgorithme 2.1
pour "centrer" I'itéré. Pour cléturer ce chapitre, nous démontrerons la conver-
gence de cet algorithme.

Dans le Chapitre 3, nous introduirons la notion de self-concordance. La plu-
part des résultats qui y seront présentés sont extraits du livre de Nesterov Y. et
Nemirovskii A. [2]. Seuls les résultats les plus utiles dans ce mémoire y seront
démontrés.

Dans le Chapitre 4, nous allons étendre ’ensemble {2 du Chapitre 2 de maniére
analogue & ce qui a été fait dans l'article de F.Sharifi-Mokhatarian et J.L. Gof-
fin [1]: nous remplacerons les contraintes de non-négativité par des contraintes
convexes. L’ensemble {2 sera donc de la forme

Q={ze R Az =b, fi(z) <0i=1,..,m},

ot f; : IR™ — IR sont des fonctions convexes de classe C? pour tout 1 appartenant
3 ’ensemble {1,...,m}, A est une matrice de IRP*™ (p < n) et b est un vecteur de
IRr».

La démarche suivie lors de ’élaboration de l'algorithme pour résoudre ce pro-
bléme d’inéquations variationnelles est semblable & celle présentée au Chapitre 2.
En effet, nous définirons d’abord une famille de fonctions en ajoutant & la fonc-
tion objectif la dérivée d’une fonction barriére self-concordante multipliée par un
facteur . Ensuite, nous élaborerons deux algorithmes pour résoudre chaque pro-
bleme d’inéquations variationnelles "barriere". En suivant la méme idée que pré-
cédemment, nous présenterons un algorithme pour résoudre le probléeme VI(.S, )
oil S est un opérateur monotone. Finalement, nous montrerons que cet algorithme
est convergent.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Définition du probléme d’inéquations
variationelles

Soient ) C IR™ un ensemble fermé, convexe, non vide et F': 0 — IR".
Nous considérons dans ce mémoire le probléme d’inéquations variationnelles

VI(F, ) suivant :

Trouver z* €  telque Ve e Q F(z")(z —2") > 0.

Ce probléme est une généralisation du probléme

(P) E{ min f(x)

s.c.z €€}
ou f: IR" = IR.

En effet, si on prend F\(z) = V f(z),

Trouver z* € §  telque Vf(z*)(z—2")>0 Vel

est équivalent &

min f(x)

Trouver z* solution de
s.c. ¢ € 1.



Des exemples typiques d’ensemble {2 sont:
Q={z| Az =b, >0} ol A est une matricem X n et b € I"™.

Q= {z| g:(z) <0i=1,...,m} ol g est une fonction convexe de IR™ dans IR,
pour tout ¢ appartenant & ’ensemble {1,...,m}.

1.2 Définitions et notions préliminaires

Avant d’aborder ’étude du probleme VI(F, ), nous avons besoin de rappeler
quelques définitions et notions de base.

1.2.1 Deéfinitions d’un opérateur monotone et fortement
monotone

On dit que l'opérateur F': §§ — IR"™ est monotone sur ) si
[F(z) = F(y)](z—y) 20 Vz,y €l
Lorsque F est différentiable, cette propriété est encore équivalente &

2 F(z)z>0 VYzeQ, Vze IR".

ou I(x) désigne la matrice jacobienne de F" en .

On dit que lopérateur F' : @ — IR" est fortement monotone sur Q) ¢’ill existe
un scalaire A > 0 tel que

[F(z) - F(y)l'(e—y) 2 X |[e —y|* Vz,yel

Lorsque I est différentiable, cette propriété est encore équivalente & la propriété
suivante:

Il eviste A >0 tel que Z'F'(z)z> M| z]? VzeQ, z€ R"



1.2.2 Normes matricielles

Soit B une matrice symétrique et définie positive. A cette matrice, nous pou-
vons associer la norme || . ||p définie par

| z ||3=2'Bz VzelR"

Lorsque B est la matrice identité I, la norme || . |5 est la norme euclidienne,
notée || . ||.

Rappelons également la définition de la norme euclidienne d’une matrice car-
rée C:

I C ll= max{||Cz] | [|z]| = 1}-

1.2.3 Les fonctions barriéres

Une méthode classique de résolution d’un probléme d’optimisation avec contraintes
consiste & remplacer ce probléme par un probléme sans contrainte en ajoutant une
fonction barriere a la fonction objectif. Comme nous utiliserons cette méthode
pour résoudre le probléeme VI(F, Q2), rappelons d’abord le principe de celle-ci dans
le cas particulier de ’optimisation.

Considérons un probléme de minimisation avec contrainte du type

(P) = { min /(2)

s.c. z €8}

ot f: IR™ — IR est convexe et  C IR" est un ensemble convexe, fermé et non
vide.

Si on note I(z) la fonction indicatrice de I'ensemble {} (c’est-a-dire I(z) = 0
siz € et I(z) = +oosi z ¢ Q) alors, il est facile de voir que ce probléme peut
se mettre sous la forme du probléme de minimisation sans contrainte suivant :

{ min f(z) + 1(z)

s.c.xz € IR”
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La méthode consiste & approximer la fonction I(z) par une fonction if (z) véri-
fiant les propriétés suivantes:

1. I(z) est convexe et de classe C' sur P'intérieur de {2;

2. Pour toute suite {z*} dans l'intérieur de € convergeant vers un point de la
frontiére de Q, I(z*) converge vers +oo;

3. w>0.

Pour certaines valeurs de w, on va résoudre le probléme de minimisation sans
contrainte suivant :

{ min wf(z) + I(z)
s.c. w € IR"

Notons z(w) la solution obtenue. Sous des hypothéses appropriées, on peut mon-
trer que, si {w*} est une suite tendant vers +oo, alors la suite {z(w*)} converge
vers la solution du probléme (P).

La fonction I(z) est la fonction barriére associ¢e au probléme (P).
Remarquons que par la deuxiéme propriété de la fonction I, on a que, si 'on

applique une méthode de descente en partant d’un point z° € Qjny, tous les itérés
z* vont rester strictement admissibles.

Exemple: La fonction barriére logarithmique.

Soit @ = {z] alz —b; >0 Vi=1,..,m} ot a; € R" et b; € B i=1,..,m%

La fonction barriére logarithmique associée & §) est définie par
m
Ilg)=— Zlog(aﬁw —b;).
=1

Cette fonction vérifie bien les propriétés énoncées ci-dessus.

En effet, I est convexe et de classe C* sur I'ensemble Qe et pour toute suite {2*}
convergeant vers un point de la frontiére de Q, — 37", log(atz® — b;) converge
vers +00.
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1.2.4 Les fonctions de mérite

Lors de la résolution de VI(F, ), on va transformer le probléme
Trouver z* € 0 telque Vz € F(z*)(z—2%) >0

en un probléme équivalent du type

{ min f(z)

s.c. z €8

La fonction f(z) sera appelée la fonction de mérite ou fonction gap associée
au probléme VI(F, ). |

(Pest un procédé qui s’emploie réguliérement lors de la résolution d’inéquations
variationnelles. I’avantage est que ce dernier probléme peut étre résolu grace a
des méthodes de descente dont la convergence est globale.

Exemples:
1. On a déja vu au paragraphe 1.1 que lorsque F(z) = V f(z), le probléme
VI(F, ) est équivalent &
{ min f(z)

s.c. €

f(z) est donc une fonction de mérite associée a VI(V£,Q).

2. Une fonction de mérite associée au probléme VI(F, 1) est donnée par

g(z) = max{ (F(z),z —y)| y € 0}

Cette fonction vérifie les propriétés suivantes:
(a) g(z) >0 Vzel.
En effet, Ve € 0 g(z) > (F(z),z — ) = 0.
(b) g(z*) = 0 lorsque z* satisfait (F'(z*),x —2*) 20 Vo e

En effet, comme (F(z*),z* —2) <0 pour tout z de 'ensemble £, on a que
g(z*) < 0. Et donc par le point (a), on a que g(z*) = 0.

12



1.2.5 Notes sur la différentiation

Afin de pouvoir définir certaines notions et notamment la propriété de self-
concordance, nous devons au préalable définir les opérateurs de différentiation.
Ce sera l'objet de ce paragraphe.

Considérons E un espace vectoriel réel de dimension finie ainsi qu’une fonc-
tion F': E — IR et un élément z de E tel que ['(z) est fini.

On dit que F' est différentiable en x §’il existe une transformation linéaire
DF(z) sur E telle que

F(z + k) = F(z) + DF()[] + o([IA])

oit o(||h)) est une fonction en k telle que of||A||) converge uniformément vers 0
quand h converge vers 0. On appelle DF (z) la transformation dérivée de F
en xr.

On peut ainsi définir la dérivée de F' en z, F'(z) € E” par la relation suivante:

DF(@)A] = (F(@), b) = 5 F(&+1ih) oo

Lorsqu’elle existe, cette dérivée est unique.
b

Si la dérivée de F' existe pour tout @ et est continue, alors on dit que F' est
contintiment différentiable.

Supposons maintenant que F' est différentiable en z et qu’il existe une trans-
formation symétrique et bilinéaire D?F'(z) sur I/ x E telle que

F(o-+ ) = F(@) + (F(a), b) + 5 D*F(@)lh, bl + ol |])

On dit alors que F est deux fois différentiable en z. On appelle D*F(z) la
transformation dérivée seconde.

13



On peut définir également F”(z) par la relation suivante:

2

0
DZF(@UH, hz] = (F”(:c)hl, hZ) = _F(m +tihy + tzhz) |s,,12:0 .
Ot10t

On peut recommencer un raisonnement analogue pour la dérivée troisiéme. On a
alors

3

0
DSF(CE)UH, ha, hs] = MF(US + t1hy + tahg + t3hs) |4 t0,0=0 -

Le raisonnement précédent peut se généraliser pour la dérivée quatriéme, cin-
quieme... Cependant, nous aurons besoin uniquement des dérivées d’ordre infé-

rieur ou égal a 3.
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Chapitre 2

Elaboration d’un algorithme pour
résoudre le probléme VI(F, Q)

2.1 Cadre de travail

2.1.1 Deéfinition du probléme d’inéquations variationnelles
VI(F,Q)
Soient @ = {z|Az = b, x > 0} C IR" ol A est une matrice de R (m < n),
b est un vecteur de IR™ et F' : 8 — IR™ une fonction monotone. Le probléme
VI(F, ) est le suivant:

Trouver * € @ tel que Ve € F(z")'(z —2%) =2 0. (2.1)

Dans ce chapitre, nous établirons un algorithme pour résoudre le probléme
VI(F, ). Pour cela, nous définirons par la méthode barriére une famille de fonc-
tions et nous résoudrons le probléme d’inéquations variationnelles associé a ces
fonctions. Mais d’abord, il faudra poser certaines hypothéses sur F ainsi que sur
I’ensemble €} pour pouvoir démontrer la convergence des algorithmes étudiés.

2.1.2 Notations

Dans la suite, on notera

Qins = {z| Az =05, z > 0}, min(w) = min;{w;},
O = {o| o= b}, max(w) = max;{w;},
X = diag(z1, ..., Tn), g = 1y s 115

W = diag(wy, ..., W)

15



2.1.3 Les hypothéses sur A, () et F

Comme il a été annoncé précédemment, nous allons poser certaines hypo-
theses qui seront valables durant tout ce chapitre.

(A1) La matrice A est de rang plein;
(A2) Qine # 05

(A3) L’ensemble §} est borné,
(on notera y = max{z;| = € O} et I' = min{z;| = € Q});

(A4) F est monotone;
(A5) F est continfiment différentiable.

2.2 Existence de solutions

2.2.1 Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Remarquons d’abord que les hypothéses (A1)-(A2) sont équivalentes & I'hy-
potheése de qualification de contraintes de Slater. Dés lors, grace aux conditions
de KKT associées au probleme VI(F, ), on sait que, si z* est une solution de
VI(F, ) alors il existe deux vecteurs y* € IR™ et s* € IR™ tels que

F(z*)— Aly* —s* =0

Az*=b

Xrgt =0

>0

s* > 0.

De plus, comme F' est monotone, la réciproque est également vrale.

Dans la suite de ce paragraphe, nous allons définir ce qu’est une solution

faible. Cette notion nous sera trés utile pour conclure sur l'existence et 'unicité
des différents problémes d’inéquations variationnelles que nous rencontrerons.

2.2.2 Les solutions faibles

Définition
2 € §) est une solution faible de VI(F, Q) si
(F(y),y—=z) >0 VyeQ.

16



Proposition 2.2.1

Si Q) est un ensemble fermé convexe & intérieur non vide el si I est monotone,
on a les deux résultals suivants:

1. Toute solution de VI(F,§}) est une solution faible de VI(F,Q).
9. Si F est continue, alors toute solution faible de VI(F,Q) est une solution
de VI(F,Q).
preuve

1. Démontrons d’abord que toute solution de VI(F, Q) est une solution faible
de VI(F, Q).

Soit z* une solution de VI(F, ).
Par définition, z* vérifie la relation (F(z*),z —2*) > 0 Vz € {2.

Comme F' est monotone, on a également

(F(z*) — F(z),2*—z) 20 Vz el

et donc

0 < (F(z%),z —z*) < (F(z),z—=z") Vel
Cest-a-dire, z* est une solution faible de VI(F, Q).

9. Démontrons maintenant que si I est continue, toute solution faible de
VI(F, ) est une solution de VI(F, Q).
Si 2* est une solution faible de VI(F, ), alors, pour tout y € §1, on a

(F(z*+t(y—a)),y—z") >0 et 0<t<1

La fonction F' étant continue, on en déduit en passant & la limite lorsque ¢

tend vers 0, que
(F(z*),y—2z*) >0 Vyeq,

c’est-a-dire que &* est une solution de VI(F, ).

17



Lemme 2.2.1

Soient G(F)={ (z,y) | y = F(z), = € 2}, le graphe de la fonction F;
S={ (z, F(z;)), i =1,...,m} un sous-ensemble fini du graphe de F;
X(S)={z € Q| (F(z:),zi —x) >0 i=1,..,m}.

Si X(8) est vide et si ) est un ensemble convexe fermé et borné, alors il existe
des scalaires \; > 0,5 =1,...,m et § >0 tels que Y ;= A =1 et

ST A(F(zi),zi—) < —6<0 VzeQ.

=1
preuve

Considérons le probléme
max t
(P)=1{ s t<(F(zi),zi—=x) 1=1,..,m
z € f.

Notons #* la valeur optimale de la fonction objectif de (F). Vu que nous avons
supposé que X () est vide, t* doit étre strictement négatif.

Pour démontrer la thése, nous devons construire le probléme dual de (P). Pas
définition, la fonction duale est de la forme suivante:

d(A) = sup L(z,t,A)= sup {t+i)\i[(F(w,-),mi~$)—t]}

z€Q, telR e, tER 1

ol les composantes du multiplicateur de Lagrange A sont positives.
Développons I’expression de d(A):

m m

d()) = sup (11— Z’\i)t + SupZ)\i(F(mg),:ci —x)

teR 1=1

{ SUPgeq 221 }‘t(F(m%): Ty — 37) si E?;l Ai=1

+00 sinomn.
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Vu que Q est un ensemble fermé et borné, le supremum est atteint en un point
de Q. Le probléme dual peut donc s’écrire comme suif

min {sup, eq Y27t A (2, 7 — o)}
(D) = { s.c A >0,

B =L,

Or, on a par la dualité forte que d* = 1* < 0 ot d* représente la valeur optimale
de la fonction objectif du probléme dual.
Dés lors, il existe A* > 0 tel que Y- Af =1et

supz M{F (), 2 — %) <0,

z€0 T
ce qui peut encore s’énoncer de la fagon suivante:

il existe \* >0 et 6 >0 tels que Yo A =1 ¢t

S N(F(),@i —2) < =6 <0 Vo Q.
i=1

Proposition 2.2.2

Si en plus des hypotheéses de la Proposition 2.2.1, on ajoute Uhypothese (A3),
alors le probleme VI(F,Q) admet des solutions faibles.

preuve

Soient G(F), S et X(S), les ensembles définis dans ’énoncé du Lemme 2.2.1.

1. Montrons d’abord que I’ensemble X(S) est non vide.
Supposons par I'absurde que X(5) est vide.
Grice au Lemme 2.2.1, nous savons qu’il existe des scalaires A >0,
S A = 1, tels que la fonction linéaire g(z) = Yoy Al F (i), i — x) est
négative sur €2, c’est-a-dire

glz) < =6 <0 Vze, ot d>0.

Posons z* = Y., Miz;. Comme § est convexe, z* € {1.
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Soient z € Qi et z(t) = ¥+ t(z —2*), 0<t<L
Dés lors, z(t) € Qine € Dom(F), ¢ €]0,1] et on a pour tout 0 < < 1:

—8 > g(a(t)) = Yoy M{F(z:), wi — z(1))
> S Al F(2(1), 2 — (1)
= (F(2(t),s" — «(t)) = —HF(2(t),z — «*

oi1 l'inégalité a été obtenue par monotonie de F'.

Si I’on pose w(t) = (F(z(t)), z—z*), 'inégalité précédente peut étre réécrite
de la fagon suivante:

tw(t) >8>0 Vte(0,1].
Montrons que la fonction w est croissante sur (0, 1].

En effet, prenons 0 < t; < t3 <1 et montrons que w(ty) < w(ty).
Par définition de w(t;) et de w(;), on a

w(ty) = (Fz(ty)),z—2") et w(tz) = (F(z(t2)), z — ).
Comme F' est monotone, on a la relation suivante :

(F(alta)) — F(a(t),a(t) —a(t)) = (Fa(t2)) = Fle(t), (ta = t1)(z = 2°))

= (ta —t1)(w(t2) —w(t1)) 20

et donc w(t) est croissant sur (0,1].

On obtient alors:
limtw(?) < limt w(l) = 0.

t—0 t—0
>

Mais ceci n’est pas possible car tw(t) >4 >0, 0 <t < 1.
On vient donc de démontrer que X(S) est non vide pour tout S.

. Montrons ensuite que VI(F, ) admet des solutions faibles.
Considérons S;, i € {1,...,p}, p sous-ensembles finis de G(F).
Cles ensembles sont fermés et vérifient la propriété suivante:

nX(Si) + 0.

=1
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G(F) étant compact, on a alors

N X(5)#0.

SCG(F)

Or, cette derniére intersection est I’ensemble de toutes les solutions faibles

de VI(F, Q).
O

Gréce aux propositions précédentes, on peut facilement démontrer que le pro-
bleme VI(F, ) admet au moins une solution.

2.3 Les sous-problémes barriéres VI(F',Qint)

2.3.1 Deéfinition

Soit w, un vecteur dont les composantes sont positives. Définissons la famille
suivante de fonctions:

F(x) = F(x) — X 'w.

Le vecteur w est le paramétre de pénalité associé & la fonction F'.
Pour w positif quelconque, considérons le sous-probléme barriere VI(F, Qint) dé-
fini comme suit :

Trouver z(w) € ine  tel que F(z(w)) [z —z(w)] 20 Vo € Qin. (2.2)

L’ensemble {z(w), w > 0}, s’il existe, s’appelle trajectoire centrale. La méthode
proposée pour résoudre le probléme VI(F, ) va consister a suivre cette trajec-
toire centrale.

Le lemme suivant nous indique que, sous les hypothéses posées au début de ce
chapitre, I est fortement monotone.

Lemme 2.3.1

Sous les hypothéses (A3)-(A5), F(z) est fortement monotone sur ) de constante
A = min(w)/y%.
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preuve

Tl faut montrer que (F(z) - F(y),z —y) > M|z —y[|* Vz,y€ Q.

(F(z)— F(y)he—y) = (Fl@)=Fly),z—y) — (X w-Y w,z—y)

> (Y= X Yw,z —y). (2.3)

wi(z1—v1)
£191

Comme (Y_1 — X Nw= :
anmn~yn!

Tniyn

on obtient ((Y_l — X_l)'LU,x = y) =2 (331 o y1)2 e e =L (mn - yﬂ)za

Z1Y1 TnlYn

et constatant que -2 > %ﬂl Vie{l,..,n},

Tyl

)

(=X —y) > P =) )
= 2y, (24)

La thése se déduit alors des relations (2.3) et (2.4).

Théoréme 2.1

1l existe une et une seule solution au probléme (2.2).

preuve

1. Lexistence d’une solution se démontre facilement en considérant les hypo-
theses (A1)-(A5) ainsi que les Propositions 2.2.1 et 2.2.2.

2. Démontrons 'unicité de la solution.
Procédons par I’absurde. Supposons qu’il existe deux solutions au probléme
(2.2) et notons-les z(w) et y(w).
Par le Lemme 2.3.1, on a

Mz (w) — y(w)|I* < [F(e(w)) - Fly(w))]'(e(w) - y(w)). (2.5)
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Or, z(w) et y(w) vérifient respectivement

F(z(w)(z — a(w)) 20 Vo € Qin

et

Fly(w))(z —y(w)) >0 Vo € Q.

En prenant z = y(w) dans (2.6), on a

Donc, la relation (2.5) devient

Mz(w) — y(w)||* < [F(e(w)) — Fy(w))] (e(w) —y(w))

ce qui implique que z(w) = y(w).

2.3.2 Reformulation de VI(F,Qin)

Dans ce paragraphe, nous reformulons le probleme VI(F,Qint) grace a une

La fonction de mérite associée & VI(F,Qint)

fonction de mérite. Pour définir cette fonction de mérite, il va falloir définir une
fonction intermédiaire P(z).

Pour chaque z € s, considérons P(x) € Q la solution du probléme d’in-

équations variationnelles suivant :

[F(z) + B(P(z) — )|'ly — P(&)] 20, Vye,

minly — (v - B~ F(2))||3

23

(2.8)

ot B est une matrice symétrique et définie positive. Ce probléme est équivalent
au probléme suivant :



dont la solution optimale est

P(z) = Projg gz — B F{z)).

Comme € est un ensemble fermé, borné et convexe et B est une matrice symé-
trique et définie positive, on peut facilement démontrer que ce probléme admet
une solution unique.

Nous pouvons alors définir la fonction de mérite fu : Qine — IR pour chaque
T E Q’int s

1

fu(z) = —F(2)'(P(2) — &) — 5[P(2) = al'BIP(z) —al, (2.9)

et considérer le probléme d’Optimisation suivant :

min fu(s) = min ~F(o)/(P(@) ~ 2) - 51P(z) — al'BIP(@) ]| . (210

Avant d’étudier les propriétés de f,, définissons, pour chaque z € Qint, le
vecteur Z(x) € ' comme étant la solution du probléme suivant :

(F(e) + F(@)(Z(s) - 2)ly - 2(2)] 20 Vye . (2.11)

On peut facilement démontrer que ce probléme admet une solution vu que F(z)
est une matrice définie positive et A est une matrice de rang plein [7].

Propriétés de la fonction de mérite f,

Proposition 2.3.1
Soient la fonction f,, définie ci-dessus et z(w) la solution du probleme VI(F,Qiny).

La fonction f,, vérifie les propriélés suivantes:

1 fw(’C) 20 ; Vm & Qint;

2. fu(z) =0 si el seulement si & est une solution du probleme VI(F, Qi) et
du probleme (2.10);

24



3. fulz) 2 [0 — L|B|| ] [le(w) — =l* Vz € Qint;

4. fo(z) est continiment différentiable et son gradient est donné par la formule

sutvante:
fi(e) = F(z) — [F'(z) = B][P(z) — 2] Vo € Lins;
5. Une direction de descente pour fu(z) en x est donnée par d = Z(z) —®

lorsque Z(z) # x. Plus précisément,

min(w)

f(@)[2(2) — 2] < —ful®), Ve € i, si|BI <275

preuve

1. Selon la relation (2.8) ou 1'on remplace y par z, on a
F(e)'[P(z) — 2] < | P(@) — all5 (212
11 suit alors de la définition de f, que
fulz) = —F(z)}(P(z) — 2) — 3[P(z) — 2]'B[P(e) — 2]
> 11P(e) — ally 0.
2. (a) Démontrons d’abord que si fu(z) = 0 ot z € N alors @ résout le
probléme VI(F', Qint) ainsi que le probléme (2.10).
11 suit de la définition de f., que

Fe)(P(e)—2) = —3lP(s)—al'BIP@) <]

1
— —L1P) - =l (2.13)
En combinant (2.12) et (2.13), on a que
1
—5[1Pz) - zllp < —[1P(z) - =llk

et donc i
S1P(2) —alls <0

ce qui entraine que P(z) = @ vu que B est une mafrice définie positive.
Dés lors, par la relation (2.8), on a que z est la solution de VI( I, Qiny)-
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(b) Montrons maintenant que si z € ) est la solution de VI(F, ;) et du
probléme (2.10) alors f,(z) = 0.
Prenons z € Qin, la solution de VI(F', int). Par passage & la limite
dans I'inégalité (2.2), on a que

F(z)(y—=z) >0 Vye

Prenons y = P(z) € £2. On obtient alors

F(2)[P(z) —z] > 0.

Par la relation (2.8) ot 'on remplace y par = € {1, on a que

[F(z) + B(P(z) — z))'[z — P(z)] 2 0

ce qui implique que

—[P(z) — o] BIP() — 2] > F(x)'[P(a) — 2] > 0.

Donc, P(z) = z car la matrice B est symétrique et définie positive.
On a donc que fy,(z) = 0.

3. Prenons z(w) la solution du probléme VI(F,Qin,). Vu que F(z) est forte-
ment monotone, on a: :

min(w)
,YZ

[F(2) — Fz(w)z — 2(w)] > l2(w) = zlI* Yz € Qint,

et par définition de z(w),

Fz(w))z — z(w)] >0 Vz € Q.

Les deux inégalités précédentes entrainent alors que

- min(w)

F(z)[z — z(w)] > " |z(w) — z||* Vo € Qi

On a alors successivement les relations suivantes:

fula) = —F@)(P() 3] - 5[P(s) 2] BIP(z) — al



1

Jo®) = —F(2)'[a(w) — 2] - Slo(w) — o] Ble(w) — 2] (2.14)
min(w) g 1 )
2 lz(w) — =|I* = S Bl {l=(w) — =

_ [min(w) 1 1z
- 1181 | Ylaw) oI,

,72

oit la premiére inégalité vient du fait que z(w) € Qine. On a ainsi démontré
la troisiéme propriété de la proposition.

. Tout d’abord, nous savons que F' est continiment différentiable sur l'en-
semble Q. De plus, pour tout @ € Qine, P(z) = Projg gz — B~'F(z)).
On a donc immédiatement que P(z) est continue.

Définissons ensuite une fonction intermédiaire b : Qi X IR — IR par
la relation suivante:

he,y) = (F(@),y — =) + 5y — 2, Bly— o).

Vu que F est continiment différentiable, h I’est également.
Par définition,

fo(z) = —min (F(m)i(y — )+ é—(y —z)'B(y — :c))

yEQ
= —min{h(z,y)| y € 9.

Comme ce minimum est atteint en y = P(z), fu, est différentiable sur 'en-
semble Q;,:.

Finalement, pour trouver expression du gradient de fu, il suffit de consi-
dérer les égalités suivantes qui sont valables pour tout z appartenant &
’ensemble £,

V fu(z)= —Vsh(z, P(z))

I
]

(@) = F'(2)/(P(2) — 2) + B(P(z) — @)

F(z) - [F'(a) - BI[P(z) - a).
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5. Pour démontrer le dernier point, remarquons d’abord que
£ ()% (2) — a]=F(2)![2(z) — 2] — [P(e) — <['[F"(2)" — B[Z(e) — =]
% 4.0
oi Ty = F(a)[Z(a) — 2] et Ty =—[P(e)— ol'[F(z)' — B[Z(e) — a].

Développons d’abord Ty :
T, = [F(z)+ F(2)'(Z(z) - o)]'le — P(z)] - F(2)'[z — P(a)]

+[P(z) — z]'B|Z(z) — ] (2.15)
= —[F(z) + F'(2)'(Z(z) — 2)I'1P(2) - Z(o)]
+HF(2) + F'(2)(Z(z) - @) [z — Z(2)]

F(a)[s — P(@)] + [P(z) — 2] B[Z(z) — ] (2.16)

IA

[F(z) + F'(2)"(Z(2) — 2)]'[e — Z(2)] = F(2)'[e — P()]
+[P(z) — z]'B[Z(z) — ] (2.17)

_F(2)[2(z) - 2] - [4(z) — a]'F'(2)[2(2) — 2] - F(a)'[s — P(a)]

VAN

112 - PG+ 3176~ olly + 5IP@ — ey (213)

= —F(2)2(z) — 2| — [Z(2) — o] F'(2)[Z(2) — 2] = fu(2)
5 17(@) — P& + 512() ~ =l (2.19)

oil la premiére inégalité vient de la relation (2.11) et du fait que
P(z) € © C Q. Pour obtenir la deuxiéme inégalité, il suffit de suivre le
raisonnement suivant :

Vu que (Z(z) — P(z)) = (Z(z) — z) — (P(z) — ), on a que
1%(z) — P()||% = 12(=) — all} + | P(2) — 2]} — 2(P(e) - &) B(Z(2) — ).
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Prenons ensuite d = Z(z) — 2. Finalement, on obtient:

Loty < —dF(@)d—ful@) - H12(e) ~ P@)I + 3¢ Bd

min(w)_l z) — z||* — :r:—l z) — P(z)||%
< () 2B 12(e) e~ fule) = 5126) ~ PO

S _fw(:c),

ot la derniére inégalité est due a ’hypothése @%ﬂl > 1B

Commentaire

Lorsque le vecteur w change, la condition sur la matrice B change aussi. Donc,
pour tout nouveau vecteur w, il se peut qu’on doive changer la matrice B afin
de satisfaire I’hypothese mf;gﬂ > 1||B||. On peut choisir B = 2%(1”—1[ oi1 [ est la
matrice identité n X n.

2.3.3 La méthode de Newton

Pour élaborer un algorithme, il faut connaitre la direction dans laquelle nous
nous dirigerons pour définir chaque nouvel itéré. La direction que nous emploie-
rons est celle obtenue par la méthode de Newton.

I’objet de ce paragraphe sera donc de développer la méthode de Newton afin de
trouver 1’expression de la direction. Pour cela, nous avons besoin des conditions

de KKT.

Les conditions de KKT associées au probléme VI(F' ,$int) sont

F(z)— X" lw— Ay =0,
Az =0b, >0
z € IR, ye IR™.

Posons

Fz) — X w— Aly ] /() = [ Fl(z)t + X*W —A }

H(z,y) = Az —b A 0
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Etant donné un couple (z,y), ot @ € Qi et y € IR™, pour trouver la direc-
tion de Newton il faut résoudre le systéme suivant:
H(z,y)+ H'(z,y) [ z:; ] =0.

Définissons Az =& —z, Ay =9 —y.
Le sytéme ci-dessus peut-&tre écrit sous la forme:

F(z) — X" 'w— Aty + [F'(z)' + X *W]Az — A'Ay =0
Az — b+ AAz =0,

ce qui revient &:

Fz) — X'w+ [F'(z) 4+ X WAz — A =0
\ (2.20)
A= b

Vu que la matrice A est de rang plein et que F”'(z) est une matrice définie positive,
ce sytéme est bien défini.

Az est la direction de Newton que nous cherchons. En fait, ce sytéme repré-
sente les conditions de KKT du probléme (11). On a donc que & = Z(z) et donc,
la direction de Newton Az est également définie par

Az = Z(z) — z.

2.3.4 Prerflier algorithme pour résoudre les sous-problémes
VI(F,int) : Palgorithme 2.1

Dans ce paragraphe, un premier algorithme pour résoudre VI(F,$in¢) sera
présenté. Grace aux hypothéses posées au début de ce chapitre, nous pourrons
montrer que cet algorithme est convergent.

Initialisation : Choisir z° € Qine, 0 < p,0 < 1, et poser k= 0.

Itération k : Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors on s’arréte.
Ce critére de convergence peut étre

fu(z®) <e ou ||Z(z*) - z*|| <e avece >0
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Pas 2: La direction de Newton

Trouver & = Z(z*) la solution du systéme suivant :

{ F(zF) — Xt + [F/(a%) 4+ X2 W)(& — 2F) = A'§ =0
Az =b

ott X = diag(zF,...,z¥). On obtient ainsi ¢* = & — .

Pas 3: Recherche linéaire inexacte

Choisir t*, le plus grand nombre de ’ensemble {1, p, p?, ...} tel que:

Fu(z® + t8d¥) < fu(zF) + otk f! (zF)td*, [régle d’Armijo]
* + thd* € Qi

Pas 4: Mise a jour

Poser zF+! = g% + tkd*, "' =g, k=k+ 1.

Théoréme 2.2 Convergence de 'algorithme.

Soient ||B|| < 2702 et 20 € Qins.
L’algorithme 2.1 engendre une suite d’itérés {z*} convergeant vers l'unique solu-
tion z(w) du probleme VI(F,Qin).

preuve

On sait déja que F'(z) est continment différentiable et fortement monotone sur
Qe et que la suite des itérés {z*} reste dans I’ensemble Qint (car Palgorithme
2.1 Pimpose).

1. Montrons d’abord que la suite { f,,(z*)} est décroissante et que la suite {r}
est bornée.
Par le cinquiéme résultat de la Proposition 2.3.1 et la définition de la regle
d’Armijo, la suite {f.,(z*)} est décroissante. En effet,

fu(@®) + ot () d",
Fu(@®) + ot (=1) fu ("),

fulz® +14d%) <
<

31



par conséquent,

(1 — ot*) fulz®)
fw(mk)'

fw(xk 4 tkdk)

IACIA

De plus, si on considére la troisiéme propriété de la Proposition 2.3.1, on
peut montrer que la suite {z*} est bornée.

En effet,

1
k)2 < : & k
T T
y 2
- o) 8|

. Montrons ensuite que la fonction f,, () converge vers +oo lorsque x converge
vers un point de la frontiére de iy

Soient £, la fermeture de Qe
M = maxe e llo - yll
L = maxzeq ||F(:E)||,
Amax(B), la plus grande valeur propre de la matrice B .

Par la relation (2.14) de la démonstration de la troisiéme propriété de la
Proposition 2.3.1, on a que

fu(®)

Dott, fu(z)

IV

IV

1

_F(a)a(w) — 2] - 5[e(w) — a]'Bla(w) - al

2
~[P(@) - X "ulffa(w) — o] - gllo(w) - 2l
— P(o)fa(w) — ] + (X0 (o) — 2] = 5| M[PAns( B

LM (X ()] — e = M Amax(B)

ot la deuxiéme inégalité vient d'une propriété des quotients de Rayleigh:

(2(w) — )' Bz(w) — @)
le(w) — 2|
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Vu que w, z(w) > 0, on a donc que lim;_,q,,, Fulz) = oo

Or, on a montré que la fonction fu(z) est bornée sur I'ensemble Q. Par
conséquent, la suite des itérés va toujours rester hors de la frontiére de 1'en-
semble ;. La suite posséde donc au moins un point d’accumulation dans
un sous-ensemble compact de .

Prenons {z¥}icz une sous-suite convergente de {z*} et notons sa limite
T € Qint. Z(z) étant une projection, elle est continue sur 2;,:. Par consé-
quent, la suite {d*};cx converge vers le vecteur d=27(z) — Z.

. Pour démontrer la thése, nous devons finalement prouver que f (8)=0.

En effet, si f,(z) = 0, par la deuxiéme propriété de la Proposition 2.3.1, on
sait que Z est une solution du probleéme (2.10).
Par I’absurde, supposons que f,(Z)>0. Il existe donc £>0 et un indice k
tels que

fu(@¥) >0, k>k.

On obtient donc pour k > k:

F ety < —fula®) <O, (2.21)
Ful@1) = fu(@*) < othfy,(eF)'d" (2.22)
fulz* + (%dk)) — ful2®) > U%f;(mk)tdk’ (2.23)

ott la relation (2.23) est due a la régle d’Armijo et & I'inégalité t*/p > t*.

Vu que la suite {f,,(z*)} est non négative et décroissante, on a
k! (z*)td* — 0.

Grace & cette derniére relation et  Pinégalité (2.21), on sait que t* converge
vers 0 lorsque k converge vers +0co.
En divisant les deux membres de (2.23) par % et en passant & la limite, on
obtient
fi(8)d > o fi5)d
Vuquel <o <1,ona
fo(®)'d >0,
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ce qui contredit I'inégalité (2.21). Il suit que tout point d’accumulation
de {z*} est une solution de (2.10). De plus, vu que F(z) est fortement
monotone sur I'ensemble Qi,¢, cette solution est unique. On en conclut que
la suite entiére converge vers I'unique solution du probléme (2.10).

O

Nous venons de démontrer que ’algorithme 2.1. est convergent. Cependant,
nous ne pouvons rien conclure sur sa vitesse de convergence. Nous allons défi-
nir dans les paragraphes suivants un nouvel algorithme dont la convergence est
quadratique. Pour cela, il suffira d’ajouter une hypothése supplémentaire. Mais
avant d’entrer dans les détails, nous devons définir la condition de centrage.

2.3.5 La condition de centrage

Clomme on vient de le mentionner, cette condition nous servira pour définir
le nouvel algorithme. Elle nous servira également lors de I'¢laboration de 'algo-
rithme pour résoudre le probleme VI(F, ).

Soit la fonction

bu(z,y) = w — X[F(z) — A'y].

On peut facilement montrer que si le probléme VI(F, Q) est résolu exactement,
alors ||¢w(z(w),y)|| = 0, ot y est le vecteur dual obtenu en résolvant le systéme
de (KKT). C’est pourquoi, on peut employer | (z,y)|| pour vérifier si un vec-
teur z est proche de la solution z(w).

Définition

Soient 0 < < 1letw>0.
On dit que le couple (z,y) vérifie la condition de centrage si

o)l _ g

min(w)
Dans ce cas, on dit également que (z,y) se trouve sur la trajectoire-/3.

Lors de I'élaboration de I’algorithme pour résoudre VI(F,Q), il faudra vérfier
si Ditéré courant vérifie la condition de centrage. Voici la définition qui sera em-
ployée :
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On dira que le couple (z*,y*) vérifie la condition de centrage si

k ok
Worl oM < g, = mings min(u)), 0 < < 1

On imposera alors que

lim w* = 0.
k—yo0

Dans ce cas on dit aussi que (z¥,y*) est sur la trajectoire-(*.

2.3.6 Lemmes préliminaires

Dans ce paragraphe, nous allons établir trois résultats qui vont permettre de
démontrer la convergence quadratique de ce nouvel algorithme. Pour cela, il va
falloir ajouter une nouvelle hypothése aux cing hypothéses de départ.

Définition: F est "Scaled Lipschitz Continuous" (SLC).

On dit que la fonction F' vérifie la propriété (SLC) sur @ s'il existe une
constante positive 7 > 0 telle que

| X(F(3) — F(z) — F'(z)(& —2)|| < (& - z) F'(z)(& — =), Vi,ze,

ot [ X~Y(3 — 2)|| < 1.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que F' vérifie cette propriété et nous allons
|’ajouter aux cinq hypothéses de départ:

(AB) F' vérifie la propriété (SLC).

Démontrons maintenant les trois propriétés qui nous serviront pour définir le
nouvel algorithme.

Lemme 2.3.2

Sotent © € Qine et y € IR™. On a

min(w)
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preuve

Considérons les égalités suivantes:

$u(z,y) = w—X[F(z)— A'y]
= X[F'(z)'+ X *W]Az — X A'Ay.

oit la premiére égalité est due & la définition de ¢, et la deuxiéme est obtenue en
considérant la premiére relation du systéme (2.20).
En multipliant la derniére relation par (X ~1Az)¢, on obtient:

(X' Az)'bu(z,y) = Az'[F'(z)’ + X WAz, (2.24)
oil ’on a employé I’égalitée AAz = 0. Dés lors,

| X Az = AstXPAx

1

< mm(w)mfx-zwm

< mii(w)Amt[F’(m)H—X‘zW]Aa: (2.25)
= XA ()

< | X~ Az| [|¢u(z, y)lI (2.26)

min(w)

ot la deuxiéme inégalité vient du fait que F' est fortement monotone et la deuxiéme
égalité suit de la relation (2.24).

En divisant par | X 'Az| les deux membres de I'inégalité, on obtient :

“X_lA:c” < ||¢’w($a y)|| '

min(w)

36



Conséquence

Grice & ce résultat, on sait que, si la condition de centrage est vérifiée alors
& appartient & 'ensemble (Yin;.

En effet, si la condition de centrage est vérifiée, on a

”X—lA:L,” S ||¢w(&?,y)|| S ﬁ o 1.

min(w)
Ceci implique que
(Az);

—l<*—=—<1 Vi=1l.n,
T

d’ott
x; F Aag =8 >0.

Par la deuxiéme relation du systéme (2.20), on a finalement que & € in:.

Lemme 2.3.3
Soient © € Dy, y€ R™, 0 < <1 et7>0.
Si ”%”l—mﬂ < 3, alors on a
(@, )| < maz{(1+ B)r, 1}Ae!(F"(z) + WX*)Az.
preuve
11 suit de la définition de ¢, que
(6w (2, §)

La preuve sera divisée en deux parties. Nous allons d’abord démontrer quelques
résultats assez techniques qui nous serviront a développer, dans la deuxiéme par-
tie de la preuve, le membre de droite de I’équation (2.27).

| = | X(F() — A'g) —wl|. (2.27)

1. Commencons donc par démontrer les quelques résultats suivants.
(a) Par la premiére égalité du systeme (2.20), on a que

F(3) — A4 = F(8) — F(z) + X'w — [F'(z)' + X*W]Asz.
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(b) Soit D, la matrice diagonale dont les éléments sont égaux & (XA
On va montrer que De = X 'Az et X = X(I + D).

En effet, par définition de D, on a que

a‘r_lm;w_L 0 ... 0 1 -z
1 T
0 : : . o
De = ] . = _ = X Az
. 0 . .
0 R 1 Su-Za

La deuxiéme égalité se montre facilement en constatant que

g1 0 ... 0 g ... 0

0o . ; 0o . : -y x
X(I+D) = . . ‘ . _ = diag(Z1, ..., &n)

0 ... ... zp 0o ... ... ﬁ

(c) || D%e| < AztX2Az.

En effet, || D%e||? = (824)* + ...+ (Lzn)d,

1 Tn

ot (AT X~2Ax)? = ((22)? 4 ...+ (A2n)?)2,
9. Développons maintenant le membre de droite de la relation (2.27)
léu(@, 9l = X+ D)(F(&) - F(z) - F'(2)Az) + (I + D)W (e — X7 Az) — w
< |IX(I+ D)(F(2) — F(z) — F'(z)Ac)|
+HIW[(I+ D)(e — X~ Az) — €|

Or, par I’hypothése (A6), on sait que
| X (F (&) — F(z) — F'(z)Az)|| < T(Az'F'(z)Az).

De plus, vu que De = X~ 'Az, on a que
(I + D)(e— X 1Az)=e— D?e.
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Finalement, on obtient

Iu(@, 0l < 7lI(T+ D) Az'F'(w)Az + [[W D]
e u+ﬁﬁAfw%@+XT%mAm—u+6ﬁA£X4WAx+WWD%H
< (14 B)rAz!(F'(z) + X *W)Az
+max{0,—(1 + B)7 + 1}Az' X *W Az
5(u+ﬁﬁ+nmqm—a+6y+1D&ﬂFmg+WX4ym
— max{(1 + ), 1}Az (F'(z) + WX *)Az.
0
Lemme 2.3.4

1. Soient w>0, T € Qns, y € R™ et 0 < B <1 tels que

b (2, y)ll/min{w) < B.

Le probleme (2.2) peut élre résolu avec un tauz de convergence quadralique,
c’est-a-dire

l6u(@, DI < Abulz, I

si la condition suivante est satisfaite:

llpule, ¥l < (2.28)

=2 | =

Oﬂ; /T:M T>0)w>0’

min(w)

2. 8i (z,y) vérifie la relation (2.28) alors

(a) (&,9) vérifie également cette relation ;

(b) i = Qint-
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preuve

1. Pour démontrer le premier résultat, il suffit de considérer les inégalités sui-

vantes:

ldu(®,§)|| < v min(w)Aaz!(F'(z) + WX ?)Ax

<y min(w)[| X7 Azl ¢u(z, )|

5 ’Y||¢w($1y)”2)

oti la premiére inégalité vient du Lemme 2.3.3, la deuxiéme de la relation
entre (2.25) et (2.26) et la derniére résulte du Lemme 2.3.2.

2. (a) Montrons d’abord que (&,9) vérifie la relation (2.28).
Soit (z,y) vérifiant I'inégalité (2.28). On a par le point 1

16l 9] < 14 e, )l < 1.

[ fu(, vl

On a alors le résultat voulu, c’est-a-dire

1

(b) Ce dernier résultat est une conséquence du Lemme 2.3.2.

2.3.7 Deuxiéme algorithme pour résoudre VI(F,Qin):
I’algorithme 2.2

Etablissons le nouvel algorithme. La différence entre cet algorithme et le pré-
cédent réside au pas 3. En effet, aprés un certain nombre d’itérations, on va poser
tk = 1. Ceci nous garantira le convergence quadratique de lalgorithme.

Initialisation :

Choisir mOEQint, 0<p:ﬁao-< 13

max{(1+p8)r,1}

min(w)

et poser k=0, =
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Itération k : Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors arréter.

Pas 2: La direction de Newton

Trouver (#,7) en résolvant le systéme suivant :

{ F(z¥F) — X 'w + [F'(a*)! + X 2W)(&8 —2F) - Ay =0
Az =b.

ot X; = diag(z*,...,2*). On obtient alors d* = & — z®.,

Pas 3: Vérification de la condition (2.28)

1. Si lew@D o 3 ot ||, (2, 9)

min(w)

| < % alors poser t¥ = 1;

9. Sinon, prendre t*, le plus grand nombre dans {1, p, p?, ...} tel que:

fw(:ﬂk + thd*) < fu(e®) + otF fi(a*)'dF,  [régle d’Armijo]
Q:k - tkdk € Qint-

Pas 4: Mise a jour

Poser zF+! = zF 4 thd*, y**1 =g, k =k + 1.

Théoréme 2.3

Il existe un entier k dépendant de w et de n tel que pour tout k > k, la suite
{w’“}i engendrée par lalgorithme 2.2 converge quadratiquement vers la solution de
VI(F,Qint) avec tF =1,

preuve

Supposons par I'absurde qu'il n’existe pas de k tel que la condition (2.28)
soit satisfaite. Dans ce cas, algorithme 2.2 se réduit & lalgorithme 2.1. Par le
théoréme de convergence de 1'algorithme 2.1, 'algorithme 2.2 engendre une suite
qui converge vers la solution z(w) tel que | fw(®, y*)|| converge vers 0 lorsque k
converge vers +00. On obtient ainsi la contradiction voulue. Dés lors, k existe.

41



Selon le Lemme 2.3.4, pour tout k > k, c’est-a-dire aprés que la condition
(2.28) soit satisfaite, ||q5w(=."i"‘,yk)|[ converge quadratiquement vers 0 avec
zF € Qi pour tout k > k, ce qui implique que la suite {z*} converge vers la
solution z(w).

(]

2.4 Algorithme pour résoudre VI(F{2)

I'idée que nous allons suivre pour établir cet algorithme est la suivante: &
chaque itération, nous vérifierons si I'itéré courant satisfait la condition de cen-
trage. Si c’est le cas, on passe a l'itération suivante apres avoir multiplié w par
un facteur fw, 0 < 6 < 1. Sinon, nous appliquons I'algorithme 2.1 pour "centrer"
I’itéré. Si ’hypotothése (A6) est vérifiée, on peut évidemment remplacer ’algo-
rithme 2.1 par algorithme 2.2.

Avant d’établir Palgorithme, certaines considérations sont nécéssaires afin d’en
faciliter la compréhension.

Goient K Densemble des indices de tous les itérés engendrés par I'algorithme
2.4, 2° € Qint, y° € R™ et Sk = {(ﬂ:k,yk)}kejf. A chaque itération k, nous allons
résoudre le systéme suivant pour trouver le nouvel itéré & :

{ F(z*) #X,:lwk + [F(2*)! —I~X,:2W’“](:i’ —zF) - Aty =0
Az =b. '

ol Xy = diag(ak,. .., zk) et W* = diag(wf,... ,wh).
Définissons deux ensembles Sg1 et Sk2 comme suit :
SK = SK‘I U SKz et SKL A SK2 = @

oit Pensemble Sg1 est composé des indices des itérés qui vérifient la condition de
centrage et qui sont strictement admissibles.

Donc, Vk € Sg1, 0 < B <1 ,wF>0,0na
L || ur (e, y*) I/ min(w*) < Bi;
2. $k - Qint-

A chaque indice k' dans Sg1, nous ferons correspondre un sous-ensemble de
Sz que l’on notera Sg2 . Cet ensemble peut étre vide.
K K2,
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La fonction g dont il est question lors du critére d’arrét est celle définie au
premier chapitre par la relation suivante:

g(z) = max{(F(z),z — y)| y € O}.

(Vest une fonction de mérite pour le probléeme VI(F, ).

2.4.1 L’algorithme 2.4

Initialisation

Choisir z° € Qin, 0 < 0,8,0,p <1, >0, _
w° tel que min(w®) > 0, B tel que || B°|| < 2%%"—1;
et poser k=0, k' =0, K =0, K' =0, K} =0.

Itération k Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors arréter.
Ce critére d’arrét peut étre

g(zF) <e.
Pas 2: La direction de Newton

Trouver (#,§) en résolvant le systéme suivant:

{ F(a¥) — Xitw + [F'(a*)' + X ?WH(@ — o) - A% =0
Az =b.

Pas 3: Vérification de la condition de centrage

Si "‘ﬁw(ﬂfg)" < f ot b = wk, B = min{B, min(1h)}, & € Qint,

min
alors aller au pas 3a,
sinon, aller au pas 3b.

Pas 3a: Mise & jour

Poser zFt! = &, wht! = 01p?

Choisir B*! tel que || B*!|| < 2%(;2,’42.
Poser K= K'U{k+ 1}, k' = k' + L.
Aller au pas 4.
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Pas 3b: Recherche linéaire

Poser d* = # — 2F et prendre t* le plus grand nombre de ’ensemble
{L,p,p% ...} tel que

ula® + ) < fulah) + ot ()1
.'I'k + tkdk € ﬂint-

Poser zft! = z* + tFdF, wht! = wF,

Ki=KhU{k+ 13 B = K# Uk + 1.

Aller au pas 4.

Pas 4: Mise a jour

Poser o+ = §, K = KU{k+1}, k=k+1.

[’ensemble Sk est engendré lors des pas 1 & 4. L’ensemble Sk est engendré
lors des pas 1, 2, 3a et 4. L’ensemble Sk est engendré lors des pas 1, 2, 3b et 4.
Pour chaque valeur de k', la valeur de w reste la méme et le sous-ensemble Sk2.
est exactement engendré par 1'algorithme 2.1 avec comme critére de convergenée
celui indiqué au pas 3. On va donc s’arréter lorsque la condition de centrage sera
satisfaite et dans ce cas, on change la valeur de w. On ne résout donc pas le
probléme (2.2) tant que la condition de centrage est satisfaite. Si elle n’est pas
satisfaite, on va appliquer I'algorithme 2.1. pour "centrer' I'itéré courant.

2.4.2 La convergence de l’algorithme 2.4

Dans ce paragraphe, nous établissons le théoréme de convergence de l'algo-
rithme 2.4. Auparavant, nous démontrerons un lemme technique qui nous servira
dans la démonstration du théoréme.

Lemme 2.4.1

Si x(w) est unique solution du probleme VI(F, Qi) alors la relation suivante
est vérifide:

(F(z(w)),z —a(w)) > n — L, V&€ Qi (2.29)
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preuve

Vu que z(w) est la solution de VI(F, Qint) et par définition de F, on a pour
tout = € Qe s
(F(z(w)) — Xy w,z —z(w)) 20,

et par conséquent
(F(z(w)),z — e(w)) > (X, w,z — z(w)), (2.30)
n X1 = di 1 1
ot X' = dlag{m(w), - mn(w)}.

Développons le membre de droite de 1'équation (2.30).

T — z1(w)
(X'w,z—a(w) = | a5ty - 9
Ty — Tp(w)
o wi(e — 2 (w)) Wn(Zn — Ta(W))
- z1(w) e o zn(w)
in(w (21 — 2z1(w)) (2 — za(w))
> minge) (P e+ )

min(w)(I' =)
v

b

d’ot la theése.

Conséquence

Nous savons déja que, si le vecteur w converge vers 0 alors F' converge vers F.
Vu que §) est un ensemble compact, il existe une sous-suite de {z(w)}ws>o qui
converge vers z(0) lorsque w converge vers 0. Par la relation (2.29), cette limite
est une solution du probléme VI(F, ).

Théoréme 2.4 Convergence de ['algorithme 2.4.

Supposons que les hypothéses (Al1)-(A5) sont vérifiées et que pour tout k, la ma-
trice B* est telle que | B*|| < Zm—i’f?(;"ﬁ.

Dés lors, la sous-suite {z*}yeir engendrée par Ualgorithme 2.4 appartient & l'en-
semble Qi et converge vers une solution de VI(F,§)) pour nimporte quel itéré
initial ° € Qine.
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preuve

Cette preuve se divise en deux parties: tout d’abord, nous montrons que I’en-
semble K7, est fini et ensuite, nous montrerons que 2% € Qyins pour tout k € K*
et que la sous-suite {z(w*)}rex1 converge vers une solution de VI(F, ).

1. Démontrons par 'absurde que K7, est un ensemble fini.
Comme on 1'a dit précédemment, w* reste identique pour un k' fixé. En
effet, si la condition de centrage n’est pas satisfaite on ne change ni k!, ni
la valeur de w* .
Donc , la sous-suite correspondant & k* est exactement celle engendrée par
agorithme 2.1 avec w* et le critére d’arrét est la condition de centrage. Par
le Théoreme 2.2, si K7 est infini, alors la sous-suite {aiP b K2, converge vers

I'unique solution du probléme (2.2), ce qui implique que

lim OO||‘;bwk(3:"°,yk)|| = 0. (2.31)

kEK? —

Prenons e = min(w*)f;. Par Iégalité précédente, on a qu’il existe k tel
que

| ur (2%, 0F)|| < ex VE >k, ke K.

On a donc que Yk > k, (z*,y¥) vérifie la condition de centrage. Or ceci est
absurde car, par définition, K7, ne contient pas les indices des itérés qui
vérifient la condition de centrage. Dés lors, K7, est fini.

9. Qrice au Lemme 2.3.2 et a la définition de lalgorithme 4.1, on sait que
la suite des itérés {z*}zcxt appartient a I’ensemble ;. Montrons que la
sous-suite {z¥}rext converge vers une solution de VI(F, ).

Par le pas 3 de l'algorithme 2.4, si a* satisfait la condition de centrage,
alors I’indice k est ajouté a K1; sinon, on obtient une sous-suite engendrée
par I’algorithme 2.1 avec comme point initial z*. Comme il a été démontré
au point 1, la suite va atteindre un point qui va satisfaire la condition de
centrage aprés un nombre fini d’itérations.

Vu que §) est compact, par le Lemme 2.4.1, on sait qu’il existe une sous-
suite de {z(w)}uso convergeant vers une solution «* de VI(F, Q) lorsque w
tend vers 0. De plus, nous avons que

lim B =0,
keEK! <00

et par conséquent,

im (@8Ol = gus (57l = 0.
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Vu que la sous-suite {a*}rext appartient & I’ensemble compact 2, il existe
une sous-suite de {z¥}gex1 convergeant vers z°° solution du sous-probléme
VI(F, Qinz) ot 0> vaut 0. 1l suit que z(w™) = z(0) = 2 est une solution
de VI(F, Q).
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Chapitre 3

Les fonctions et les opérateurs
self-concordants

Dans le Chapitre 2, nous avons élaboré un algorithme convergent pour le
probléme VI(F,Q) ott @ = {z| Az = b, = > 0}, A étant une matrice (m,n)
et b un vecteur de IR™. Dans le Chapitre 4, nous allons étendre cet ensemble
en remplacant les contraintes de non négativité par des contraintes convexes.
I’ensemble {2 sera donc de la forme

Q= {z|Ae =b, fi(z) <0, i=1,..,m}

ot f; : JR* — IR sont des fonctions convexes, A est une matrice (p,n) et b est
un vecteur de IRP. Evidemment, des hypothéses supplémentaires vont étre néces-
saires pour prouver la convergence de I’algorithme. Dans ce chapitre, nous allons
motiver introduction des nouvelles propriétés et en particulier, nous allons défi-
nir la notion de self-concordance. '

3.1 Motivation

Dans le Chapitre 4, nous utiliserons la méthode barriére pour résoudre 1'in-
équation variationnelle et la fonction barriére sera self-concordante. Dans de ce
paragraphe, nous expliquons l'origine de la définition de self-concordance.

Lorsque ’on veut résoudre un probléeme de programmation convexe par une
méthode de points intérieurs, deux résultats principaux sont requis pour que ’al-
gorithme soit polynomial.

Tout d’abord, si 'on applique la méthode de Newton & un sous-probléme
barriére et si le premier itéré est proche de la solution, il faut que le nombre
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d’itérations nécessaires pour trouver approximativement cette solution est borné.
Ensuite, si le paramétre de pénalité de la fonction barriére ne varie pas trop ra-
pidement, il faut que la solution approximative d’un sous-probléme ne soit pas
trop "éloignée" de la solution du sous-probléme suivant.

Ces deux résultats peuvent sembler évidents et pourtant, ils ne le sont pas.

En effet, en général en programmation convexe, la solution se trouve sur la
frontiere du domaine admissible. Or, la fonction barriére est singuliére sur la
frontiére du domaine de sorte que la matrice hessienne est de plus en plus mal-
conditionnée ! au fur et & mesure que ’on s’approche de la solution.

De plus, en examinant le résultat suivant, on s’apercoit que la constante de conver-
gence ¢ dépend du conditionnement de la matrice hessienne.

Considérons un sous-probleme barriere du type min{tc'z + F(z)| z € IR}
dont la solution est z* et supposons que

1. F est une fonction convexe de classe C* sur une boule euclidienne V centrée
en z* et de rayon T,

9. |F"(z) — F'(2*)| < Llz —2*|, =€V,
3. F"(2*)est non dégénéré et 0 < M 2 Nemas
On peut alors montrer les résullats suivants:
1. |z% — 2*| < cle — 2*| ouat est litéré obtenu par la méthode de Newton;

2. ¢ dépend du conditionnement de la matrice hessienne F"(z*), de L et de r.

Pour analyser le comportement de la méthode de Newton dans ce cas, il faut

en quelque sorte prendre en compte ces singularités. Pour cela, il serait utile de
définir une norme || . ||, en terme de la matrice hessienne de la fonction barriére
F' évaluée en un point x.
Vu que cette norme dépend de la matrice hessienne de la fonction barriére, elle
varie lorsque les variables changent. Si la matrice hessienne varie rapidement, il
se peut qu’il soit impossible d’employer les valeurs de ||z — #*||s,r pour tirer des
conclusions sur la convergence de la méthode. Il faut donc que la matrice hes-
sienne ne varie pas de trop. Cela nous améne a imposer une borne a la troisiéme
dérivée de I en terme de la matrice hessienne. L’existence de cette borne permet
de prouver le premier résultat.

1 Le conditionnement d’une matrice est le rapport en valeur absolue entre sa plus grande
et sa plus petite valeur propre.
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Pour prouver le deuxiéme résultat, c’est-a-dire que la solution approximative
d’un sous-probléme ne sera pas trop éloignée de la solution du sous-probléme
suivant, il est nécessaire que la valeur de la fonction barriére F' ne varie pas trop
rapidement lorsque le parameétre de pénalité varie. Pour cela, nous imposerons
une borne sur la dérivée premiére de F' en fonction de la matrice hessienne.

Si la fonction barrieére posséde de telles propriétés, alors il existe une méthode de
points intérieurs de complexité polynomiale qui résout le probleme initial.

3.2 Définitions et exemples

Lors de la résolution des sous-problémes VI(F,}), nous avons utilisé la mé-
thode de Newton. Si Ion applique cette méthode & une fonction quadratique,
alors la. méthode converge en une itération. Si I'on étend ce résultat, on peut dire
que, si la maftrice hessienne ne varie pas trop rapidement, alors la méthode de
Newton converge rapidement. On peut donc dire que le rayon de convergence de
la méthode de Newton pour minimiser une fonction F' est inversément propor-
tionnel 3 la "non-linéarité" de F. La méthode de Newton donne de bons résultats
si une petite variation en z entraine une petite variation de la dérivée seconde
de F. Or on peut mesurer la variation de la dérivée seconde grace a la dérivée
troisieme. Intuitivement, la dérivée troisiéme devrait &tre petite par rapport a la
dérivée seconde. La self-concordance refléte cette propriété.

3.2.1 Les fonctions self-concordantes

Dans ce chapitre, nous supposons que E est un espace vectoriel réel de di-
mension finie, ) un sous-ensemble ouvert, convexe, non vide de E, et G C E un
ensemble convexe, fermé, & intérieur non vide ( P'intérieur de G sera noté Giny).
Les définitions ci-dessous sont données en toute généralité. Cependant, dans le
chapitre suivant, nous considérerons uniquement le cas out £ = IR".

Le cas unidimensionnel

A une dimension, on dit qu'une fonction convexe f : Domf — IR est self-
concordante si elle vérifie I'inégalité suivante:

|7 (z)] < 2f"(2)*? Vz € int{domf}.
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Un exemple trivial est la fonction barriére logarithmique f(z) = — log(z) dé-

finie pour tout = > 0. En effet, f"(z) = 5 et f"(z) = —2. L’inégalité ci-dessus

2
T
est dés lors immédiatement satisfaite.

Dans la définition de la self-concordance, la constante 2 du second membre n’a
pas beaucoup d’importance. On peut la remplacer par n’importe quelle constante
(. La définition peut encore s’écrire:

/") < Cf"(z)*? Yz € int{domf}.

Le cas multi-dimensionnel

Dans le cas multi-dimensionnel, une fonction est self-concordante si sa restric-
tion & chaque droite intersectant son domaine est self-concordante. Donnons une
définition plus précise.

Considérons F': Q — IR une fonction convexe, de classe C°.

On dit que F est (a-)self-concordante sur Q si la propriété suivante est véri-
fice:

|F"()[h, by ]| < 26~ YH(F"(2)h, B)** Vo€ Q et VheLE. (3.1)

On dit que F est fortement (a-)self-concordante sur Q si pour toute suite
(zx) convergeant vers la frontiére de @), F'(zx) converge vers +00.

Exemple

Reprenons comme exemple la fonction barriere logarithmique. Elle est définie
sur ensemble O = {z | alx — b; >0, i = 1,...,m} par la relation suivante:

F(z)=— Zlog(aﬁm - b)),

=1

oll a; est un vecteur de IR" et b; € IR, pour tout i € {1,...,m}.
On peut montrer que cette fonction est self-concordante sur I’ensemble §2.
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La semi-norme induite par le hessien

Comme nous P’avons déja mentionné dans le premier paragraphe, nous allons
définir une norme en fonction de la matrice hessienne de F' en un point z.

Soient z € Q et F"(z) la matrice hessienne de F' en un point z. La semi-norme
induite par le hessien est définie par la relation suivante:

IRlI%,r = A (2)h. (3.2)

Si la matrice F”(z) est réguliére pour tout & dans I'ensemble @ alors I - |leF est
une norme.

3.2.2 Les fonctions barriéres v-self-concordantes

Prenons v > 0. On dit qu’une fonction F' : Gy — IR est une fonction barriére
v-self-concordante sur G si I est 1-fortement self-concordante sur Gine €t si
pour tout h € E et pour z € (Gint, la relation suivante est vérifiée :

(F"(2), k)| < M2 Alle. - (3-3)

v est le paramétre de la fonction barriére I

Propriétés

Les résultats cités dans cette section sont tirés du deuxiéme chapitre du livre
de Nesterov et Nemirovskii [2].

Soient I une fonction barriére v-self-concordante sur Uensemble G, ¢ € Gint
et Ep = {h € E| ||h||s,r =0}

Sous ces conditions, on peut démontrer que
a) Erp ne dépend pas de w;
b) si G est borné, alors I' est non dégénérée, c¢’est-a-dire Erp # {0}, et la

semi-norme || . ||ls,7 est une norme.

Des lors, si 'ensemble G est borné, la semi-norme définie par la realtion (3.2) est
une norme.
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On peut également démontrer le résultat suivant

Si F est une fonction barriére v-self-concordante et x,y € G alors la relation
suiwante est vérifiée:

(F'(z),y —z) Sv. (3.4)

Cette propriété nous sera trés utile lors de la démonstration de la convergence
de Palgorithme pour résoudre le probléme d’inéquations variationnelles défini au
chapitre suivant.

3.2.3 Les opérateurs self-concordants

Soient T': Q — E* un opérateur monotone de classe C? et z € (). La dérivée
premiére T"(z) définie une forme bilinéaire (T'(z)h,e) = E x E — IR. Comme
T est un opérateur monotone, on a que

(T'(2)h,h) >0 Vhe E.

Définissons 7', un opérateur symétrique et semi-défini positif par la relation sui-
vante:

T(z) = [T'(z) + (T")*(2)]/2,
ainsi que le produit scalaire sur F
(h, &)1 = (T (2)h,e),
et la semi-norme euclidienne

A7 = {(h, )T }”.

On dit qu'un opérateur monotone 7' : ) — E* est self-concordant s’il
est de classe O et si la relation suivante est satisfaite pour tout = € @ et pour
tout h; € E,1=1,2,3:

(7" () b, o, ha]| < 2] ] IlAillre (3.5)

i=1
Iensemble des opérateurs self-concordants sur Q est noté S(Q).
I’opérateur T est fortement self-concordant sur Q si la suite T(mt) converge

vers +oo lorsque la suite {z;} € @ converge vers un point de la frontiere de Q.
L’ensemble des opérateurs fortement self-concordants est noté S*(Q).
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Self-concordance de la dérivée d’une fonction self-concordante

De nouveau, le résultat qui va suivre est extrait du livre de Nesterov et Ne-
mirovskii [2].

Soit f, une fonction self-concordante sur Q). On peut démontrer que [’opéra-
teur F = f' est également self-concordant sur ).
De plus, si f est une fonction fortement self-concordante sur @), alors l'opérateur
F' est fortement self-concordant sur Q).

Notation
Soient 7' € §(Q) et = € @. Définissons les ensembles suivants :

E(T,z) = {h € E | ||h|lz. = 0},
W.(T,z)={y€E | ly = zllre <7},
WO(T, z) = int W,(T, z).

3.3 Propriétés des opérateurs self-concordants

Proposition 3.2.1

1. Si T est un opérateur self-concordant sur l'ensemble @), alors on a:

(a) E(T,z) ne dépend pas de z € Q, c’est-a-dire
E(T,z)=E(T) Vz€ Q;

(b) Siz € Q, alors pour tout y € @ N Wi(T,z) et pour tout hy,ha,h € E,
les relations suivantes sont vérifices:

1

Y(y) — T'(2))} o -1 "

()~ @b o) < { s =1} Wibelplre
(3.6)
(L = g — ollze) < bllry < e (37)

(1= ly — zll7,0)
9. Si T est fortement self-concordant sur @), alors on a également:

W(T,z) C Q, VreQ. (3.8)
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preuve

1. Pour démontrer la premiére partie du théoréme, nous aurons besoin du ré-
sultat suivant:

Soit f : domf C IR — IR une fonction absolument continue telle que

|F'(#)] < g())|f()] o g est non nulle.

Alors, soit f =0 sur domf, soit f(t) #0 Vit €& domf.

()

Démontrons d’abord que E(T',z) est indépendant de .
Pour cela, prenons h € E(T,z) et considérons la fonction suivante:

#(y) = (F(w)h, b) = (T'(y)h,h) = Q@ = IR.

Cette fonction satisfait la relation ¢(z) = 0. Vu que T est self-concordant,
on a

('), €)] = |T"(v) e, b, Al < 2llellzylIbllz, = 2lellryély) Yy € Q-

En appliquant le résultat rappelé ci-dessus avec ] = @z +1e);
domf = [0,1] et e = y — x, on peut conclure que ¢ = 0.

On a donc montré que E(T,z) C E(T,y) Yy € Q. Vu que = est un
élément arbitraire de Q, la derniére relation implique que

E(T,z) = E(T) Vz€ Q.

Démontrons la relation (3.7).
Soient z,y € Q tels que ||y — z||7,. < 1. Considérons la fonction

() = (T'(x + te)e,e) : [0,1] » Roue=y—z.
Cette fonction est de classe C! et vérifie la relation suivante:
1#(1)] = |T"(z + te) e, e, e]| < 2l|el[F e = 262 (1)
L’inégalité
8 (t)] < 2¢°%(2), 0<t<1
implique que

d
soit (1) =0, soit |E¢‘1/2(t)|§1, GLi£l
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Supposons que | £¢~/%(1)] <1, 0 <t <1 Dans ce cas, on a que

—1< iqu/?(t) <1 0<t<l.

—dt
En intégrant cette derniére relation par rapport a t, on obtient:
¢ (t) > ¢71H0) — ¢ (3.9)
$712(t) < 673(0) + 1. (3.10)

. . llell%, llell7-
Montrons maintenant que G-y < P(t) < o ela? B

(i) Reprenons la relation (3.9).
Vu que ¢(0) = ||e]|7, < 1, on obtient I'inégalité suivante:

llellr llef| e

¢—-1/2(t) 2
Par conséquent, on a

¢1/2(t) & ”e”T,E

—_ 3.11
S T tllellzs )

(ii) Reprenons cette fois-ci la relation (3.10).
Vu que ¢(0) = ||e||F ., on obtient:
_ telra + 1
lellze llellze

Ce qui nous donne la relation voulue, c’est-a-dire:

gV <t +

llellr, < H2
AelatD = ¢ &

Evidemment, ces deux résultats sont également valables dans le cas ou

H1)=0, 0<t<1.

Soient h; € E, i = 1,2 tels que ||hi||7e < 1.
Définissons la fonction f;(¢) par la relation suivante:

Fit) = (T + 1e)hi ) = [hillbppee 0TS L.
Si ’on dérive f;, on obtient:

[71(8)] = T (w+te)le i hill < 2 lellrereell hill 7o = 2 lellzarefi(t).
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De nouveau, en employant, le résultat rappelé an début de la démons-
tration, on peut conclure que soit f; =0, soit f; > 0.
Sif; >0,o0na:

d 2 ”6“T:v
—1In fi(1)] < 2llel|Teste < F—r
| 0 fi®)] < 2llellzers (1 —tllellz.e)

ot la derniére inégalité vient de la relation (3.11). Par conséquent, on
obtient

“6“‘_’["‘7; )
(1 —tllellr.s)

el _d

(T —tlellz) = d

En intégrant par rapport a ¢, on obtient:

—tlle 2 Ji(t) 1
(1 —tlleflze)” < 7(0) < = elra) b€igl

Vu que f;(0) = ||Ail|%.,, on obtient finalement la relation suivante
hillza(l — tlellre) < lhillmete < [hillza(l —tlellze)™ 0 <t <1

Lorsque ¢ vaut 1, on obtient la relation (3.7). Cette relation est égale-
ment valable dans le cas olt f; = 0.

In fi(t) < 2

Démontrons la relation (3.6).
Pour cela, définissons la fonction f comme suit :

F(t) = (T"(z + te)hy, hg), 0<t< 1L
Gréace au résultat obtenu au point (b), on a que
IO = |T"(x +te)le, b, ha]l <2 |lelratieclhillzosee [h2llrose

lelzaltalizalitalize
(T —tleliz)?

IN

2

Dés lors, on obtient la relation voulue, c’est-a-dire
[(T'(y) — T'(2))hi, o)l = |f(1) = F(O)]

2 lellzallfallrallhel /—L
ef|7.z (||| T,z || P2 Tye o (L—tlle|lre)?

1 =
(s 1) Wl
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2. Démontrons la relation (3.8).

Il suit de la relation (3.7) que l’ensemble des opérateurs {Tw) | v €
WO(T,z) N Q} est borné pour tout r < 1. Vuque T € S*(Q), on a immé-
diatement que Wy (T, z) C Q.

En effet, prenons y € W2(T, z) et montrons que y € .

Par l’absurde, supposons quey ¢ Q. Vuque z € () et que () est un ensemble
ouvert, on peut construire une suite de points

$i=$+ti(yﬁ“$) EQ 0<t; <1

qui converge vers un point de la frontiére de Q.

Vu que T' est fortement self-concordant, la suite T(z;) doit converger vers
+o0. Or par la relation (3.7), cette suite est bornée, ce qui nous améne & la
contradiction voulue.

O
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Chapitre 4

Elaboration d’un algorithme pour
résoudre le probléme VI(S, Q)

Clomme nous 1’avons annoncé précédemment, on étend dans ce chapitre la
contrainte de non négativité de ’ensemble {2 & des contraintes convexes et nous
introduirons une fonction barriére self-concordante.

Nous établirons, de maniére analogue & ce qui a été fait au Chapitre 2, un al-
gorithme pour résoudre le probléme d’inéquations variationnelles VI(S,§). En
effet, nous définirons d’abord une famille de sous-problémes barriéres associée &
VI(S, ) et nous présenterons deux algorithmes pour résoudre ces sous-problémes
barriéres. Ensuite, nous utiliserons I'un de ces algorithmes pour résoudre le pro-

bleme VI(S, Q).

4.1 Cadre de travail

4.1.1 Définition du probléme d’inéquations variationnelles

Soient f; : IR — IR des fonctions convexes, de classe C? pour tout ¢ apparte-
nant & ensemble {1,...,m}, A une matrice de IRP*" (p < n) et b un vecteur de
IRP. Définissons les ensembles G, T' et © comme suit :

G = {z| fi(z) <0, 1 =1,...,m},
[F= {z| Av= b},
0 =Gn{z| Az = b}.

Supposons également que S est un opérateur défini sur Pensemble Q, a valeurs
dans JR™ et définissons I'ensemble Q° comme étant I'intersection entre {2 et l'in-
térieur de G, c’est-a-dire,

QD == Q ﬂ Ging.



Le probléme d’inéquations variationnelles VI(.S,2) est le suivant :

Trouver z* €  tel que (S(z*),z —2*) >0, Vzell. (4.1)

4.1.2 Les hypothéses sur 2, A, S et F

Les hypothéses ci-dessous seront valables dans tout ce chapitre. La fonction
F' dont il est question est celle qui va nous permettre de définir la famille de
sous-problémes barriéres associée & VI(S, ().

(A1) 90 £

(A2) F: Gin — IR est une fonction barriere v-self-concordante sur G (v > 1);
(A3) @ est un ensemble compact;

(A4) La matrice A est de rang p;

A5) L’opérateur S est monotone et continiment différentiable.
P

Commentaires

1. Grace aux Propositions 2.2.1 et 2.2.2 du Chapitre 2, on peut facilement
démontrer que, sous les hypothéses qui viennent d’étre posées, le probléme
VI(S, Q) admet au moins une solution.

2. L’hypothése v > 1 n’est nullement restrictive. En effet, si F" est une fonc-
tion barriére v-self-concordante, ot » < 1, alors les inégalités suivantes sont
vérifiées :

|(F'(z), B)| < v2||R||or < ||Bllor VR € RP, 2 € Gine.
Dés lors, on peut prendre v = 1 et ’hypothése (A2) est ainsi satisfaite.
4.2 Les sous-problémes barriéres VI(, 2)

4.2.1 Deéfinition

Considérons la famille d’opérateurs

{Su(z) = S(=) + pF"(2) }uso- (4.2)
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Cette famille est composée d’opérateurs strictement monotones.

En effet, par ’hypothése (A5), on sait déja que 'opérateur S est monotone.
De plus, par ’hypothése (A3), on sait que Ep est non dégénéré (c’est-a-
dire Ep # {0}). Dés lors, pour tout vecteur non nul & de IR™ et pour tout
vecteur = € Ging, on a que htF"(z)h > 0, ce qui revient a dire que F" est
strictement monotone.

Pour certaines valeurs du paramétre p, nous considérerons le probléme d’in-
équations variationnelles VI(S,, ) suivant:

Trouver z(y) € Q° tel que  (Su(z(p)),z —z(w)) 20 Veell (4.3)

On appelle ensemble {z(p), p > 0}, s’il existe, la trajectoire centrale.

Par les Propositions 2.2.1 et 2.2.2 et les hypothéses qui viennent d’étre posées,
on sait que le probleme VI(S,,) admet au moins une solution. Vu que 5, est
un opérateur strictement monotone, on sait qu’il admet au plus une solution.

4.2.2 Meéthode de suivi de chemin et méthode de Newton

Pour résoudre le probléme VI(S, ), nous suivrons la trajectoire centrale dans
le sens des p décroissants. En effet, on montre facilement que lorsque p tend vers
0, S,(z) converge vers S(z). On espére donc qu’en prenant des valeurs de p de
plus en plus petites, on s’approchera de plus en plus d’une solution du probléme
VI(S,§). Cest ce que nous analyserons maintenant.

Remarquons d’abord que les hypothéses (A1) et (A4) sont semblables a I’hy-
pothése de qualification de contraintes de Slater.

En effet, hypothése de Slater est vérifiée si et seulement si il existe un
point z tel que fi(z) <0, 1 € {1,...,m}, Az =b.

Dés lors, on peut montrer qu’il existe un vecteur y(u) € IR? tel que les conditions
de KKT suivantes sont satisfaites:

S(x(p)) + uF' (z(n)) — A'y(p) =0, (4.4)
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Az(p)=b, z(p) € Gins- (4.5)

Inversement, si le couple (z(p),y(r)) € R™ x IRP satisfait ces inégalités, alors
z(p) est la solution de VI(S,, ().

Théoréme 4.1

Soit > 0. Si les hypothéses (A1)-(A5) sont satisfaites, alors ['inégalité suivante
est vérifiée:

(S(z(p),e(p) —z) <pv, Vo€l (4.6)
preuve

Par la relation (4.3) et 'inégalité (3.4) du Chapitre 3, on a:

(S(z(w),z(p) —z) < w(F'(z(u)),z —z(p))

= s
O

Grace 4 ce théoréme, on sait qu’il existe une sous-suite de {(i)},>o0 qui
converge vers une solution de VI(S,(?).
En effet, vu que G est compact, la suite {z(x)}.>0 admet une sous-suite qui
converge vers un point z* € (2 lorsque p tend vers 0 et z* vérifie la relation
suivante :

(S(z*),z" —z) <0, Vzell

Le sous-probléme VI(S,, Q) va étre résolu de fagon inexacte. C’est pourquoi,
il va falloir une mesure de précision pour déterminer si la solution approximative
d’un sous-probléme est proche de la solution exacte. Pour cela, considérons le
systéme des conditions de KKT associé au sous-probléme VI(S,,{):

Su(z)— Aty =0, (4.7)
Az = b, (4.8)
z € G y€ IR (4.9)

Définissons la fonction ¢(S,,z,y) par la relation suivante:
P( Sy, y) = Sulw) — Aty.
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Par définition de z(u) et de y(u), ¢(Sy, z(1),y(p)) = 0. Dés lors, on peut natu-
rellement choisir la fonction

”qs(Sm way)“;‘",m = sup{

wgo |[wlFre

pour déterminer si un vecteur @ est proche de la solution ().

Réecrivons les équations (4.7) et (4.8) de la fagon suivante:

mew= [ #-4)

Etant donné ¢ € Q°, y € IRP et p > 0, pour trouver la direction de Newton, il
faut résoudre le systéme suivant :

! —Azx
Hy(wiy) + H'u(g;’y) [ FA: ] =0

ott Az = z —zt, Ay =y —y". Ce systéme est équivalent a:
Su(z) — Ay + 5}, (z)(—Az) + AtAy = 0. (4.10)
AAz = 0. (4.11)
Ce systéme est défini vu que la matrice S/ (x) est définie positive, et par I’hypo-

these (A4), la matrice A est de rang plein.
En particulier,

gt = [A(S(@)) AT A, (2)) 1 Su(e) (4.12)
ot = ot (Sie) Ayt - Su(e)] (4.13)

sont des solutions de ce systéme.

Le théoréme suivant indique la relation entre la mesure de proximité ¢ et la
norme de la direction de Newton Az. En particulier, dans un certain voisinage
de (), le nouvel itéré obtenu & partir d’un élement z € Q0 se trouve également
dans I’ensemble Q°.

Théoréme 4.2

Soient 1> 0, z € Q°, y € IR?. Dés lors la relation suivante est vérifice:
K>, Yy

(S, 2, Y)|Fr0
I
De plus , i ||¢(Suy 2, y) | o/ < 1 alors a¥ € 0.

|Aa]me < (4.14)
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preuve

1. Prouvons d’abord la relation (4.14).
Par la relation (4.10), on a:

SL(T)(A:L) — Ay = G 8y y)-
En multipliant les deux membres de cette égalité par (Az)’, on a

(Az)'S)(x)(Ae) — (Az) A (Ay) = (Az)'$(Sus 2, Y). (4.15)

De plus, comme .S est monotone, on a:

(A2)'S,(2)(As) = (A)'S'(2)(Aw)+ u(Ac) F"(z)(Az)

> (M) F'(2)(Ae).

Grace 3 cette derniére inégalité et a 1’égalité AAz = 0, on obtient:
(Az)'S,(=)(Az)

2
(Az)* $(Sy,2,y)

7

1¢(Syes @ Y)|[fral| A2l 0
t

(Az)'F"(z)(Az)

VAN

Par conséquent, on a que

1827 e < [6(Su, 2 Yol Azl /1,

En divisant les deux membres de cette inégalité par || Az ||z, on obtient la
relation (4.14).

9. Supposons que ||¢(Sy, z,y)||j o/t < 1 et montrons que & € Qo.

Par le point 1, on sait que ||Az||, < 1. Or F” est un opérateur fortement
self-concordant sur 'ensemble Gy et ¥ € WP(F',z) avec & € Gip. Par
conséquent, il suit du résultat (3.8) de la Proposition 3.2.1 que ¢ € Gins.
De plus, par I’égalité (4.11), on a que Az* = b. Dés lors, zt e Q°.

O]
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4.2.3 Lemmes préliminaires

Comme ce qui a été fait au Chapitre 2, nous établirons un premier algorithme
pour résoudre le probléme VI(S,, ). Cependant, nous allons pouvoir en établir
un second dont la convergence est quadratique. Pour cela, nous devrons ajouter
une hypotheése supplémentaire :

(A6) S, est un opérateur fortement self-concordant.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que cette hypothése est vérifiée.

Les lemmes suivants vont donc nous permettre d’établir le deuxiéme algorithme
pour résoudre le probléeme VI(S,, ). Ils seront également utiles pour trouver une
borne supérieure sur une fonction de mérite du probleme VI(S, Q).

Lemme 4.2.1
Soient >0, z € Q° et y € IRP. Dés lors, l'inégalité suivante esl vérifiée

[Az]ls,e < |6(Sk =, 9)ll5, 0 (4.16)

De plus, si ||¢(Sy, 2, y)|5,. < 1, alors zt e Q°.

preuve

Par la relation (4.15) du Théoréme 4.2, on a

A28, o < 185w 2, Y)I5, 51 A2l 5, 0

En divisant les deux membres de l'inégalité par |Az||s, ., on obtient la relation

(4.16).

Le reste de la démonstration est tout & fait similaire & la deuxiéme partie du
Théoréeme 4.2.

L
Lemme 4.2.2
Soientmz%fl, z €N ye IRP et p>0.
Si ||p(Su z YIS, 2 o< =, alors l'inégalité suivante est satisfaite:
6(Su &,y 5, 0 < BA". (4.17)
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preuve
Vu que S, est un opérateur fortement self-concordant, par la relation (3.7) de la
Proposition 3.2.1 nous avons, pour tout w € IR"

l[wlls,.2

(1 —||A 5 B ot < . 4.18
”w“Sp, ( “ m”Sp: ) = ”T.U”S”,_ t = (1 _ “A-T”S’“,:c) ( )
Par le Lemme 4.2.1, on sait que
p 1
1AZ]|5,0 < 1¢(Sus @ Y500 < 5o <L (4.19)
Nous pouvons donc réécrire la relation (4.18) comme suit :
l[lls,e(1 = A) < Jlwlls, ot
Dés lors,
. ¢(Su 2",y w
1650,y 5 = sup | Aol
w?‘:o ||w||S;A,m+
+ ot
S sup{ ¢(Sﬂ7$ 7y )'LU }
wro | (L= Nwlls,e
ng 7$+! i S T
_ IS, w20

Choisissons un vecteur g € IR" tel que ||g||s,,. < 1 et définissons la fonction f,
comime suit :

fot) = ($(Su, & — tAz,y — tAy),g), 0<t< L (4.21)

La dérivée premiere de f, vérifie les inégalités suivantes:

f;(t) = <_925',("S'.LH:’E - tAfE,y—tAy) [ ﬁz :l ag>

o 5]

(@ S0) - #(Sma— 18z =180) | 37 |.0)
= @S+ (S —a] = [Syla—tan) —a])|

ot la derniére égalité vient de la relation (4.10).
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Finalement, on obtient la relation suivante:

Fy(8) + (d(Sp, 2,y), 9) = ([S(2) = Si(z — tAz)]Az, g). (4.22)
Par la relation (3.6) de la Proposition 3.2.1 et par la relation (4.19), on a

! ! 1
(15.66) - Suta )bl < (—grazi— —1) IAels.alolls

< A{ﬁq} (4.23)

Dés lors, par les relations (4.22) et (4.23), on obtient

| £5(t) + ((Sur x5 9), 9 < A {(T__lt,\—)?f — 1} (4.24)

En intégrant ’inégalité (4.24) par rapport & ¢ et en constatant que
(A( Sy, T,Y),9) = f4(0), on obtient :

| f5(1)] SA/;{(l—_la);fl} dt. (4.25)

Faisons le changement de variable r = tA pour obtenir la relation suivante:

A
L2 — 1
(65t < [ (4.20)
o (1—7)
Vu que g est un vecteur quelconque de R™ tel que [|g||s,» < 1, on a que
A
. r(2—r
R e (4.27)
0

Finalement, par la relation (4.20), on obtient
A
r(2—r
(5t v Mame < { [ e /12
' o (1—r7)

kA2,

VAN

O

Le lemme suivant nous indique que la méthode de Newton est localement et qua-
dratiquement convergente (dans le sens donné par le Lemme 4.2.2) et nous donne
une estimation de la distance entre un vecteur = et la solution de VI(S,, §2).
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Lemme 4.2.3

Sozent&>ﬁ§‘/—_l,,u>0 ze’ ety € IR

Constdérons la suite des itérés {(z},y%)}iso obtenue par les équations (4.10)-
(4.11) avec comme pomt de départ (%,y)

Si || ¢(Su, 2, Y||35, < 5 alors la suite {lp(Su, @,y )5, o1} converge vers 0 et la
suite {z'} converge vers l'unique solution de VI(S‘,,,Q) lorsque 1 tend vers +00.

De plus, le point limite de la suite {2}, noté a*, satisfait la relation suivante:

lz — 2|50 < 5lE(Sis @ )15, - (4.28)
preuve
Afin d’alléger les écritures, posons
L=z, =y, A=[¢Su Y5 A=Io
1. Montrons d’abord que la suite {||¢(S,, 2", yi)”f‘gp,mf}bo converge vers 0.

Par le Lemme 4.2.2 et par ’hypothése Ag < 51;, nous avons que

/\

AL = ”ﬁi’(Sm'c Y )”Sﬂ,x < kA? g <L

On peut prouver par récurrence que

Ar &

G >

Cette inégalité implique que ||¢(Sﬂ,a:i,yi)\|§u ,i converge vers 0 lorsque ¢
converge vers ’infini.

2. Montrons ensuite que la suite {z'};50 converge vers I'unique solution de

VI(S,, ).
Par le Lemme 4.2.1, pour ¢ > 0, on a
ll2f — 2" M| g, 01 € hicx < L
I’inégalité (3.7) de la Proposition 3.2.1 implique que pour tout i > 0 tel
que -1 € W2(S,,z°), on a

l2* = 255, 0 (1 = [12° = 27 [l5,.00) < Nl = &l
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Posons ' ‘ _
pi =z — 2 lsue0 et Pr= 2’ = a0

On a immédiatement que la relation suivante est vérifiée:
B % B g 4P

Nous allons maintenant montrer par récurrence que

1

R§§ Vi.

Cas de base Py =0<1/2.
Hypothése de récurrence Pour tout j < i, supposons que P; < 1/2.
Montrons que P, <1/2

Comme z*~! € WP(S,,2°), on a que

”‘Ti - wid”Sﬂ,m;_l < X1 _ A1

PiS Ao —a%lgm0) ~ (L= l& " —2%s,0) (1 —Pica)’

Vu que A;—; < 5,—’&— et que P;_y < 1/2, on a que

Par conséquent,

; i | .
BLP,i+tm= PO+ZPJ‘ :22)\51_3 <2,5A < 7

i=1 j=1

Remarquons également que Y, p; < +oo. En effet, le terme général de la
série est plus petit que 1. Dés lors, la suite {p;} converge vers 0 et la suite
{z'} converge vers un point z* satisfaisant la relation

x « 1
e = 2%l = ll2” = olls,e <254 < 5.

Dés lors, &* € Wija(Su,a®). La relation (3.8) de la Proposition 3.2.1 im-
plique que z* € Gip. De plus, Az* = b et donc, en passant & la limite,
z* € I. Dés lors, z* € Q°.

69



3. Finalement, montrons que ||z — *|[s, o+ < 5[l¢(Su, T, )5, 0
Etant donné z*~!, prenons i, une solution du systéme (4.10)-(4.11), choisie
selon ’équation (4.12).
La suite {g'} converge donc vers un point g*. De plus, vu que

1._}}1_1:100 ¢(Su:$ 7y) = 0:

le couple (z*, §*) satisfait le systéme d’équations (4.7)-(4.8). Dés lors, z* est
la solution de VI(S,, ). Finalement, il suit du résultat (3.7) de la Propo-
sition 3.2.1 que

”"‘E B m*“S.u:-""
(1 = [le* = 2lls,.2)

e —2{lsuer <

< 2w — 2*||s,e < 5A.

4.2.4 Précision des approximations

Dans cette section, nous définirons une fonction de mérite pour le probléme
VI(S, Q). Ensuite, nous établirons un résultat qui nous fournira une borne supé-
rieure sur cette fonction. Ce sera I'objet du Théoréme 4.3.

Considérons la fonction linéaire g, = € Q°, définie pour tout z de IR™ par la
relation suivante:
9s(2) = (S(2),2 — 2),

La fonction de mérite g est définie comme suit:
g(z) = max{g.(z)| z € Q}.

On peut facilement démontrer que g(z) > 0 pour tout z appartenant a 0° et
g(z) = 0 si et seulement si @ est une solution de VI(S, 2). Dés lors, nous emploie-
rons la fonction g(z) pour vérifier si un point = € Q° est proche de la solution de

VI(S, Q).
Théoréme 4.3

Soient . € Q°, y € RP, p > 0, K > L__l7+130‘/5_ St la relation suivante est véri-
fiée
S s U e i
5020 et 1
7 oK

alors, on a
g9(z) < 2pw.
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preuve

Considérons la fonction f définie sur Q° par
S
flu)= —(;—) + F'(u) otz el (4.29)

En constatant que

1) Qé(f,m’%) = f(g;) _ A_t'y = Su(z)—A'y — ¢(S”,:c,y);

Iz © #
2) | - llse =1l - llpo car f'= F,

on obtient la relation suivante:

y (S @, y) I
T — * = 2 = )\. Z
”‘FB(f, 3 F”)”f'x 1 (4 30)

Considérons ensuite le probléme d’inéquations variationnelles VI(f,§2) suivant :

Trouver z* € Q° tel que (f(z*),z—z") >0, Vzell

Gréce aux Propositions 2.2.1 et 2.2.2, on sait qu’il existe au moins une solution
au probléme VI(f, ). L’hypothese (A2) implique que I’ est de classe C? sur Q0 et
par I’hypothése (A3), F' est strictement monotone sur I’ensemble 0. Dés lors, f
est également strictement monotone et de classe C* sur £°. Le probleme VI(f, ()
admet donc une et une seule solution. Dés lors, il existe deux vecteurs z* € Q°
et y* € IR? qui vérifient les conditions de KKT associées au probleme VI(f,Q),
c’est-a-dire,

f(z*) — Aly* =0, (4.31)
Az* =b, 2" € Gins. (4.32)
Par les relations (4.29) et de (4.31), on a
S(z) = —uF'(z*) + pA'y".
Vu que Az = Az* = b, on a
ge(z") = (=5(w),2" — )

= (uF(a"), 2" — 2) - p(A'y", 0" — )
— (uF'(a"),e" —2)

< pllF @) o0

2" — [l r,gn.
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Comme 2 est fixé et F' est un opérateur fortement self-concordant, f est égale-
ment un opérateur fortement self-concordant. Par la relation (4.30), le Lemme
4.2.3 o1 I'on remplace S, par f, on a que

o — 2*lar = llz — "l s < 5

Comme F' est une fonction barriére fortement self-concordante pour G, on a

IE (@) Free = sup{

Dés lors, en considérant aussi le fait que v > 1, on a que
gx(z") < BAwM? < pv

En constatant que

gz‘(z) _giﬂ(m*) = (S(:E),GC* - Z)a

on obtient :
max gs(2) — ga(e”) = max{(S(z),2" — 2}}

= max{(F(e"), 2 - ") + WAy 2" = 7))

= I;I}eahx{#<F’($*)’z —z*)} < pv,

ot I’inégalité est due a la relation (3.4) de la Proposition 3.2.1. On a donc la thése
vu que

g(z) = max{g,(2)} = gs(e7) + gs(a7)

< v+ go(a¥) < 2pr.

4.2.5 La condition de centrage

Soient z € Q°, y € IRP, K > ﬁﬁjﬁl, p > 0. On dit que le couple (2, y) satisfait
la. condition de centrage si
||¢(S#= Z, y)”;"’,z
i

<1
— bk
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Dés lors, on peut reformuler le théoréme précédent de la fagon suivante:

Si le couple (,y) satisfait la condition de centrage, alors g(z) < 2uv.

4.2.6 Reformulation de VI(S,,Q)

A Dinstar de ce qui a été fait au Chapitre 2, nous définissons une fonction de
mérite associée au probléme (S, Q). Pour avoir des résultats semblables a ceux
obtenus précédement, il faut que S, soit fortement monotone.

Gréace au lemme suivant, nous savons que si F” est fortement monotone, alors
S, Vest aussi.

Lemme 4.2.4

Supposons que I'' soit fortement monotone sur 0°, c’est-a-dire,
P (z)u > A||lul?, Vo e Q°ue R

Sous cette hypothése, S, est fortement monotone et la constante vaul py.

preuve
Vu que S est monotone sur {2, on a

(§8"(z)u,u) >0 VYzeQ’ uelR"

Par définition de Sy,
S(z) = Su(z) — pt"(2).

Des lors, on obtient
(81 (x)u,u) > p{F"(z)u,u) > pl|ul®, Ve e Q°ue IR
O

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons donc que I est une fonction
barriére v-self-concordante dont la dérivée est fortement monotone.
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La fonction de mérite associée a VI(S,,Q)

Soit B, une matrice n x n symétrique et définie positive.
Pour chaque @ € 09, considérons P(x) € 2 la solution du probléme d’inéqua-
tions variationnelles suivant :

[Su(2) + B(P(z) = )|'ly — P(2)] 20, Vye, (4.33)
qui est équivalent au probléme suivant :
min - (= — B'S, (),
dont la solution optimale est précisément
P(z) = Projg p(z — B™'Su(x))-

Comme € est un ensemble fermé et convexe et B est une matrice définie positive,
ce probléme admet une solution unique.

Nous pouvons alors définir la fonction de mérite f,: 2% — I comme suit :

£u(2) = ~5,(0)(P(s) — ) — 5[P() ~ 2V BIP@) o] (4:34)

et considérer le probléme d’Optimisation suivant :

e ) == mit (~S’u(m)t(P(m) ) — %[P(m) — 2]'B[P(z) - :1:]) C(4.35)

e zeNP

Définissons également, pour chaque x € §°, le vecteur Z(x)€ I' comme étant
la solution du probléme suivant :

[Su(2) + S)(2) (Z(2) — 2)'ly— Z(z)] 2 0 VyeT. (4.36)

Vu que S, est fortement monotone, S}, () est une matrice fortement définie posi-
tive. Dés lors, on peut montrer que ce probléme admet une et une seule solution

(vef. [7]).

Remarque
Le systéme (4.10)-(4.11) représente les conditions de (KKT) du probléme (4.36).

Deés lors,

zt = Z(z).
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Propriétés de la fonction f,

La proposition suivante est tout & fait similaire & la. Proposition 2.3.1 du Cha-
pitre 2. Bien que ’ensemble § ait changé, la preuve faite au chapitre 2 est encore
valable dans notre cas. C'est pourquoi, je ne démontrerai pas cette proposition.

Proposition 4.4.1

Soient la fonction f, définie plus haut et () la solution du probleme VI(S,,Q).
La fonction f, vérifie les propriétés suivantes:

1. fu(z) >0, Vz € Q°%

2. fu(z) =0 si et seulement stz € 00 est une solution du probleme VI(S,, )
et du probleme (4.35);

3. 1,(2) > [y — SIBI o) — 2l Ve € 0%

4. La fonction f,(z) est continiment différentiable et son gradient est donné
par la formule suivante:

fi(z) = Su(z) — [S)(z) = Bl[P(z) — a], Vo€

5. Si x n'est pas une solution de VI(S,,Q), alors une direction de descente
pour f, en x est donnée par d = Z(z) —z ol Z(z) # =, ¢’est-a-dire,

1 .
(fi(e), Z(z) — ) < ~(oy = SUBDIAI?, Ve €@, i |1B] < 207,

Remarque
Vu que la matrice B dépend de p, nous la noterons By

On peut choisir B, = 2uyl ou I est la matrice identé n X n. La condition
| B|| < 2u est ainsi immédiatement vérifice.

4.2.7 Premier algorithme pour résoudre les sous-problémes
VI(S,,): lalgorithme 4.1

Etablissons maintenant Palgorithme pour résoudre VI(S,, {2). Celui-ci est tout
3 fait similaire & celui du Chapitre 2. Pour la preuve de la convergence de I’algo-
rithme, nous renvoyons le lecteur & ce chapitre.
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Initialisation : Choisir z°€ Q° 0<p,0<1 et poser k=0.

Itération k : Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors on arréte.
Ce critére de convergence peut étre

fu@®)<e ou ||Z(z¥) —a*|| <e avece >0

Pas 2: La direction de Newton

Résoudre le systéme suivant
S, (zF) + Sl (zt — aF) — Alyt =0
Azt =b

On obtient ainsi d* = 2t — z*.

Pas 3: Recherche linéaire inexacte

Prendre t*, le plus grand nombre parmi {1, p, p?, ...} tel que:
{ Fu(a® + t+d*) < fu(a) + ott £ (a*)'d,
ok 4 thdF e Q°.
Pas 4: Mise a jour
Poser zFt! = g% 4 thdF, ' =yt k =k + 1.

Théoréme 4.4 Convergence de 'algorithme 4.1.

Soit B, une matrice telle que ||B| < 2uy.
Etant donné un vecteur initial 2° € Q°, Ualgorithme 4.1 engendre une suite d’ité-
rés {z*} qui converge vers l'unique solution () du probléme VI(S:41).

preuve

De nouveau, cette preuve est tout a fait similaire & celle du Théoréme 2.2. En
effet, il faut commencer par démontrer que la suite { fu(z*)} est décroissante et
que la suite {zF} est bornée. Ensuite, on montre que lim, ,q,, fu(z) = 400. On
montre ainsi que la suite {#*} posséde une sous-suite convergente. Finalement, il
ne reste plus qu’a démontrer que la limite de cette sous-suite est la solution du
probléme VI(S,, Q).

]
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4.2.8 Deuxiéme algorithme pour résoudre les sous-problémes
VI(S,, Q): Palgorithme 4.2

Suposons que S, soit un opérateur fortement self-concordant. En nous ba-
sant sur le résultat du Lemme 4.2.3, nous établirons un nouvel algorithme pour
résoudre VI(S,, () selon l'idée suivante: lorsque le couple (2%, y*) vérifiera la
condition de centrage, nous poserons t* = 1. Sinon, nous effectuerons une re-
cherche linéaire le long de la direction de Newton.

Initialisation :

Choisir z°€Q°, ye IRP, 0 < p,o0 <1, k2> (T43V5) o poser k = 0.

10

Itération k : Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors arréter.

Pas 2: La direction de Newton

Trouver (z*,y") en résolvant le systém suivant

Su(z*) + Si(zt —a*) — Ayt =0
Azt =b
On obtient alors d* = z+ — 2.

Pas 3: Recherche linéaire
1. Si ||¢(S,, zt,yt)|| < & alors poser t* =1, ghtl = gt

9. Sinon, prendre t*, le plus grand nombre parmi {1, p, p?, ...} tel que:
Fu(eh + ) < F(0F) + ot (aH)ie,
o + thd* € Q°,
Poser z*t! = 2% 4 t*d*,

Pas 4: Mise a jour

Poser y**! =yt, k=k+ 1

Nous pouvons montrer que cet algorithme converge quadratiquement vers la
solution du probléme VI(S,, ). Ce sera Pobjet du théoréme suivant. La preuve
est tout a fait semblable & celle du Théoréme 2.3.
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Théoréme 4.5 Convergence de l'algorithme 4.2.

Il existe un entier k dépendant de p et de n tel que pour tout k > k, la suite
{z*} engendrée par Ualgorithme 4.2 converge localement et quadratiquement vers
la solution de VI(S,,Q) avec t* = 1.

4.3 Algorithme 4.3 pour résoudre VI((2)

Dans cette section, nous allons développer un algorithme selon 1’idée suivante :
si litéré courant satisfait la condition de centrage, alors le parametre de pénalité
est multiplié par un facteur 9, 0 < f < 1. Sinon, on applique I’algorithme 4.1
pour que l'itéré vérifie de nouveau la condition de centrage. Cet algorithme sera
convergent.

Avant de présenter cet algorithme, nous expliquons certaines notations.
K est Pensemble des indices de tous les itérés engendrés par I'algorithme 4.3. K
est Pensemble des indices des itérés qui vérifient la condition de centrage. K? est
le complémentaire de K. Pour une valeur de k' fixée, I'ensemble K 2 est com-
posé des indices des itérés qui ne vérifient pas la condition de centrage pour une
certaine valeur de (.

Initialisation

Choisir z° € 00, y® € IR?, 0 < 0,0,p < 1, p° > 0;
k> (7T+3V5)/10, € > 0, B° tel que || B?|| < 23
Poser k=0, k! =0, K = {0}, K =0, K* =0, Kj = 0.

Itération k Effectuer les pas 1 & 4 ci-dessous.

Pas 1: Critére d’arrét

Si un critére de convergence est satisfait, alors arréter. Ce critére de
convergence peut étre

it g(z*) < it b < —
soit g(z") < e soi p 21/

Pas 2: Vérification de la condition de centrage

Si |¢(Sprs ¥,y Mo o/ < 5
alors poser ,u‘"‘“ — H,uk Kt=K'U{k}, k' =k +1, K} =0.
Sinon, poser pFt! = pk K% = K} U {k}, et K? = K2 U {k}.
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Pas 3: Recentrage

Résoudre le systéme suivant :

S,(z*) + S;(ac’“)(m"‘ —z*) — Ayt =0
Azt =
pour trouver la direction de descente d* = ot — 2.

Pas 3a: Recherche linéaire

Prendre t* la plus grande valeur parmi {1, p, p*, ...} telle que
f#"“(mk + tkdk) < fgk+1($k) + O'tkf,;k—kl ($k)tdka
Poser z*t! = z* 4 t*d*,
Pas 3b: Mise a jour

Poser y**1 = y*, K = KU {k+ 1}, k = k+ 1 et retourner au

premier pas.

Théoréme 4.6 : convergence de 'algorithme 4.3

Toute sous-suite convergente de {z*}rerr engendrée par lalgorithme /.3 converge
vers une solution du probleme VI(S,Q), pour tout itéré initial z® € Q°.

preuve

1. Tout d’abord, il faut montrer que I'ensemble K7, est fini.
Cela se fait de maniére analogue  la premiére partie de la preuve du Théo-
réme 2.4.

9. Montrons ensuite que toute sous-suite de {z*}yex1 converge vers une solu-
tion du probleme VI(S, Q).
Remarquons d’abord que pour tout k& € K', le couple (z*,y*) vérifie la
condition de centrage. Dés lors, par le Théoréme 4.3, on a

g(z*) < 2ptv.
Or, pi* converge vers zéro lorsque k converge vers +oo. Par conséquent,

lim g(z*) =0.
kek!l
k—+4o0
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De plus, ¥ € Q°. Vu que  est un ensemble compact, il existe une sous-
suite de {z¥}ext qui converge vers z*. Comme la fonction g est continue,
g(z*) = 0. Dés lors, z* est une solution du probléme VI(S, Q).

O

Remarque

1. Pour "recentrer" 1'itéré, nous appliquons l’algorithme 4.1. Cependant, si
I’hypothése (A6) est vérifiée, on peut remplacer algorithme 4.1 par I’algo-
rithme 4.2 et on obtient des résultats analogues a ceux énoncés ci-dessus.

9. Lors de ’exécution de cet algorithme, la fonction de mérite doit étre évaluée.
Cependant, cela peut avoir un cofit assez élevé. Pratiquement, on peut éviter
cela en choisissant p assez petit de sorte que la fonction de mérite diminue
suffisamment.

3. La complexité de cet algorithme dépend du comportement de la méthode
de Newton qui se situe au pas 3. Vu que Popérateur S, n’est pas forcé-
ment self-concordant, on ne sait pas combien d’itérations seront nécéssaires
pour "centrer" I'itéré courant. La complexité de cet algorithme reste donc
inconnue.
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Conclusion

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux conditions d’exis-
tence et d’unicité associées au probléme d’inéquations variationnelles suivant :

Trouver z* €  tel que Vz € Q F(z*)(z —2*) 20,

ot1 ) est un sous-ensemble de IR™ et I':  — IR™. Nous avons alors démontré qu’il
suffisait que § soit un ensemble fermé, convexe, & intérieur non vide et que F
soit monotone et continue pour que ce probléme admette au moins une solution.
De plus, si ensemble  est borné, cette solution est unique. Dés lors, grace aux
hypothéses posées au début des Chapitres 2 et 4, on sait qu’il existe une et une
seule solution & chaque sous-probléme barriére et qu’il en existe au moins une au
probléme VI(F, ) ainsi qu’au probléme VI(.S, (2).

Ensuite, on a considéré le probleme VI(F, §2). On a d’abord établi I'algorithme
2.1 pour résoudre les sous-problémes barriéres. On a vu que cet algorithme était
convergent et que si la fonction F' vérifiait la propriété (SLC) alors, a partir d’un
certain moment, on pouvait fixer le pas de la méthode de Newton a 1. L’algo-
rithme ainsi défini converge quadratiquement vers I'unique solution du probléme
VI(F, Qint). A partir de 'algorithme 2.1, nous avons élaboré ’algorithme 2.4.
Grace aux hypothéses posées au début du deuxiéme chapitre, nous avons mon-
tré que l’algorithme 2.4 engendrait une suite d’itérés {z*} convergeant vers une
solution du probléme VI(F, Q).

Finalement, nous avons étudié le probléme d’inéquations variationnelles pré-
cédent dans un cadre plus général. Cela nous a amené a considérer le probléme
VI(S,Q). Nous avons montré que si nous ajoutions & la fonction objectif la dé-
rivée d’une fonction barriére self-concordante multipliée par un facteur p, alors
nous avions des résultats de convergence analogues & ceux du Chapitre 2. En
effet, les deux algorithmes pour résoudre les sous-problémes barriéres ainsi que
I’algorithme pour résoudre VI(S, ) se sont avérés convergents.
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