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INTRODUCTION

L'objet de ce mémoire constitue une rnouvelle reflexion
dans le domaine de la classification supervicseée.

Cette recherche est la continuation de travaux entrepris
par Fierre BAUFAYS (1985); ol celui-ci proposait une regle
d’affectation de points suivant 1°hypothése d’un Frocessus de
Foisson homogéne. Il supposait que les points a classifier
étaient tels gue leurs signatures spectrales etaient distri-
buges uniformément et indépendamment dans des domaines
convexes et disjoints.

Le critére gu’il découvrait en minimisant le Risque
BAYESIEN de mauvaise affectation était d'affecter le point a
classer & 1l'échantillon étiqueté auguel il ajoutait, par
convexité, un hypervolume minimal.

L’intérét particulier du critére était 1'introduction
par HARDY et RASSON (1982) de l1'utilisation de la mesure de
LEEESBUE comme mesure de proximité alors que toutes les me-
thodes connues utilisaient des distances ou semi-distances.

Mais, malheursusement le modéle théorigue ne permettait
pas de classifier les points appartenant & 1'intersection des
enveloppes convexes de plusieurs bases d'entrainement; ceux-—
ci étaient classifiés selon une régle empiriqgue.

Afin d’obtenir un modéle théorigque pour le scheéma entier
d'une classification, nous allons généraliser 1'hypothese du
Frocessus de Foisson homogéne en un Frocessus de Foisson non
homogene.

L 'hypoth&ése d’une distribution uniforme est abandonnée,
laissant la place &: une adéguation des données a n'importe
quelle densité non paramstrigue.

Mous gardons le fait que les points des bases d’'entrai-
nement sont répartis dans des domaines convexes, mais que nous
n’avons plus besoin de supposer nécessairement disjoints.

La minimisation du risque bayesien nous donne, alors, une
seule régle théorique pour tous les points & classer.

Nous consacrerons une partie du mémoire a 1'estimation de
densité. :

En effet, notre modéle théorigue se base sur des inten-—
=zités inconnues qu’ il faudra estimer. En pratique, nous
utiliserons comme outil pour estimer ces intensites, le noyau
de 1'estimateur naif de densité proposé par E.W. SILVERMAN.

‘Four terminer ce travail, nous évaluerons notre nouvelle
méthode de classification aux traitements d’images en
télédetection. ;
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FORMALISATION DU FROBLEME

Un expérimentateur observe un individu gu'il sait
appartenir & une parmi kK catégories et il désire déterminer
celle dont cet individu est issu.

Four classer cet individu, nous disposons des infor-
mations suivantes:

- des valeurs de n mesures effectuées sur cet individu. On
suppose que ces valeurs sont quantitatives.
On peut donc associer & cet individu, un vecteur x d'un
n
sous—-espace Y de IR

n
individu ——-—- T o= (% 4 Ko, eea 5 % ) de VCIR
1 2 n
- de ¥ ensembles d’individus utilisés comme éléments de refe—
rence. Il y a un ensemble par catégorie. Chaque ensemble 1
est composé de n individus (i= 1 ... K).
i

FPour chaque individu des différents groupes de reference,

on dispose des mEmes variables que pour 1‘individu & classer.
L'ensemble E de tous les individus de référence est appele
"ensemble de référence”.

E = (% 5 3=1 .00 5 i=1...8K)
ij ' i
On peut associer, & chaque element x de E, un vecteur
n ij
d’‘un sous-espace V de IR ‘
11 faut remarguer que 1’appartenance des individus de E

a4 leurs groupes respectifs n’est jamais remise en gquestion en
analyse discriminante.

Ce gque nous désirons, c’'est pouvoir associer & tout
élément de'V, une classe parmi les K categories de référence.

Mous allons donc définir 17 application d, appelée "regle
de décision" telle gque:

d: V ————m P Ly 2y eee 5 KD



De maniére générale, elle dépend des individus étiquetes

M (i =1 ...n 4y1=1...FK), et elle est definie de

ij i
maniére & commettre le moins d’'erreurs de classement possible.
La régle d détermine une Fartition (F , ... F ) de V

1 8

F = (% t gd(x) = 1) i=1...0K

4
c'est-a-dire,

F est 1'ensemble des points qui seront affectes par la regle

i

de décicsion d 4 la catégorie i de référence.

La régle peut Etre définie au mdyen de kK fonctions
h (), 1 =1 ... K

i
La fonction h (%), associée au groupe i, mesure la
i
"ressemblance" entre ® et les individus de
X = (x =1 ... n)
i i3 i
Des lors:
F o= (2 h (%) h (%) 3 =1 ... E) i=1 ... K
i i J
L' ensemble
D = (x: h (x) = h (%) ) est appelé surface de décision.
13 i J
D constitue la frontiére entre F et F , lorsqu’on ne con-

ij i J
sidére gue ces deux populations. En présence de K catégories,
il existe E(K-1) \ 2 surfaces de deécisions.



PREEMIERE PARTIE: FROCESSUS DE PUISSDN HOMOGENE

1. Introduction

Avant d’'entamer le probléme de classification concernant le
Frocessus de Foisson non homogéne, nous allons exposer les
différentes étapes de la démarche poursuivie dans 1'analyse
discriminante suivant un Processus de Foisson homogéne.

Les hypothéses de la méthode proposée par RASSON supposent
gue la population & classifier est une realisation d'un
Frocessus de Foisson stationnaire; dans 1'union de K
domaines convexes disjoints D ; dés lors & chague D cor-
i i
respondra une classe de la population F

1

Dans cette situation, le critére de classement deépend de la
mesure naturelle de 1 'espace, & savoir:

la mesure de LEBESGUE

Nous allons nous remémorer le raisonnement.
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2. Fropriétés fondamentales du Frocessus de FPoisson homogéne

1
)

-1

-]

Un échantillon ¥ est une réalisation d‘un Processus de
Foisson homogéne sur un domaine D, si les hypotheses
suivantes sont vérifiées:

- la variable aléatoire N(D) qui compte le nombre de
points dans le domaine D suit une distribution de
Foisson, dont le paramétre est la mesure de LEBESGUE
m(D) de D; c’'est-a-dire nous supposons que le nombre
moyen de points dans D est proportionnel a m(D).

- lps variables aléatoires M(D) et N(D’') sont inde-—
pendantes si D et D’ sont disjoints.

Fropriete

11 découle des hypothéses du Frocessus de FPoisson
homogéne, la propriété suivante:

— Conditionnellement au fait que n points aléatoires

" engendrés par ce processus appartiennent au domaine
D, ceux—ci sont distribués uniformément et indepen-—
damment dans D.

Remarque

Dans la suite de cette premiére partie, tout individu
de 1‘échantillon X suivra une distribution uniforme
dans D; ceci impligue que la fonction de densite
s'écrit:

1
f (x) = 1 (n) "
' D m(D) D
ol . 1 (#) est la fonction indicatrice du domaine D,

D
& savoilir:



m(D)

- 45 -

est la mesure de LEBESGUE de D gui depend
de la dimension de 1'espace de travail, a
savoir:

— sur la droite réelle: c’'est la distance

ususlle;

y S
- dans le plan: c’est la surface;

- dans 1’'espace & trois dimensions: c’'est
le volume;

dans un espace de dimension supérieure:
c'est 1'hypervolume. :
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Estimateur du maximum de vraisemblance d’'un convexe D sur

- l
P »

Vraisemblance du modele

Soit une réalisation X = (X , ... 4, X )} d'un tel
1 n
processus. Celle—ci sera constituée de n points
indépendants et identiquement distribués, de densite
f (%) égale a: -
D
1
f () = 1 (%) 7
D m(D) D

Dés lors, nous pourrons écrire la vraisemblance du
vecteur X sur D:

n
f (X)) = T f (X )
D i=1 D i
n 1
= ]T 1 (X )
i=1 m(D) D i

=

= ‘FT 1 (X )
R Ly
[m(D)jn a e

Far hypotheése, le domaine D est un convexe; ceci im-
pligue que si nous considérons le plus petit convexe
contenant les n points, c’est-a—-dire 1'enveloppe con-
vexe H(X) de notre échantillon, la vraisemblance aura
comme expression:
1
f (X) = 1 (H(X)) (%)
D D

[nee3)



%.7. Estimation du convexe D

Nous pouvons tirer deux constatations de 1 'expres-—
sion (%}:

1) 1'estimateur doit au moins contenir H(X) pour que
la fonction indicatrice du domaine soit non nullej;

2) 1’estimateur ne peut pas &tre plus grand que
H({X) sinon la mesure de LEBESGUE correspondante
serait également supérieure a celle de H(X); ceci
impligue que nous ajoutons une quantité positive
au dénominateur qui deviendrait plus grand et par
conséquent, la vraisemblance serait plus petite.

En conclusion, 1‘estimateur du maximum de vraisem—
blance du domaine convexe D sur base d’une réalisation
d'un Frocessus de Foisson homogeéne sur D est 1l'enve-
loppe convexe H(X) de cette réalisation.
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4. Analyse discriminante — FREMIER CRITERE: domaines disjoints

4.1.

Soit X = (X , «a- 35 X ) la réalisation d’'un Frocessus

de Foisson ﬁomogéne sar un domaine convexe D tel gque
j =1 3

ou (D.) sont des domaines convexeé et

j i=1 ... K
disjoints.

Tout individu de 1°‘échantillon suit une distribution
dans D dont la densité f (1) est égale a:
D
1 .
f (k) = 1 (»n) P
D m(D} D '

Comme D est 1'union de ¥ domaines disjoints

D (j =1 ... K), la densité f (x) peut se ré—-eécrire
J D

sous la forme:

| 1 D
f (%) = 3
D k
m( > D)
ji=1 3
.
> 1 (%)
j =1 D
= j
K
> m(D )
ji=1 3
Fosant:

. p: la probabilité & priori gqu'un individu appar-
i
m(D )

tienne au domaine D , & savoir: p =
i i m(D)
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. f (%): la densité conditionnelle de % sachant gue x

i
appartienne au domaine D , a savolr:

Remargues:

I1 est & noter que:

1) 1l'expression de f (1) et de p suppase gue:

i i
. eme
tout individu de la i-—-— population est uniforme-
ment distribué dans le domaine convexe D et que

i
la probabilité a priori, gu’il appartienne a cette
catégorie, est proportionnelle a la mesure de
LERESGUE de D .
i
ame
2) le paramétre inconnu de la i-—- population est le
domaine convexe D lui-méme. Rappelons, pour notre
i

propos, gue 1l’'estimateur du maximum de vraisem—
blance de D est 1’'enveloppe convexe des individus

i
de ce groupe.

%) la regle d'affectation Bayesienne ne pourra s’'ap-
pliguer que lorsgue les enveloppes convexes
H(X ) ... H(X ) sont disjointes car (D )
1 4 ii=1.,..HK
sont des convexes disjoints.



.2. Reégle de décision

La décision d’affecter un individu A une cer-
taine classe peut comporter des erreurs de
classement, ainsi nous pouvons affecter erro-
nément un individu du groupe i(i =1 ... K)
dans une classe i (j =1 ... K, ] iy.

LLa probabilité de commettre une telle erreur
est égale a: ;

P = jf (v)dus § # igd =1 .. K, i =1 ... K

A
que % appartient a D
i
FPoo= (x: d(x) = ]J)
J

A chaque population i est associé le risque
F (d) de la mauvaise affectation d’un individu

i
de celle-ci, par la_regle de décision d:
R(d) = > F i=1 e Kgi=1...K
i j# i i

La ?égle de décision optimale serait celle pour
lagquelle tous les risques sont nuls. Mais
cette situation n’est pas courante en pratique.

4.2.2. Risgue bayesien

Supposons gque chacune des probabilités a
priori, gu'un individu appartienne & un groupe
donné scit connue (p , i = 1 ... K). Nous
i

choisirons la régle gui minimise le risque
bayesien R(d):
‘ k.
R(d) = > p R (d)

i=1 i i



Développons cette expression.

k. k.
E: ) E: f (x)dx
i=1 ; i

il

F(d)

i i

P

1 i i F 1
i

3
K K. J
= EZ_ p Z{: f (u)du|- f (x%)dx
= .J = 1 F i i
b

] 1 P 1 1° 4 4 i 1 i i
3 i
k J k. k. J
= fg: ;Z: p f (x)dx - jz: p f (x)dx
i=1 F i=1 1i i j=1 F i3
j J
K. -f K
= > S. P f ) = p f ()
i=1 F i =1 Iz JJ d:
J

v Four chaque j, cette quantité ne peut €tre plus
petite que si

(x tg pf () 3 pFf () ¥k ijsk=1...K j=1...K
joi k k



wcriminantes
(o3 de la régle de décision
Jodo= 1L .. K

1) Motoms ogue les Tonctions dis

sont définies pars

b
ho(x) = m!— > p f (x) = p ot (%}
i | ; . o

L

Mous obtencns bien gue pour chagua

Fom (% obeg b () B oh o (xdr oMk oA G, ko= oL ... KY G o=l L.l K

fo ko= Lowak) 3 o= L...k

2y Lensemble des dndividus pour lesguels 11
existe au moins dewr indices distincts § et
Eopouwr lesguels

risdbdas of
g i
sont absolument continus. Laffectation de
ces individus ne perituwrbe pas le risque
havesien; celle-cl peut dono satisfaire une
régle conventionnelle choisie par 1Tubdli-
sateur, par @xemplen

wat de meswre nulle, lorsgue les de

gd(x) = min (J ¢ p f () op F (2] *Fk % bk =1 ... K}

4,23, Conclusion
$- R

La loi de décision correspondant a notrse mo-
désle sera donnége par la régle d affectation
Fayveslenne ol les paranebres inconnus,

i d=1 ... kB, seront remplaces par leur
petinatewr de maximum de vraisemblance.

Rappelons gue le domaine d affectation & la
population i est donne par



4,.2.3.1.

Fremier cas: le point % , a classer,
——————————— o

est & l'extérieur des
enveloppes convexes
H(X ) et H(X )

gt k

S5i le point x est classé dans la

emne o

i——— catégorie, nous estimons les

domaines D de la facon suivante:
J

A
D H (X V (%)) i = i
J i o

H(x')' io# iy
i

6‘(M ) = 1 si j = ij
3

I

o si j % is

car ¥ ne peut appartenir qu’a un
O
seul domaine.

Dés lors, 1'estimateur du maximum
de vraisemblance de p f (% ) est
. ii o

donné par:

ey = (1> mH) + 8 (k)

o i =1 3 i o

S (x ) = m (H(X V(x ))) - m (H(M_i)

1

o 1 Q 1

D'autre part, nous avons suppose les

domaines D disjoints, nous ne pou-
3 S ame

vons donc pas allouer ® auw i-——-—

O
groupe, si H (X V (x )) posséde une
i o
intersection non vide avec au moins
un ensemble H (X ) % j # i

3

8i c’'est le cas, nous poOsSeErons
8 (x ) = +o=
i o



La regle bayesienne (1) nous permet
d’ écrire
"w est affecté a la population i"

% ; //\\ g
pf(x)zpfix) ¥hkiFi
ii o k k o

Ceci nous donne:

K K.
mo(H(X )) + 8 (x) & > m (HX)) + 8 (x) ¥k # i3(2)
i=1 J i o i=1 3 k o '

et‘H(X'U(:-:))ﬂH (X')-_-/QS ¥ 3 #F ij

1 a J
oli dans ce cas

g (2 ) =m (HX U )y = m (HX ),
i o i o i

c‘est-a-dire,

S (% ) représente la mesure de
i o

LEBESGUE que x "ajoute" a 1l'enve-
o

loppe convexe de l'echantillon éti-

quetté di groupe i, lorsqu’il y est

incorpore.



La figure suivante maontre ce que représente 1’ hypervolume
"ajouté" & une enveloppe caonveie.

Conclusion:

En posant

i
I

m (H(X'LJ(H )y — m (H(X )) si H(X U (x ))rWH(X ) =ﬁ§
i o : . .

1 1 o J

XVLJ' #4i;

= sinaong

—_—

Nous tirons de la relation (2), la regle de classement sui-
vante:

"1 domaine d’affectation a la pdpulation i“ est tel que:

F o= (%x : 8 (%) <8 (x) k=1...K) i=1...Hk
i o i o ko

Far conséquent, si le point % , & classer, se trouve & 1l'ex-—
8-

térieur des enveloppes convexes, le point est affecte a la

classe pour laguelle la mesure de LEBESGUE ajoutee par con—

vexrité est minimale.



4.2, 5.2,

Second cas: le point % , & classer,
—————————— o
appartient & une seule
enveloppe convexe.

Du cas précédent, il découle gu’il
faut classer x dans le groupe cor-—

a]
respondant puisque 1‘'on n’ajoute plus
de mesure. Ainsi, nous rencontrons la
premiére condition d‘admissibilite de
FISHER et VAN NESS.

"gi les enveloppes convexes H(X ) sont

i
disjointes et x appartient & une de
ces enveloppes convexes, alors x de-—
vrait tre affecté & la classe cor-—
respondante”.



4.2.4. Exemple

Mous disposons de trois classes de refe-
rence définissant trois convexes

C (i=1...23)
i

lLe probleéme consiste a classer les points
y (=1 ... 3)
j

parmi les trois classes.
Si nous appliquons la régle de decision,
définie plus haut, 1’individu y sera af-
1

fecté au groupe 1 car il appartient a
1’enveloppe convexe de 1'échantillon éti-
guetté de ce groupe.
Les individus y et y (respectivement y et

2 3 4

y ) seront affectés a la catégorie 2
3
(respectivement 3) en fonction des mesures

ajoutees.




Analyse discriminante — SECONMD CRITERE: domaines non

Chague individu du domaine D possede:
i

1) une fonction de densité conditionnelle f (%) qui s’ex-
: i
prime par:
1
f (w)y = 1
i m(D ) D (%)
L i

2) une probabilité & priori que % appartienne & ce domaine:
m(D )
p o= __i_
i m(D)

9.1. FREMIER CAS: le point ® n'appartient & aucune enve-
s i o _
loppe convexe. . Dans ce cas, nous appli-
querons la regle d'affectation
bayesienne:

% est affecté & la classe j pour
o .
lagquelle

S (x ) =m (H(X U 1)y = m (H(X )
i o J o J

est minimal.

J.2. SECOMD CAS: le point x  appartient & une seule enve-
__________ o ,
loppe convexe H(X ). D apres la régle
r i
d’affectation bayesienne, nous affecterons
a la classe correspondante, puisgue

A :
FP o =2/35 mHx)y =i
j i o E =1 I

= Q sinon



TROISIEME CAS: le point %  appartient a k¥ (1 £ -k & K)
—————————————— D
enveloppes convexes:

H(X )y oo o H (X )
i i
1 b

Nous obtenons:

1/"2."1 m (H(X )) 4 =1 4 wew 5 3
lﬁ

i 1 b

-
-h
1

= 0 sinon

Ici, il nous est impossible de classer % dans 1'un
O

des domaines convexes D , «u. & D
il ik

Exemple:

Regardons la figure suivante de la page 24

y est affecté au groupe 1 du fait de son appartenance
1
a une seule enveloppe conveuxe,

y est classé dans la seconde catégorie ainsl gue vy
- 3

.

est classé dans le troisiéme groupe sur base de "la
mesure de LEEBESGUE ajouteée™

y (respectivement v ) est un cas d’'indeécision entre
- S 4
les populations 1 et 2 (respectivement 2 et 3).






H. Conclusion

Notre démarche, basée sur le Frocessus de Foisson homogéne,
ne nous permet pas de classer des points appartenant a
1’intersection des enveloppes convexes de plusieurs bases

d entrainement. Il nous faut, dés lors, envisager une

A

nouvelle hypothése, & savoir:

le Frocessus de Foisson non homogeéne.



DEUXIEME FARTIE: PROCESSUS DE POISSON NON HOMOGENE

1. Introduction

Nous allons généraliser 1°hypothése du Frocessus de Foisson
homogéne en un Frocessus de Foisson non homogene.

Cette condition implique que les distributions condi-
tionnelles au fait gue n points aléatoires engendres par
ce pProcessus appartiennent au domaine D, sont absolument

guslcongues.

Le critére de classement ne dépend plus de la mesure de
LEEESGUE, mais de l’'intensité du processus.
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Estimateur du maximum de vraisemblance d’un convexe D sur

Considérons une réalisation Y = (Y 4 «xe 2 Y ) d'un

i n

tel processus. Celle—ci sera constituée de n points
indépendants et identiquement distribués, de densite
f {(#) égale a:

D

ql{x) 1 (%)

f (#) = ¢ D

D } aq(x)dx

D

ot g(x) est 1’ intensité inconnue du processus, sup-
posée strictement positive. )

Deés lors, la vraisemblance du vecteur Y sur D peut
s’'ecrire:

n
f (Y) = f (Y )
D j.Erl D i
n g(y ) 1 (Y )
= 1T 3 D__i_
i=1 'S g{x)dx
D
1 n :
= TT g(¥ ) 1 (Y )
j n i'= L i D i
q(x)d:
v D

Fuisque D est un domaine convexe; ceci impligque que si
1'on considére 1'envelaoppe convexe H(Y) de natre réa-
lisation, la vraisemblance se ré-écrit:

b ) n _
T (X)) = TT g(Y ) 1 (H{Y)) (%)
D n i=1 i D
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Estimateur du convexe D

Comme pour le Processus de Foisson homogene, nous
concluons de 1'expression (X):

1) 1'estimateur doit au moins contenir H(§3 pour gue
la fonction indicatrice du domaine D soit non
nulles

1’estimateur ne peut pas €tre plus grand gue
H{Y) car nous ajouterions une quantité positive au
dénominateur et cela diminuerait la vraisemblance;

kJ

En conclusion, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance du domaine convexe D sur base d'une réalisation .
d’un processus de Foisson non homogéne sur D est
1’enveloppe convexe H(Y) de cette réalisation.




Z. Analyse discriminante - FREMIER CRITERE: domaines disjoints

Considérons ; = (X , «2s 5 X ) la réalisation d'un

Frocessus de Foiszson non homogeéne d'intensite q(x) » o
sur un domaine convexe D tel que:

ol les (D ) sont des domaines convexes et
i Ji=1 ... K
di=sjoints.

Tout individu de 1‘échantillon satisfait & une dis-
tribution dans D dont la densité f () est égale a:
D
g{x) 1 ()
f () = , D i
D J g(s)dx
D

Si q (%) désigne la restriction de g & D c’est-a-
i i
dire g (%) = g(x) 1 (%), puisque D est l'union de Kk
i D
i
domaines disjoints D (3 = 1 ... K), nous pouvons
3
écrire la densité f(u) sous la forme:

k:
fixy = ) A !




n
b4

setra

Fosant:
J g (#)dx
D i
p = i et
Y
gi{x)dx
D
g (%)
f (®) = i
i
D g{=x)dx

Cf(n) = z p"f.(y-)

i=1 i1
Remarques:
1) Comme, dans le cas du Frocessus de Foisson homo-
géne, nous avons pu décomposer f(x) en une somme
de p f (x).
ii

11 nous suffit, dés & présent, d'appliquer la
régle d'affectation bayesienne:

affecté & la classe i" si p f (®) = p f
ioa k
eme
2) Les parameétres inconnus de la i—-—- population sont:
- le domaine ceonvexe D lui—-mEmej
i
- g (%) i.e. la restriction de l‘intensité inconnue

{ s sl A |
5

i
g(x) &a D
!

Four notre propos, rappelons que l'estimateur du

maximum de viaisemblance du convexe D est 1'en-
i

veloppe convexe des individus de ce groupe.

fuant au second paramétre inconnu, il faudra em-
ployer les estimations de densité gui sont le
theme de la troisiéme partie de ce mémoire.

Z) La regle d'affectation Bayesienne ne pourra s’'ap-—
pliguer gue lorsque les enveloppes convexes
H(X Y}, ... o H(X ) sont disjointes, parce que nous
1 K
avons supposé les domaines D ... D disjoints
' 1 K
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ol o al

. Reégle de décision

Soit ¥ ... X les ensembles d'entrainement pour la
1 k.

population (1 ... K). La regle d'affectation baye-

sienne nous donne:

w est affecté & la classe 1

N—
pf () »p T () -k #£ i (1)
1. d bk ok

Développons cette relatiaon:

g (%) : g (%)
L1 } L,k (2)
) g(x)dx j g(x)dx
D D
k.
ot D = tJ D
i =1 i

Comme les D sont disjoints, nous obtenons:
i

g (%) g (%)
i % k

J q (x#)du
D

(3)

g (x)dx

k J b
2., "B >
i1 i i=1

1

i
i



Z.2.1. PREMIER CAS: le point # , a classer,

fu il e

——————————— o

est A&

l'extérieur des enveloppes con-

veres H(X ) et H(X )

i k
eme
Si le point ®x est classé dans la i-——— cateé-
o
gorie, nous estimons les domaines D de la
j

maniére suivante:

AN
D

J

]

H(X kJ(x )) 3 o= i3
i 0

]

H(X ) i #ij;
' i

De m&me pour 1°'indice k, les domaines D seront

¢4 )

J
estimés par
D = H(x Uty 5=k
J b o
= H(X ) itk
3
La régle bayesienne (2) devient:
g (%) g (x )
i_ o % ko
ke g (x)ydx I S g (#)dn
~ : .
s 5 % > 11 s
i=1 i : i=1 i
En particulier, si g (% ) =g (% ), nous en
i o ko
) déduisons
b ) K )
Z i q (x)dx & Z /g (x)dx
i=1 D i i=1 D i
i i
g(x)dx + J qQ (x)dx - g {(x#)dx £
i i
H(X LJ(H 1) H(X )
i u] fi
g(x)ds + B q (x)dx - g (x)dx
k k (5]
e U o H(X )
k: o k



Notons par 8 (x ), la guantité suivante:
i o

5 (x ) = j g (x)dx = S g (x)dx
i i i
Hex o)) H(X )

1 o 1

c'est-a-dire 8 (% ) représente 1'intensiteé que
i o

% "ajoute" & 1'enveloppe convexe de 1'echan-—

o

tillon étigquetté du groupe i, lorequ’il y est

incorpore.

La nouvelle reégle de classement devient:
"w est affecté & la classe i" si
o

S (x)Z6 (x) %Ki
i o ko

c'est-a-dire, le point x est affecté & la

o
classe & lagquelle 1'intensiteé ajoutée par con-—
veuité est minimale. ,
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SECOND CAS: le point % , a classer, appartient
““““““““““ )
4 une seule enveloppe convexe H(X
i

D’ aprés nos hypotheéses, seul q (#)= qg(x) 1
i D (x

sera strictement positif sur ﬁ\ = H(X ). i

3, i
N\ /N
Far conséquent, p f (x) » p f () -k ¥ i
' ii k k
et donc le point % est affecte & la classe i
o

Ainsi, nous rencontrons la premiere conditiaon

d’admissibilité de FISHER et VAN NESS:

“Si les enveloppes convexes H(X ) sont dis-
i
jointes et % appartient & une de ces envelop-
pes convexes, alors x devra Etre affecte a
la classe correspondante”.

)

)



N
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Nous nous intéressons au probléme pour lequel les points,
& classer, sont a4 l'intersection de plusieurs domaines
CONVEXES.

La régle d’'affectation Bayesienne (1) ne change pas. Nous
pouvons donc écrire 1'inégalité (2):

Sk # i

Comme le point % appartient aux domaines convexes, 1l n'y
a plus d'intensité ajoutée; ce gqui implique que les deéno-
minateurs restent les mEmes.

L'inégalite (2) devient:

q (%) »q (x) *%h:# i

i k

C'est-a—-dire, il faut affecter le point % & la classe pour
laquelle 1'intensité est maximale.

Remarque:

Noctons la différence de méthode de classement proposee par
SILYERMAN X.

1
Celui-ci attribue un poids de _ & chaque probabilite a

- .
priori p (i =1 ... E)

i

Ceci impligque que 1l 'approche basée sur le maximum de vrai-
semblance affecterait le point x 4 la classe 1 si

p f 03 p 00 ¥k #i

i i ok
1 i
_fF () o f (w) Pk # i
n i n k:

fo(x) 3 f (%) %k #1

Le critére de classement dépend, ici, des fonctions de
densité de probabilité en un point relativement aux dif-
férents domaines.

(¥ se référer & SILVERMAN, Density Estimation, p°® 121) .o



5. Conclusion

La généralisation de 1'hypotheése du Frocessus de Foisson
homogéne en un Frocessus de Foisson non homogene nous
permet, maintenant, de classer les points appartenant a
l'intersection de plusieurs domaines convexes.

Cependant, il nous reste & estimer les intensites incon-—
nues q (%) des domaines (D ) ‘
i idid=1wea K



TROISIEME FARTIE: METHODES D'ESTIMATION DE DENSITE

i. Introduction

Dans le cadre du Frocessus de Poisson non homogéne, les
deux paramétres inconnus aétaient:

a) les domaines convexes D qui ont été estimes par leur
i -
estimateur de maximum de vraisemblance, a savoir:

"1’ enveloppe convexe de 1'échantillon de la classe
considérée."

b) les intensités inconnues g (%) c'est-a-dire la res-
‘ i
triction de 1‘intensité inconnue g(x) au domaine con—
vexe D . '
i

L'objectif de cette partie est de montrer les différentes

méthodes d'estimation de densite, car nous classerons tout
individu selon la reégle Bayesienne, €n remplagant les in-—

tensités inconnues par leur estimation suivant une des

méthodes que nous allons décrire.

En pratique, dans le cadre de la nouvelle classification,
les intensités seront estimées par le noyau de 1 estima-—
teur naif de densité, appliqueé au cas discret.

Mous appliguerons ce résulat a l’exemplé de la télédé-—
tection gui sera l'objet de la guatriéme partie.



Méthodes non parametriques

Tout au long de ce chapitre, nous considérerons un
échantillon X composé de n observations X ... X .

1 n
Mous noterons par ?Yx) 1’estimateur de densité propose.

2.1. Les histogrammes

Nous définissons les fen&tres comme étant des
intervalles [x + mh, x + (m + 1) h] pour
o o
des entiers m positifs et négatifs ol
¥ & origine fiuee
o

h: la largeur de la fengtre

2.1.2. Estimateur

L ‘estimateur de densité déterminé par 1'histo-—
gramme est deéfini par:

A

f(x) = _1_ [ﬁombre d’observations X
nh i
appartenant & la m&me fengtre gue 3]

ot h: largeur de la fenEtre definie &

priori.
2.1.7. Hemargue
Si nous supposons qu’il n’'y a pas de subdivi-—
v sion, & priori, de la droite réelle en fen&tres

c’'est-a—-dire que la subdivision dépendra des
observations elles-mémes; nous pouvons écrire
l'estimateur comme: '

1 [nbre d‘observations x appartenant & la m&me feng&tre quei]

1= i

n Eargeur de la fen&tre contenant x:]

2.1.4. Utilite

Four la présentation des données, les histo-
grammes représentent une classe extrémement
utile d'estimateurs, particuliérement dans le
cas univarié. La présentation graphigue des
données bivariées et trivariées présentent
plusieurs difficultés, il faudra envisager des
estimateurs appropriés. .
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2.1.5. Exemple

Considérons la table comportant des donnees
concernant les durées de traitement (en jours)
de patients contr&lés dans une etude de

suicide.

22 39 82 122 25

Table 2.1 Lengths of treatment spells (in days) of
control patients in suicide study.

25 40 83 123 256
27 49 84 126 257
27 49 84 129 311
30 54 34 134 314
30 56 90 144 322
31 56 91 147 369
8 31 62 R 153 415
13 32 63 93 163 573
14 34 65 93 167 609
14 35 65 103 175 640
17 3 67 103 228 737
18 37 75 111 231
21 38 76 112 235
21 39 79 119 242

00 ~] Lh == =

% -

Nous pouvons considerer les histogrammes sui-—
vants, construits avec la m&me largeur de fe-
nétre, mais en différentes origines.
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Fig. 2.4 Histograms of lengths of treatment of control patients in suicide study.




2.2.1. Construction

a) 8i X est une variable aléatoire de densité
de probabilité f, alors

f(x) = 1lim Y. P LE - h 4 X < u + ?;]
h ——> o 2 h

b) Pour n’importe quel h donné, nous pouvons

estimer F (¥ — h < X < % + h) par la pro-—
portion de 1'échantillon gui tombe- dans
1"intervalle (x — h, % + h).

s .
Un estimateur f de densité peut €tre défini
comme suit:

(x) = 1___ |nombre de X .... .« X tombant dans 1'inter-
hon 1 n :

valle (% = h, % + h)—]

Si nous définissons une fonction pdids W

spécifique, nous pouvons exprimer 1'esti-—

mateur de la fagon suivante.

2. Estimateur

. n AT x
wa) = _1_ EZ_ W i (%)
n h i=1 h

ol la fonction poids w(x) est définie par

De la relation (%), nous constatons que 1'es-—
timateur naif place une "boite" de largeur 2 h
et de poids (1 / 2 n h) sur chague observation.

L'estimateur naif, permet de construire un
histogramme ol chague point est le centre d'un
intervalle dont la largeur des fengtres est de
2 h.



2.2.4.

Exemple

Considérons la table comportant des do@nées
concernant les durées d’éruption (en minutes)
de 107 éruptions du volcan "0ld faithfull".

Table 22° Eruption lengths (in minutes) of 107 eruptions of Old
Faithful geyser.

4.37 3.87 4.00 4.03 3.50 408 = 225
4.70 1.73 493 173 462 343 425
1.68 3.92 3.68 3.10 4.03 .77 4.08
.75 320 1.85 4.62 1.97 4.50 3.92
4.35 2.33 3.83 1.88 4.60 1.80 4.73
1.77 4.57 1.85 3.52 4.00 3.70 72
425 3.58 3.80 3.77 3.75 2.50 4.50
410 3.70 3.80 3.43 4.00 227 4.40
405 425 3.33 2.00 4.33 293 4.58
1.90 3.58 373 3.73 1.82 4.63 3.50
4.00 3.67 1.67 460 _ 1.67 400  1.80
442 1.90 463 293 3.50 1.97 428
1.83 4.13 1.83 4.65 4.20 3.93 433
183 453 2.03 4.18 4.43 4,07 413
"395 410 2.72 4.58 1.90 4.50 1.95
483 412 .




L'estimateur naif construit sur

est le suivant:

base de ces données,

SURVEY OF EXISTING METHODS

06

04}

Density estimate

02t

T T T —
; 6
Eruption length (min)

Fig. 2.2 Naive estimate constructed from Old Faithful geyser data, h = 0.25.
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Par analogie avec 1l’estimateur naif,

1 n - X
Py = > i [ i__]
n i=1 h

oll . le noyau K est une fonction de densité
de probabilité symétrique telle gue:

a) K est partout non negatif
i

b) S K(x)dx = 1
S 5
. h est la largeur de fen€tre, appelee
"smoothing parameter".

2.3.2. Interprétation

L'estimateur des noyaux est une somme de
"bosses" placées sur chague observation.

La fonction noyau K détermine la forme des
"bosses" tandis gue h détermine leur largeur.

Les figures suivantes illustrent cet estima-
teur pour différentes valeurs de h.
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0.5¢
fx)
0.

Fig. 23AKernel estimate showing individual kernels. Window width 0.4.

05
flx)

Fig. 23%) Kernel estimates showing individual kernels. Window widths : (a)0.2;
(b)0.8.

Motons que lorsque h augmente, la fonction devient plus
"douce".
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La figure suivante montre 1'estimateur des
noyaux construits sur les données concernant
les temps d’éruptions des 107 éruptions du
volcan "0Old faithfull".

g
o
—

Density estimate
o
F

0.2

0 L i ] L J
0 1 2 3 4 H 6

Eruption length (min) o

Fig. 233 Kernel estimate for Old Faithful geyser data, window width 0.25.
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2.4. L'estimateur de densité du k——-— plus proche voisin:

Concidérons la distance euclidienne entre deux
points:

d(x,y) = lx - y'
Faisons 1 hypothése suivante:

Ed (E) £ d (&Y & wre £ d (Y
1 2 n

ol les d (t) sont les distances ordonnées, du
i
point t aux points de 1'échantillon.
ieme
L‘estimateur de densité du k———— plus proche
voisin est deéfini par
k - 1
ity =
2 nd (t)
b

8]
-
3]

Interprétation

Far analogie avec la construction de l'esti-
mateur naif, si la densité au point t est f(t),
on s attend-a ce que 2 r n ?(t) observations
tombent dans 1‘intervalle (t - r, £t + r) ¥ r’o

En effet,

A 1 :

f(t) = nombre d’'observations tombant dans -]
. 2rn | l1’'intervalle (t - r, t + r) !

Far conséquent, on s’'attend & ce que (k — 1)

observations tombent dans 1’intervalle
(t —d (t), t +d (t)), pour le cas de 1'es-
k k

timateur du k-—-—— plus proche voisin.



La figure suivante représente 1l'estimateur du
iéme

k=——— plus proche voisin pour les donnees con-
cernant les éruptions (k = 20).
061
3
E
704}
2
2
P4
0.2}
o0 1 2 3 4 5 6

Eruption length (min)

Fig. 2.\ Nearest neighbour estimate for Old Frithful geyser data, k = 20.

2.414,

Généralisation

ieme
L'estimateur généralisé du k———- plus proche
voisin est défini par:
. 1 n t - X
ey = > " D
i=1 d (t)
nd (t) k

k

A : ,
f(t) est 1l’estimateur du noyau évalué en t avec

une largeur de fen&tre correspondant a d (t).
k.

Ici, le degré de "régularité" est contr&le par

le choix de l'entier k., supposé considérable-—

ment plus petit gue la taille n de 1’ échan-

tillon.
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2.5. Méthode du noyau variable

2.5.1.

Estimateur

Considérons K une fonction de noyau et k un
entier positif.

L 'estimateur du noyau variable possédant h
comme largeur de bande est defini par

~ i n 1 t = X
Ty = 0 > K| i
n i =1 h d h d
i.k i,k
ieme
ou d : distance de X au k———— point le plus
ik i

proche dans 1'ensemble comprenant les autres
(n - 1) observations.

Interpretation

L‘estimateur est construit de la m&me fagon gue

l'estimateur du noyau, mais le parametre

d‘échelle des "bosses" placées aux données peut

varier d‘un point & 1'autre; la largeur de 1la

fenétre placée au point X sera proportionnelle
i

1.k
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Exemple

Le schéma suivant illustre 1 'estimateur du
royau variable pour les données concernant
1" étude de Suiqide.

0.006

0.004

Density estimate

0.002

0 . ;
=200 0 200 400 600 800 1000
. Length of treatment (days)

Fig. 2.5 Variable kernel estimate Jor suicide study data, k=8, h=35.
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2.6. Méthode du noyau adaptatif

FAS 1: Trouver un estimateur pilote ??t) qui
————— satisfait & la condition:

F(X ) » o M
i

FAS 2: Définir des facteurs de largeur de
~~~~~ bandes locales A\ tel que
i

=
) i
= (f(x ) [a)
i i
ol . g est la moyernne géometrigue de

')
f(X ) c'est-a-dire
i
i

log g =

o~
— log f(X )
n i i

1 i

HMJ

. A est le parametre de sensibilité
tel que o \0(.( 1

FAS Z: Definir 1'estimateur de noyau adaptatif
————— F(t) par
= 1 n i t - X
ey = _ > K i_
i = i d A h
(h > ) i

1 .

ol . K est la fonction novau et

= h est la largeur de bande

]
o
rJ

Interprétation

Cet estimateur combine & la fois 1 approche du
plus proche voisin et celle du noyau. 0On cons-
truit un estimateur de noyau composé de "bos-—
ses” ou de noyaux placés aux observations, mais
la largeur de fen€tre des noyaux peut varier
d'un point & 1 autre.



d.6.3. Exemple

La figure suivante représente l’'estimateur de
noyau adaptatif pour les données concernant
l'étude de suicide.

0.006

)

0.004

Density estimate

0.002}1

0 A N .
0 200 400 600 - 800 1000
3 Length of treatment (days)

Fig. 1.6 Adaptive kernel estimate for the suicide data .
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2.7. Estimateurs de fonction de poids géneral

2.7s1.

Estimateur

L'estimateur est défini par

= 1 n

ey = _ Y w (X .t (%)
n 1i= 1 i

ol w(x,y) est une fonction & deux arguments
telle que:

ko
j wix.y) dy = 1
g

. W o (H.y) 2O N By

Utilite

1) C’'est un concept qui rassemble des estima-
teurs déja cités.

En posant,

Wln,y) = si ¥ et y appartiennent &
R(s) la m&me fenétre

= o sinon
Nous obtenons le cas de 1'histogramme.
2) Cet estimateur permet de définir d’autres

estimateurs gque nous n’avons pas énonces et
gui sont de la forme (X).



i

Fonction noyauw kE(x)

Nous allons donner une liste des noyaux K(x) utilises dans

l1'estimation de densités.
intensités inconnues, dans

Liste des noyaux
KEKKRIR KR RKERRKK

NOYAU

En pratique,

rnous estimerons les

le cadre du Frocessus de Foisson
non homeogéne, par le noyau de 1l'estimateur naif.

Xk
b 4

|

Rectangulaire (ou de
l'estimateur naif)

— Triangulaire

|

A double poids

- Epanechnikov

Note:

Ces noyaux sont définis dans le

reelle.

L% 4
1k
1k
£E
X
LR 4
b % 4
¥x
L ¢
k%
L4
L%
S 4
b
¥k
%
%
¥ X
¥
L& ¢
X%
b S 3
%K
X%
X%
L 4

B

L
J

-1

cas continu sur la droite



4. Le novau de 1l estimateur nailf

4.1. Formalisation du probleme

Mous voulons estimer les intensités inconnues par le
noyau de 1’'estimateur naif appliqué au cas discret.

L'estimateur naif de densité se définit alors par:

1 | A
AN .
f{x) = _ \é—_ k ]:, - X]
n j =1 3
i I
ol . K(x) = : si |¥ £ h
4 X
(2 h + 1)
= D sinon

h est la largeur de bande
d est la dimension de 1 espace dans lequel on

travaille.

Remarquons que K(x) définit une fonction de densité
de probabilité symétrigue telle que

27) K(x) est partout non négatif

Ngtre probleme réside dans le choix du paramétre h
qui fixe la largeur de fen&tre qui sera placée en
chagque observation X .

i

Nous allons aborder la recherche du h optimum par
1’ approche de SILVERMAN X appliquée au cas discret.

¥ se reférer & B.W. SILYERMAN, Density Estimation, p°® S2



4.7. Approche de EB.W. SILVERMAN

4,2.1. Principe de départ

¥ SILVERMAN utilise une approche originale de
la vraisemblance. Il part du principe suivant:
Supposons qu’ad un ensemble de n données, nous
disposons en plus d'une nouvelle observation
indépendante vy.

Alors le log-vraisemblance de f, od f est la
densité sous—jacente & 1'observation Y, serait
log f(Y).

Soit ?\1‘estimateur de la densité, dépendant
d’une largeur de fenftre h ol les observations
X 4 «ae o X sont fixees.

1 n '

)
Le log-vraisemblance sera estimé par log f(Y)
oli cette fonction dépendra de h.

Si maintenant, nous supposons que l'on n’a pas
1'observation indépendante Y, nous pourrions
retirer une observation X de 1'ensemble
: i
initial des données; ot X est n'importe quelle
i
observation de 1’ échantillon.

X Jjouerait le ré&le de 1 aobservation indepen—
2
dante Y, et nous obtiendrons une fonction de
log—-vraisemblance
1 n A
CV(h) = _ 5 log f (X )
n i =1 -i i

A .
ol f (X ) est 1l'estimateur de densité cons-—
=i i
truit & partir des données X ... X excepte
‘ 1 n :
X , c'est-a-dire:

sl 1
fo(x) = Yk - (%)
-i i n - 1 i i i j




Le choix du paramétre h se realisera comme

suits

le h optimum est celui qui maximisera le
fonction de log-vraisemblance CVY(h)

Ecrnes du parametre h

Selon les hypothé&ses de SILVERMAN, si
nous voulons éviter le cas ol la fon—
ction CVY(h) serait égale & (-<°), il
faudrait que: o

N
i =1 ...n T (X)) 4 =¥

-i 1
Développons cette condition:

i=1 ...n J3 (1L ...n) i#3J taqgk Lx - x} 4 o3
i J

Four ce faire, il faut gue:

n F3i (1 ... n) i#3 taq lx - x l & hs
i B
ol IX - X ] est la maxi-distance
i J
entre les points X, et X
L 3
c’'est-a&a-dire,
mas K =% Js ... s X =x D
ke(1 d) it i1 id jd
E: ot d est la dimension de 1l'espace de
travail.
Dafinition
Mous dirons que le point X recouvre
i
le point X =i la distance consideree
J
d(X , X ) g h
i )
Dans notre cas, un point X , sera re-—
il
couvert par le point X si|X - X\-g h
] i J
Ou encore
(Ix = x e een Wl = x Dy gn
il 34 id jd —



h » Max

ie (..

P N ]

Min
MY je (l...m)

ifFi

Max

Eorne inférieure pour h: h

NMous disposons donc de n observations

. mem g X
1 n

. Pour gu‘un point X soit recouvert

i
par au moins une observation X

3
(J€(Ll, «». 5 n), i # i), il faut que:

Min Ix -x] ¢<n (1)
je(l ... n) i
: .

Cette condition assure gque le point
¥ est recouvert par au moins un

i

point qui est son plus proche voisin
au sens de la distance considéree.

N‘oublions pas gu’'il faut la con-
dition (1) pour tous les points X

i
(i =1 ... n) ceci implique gque la
condition (1) devient '
Max Min lx -x |¢ n
Pell waw ) J Clf scw m). & J
. j#Fi (2)

En conclusion, pour éviter le cas ol
un point X , ne serait pas recouvert,

1

il faut que h soit plus grand ou égal
&4 la plus grande des plus petites
maxi distances, ou encore

not

(dx =x L....]lx -x 1) =n

k€(l...d) il i1 id ijd min



Illustration

Nous disposcns de trois observations dans le plan: n = 3,d

A

Yo M

———y = - .a

]
t

= X‘L |

e - - —— -,

|
I
!
|
I
I
|
!
!

1

I

|

' |

. (
]

I '

i 1

TN

1. Calcul des maxi-distances pour chague point

pour le point x : |x - ’= 1 3 |x — % l = 2
1 1 2 1 3

pour le point % : Ix - ¥ ,= 1 3 'u = 3% | = 1
- - =
s roa 1 “ a

pour le point ¥ : [m - ¥ , =2 3 |x - I = 1
3 & 1 = 2

2. Frendre le min des maxi-distances en chagque point

pour le point % = h 3 1

s Maw (L, 1, 1) , c’est-a-dire
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Varification: h = 1

Nous voyons sur la figure suivante,
sont recouverts par au moins un point qui est leur plus

proche voisin

N

s

|
i // /¥ / SO
w
L }&*’ ’ '14 - _}
L s \R

le point ® est recouvert par Ej

1 2
le point x est recouvert par ¥ et x Eﬁ]

2 1 =

i

le point ® est recouvert par u« }_Li

(W]
(8]

que tous les points
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4 . 2.3.5.

h &

Borne supérieure pour h: h

Mous disposons de n observations

X

Mas

TR
1 n

Un point X est recouvert par un
i .
paint X (j €(i...n), j # i), si par
J
definition [X - X |¢ h
i 3

Si nous désirons qu'un point X =oit
i

recouvert par tous les

X (i =1...nJj % i), c'est-a-dire

] .

gque le nombre maximum d’observations

recouvrant X soitn - 1, il faut
i ;
que h Ma s ‘X - X
LR = AN . L j
i fF i
Notons gque si h = Mas lx - X l,
jEeE(l...n) 1 J
ifi

ceci implique gue le numerateur de la
relatiorn (%) est touwjours é&gal &

(n — 1), mais le h qui apparait au

dénominateur augmente, des lors

£ (X ) diminue et par conséquent 1la
=i 4

fonction log-vraisemblance CV(h) &

maximiser décroit.

Four chaque observation X , le h peut
i

donc varier jusgu’ au Maximum des

maxi—distances.

Comme il nous faut cette condition

pour tous les X (i = 1...n), celle-
i

ci sera vérifiée lorsque:

not
Mas “x =x |= n

ie(li...n) j €{i...n) i ] max

i fF i (3)
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En conclusion,

D’ apres les relations (2) et (3), le
h optimum sera tel que

hQ,[ Mas Min ‘X e h Max Ma ‘X - X YJ
i €(leeen) i€(1...n) i § i€(le..n) G &(L...n) i ]
i# i j# i
olt
1x = ¥ I = Ma ( lx -X s e lx - X i)
i i b &l in.d) i1 41 id id

avec d: la dimension de 1'espace de
travail

C'est—a—-dire, h doit €tre compris entre
la plus grande des plus petites maxi-
distances et la plus grande des plus
grandes maxi—distances.

Illustration

Reprenons 1'exemple de la page 37

1. Calcul du Max des maxi~distances pour chague point

Four le point ® @ h & 2
1

Four le point x : h & 1-
2

Four le point % : h & 2

2. Calcul qe la borne supeérieure

ma
ceci implique gue le h optimum est tel gue: riG‘quL

Recherche du h optimum

Nous noterons par a le nombre de points qui recouvrent le
i
point X i
i
Mous calculerons, pour chague h, la vraisemblance, ol nous
aomattrons n: la taille de 1 é&chantillon qui est constante a
chacun de nos calculs.



h =1
a =1 a = 2 a =1
1 2 A
La vraisemblance s écrit:
= ~ 1 i i
T F (x) =
i=1 -i i : 2 2 2
(2h + 1) (2h + 1) (Z2h + 1)
2
729
= 0.0027
h =2
a =2 a =2 a =2
1 = 5
La vraisemblance s écrit:
i ~ : 2 2 z
I‘| f (X ) =
i=1 -i i 2 2 2
(2h + 1) (2h + 1) (2h + 1)
8
15625
= ,0005
Le h optimum est atteint en h = h = 1, c’'est—-a-dire
* - -
min
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le h aptimuﬁ est atteint gquand h est le Max Min des maxi-

distances.
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~m T

2.3.4. Remargues

1. Dans la plupart des exemples pra-
tiquesy; le h optimum correspond sou-—
vent au h ., C'est-&-dire au Max

min
Min des maxi-distances, mais ce
n‘est pas toujours le cas:

Voici un contre—exemple:

Mous disposons de trois observations
sur la droite réelle: n = 3, r = 1

Yoo % ¥ 5 (&

1) Calcul des maxi-distances pour chague point

-

-
1 1 2 1 32

pour le point = : W= ¥ =1, |M - ¥ I = 2
z =) i 2 z

pour le point % @ |x - x | = Sy Ix - X I = 2
h’; P} 1 ' 1 =

2) Recherche du h

a) Calcul de la borne inférieure pour chaque point

(1)
pour le point % ;3 h = 1
1 min
‘.
. (2)
pour le point # 3 h =1
2 min
(%)
pour le point % 3 h
= min = 2
b) Calcul du h pour tous les points
min ;
&8
h = Max h
min 1€ (1, ... , 3 min = 2



Recherche du h

-
wak.)

a) Calcul de la borne supérieure pour chague point

pour le point

pour le point x

By Calcul du h

(2]

pour tous

i i
I

Ma

iedl,

4) Recherche du h optimum

La vraisemblance

[

" momog

-
)

es points
(1)
max
1 2 1
) =
i 2h + 1 2h + 1 2h + 1

2
o

125

0.0146

b2



—_ -
o~

a =2 a =2 a =12
1 2 3
3N 2 2 2
La vraisemblance T] f (X ) =
i=1 -1 1 2+ 1 Z2h + 1 2h + 1
g

) 3473

= 0.0204
Le h optimal est atteint pour h = h = 3

LS

Mote: Four faciliter les calculs, nous avons omis la cons-—
tante n
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D'un point de wvue pratigue,
la matrice des maui-

considérons X,
distances:
) % 7\0& }{1
X = Y © . R
LB

Nous constatons gue X
trice symétrique,

. h doit varier entre

- 64

si nous

A
A

S,

ezt une ma-—

diagonale.

d'une part la

plus grande des plus petites maxi-

distances sur les 1

d’autre part la plus grande

plus grandes maxi-d
les lignes de X. .

Nous pouvons deja avoir h

h .
ma

. Nous savons gque le

couvre le point =
J

d{x , % ) h; ceci

1, J

le nombre de points

% est. le nombre de

i

férieures ou egales

ligne 1 de X

"

a =7& de distances
i
ligne i de X

La connaissance de

X et
des
sur

ignes de
istances

et
min

point
i

re—

ssi

impligue que

gui recouvre
distances in-—

& h sur la

& h sur la

la matrice X,

nous permet de retrouver le
h optimal gui maximise 1'expres-—

sion suivante:

n
log
T,

a

Il

(2h +

- ndln (Z2h + 1
ot
tillon

d est la dimensi
de travail

i

d
1)

n
) +-_§: In a

i=1 i

n est la taille de 1'échan-—

on de l'espate



Frincipe géneral:

1.

2

e

4.

Calcul de la matrice X pour chaque classe
Recherche de:

h : plus grande des plus petites maxi—-distances sur les
min lignes de X

‘h : plus grande des plus grandes maxi-distances sur les
max lignes de X

ler FAS: h = h
——————— (min)
(o)
calcul de a =fﬁde maxi-distances ¢ h
i sur la ligne i de X
- (o)

calcul du log-vraisemblance pour h

(o) (o)  d n il
CV(h )=L—n1n (2h + 1) +}’_ in a |
i =1 i

wwwwww (min)

calcul du a correspondant
i
: (1)
calcul du CY(h ) correspondant

I — - mead
(k)

calcul des a =J#He maxi-distances &£ h

i
(k) 8 d n
.CV(h ) =|-n1ln(2h +1) + 5  1lna
: i=1 i

Choix du h optimum
. : : (i)
h est le h gui maximise la fonction CVY(h )



Frobléme important

L'approche proposée par SILVERMAN suppose qu’un point
ne peut pas €tre recouvert par lui-mEme.

Considérons le cas discret suivant:

Soit la grille representee ci—dessous:

i

. J

Celle—cil est constituée de petits carrés pouvant con—
tenir O ou 1 observation. '

Supposons gue chaque point peut Etre recouvert par
lui-mE&me.

Nous voulons retrouver le h gqui maximise la fonction
log-vraisemblance suivante:

2
log-vraisemblance = - n 1n (Z2h + 1) + 1n a

1 i

nﬁ43

i
ot a est le nombre de points recouvrant X

i i

Analysons le log-vraisemblance pour les valeurs
suivantes de h:



Le point X est recouvert par lui-mEme; ceci impligue
i

gue:
a =1 %i=1 ...n et
i
_ {42
le log-vraisemblance (h y=-nlnl1l+n ln i1 =o0
(2)
Four h + o

Fuisgque chague case peut comporter zero ou une obser-—

vation, le nombre de points gui recouvrent X est plus
i

petit ou &gal au nombre de cases appartenant a la sur-—

face du carre de cote Zh + 1

-

a & (2h + 1) Vi =1 .0.n
i

Dés lors, la fonction log—vraisemblance CV(h) est
telle que le
(2) : 2
log-vraisemblance (h }) &~ n (Zh + 1Y +nla a
i

L) -

¢ =n ln (2h + 1) +n 1n (2h + 1)
v v @

(1)
Far conséquent, le h aoptimum est atteint pour h = o
c'est-a-dire dans la situation ol chague point n’est
recouvert gque par lui-m&me.
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¥ Nous pouvons généralicser le cas de la grille dans le
plan & un hypervolume darns un espace a d dimensions.
L' hypervolume sera constitué de petits hypercubes
pouvant contenir O ou 1 observatian.
Nous voulons retrouver le h qui maximise la fornction
log—vraisemblance.
d n
log-vaisemblance (h) = - n 1In (2h + 1) + zz 1n a
i =1 i

Le point X est recouvert par lui-mEme, ceci implique

i
gque:
a =1 “i=1...n et
i
(1)
log-vaisemblance (h )y = =-nln 1l +nln 1l =o0
(2)
Four h + o

Fuisgue chague hypercube peut comporter zero ou une
observation, le nombre maximum de points recouvrant X

i
est’ le nombre d’hypercubes appartenant & 1'hypervolume
de cdté Zh + 1 '

d
a ¢ (2h + 1) ¥i=1...n
i

Dés lors, la fonction log-vraisemblance CV(h) est telle

ques:
- (21 d
log-vraisemblance (h & -n ln (Zh + 1) + n 1ln a
d i d
& =-nln (2h + 1) + n In (2h + 1)

§o

(1)
Far conséguent, le h optimum est atteint pour h

1l

Oa



En conclusion:

Si nous n‘utilisons pas 1 ' hypothése de SILVERMAN gui
suppose que chaque point ne peut pas €tre recouvert par
lui-m&me, nous obtenons que le h optimum gQui maximise la
fonction de log-vraisemblance est toujours égal a zéro,
dans n’'importe quelle situation.

La vraisemblance serait maximale lorsgue chague point
n’'est recouvert que par lui-méme.
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QUATRIEME FARTIE: EVALUATION DE LA NOUVELLE METHODE DE CLAS—

L

SIFICATION FOUR LE TRAITEMENT D'IMAGES EN

TELEDETECTION

Introduction

Dans le contexte des activités liées & la gestion du ter-
ritoire, la télédétection constitue une source d'infor-—
mations multiples.

Citons, par exemple, 1'humidité des sols, leur occupation,
la biomasse présente, etc. '

11 v a encore peu, notamment au début du siecle, pour rea—
liser ce type de projet, 1'€tre humain était obligé de met-
tre en oeuvre tout un capital humain pour arriver a ses
fins.

En effet, la seule solution éetait le recensement systema-—
tique sur le terrain. La téledetection ne remplace pour
autant pas les méthodes traditionnelles d’acquisition de
ces données, mais en relation avec ces dernieres, elle per-—
met de compléter les résultats déja existants.

Ces informations sont disponibles grd3ce & un satellite qui
enregistre dans différents canaux spectraux les intensités
lumineuses réfléchies par le sol, et crée ainsi une image
numérique d’une région. Ces images numériques sont sus-— '
ceptibles d’'E&tre exploitees par des moyens informatiques.

Le traitement de 1’'image gqui nous intéresse plus particu-
lidrement est la classification des pixels, afin de deter-—
miner 1’occupation du sol.

Mous proposons donc la méthode de classification basee sur
le Proc?ssus de Foisson non homogéne.

Le critére de ressemblance recourt & 1% intensité du pro-
cessus et & la notion d’'enveloppe convexe.



Frincipe du traitement d’'image par classification

De fagcon genérale, une classification est la distribution
systematique d'objets en diverses "catégories'", d’aprés

des

2-1.

"criteres" précis.

Définition des classes

La définition des classes est envisageable avant ou
aprés 1 operation de classification, il s’agit alors
d’une "classification supervisée" respectivement "non
supervisee".

Classification supervisée

On definit un certain nombre de classes thématigues,
par exemple, la forgt, 1'eau, ... Le traitement de
1'image consiste & reconnaTtre les pixels qui pré-
sentent une signature spectrale correspondant & une
des classes sélectionnées.

Classification non supervisée

Cette fois, les pixels sont regroupés selon la res-—
semblance de leur signature spectrale sans référence
a d’'éventuelles classes thématiques. Lorsque 1 opé-—
ration de classification est finie, les différents
groupes de pixels apparus sont associés & une clas-—
se, d'apres la nature des signatures inclues dans ce
groupe.



)
+J

. Critere

L 'attribution d un pixel & une classe va dépendre de
la ressemblance entre sa signature et celle caracté-
ristigue de la classe candidate. Le critére de clas-—
sification est donc un critére de ressemblance. Sui-
vant la nature de ce critére, on distingue d'une part
les méthodes déterministes, et d’autre part les
méthodes statistiques.

. Méthode déterministe

Dans le cas le plus courant, le critére de ressem-—
blance entre deux pixels est la distance eucli-
dienne. Flus cette distance est faible, plus leur
ressemblance est grande.

. Méthode statistigue

On suppose gue la signature spectrale de chaque

n
pixel est un vecteur aléatoire dans IR , n est le
nombre de bandes spectrales, avec une certaine den-
sité de probabilité. Le critere de ressemblance
d'un pixel & une classe est mesuré par le risque de
mauvais classement lorsqu’on affecte ce pixel a
cette classe ¥. Le calcul de ce risque passe par
la connaissance de la fonction de densité de pro-
babilité.

Une méthode est dite paramétrique, si on impose que
cette fonction dépende d’un paramétre, par exemple
=i on veut gue la fonction de probabilite soit
gaussienne.

Danes le cas_coﬁtraire, il s'agit d’'une methode non-
parametrique.

[

¥ se référer au point 2.4.2. Risgue bayesien.
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Notre propos est d’'étudier une methode statistique
non—-paramétrique de la classification superviseée.

FPour ce faire, nous disposons de classes de référen—
ces.

Ensuite, tous les points devant former la carte, sont
classés par rapport a ces références. Notre but,
obtenir un produit fini, la carte.

La figure suivante illustre le principe géneéral. La
classification se déroule en trois etapes.

D’'abord, les classes a identifier sont definies en
choisissant pour chacune des zones de calage. 0On
extrait de ces derniéres les caracteristiques spec—

trales des classes, puis on procéde & la classifica-
tion d ' image.

77T FILLZLZ L7 e e y
' - -
JEEGT T e |
|
A YA TTSTT) \ des dlasses '
Dé&finition des classes : : image dassée

\

' ‘

! 1

: [}

: ]
A |

\ N
1

J .

! ]

= 4 traiter )

- o W M R = T R =

Principe général du traitement d'image par classification supervisée
(tiré de [Abednego, 1989] p.90)



T. Froblématique du traitement d’image par classification

Mous pouvons rencontrer différents problémes lors d'une
classification.

%Z.1. Froblémes liés aux classes

La classification supervisée suppose le choix de
classecs de références avant le traitement. Leurs
caractéristiques sont fixées par les zones de calage
gqui leur sont associédes et qui influencent directement
le résultat de la classification.

Le probléme est de trouver pour chague classe une

zone de calage représentative. Des paramétres tels
que 1’ensoleillement, le relief, ... font que la
signature spectrale d’'une m&me classe thématique varie
suivant 1l’endroit ol la zone de calage est choisie.

On atténue 1'influence de ces parametres en prenant
des pixels de la mE&me classe thématique en plusieurs
points dans 1'image.



Z.2. Froblémes liés au critére de ressemblance

Lors du processus de classification, les pixels seront
repartis entre les classes d'aprés un critére de
ressemblance.

"COue vaut-il mieux utiliser: une méthode basdée sur un
critere statistique ou un critére déterministe?"

Four repondre & cette question, 1’'analyse par confron-—
tation & la vérité—terrain reste la seule solution
disponible.

lLa question devient alore:

"Dans quelle situation appliquer une méthode plutét
gue 1 autre?"

D'un point de vue purement théorique, l'utilisation
d'une methode déterministe simple ne nécessite la
vérification d’aucune hypothése et est donc en prin-—
cipe toujours justifide.

Une methode statistigque impose que 1 image est
"poissonienne" ou "gaussienne".

Géneralement, c’'est un mélange des deux! En théorie,
on ne pourrait donc pas appliguer ces méthodes, les
hypothéses de base ne tenant pas.

En fait, les deux types de méthode fournissent des
resultats plus ou moins satisfaisants et il n'existe
pas de "loi" présidant au choix de 1 'une plutét que
1'autre k.

[ ]
%

3. Temps de calcul

Un 'facteur gui peut entrer en ligne de compte dans le
choix d’une méthode est le temps de calcul. Celui-ci
augmente trés rapidement avec la complexité de la
procedure. :

¥ se réeférer & Marc de Fays p®°. 4 - 5
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4, Exemples

4.1. Donnges
Les données dont nous disposons portent sur la région
de WERIS (preés de DURBUY en Eelgique).
Cette région doit Etre répartie en sept catégories
différentes (ville — résineux — feuillus — forE&ts
mixtes — champs — prairies - friches).
Four ce faire, nous disposons, pour chacun de ces
groupes, de points de réference.
Le tableau ci-dessous donne le nombre de points de
références disponibles dans chague categorie.
CLASEES FOINTS DE REF.
1 ville : . 55
2 résineux I32
S feuillus ‘ 1370
4 foréts mixtes 467
2 champs 1327
b prairies . 797
7 friches B40O
TOTAL 5184

[

A partir de ces points, nous devons classer tous ceux
formant 1‘image. 11 s’agit d'une image de

262 144 points (512 lignes % 512 colonnes). Four
chague point (piwel), nous disposons de l'intensité
lumineuse sur trois longueurs d'ondes differentes.
L'intensité est une valeur entiére s’'échelonnant de

0 & 255.
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4.2. Remargue
Les classifications réalisées pour les différentes
méthodes ont &té effectuées par V. GRANVILLE sur
systéma VAX.
Nous avons classé les points selon la méthode du
processus de Foisson non hamogéne, la méthode du
processus de Foisson homogene et celle du maximum
de vraisemblance.

4.3. Les cartes
Voici lese cartes que nous obtenans:

" la premiére carte est donnée par la classification par
le processus de Fopisson homogenes
la deuxidéme carte est la visualisation de la région
par la classification par le processus de Foisson non
homogene.
La signification des couleurs est la suivante:
CLASSES COULEURS

1 ville rouge

2 resineus vert fonceé

3 feuillus vert clair

4 forgts mixtes vert

) champs orange

& ¥ prairies jaune

7 friches violet

inclassés blanc

A titre de comparaison, la composition coloree ainsi
que la carte obtenue par la méthode du maximum de
vraisemblance sont fournies (attention, les couleurs
ne sont pas les mémes). '
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