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Résumé

dre le probléeme de la détermination du nombre de classes de la par-
'hypothese, en utilisant I’algorithme

Nous comparons le test

Nous proposons de résou
tition optimale en classification automatique par le test d
basé sur le critére des hypervolumes et par la maximisation du vide.

d’hypothese et la méthode du coude sur de nombreux exemples.

Abstract

Our purpose is to resolve the problem in number of clusters determination for the optimal

collection by hypothesis test. We use the algorithm based on hypervolumes criterion and we

compare the hypothesis test with another method called “la méthode du coude” taking a lot of

exemples.



Introduction

A moins de huit ans de ’an 2000, nous vivons dans une société ol tout, ou presque, est régi
par l'ordinateur. Qui dit ordinateur, dit ensemble de données, données qu’il convient de classifier

pour les rendre “lisibles”.

Au fil des années, les techniques de classification se sont développées et affinées. Parmi celles-
ﬁ ci, la classification automatique dont le but est de diviser une population donnée d’objets décrits

‘E par un ensemble de variables en un nombre relativement restreint de sous-groupes.

Grace aux techniques utilisées, nous cherchons la partition en k classes qui minimise un critére.

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous rappelons ce qu’est l’algorithme basé sur la tech-
nique de maximisation du vide développée par V. Gendarme. Ensuite, nous posons le probleme

de la détermination du nombre de classes de la partition optimale.

Une solution possible, c’est le test d’hypothése qui, aprés un rappel de la théorie du processus

de Poisson, constitue 1’essentiel du chapitre 2.

Un test d’hypothése pour lequel il convient d’envisager les difficultés pratiques mais aussi

certaines remarques théoriques. C’est I'objet de notre chapitre 3.

Un cheminement qui nous conduit tout naturellement 3 aborder un certain nombre d’applications
des plus simples aux plus complexes, des données de référence aussi. Toutes ces applications sont

développées dans le chapitre 4.

Enfin, le chapitre 5 aborde un nouvel algorithme qui doit nous permettre de résoudre les
problémes pour lesquels il subsiste encore des difficultés.



Chapitre 1

Classification automatique

1.1 Introduction

La nature offre un grand nombre d’objets qu’il est souhaitable de répartir en catégories.
Nombre de disciplines scientifiques sollicitent des classifications. En médecine, il s’agit par exem-
ple, de découvrir les principaux regroupements de malades ayant le méme comportement vis-a-vis
de certains parametres retenus pour les caractériser. En botanique, il s’agit de mettre par
exemple, en évidence des sous-especes d’une méme variété a partir d’un tableau de données ou

des plantes sont caractérisées par un certain nombre de mesures.

L’objectif est de regrouper ensemble les données ou variables dans des classes telles que les
&léments & Dintérieur d’une classe soient naturellement associés entre eux et cependant rela-
tivement distincts de ceux d’une autre classe. L’approche du probleme et les résultats qui en
découlent dépendent principalement du fait de savoir comment l'investigateur cherche & rendre

opérationnel le sens des expressions “association naturelle” et “relativement distinct”.

L'information apportée par une classification doit atteindre un résultat profitable.
Pourquoi ? Pour de multiples raisons. Des regroupements inattendus apparaissent, permettant
de faire de nouvelles hypothéses. En revanche, des regroupements attendus n’existent pas, ce
qui fait ressortir le faible pouvoir séparateur des parametres utilisés. Les classes obtenues et
leurs imbrications assurent une vue concise et structurée des données. Les classes significatives
entrainent la définition de fonctions de décision permettant d’attribuer un nouvel objet a la classe

dont il est proche, etc.



1.2 Le probléme de classification

1.2.1 Formalisation

Le probleme de la classification peut souvent s’énoncer en-termes d’optimisation :
soit une fonction W définie sur un ensemble de partitions et & valeurs réelles. Il s’agit de trouver
la partition P* minimisant ou maximisant cette fonction. La complexité du probléme nait de son
caractére combinatoire. Le nombre de solutions est astronomique dés que le nombre de points
3 classer dépasse 20. Pour fixer les idées, rappelons quelques chiffres significatifs. Le nombre de
partitions de n objets en k classes non vides S(n,k) est égal a :

k !
$(n, k) = %E(—nk-‘ﬁ(k—’t—mi"

et est appelé nombre de Stirling du deuxiéme ordre.
Nous avons par exemple $(100,5) ~ 10% ou 5(60,2) ~ 108

Aussi, la nécéssité de trouver des méthodes capables de fournir automatiquement une bonne
classification sans devoir évaluer toutes les solutions possibles apparait dés qu’il s’agit de classifier
plus d’une dizaine d’objets.

Formellement,

s0it E = {21,...,2n} , 'ensemble des individus a classer.

On suppose que l’ensemble E est un espace vectoriel euclidien fini et que z; € RPIMY |,

Le probléme de classification devient :

Trouver une partition de I’ensemble E en k classes disjointes C1,C2y...,Ci avec k
fixe.

Soit P; I’ensemble de toutes ces partitions en k classes.

A tout P dans Pk, nous associons la valeur d’un critére de classification W qui mesure
la qualité de chaque partition P.

Le probléme est alors de trouver la partition qui minimise la valeur du critére parmi

I’ensemble des partitions en k classes.



Dans le cas du critéere des hypervolumes, aussi appelé “critére de Rasson” , on suppose que
lensemble E des individus & classer est une réalisation d’un processus de Poisson homogene dans

P’union C de k domaines convexes compacts disjoints Cy,C2,..., Ck.

Le critére de classification W considéré est le suivant : la somme des mesures de Lebesgue

des enveloppes convexes des classes.

Le probléme s’écrit alors :
k
W:Pt— RY: P={Ci,...,Ck} ~» W(P) =) m(C))

i=1

ott m(C;) représente la mesure de Lebesgue de ’enveloppe convexe de la classe C;.
On cherchera alors la partition P* telle que

k
W(P") = min ) m(C:)

i=1

Du fait de additivité du critére choisi [2], toute sous-partition d’une partition optimale est
optimale sur son ensemble de définition.. Ce qui revient & dire que si on supprime de I’échantillon
les individus d’une des k classes de la partition, alors la classification appliquée aux individus

restants fournit les (k-1) autres classes.

Remarquons enfin que les enveloppes convexes compactes des classes obtenues sont disjointes.

1.2.2 Méthode par maximisation du vide

Rappelons briévement en quoi consistait I’algorithme de V. Gendarme [5]. Il nous servira de

base de travail pour la suite.

Celui-ci est basé sur la technique de maximisation du vide et sur le critére des hypervolumes.



Il comporte deux étapes :

Premieére étape : division.

e Division en deux :

On construit, autour de toutes les données, un hyperrectangle suivant la base

canonique de ’espace euclidien IRP™ | Chaque face de ’hyperrectangle est supportée
par un hyperplan. Pour chaque paire de faces non contigiies de ’hyperrectangle, on
cherche deux hyperplans séparateurs. Ceux-ci seront paralléles aux faces considérées
et permettront d’isoler un hyperrectangle de vide dans I’ensemble de points. Lors
de la division, on veillera & supprimer le plus grand hyperrectangle de vide. Ceci

déterminera les deux classes.

e Division successive en v classes :

On divise alors la classe pour laquelle le partitionnement engendre la plus grande

augmentation du volume de vide et cela jusqu’ & I’obtention de v classes (v fixé).

Deuxiéme éta.pe : recollement.

Cette étape permet de rassembler les classes pour lesquelles le critére de recollement est

minimal.

Ce critére de recollement correspond & la mesure de Lebesgue de I’écart entre les deux

classes considérées. Autrement dit, pour chaque paire de classes C; et C;, on calcule :
m(écart;;) = m(C; UC;) — (m(Ci) + m(C;))

ot m(.) représente la mesure de Lebesgue de I’enveloppe convexe de (.):

On recolle successivement les deux classes pour lesquelles le critere de recollement est

minimal, et ce jusqu’ & 'obtention de k classes.

Remarquons, qu’ ici, nous abandonnons la notion d’hyperrectangle et considérons ]la. mesure
de I’enveloppe convexe des classes obtenues. Le calcul de I’enveloppe convexe est effectué

par la méthode exacte décrite dans le mémoire de L. Waerenburgh [12] .
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Dans la suite de ce mémoire, nous conserverons les notations v et k respectivement pour le
nombre de classes obtenues aprés divisions et le nombre de classes obtenues aprés recollement.

Toutefois, la méthode nécessite le choix du nombre de classes k. Il est demandé & I'utilisateur.
Mais lorsque I’on traite un ensemble de données, on ne sait pas a priori le nombre de classes qui

composent la partition optimale.

La méthode utilisée dans son mémoire est.appelée “méthode du coude”. Elle consiste &

examiner la variation du critére de classification W en fonction du nombre de classes.

La présence d’un “coude” dans la courbe formée par W indique une stabilisation de la valeur
du critére optimisé. Le nombre de classes 3 retenir sera dés lors indiqué par le coude le plus

marqué de cette courbe.

Ici, le critére W utilisé est celui des hypervolumes :

k

W(P) =Y m(C:)

i=1



La méthode du coude indique que la partition en trois est la meilleure.( FIG. 1.1 )

W
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FIG.1.1

Dans de nombreux cas, la méthode s’avere pertinente pour déceler le nombre optimal de

classes. Elle n’est cependant pas infaillible et ne parvient pas A satisfaire tous les chercheurs,

Théoriquement, il faudrait conclure a I'absence de structure lorsque le graphe décroit de fagon
ﬂ constante et monotone. Et il devrait toujours y avoir une structure lorsque nous observons un
“coude”. La-réalité est tout autre. Un graphe monotone correspond parfois & une structure

[\ dans les données . D’autant plus que I’observation d’un coude sur un graphe apparait souvent

4 subjective et peut-étre faussée par le choix du repére.

La recherche du nombre de classes de la partition optimale n’est donc pas chose aisée. Nous

allons le voir:



Voici les données de Ruspini (FIG. 1.2). Elles sont souvent utilisées en classification

automatique pour tester de nouvelles méthodes.
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A premiere vue, le nombre de classes de la partition optimale n’est vraiment pas évident a.

déterminer. Nous hésitons entre 3 ou 4 classes. Nous pourrions méme envisager 5 classes.

Pour résoudre ce probléme, la méthode du coude (FIG. 1.3) n’est certainement pas la plus

efficace. Tl faut avouer que le coude n’est guére prononcé. Résultat, nous hésitons toujours entre

3 et 5 classes.
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Dés lors, nous pouvons dire que le probléme reste entier. Nous aurons I’occasion d’y revenir

par la suite.



1.3 Probléme du nombre de classes

1.3.1 Exemple illustratif

Prenons un exemple tiré d’un contexte familier pour illustrer ce probleme: Un jeu de 52 cartes
3 répartir en plusieurs classes.

1l apparait d’emblée que le choix est difficile parce que plusieurs groupements possibles nous
viennent & P’esprit.

Voici (FIG.1.4 ), les quatre possibilités les plus souvent citées :
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Nous le voyons, ces différents classements sont tous plausibles et sensés. C’est d’ailleurs le cas
pour n’importe quel ensemble de données. Tl ne faut pas nécessairement chercher LA seule bonne
classification. Le choix entre-deux classifications dépend parfois d’autres considérations que

mathématiques.

1.3.2 Ebauche de solutions

Un probléme pratique substantiel lors d’une classification automatique est de déterminer le
nombre de classes dans ’ensemble des données. Certaines méthodes donnent une configuration
pour chaque nombre de classes allant de un ( la totalité de 'ensemble de données ) & n, le nombre
d’individus ( chaque classe contient un seul membre ). D’autres algorithmes trouvent la meilleure

structure pour un nombre donné de classes.

Une des réponses possibles, c’est d’appliquer classiquement la méthode du coude décrite

précédemment mais nous I’avons vu, ce n’est pas toujours possible.
D’autres voies s’offrent & nous comme par exemple, l’approche par estimation de convexes [7:
Intuitivement, lorsque nous avons k domaines convexes disjoints constitués par k classes d’une

partition optimale des données, nous pouvons estimer les domaines en les dilatant & partir de
leur centre de gravité (FIG. 1.5).

11
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Si ces k ensembles dilatés sont disjoints, nous pouvons accepter I’hypothese que la partition

en k classes est optimale, a condition que I'on ait déja accepté les hypotheses selon lesquelles la

partition des données comprend 2,...,(k-1) classes (FIG. 1.6).

12



p \
// \
’ \ P
{ \ = e
/ \ /s b
/ ] 7/ \
\ \ # \
\ | /’ \
\ I \
¢ \
|
s | \
\ \
\ \I \
\ \ \
\ PIEY \\
Fed
\\ P \ \
~ o \ - -
~ // \ -
\\/ \ - -
\\ ’/
\‘ ’-
‘\//
Enveloppe convexe.
Enveloppe dilatée. - - - - - --
FIG.1.6

Dans cette conception, on voit apparaitre une approche statistique : les tests d’hypothese.
C’est la raison pour laquelle dans le chapitre suivant, nous allons aborder le probléeme de la
détermination du nombre de classes par la théorie des tests d’hypothése mais, dans un autre

contexte que celui-ci.
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Chapitre 2

Approche par les tests d’hypothése

2.1 Introduction

C’est A. Hardy [7) qui évoque pour la premiére fois ’idée d’utiliser la méthode des hyper-

volumes pour déterminer le nombre de classes naturelles dans les données par le test d’hypothése.

Comme il le souligne, ’hypothése nulle peut exprimer différentes choses, entre autres :
o L’absence de stuctures dans les données.

o L’absence d’une structure particuliere.

o La présence de k classes naturelles.

o etc.

Il propose le test suivant :

Soit X1,X2,..., X, un échantillon aléatoire d’un processus de Poisson dans ¢ do-
maines convexes disjoints d’un espace euclidien & DIM dimensions.

Soit le test d’hypothese :
H,:t=k

confre
HI:tIk—l

14



T

Désignons par :

¢ ={C1,Cs,...,Ck} la partition optimale en k classes.

D = {Dy, Dy,..., Dy_1} la partition optimale en k-1 classes.

Les paramétres C et D sont des parametres de nuisance, de dimension infinie.

Le quotient de vraisemblance Q s’écrit sous la forme :

Q(2) (suppfp(& :t =k —1))/(supcfc(& : t = k))
[1/(m(C))"]/[1/(m(D))"]

= [(W(Pk)/W(PEk-1)"

La région critique sera de la forme :
RC = {Q(&)>c}

{W(P,k)/W(P,k—1)> c'}
= &8 ot}

Remarquons que 0 < S < 1.

Nous pouvons utiliser la régle de décision suivante :

On rejetteHy en faveur de Hj si W% prend de trop grandes valeurs, c’est-a-dire si S

est proche de 1. Malheureusement, nous ne connaissons pas la distribution de la statistique 5.1
ne nous est donc pas possible de déterminer le niveau d’incertitude avec lequel on accepte ou on

rejette une hypothese.

Mais avant de détailler les hypothéses que nous avons testées dans ce mémoire, voyons d’abord

le modéle théorique sur lequel se base notre recherche.

2.2 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un modéle pour des points distribués aléatoirement et indépendamment

dans ’espace.

15



De maniére formelle :
Soit E un espace localement compact a base dénombrable.
Soit € la tribu borélienne de E.

Soit N(A) le nombre de points dans A.

Dans la suite de notre mémoire, nous allons prendre E = IRPIM ¢t € la tribu des boréliens

de RP™™
Définition :

Soit (E,€) un espace mesurable. Un processus ponctuel N sur E est un processus de Pois-

son de moyenne p si :

a. Ay,...,Ap est une famille de boréliens de E disjoints deux 4 deux alors N(4;),...,N(4n)

sont des variables aléatoires indépendantes ;

b. Pour tout borélien A de E et pour tout k > 0,

P{N(A) =k} = e_“(A)%t

Par convention N(A) = oo presque sirement si p(A) = 00

Ainsi, N a des accroissement indépendants et pour chaque borélien A de E, N(A) suit une loi

de Poisson de moyenne u(A).

Le processus de Poisson est dit ordinaire, homogéne ou stationnaire sur IR* si p(A) = dm(A),
oi m(A) est la mesure de Lebesgue de A et A €]0, 400 est une constante appelé I’intensité ou le

taux du processus N. Les autres processus de Poisson sur IRT sont appelés processus de Poisson

non homogenes.

Une propriété importante caractérise ce modéle:

Conditionnellement au fait qu’il y o n points dans A, ceuz-ci sont distribués uni-

formément et indépendamment dans A.

16



L’idée d’indépendance et ses résultats mathématiques attrayants en font un concept populaire
aupres des probabilistes. Le processus de Poisson homogeéne est quelquefois appelé processus de

Poisson complétement aléatoire.

Nous pouvons avoir un processus de Poisson dans un espace de n’importe quelle dimension

(R, R?, IR?,...).

Pour clarifier, considérons l'espace & 2 dimensions. 1l suffit alors de lire le mot “aire” a la

place du mot “volume”. Les modifications sont donc trés simples.
p

Dans notre étude, nous considérons donc que nous traitons un probléme de classification
lorsque les points que nous observons sont engendrés par un processus de Poisson homogene et

sont distribués dans k domaines disjoints (C;)1<i<k que nous voulons retrouver.

Nous avons ainsi toutes les bases théoriques pour faire notre test d’hypothese.

2.3 Le test d’hypothése

La méthode de V. Gendarme [5] dans sa phase de recollement passe de v.classes (obtenues
aprés division) & k classes (la partition optimale du probléme de classification) ou k et v sont

fixés et donnés par l'utilisateur.

Pendant cette phase de recollement, dans un souci de ne plus devoir donner un nombre k a

priori, nous proposons le test d’hypothése suivant :

Soit D; un domaine convexe contenant n; points et m; = m(D;) la mesure de
Lebesgue de I’enveloppe convexe (p.ex. en dimension 2, c’est Paire )
et D, un autre domaine convexe disjoint de D;, contenant ny points et mg = m(D32).

Nous noterons :

e le nombre total de points n = n; + ny
o D le domaine convexe qui contient ces n points

o m=m(D)

17



Le paramétre auquel nous nous intéressons c’est m, il est inconnu. Les parametres ny, n sont
connus et nous considérons my, my comme des parametres de nuisance qu’il faudra estimer. Mais

nous y reviendrons dans la suite.

A chaque étape, le probléme est de savoir s’il faut regrouper deux classes ou les laisser séparées.

Les hypothéses seront ainsi :

/ \
H, : Les ny et ny points sont distribués dans deuy intervalles disjoints.
contre

/

H, : Les n points sont distribués dans un méme intervalle.

En choisissant les hypothéses dans cet ordre, nous empéchons le regroupement de deux classes

qui doivent étre séparées.

Le quotient de vraisemblance Q s’écrit sous la forme :

) = Jo(2)
Q(Z) - fl(i)

ot1 fo(#) est la vraisemblance du modele sous Hy

1

Ty

oy 1
fol@) = _m—’l"'mz

et f1(&) est la vraisemblance du modéle sous H;

" 1
lE) = —pm

Le quotient de vraisemblance dans ce cas vaut:

mn
ni n2
my m,

Q(F) =

La région critique vaut :

RC = {#t.q. Q(&) < ¢}

Nous obtenons alors :
ml’l

nz Sc

: my'my
Comme my, m2, 1, Ny sont des constantes données :
m" < emp'my® =

En passant au logarithme, nous avons :

nlogm < logc’ = ¢” ou encore logm <

18



En repassant a I’exponentielle, nous avons finalement :

Si nous notons m’' I’ecart entre les classes 1 et 2 i.e. m' =m— (my + my)

alors nous obtenons :

m' < ¢” — (my + mg) =’ = K.

Notre région critique devient :

RC = {# tq. m' < K,}

Si nous notons a, 'erreur de premitre espéce c’est-a-dire la probabilité sous Hy d’étre dans

la région critique appelée aussi le niveau du test,

nous avons :

P(m' < K,) =«

D’autre part, !
P(m' < K,) = P(N(Kqa) > 0)

NS

o
olt N(K,) est le nombre de points dans K.

En effet,dans JR*, nous pouvons illustrer cela par ce petit dessin :

y ;
K, peut étre par exem/ple une partie de |
~
L'4vénement “l’espace vide est plus petit que K " est équivalent & “il y a au moins un point

~
dans K,” (situé dansle complémentaire de m' dans K, I

ou encore
P(m' < Ko)=1-P(N(Ka) = 0)

19



Or nous avons vu au paragraphe 2.2 que

P(N(I?;) = 0) = e M

a=1—¢*Ka

ce qui est équivalenta

La stratégie du test ou la régle de décision est la suivante :

Si ’espace vide entre les deux classes est trop grand i.e. m' > K, ,
nous acceptons Ho et nous arrétons le recollement.
Au contraire, si ’espace vide est suffisamment petit i.e. m' < Ky ,

nous rejetons Hy au profit de H; et nous recollons les deux classes.

Dans le chapitre suivant, nous allons voir les problémes théoriques et les difficultés pratiques

de ce test.

20



Chapitre 3

Remarques et difficultés du test

3.1 Le point de vue théorique

3.1.1 Le niveau a du test

On définit le niveau du test par :

Py, (RégionCritique) < o

dans notre cas, nous obtenons
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Et le test est implémenté de la maniére suivante :

Si Ko, <m'
alors, nous arrétons de recoller .

oi1 nous calculons le K, avec 1’égalité.

Autrement dit, nous donnons une valeur par exces de K,. Ce qui nous conduit & dire que le
niveau du test demandé a 'utilisateur pour calculer le Kq, n’est pas le niveau réel du test. Par
exemple, si nous donnons & a la valeur 0.01, en pratique la probabilité de recoller deux classes

naturellement disjointes est plus grande qu’une chance sur 100.

3.1.2 L’estimation de 'intensité du processus

Lorsque nous avons a faire & un processus homogéne de Poisson, l'espérance du nombre de
points dans un ensemble A est proportionnel & la mesure de Lebesgue de cet ensemble. Le facteur

de proportionnalité est appelé intensité du processus et nous le notons A i.e. E[N(A)] = Am(4)
A est une constante strictement positive.

Lorsque nous estimons ce parametre A , nous adopterons le point de vue de A.F. Karr [9]. Le
modzle statistique est un processus de Poisson sur IRt ol lintensité du processus A est inconnue.

Soit la famille de lois de probabilités suivante :

P ={Py: € (o,00)}

Proposition 1

Soient X1, X32,..., X, des v.a. i.i.d. qui obéissent 3 la loi exponentielle de moyenne
_1

8= 3.

Clest-a-dire

1
f(z,0) = ae-rfﬂ , 0 € (0,+00)

a) L’estimateur du maximum de vraisemblance de A est

.01 . 13
=Zouf=-Y X;
A gou 'nz

1=1
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b) Sous Py et pour chaque A, )\ — X (presque siirement).

¢) Sous Py, va(A—A) d, N(0,)%).

Proposition2
Soit
5 M)
— m(4)

Sous Py, nous avons les résultats suivants :

a) A — X presque sirement.

b) VATAYG - X) &5 N (0, ).

Cette statistique est exhaustive.

Nous utiliserons dans la suite I’estimateur donné par la proposition 2. ) est alors une densité

de points.

D’autre part, 'estimation de A lorsque nous faisons un test d’hypothese, se fait sous Ho.

Enfin, ce test se déroule dans un environnement particulier c’est-a-dire qu’il y a d’autres

classes qui entrent en jeu.

Prenons un ensemble de 4 classes (FIG 3.1):

Chaque classe i (i=1,...,4) contient n; points et couvre une surface m;.
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Nous définissons VO Ly, comme la surface de ’enveloppe convexe de tous les N Py points.

classe 4 3
classe 3

classe 1

classe 2 VOL

tot

N =
Ptot = My+n,+ng+n,

FIG.3.1.

Compte tenu des considérations énoncées ci-dessus, nous constatons qu’il y a deux maniéres

d’estimer le A.

Pour I’ensemble des données avec un processus homogene, il faudrait prendre pour estimation

de X :
NPtot

A=
VOL!U!

Si nous tenons compte de 'hypothese nulle Ho : “ Les deux classes sont disjointes ”, nous
devons alors estimer le paramétre A par :

ny + ny

A= ———
my + ma

Mais ici, A n’est plus du tout constant et e processus n’est plus homogene . Il varie propor-

tionnellement au nombre de points dans (( intervalle et est inversément proportionnel a la somme

des surfaces des deux domaines. De plus, au niveau pratique, il arrive parfois que m; et mz soient

24



nuls. Le test n’est donc pas appliquable pour des problémes ot il y a des classes de mesures nulles.

Dans le cas ot il y a uniquement deux classes, le premier estimateur devient :

n + no

="
VOLf.ot

Et comme nous 1’avons vu en 2.2, il a de trés bonnes propriétés théoriques. C’est donc cet

estimateur que nous allons utiliser dans la suite.
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3.2 Le point de vue pratique

3.2.1 Implémentation du test

Le test peut étre implémenté sur n’importe quel algorithme qui comporte une phase de recolle-
ment, de deux classes & la fois.

Dans le programme par maximisation, nous avions (FIG 3.2) :

B

ENTRYFE.
v
classes

t nbe := nbc-1
MIN
écart (i, J)

i&j*

on recclle
oui Les
nbc > k classes
i*et j¥

non

k classes de la
partition &ptimale V

FIG.3.2.
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Voici comment nous appliquons le test sur ce programme (FIG. 3.3).

l

ENTREE .
v
classes

s

MIN
dcart(i, j)

iﬂ jﬁ- A

m' := écart(i, ;%

N\ .- 2@ + n(§9
: VOL

tot
Ky $= =_1n (1-ok)
A on recolle
les
m' ¢ K oui classes
i* et 4"

non

k classes de la
partition optimale

FIG.3.3.

Nous le voyons, 1’algorithme implémenté est tributaire de ’algorithme de classification sur
lequel il est greffé. Comme le test n’intervient que pour la phase de recollement, nous pouvons
dire que d’une certaine manidre, il n’améliore-pas la classification pour 1’affectation des points.
Prenons -un exemple. Si nous avons un ensemble de données constitués de 4 classes, et si
’algorithme de classification retrouve effectivement ces classes , deux cas peuvent étre envisagés

lorsque nous ajoutons le test d’hypothése.

o Soit nous retrouvons effectivement les 4 classes de départ et dans ce cas, la classification

est identique.
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o Soit nous trouvons par exemple 3 ou 5 classes et la classification est alors différente mais
malgré tout, le partitionnement en 4 classes reste le partitionnement intermédiaire entre 3

et 5 classes.

3.2.2 Choix du seuil o

Le choix du seuil du test d’hypothése a n’est pas univoque. Mais au vu de I’expérimentation,
il se situe entre a = 0.05 et @ = 0.1, ce qui est une fourchette tres satisfaisante. Cette fourchette
est d’ailleurs utilisée couramment dans les test d’hypothese.

1l est donc raisonnable d’y prendre plusieu?é valeurs de a et de comparer les résultats obtenus.
Cette comparaison ne doit pas se faire uniquement sur le nombre de classes obtenues apres
recollement mais aussi sur les résultats K, et m' = écart (i,j) qui sont deux variables importantes
du test. En effet, nous recollons tant que K, est plus grand que 1’écart entre les deux classes
considérées. Parfois, il ne faudrait pas “grand chose” pour que le recollement puisse continuer
(voir 'exemple de G_._éVAERT). Dans ce cas, nous suggérons d’augmenter légérement la valeur de
a ;

Remarquons enfin que, plus a augmente, plus K, augmente, c’est-a-dire que le recollement

est plus fréquent et donc il y a une tendance a obtenir un petit nombre de classes.

3.2.3 Les exemples générés

Pour les données pratiques qui nous parviennent, nous supposons avoir & faire a un processus

de Poisson homogene mais en réalité, cette hypothese mérite d’étre vérifiée,
Nous utiliserons lors de la génération des points obéissant aux processus de Poisson, I’algorithme

connu et repris par Ripley [11]. Le lecteur intéressé par ce sujet, trouvera en annexe de notre

mémoire, le programme utilisé pour la génération de nos points.

3.2.4 Le nombre v de classes

Nous I’avons vu au paragraphe 1.2.2, v est le nombre de classes apres division. C’est une
constante fixée . Dans le cas qui nous préoccupe, nous avons fixé la constante & dix et nous

devons recoller ces classes (deux a la fois) jusqu’a I'obtention de k classes via le test d’hypothese.
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La détermination de cette constantér é./}ime influence sur le recollement car comme nous 1’avons
déja souligné, le test est congu de sorte qu’il ne recolle pas deux classes qui doivent étre séparées.
Par conséquent, ’algorithme pour la phase de recollement peut s’arréter plus rapidement si le
nombre de classes 3 recoller est plus grand et inversément.

Voici quelques exemples :

o Pour deux classes éloignées.

v=10
a = 0.1 — 2classes.
a = 0.05 — 2classes.
o = 0.01 — 8classses.
v=T
o= 0.1 — 2classes.
a = 0.05 — 2classes.
a = 0.01 — bclasses.
v=13

a = 0.1 — 2classes.
a = 0.056 — 2classes.

a = 0.01 — 8classes.

o Pour deux classes proches.

v=10
a = 0.1 — 2classes.
a = 0.06 — 2classes.
a = 0.01 — 10classses.
v="T

a=0.1 — 2classes.
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a = 0.05 — 2classes.

a = 0.01 — Tclasses.

v=13
a = 0.1 — 2classes.
a = 0.05 — 2classes.

a = 0.01 — 12classes.

e Pour trois classes rectangulaires.

v=10

a = 0.1 — 3classes.

a = 0.05 — 9classes.

a = 0.01 — 10classses.

v="T
a = 0.1 — 3classes.
a = 0.05 — 4classes.
a = 0.01 — Tclasses.
v=13

a = 0.1 — 3classes.
a = 0.05 — 9classes.

a = 0.01 — 13classes.

Nous remarquons que la détermination de v est difficile car elle est partagée entre deux

considérations opposées.
Si nous prenons v trop petit, nous risquons de diviser ’ensemble des données en trop peu de

classes et d’étre en dessous du nombre de classes de la partition optimale avant méme de recoller.

30



De plus, v doit étre suffisamment grand pour pouvoir recoller des classes malencontreusement

séparées lors de la division.

D’autre part, si v est trop grand, il y a un risque d’arréter la phase de recollement avant
Pobtention.du nombre de classes de la partition optimale.

Constatons enfin que la différence entre les recollements pour différentesvaleurs de v est plus
nette quand a diminue. Au seuil a = 0.1, il y a apparemment aucun probléme pour les exemples

traités.

1l est grand temps, & présent d’illustrer notre propos.
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Chapitre 4
L] L
Applications
Dans ce chapitre, nous allons analyser plusieurs exemples et comparer les résultats obtenus par

le test d’hypothese et par la méthode du coude.

4.1 Les données générées

Les différents ensembles de données que nous traitons dans ce paragraphe sont constitués d’un
certain nombre de points générés aléatoirement dans k domaines convexes disjoints du plan (Voir

le programme en annexe).

Plusieurs cas de figures trés simples ont été analysés.
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o Pour deux classes carrées de 100 points chacune, trés éloignées ( FIG. 4.1 ), nous obtenons,

pour un niveau a de 0.1, une partition optimale de deux classes. Ce résultat est encore

obtenu pour a valant 0.05.

FIGA4.1

e Si nous rapprochons ces deux classes ( FIG. 4.2 ), nous avons toujours le méme résultat.

FI1G.4.2

o Pour deux classes proches et trés allongées de 100 points chacune ( FIG. 4.3 ), 'algorithme

recolle jusque deux classes pour le niveau a = 0.1 et s’arréte & quatre classes pour a valant

0.05.

Nous pouvons étre tres satisfaits de ce résultat car lorsque les classes sont tres étirées,

Pespace vide entre deux points d’une méme classe peut étre plus grand que ce que nous

imaginons et dans ce cas, nous obtenons quatre classes.
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e Pour deux

FIG.4.3

classes contenant chacune 100 points mais dont la surface de la premieére est 12

fois plus grande que la seconde ( FIG. 4.4), nous obtenons encore deux classes pour une

fourchette de a comprise entre 0.1 et 0.05.

FIG.4.4

o Prenons le cas de deux classes de méme superficie mais dont ’'une contient trois fois plus de

points que 1'autre ( FIG. 4.5 ), nous constatons que les résultats sont toujours aussi bons

que précédemment :
a = 0.1 — 2classes

a = 0.05 — 2classes

34



FIG.4.5

o Dans le cas de deux classes dont le rapport entre la superficie et le nombre de points est le
méme c'est-a-dire que le A du-processus de Poisson lors de la génération de I’exemple est
identique pour les classes ( FIG 4.6 ), nous constatons que test d’hypothése fournit encore

le nombre de classes de la partition optimale.
a =0.1— 2classes

a = 0.06 — 2classes

FIG.4.6

o Enfin, cet algorithme fournit de trés bons résultats pour un nombre de classes supérieur a
deux. Nous aurons ’occasion d’y revenir. Voici un exemple simple de trois classes ( FIG
4.7 ). Résultats :

a= 0.1 — 3classes

a = 0.056 — 3classes
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FI1G.4.7

de passer en revue des exemples classiques. Certes ceux-ci ne sont pas treés
abord s’assurer que l’approche par le test d’hypothése donne des

Nous venons
originaux mais il fallait d’
résultats suffisamment concluants avant de poursuivre les investigations.

36



Dans la catégorie des domaines convexes, il y a celle des classes sphériques . Ce type de
classes n’a pas été traité dans le mémoire de V. Gendarme. C’est pourquoi, soulignons que dans

cet exemple ( FIG.4.8 ), laffectation des points aux classes est excellente.

FIG.4.8

Voici les résultats du test :

a classes

0.15
0.1
0.075
0.05
0.025
0.01

[ B JUR U I T L)

Dans l'intervalle habituel de a, nous obtenons les deux classes que nous cherchions. Pour la

méthode du coude ( FIG. 4.9 ), nous observons un coude pour la partition en deux classes mais
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\méme si celui-ci est le plus net de la courbe, la valeur du critéere W n’est pas stabilisée pour

autant puisqu’elle passe de 7929 (2 classes) & 5788 (10 classes).

W

11000 T T T T T T T T T T

10000 [ -

9000 -

8000 [ i

7000 .

6000 [ -

5000 L J ! 1 1 | | ] 1 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre de classes

FIG.4.9
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Voici un autre exemple : 639 points répartis dans quatre domaines convexes du plan

avons trois classes paralléles et une classe oblique. (FIG. 4.10 )

¢ wf
ll..l o i ‘ . / ‘F Lt ‘ :-':-..'i i
’ ’ . .‘."“:‘ ! f 1 ::. ':
% of L s
« if g

/ & ; o

/ / » .v ' - ) -I

, r!‘.l .. - ] I.‘l,f

FI1G.4.10

L’algorithme muni du test d’hypotheése donne les résultats suivants:

a classes

0.1
0.08
0.075
0.06
0.05
0.04
0.02
0.01

DI R T L

39

. Nous



Nous remarquons que les résultats sont concluants. La méthode du coude renforce cette
constatation. ( FIG. 4.11)

W
50000 T | T T | | T T | T
45000 [ .
40000 f -]
35000 -
30000 ‘// =
25000 F o
20000 | =
15000 . . . ' ' . ' L '

0 1 2 3 4 5 (9 7 8 9 10
Nombre de classes

FIG.4.11

Le temps C.P.U. demandé pour cette partition en quatre classes est de 23,34 secondes.

Si nous transformons une des classes de I’exemple précédent pour obtenir quatre classes non
linéairement séparables ( FIG. 4.12 ), la procédure retrouve le nombre de classes naturelles sans

probléme au seuil a = 0.1 par exemple.
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Tableau :

FIG.4.12

classes

0.1
0.08
0.075
0.06
0.05
0.04
0.02
0.01

[o I = B L . o
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La encore, le coude conforte le résultat. ( FIG. 4.13 )

50000

45000

40000

350040

30000

25000

20000

15000

Cette partition est obtenue aprés 23,79 secondes.

FIG.4.13
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Etudions & présent un exemple en profondeur :

Considérons, un ensemble de données comportant 750 points répartis dans cing rectangles.
( FIG. 4.14 )

FIG.4.14

Voici le tableau qui renseigne le nombre de classes obtenu en fonction du seuil a.

«a classes

0.2
0.1
0.075
0.05
0.025

cr W W W

Si nous prenons la fourchette a habituelle, nous trouvons trois classes. Autrement dit, le test
considere que les écarts entre les trois classes du centre ne sont pas suffisamment significatifs. Il

faut un seuil de a = 0.025 pour arréter, & cinq classes, le recollement.
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Comparons ceci avec la méthode du coude ( FIG 4. 15 ):

W

46000 T 1 T 1 T T T 1 T T

44000 [ "

42000 [

40000 [

38000 F

36000 [

34000 [

32000

30000 F .

28000 | 1 1 | 1 1 | 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 & 8 9 10

Nombre de classes

FIG.4.15

Deux coudes sont & observer. Il y a donc, ici aussi, une difficulté & choisir entre un partition-
nement en trois ou en cing classes. Remarquons que ces hésitations sont tout a fait légitimes au

vu des données.

Examinons une autre approche :

Dans I’absolu, a peut varier entre 0 et 1 car a est une probabilité. Représentons “les plages

de o” pour 3,4,5 classes avec trois chiffres signicatifs.
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02 0.4 0

i T |
1
04681 ao?se '; adoss
i : l |
= 1 4
3 classes Y 9

La plage pour quatre classes est plus petite que celles pour 3 ou 5 classes. Nous pourrions
donc dire que plus P'intervalle est étendu, plus les chances d’avoir la bonne partition sont grandes.
(est une voie possible pour déterminer si le nombre de classes que nous obtenons est bon. Nous

y reviendrons entre autres, pour 'exemple de Ruspini.

Lorsque nous examinons les valeurs de K, et la valeur de I’écart entre les classes & recoller,

nous obtenons le tableau suivant:

K,
classes | ecart |a=0.1|a=0.075| a =0.05 | a = 0.025

10 156.5 | 183255 | 135599 89215 44035

9 156.5 | 183255 | 135599 89215 44035
8 395 | 64678 47858 31487 15542
7 414 5497 4067 2676 1321
6 498 5497 4067 2676 1321
5 1204 | 4398 3254 2141 1056
4 1394 | 3141 2354 1529

3 3493 | 1999 1479 973
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Reportons ces valeurs sur un graphique.( FIG. 4.16 )

20000 T

18000

16000 |

14000 |

12000

10000 |

8000 [

6000 |

4000

2000 |

0 I I I 1 1 I I
1 2 3 4 5 6 b 8 9 10

Nombre de classes

FIG.4.16

Les courbes K, pour différents o ont la méme allure : elles sont égales a un facteur mul-
tiplicatif pres. Cela s’explique par le fait que pour un méme exemple, le VOL;, et les points
des classes 3 recoller sont identiques & chaque itération. Il n’y a donc que le a qui change d’une

exécution 3 'autre. Le rapport d’une courbe a ’autre vaut :
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“n(1-a) _ —In(l - )
K. Ka

A=

ce qui est équivalent a :
_ 111(1 - al)r

K, =—-=
B 111(1 - ag) oz
Pour obtenir le nombre de classes de 1’algorithme, il suffit de prendre la partie entiére de
intersection de la courbe K, avec celle de ’écart ( FIG 4.17 ) puisque rappelons le, la phase de

recollement est interrompue si ’écart est strictement plus grand que K,.

5000 F

4000

3000

2000 F

1000 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre de classes

FIG.417

Ce graphe est aussi I'interprétation géométrique des plages plus ou moins larges de a. En

effet les écarts pour aller de six a cinq classes ou pour aller de trois & deux sont significativement
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importants. Et comme toutes les courbes K, sont proportionnelles, il est normal qu’elles croisent

plus souvent la courbe des écarts dans ces zones.

Si nous omettons, pour suivre, les deux grandes classes externes et que nous ne gardons que

les trois classes du centre ( FIG. 4.18 ).

v

FIG.4.18

Nous obtenons les résultats suivants:

a classes
0.1 2
lo.ots| 2
0.05 3
0.025 3
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Le coude ( FIG 4.19 ) indique une partition en trois classes. Malgré tout, le critere n’est pas

stabilisé et décroit encore, de maniere constante, apres quatre classes.

W

17000 1 1 1 T 1 T T T T T
16000 [ .
15000 [ .
14000 | ‘/// -
13000 | -
12000 | -
11000 -
10000 . L L . ' ' ! ! L

1 2 3 4 5 Q) & 8 9 10
Nombre de classes

FIG.4.19

D’aprés ces résultats, nous comprenons que lorsque les cing classes sont présentes, il est difficile
de les retrouver car les trois classes centrales sont elles-mémes difficiles 3 repérer. C’est pourquoi,

nous allons transformer légérement ’exemple des cing rectangles de sorte que I’écart entre toutes
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les classes augmente. (FIG 4.20 )

7
i "
T. o
(39
.»‘(ﬂ = N

FI1G.4.20
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Le coude cette fois est beaucoup plus net et indique cing classes pour la partition optimale.

( FIG 4.21)

W

46000 e ———

44000 | -
42000 i
40000 | N
38000 | i
36000 | -
34000 | -
32000 [ ./// B
30000 4
28000 | - | il
26000 TR TR SR S T S S SR R

0 1 Z 3 4 5 o 7 8 9 10
‘ Nombre de classes

FIG.4.21

Mais lorsque nous comparons le tableau ci-dessous avec le précédent, nous constatons que la

relation entre a et le nombre de classes n’a, apparamment pas, évolué.

a classes

0.2
0.1
0.075
0.05
0.025

(< B L N I
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Mais ce n’est qu’une apparence. Car si nous étudions les autres aspects, voici ce que nous
obtenons.

Examinons le graphe qui relie la famille K, et ’écart, nous nous attendons a ce que la plage
de a pour cing classes soit plus grande puisque I’écart pour passer d’une configuration en six

classes & une autre en cing classes, est trés grand. ( FIG. 4.22 )

5000 | "

4000 | .

3000 .

2000 %

1000 F -
0 i

o 2 3 4 B 6 7 8 9 10

Nombre de classes

FIG.4.22
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Vérifions le numériquement pour les plages de 3,4 et 5 classes.

0.2 0.4 0

0.

(=]
B
=

f !
7 004q) apogs
|

|

|
|
1
|
4
1

,,,] . Y 5

-

La plage de trois classes s’est réduite en faveur de celle en cing classes. La plage de quatre classes

quant & elle, n’a pas évoluée.

Conclusion :

Nous pouvons conclure pour cet exemple que dans un premier temps, méme si une structure
en cing classes apparaissait, la structure en trois classes était prépondérante. Et lorsque I’écart

devient plus important, nous pouvons opter pour une partition en cing classes.

Le test d’hypothese et les différents-graphiques le concernant, donnent les résultats que nous
attendions en accord avec la méthode du coude.
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Nous avons, pour terminer ce paragraphe, générer un exemple particulier : un ensemble de
données sans structure ou, ce qui revient au méme, une seule grande classe de 500 points. Et

nous cherchons 3 savoir comment va réagir notre test d’hypothése dans de pareilles circonstances.

Signalons que la méthode du coude ne donne aucune indication supplémentaire ( FIG 4.23 ).

W
46000 e ——
44000 |- .
42000 [ -
40000 | i
38000 | i
36000 | i
34000 T T TN S SO T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nombre de classes

FIG.4.23
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Voici, les résultats du recollement pour différentes valeurs de a.

a classes

0.2
0.15
0.1
0.075
0.05
0.025
0.01 10

ST o Lo O =

Dans l'intervalle fréquent [0.1,0.05], nous obtenons une configuration de trois ( FIG 4.24 ) ou
quatre classes ( FIG 4.25 ).

FIG.4.24
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FIG.4.256

En examinant, comme auparavant, les valeurs de Ko et des écarts, nous obtenons :

Kq
classes | ecart | a =02 |a=0.1|a=0.05

10 872 8525 4025 1952
9 740 7064 3335 1623
8 917 | 20953 9893 4816
7 1049 | 9969 4707 2291
6 1115 | 16483 7782 3788
b 1094 | 9509 4490 2185
4 1240 | 4053 1913 931
3 1752 | 2881 1360
2 1403 | 2472
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Pour la famille de courbes K4, nous observons de grandes fluctuations - en dents de scie -

puis une stabilisation & partir de quatre classes ( FIG 4.26 ).

1 | | | | I | | ] |
20000 | -
L5U0L = -
10000 [ -
5000 [ o

// - o /,\\ \\ ’_0'—4'

Ve T ~ i ) il
”/ i \\ -—..—5

0 -

1 | 1 1 | 1 | 1 1 |

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre de classes

FIG.4.26

A Dinverse, 1’écart entre les deux classes & recoller n’évolue pas pour les configurations de dix

A quatre classes puis, ’écart monte de 40% de quatre & trois classes et redescend aussitot pour
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la configuration en deux classes ( FIG 4.27 )-
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Nombre de classes

FIG.4.27
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Si nous utilisons le critére des plages de a, nous obtenons des intervalles plus longs pour des

répartitions en une ou trois classes.

02 0.) 0
02096

_———————

1 classe 3 classes

Conclusion:

Par la méthode du coude, nous devons opter pour des données sans structure alors que la

méthode par le test d’hypothése propose une répartition des données en trois classes.

Tous les exemples que nous-venons d’examiner jusqu’a présent, sont des exemples générés.
Etudions & présent des données de référence traitées 4 de nombreuses reprises en classification
automatique.

4.2 Les données de référence

4.2.1 Les données de Ruspini

Nous avons déja partiellement traité ces données au paragraphe 1.2.2. Pour rappel, il est trés
difficile de déterminer le nombre de classes de la partition optimale. nous avions considéré les
partitions en trois, quatre et cing classes. Quant & la méthode du coude, elle indiquait une par-
tition en cing classes.

Voyons les résultats avec le test d’hypothese:

59



a | classes

0.3 3

0.2 4

0.1 g ==
0.075 5

0.05 b ~—
0.025 6

Lorsque nous considérons 'intervalle [0.1,0.05] de , le nombre de classes est de quatre ou cing.

En appliquant la technique de la plage la plus longue, nous obtenons un partitionnement

optimal en trois ou quatre classes.

0.6 05 04 0.3 0.2 0l 0

04116 ab3cs .0825
: |

; i

3 classes

Conclusion :

La détermination du nombre de classes pour les données de Ruspini s’avere inextricable. Le
choix entre trois, quatre ou cinq classes est difficile. Cette indécision est légitime pour quiconque
regarde les données. Il est d’ailleurs difficile & I’observateur lui-méme, de trouver le nombre de

classes naturelles.
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4.2.2 Les données de Gavaert

Ces données, en deux dimensions, de 107 points sont assez particuliéres. Elles sont composées

de nombreuses petites classes. Nous apfjercevons nettement que les points appartiennent & INx IN.

( FIG 4.28 ) /

o
04 XX
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1’04 OO0 O
© o 00O
60000
3
o
000000000 29
$660660060 L
00O
0 000000
gggg 600000
oe 00000 o
600000 oo
[oX oR oo o0
o
FIG.4.28

La courbe du critere W de classification en fonction du nombre de classes étant bien réguliére,

la méthode du coude ne donne aucune indication quant au nombre de classes de la partition
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optimale.( FIG 4.29 )

500 ; : : , :
450 | i
400 | :
350 | g
300 | :
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200 | _
150 | i
100 | i

el o

0 I 1 : I 1 1
0 2 4 6 8 10

nombre de classes

FIG.4.29

En revanche, le test d’hypothése donne une multitude de configurations.
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a |classes
0.2 6
0.15 6
0.12 7
0.1 9 T
0.07b 9
0.05 9 +
Etudions les plages de a pour chaque configuration.
0% oM 1 0.1 0l 0
i 1 . . "0 bes 0.0034
0.5121 o 4 :
: 'I |£J.!0U? 1
! b3l .
t ? ‘g' 9 1

6 classes

D’aprés ce schéma, nous avons le choix entre une partition en neuf ou en six classes. Et si

l’on reste dans la fourchette [0.1,0.05], nous devons conclure en une partition en neuf classes.

Si nous admettons un o légérement supérieur a 0.1, nous obtenons une configuration en six

ou sept classes; ce qui est plus conforme a la réalité.
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4.2.3 Les iris de Fisher

Les iris de Fisher constituent un jeu de données difficile & traiter ; il est souvent utilisé pour
tester de nouvelles méthodes en classification automatique. Ce jeu de données comprend 150
points dans un espace & quatre dimensions ; chaque point représentant une fleur provenant d’une
des trois variétés d’iris : Setosa, Versicolor et Virginica. Les quatres caractéristiques mesurées sur
ces fleurs sont la longueur et la largeur des pétales et des sépales. Chaque variété est représentée
par 50 fleurs. Le groupe d’iris Setosa est trés bien séparé des deux autres. Par contre, les iris

Virginica et Versicolor sont mélangés.

La méthode du coude ( FIG 4.30 ) ainsi que le test d’hypothése donnent les partitionnements

en deux ou en trois classes :

W

50000 | T | T I T

45000 -
40000 [ 4
35000 -
30000 -
25000 [ 4
20000 ‘// -
15000 [ -
10000 [ .
5000 ' ! : | L '

1 2 3 4 i o
Nombre de classes

FIG.4.30
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La partition en deux classes requiert un temps C.P.U. de 54,53 secondes contre 50,88 sec pour

la partition en trois classes.

a classes

0.2 2
0.1 2
0.075 3
0.05 3
0.025 3

Mais, il ne faut pas se leurrer. Sila partition en deux classes sépare les 50 Setosa des 100 autres
iris, la partition en trois ne donne pas trois classes de 50 fleurs chacune. Pour des raisons déja

évoquées précédemment, la classification est celle que V. Gendarme a obtenue [5]. C’est-a-dire :

Setosa | Versicolor | Virginica
Classel 50 0 0
Classe2 0 15 8
Classed 0 35 42

Il y a donc 29% d’iris mal affectés. Rappelons que ce résultat est di au fait que les enveloppes
convexes des classes Versicolor et Virginica ne sont pas disjointes.
Sur le graphique suivant ( FIG 4.31 ) , écart pour le passage de 3 A 2 classes est tres élevé,

ce qui nous laisse penser que la plage de a pour deux classes doit étre longue. Vérifions-le.

0.6 0.5 0.y 0.3 0.2 0.1

P

0.9941
l

f=4
-..-..G—_--_

=]

a~

(S5
-

2 classes
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FIG.4.31

Au vu de tous ces résultats, nous proposons une structure de deux classes pour ces iris.
Plusieurs auteurs prétendent qu’il est arbitraire de vouloir absolument séparer ces données

en trois classes. Les résultats acquis par la méthode du test d’hypothése, conforte donc cette

opinion.
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4.3 D’autres données

4.3.1 Les données -d’Emilromania

Restons dans les données en quatre dimensions.

Ces données portent sur la région de Vans en Ardéche. Cette région agricole est partegée en
14 types de cutures (blé, vigne, melon, courgette, .. 2
Le probléme est donc de déterminer l'affectation du sol dans une région & partir de données
satellite.

Le coude, trés marqué, renseigne une partition en trois classes comme partition optimale de
ces 1830 points.( FIG 4.32)

400000 T T T T T T T T T

380000 | .

360000 -

340000 | N

320000 | =

300000 =

280000 " -

¢
&
3
o

260000 | 1 1 1 1 | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nombre de classes
FIG.4.32
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En revanche, le test d’hypothése propose pour des valeurs usuelles de a, une configuration en

deux classes. Il y a donc discordance entre ces deux résultats.

a classes

0.1
0.075
0.05
0.025

[ ST T T ]

La configuration en deux classes a été obtenue apres 9 minutes et 36,95 secondes.

Mais il y a une remarque importante a formuler :

Si nous observons attentivement le tableau de resultats suivant :

K,
classes | ecart | a =0.1 | a=0.05| a = 0.025

2630991 | 1280861 | 632219
0 1973243 | 960646 474164
23 717543 | 349325 172423
38 789297 | 384258 189665
194 | 415419 | 202241 99824

1073 | 272171 | 132502 65401

1842 | 563783 | 274470 135475

39104 | 183557 | 89362 44108

60933 | 4313 2099 1036

—
<
o

W OOy 1 0 O

Pour a = 0.1, K, passe de 183557 & 4313 lorsque la configuration passe de trois & deux classes.

Quarante fois moins !
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Ceci s’explique par le nombre élevé de points contenus dans les deux classes & recoller.

ny ny

Bclasses | T 4
Tclasses
6classes | 8 | 11
belasses | 19| 10
4classes | 3 | 11
3classes | 29 | 14
2classes | 43 | 1787

Lors de ’évaluation du recollement des deux derniéres classes en une seule, le nombre de

points & recoller est donc de ny + ng = 1787 + 43 = 1830. Or
—111(1 o 0‘.) e B n + 19 _ NP(ot

Ka - A N VOLtot B VOL:O!,

Donc quand n; + ng augmente,A aussi. Et par conséquent, K, diminue proportionnellement.

69



D’autre part, ’écart fait un bond spectaculaire dans la direction opposée pour le passage de
quatre 3 trois classes puis encore de trois 3 deux classes. Sur le graphique, c’est trés net.( FIG

4.33)
250000 T T T
10.025
200000 [ : R
150000 f -
100000 f -
50000 o
0 I 1 1
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre de classes

FIG.4.33
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4.4 Conclusion

Récapitulons ce que le test d’hypotheése apporte a la détermination du nombre de classes.

Nous pouvons étre trés satisfaits de cette approche. Dans un intervalle raisonnable de a
et-pour un ensemble de données composé de classes naturelles suffisamment marquées, le test
d’hypothése arréte le recollement a la partition optimale. Sans compter que ces résultats sont

souvent conformes & la méthode du coude.

Cependant, il arrive parfois que le test d’hypothése ne donne pas le-méme résultat que le
coude. Dés lors, il faut envisager comme possible, les deux cas de figure et pourquoi pas, trancher

en faveur de ’une d’entre elles par des considérations autres que mathématiques.

Nous avons vu également que lorsque la méthode du coude reste sans réponse, le test d’hypothése

peut trouver une configuration dans les données.

Nous devons donc, considérer ’approche par les tests d’hypothese et la méthode du coude

comme deux sources d’informations & confronter et essayer d’en tirer le meilleur parti.
Enfin, les temps C.P.U. calculés sont trés semblables & ceux de V. Gendarme.

Bien siir, tout n’a pas été résolu et quelques domaines restent incertains : 1’exemple de deux
classes reliées par un pont n’a pas été traité. Il fera I’objet d’une étude approfondie dans le

prochain chapitre.

Nous pourrions aussi, appliquer un test similaire pour la partie “division” de I’algorithme et

ainsi, ne plus devoir fixer une valeur arbitraire & v.

Ou encore, changer d’approche comme le propose G Celeux et E Diday [2] , en se basant sur
1’optimisation pour résoudre le probléme du choix du nombre de classes : elle consiste a ajouter
au critére  minimiser le coiit de création d’une classe. Mais en pratique, ce coiit peut étre difficile

a déterminer.

Enfin, pour affiner la méthode, nous pourrions appliquer le test d’hypothése sur un algorithme

dont la phase de recollement est plus appropriée.
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Chapitre 5

Nouvel algorithme de classification

5.1 Introduction

Nous avons vu dans les chapitres précédents que le test permet de déterminer le nombre k
de classes de la partition optimale. L’algorithme que nous avons utilisé est basé sur les hyper-

volumes et la maximisation du vide. Malgré ses performances, il ne résout pas tous les problémes.

Voici d’ailleurs les points sensibles :
o lorsqu’il y a un pont entre les classes, la classification est erronnée ;
e nous fixons le nombre v de classes pour I’étape de division ;

o nous utilisons un hyperrectangle contenant tous les points a classer pour faciliter la division

c’est 3 dire ’obtention des v classes.

Tlustrons ce premier point :
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Voici I’exemple de deux classes carrées reliées par un pont (FIG. 5.1)

FIG.5.1

et la classification obtenue par I’algorithme décrit au chapitre 1. (FIG. 5.2)

T‘.“T:“_” e U e e L
A
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f ¥ h ' v b
| it . .
{oaa . ce e .

FIG.5.2

Cette répartition en deux classes est loin d’étre idéale. Il vaudrait beaucoup mieux que la

séparation entre les deux classes soit verticale et qu’elle se situe juste au milieu du pont.

Pour cette classification, la méthode du coude indique qu’il n’y a pas de structure dans les

données (FIG 5.3) et dés lors, nous devons considérer la classification en une seule classe (FIG
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5.1)
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FIG.5.3

Le test d’hypothése propose une partition en deux classes. Pour des raisons déja évoquées,

cette classification est celle de la figure FIG 5.2 .
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C’est pour pallier ces déficiences que le Professeur RASSON a proposé la méthode qui suit.

5.2 La méthode

L’algorithme comporte trois phases :
La premiére décrit comment obtenir le convexe de départ, la deuxiéme explique comment ce

convexe est divisé enfin, la derniére partie concerne le recollement.

5.2.1 La recherche du convexe de départ

La méthode précédente proposait de remplacer I’enveloppe convexe des données par un hy-
perrectangle contenant tous les points. Cet hyperrectangle était trés utile pour la division en

deux.

Or, nous savons que I’algorithme basé sur les enveloppes convexes exactes donne de trés bons

résultats mais demande un grand temps de calcul et beaucoup de place mémoire.

(’est pourquoi, nous allons prendre I’approximation de ’enveloppe convexe suivante .
quoi, PP

Dans le repére canonique, nous prenons pour chaque axe, la coordonnée minimale et la coor-

donnée maximale. Nous obtenons ainsi 2 X DI M points extrémaux.

Ensuite, nous calculons les valeurs et vecteurs propres de la matrice carrée A = X tX de

dimension DIM x DIM ou X est la matrice qui contient les coordonnées des points.
Nous avons donc les DIM axes factoriels des données. Dans ce nouveau repére, nous recher-

chons - toujours selon le méme principe - 2 X DIM points extrémaux. Nous avons done au

maximum 4 X DIM points.
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Le convexe de départ sera déterminé par ’enveloppe convexe de ces points et nous le noterons
C.

Il faut remarquer que :
o Il est assez fréquent d’avoir des sommets identiques.
e C ne contient pas nécessairement tous les points.

o En dimension 2, nous obtenons un convexe & huit c6tés tout au plus.

Visualisons cette recherche sur un schéma.

(\!:P
e
e R e o % XT
. P L ¢ e
= § v i T i . ; 2
: L X: 7 points extrémaux
RS e R e aan L£ : centre de graviteé
PRI g C : convexe a 6 cbtés
SR P R : classe reste
*x X% £ S ,_‘,.,_('A'_;,x

5.2.2 Division du convexe C

Nous utilisons ’algorithme heuristique de division suivant proposé par Ph. Meunier et J.P.
Rasson [10]

Chaque face du convexe C est supportée par un hyperplan. Pour chaque paire de faces
non contiglies de C', nous définissons un hyperplan séparateur de telle sorte que chaque point

appartenant & cet hyperplan, possede la propriété suivante :
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le volume de la pyramide définie par ce point et la face du premier hyperplan, ainsi

que le volume de la pyramide définie par ce point et la face du second hyperplan sont
égaux.

\
\
\
\
\
\

\

\

\

S
|
AN
\

|
\
\
“ Hyperplan séparateur
\

\

Nous obtenons de cette fagon autant d’hyperplans séparateurs que de faces dans C. Nous notons
ce nombre nbh. ‘

Nous divisons C' par ces hyperplans et nous obtenons au plus g0bh (lagses, Finalememt, nous
avons au maximum (2"“’ +1) classes. Tl y a en effet une classe “reste” qui contient les points
hors de C. L’avantage, c’est que le nombre v de classes obtenu aprés division n’est pas un nombre
décidé arbitrairememt. L’inconvénient, c’est qu’il peut étre trés élevé. Si nous prenons le pire

des cas en dimension 2, nous pouvons avoir 2**2 + 1 = 1057 classes!!! Un nombre astronomique,
que nous atteignons rarement dans la pratique.

5.2.3 Recollement

Cette phase est similaire & celle expliquée au paragraphe 1.2.2. Afin de déterminer le nom-

test. -

bre de classes, nous pouvons soit appliquer la méthode du: coude, soit la méthode par le test
d’hypothése, puisque le schéma algorithmique correspond aux exigences de 1'implémentation du
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5.3 Exemples

Traitons avec ce nouvel algorithme, ’exemple introductif (FIG. 5.1) des deux classes reliées

par un pont. La classification que nous obtenons est trés bonne (FIG 5.4)

FIG.5.4

Dans ce cas, comme la classification des données en deux classes est bonne, il y a lieu de se

demander quel est le nombre de classes de la partition optimale ?
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La méthode du coude indique une partition en deux classes (FIG. 5.5)
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FIG.5.5

Cet avis est partagé par le test d’hypothese.

classes

0.2
0.1
0.075
0.05
0.04
0.035
0.0256

W NN N N

79

4
Nombre de classes



Conclusion :

Pour ce nouvel algorithme, la bonne classification en deux classes est donnée & la fois par la

méthode du coude et par le test d’hypothése.

Voici un second exemple de trois classes rectangulaires (FIG 5.6)

FIG.5.6

10 illustre d’une part I’existence d’une classe hors de C et d’autre part le nombre plus élevé

de classes lors de la division. Nous dénombrons pas moins de 15 classes. (FIG.5.7)
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FIG.5.7
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La classification obtenue n’est pas trés bonne : voici la configuration des données en quatre

classes (FIG 5.8).
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: . 1 1
L . S
. J ; l'u 4]

FIG.5.8

Pour obtenir la configuration en trois classes, il suffit de recoller les classes 3 et 4

Enfin, voici le partitionnement en deux classes (FIG 5.9)

L LN
’l .":l‘_‘"l Y i } .' b |
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FIG.5.9

81



5.4 Conclusion

Nous le voyons, ’algorithme décrit dans ce cinquieme chapitre est loin de résoudre le probleme

de classification. L’exemple du pont de l'introduction est une exception.

Indépendamment de ce résultat, vu le nombre non limité de classes lors de la division, la place

mémoire pour stocker ces informations est trés importante.
Ultime conclusion, P’algorithme basé sur les hypervolumes et la maximisation du vide reste la

meilleure solution aux problémes de classification. Si d’aventure, elle ne marche pas dans un cas

ou l’autre, essayer toujours 1’autre algorithme. On ne sait jamais!
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Conclusion générale

Au départ de ce travail, deux problémes nous étaient posés :

- déterminer le nombre de classes de la partition optimale.

. obtenir une bonne classification lorsqu’il y a un pont entre les classes.

Pour déterminer le nombre de classes de la partition optimale, nous avons utilisé une approche
courante en statistique : le test d’hypothese.

Combiné avec la méthode, plus traditionnelle, du coude, il permet de résoudre a la fois des
exemples théoriques et pratiques.

Par contre, le probléme du pont entre les classes par I’implémentation d’un nouvel algorithme

est un échec. Nous avons di abandonner cette approche et la question du pont reste donc toujours

ouverte.
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Appendix A

Génération de points suivant une loi

uniforme

Nous présentons dans cette annexe, le listing du programme utilisé pour générer un certain nom-

bre de points suivant une loi uniforme.

Aprés avoir simulé des points dans un rectangle déterminé par quatre sommets AE, BE, CE,

DE, plusieurs possiblilités s’offrent & nous :.

- soit nous gardons ce rectangle

- soit nous obtenons un polygone :

En donnant les équations de droites des cotés et le caractére positif ou négatif qui permet de
définir pour chaque droite le demi-plan & conserver, nous obtenons le polygéne en éliminant les

points générés dans le rectangle qui sont dans ’autre demi-plan.

84



Enfin, I’algorithme génére également des points dans des ellipses. L’utilisateur doit fournir :

o les coordonnées du centre (Ci, C2)
e a: le demi-axe en X

e b:le demi-axeen Y

La génération est basée sur le méme principe. Nous générons les points dans le rectangle
[C1 — a,C + a] x [C3 — b,C; + b] puis nous retirons ceux qui ne vérifient pas 'inéquation :

(z-C1)* | (y—Ca)
a? + b? <1

Le nombre maximal de points dans une classe est fixé & 1000, le nombre maximal d’ellipses
et de polygones a 10.
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DECLARATION DES CONSTANT=S AT DES VARIABLES @

I

LOSILAL 5AR0:

INTEoER INT

INTRENSIC INT

REAL RNUNFRNOPT¢RNSCET
cXTERNAL %VJN s RNOPT, RNSCT
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Dc POINTS POUR LE RECTANGLE 7,K
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YCI3 = AINUNFQ)
XCIiyel) = (Y(ID(BEI-AE))+AL
ICI) = RNUNFC()
XCI92) = (ZQI)x(DE-LE))+CE
CONTINU:

Ay
eses On prond la partie entierz des

Cd 10 I=1sN
DJ 15 J=1,2
R(CIyJ) = INTCXCIpJ))
CINTINUE
CINTINUE

IF (NJR.ETG.D) THEN

eeo 51 on veut un rectanglay on

£ RECTANSLE

p%) "NOMBRE D& DRIITES P0OUR DATENIR UN POLYGONE *

éFFiCIENTS DE LA DRDITE “yJs ° aX+bY+c=0 SCANT:”

05171FC12 OU NEGATIFLCZ2] ? °

rectangl? [AE,8€] [CE43Eleww
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points gena2res ...

/ . . . .
2crit ces N voints dans le fichier.
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ENLDIF
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CONTINUJUE ) )
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ENDILF
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| 0y 30 I=1,N
2 .
YCI) = RNUNF()
L
XCLyl) = CYQID(RE-AE))+AE
¢
i 2CI) = RNUNFQ)
[
A XCin2) = CZCI):CODE-CE))+CE
50 CINTINUE
%
£
DU 43 I=1,N
03 40 J=1,72
RCIyd) = INTCXCLyJd))
40 CONTINJE
15 CINTINUE
_ Cu 45 I=1,N
[
" men 20Ur chaque pornty on vérifi@
E de 1°ellipse
- CQUA = CLRCIZ1)-C1)sk2/A
IF (EQUACLE-1.0D0) THEN
WRITECTs11sERR=9) (RCIoJ)9d=1,42)
G =G+l
ENDIF
&5 CUNTINUE
WRITE(%s%) "L "ELLIPSE “4Ky” 474Gy
5 CONTINUE

END

CCCwonrC

POINTS®

ur



Appendix B

Algorithme basé sur les hyperplans

Les listings proposés dans cette section concernent le programme décrit dans le chapitre 5.
Nous présentons tout d’abord le programme principal et ensuite, ses sous-routines.

Pour chacune des routines, nous spécifions les parametres ainsi que les variables locales.

90
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PROGRAM CLASAUTOVP

e wle ale ale ats als Vs e s vla s e wte Sfe Whe ute ale Wl afe e wle als 1o 0l 0'e WP vle wls wls ale Wls wle Wa ale B wle W l-d -‘-‘la ‘4\‘4\ e o' wle als Wis .\-\'v-'.---.“-..-}- \’--‘-‘-\-| 1
sesie e e s e s e e s el seln il Nl e e s ne s s e sl e e s e e s e e Mpdews e deale ety sdesirae et e ey le Mg sld e de e

< 3UT DU PROSRAMME @

3 Cet aljorithme en ciassification automatique est divisz 3n

2 trols partiese.

il 4§ Recharch2 des points du convaxe de dz2part. (201ints

e extremaux dans l2 reoere canonique et dans c2lui

s des vectaurs propres,)

ey #4 Division de ctelui-ci par les hyperplans separateurs.

i #r Recollamant de ces classese.

' I1 utilise les procedures suivantes ¢

X » JEVLS3F et JLINRG dans IMSL/LILB

& » INIT o, TISECOND » ISECONDIFF dans _MLIUTIL/LISZ

% o« LCONVEXE dans le fichier CONVEXE_NEW.FOR

i compilation ¢ 8LAS/LIBe¢_MLILINPACK/ZLIR
Il =23% efficace uniquement pour les problemes hien structures
et en dimansion deux.

b slosiedptidladn el dodd sk stoslialede sttt e dis e dlideate e alalive st e e s et el ale sfele el sl st aliis el e da e fodlentnals dadiodeae

qul contient l2 nombre maximal de2

()
4
=
=
1
>
.

Constante entirere quil contient la dimension maximale
du probleme .

CLAMAX 3 anstante entiere guil contient le nombre maximal
2 1z

E]
c 55@% .

Qo

o

SJLIMAX @ Constante entiers2 gqui contient le nombre maximal
2 55

5 avant le r2collement.

Tu)Lt gLy VARIABLES DU PROGRAMME:

JLU ¢ Variaoslz entiere gui contient le numero dunite logique
s3sacie? au fichier da donnees .

3IM 3 Variable entiere qui contient la dimension du problene &

105 ¢ Variable entiere qui permet de gerer les erreurs
d°entrees/sorties .

FICUJIN : Variable caracterz de longueur 20 qui contient le
nom du fichier e donne=2s .

PTOESB & TaSlezu d°entiers de dimension NPMAX sur DIMMAX
qul contient le2s coordonness des differents points du
sroblame « Les points (au nombre de NP) appartiennant
a un espac» de dimensicn DIM o

NP: Variabie entiere qui contiant le nombre de points
du probla2m2 .

numero dunite logique

JS : Variansle entiere gui contient le
les resultats.

assncie2 au fichier contenant

sle v sty e ate
HY 53




Sl ST SN A ST S S SR ol off o & SFF S o ST S ol S S ST ol il A o S Sl T Sl Sl i S S L S LS

Lok S Sy S S i o o S e N Y Y G Y Y el o

4

CCCCOCOC COT oo i o

FICRES ! Variaonle carsctera d2 lonqueur 20 gul contiant le nom
du fichier qui contiendra les resaltats .

NBRCLA ¢ Variable entiere aui contient le nombre d2 classe desire .
I9JsKyRrR 2 Veriables entieres da boucle .

POINT ¢ Tatleau de double pracision de dimension NPMAX sur DIMMAX
quil contient les coordonnees des points du problama
translate par rapport au centre de sym2a2triz .

VECPR 3 tabloau dene de dimension dimmax sur dimmax gul contient

les dimmax composantes des dimmax vecteurs proores d2 VAT,

Ww3C ¢ Variable entrere qui contient le nombre de classes courant,

NBPC : Vacteur d”entiers d2 dimension CLIMAX qui contizant le nombre

d2 points assncies & chague classe.

VELTAT ¢ Varranhle de dounle pr2cision gui contient le volumne d-»
convexe d2 depart o

PTE 1

a:
(]

se

ay d2nti=rs de dimansion DIMMAX sur NPMAX qul Zontient
sardonna2es des differents points dont il faut cherchner

(Yol
< O

1,
(=S
©
0..
o
3
2
3
W
-
Q
3
Cl
-t
3
—
p—
w
u
a
3
s
o
<o
3
(]

n
n espsacz caractarisas par

G —
ZEC w i

(DIM <= DIMMAX).

—
")
3
-+
[ R
@
S
%

elopo2 conv=xh. Les points (au nombre de NP) aplartiennent

HYPEAPL.AN  Tabl»»au de doubla praecision de dimension DIMMAX sur NHMAX
qui contlent les cozfficients des squations des hyoserplans.

A Lla sortie de¢ la routine, il y aura NY hyperplans,
Les 2quaticns seront de la forme 3

mm 2 Calpha % x ) =1 ou 0
ydim i i

Jn hyparplany dans un esnace d2 dimension DIM, est cdonc
caracteris2 par dim coefficients “alpha’® et un terme
indapendant. L2 tarme independant se trouvzray2 la sortie
dans l1la premiere ligne du tanleau HYPER1.
Les coaffizients “alpha’ seront dans lz2 taslesau HYPERPLAN.
Les “x” correspondant aux coordonnaes d”un point.
Le tarme indep2ndant peut 2tre 1 ou 0 suivant Ju2
1°hynearplan passe ou non par 1 origine (0y.a.90).
VECTRA ¢ Voacteur da double precision de dimension DIMMAX .
11 3°=2git d°un vezteur de translation utilise pour quz le
point d2 coordonnees (0y0seee90) soit interieur 2u polyndre
de nase. Leci facilite la racherche da2s egquations des
hyparplans. Si COND est “true”s los ejuations des hyparplans
sa2ront relatives a ce vecteur, 5inony elles searont absolueas
{Leze relatives a la vreiz origine (Lyeees D))

ATE 2 Tebleau dentiers d2 dimension DIMMAX sur NHMAX guil contient le
rafa2rences des points composants une face. Cette reference
correspond au tableeu PJINT. Il faut faire tres attantion au
fart Qque vLour nousy une face 25t un ensemble de CIM ipoints
differents. Par exemple 3

- 2n dima2nsion 1 ¢ face = un point

- on dimension Z : face = un s2gmnent

~ 2n dimension 3 : fac2 = un triangls
- en dime2nsion 4 ! face = un tetraz2dre

® o ®
D2 e faity un meme hyperplan p2ut contenir plusisurs facas.

POLNTL & V
&

p ible2s durant 1“exeacution de la sous-routine :

e —1 3 le point n”"a pas encore ate traite,

i D s le peint est interne au polyedre courant,

e« *#1 2 le point est sommet du polyedre courant.
A la sortie d2 la sous-routiney seuls les deux derniers
statuts rastent actifs (i.e. on associe a chagu=2 s2oint un
d2s deux derniers stetuts).

ur dentiers de dimension NPMAX qui zontient las statuts
123 a chague point. Jn considere gqu”il y a trois statuts

kl
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FALEL

NaPF

NHO 2

vitur

4Y"2ER1 ¢ Tableau dentiers de dimension 2 Aui contient dans la premiare
ligne la2s statutls assocles 2 chague hyperonlan.
0n ~onsider=2 qu’il y a trois statuts possibles 3
« 0 3 l:hyperolan @ast interne au polysdre courant.
« 1 1 1°hypaerplan est transitoire.
e« 2 & l°hyperplan est final.
Lz deuxieme ligns du tablezau contient le nombre d2 faces
inclues dans un hyperplan, La trolsieme li?ne contient la
roferance da la premincre face inclue dans ‘hyperalan.
Cztte rafarence corraspond au tableau FACE . A lLa sortie de
la sous-routine, seuls les hyperplans finzux sont conserv2s.
025 lorsy la premiers ligne de HYPER1 na plus de raison
dietr2, Un y met le terme independant de 1l 2quation d2
l°hyparplan.
! Vacteour d”entiers. Uans ce vecteur s a chaque face correspond
un nombre., Il correspond a la reference d°une facoe appartanant
au meme hyparplan., $7il n"y en a pas d autres s valeur est 0.
+ vVarianlae »ntisre contenant le nombre de points dont 11 faut
cherch2r 1l 72nvelopp? cConvax2.
Variablaz entiere conta2nant le nombre courant d’hyperplans.
A la sorties cetts variable contiendra le nombr=2 d“hyonerplans
finaux. :
Variable 2ntirare conternant le nombre courant de faces. 4 1a sortia,
catte varianle contLendra 12 nombre da2 faces inclues dans las
hyparnlans finaux.
“ 3 Varianles doubl2 precision contenant 12 volume du polyadre,
{ Tabicou d"entiers de dimension CLAMAX sur NPMAX dont La

LUNV

Tl 3
T2 @

N3H

iMIN

LMAX

*
-

cass (IsK) =ontient l2 numerc du K 2me noint de 1a zlasse I o
Tamps CPU pour trouver les sommets du convexe d= departe.

Tamps CPU pour la division de c2lui-ci par les hyperplans
s2paratsurs .

Tamos CPU pour le racollement des classes.

Nomprza d‘hyparnlans separateur gui diviseront le convexe o2
depart.

e

Tablzau d entiers qui ceontient les indices des points
minimum d2 chaque dimansione.

Tableau d"entiers qui contiznt les indices des points
maximum d2 chague dimansinne

IMINRP $ Tableau d“entiers gqui contient les indices des points

minimum d2 chague dimension dans le repera des vecteurs
proprase.

[MAXRP : Tableau d°entiers qui contient les indices des points

maximum da chague dimansion dans le repere des vecteurs
Propress

NE 3 Nombra de points extramaux diffarents.

NSJM ¢ Nombra de saommets du convaxe de departe.

[EX 2 Tapl2au d°2nti2rs contenant les indices des points extremnaux
diffarents (c”2st une synthese des tableaux IMIN,IMAXy IMINRP,
IMAXRP Do

Mo

NATOT : var. entiere qui contient le nombre total de points dans

les classes avant le recollement.(pour la verification)

INU * var. entier2 qui represent2 l7indice dans le nouveau convexe .
du point que 1°on traite s”il y @ lieu de le mettre dans c2luli-ci

Hy o .

var. 2antieres qui reprasantent las extremites d®un cote du
convaxe de dapart.
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NEPR ! var. =2ntierz gui contient le nombre de points dans la classe

RESTE.
RESTE ¢ tanvleoau depe gui contient les coordonnees des points qui

ne sont pas dans le convexe de depart.
SCM o veriable de.p. intermediaire pour calculer le centre de gravite.
LG ecteur dep. d2 longusur GIM gui donne les coordonnz2s du

antre de gravite.

EGAL 3 var. lojiyue qui est a false 51 le point extramum que 1l on
est en trnln de traiter n"est pas deoja dans le vecteur LEX

INTER 2 *aslaau de varianle logigus gui positionne l2 point (oy0)
par rapport aux cotes du convexes

300L . trbloaJ de variablas logiaue qui positionne 12 point considere

na apport aux cotes du convexe.

JIFF ! var. logique gui est a_tru2 s5°il y a une differenc2 entr-»
les tanleaux INTER et 3CJL.

LONC 2

AUX14,AUX2 & var 2ntieres gui rapresentent les deux classes qus 1°
on racolle.

PTMLN : veztoeur dep. qui contiant les DIM valeurs minimales (une par
direction ).
STMAX : vectaur dep. qui contient les DIM valeurs maximales (une p3ar
direction ).
PTREPRIMIN ¢ vecteur de.p. gui contient les DIM valours minimales
{une par dir2ction ) dans le repera2 des vectaeurs prooares,.
PTREPRIMAX ¢ vzcteur dep. gui ntient les DIM valeurs maximales
(une par direc tlon ) dans le reperas des vecteurs propres.

PTREPR] ¢ tablezu dep. qui contient les DIM coordonnees des boints
dans l2 repere des vacteur propres.

VAXPR 3 vactoeurs deps aui contient las DIM valeurs propres d2 la
matrice MAT.

INVVECTPR ¢ matice dep. 1nvers:2 de la matrices des vectzurs proor:s.
VOLU 2 vect2ur d.p. gqui contient l2 volume de chaque class2.

SCHvVe 3 dans la bhase canoniquec

anleau depe qui contiant les coordonnees
235 vect. pr.

ta
des points extremaux dans le reper2 d:

AYPT ¢ a chaque ligne son a2 3
colonne 1 et 2 3 les ﬂxtr mit2s du pra2mier cote
HoH 3 et & 3 n " du ue'ond cot?
colenne 5 2 l2 terme ‘nderendﬂnt de 17 hyperalan sapar>taur.
n & * le coafficient de x v "
coalonne T 3 " n y

MAT % mnatric? Jdep. resultat du pro 4quit de la matrice d2s points var
s5a transpose2.

ELdUA 3 var de. ps. pour rendre l°ecriture plus compacte.
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GO OO

Hal =g
[« W]

g END=%5) (PTOZB(NP+1,1),1=1,CIM)

CUNTINUE

ARITCE(2955) ) .
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WRITEC(y2e) "MISE A JOUR
L
CaLL CCNVE XL(PT HYPERP
. + A(. 'JIM,
[
% see Calcul de 1°ccart e
i I (L.LT.AUX1) THEN
CCART (I,AUX1) = VOL
ELS:C
ZCART (AUX1,I) = VOL
i ENDIF
“ SN LE
393 CSNTINUE
; esa Mise2 2 jour de la matrice
7 DU «20 I=AUX2,NBT
2J 425 J=141I-1
IFCJaNELAUXL) THEN
IF (J.LT.AUX2) THEN
ECART(JsI) = ECART
ELSE
ECART(Jy1) = ECART
cNDIF
ENDILF
425 CONTINUE
PORY CONTINUE
C
_ GoTI 350
- ENDIF
critar = 0
do L=lynbrcla
criter = critertvalu(y)
andco
c .
) wrrta(liy )'critere:',grlter
£ atetn e e 15 e e A
G vee afficha des re;ultat? i
l’u ________________________________
i WRITECUS %) ° APRES RECOLLEMENT °
l’: 5
i WRITECUSy=) " LT NOMBRE DE CLASSE
C
o0 &390 XK=1,NORCLA
¢
leT':(Ui.:::)':::::::::::::::::
WRITELUS ) N .
WRITElUSy®) T VODLUME c LA CLA
C
WRITE(USy=)® LE NJIMSRE DE POI
L
_ WRITECUS,%)"LES POINTS SONT
- D5 435 I=14N3PCCX)
WRITE(US
4305 CONTINUC
«30  CCNTINUE
&
CLOSZCUS)

END

DE LA MAT DES

LAN, VECTR
NBPF NHy N

m

i

— e
ma =
O -
= w
= -
=
p=2
> T
- =<
i
Z:U

AyF
FoV
ntre les deaux

UME - (VOLUCI)+VOLUCAUXL1))
UME - (VRLUJCID+VOLUCAUX1))
des ecarts ...

CJypI+1)

(J+ly1+1)

S EST :7,N3RCLA

SSE NUMERD"¢Kys® 27, VOLUCK)
NTS EST 3 "y NBPC(K?
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wdUsLE PRSCISION FUNITIGN SQHYPCPOINTZCOEF,PT4DIMy JIMMAX)

INTECGOER 2ToDIM,DIMMAX
JUUBLE PRECISICN POINTC4=DIMMAX,DIMMAX),COEFCDIMMAX+1)

INTroeR I

=QA4YP = UU%ial)

J0 5 L=1y2

J0 EquP : TAHYP + (CCEZFCI#1)=POINT(PTLI))
COUNTINUE

ciNO

R aa g -ROUTINE ¢

iR23 2

auations des hyperplans saparateurs en dimension ? 4°un
tonvaxa dont la

S sommets sont donnes dans un ordre cyclique.

...-__....—_._._...—_.———.—..—_.—_-..__.-_..____—_..-...-_-—_—.-__—-.._._

M 3 variable entiere d"ENTREE qui represente le nombra de sonmets
du convexea

JIMMAX ¢ Constante entiere (ENTREE) qui contient la dimension maximale

du probleme .

NBH ¢ variable sntiere deo SORTIE qui contient le nombre d°hyperplans
s5eparateurs,

SUMMET 2 tableau deps (ENTREE) qui contient les coordonnzes Hdes 4
sommets,

HYPT & tableau d.p. (SORTIEZ) da NBH lignes et 7 colonnes
a thague ligne »ON a i

colonne 1 et 7 125 extremites du premier cota
L " [1

o 3 et & 3 v du second cote
colonne 5 ¢ le terme independant de 1°hyparnlan s@parataur,
u H 2 le coafficient de x " t "
colonne 7 1 v " "oy
JECLARATION DES PARAMETRES =

INTEGER My0IMMAX4NBH
JOUBLE PRELISION SOMMET(4xDIMMAX,=)yHYPTC20,7)
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TA3LE D&s vVARLIABLES LCCALES 2

I * variable entiere qui rapresente le numero de 1°hyperplan courant,

Lea 2 var ontiarz2s qui rapr2sentent les extr=2mites du premier ccte.
Ced * var antieras qui representent les extremitas du se2cond cot=2,

STIP @ var antiere qui rapresant»? quand la seconde boucle du
prozramme s arrata,

LDEFHLZCIEFHZ t var depe. qul contiennznt les trois coefficients des
ejuaticns du premier (resp. du second) hyperplians

EGHY? & var de.v. fonction declaree ci-dessus.

30JL & tab. logigqua2 aui decrit comment se situe les points A4B8,C,D
par rapport a 1l hyparplan considere.

socnt a “true’ si on garde

LARDZIR1, 3ARDIH2 & var logiau es qui
d) hyparplan. Zes deux varianlas

oramiar {rasp le sacon
tDLJoUrS OPPISRE 3.

ul -

R
3
't

JECLARATIUN 2BES5 VARIABLES LOCALES ¢
INTZ5LR L4039 09095T3P

JUJBLE PRECISIION COEFH1(3),CO0EFH2(3),,EQHYP
Lowlcar HCILI4) s GARDEHL,, SARDREHL

XTeXNAL EJHYP

I = 0
# # Pour cnague cote A8 ##
Uil 1D As1yM-1
s = A+l
IF CA.Ede1) THEN
3T2P = M-
cLS:z
STIP = M
ENOIF
# % Pour chague cot2 CD non contigqu a A3 #» %
CJ 15 L=a42y5TJP
IF (LeLT.M) THZN
D = CL+1
cLok
U o= 1
ENCIF
I = I+1
4 % Jn calcule les coefficients du premier hyperplan & #
CefrH102) = (SOMMETCA 2)-SOMMET(8,2))+4
i CRIMMET (D 2)~3OMHETCC,2))
COEFAL1C3) = (SOMMETCC,y1)-SOMMET(D,1))+
(SJMME¥E§'13-SSEEE¥EQ,%gg
EFH1C1) = C(50MME g 1) £ v -
Lo C2OMMETC3, 1) SOMMETCAy 2 )=
(SOMMET(C s 1)%SOMMET(Dy2))#
(SOMMET (D 1)xSOMMETC(Cy2))
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SUZRUUTING CRORECSOMEXyNB 9y IIMy DIMMAX,COTESOMMET,,NSOM)
SUT DOE LA 53us-ROUTINE

Chlid MRl e

Srdcnner l2s sommets d un convax: de maniere cycligus .

Thuilz JES PARAMETE=S ¢

N5 3 Var eatiere d ENTREE qui renr2sente l2 nombre d» sommets au dz2part.
L1 2 var 2ntier2 d°SNTREE quil contiant la dimansion du problema,.

LIMMAX 1 Constante entiere (ENTREE) qui contient la dimension maximale

du sr2bleme .

HSIM : var 2ntiere da SORTIE gui contient le nombre de sommz2ts du convax
a 1a fin.
SUMEX 1 120 depe d ENTREFS aul contient les coordonnes des NB scmmets d=
depart.
SUMMET & tab de.pe de SORTIEZ aui contient les coordonnes tdes NSIM
sommets darrive.

INTESER NB OIMeDIMMAXy NSCM
b0J3LE PRECISION SOMEX(64%DIMMAX ) SOMMETC4DIMMAX 932)
EXTERNAL CUTE

TAZLZ JZ5 VAQIABLES LOCALES 3

INS ¢ vezstaur Ju

1 contient les indices des sommets qui rastant a
ordonnar. 5i 171 =
1

Oy 12 sommet est dejn ordonne.
Lyde&syl : variab
P 2 indice du somm2t courant.

PT5UR 1 vectaur yul donn2 les indices des sonmats qui sont alijnas.

L + nombre d2 somm2ts alignes hormis I et IPREC.

Y & nombre d2 somm2ts quz 1°on ratire a chaque iteration .

iPREL & valeur d2 I a la& prezedente iteration .

A9y3 I 1ndices des deux points les plus eloignes sur un2 meme droits.
CJJIRL : 1dem

51952 ! vectaurs qgui contiennent les coordonnes des sommets zourants.
JIST ¢ la distance entre las point A et 8

JISTMAX 3+ maximum de DIST.

FCRMJLE zalcul intermediaire qui permet de veoir si 51,52 et le

pramier point ordonna sont alignes.

o

REJET ¢ variable logigue qui est @& "TRUE" si tous les sommats sont
d"un meme cote dr la droite formee par 51 et S52.

LHANGESZ ¢ variable logique qui est a "TRUE"™ s”il faut changer la valeur
d2 52.

FIN : variable logigue qui 2st o "TRUEM" si FORMULE est nul et donc
tous las sommets sont ordonnas cycliquement,.
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JECLARATION 2JES VARIABLES LLCALES ¢

lNrE‘..iEq INJ(B)OJ'P!I’K’PTSUR(&)’L’J’Z‘Y]IP'{EC’A
JUUSLE PREZISION 51(2)|32(2)|013T|DISTMAX,

LC5IuaL

13, CO3IRH(2)
FORMUL =

REJETy CHANGESS ' FIN
B 4 Initialisation # &
IPRzL = 1
Y =
NSSHM = N3
INOCL) = 0
ol 5 =243
INLCK) =K
CONTLNUE
od 1) J=s1,0IM
S1CJ) = SIMEX(Ll.Jd)
COUNTINUE
P = 1
U L1l J=1l,y2
SCMMET(P,JY = S1C4)
CONTLNUE
IF (PeuT.N30M) THEN
# # tant gue taous les sommets n“ont pas 2t treoites ¥
I =1
ReJET = TRUE.
B # tant gque 1°2n r2jztte 12 sommet S2 2t gue 1%on n°a
consid2r2 tous 25 sommets faire ...
e ((&Ef: eCRoo TRUF 4D ANDW2(LsLELNB)) THEN
1 = +1
F CIWNDCI)eEQRLDD) THEN
I = I+1
GUTY 25
ENJIF
v0 2& J=1,2
S2CJ) = SCMEX(I,
CONTINUJE
IF (Pa.G5E.3) THEN
# B apres avoir aordonne au moins 3 sommz2tsyvolr si
2 sommets S1,352 qua l1l7on considerz2 sont alianes
la pra2mier ordonne.
FORMULE = (52C1)-51(C1))= (SD.E XCly2)- ))
-(3202)=-31(23):=(S0MEXCLly1D~- ))
FIN = (FORMULEZ.EQ.0)
I (FIN) THeN
# # si ouily alors la boucle est bouclee, # *#
c’est Ia finy 11 faut mettre a jour NSOM
Z =0
DD 17 K=1,N4
IF (INOCK).NE.0) THEN
L = 1+1
INDIF
CINTINUE
N3CGM = NSOM - [
G3TJ 100
E@D[F
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sont du meme cote

qun

AE

points alignszs

rero % compter combian

Ca5.

it
“nC

d

[ fay P

2

Z=ZA
PTG L

>N
MAre

ouZ

—A—rT:
Line

52 # %

t & si nony on continue # A
L CUTECSL1eS52950MEX NSy DIMMAX,REJET,PTSUR)
CHaN3ESZ = JFALS:.
g 4 351 tous les sommets
IF (JN2TLRZJET)Y THEN
L= 1
Z = )
# « tant qu”il y a des points des
7 IF (CPTSURCLINELO) e ANDe{LLLES6)) THEN
g & 31 c¢2 n'est pas
mattre sOn iLndice A
sonmats scent dans le mame
1F ((PTSURCL) .
INDCPTSJRLLY) = 0
L = 1 + 1
ENOIF
L = L+1
GaTl) 27
ENJLE
Y = Y +
ENUIF
¢ = Chaoisir les
quils deviennant les sommets
DISTMAX = 0
03 8 A=1,5
20 22 3=da+41,5
IF ((PTSURCA)NZ.0)AND.CPT
DIST = (SOMEXCPTSURCA)y1)
+ + (SIMEXI{PTSURCA) )
1F (DIST.5T.DISTMAX) THEN
JISTHMAX = DIST
COCRu(C1l) = &
COQRJ(CZ2) = 8B
ENODLF
ENDIF
4 CONTINUR
e CONTINUE
# % Mettre a Jjour les ccordonnes
A = CJ00Ro(CL)
3 COIRDC(C)D
IF (PTHUR(CA)LEJLIPRE THFEN
17 (PTSUR(H).NE.TI) THEN
$52(1) = SOMEXC(PTSUR(3)s1)
32C2) = SOMEXCPTSUR(CB) v 2)
CHANGES2 = «TRUE.
ENDILF
"S30F (pTSURCA).NELT) THEN
52(1) = SCMEXCPTSURCA),1)
35(2) = SOMEXCPTSURCA)y2)
CHANGESZ2 = +~TRUE.
ENDIF
ENDIF
ENUILIT
S0TG 29

cCCcCo

XN

latatv:
mm

N =
- » T

un des 2 sommets considaraes,

NEI) ANDC(PTSURCL) NESIPRZC)) THEN

ror— i
s
s

poeints las plus eloign2s pour # #

2o a0
Ety

3% 3%

(RN a N
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1 “indice IPR

then

SIMMET,S1 =t

EC ¢ ¢

NSOM 2

cde
cote

nombre

N3
mema d

ve les indic

du point A

C.(ENTREED

NTRZE)

a "TRUE"™
droite A3 =2

si tous

) dont 12
e la dro
es des oo
et 8§ da

ontient l»s conordonnees das points que

du propnlema. CENTREE)D

3

t a

indices des points de

3 0 Mettr= ¢ Jour
17 (LAANGES2) THLN
1f (ptsurdh).na,iprec)
IPREL = PTIUR{Z)
2l
iprec = ptsur(ad
endlf
ELSE
LPREC = 1
ENLLF
iNoCl)y = 0
Pz Pl
» % mattre a Jour
bl 34 J=1,2 _
SAUMMET(P ) = 520d)
i 21Cu) = S204)

U CoNTLINUZ
NSOM = NSIOM - Y
Y =0
GaTJ ih

cNJILF
VRV CONTINUE
=N
SUBRIUTINE CITECAs33C s NByDIMMAXyREJETPTSUR2
DQT_J: La ;CJS- QUTIH: H
Voir s5i tous las points (au
dans 12 tasxleau C sont d” un

51 pon, RTJET 2st mis a "TWUI".

PTS5UR 25t un tableau ou 179n trou

sur la droit2 e

Ta3LE 265 TARAMETRES 4

Ay3 2 countiznnant Les coordonnees

consider::e.
(ENTREZ)
N2 @ nompr2 de points du tableau
e 3 teblsau gul ®
par rappoert a la droit:? ABL(E

GIMMAX & Cimznsion maximal 2

REJET @ variable logiague gul est
sont d’un meme cot: de la
(SORTIE)

PTSUR ¢ wvectaur gui contisnt les
s51tuz2 sur la droite A3.
(S53RTIE)

SECLARATICN DES PARAMETRAES 3

SNTEGER

NG9 DIMMAXPTSURCS)

JOUBLE PREZISION AC2)95(2)9CC4=OIMMAX )

LUsICAL

REJET

le
"EALSE

s C rdonnz2s

00 soant
te 43,

ints qu4i sont

la cdrotite

1°on vaut situszr

points d= C

EM s1non.

C qui sont
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TA3LE UES VARIABLES LOCALES 3

lydeX * veriable dz boucles.

T

-

atd

: EveolLuation de 1 expression analytique d2 la droite AB  2n un
point du tablz2au C.
BU3L 3 verizhle2 logijus nqui situe le premisr point de C
2 qu ios ] 2 2 C par ra
a 13 droite ARd. ° apport
LPT 3 vecteur logitode qui situe l2s autres points d2 C nar racport
a la droite Ad. ‘

INTESER 19JdsK
DOUBLE PRECISION EQ
LUOGICAL 300L,BDOLPT(2)

OC @ L1=1,6
PTSURCI) = 0
CONTINUE
I =1
LG = ((B(l)-A(l))*(C(IvZ)-ﬂ(Z)))"((8(2)—&(2})$(CC111)—A(1}))
a0IJL = (EQ.LES.9)
REJET = 300L
I = ¢
J =1
IF C(l.iLbE.N3) THEN
Eu = ((3(1)-&(1))*(5(1'Z)-n(Z)))_((B(Z)~ﬂ(2))*(C([g1)—ﬂ(l)))
IF (E4«EQRaD) THEN
PTSURCJ) = 1
d = J %1
ENUILF
SCULPTCL) = C(EQ.L7«)
I = I+l
53T 95
ENOIF
K = &
ILF ((EUDLP{(K).EQ-BDJL).QNO.(K.LE.NB)) THEN
K= K + J
GoT 10
chNJOLl~F .
iF (ﬁcl‘iuon*‘l) TH&\J
ReJtET = ~FALSES
5
REJET = -TRUE.
CNOLF
END
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