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Introduction

L'optimisation de structures et de formes est confrontée a des problé-
mes de minimisation cofiteux. Les principales difficultés viennent du grand
nombre de variables et de contraintes non linéaireé d'inégalité qui sont des
fonctions implicites difficiles & calculer. En effet, leur évaluation numéri-
que précise demande une analyse aux éléments finis compléte et le cofit calcul
devient souvent prohibitif pour des problémes‘de grande taille . Ceci expli;

que les recherches pour développer des méthodes adéquates nécessitant peu

d'évaluations de fonctions.

' Le Laboratoire de Techniques Aéronautiques et Spatiales de l'Université
de LIEGE utilise actuellement une nouvelle méthode qui s'avdre en pratique
efficace pour la résolution de ses problémes et pour laquelle aucun résultat
théorique de convergence n'avait été prouvé. Le but de ce mémoire est essentiel-
lement d'étudier les conditions de convergence de la méthode ou les modifi-

-

cations & y apporter pour qu'elle converge.

-

Le premier chapitre sera consacré a la présentation de problémes types

en optimisation de structures; dans le deuxiéme, nous étudierons les raisons

qui sont a l'origine de la méthode présentée et illustrée dans les chapitres

3 et 4. Un algorithme sera exposé au chapitre 5 et le sixiéme chapitre concerne-
ra les résultats de convergence et les modifications possibles & apporter a

la méthode. Enfin, quelques résultats numériques illustreront la méthode dans

le septiéme chapitre. Dans un souci de clarté, nous présenterons les démonstra-

tions en annexe.



JARL Y

0.Définitions

Ce chapitre contient des définitions de concepts qui apparaltront
assez fréquemment dans la suite de l'exposé. Le lecteur pourra s'y référer

losqu'il rencontrera ces concepts.

Multiapplication ou application multivoque

Une multiapplication ou application multivoque A:X — &(Y) est une
application qui & tout point de l'ensemble X fait correspondre un ensemble

de points de l'ensemble Y.

Multiapplication fermée

La multiapplication A:X — ®(Y) est dite fermée si et seulement si
pour toute suite (xk) de X convergeant vers un point x, pour toute suite
(yk) de Y convergeant vers un point y et telle que yk~appartient a A(xk)
pour tout k, y appartient a A(x). ‘

Fonction Lipschitzienne

La fonction f est (localemerit)Lipschitzienne de constante de LIPSCHITZ

égale a4 L au point x si et seulement si
l1£(x) - £y ¢ Llx - ¥l
pour tout point y (dans un voisinage de x).

Dérivée directionnelle

La dérivée directionnelle d'une fonction f au point x dans la

direction d est notée f'(x;d) et est donnée par

1im flx +2d) - f(x)
A= 0 A
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si f est continlment différentiable alors
T
Frixid) = V20814

ot wf(x) est le gradient de f au point x.

Fonction convexe - fonction concave

La fonction f & valeurs réelles est convexe si et seulement si
quels que soient x et y dans le domaine de f et pour tout réel ) strictement
compris entre 0 et 1

£l x + (1 =2)y)e f(x) + (1 -A)f(y)
Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit convexe est:

£(y) - £(x) » v£(x) Ty - x)

La fonction f est concave si et seulement si la fonction (-f)est

convexe,

Probléme d'optimisation convexe

Un probléme du type min f(x)

S.Ce hj(x)4 0 J = Lgare s 410

(0.1)
oi f et hj sont des fonctions de Rn a vaieurs réelles,est convexe si

les fonctions f et hj pour j = 1,...,m sont convexes.

Probléme d'optimisation séparable

Un probléme du type (0.1) est dit séparable s'il peut se mettre sous
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Conditions de qualification de contraintes

\

Il y a différentes conditions de qualification de contraintes possibles,
dans la suite de 1'exposé, celle qui nous sera utile est la condition de
SLATER: les fonctions f et h. sont convexes et il existe un point X.stricte-

ment 34 l'intérieur du domaine admissible, c'est-a-dire hj(i) <0 pour j=l,...,m

Probléme dual

Considérons le probléme (0.1), son probléme dual est défini par

max 1(A)
A0

o 1(A) = ::l:Rn{f(X) + g‘./\jhj(x)j (0.2)

Une propriété importante est donnée par le théoréme de dualité forte:
pour tout point x admissible pour le probléme primal. (0.1) ét.pour toute

valeur ) positive.f(x) > 1(A).
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CHAPITRE 1

PROBLEMES TYPES

EN

OPTIMISATION DE STRUCTURES
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1. Problemes types en ' r
optimisation de structures

\

L'optimisation de structures traite de problémesou il faut chercher
selon un certain critére (par exemple le poids ‘minimum) la meilleure struc-
ture (par exemple une aile d'avion,des systémes de barres) en respectant des

contraintes physiques ou de fabrication.

Pour attaquer ce difficile probléme en employant des méthodes
mathématiques,il est nécessaire de restreindre la recherche dans un sous-
ensemble de toﬁtes les structures possibles. Une maniére habituelle de
rendre le probléme quantitatif est de diviser la structure en éléments
reliés entre eux par des noeuds.Ceci peut &tre fait de fagon naturelle
(comme pour un assemblage de barres par exemple) ou selon la méthode des

éléments finis.
1.1. Pylone [ 4]

Considérons un pylone comprenant 39 barres ayant la topologie ci-

“dessous (fig. 1.1). 11 y a 39 éléments et 15 noeuds. En supposant que les

noeuds au sol et au sommet sont fixés et que le pyldne reste éymétrique,les

niveau 1

niveau 2

niveau 3
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variables sont:

£ la
r, le
i

a, la

a, la

a,  la

a, la

ag la

Un probléme consiste a

coordonnée en z des noeuds du niveau

rayon du pyldne au niveau i

section des
section des
section des
section des

section des

-

éléments
éléments
éléments
éléments

éléments

définis par
définis par
définis par
définis par

restants

les

les

les

les

minimiser le poids de la

paires de
paires de
paires de

paires de

structure

ments sont soumis & des contraintes de torsion dues a une

121.,2,3
i=1,2,3

noeuds (1,4),(2,5)
(3,6)
noeuds (4,7),(5,8)
(9,12)
noeuds (7,10),(5,8)
(6,9)
noeuds (10,13),
(11,14),(12,15)

oli tous les élé-

force. La force est

composée de trois forces identiques agissant sur les trois noeuds du sommet.

Chaque force est du type (O,Po,-2'Po),c‘est-é—dire que la composante verti-

cale est deux fois plus grande que la composante horizontale. La géométrie

optimale est celle de la figure(1.2).
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1.2. Structure de la monture du moteur d'une fusée auxiliaire d'Ariane [ 1 ]

Ce deuxiéme exemple concerne une application de techn{ques d'opti-

misation pour la fusée Ariane 4.
Quatre fusées auxiliaires seront attachées a une future version du

vaisseau pour en accroitre la puissance. (fig 1.3)

L[]
[ ]
:
L]
:
i
i
] i
’
:
e
#1014
liyw
u:n
i F s ! structure de la monture
1 fusée auxiliaire.[:
T vreea B ‘ du moteur
A )
1% : Y
Ty 1
1
1515 D
Ariane 4 fusée auxiliaire

(fig.1.3)

Il est fondamentalement important d'obtenir une structure de poids
minimal car un kilo gagné sur la fusée permet d'augmenter la charge embar-—

quée de 0.14 kilo. Le modéle aux éléments finis (fig 1.4) comprend 4883

S— -~ e R T T T R o AR A T T (T T S ) R S T




degrés de liberté et 1008 éléments finis. L'objectif est de minimiser le

poids de la structure soumise aux contraintes suivantes:
- limitation de la tension dans l'anneau supérieur

- tension maximale acceptable sous 1l'application de certaines
forces
- contraintes de rigidité locale prises en considération en

plusieurs points critiques (par exemple des points ol des

équipements sont attachés).

Structure de la monture du moteur

(fig.1.4)

T T T T T N R T T ST T R T
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FORMULATION DU PROBLEME
ET |

MOTIVATION POUR UNE LINEARISATION CONVEXE
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2.Formulation du probleme et motivation
pour une linearisation convexe

2.1. Vers une linéarisation convexe

Le probléme d'optimisation considéré est le suivant:

min f(x) (2.1)

S.C. hj(X) <0 . J=1,...,mb (2.2)
I d.., x. £ 4. j=l,...,m (2.3)
1 ij 1 _ ] 1 :
b ¥ ¢ Xy el i & o (2.4)

La fonction objectif (2.1) est une fonction non linéaire de poids. Les iné-
galités (2.2) représentent des contraintes de comportement comme par exemple
des tensions ou des déplacements sous certaines forces. Les variables sont
sujettes a des contraintes de bornes reflétant des considérations de validi-
té ou de fabrication. Généralement, les variables sont reliées par des
contraintes linéaires explicites(2.3) qui tiennent compte de limitations
technologiques comme par exemple des. bornes sur l'épaisseur totale d'un
certain nombre de couches de types différents. La difficulté de ce probléme
non linéaire vient du fait que les contraintes (2.2) ne sont pas connues
explicitement et leur évaluation numérique précise nécessite une analyse

aux éléments finis compléte. Le colit calcul devient prohibitif pour des

problémes de grande taille.

Pour résoudre ce typé de probléme,deux approches sont possibles. La
premiére est basée sur des méthodes zénérales de programmation non linéaire,
méthode de pénalisation [8], méthode de directions admissibles[8] etc. Ces
méthodes donnent d'excellents résultats de convergence mais le colit de leur
application augmente treés foft avec la taille des problémes. Dans une
deuxiéme approche, le probléme d'optimisatioﬁ est transformé en une suite
de sous-problémes appréximants ayant une structure algébrique simple. Les

-

contraintes de bornes étant faciles a traiter restent inchangées.
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La convergence de ces méthodes dépend essentiellement de la qualité des
approximations utilisées. Si l'approximation est mauvaise, le processus

peut diverger ou converger aprés de grandes oscillations.

2.1.1. Linéarisation directe

Une premiére maniére est de linéariser la fonction objectif et les
contraintes en fonction des variables directes X, les sous-problémes
obtenus sont strictement linéaires et la méthode du simplex peut s'appliquer.
Cependant,la solution optimale du sous-probléme explicite se trouve toujours
sur un sommet du domaine admissible. Le processus peut soit converger vers
une solution ﬁon optimale du probléme réel, soit diverger, soit osciller
entre deux sommets non optimaux. Il est possible d'introduire une stratégie
de "move-limits'", cependant il est difficile. d'obtenir une estimation conve-
nable de ces"move-limits", de plus, cela aura souvent pour effet d'augmenter

le nombre d'itérations.

2.1.2. Linéarisation inverse

Une deuxilme manidre est de linéariser les contraintes (2.2) en
fonction des variables inverses (l/xi) et la fonction objectif en fonction

des variables directes (xi), nous obtenons le sous-probléme suivant (annexe Al):

of
/ min % pong . Xy (2.5)
ifx
3h 3h
2 J 1 j )
o ] —_ & o - et = e

S8+ C-. % (Xi) axi 0 x5 h,(x?) E axi x°l J=Li My
(2.8)

¢ d T .
| I dij x; dj j=1, 'my { 2:7)
\ Eié xi__-t.._ Ei b1 IR o' (2.8)

Remarquons que pour que le changement de variables zizl/xi soit valable,
il faut que les variables x, soient strictement positives,une simple
i

translation peut l'assurer,
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Jusqu'a récemment,les problémes d'optimisation de structures considérés ne
comportaient pas de contraintes linéaires {2.7). Dans ce cas,en faisant un
changement de variabies Zi=l/xi’ le probléme explicite (2.5-2.6-2.8) est un
probléme de minimisation d'une fonction objectif non linéaire sous contraintes
linéaires. Un tel probléme peut &tre résolu en utilisant une méthode de
gradient projeté,méthode particuliérement bien adaptée dans ce cas [8].

En introduisant les contraintes linéaires,le probléme (2.5 & 2.8) ne peut
plus &tre résolu par un algorithme de projection:qu'il soit formulé en terme
des variables directes X; ou en terme des variables inverses l/xi,il comporte
toujours des contraintes non linéaires. De plus,il n'est pas nécessairement
convexe et la résolution du dual peut poser des difficultés,c'est pourquoi

il a semblé nécessaire d'obtenir des sous-problémes convexes.

2.1.3. Linéarisation mixte

Il est possible de combiner les deux méthodes décrites plus haut
en linéarisant les fonctions par rapport a Xy pour un certain groupe de
variables et par rapport a 1/xi pour le reste des variables, c'est-a-dire en

utilisant une linéarisation mixte. Aprés calcul (annexe Al),nous obtenons:

ah . 3h .

~ 2 1
h(x:;x°)= 5 —J x. - I (x°)° —J —— + h{x°)
Tt axi % i T2 i X, %O X J
3h | ah | .
- E‘;‘] x° + I 3—XJ X; : (2.9)
I? ilxe Ti2 ilxe

ol I' (I!) est l'ensemble des indices des variables pour lesquelles la liné-

arisation directe (inverse)est utilisée.



En choisissant

3h,
I' = {i tq =7 >0}
2=
1 |X
3h
12 = {i tq —° <0}
K. {0
11X

E(x;x°} est une fonction convexe (annexe A3).

En linéarisant la fonction objectif et les contraintes (2.2) de cette
maniére,nous obtenons,comme souhaité ,un sous-probléme convexe. Comme nous
le verrons plus tard, l'idée de la méthode est d'utiliser le dual ,or
laisser les contraintes linéaires inchangées rendrait la résolution du dual
difficile, c'est pourquoi nous traiterons les contraintes linéaires (2.4) de
la méme manidre. Nous appelerons cette linéarisation mixte particuliére

linéarisation-convexe.

2.2. Propriétés de la linéarisation-convexe

Rappelons la forme explicite du sous-probléme linéarisé en x°:

2
; ar sy 2 f 1
min L = x. = I (x°) — 5y —
4+ 09X, ° i - i 9x, |X p
ilx i i
oh ah
j j il
S.C. g — x, - I (x‘.’)'2 —J + h.(x°)
+ X, |, i - i IX. | o ; J
ifx ilx i
P{x9)
ah . ) oh
“f %], 9 LR, ® 3=l
i|xe° ilxe
0 < Ei < Xi < xi 1=144sa301

ol pour chaque fonction la somme E (£) est la somme sur les indices i tels
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que la dérivée par rapport a xg au point x° est positive ou nulle (stricte-
ment négative) et oll les contraintes linéaires (2.3) ont été‘incluses dans

les contraintes hj.

Remarquons que le groupe d'indices intervenant dans la somme E ( P )

‘peut &tre différent pour chaque fonction.

Le probléme linéarisé posséde des propriétés intéressantes:
2.2.1. Convexité

Comme nous l'avons dit plus haut, le choixdes groupesd'indices pour
obtenir la linéarisation convexe assure la comnvexité du sous-probléme P(x°)
(annexe A 3). Cette propriété est intéressante car tout point de KHUN et

TUCKER est minimum global de P(x°) et réciprogquement.

2.2.2. Séparabilité

Une ‘deuxiéme propriété remarquable due & la linéarisation est la

séparabilité, propriété qui s'avére essentielle dans la résolution du dual.

2.2.3. Conservativité

Un facteur important qui contrdle la qualité de l'approximatioh est

la conservativité: il arrive que le domaine approximant soit trop grand par -

rapport au domaine initial et par conséquent, le point optimal du sous-probléme

n'est plus admissible pour le domaine de départ. Il serait préférable que ce
genre de phénoméne soit le plus souvent évité, c'est-a-dire que 1l'approxima-
tion soit la plus conservative possible. Nous allons voir que parmi toutes
les linéarisations mixtes possibles la linéarisation convexe est la plus
conservative. Considérons une linéarisation mixte quelconque ol les variables
sont arbitrairement divisées en deux groupes: le groupe J' comprend les in-

dices des variables pour lesquelles la linéarisation directe est employée,



tandis que le groupe J! reprend les indices des variables pour lesquelles

la linéarisation inverse est utilisée:

3h 3h %2

Bolopx®) = hax®) + § = (B ~42) & B ==
m v 9., I 2 09X _{_o .
J ifx J ilx 1

(xi—x;)

Il est important de remarquer que la linéarisation directe (inverse) est un

cas particulier de la linéarisation mixte en choisissant J'={l,...,n} et

J=¢ (J'" =9 et J°={1,...,n }). Considérons la linéarisation convexe:
ah ) 3h x?
e (x;x%) = Bix") ¢ & — (x.-x°) + LI — (x,-x°)
-+ .|, i1 - 9X.|_, X. i i
ilx ilx i

Mous alleons voir que le domaine du sous-probléme obtenu par linéarisation

convexe est inclus dans celui obtenu par linéarisation mixte. En effet,

: . ~ 3h L
h (x;%x°) = h (x;x°) = =L — (x.-%x°) _
c m 5. 9X, i 1 3.
Ji i13® At
ah
+ I g (x —x?)2 il
J¥ %y xd i

comme les variables xi sont strictement positives-pour assurer la validité

du changement de variables-le second membre est négatif. Nous pouvons conclure
que la linéarisation convexe ﬁc est toujours inférieure a lé linéarisation
mixte ﬁm ; par conséquent, le domaine admissible du sous-probléme obtenu par
linéarisation convexe est inclus dans le domaine du sous —probléme obtenu

par linéarisation mixte. Ainsi, le point optimal du probléme donné par linéa-
risation convexe a plus de chances d'@tre admissible pour le probléme initial
que dans toute autre linéarisation mixte. C'est dans ce sens que la linéari-

sation convexe est plus conservative gue toute linéarisation mixte, en parti-

culier que les linéarisations directe et inverse .
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Illustrons cette propriété par un exemple en considérant la contrainte

N

suivante au point courant x°=(2,2)

2
h(x)=5x2 - %) ¢ 10

Quatre types de linéarisation mixte sont possibles:

linéaire : -
i 5x2 4xlg 6
inverse : —20/xé + lf:')/x:L & 2
concave : -2 s 4 -
Ox2 4xl.g 14
convexe : 5x2 + lle ¢ 22
e A _inverse _
2 concavez £ g?réelle o
to = EE S &
E E g «& linéaire
BE £
convexe
10 Xl

Linéarisation mixte (fig 2.1)

La figure (2.1) montre que les domaines approximants sont emboités et que la

linéarisation convexe est la plus conservative.
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2.8

Cependant,il existe des cas ol le domaine obtenu par linéarisation
convexe n'est pas totalement inclus dans le domaine initial; .toutefois, cette

approximation est la plus conservative des linéarisations mixtes comme le

montre l'exemple suivant:

linéaire s le X5 <
inverse : ~75/xl + 9/x2 £ =12,

: - - 1
concave '75/xl X, < 8

f
i !

./ /linéaire
i

A

f : /concave

convexe : 3xl + 9/}(2 £ 18

‘#[

réelle

§ 7 oAl

| o ','/
4k i ;
I convexe [~ ?
7 <".
- / 7

—LNVErse i L P

e 4 L 3 %

Linéarisation mixte (fig.2.2)
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CHAPITRE 3

QMETHODE DE LINEARISATION CONVEXE



3. Méthode de linearisation
convexe

3.1. Méthode

Rappelons briévement la méthode : le probléme considéré a la forme

suivante:
min £(x)
&l hj(X) <0 j=l,se.,m ' (3.1)
0 <4 x, & X, ¢ X, 15 wpene 511
=i i i
avec f et hj , fonctions de Rn 3 valeurs dans R , pour j=1,...,m.

-

La méthode consiste & engendrer une suite de sous-problémes '"linéa-
risés de maniére convexe', la suite des solutions optimales associées devant
converger vers l'optimum du probléme (3.1). Nous construirons les sous—problé-

mes linéarisés de la fagon suilvante:

considérons un point de départ x°

si of est positif nous linéarisons f en fonction de la variable
X,
ifjx®
directe x,.
i
si of est négatif, nous posons Iy l/xi et nous linéarisons f en
ax,
1|x®°

fonction de la nouvelle variable Yo ensuite,nous nous ramenons a l'ancienne

variable x .
i

Dans le cas des contraintes, nous procéderons de la méme maniére;

les contraintes de bornes, vu leur spécificité, resteront inchangées.
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Rappelons que X5 doit &tre strictement positif pour que le changement de

variables y; = l/xi soit valable. ) ‘

Nous résolvons le sous-probléme P{x°) ainsi obtenu, sa solution opti-
1 ) : I . ; R
male x= sera le nouveau point de linéarisation. En itérant le processus, nous
. 5 1 k L
engendrons une suite de sous-problémes P(x°), P(x),.0.,P(x ),.... La suite
. .. 1 2 k+1 . :
des solutions associées X , X ,.e., X ,... convergera,sous certaines hypo-

théses, vers x* , la solution du probléme original (3.1).

" 3.2. Forme générale et propriétés d'un sous probléme linéarisé

o s ol e |
Le sous-probléme linéarisé P(x ) s'écrit: |

< k.2 T
L Pk %1 T 2 (xi) ax. | k  x
11X X 1
ah 3h
Ry ~ k.2 2 1 K
Sl E 9%. xk X5 i (xl} axi k 3 ¥ hj{x )
X : (3.2)
ah 3h
J k J k
- — — < -
2 =lw % * 2 Bk * SE J=ks sl
1|X 1
0 ¢ %X, £ X. < X. ) 3] R o |

ou E ( £ ) désigne la somme sur les indices i tels que la dérivée de la
fonction par rapport a la variable X, au point xk est positive (strictement

négative ) .

P . 4 k
Comme nous l'avons déja signalé le sous-probléme P(x ) est convexe,

séparable et conservatif.
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3.3. Illustration de la méthode

Illustrons a présent le procédé par l'exemple suivant (le détail des

calculs de ce chapitre se trouve en annexe A 4)

min xl + x2
S.C. —xl-zx2 < -1
- - < -1

2}(1 X2 £

1 2 3 ) s

(fig.3.1)

La solution optimale de ce probléme se trouve en x* = (1/3,1/3),a

l'intersection des deux contraintes.
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Le socus-probléme linéarisé au point (a,b) s'écrit:

min X+ X,
2 2
5.Cq = EE— - 2a -4b + 1 €0
% 2
2 2
fé— + E— - 4a - 2b +1 £0
1 2

Pour des raisons de symétrie, il est judicieux de choisir a = b.
En écrivant les conditions de KUHN et TUCKER, la solution du probléme linéa-
risé au point (a,a). vaut (3a2/6a-l,.3a2/6a-1). Remarquons que lorsque
a=Db=1/6, le domaine du sous-probléme linéarisé est vide; en effet, les
contraintes sont impossibles & vérifier puisque -2a — 4b + 1 serait supérieur
a zéro et a2/xl + 2b2/x2 strictement supérieur a zéro.

En partant du point (x°,x°), nous engendrons une suite de points

k k o e . ”
(x ,x ) vérifiant la relation de récurrence

k+1l ‘3(x )
X =k
Bx - 1

et dont la limite est bien (1/3,1/3),
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Graphiquement,partant du point (4,4), la suite des sous-problémes se

N

comperte de la maniére suivante:

(fig. 3.2)

Application & un probléme linéaire

—_—

Cet exemple illustre bien la propriété de conservativité des sous-

en effet, les valeurs des contraintes approximées surestiment les

problémes;
les domaines des sous-

valeurs des vraies contraintes,
problémes sont inclus dans le domaine du probléme de départ.

en d'autres termes,
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La méthode n'entre évidemment pas en compétition avec le simplex,
mais 1'exemple linéaire proposé ci-dessus illustre déja lt'effiicacité de la

méthode pour les programmes linéaires.

Il est surprenant de constater ‘que la vitesse de convergence de la
méthode sur cet exemple est quadratique, ce résultat peut étre obtenu en
utilisant le reste de TAYLOR et se trouve également en annexe (annexe A7 ).
Cet ordre de convergence peut s'observer numériquement dans beaucoup de cas
méme non linéaires.

Observons le graphe de x. en fonction de a (le grapﬁe de x2 en

1
fonction de a est similaire en raison de la symétrie du probléme).

% = 3a2
: 6a-1
xl(a} | f
l
| |
| I
| )
I ,/1/ //
|
| A
. [
| P | |
| el .
; 57 | |
. I
| ¢ | }
,ﬁéj {
1471 %3 %2 | x! [ x° _

L

jW]

ordre de convergence (fig.3.3)

Ce graphique illustre bien que la convergence est assurée pour des
valeurs de a strictement supérieures a 1/6, par contre pour des valeurs de a
inférieures a 1/6, les domaines approximants sont vides. Nous verrons au cha-

pitre 5 que dans certains cas il sera possible de remédier 4 ce probléme en



I

relaxant les contraintes des sous-problémes.
N\

Remarquons également que la méthode converge méme si le point de départ
n'est pas admissible. Il est méme curieux de constater que la méthode retrou-
ve un point admissible & 1l'itération suivante, nous verrons au chapitre 6 que
ce phénoméne se produit dans le cas ol les fonctions hj sont concaves.

Cependant, 1l'inverse peut arriver lorsque la conservativité n'est pas totale.
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CHAPITRE 4

RESOLUTION D’UN SOUS-PROBLEME

PAR DUALITE
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4.Résolution d’un sous-probleme
par dualite

Un des intéréts de la méthode est que le sous-probléme linéarisé P(x ),
grice a ses propriétés de convexité et de séparabilité, est bien adapté a

une méthode de résolution duale.

4,.1. Normalisation du probléme P(xk)

Dans le but de simplifier les calculs de ce chapitre, nous allons

normaliser le probléme P(xk} et introduire de nouvelles notations.

; ' k
Effectuons le changement de variables xi:xi/xi , nous avons par la

formule de dérivation des fonctions composées

I
|
|

o d edl B
Ix! T 9x, dx! T 9x i
i i i
En notant
af
SRl EEE
il
P
hj par h, .
X! e
i1

le terme indépendant

ah . 3h . _
ho(x) -1 L par ki
J o] Kk - %' K J



et les bornes

1

. ar x!
® B 4
X,
i
X,
— ar x!
kP i
>
i
le probléme normalisé, en omettant le suscrit ' ,s'écrit alors
e
min r f. x. -1I T, b,
+ i i - i x,
1
d s.c. I h ,.x, -2 h , +#h, <0 j=1,...,m
+ iy i - ij J
0 < 51 < xi £ §l izl o et

4.2. Résolution du probléme dual

Le caractére séparable du probléme P(xk) va permettre d'exprimer la

fonction duale de maniére explicite.

Le probléme dual a la forme suivante:

max 1(A)
(4.2)
s.C Aj 2 0 J=1y +e,Mm
avec 1(x) = min ty B. %, =3 & "y
- + i i = 1 B
§.$xisxi i
(4.3)
( X. — I h - + h.)}
i g AJ § ij sl = ij xl 5
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ol encore

1(x) = min _ % L.(x.;X) +Z Xx. h, . (4.3)
X <X <X, ol J 3 J
= 1 1
avec
L(x.30) =f, x., + I A, h, R Y A L2
5y i %50t 52 hlJ X 2, hij X si fi 2 0
. 1 . 1 .
Li(xi,l)=—fi—;—+ Z A h.x,-I X h.—— si £, 0
; 4 1 roi oioxg i

ol pour chaque indice i fixé & ( I ) désigne la somme sur les indices j tels

J o J
que h.. > 0 ( h,.< 0)
1] 1]
En notant
Ci = % % hij ~ constante positive pour * admissible
Di = } 5 hij constante négative pour *» admissible
nous obtenons
L.(x.;A):f.x.+Cx~D—3— si f. 2 0
i 7 i i i 7 hE Xy i
1 1
L, .y = - —_— - .. 9 v <
l(xl,)\) fi X, + Ci X, Di X, si fi 0

en vertu de la séparabilité, le probléme (4.3) a n variables peut étre

décomposé en n sous-problémes aune variable

1) = min Ll il =3 & h
11 J J J

La recherche du minimum de Li(xi;l) sur le domaine {xi, xi]se trouve en

annexe (A 8 ) et permet d'exprimer x; en fonction de A :



i

i >
Si fi 0 %
D D,
x.{(Ax) = {- = 8i %% 5 - = S
i £ 40 3 A f. + C =i
i i i i
D
- . i -2
1 = _——_—
x; (2) i Si f. + C, g
i i
. .
. i 2
A) = - —— &
X = % s f.+C, X
i i
(a,4a)
. < &
Si fi 0 % £ 4+ D
f. + D, . =2 i i 2
S TER s ik W xgEe =g, &
i C. i
51
- £+ 0 2
= - 2
xl(k) X, si 3 Xy
i
fi + Dl . 5
x.(x) = x, si - * x
i —-i Ci =i

Nous avons ainsi pu exprimer les variables primales en fonction des
variables duales. La fonction duale s'exprime explicitement en fonction des
variables G, Le probléme (4.2) est un probléme quasi-non-contraint qui peut
8tre facilement résolu par une méthode de direction de descente légérement
modifiée pour tenir compte des contraintes de non-négativité sur les variables
duales. Une telle méthode nécessite les dérivées premiéres de la fonction
duale. Heureusement, une caractéristique intéressante de la formulation dua-
le est que ces dérivées sont extrémement simples & calculer puisqu'elles

sont données par les contraintes primales(annexe A 11)

1 = (4.5)
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Une méthode du type Newton nécessitant également les dérivées secon-
des de la fonction duale est particuliérement bien adaptée car leurs expres-

sions analytiques peuvent &tre obtenues aisément (annexe A 12)

h | T o 78
321 ij ik ij dk
— = _ -y =L x () -%Z x, (X)
o axj I, ¢, i I.f,+C i
h h,
-7 ij ik _ 7 ij ik 1
A
Is ©C xi(?\) I, f,+ C, x; (A)
h,
4 ij ik 1 3 ij ik 1
- % & =%
5 Ci xi()\‘)S 1s £.+ C Xi(;\)S

avec I; =4 1 tg hi.> 0, h, >0, fi< 0 1

J ik
Iz={itqhijzo,hik>,o,fi;0}
I, =11 tq hij. By €0 , £,<0 )
I, = { i tq hij.hikso , £.20 }

= i < b S
I, { 1 tqg hij 0 hik o, fl 0 1}

Le = §{ 4 % ..£0, h, 2 £.2 0
& d hlg hlk Q4 i }

Signalons aussi que la méthode de linéarisation convexe peut gtre
utilisée lorsque certaines des variables prennent des valeurs discreétes au
lieu de varier continfiment. Dans ce cas, la formulation duale reste tres

intéressante [15].
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5.Algorithme

D

Comme nous l'avons vu au quatriéme chapitre,une méthode de direction

de descente du deuxidme ordre peut &tre facilement employée pour résoudre

le dual du probléme linéarisé P(xk). Nous allons a:présent décrire un

algorithme possible basé sur la méthode de Newton.

5.1. Relaxation des contraintes primales

Il arrive parfois que le domaine admissible du sous-probléme
linéarisé soit vide parce que des contraintes sont. incompatibles entre elles.
Cette difficulté arrive souvent lorsque le point de linéarisation de
départ est trés éloigné du domaine admissible du probléme initial.Le carac-
tére conservatif de la linéarisation convexe accroit encore l'occurence de

ce phénoméne.Il est nécessaire de remédier a cette difficulté par une pro-

cédure de relaxation du sous-probléme explicite,pour éviter un arrét préma-

turé de la méthode.

Le sous pr&bléme P(xk) normalisé et relaxé devient:

~
minimiser a.f(x;xk)
. “ k =
sous contraintes h.(x;x ) & - & hJ (5.1)
%46 %y
21
” i af af
y : . J— - — X
i el =2 =3 |l e® L9l =
ilx i i
- i ah . ah .
hyxsx) = § axJ k Xi ~ & BxJ —
J ilx i xk xi
. ah. ah .
h = h ka) -z J X + T J xg
¥ 3x k 1 = ax.| k i
X 1%
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5.2

- . ; A k = ; 5
Si hj est positif,la contrainte hj(x;x ) ¢ - J.hj n'est jamais
\ P
satisfaite quel que soit 4 strictement supérieur & 1 et pour Xy positif

pour tout i. La relaxation n'envisage pas ce cas.

Interprétons le probléme (5.1) dans le cas ol Ej est négatif:si la
variable de relaxation d atteint sa borne supérieure (§ = 1),le probléme
linéaire est inchangé.Ceci arrive habituellement lorsque le point de linéa-
risation xk est admissible ou presque admissible.D'autre part,si certaines
contraintes sont incompatibles,l'algorithme trouvera une valeur de é plus
grande que 1' unité,ce qui signifie que le domaine admissible linéarisé sera

élargi artificiellement.

Pour résoudre le probléme explicite (5.1),il suffit de lui appliquer
la méthode de linéarisation convexe en augmentant de un le nombre de varia-
bles et en ajoutant aux définitions (4.1):

. e Je
fn+l = f(x ;x ).

. = h, i = 1,2,400.
hn+l,J J J m

5.2. Résolution du dual

Intéressons—-nous a présent & la phase la plus important de 1l'algo-
rithme:la résolution du probléme linéarisé par dualité. Le probléme dual
sera résolu par une méthode de Newton tenant compte des contraintes de non

négativité.

Le sous-probléme considéré tient compte de la procédure de relaxa-

tion décrite au paragraphe (5.1).

étape 1 : Cheix d'un .point de départ admissible pour le probléme dual.

étape 2 : Calcul des variables primales associées par les formules (4.4).
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étape 3

étape 4

étape 5

étape 6

Si la fonction objectif primale est strictement supérieure a‘la
fonction objectif duale,alors le domaine admissible primal est
vide malgré la relaxation (la fonction objectif primale doit tou-
jours étre inférieure ou égale & la fonction objectif duale) d'éﬁ

arrét de la procédure,

Calcul du gradient de la fonction duale par rapport aux variables

duales non nulles.

& . .éme
Rappelons que la jeme composante du gradient est égale a la j

contrainte par (4.5).

Si le gradient par rapport aux variables duales non nulles est non
nul,alors il existe une contrainte primale j non nulle,associée a
un multiplicateur de Lagrange non nul d'ol la condition de complé-
mentarité Aj ﬁj(x;xk) = 0 n'est pas vérifiée,par conséquent
l'optimum n'est pas atteint, aller &4 1'étape 6 .

Si il est nul,calculer les composantes du gradient par rapport aux

variables duales nulles.

#5351 la plus grande de ces composantes est négative,alors touﬁes
les composantes sont négatives,et donc toutes les contraintes
primales sont satisfaites (4.5). Le point x( X ) est donc admissi-
ble pour le probléme primal. Les conditions de complémentarité
étant satisfaites et le gradient du Lagrangien étant nul (car
c'est en annulant ce gradient que nous trouvons x en fonction de
A (4.4)) x( X ) est un point de Kuhn et Tucker et donc un minimum
global puisque le probléme est convexe,arrét de la procédure.

*8i la plus grande de ces composantes est positive,elle correspond
a la contrainte primale la plus violée qu'il faut introduire dans
les contraintes actives (rendre non nulle la variable duale asso-

ciée). Retourner a 1l'étape 2.

Recherche de la direction de Newton.,
Calcul de l'inverse de la maftrice des dérivées secondes par rapport

aux variables duales non nulles.(Travailler sur les variables
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duales non nulles permet d'éviter de rendre négativgs les varia-
bles duales ﬁulles et présente l'avantage de réduire la dimension
du probléme puisqu'en pratique le nombre de contraintes actives
est relativement petit).

Si la matrice hessienne est inversible, prendre pour direction de
montée la direction de Newton d = —(v’z 1)—1(171).Sinon,il est
possible de calculer un modéle hessien défini positif ou de faire

appel & d'autres techniques comme celle du gradient projeté.

étape 7 : Recherche du pas optimal K par recherche linéaire tenant compte

des contraintes de non négativité.

étape 8 : Calcul de la nouvelle variable duale A = A +xd

Retourner a 1'étape 2.
Synthése de 1l'algorithme.

ALGO 1
étape 1 : Choix d'un point de départ admissible pour le dual.
étape 2 : Calcul des variables primales associées.

étape 3 : Si fonction primale > fonction duale STOP.

(domaine admissible vide)

étape 4 : Calcul du gradient de la fonction duale par rapport aux variables

duales non nulles.

dtape 5 : S'il est nul,aller & 1'étape 6.
Sinon,calculer le gradient par rapport aux variables duales nulles.
Si la plus grande de ses composantes est négative STOP.
{optimum atteint)
Sinon introduire la contrainte correspondante dans les contrain-

tes actives et aller & 1l'étape 2.

étape 6 : Recherche de la direction de Newton d = —(H—l).(‘v 1) ol H est

la matrice hessienne ou un modéle hessien défini positif.
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étape 7 : Recherche du pas optimal [

étape 8 : Calculer X = A + K d et retourner a l'étape 2.

5.3. Algorithme général

L'algorithme décrit ci-dessus fait partie d'un algorithme plus

général que nous décrivons & présent.
ALGO 2

&étape 1 : Choix d'un point de départ xo pour le probléme initial.

Poser k = 0.
&tape 2 : Construction du probléme p(xk) et normalisation.

étape 3 : ALGO 1.

étape 4 : Poser k = k + 1

xk = x ol x est la solution du probléme p{xk) donnée par

ALGO 1. \

étape 5 : Si le critére d'arrét est satisfait STOP.

Sinon retourner a l'étape 2.

Remarques

a. Critére d'arrét. '
En général,un point optimal s'obtient aprés un nombre infini d'itérations
et nous devons avoir recours a des régles pratiques pour arréter la
procédure itérative.
Pour les problémes rencontrés au Laboratoire de Techniques A éronautiques
et Spatiales de l'Université de Liége,le nombre d'itérations est limité
car chacune d'entre elles nécessite une anlyse aux éléments finis trés

coliteuse. Dans d'autres cas ol ce probléme de colit ne se rencontre pas,
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les tests d'arré&t suivants peuvent &tre utilisés:

1. || W || < €
k 1 k
2.JIX * — X Il‘-"t-:
k
I =" ||
3. ] £(xX) - £xFT™ | < e
, ] Caii T 1O N A
| £(x%) |

Choix du point de départ pour le dual.

Aprés un choix arbitraire ou heuristique (si l'utilisateur devine les
contraintes actives) du premier point de départ A°,il est judicieux,a
l'itératioﬁ k de choisir pour point de départ le multiplicateur opti-

mal de 1'itération k - 1.
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QUANT A LA CONVERGENCE ...



. 6.Quant a la convergence ...

Pour les problémes rencontrés au Laboratoire de Techniques Aéronau-
tiques et Spatiales de 1'Université de .Liége,la méthode s'avére en pratique
efficace. L'objectif principal de ce mémoire est de justifier cette consta-
tion empirique,de voir si la méthode reste applicable pour des problémes
généraux d'optimisation et dans le cas contraire d'y apporter certaines

modifications.

6.1. Cas de non convergence

Les approximations de la fonction objectif et des contraintes sont
des approximations du premier ordre,cette imprécision entraine des cas de

non convergence. Illustrons ce fait par un exemple.

Considérons le probléme a deux variables et une contrainte suivant:

o
min X,
R 2. :
4 s.c. (x, — 4)" = x_ . +1 <0 (6.1)
1 2
£ £ B
2 x1




Graphiquement,nous avons la situation suivante:

1

1 2 14 73

(fig.6.1)

Nous observons géométriquement que le point (4,1) est optimal.

Appliquons la méthode de linéarisation convexe & ce probléme.

Le changement de signe de la dérivée de la contrainte nous oblige a discu-

ter deux cas:

Soit x° le point de linéarisation

] *o
"g"fxo =2(x;*4) <0 si x‘l'<4
1
> 0 si x; y 4
dh
x| x = =il



[H0EL

* 53 xi est inférieur ou égal a 4,le probléme P{x°) s:écrit

ol

AN

SN

S LTLREN

AN NN

(fig.6.2)

Graphiquement,il est clair que le point optimal du probléme se trouve en x*

dont la premiére composante est plus grande que 4 et atteint la borne

supérieure 6.

* Envisageons maintenant le cas ol xi est supérieur a 4,le probléme

linéarisé prend alors une tout autre forme:



HELL|

min X5 §
1 S.Ca 2(x° - 4)x. + (x°)2 iy o (x2)° - 2x2 + 17 <0
ik 1 2 x2 1 2
£ x &
L 2 xl 6
X
2 15 ;

‘l: '
|i‘. [}
o 1
g ;
l [
e /
] /
gl b g
~ \

rris

TTrririly

FrirrT
[

»x
*
X

<}

Dans ce cas,le point optimal se trouve en x** dont la premiére composante
est inférieure a 4 et atteint la borne inférieure €.Nous nous trouvons 2
nouveau dans le cas précédent,par conséquent la premiére composante des

itérés va osciller entre les deux bornes 2 et 6,les itérés ne convergeront

donc pas vers l'optimum (4,1).

Remarquons que nous aurions les m@mes difficultés si nous considé-

rions le probléme équivalent:
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min (x, = 4)” + 1 (6.2)

En effet,le probléme (6.1) s'obtient & partir du probléme (6.2) en ajoutant
une variable X, sen introduisant la fonction objectif dans les contraintes:
(x1 -4 )2 + 1 & X et en minimisant X5 La représentation graphique du

-

probléme (6.2) est tout & fait équivalente:il suffit de considérer la
frontiére de la contrainte de (6.1) comme étant & présent la fonction

objectif.

Par conséquent,nous constatons que lorsqu'une des dérivées partielles
de la fonction objectif ou d'une contrainte change de signe a une itération,

le probléme linéarisé a l'itération suivante prend une forme tout & fait

différente et il y a risque de cyclage.

En optimisation de structuresle risque de changements de signe dans
les dérivées partielles est faible car les contraintes sont d'un type
spécial;par exemple,en ce qui concerne les contraintes de déplacements,
lorsque l'épaisseur des composantes dé la structure(variable xi) augmente,
le déplacement diminue,et dans ce cas la dérivée de la contrainte est de
signe constant. De plus,ces problémes comportent beaucqup de contraintes ce
qui diminue l'effet d'un changement de signe dans l'une d'entre elles. Nous
avons d'ailleurs testé des exemples comportant plusieurs contraintes avec

changements de signe qui cependant convergeaient.

6.2. Théorémes de convergence

-

Nous nous intéressons & présent & la convergence de la méthode de

linéarisation convexe pour le probléme d'optimisation:
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(6.3)

J=1,2,+4.m

1=1y2y s« 0l

D'aprés le paragraphe précédent,il est clair que la méthode ne
converge pas sous n'importe quelles hypothéses. Nous pouvons donc soit

imposer des hypothéses restreignant la classe des problémes pour lesquels

la méthode est valide,soit modifier légérement la méthode pour élargir le
cadre d'application.

Dans un souci de continuité nous ne donnerons que les énoncés des

théorémes et un commentaire sur ceux-ci. Les démonstrations,représentant
une partie essentielle de ce chapitre,se trouvent en annexe (A.13 & A.51)

6.2.1. Convergence de la méthode non modifiée
La difficulté essentielle vient de la possibilité qu'ont les itérés
de sortir du domaine initial. En effet,malgré la propriété de conservativité

WL

le domaine linéarisé n'est pas toujours inclus dans le domaine initial (fig.
2.2). Or dans la littérature,il n'existe pas,a notre connaissance,de tech-

niques de démonstration de convergence pour des méthodes par approximations
successives permettant de sortir du domaine de départ et n'effectuant pas
de recherche linéaire. Nous devrons imposer des hypothé&ses pour que le

domaine linéarisé reste dans le vrai domaine,ces hypothéses seront relati-
vement fortes mais nous discuterons de leur pertinence par rapport au cas

pratique.



(e

#x%% Théoréme 1
Sous les hypothéses suivantes:

fonction objectif f concave,continiiment différentiable

contraintes hj concaves,continiment différentiables

pour tout x,le probléme linéarisé P(x) vérifie la condition de Slater

1l'ensemble E, = tx admissibles tels que f(x) ¢ f(x°)J est un compact

tout point d'accumulation de la suite xk des itérés donnés par la méthode

de ‘linéarisation convexe est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3).

La démonstration du théoréme 1 se trouve en annexe (A.21) et est

basée sur le théoréme de ZANGWILL [ 5 ]

Soit un probléme d'optimisation sur X et §2 1'ensemble des points

satisfaisant une certaine condition nécessaire d'optimalité.

L
Soit ‘A : X—— Y une application multivoque (un algorithme) et

5 sa . k . ; o s
considérons Uune suite x engendrée par l'algorithme,c'est-a-dire

vérifiant xk+l & A(xk}

Si les trois conditions suivantes sont vérifiées:

Cl : les points xk sont tous contenus dans un compact K C X

02 : il existe une fonction de descente z,c'est-a-dire une fonc-
tion continue possédant les propriétés suivantes:
i) x40 — z(y) < z(x) ¥ vy e Alx)
i) xefl = z(y) < z(x) ¥ y e Alx) ¥x e x

C_ : l'application multivoque A est fermée sur X/ et

¥ x e X/Q0 Alx) £ 0
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Alors, tout point d'accumulation de la suite xk est un point de (7 .

Dans notre cas,l'application multivoque A est 1'algorithme de linéa-
risation et donc associe au point x l'ensemble des sclutions optimales du
probléme linéarisé en x. La vérification de l'hypothése C3 nécessite une
démonstration technique,le caractére fermé de cette application est assuré
sous la seule hypothése que les fonctions impliquées soient continment
différentiables.

La condition 02 assure l'amélioration des itérés au coﬁrs de
l'algorithme. C'est pour vérifier cette condition,que le domaine linéarisé
doit se trouver dans le domaine réel,ceci étant vral dans le cas ol les
fonctions hj sont concaves;en imposant en plus que la fonction objectif f
soit également concave,nous pouvons montrer qu'elle répond & la définition
de fonction de descente. Trouver une fonction de descente dans le cas ol la
conservativité n'est pas totale semble impossible:habituellement,dans les
autres méthodes,les itérés restent toujours soit a 1l'intérieur du domaine
(programmation géométrique [_102] et [ill_]Lsoit 3 1l'extérieur du domaine
(plans sécants [:8 ]) ou possédent une recherche linéaire (ZOUTENDIJK,
gradient projeté [ 8 ]). Les conditions imposées sur les contraintes

semblent les plus larges pour garantir la conservativité totale.

Remarquons que la convergence des problémes linéaires est assurée
par le théoréme 1. Le but n'est évidemment pas de concurrencer la méthode
du simplex ,cependant,il est intéressant de constater que la méthode de

linéarisation convexe est efficace pour des cas simples.

Nous démontrerons au paragraphe (6.2.2.1) la convergence de la
méthode en conservant 1l'hypothése de concavité sur les contraintes mais en
supposant que la dérivée directionnelle de la fonction objectif est cons-

tante en signe pour toute direction donnée (corollaire 1).
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Soulignons qu'en pratique,cette méthode est performante pour une
classe plus large de problémes. Pour ia classe des problémes dont la fonc-
tion objectif est concave ou vérifie l'hypothése sur la dérivée direction-
nelle,nous pouvons tenter d'expliquer ce fait par le caractére conservatif
de la linéarisation convexe(2.2.3):eneffet,gréce a4 cette propriété,dans
beaucoup de cas,les différents itérés restent dans le domaine de départ,seul
point. qui fait défaut dans la démonstration de ées cas généraux. Remarquons

-

que .tout probléme d'optimisation (P) peut se ramener & un probléme équiva-

‘lent (PE) avec fonction linéaire en ajoutant une variable supplémentaire

Xop1' S0 introduisant la fonction objectif dans les contraintes,f(x) < Xozi

et en minimisant la nouvelle fonction objectif x Si ce nouveau probléme

est bien conservatif,nous comprenons de fagon iniZitive l'efficacité de la
méthode pour une classe de problémes plus large. Remarquons que demander
que le probléme (PE) soit bien conservatif est plus fort que demander la
méme propriété pour (P). Par exemple,le domaine du probléme (6.5.1) est
totalement conservé alors que celui du probléme équivalent (671.1) ne ;fest

pas.

A la lumiére des remarques précédentes,nous pouvons justifier
l'intérét de la méthode pour le Laboratoire de Techniques Aéronautiques et
Spatiales de l'Université de Liége. En effet,les fonctions objectifs
envisagées au Laboratoire sont du type:minimiser le poids de la structure,
minimiser la tension,maximiser la fréquence naturelle fondamentale[ 1 ] :
ce sont des fonctions qui scuvent sont linéaires ou dont la dérivée
directionnelle est constante en signe. Les problémes s'averent d'ailleurs
trés conservatifs. De plus,l'objectif n'est pas de trouver exactement le
minimum mais une structure meilleure que la structure de départ aprés un
nombre restreint d'analyses aux éléments finis. Or dans ces deux théorémes, .

k*i’l}‘“

. .k ;

la condition "si x n'est pas un point de KHUN--et TUCKER alors f{xk) < f(x
assure une amélioration stricte de la fonction objectif entre deux itérés
pour autant que ceux-ci restent a l'intérieur du domaine,ce qui est souvent

le cas pour ce type de problémes.
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6.2.2. Modification de la méthode

.\
Pour rendre la méthode performante pour des problémes généraux, il
est nécessaire d'y apporter de légéres modifications. Il sera toutefois

intéressant de faire un lien avec la méthode non modifiée.

6.2.2.1. Recherche linéaire

Introduire une recherche linéaire permet de contrdler 1l'évolution
des itérés et de relicher 1l'hypothése sur la fonction objectif. Dans certains
cas, il sera possible d'éviter cette recherche linéaire et donc, de se rame-

ner a la méthode non modifiée...
Considérons 1l'algorithme suivant:
MODIF1

étape 1 : choisir un point de départ x° admissible

poser k = 0O
= k ; 5 g m 2 k
étape 2 : rechercher z , 1l'optimum du probléme linéarisé P(x ).
étape 3 : si zk est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3) STOP.

étape 4 : effectuer une recherche linéaire sur le segment [xk,zk], prendre

pour xk + & , le point obtenu par cette recherche linéaire.

-

poser k = kK + 1 et aller a 1'étape 2.

Les recherches linéaires peuvent &tre soit sans contraintes, soit
sous contraintes, nous démontrons un théoréme de convergence avec recherche
linéaire sans contraintes lorsque le domaine linéarisé est inclus dans le

domaine initial. Dans le cas contraire, il faut considérer une recherche



linéaire sous contraintes et pour cela s'assurer que la direction de recherche

k -

{z" - xk) est admissible, ce qui n'est vrai que sous des hypothéses rela-

A

tiveément fortes.

Nous envisageons d'abord une recherche linéaire exacte sans contrain-

tes, nous obtenons le résultat suivant:
##** Théoréme 2
Sous les hypothéses suivantes:

fonction objectif f continliment différentiable

contraintes hj concaves, continiiment différentiables

pour tout x, le probléme linéarisé P(x) vérifie la condition de SLATER.
l'ensemble des points admissibles [x tq hj(x}$ 0, j:l,...,m,“gis X, ¢ ;if
est compact

Tout point d'accumulation de la suite xk des itérés donnés par l'algorithme

MODIFl, muni de la recherche linéaire suivante:

chercher x-tel que x &[xk,zk]

et f(x)¢ f(y) #‘ye[xk,zk]
est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3).

La démonstration de ce théoréme est basée sur le théodme de HUARD [6]

et [7] qui est une légére variante du théoréme de ZANGWILL [5] (annexe A.24)

Une recherche linéaire exacte reste théorique, en pratique, elle n'est
. Jamais utilisée, c'est pourquoi, nous allons nous intéresser 3 une recherche

linéaire inexacte.
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*#%* Théoréme 3
Sous les hypothéses du théoré&me 2, tout point d'accumulation de la
suite xk des itérés donnés par l'algorithme MODIF1l, muni de la recherche
linéaire suivante:
-i, k k
(

chercher xe;D(xk,zk) = {x' tq x' = xk + 2 z - X ) iC-Nf

tel que f(x)¢ fly) + g¢ Yy € D(xk,zk) » €20

est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3).

Cette recherche linéaire sur un ensemble discret n'est cependant pas
implémentable puisqu'elle nécessite un nombre infini d'itérations. Il est
cependant possible de se ramener & un nombre fini d'itérations en minimisant

exactement f sur le socus—-ensemble fini:

k k

TR o) 121,000k

S, = [xkj 0§ =’ By ® = & B (z

K
La démonstration du théoréme 3 est également basée sur le théoréme de
HUARD [6] et |7] et se trouve, ainsi que la preuve de la remarque précédente

en annexe (A.27)

La méthode modifiée concerne une classe plus large de problémes
puisque la fonction f doit seulement &tre continlment différentiable. Gréace
au théor2me 3, nous pouvons trouver un autre type d'hypothése sur la fonction

objectif qui assure la convergence de la méthode non modifiée:

#¥%% Corollaire 1

Sous les hypothéses suivantes:

la dérivée directionnelle de la fonction objectif est constante

en signe sur toute direction donnée, c'est-a-dire:
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pour toute diréction fixée d, pour tout x° fixé,
£'(E;d) >0 $¢efg=x° +Ad,AeR |
ou
£1(£;d) ¢ 0 ¥Sef{f=x° +1d, Acrf
Les contraintes hj sont des fonctions concaves
Pour tout x, le probléme linéarisé P(x) vérifie la condition de
SLATER
L'ensemble E0 = { x admissible tq f(xdé f(x°) f est compact

Tout point d'accumulation de la suite xk donnée par l'algorithme MODIF1

sans recherche linéaire, est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3).

Interprétons la premiére condition du corollaire 1: pour chaque
direction arbitraire fixée d, la fonction f est soit croissante,soit décrois-

sante:

X2 £ a x° £ d

Nous pouvons démontrer que sous les hypothéses du théoréme, la

. . k

recherche linéaire sur le segment [xk,zk] donnera toujours le point z ,
1'optimum du probléme linéarisé P(xk), elle devient donc superflue {annexe

A.32).

Il est important de remarquer que l'algorithme MODIFl sans recherche
linéaire est tout simplement l'algorithme de la méthode non modifiée auquel
vient s'ajouter le test d'arrét:'"si zk est point de KUHN et TUCKER alors

STOP ", Sans ce test, l'algorithme pourrait cycler: prenons 1l'exemple
suivant: )

min (x - 2}2 + 1

S.Cas 24 x¢3
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La solution optimale de ce probléme est 2. Le probléme linéarisé au point

X% s'écrit:

min 2(x° - 2)x + 1

Pour tout point x° # 2, il est clair que l'optimum de P(x°) est 2, par
contre lorsque x°® = 2 ,f(x;2) =1 et 1l'ensemble des solutions optimales de
P(2) est le segment [2,3]. Par conséquent, si l'algorithme de résolution de
P(2) prend 3 comme point optimal, il y a cyclage entre le point 2 et le
point 3 alors que le point d'accumulation 3 n'est pas point de KUHN et

TUCKER pour le probléme P.

Remarque:

Pour tenter de modifier les hypothéses sur les contraintes, nous
pourrions envisager une recherche linéaire sous contraintes pour que les
itérés donnés par l'algorithme MODIF1l restent dans le domaine initial. Dans
ce cas, il faut s'assurer que la direction (yk - xk) soit admissible; il

suffit par exemple d'imposer les conditions suivantes (annexe A.34)

dh .
J;i < 0 pour j et x tels que h,(x) = 0 , pour tout i
ilx J
I1 est possible de démontrer la convergence de cet algorithme
MODIF1 sous ces conditions en supposant en outre que la recherche linéaire
se fasse strictement & 1'intérieur du domaine initial. La technique de

démonstration est analogue aux précédentes.
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6.2.2.2. Modification de la fonction objectif du probléme linéarisé

A

L'idée sous-jacente a cette modification est de contrdler le pas
entre deux itérés par l'ajout d'un terme dans la fonction objectif du
probléme linéarisé. Cette nouvelle méthode nécessite une recherche linéaire

mais celle-ci pourra &tre évitée pour un choix judicieux du terme ajouté.
Considérons le sous-probléme approximant du probléme (6.3) suivant:

_ . 2
min ° f(y;x) + % ally - x|

s.c. . h (y;x) ¢ 0 jedg(x) (6.4)
PUx) J

y.& y.¢ v, i=1,.04,n

avec Js(x) = ( J C[l,...;m} tq hj{x)g H(x) - o f , 830

H(x) = max (h,(x);0)
j=1,m :
a constante strictement positive

f(y;x),ﬁj{y;x), les linéarisations convexes de f et hj
i

Ce nouveau sous-probléme différe seulement de l'ancien par l'ajout du terme
2

% ally - x||” dans la fonction objectif et de l'emploi de 1'ensemble J

qui restreint le nombre de contraintes considérées dans 1l'approximation.

Remarquons que ce nouveau terme rend la fonction plus convexe.
Le nouvel algorithme sera:

MODIF2

étape 1 : choisir 0 <€ ¢ a et N,$ ,constantes positives, x° point de départ

poser k = 0
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5 k
étape 2 :. trouver yk, solution optimale du probléme P'(x )

étape 3 : effectuer la recherche linéaire suivante: .
trouver la premiére valeur i€ {0,1,... | telle que

f(xk +(‘/a)i(yk - xk)) + NH(xk + (%)i(yk - xk))

) . _ . . (6.5)
CF(xY) + NH(xD) - )" Iy © - x|

—i k
poser &= 2 © et ok 4 K(yk - x)

poser k = k + 1 et aller a 1'étape 1

##%% Théoréme 4
Sous les hypothéses suivantes:

Hl : les gradients de f et hj vérifient la condition de LiPSCHITZ.

H2 :sz [x tg f(x) + NH(x) ¢ f(x°) + NH(x°), 0¢x,¢& x4 ;{i i=1,...,nf

=

-i i
est borné pour N précisé plus bas.

H3 : P'(x) admet une solution y et vérifie une condition de qualifi-

cation de contraintes pour tout x dans ()N'

H4 : Il existe des multiplicateurs de LAGRANGE uj(x) tels que
E\Jj(x) £ N pour tout x dans {1_.
Jym N
Tout peoint d'accumulation de la suite xk engendrée par l'algorithme MODIF2
est un point de KUHN et TUCKER du probléme (6.3). Le choix du pas «k
s'obtient en un nombre fini de bipartitions. H(xk) —— 0 lorsque k — oo ,

w a k ; . . g
c'est-a-dire x satisfait toujours plus exactement aux contraintes.



La démonstration de ce théoréme est une démonstration directe assez

longue qui se trouve en annexe (A.35).

L'intérét de ce théoréme est qu'il s'applique a de nombreux probleé-
mes d'optimisation puisque ses hypothéses sont trés larges . Elle
est particuliérement intéressante pour des problémes convexes car les

approximations sont convexes.

Comme nous l'avons dit de nombreuses fois, une recherche linéaire
est parfois A proscrire en raison du colit des évaluations de fonctions. Le
corollaire suivant donne des conditions sur a pour pouvoir 1l'éviter dans un

voisinage de l'optimum.

#%#% Corollaire 2

En choisissant a> (N + 1)L
et
0<€&€ & a~- (N + 1)L
avec L, la plus grande des constantes de LIPSCHITZ associées aux gradients
des fonctions f et hj' N vérifiant 1l'hypothése H4 du théoréme 4, dans un

voisinage de l'optimum 1la condition (6.5) est vérifiée pour «=l.

La preuve de ce corollaire se trouve en annexe (A.50). Gréce a ce
corollaire, nous pouvons assurer que pour un choix judicieux de a, la
recherche linéaire peut &tre évitée; ce choix correspond, en quelque sorte,

4 une normalisation du pas.

Remarquons que dans le cas linéaire, il suffit de choisir a> O car

les constantes de LIPSCHITZ sont nulles.
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Lien avec la méthode de linéarisation convexe non modifiée

A

I1 est intéressant de regarder la méthode non modifiée a la lumidre

de cette nouvelle méthode.

L'emploi de d et de J;(x):; {J tq hj(x) max {hj(x);oj - §}
J
permet de diminuer le nombre des contraintes considérées dans P'(x); pér
conséquent, d'éviter que le domaine admissible du sous-probléme soit vide.
(J5 (x) est l'ensemble des indices des contraintes les plus violées ou'les
plus actives"). Lorsque § est suffisamment grand, Jy(x) =[1,2,..0,m.f

é joue le méme rdle que la relaxation de la méthode initiale.

Lorsque a est trés petit, le terme prépondérant dans la fonction
objectif approximante est la fonction objectif de la linéarisation convexe et
la différence essentielle avec la méthode de départ est la recherche linéaire;
nous avons programmé cette méthode et, dans les exemples numériques traités,
il s'avére que lorsque a est petit, dans beaucoup de cas,le pas obtenu par
la recherche linéaire vaut 1. En pratique, la recherche linéaire est souvent
ptile lorsqu'il y a des changements de signe dans les dérivées des fonctions
considérées. D'autres commentaires & ce sujet seront donnés dans le chapitre 7

consacré aux résultats numériques.

Aspect numérique de la méthode

choix de N et de ¢

Etant donné que la constante N n'est pas connue, il y a intér&t pour
résoudre le sous-probléme P'(x) A& obtenir les multiplicateurs de LAGRANGE
uj(x) correspondants. Il sera par conséquent judicieux de résoudre le problé-
me dual du probléme séparable P'{(x). La connaissance de ces multiplicateurs
permettra d'éclaircir le choix de la constante N. En la prenant trop grande,

le pas & donné par la recherche linéaire risque d'é&tre considérablement



petit (A.50.1). Il y a donc intérét a 1'évaluer en cours d'algorithme. Une

maniére de procéder serait de partir d'une valeur initiale NO et de modifier
L

la valeur de N en cours d'itérations:

si a4 1'itération k,N_ ¢ L uJ(x)

k Jiy

) (6.6)
prendre N =2 [ ux)

k+1 Jyin

Il est clair que si xk est suffisamment proche d'un point limite, les multi-
plicateurs uj(xk) sont, dans le cas régulier, voisins des multiplicateurs

de LAGRANGE en x*, solution optimale du probléme et la formule (6.6) se
Jjustifie. La démonstration de la convergence reste d'ailleurs valable en

indigant N par k.

. k
En ce qui concerne § , il faut le réduire si le sous-probléme P'(x )
se trouve impossible & l'itération k. é trop petit risque cependant d'augmen-—

ter le nombre d'itérations dans la recherche linéaire (A.50.1)

choix de a et de ¢

Nous avons vu au corollaire 2 que dans le voisinage de 1'optimum,
en-choisissant a de manidre adéquate, le pas X valait toujours 1 et la
recherche linéaire pouvait &tre évitée. Cependant, ce choix dépend de N,
borne des multiplicateurs de LAGRANGE, et de L, constante de LIPSCHITZ,
constantes souvent inconnues. Choisir a trop grand risque d'augmenter le
nombre d'itérations puisque la contribution du terme % aHy1<— xknﬁsera
prépondérante dans la fon¢tion objectif et le point g{aura tendance a ne pas
s'éloigner de maniére excessive de xk. Lorsque les fonctions sont cofliteuses,
comme au Laboratoire de Techniques Aéronautiques et Spatiales de LIEGE, il
serait dommage de les é&valuer uniquement pour faire une recherche linéaire.

Dans cette optique, nous proposons une stratégie pour le choix de a:
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départ : choisir a, petit ¢<¢a , x° point de gépart

itération k : trouver yk, solution de P‘(xk,ak)
si la recherche linéaire (6.5) est satisfaite pour

X = 1, prendre ak+l = ak

sinon ak*_1 = 2ak

k+1 k
prendre x =y

Il est possible d'imaginer d'autres variantes de cette stratégie.

De cette maniére, en étant suffisamment proche de l'optimum, la
valeur de a s'ajustera de maniére & assurer un pas normalisé. Pour éviter
une recherche linéaire, il est judicieux de prendre £ assez petit. Le role
tenu par a est en quelque sorte similaire au réle des " move-limits " utili-

sés dans d'autres méthodes, mais la maniére de gérer a est plus simple.



CHAPITRE 7

ASPECT NUMERIQUE



7. Aspect numeérigue

Il nous a paru intéressant de comparer la méthode de linéarisation
convexe initiale, une méthode d'optimisation classique(gradient réduit géné-

ralisé) et l'algorithme MODIF2 que nous avons programmé .

La comparaison porte sur le nombre d'itérations et sur le nombre
d'évaluations de Ia fonction objectif. C'est surtout ce deuxiéme aspect qui
est important pour le Laboratoire de Techniques Aéronautiques et Spatiales
de LIEGE vu le cofit élevé des analyses aux éléments finis. Nous n'avons pas
retenu le temps C.P.U. car il est insignifiant par rapport au temps C.P.U.
que demande une analyse aux &léments finis; de plus, il est possiblg d'envi-

sager différents codes pour résoudre les sous-problémes linéarisés.

Le travail de programmation et les tests ont été réalisés sur

DEC 2060.

Les exemples tests sont tirés du recueil d'exemples de WILLI HOCK
et KLAUS SCHITTOWSKI [12]. Les numéros entre parenthéses indiquent le numéro
du probléme correspondant dans ce livre. Certains de ces problémes ont été
légerement modifiés pour assurer la validité du changement de variables

(translation sur certaines variables)

Dans la suite de ce chapitre, LC désignera la méthode de linéarisation

convexe initiale et GRG , la méthode de gradient réduit généralisé. Pour

1l'algorithme MODIF2, nous spécifierons la valeur de a, le poids affecté au
terme ajouté a la fonction objectif,et la longueur du pas x obtenu dans la
recherche linéaire. Nous noterons par f* la valeur de la fonctlon objectif

4 1'optimum et par f° la valeur de la fonction objectif au point de départ.



Probléme 1 (29)

#%* caractéristiques

variables : .3
fonction objectif : non linéaire
- de dérivées constantes en signe
contraintes : - nombre : 3
- type : non linéaires
de dérivées constantes en signe
contraintes de bornes
-22.62741
feo = -1

f#

#*% pésultats

5 g . appels de valeur de la
méthode |itérations Ky longueur du pas fonction objectif
GRG 8 97 - -22.62740
LC 5 A 5 - -22.62741
’ MODIF2
a=1 7 7 1 -22.62743

Probléme 2 (34)

##% caractéristiques

variables i3
fonction objectif : linéaire
contraintes : - nombre : 2
- type : fonctions exponentielles

contraintes de bornes

f* = -1.83403



##% pégultats

N\

fonction objectif

: non linéaire

. s . appels de valeur de la

méthode |itérations Resool b longueur du pas fonction objectif

GRG 7 108 - -1.8340381

LC 5 S - -1.8340332

MODIF2

st ? 6 6 1 -1.8340361
Probléme 3 (18)
*#% caractéristiques

variables 2

de dérivées constantes en signe

contraintes : — nombre 2
- type : non linéaires
de dérivées constantes en signe
contraintes de bornes
=5
fo = 404
*** résultats
¥ i : appels de valeur de la
méthode |itérations P longueur du pas fonction objectif
GRG 3 4l - 5.0000002
LC 8 8 - 5.0000127
MODIF2
a1 2 8 8 1 5.0000127
a=1 50 50 1 5.0089117




Probléme 4 (31)

*### caractéristiques

variables

fonction objectif

1 3

non linéaire

de dérivées constantes en signe

contraintes : — nombre 1
- type : non linéaire
de dérivées constantes en signe
contraintes de bornes _
f* = 6
fo = 10
eV Eogultans

_— g 5 . appels de valeur de la

! méthode |itérations = SR longueur du pas Fonction, pbjectif
GRG 5 63 - 5.999414
LC 5e S - 5.999419
MODIF2
a=1 5 1 5.999419
a=5 6 71 5.999419
a=1000 50 50 1 -

Probléme S5 (65)

#%% caractéristiques

variables

fonction objectif

B R T 2 rl o T2 &1 2 s o L 2 e e e A e R

3

: non linéaire

de dérivées non constantes en signe




contraintes : - nombre : 1
- type : non linéaire .
de dérivées constantes en signe
contraintes de bornes
f* = 0.9535288567

fe 30.5

I

#¥*# pégultats

. ez . appels de , valeur de la
méthode |itérations BT longueudr du pas fonction objectif
GRG 6 61 - 0.953529162
LC cyclage
MODIFZ2 ,
a1 13 - 4 1 pour 8 it.[0.95343037
a=0.5 13 23 # 1 pour 5 it.|0.95349712
a=1 10 16 £ 1 pour 2 it.|0.95347977
a=3 12 12 1 0.95361844

Probléme 6 (12)

*#%* caractéristiques

variables - : 2
fonction objectif : non linéaire

de dérivées non constantes en signe
contraintes : — nombre : 1

- type : non linéaire

de dérivées constantes en signe

contraintes de bornes
f* = -30
£o -1.395

1



**# pédgultats

valeur de la

F 5 s appels de
1
méthode |itérations o o B ongueur du pas fonction objectif
GRG 8 104 - -30.0000044
LC cyclage
MODIF2
a=0.01 8 8 1 -30.0000035
Probléme 7 (118)
*#% caractéristiques
‘ variables : 15

fonction objectif : non linéaire
de dérivées constantes en signe
contraintes : — nombre : 29 7
Z type ~: linéaires
contraintes de bornes . |
f+ = 665.01135

fo = 942.71625

##% pggultats

- . g ; appels de valeur de la
méthode |itérations Faretion longueur du pas fonction objectif
GRG 17 75 - 665.01135
LC 55 55 - 665.074
Remarque aprés 12 itérations la fonction objectif vaut déja

665.2

aprés 24 itérations,elle vaut 665.13




### commentaires

\

Les algorithmes LC et MODIF2 se révélent trés intéressants en ce qui
concerne le nombre d'appels de la fonction objectif, critére essentiel lorsque

ces évaluations sont coiiteuses.

D'aprés les problémes 1, 2, 3 et 4, il apparait que la méthode MODIF2
nécessite parfois un nombre d'itérations plus élevé que la méthode de linéari-
sation convexe initiale LC et cette augmentation est d'autant plus sensible
que la valeur du poids a est grande; nous avons déja expliqué ce fait a la

page 6.19.

Lorsque a est petit et que la recherche linéaire n'est pas activée,

MODIF2 est trés semblable & LC, nous avons méme pu constater que pour certains

problémes, les itérés étaient identiques.

Si a est trop petit, il y a risque d'activer la recherche linéaire
et donc d'augmenter le nombre d'évaliations de la fonction objectif. Dans le
probléme 5, par exemple, pour une valeur de a de 10_3, une recherche linéaire
est nécessaire pour 8 itérations et la fénction objectif est évaluée 27 fois;
en augmentant progressivement a, la recherche linéaire devient superflue
pour un plus grand nombre d'itérations et la fonction objectif n'est plus
évaluée que 12 fois. Remarquons aussi que dans cet exemple, le nombre d'ité-
rations n'est pas augmenté avec a - IL est donc essentiel de choisir.a judi-

cieusement.

MODIF2 avec a petit rejoint plutdt les méthodes avec: recherche liné-
aire et MODIF2 avec a grand s'apparente d'avantage aux méthodes de région
de confiance, les itérés devant rester dans un certain voisinage déterminé

par a.

Comme nous l'avions vu au début du chapitre 6, lorsqu'il y a des

changements de signe dans les dérivées d'une fonction impliquée dans le



7.8

probléme, LC risque de cycler, c'est le cas des problémes 5.et 6. Par contre
MODIF2, converge en 8 itérations sans effectuer de recherche linéaire, le
terme % a Hyk - xkuzjouant le réle de " move-limits " et contrdlant 1'évo-

lution des itérés en les empéchant de s'éloigner trop les uns des autres.

D'une manidre générale, la méthode LC s'avére intéressante lorsque
les dérivées partielles des différentes fonctions restent constantes en

signe.

L'exemple 7 montre la décroissance relativement rapide de la fonction

objectif pour des problémes de plus grande. taille.



Conclusion

Nous avons prouvé la convergence de la nouvelle méthode proposée par
le Laboratoire de Techniques Aéronautiques et~Spatiales de 1l'Université de
LIEGE pour des problémes d'optimisatioﬁ o1 la fonction objectif est concave
ou de dérivées directionnelles constantes en signe et oll les contraintes
sont concaves. En pratique, elle converge pour une classe plus large de
problémes; le caractére conservatif de la linéarisation convexe nous a permis
de justifier intuitivement ce fait et de comprendre l'efficacité de la métho-
de en optimisation de structures. Signalons qu'il est impossible de démontrer
la convergence de cette méthode lorsqu'une des dérivées partielles d'une
fonction impliquée dans le probléme change de signe, nous avons d'ailleurs

proposé un cas de non convergence.

Pour remédier 3 cette difficulté, nous avons d'abord introduit une
recherche linéaire et ainsi nous avons pu prouver la convergence sous des

hypothé&ses un peu plus larges.

Dans une deuxidme approche, nous avons modifié légérément la méthode
en ajoutant un terme pondéré par un facteur a a2 la fonction objectif approxi-
mante et introduisant une recherche linéaire. Au voisinage de 1'optimum,
cette recherche linéaire peut &tre évitée pour un bon choix du facteur de
pondération a. Nous avons démontré -la convergence de cgtte méthode modifiée
sousidgs hypothéses trés larges (en particulier, pour des exemples qui
posaient des problémes pour la premiére méthode). Dans beaucbup d'exemples,

méme pour a petit, la recherche linéaire est satisfaite pour un pas de une

unité, et dans ce cas, la méthode modifiée est trés proche de celle de départ.

Nous avons constaté que ces deux méthodes étaient particuliérement
avantageuses en ce qui concerne le nombre d'évaluations de fonctions; de
plus, les sous-problémes approximants ont des propriétés intéressantes pour

une résolution duale.



ANNEXES



Annexes

#*#%* Linédarisations mixte-directe-—-inverse

La linéarisation mixte consiste & linéariser une fonction h{x) par
rapport aux variables x, pour i appartenant & I. et par rapport aux variables
inverses 1/xi pour i appartenant & I. . La linéarisation directe (inverse)
n'est qu'un cas particulier de linéarisation mixte qui correspond au choix -~

L = {1,...n] et I =p (I =petI = [1,...,n] ).

En notant  x

I
~

1 x = (x3)4.1, b= Bgly on @ % =1k

nous pouvons réécrire h en terme des nouvelles variables x et y

h(x) = hix,y)

Linéarisons h au point (x°, y°)
ﬁ(x'y) s 'ﬁ(xo’yo) + [ EE_ ; ;)_11_ Xx—-x°
= S 4 %, |. . |. o oo ==
i/ieds i/iels (x°,y ) y-y°
~ ~ Jh Jh
hix,y) = hix?,y%) + £ 5— (x,—x?) + L =— (y.-v2)
=-'= = = I,in _ il I;in 5 i Y
En utilisant la formule dé dérivation de fonctions composées
T ~ ~
3i  ah  9Xi  oh (- —L )
. nous avons encore
= ~ h ’h
g (o] [+] i J— o - il AR s [+
h(x,y) = h(x°,y°) +L 5= . (x, -x¢ ) - & 3¢ (y;-v5)



JABIE.

en revenant aux variables initiales

~ oh
~ sy O = 4] = — o A\
h(x) = h(x;x°) = h(x°) + L-—~ ) (x;-x2)
ilx
2 2h 1 1
- ] il —
!i-::. (xi) X, | .o ( X, x? )
ilx i 1

Pour les cas particuliers de linéarisation directe et inverse, nous

obtenons respectivement:

f o) - o .‘;_h._ -
hix) = hd(x;x ) = hi(x°) + £ axi o( X5 xi)

~ - . Jh (x;)z \
h(x) = hi(x,x ) = h(x®°) - %—-——-—axi xo( ——--xi - x§ )




###% Convexité du sous-probléme linéarisé en x°

\

Il s'agit de montrer que le sous-probléme explicite P(x°) est un

sous-probléme convexe.

. 2
~ J P] o
min f(x:x°)= L Lo X. -_E—£ (—xl‘)‘
¥ oX. % Ix . X.
i|x° ilx° 1
oh oh (x2)
ey 0 )= -3 - ko0 ik
By, R )= 5 3xd oxi T 3J . et
ilx ilxe Ti
3
N v oamy|, i = ol s 3
ilx ilx
j=l,...,m
O< X.€X. € X, i=lyeees
=i i i

11 suffit de montrer que f(x;x°) et Ej(x;x°), j=1,...,m, sont des
fonctions convexes, c'est-a-dire que leurs matrices hessiennes sont semi-

définies positives. Or, la matrice hessienne de f, notée F, est égale a

1
0 d2 0 «c.0. 0
0 O eccaee O
F= : i
O 5lss pnems s oad
n
2
Q 4
o do= | ~24ds AL i AR = g
i (x.) Ix%. Ix,
i ilxe ifxe
0] ) éinon

et est semi-définie positive car di;a O pour chaque indice i . Nous pouvons

raisonner de méme pour les fonctions hj



e TRy

#x%#% T]llustration de la

méthode de linéarisation convexe

Le probléme de départ est:

min

Linéarisé en (a,a) pour

min

1 2
a2 2a2
- + ;—— -6a+1 <£0
1 2
2
52— + %—- 6a + 1 < O
1 2

. <
1l < xl <5

Ecrivons les conditions d'optimalité de KUHN et TUCKER qui sont |

suffisantes car le sous-probléme est convexe.

En désignant les multiplicateurs de LAGRANGE par A

lagrangien s'écrit:

i=l,...,6

le



a2 232
L(x,2) =%, + X, + 2, ( e 7 S 6a + 1 )
1 2
. B 2 .
+Al(z—f{—+%——6a+l)
1 2

+ A ( 01— xl) + Ag( X, - 5)-+.&(O.1 - x2)

+3( x. -5

L'annulation du gradient du lagrangien fournit les 2 équations sui-

vantes:

e 5=
1- A,;E = 2A;7§ - Ast Ah= 0

o ! |

. 2 2

1- 2),% - Az% - A_.,-t—Ai: 0
%5 *2 '

' Les conditions de complémentarité s'écrivent:

a 2a2
M(z=+=—-62a+1)=0
By 2
2
Ayl %E— + %— -.6a + 1) 0
1 2
/\J(Xl"O-l)=O

.
»
N
I
o
L]
[
I
(@]




Choisissons M= A= As= A¢= 0. Les deux premidres équations sont équivalentes

a:

xi = a2 (A +22,)
2 2
X, = a (A,+2 A )
2 2 ' -
Posons A" = ( A, + 2 A, ) et BT = 2A+ A, ) (A.5.1)
ainsi, X, = aA e‘t‘x2 = 8B

Avec ces notations, les conditions de complémentarité deviennent:

I
o

+ %ﬂ - 6a + 1

i

>|®
n
o

+ % - 6a + 1

La résolution de ce systéme d'équations en A et B donne:

3a° , ce qui impose a # 1/6

A=B=51

2

De (A.5.1), il vient A= dy= -7

Les multiplicateurs de LAGRANGE sont donc tous positifs et nous gé-
nérons ‘ainsi une suite de points de KHUN et TUCKER des sous—problémes

linéarisés

k+1 3(x&)2
X = mm———] e

i our i=1,2
= 6x§— 1 P

.1_

dont la limite est (3 » L) qui est bien 1l'optimum du probléme de départ.

3 3




Montrons également que l'ordre de convergence de la méthode est

quadratique, c'est-a-dire:

k+1

lim 2—— 212 — 1/32 :C,
|x™ - 1/3]
2 ' . .
L, T— ‘F(x) ‘2:; — , 1/3 est point fixe de ¢

ot 173 = ?(xk\ - tp(%—)

En développant en série de TAYLOR autour de %, nous obtenons

k+1 1 [ k 1 1 »_k k 1.2
- == =) - = - =)
4 3 ‘,0(3) (x 5)+2‘f()')(x 3
k k 1
avec/{ entre x et 3
1,1 = k . 1 o+ k
y’(g) =0, d'oua x bl 1/3 = 3 f(}‘}
|25 = 178"
et en passant & la limite,
k+1
- / u
o TS 2 ) -
= x - 1/3]

T T R A T R TR RS R R N N R T



#%*% Résolution du probléme

dual

\

Le probléme est de trouver xi en fonction de 2 en minimisant

Li(xi;k) sur [}}1 : xi} avec

xi>0 avec

L.(x.;X) =f. x. + C, x.—-D--.—l— si £f.=2 0
174 i 7i i7i 1 x5 i
L.(x.;A) = = 1. - + C. x.—~D.—]'-— si £, <0
i 7 i . i 71 i x, i
i i
et
C. = .h >
LT By
D = EA,h..\.O
1 - J 4
: JL, D.
.,slfi,‘.:_-O 3-—;1.._1‘ +Gi+2
i 5%
i
P
.81 D, =0 —Ei =f.  +C.=20
i axi i i

la fonction Li est croissante en la variable xi, son minimum est

donc atteint en Ei’

la borne inférieure de l'intervalle considéré.

.si Di # 0, annuler la dérivée de Li par rapport a X5 donne:

Li est une fonction

=D,
—-l._.—
f. + C,
i i
i A )
convexe pour x. > 0 car —J—1 = —x1- = 0
i 32 3
X. xs

- 851 X, = ii, nous avons la situation suivante:



Le minimum de Li

-Si x. X., nous
ls_l.

1
Il
1
]
1
1
1

{fig. A«9:1)

sur | X ;i] est donc en x,

avons la situation suivante:

L.(x.;A)
s SR

Le minimum de Li

+si fi < 0 —i

nSi C. =O
1

%1 T

(fig. A.9.2)

sur [ x,

, X.] est donc x,
24 i i

1 D,
=8 3+ 8+
X, X.
1 1
9L, _ £, +D.to0




La fonction Li est strictement décroissante en la variable X, d'olu

son minimum est en X, la borne supérieure de l'intervalle considéré.

. Si Ci £ 0, annuler la dérivée de Li par rapport a X nous donne

2 -f. + D,
x; = —1i i
C,
i
5 2( )
L.i est une fonction convexe car —£§ = - fi % Dl— >0
X 3
X,
i

donc si XXy comme dans la figure A.9.1, le minimum de Li sur

=

EE ] est en x,; si x. < X., il se trouve en X, .
- -1 i i i~ =i =i

Récapitulons, en notant par xi(A) le minimum de Li(xi:A ) sur [ X X, ]:

.
D % 2 2
si .20 x;, () = | —i— six,” > —i— >x;
f. + C, f. +
1 1 1 1
'xi(A) = ;'ci g 205w B
f. + C
x. (X)) = x; si ——i— s:-_:i
: f. + C,
1 1
f D % 2
si f.< O x(A) = i si XxT 2 —i—izx
1 1 1 -
o, &
1 1
x(A) = X, si 53 =Dy 52
C,
1
x(A) = . g gD
1 -1 I c -1



#*%% Propriété du gradient de la fonction duale

.éme
La dérivée de la fonction duale par rapport au J

éme

de Lagrange est égale a la j contrainte primale.

Soit le preobléme primal min f(x)

s.c. h.(x) <0
J

et le dual associé max 1(4)

S.C. Az 0

avec 1(A) = :i;Af(x) + E Ajhj(XU

)

f(x(4)) + § Ajhj(X(A))

a1l df %, Jh. Ix.
2 _pfl X 4o 225 =8+ n (x(A)
Ny 1 9%y axk 7] éxi Jxk hk
02 E o By 4 (x())
1) 0x. 3 J ax,
k i i
= hk(x(i))

car x{(A) est le minimum de f(x) + E%fﬁ(x) sur R
7

N\

multiplicateur

JEl,.0.,m



SR

A.12

°

x%#% Calcul du hessien de la fonction duale associée au sous-probléme linéarisé

En employant la propriété précédente,

J -
—lzﬂh..x.(A)—nh. L + h.
da. ¢+ 1ij i =i x. (X)) j
J 1
J1 iy 1 J
—~——=£hi.ﬁi+ Eh, —-———-Zfl—
aﬁkaﬂj J k J (1) ie -
Si x. = X. ou X, = X dx.
-1 3—1— =0
g
Si x, <X. <X,
- L
sk f.=2 0 et h ka 0 %Ei - i Erku— xi{A)
Ak £.+46.
g 1 1
si £, 0 et h, <0 ﬂi:-{—;— hie | 4
J
Ak f.+C xi(A)
si f.<0eth >0 9% o 2B lx (1)
1 ik 2 2 C 1
k |
é--
sif,<Oeth <O a—x-i-_--%llik— i“)
Ak c, i

En envisageant les différents cas, nous obtenons la formule de la page (4.5)



#*#% Démonstrations de convergence

LY
L'objectif est de démontrer la convergence de la méthode de linéari-

sation convexe sous certaines hypothéses. Le probléme considéré est:

s;cc hj(x) < 0 =1, s swym

=i i i i=l,...,0

avec f et hjcontinﬁment différentiables pour j=l,...,M.

Le sous-probléme approximant s'écrit

(yix) € O j=l,.0.,m

Qex. 2 ¥. & %X, i=l,.4.,0

flyid =2 57| v - B ) F (A.13.1)
1ixX 1|X 1
oh. ah
e - —J 2 1
hJ(Y'X}'"qax. Vi . % (xi) ¥
11X 11X 1
oh . oh . (R 18.5]
+h(x) -k 9% . - ; % x5
1|X 11X

Nous démontrons tout d'abord cing lemmes qui seront utilisés dans les

démonstrations proprement dites.



*#* Lemme 1 Propriétés de la linéarisation convexe
1) h(x;x) = h(x)

2) vhix;x) = v7h(x)

Preuve
G h 3
1) hi(x;x) = L %— x., — L ot x? %—
v oaxl. i = axix 1 %
+ hix) - L gh . i iﬁ{ x
v 9x i S & i
= h(x)
ah 2h 21 :
~
2} ghiy;x) = = | o 5| %3 5o
ilx /ieTt ijx i fiel?
ol I* = {i tq %%— > 0. ]
ilx )

donc Vh(x;x) = vh(x)

** Lemme 2

Si les fonctions hjsont concaves alors le domaine linéarisé en x
défini par'ﬁj(y;x)<=0 est inclus dans le domaine initial défini par

hj(y) 4 0 et cela quelque soit le point de linéarisation X.



Preuve

Il faut démontrer que si Ej(y;x) < 0 alors hj(y} < 0 ¥x,¥
et pour cela il suffit de démontrer que hj(y)é ﬁj(y;x)

ah

< 5 vy —al -y - h.(y;
hj(y} hj(y,X) < hj(x) *E g5 (y; = %5 ) hj(y,x)
ifx
car hj est concave,
N oh, 3h,
- " & als a2 - — =
hj(y) hj(y,x) £ § e (yi xi) Lo3T (yy = % )
i|x ilx
dh,
—d 2 1_1
+E ax, (xi) (y; x?
ilx i i
dh .
= 0 =1 (y. - x., + x? i X.)
= %, i i i y. i
ilx i
dH .
_r 3 1 - 2
= L axi i(yl xl) R

d'od hj(y) ¢ ?{j(y;x) #x,y

Remarquons que méme si le point de linéarisation x est non admissi-

ble & lapremiére itération, les points de linéarisation suivants seront

admissibles.

#%* Lemme 3

Si x* est optimum pour le sous-probléme P(x*), alors x* est point
de KUHN et TUCKER pour le probléme P lorsque P{x*) vérifie une condition de

qualification de contraintes. La réciproque est également vraie.



Preuve
) .
puisque le sous-probléme P(x*) est convexe et vérifie une condi-
tion de qualification de contraintes, "x* optimum de P(x*)" eést équivalent
a " x* vérifie les conditions de KUHN et TUCKER de P(x*)" c'est-a-dire

il existe Ar AZ"" A 205w, W ,...,%130 et v ,v2,,..,vn'a0 tels que

2 1

vf(x*;x*) + DA vH_(x*;x*) - Cw.e, + Lfv.,e =0
I J 4= 7 1d 1 11
Ajhj(x*;x*) =0 J=Lis wnip
G o= = s o0
1.-.r]._(>~::.L ii) 0 i=1, ,n
* _ > e
vl(xi xl) =0 i=l,...,n
ﬁj(x*;x*) < 0 j=1l,ss.,m
x.< x¥ ¢ x, o 1 PR,
=T 71 i )

- . éme s
ou ei est le 1 vecteur unité.

En utilisant le lemme 1, Ej(x*;x*i;z hj(x*); vE(x*;x*) = Vf(x*),ces

conditions sont les conditions de KUHN et TUCKER pour le probléme P.
** Lemme 4

Soit un point x admissible pour P n'étant pas point de KUHN et
TUCKER pour P,et y l'optimum de P(x),(y - x)est une direction de descen-
te pour la fonction objectif f au point x, c'est-a-dire vE(x) (y-x) <0

Preuve

Par le lemme 1,Hj(x;x) = hj(x), comme x est admissible pour P, nous avons



Ej(x;X)s 0, c'est-a-dire x est admissible pour P(x) . Par conséquent,

y étant l'optimum de P(x), _ E

Tlysn) & Flaxix)
Supposons gue f(y;x) soit égal a f(x{x), dans ce cas, x est aussi solution
optimale de P(x) et par le lemme 3, x .est point de KUHN et TUCKER de P ,ce
qui contredit 1'hypothése, d'ou

Flyix) ¢ f(x;x)
La fonction f étant convexe,

vf(x;x) (y - x)¢ £(y;x) - F(x;x) ¢ 0
Par le lemme 1, vf(x;x) = vf(x) d'ol

vf(x) (y - x)<0

o

et donc (y —x) est une direction de descente pour la fonction objectif f

au point x.
*¥* Lemme 5

Si le domaine de chadque probléme linéarisé en x admet un point

intérieur c'est-a-dire si
¥xeX. 3w tq 'ﬁj(w;x) <0 pour j=l,...,m (condition de SLATER)

1'application multivoque A: X——8(X)
x+— Alx)
avec ye A(x) si et seulement si y est solution optimale pour P(x),

est fermée pour tout x appartenant a X



Preuve
) \
Considérons une suite xk——* X ,et une suite ykﬂ—* y avec
k . "
y € A(xk) pour tout k. Montrons que y € A(x), c'est-a-dire que y est solution

optimale de P(x).

1)y est admissible pour P(x)

Démontrons d'abord la proposition suivante:

Proposition: Si xk——+ X , A partir d'un certain rang,

2h . dh
3;% est de mémecsigne que 3;%- K
ilx ilx
Eﬁj dh .
3 || . = -
I1 suffit de montrer qu'il existe ko tel que pour tout k;;ko, 3= | K s;% > 0
~i|x i|x
Supposons par 1'absurde que pour tout k, il existe nkgzk tel que
dh, dh, )
] =4 <«
Ix.| K 9%, 2
i|x i|x
3h. .
Si 5;1 = 0 , l'hypothése est absurde.
i
oh . th-
. " . .
Si Ixl K 0, alors pour tout k, il existe nk» k tel que 5;7'"k70 , or
il Cifx
dh, ah . n
Tl I _J J kﬂ_* 1
= | Pk LYoy car X x et hjﬁ C
ilx ilx
an . dh .
ce qui est absurde puisque 7% <0 et % ﬂé’Opour tout k
il x dlx
ah ..
I1 en est de méme dans le cas ou E;Q = O’ce qui achéve la preuve de la
ilx

proposition.



k _k

Comme yke A(xk} pour tout k, ﬁj(y ix )¢ 0 , c'est-a-dire

N

oh, oh ah. ah,
i k j k.2 1 K j K o k
L3l k¥ ~Ear |k %5 FE? ho (™) + Bt %5 bl w™ © 9
11X 11X L d 11X 1(X

Par la proposition précédente, pour k suffisamment grand, la @ et la L
se font sur les mémes indices, et comme hj est de classe Cl, en faisant

tendre k vers 1'infini, nous avons:

th ahj 5 1 ‘ , ahj th
v - L o= = {x) — —_— == . &£ 0
!:- ax. Vi L ax. % y_,+ hJ(x) );' X, = L Ix. X3

ilx ilx i ifjx ilx

c'est-a-dire Kj(y;x) £ 0, y est donc admissible pour le probléme P(x).

2) y est optimum de P(x)

Il suffit de montrer que E(z;x)} E(y;x) pour tout point z admissible pour

P(x).
er - Lo~
1 cas: pour tout indice j, hj(z;x) =-% <0

z est admissible pour P(xk) pour k suffisamment grand, c'est-a-dire qu'il

existe ko tel que pour tout k21&y ﬁj(z;xk)é,o. En effet, supposons le

contraire:
. ) e~ nk, i ;
pour tout k, il existe nkgsk tel que hj(z;xj )% 0, considérons la sous-suite
n
h (znck) .
d K
. e Ao
comme h.{(z;x ) — h.(z;x) = -£ <0,
J . J J



e

e

’ n
ce qui est absurde puisque hj(z;x k) > 0 et - ajc 0

L)

Par conséquent, f(z;xk);.f(y :x ) pour k sufisamment grand car yk est

l'optimum de P{xk); en passant & la limite

Flz;x) > fly;x)

2™ tas : il existe un indice j tel que ﬁj(z;x) =0

Par hypothése, il existe w tg Ej(w;x)< 0 pour tout j. Considérons la suite
z = (1 = E)z + & W
n n

n

Il est clair que z ~converge vers z lorsque n tend vers 1l'infini. Comme

ﬁj(,;x) est convexe pour tout j

o B N

h.(z ;x)4 (T - }-) B (z;x) + = h.(w;x)
j n n J J

Puisque z est admissible pour P(x) et'ﬁj(w;x)< 0
ﬁj(zn;xno pour tout j

comme dans le premier cas, nous pouvons montrer gue z, est encore admis-—-

sible pour P(xk) pour k assez grand, c'est-a-dire: il existe kn tel que

U R
Mk;kn,%(%ﬁx)éo _ pour tout j

' . o k
nous avons donc construit une suite de points z, admissibles pour P(x )

qui converge vers z. Par conséquent,
?(zn,xk')a-ftyﬁikk ) pour k assez grand

et en passaﬁt a la limite

f(z3x) > (yix)
y est donc optimum pour P(x). Nous pouvons donc conclure que 1'application

multivoque A est fermée.




** Démonstration du théoréme 1 (6.7)

s
Il s'agit de vérifier que les trois conditions du théoréme. de

ZANGWILL sont remplies.

Définissons X: l'ensemble des points admissibleé pour P,
A: X— %(X), l'application multivoque qui & un point
admissible pour P fait correspondre les solutions
optimales du sous-probléme linéarisé en X, P(x)
Q: l'ensemble des points de KUHN et TUCKER du probléme

initial P

Assurons nous d'abord que la définition de l'application multivoque
A est correcte, c'est-a-dire que son image est bien dans l'ensenible des

parties de X.

Par le lemme 2, si les fonctions hj définissant les contraintes de P
sont concaves, alors le domaine du sous-probléme P(x) est inclus dans X, le

domaine de P, par conséquent, A(x) est aussi un-sous ensemble de X.

Si nous définissions A sur un ensemble plus large que le dbmaine
admissible initial, la con@ition C2 du théoréme de ZANGWILL ne pourrait
&tre démontrée; c'est a cause dé cette‘diffidulté et pour que la définition
de A soit correcte qu'il faut que le domaine linéarisé soit inclus dans le

domaine initial.

Envisageons d'abord le cas ou x9 est admissible, dans ce cas, la

suite xk engendrée par l'algorithme est incluse dans X.

Condition Cl: les points de la suite xk ,avec

x0 donné ,
xk+l CA(xk)

sont inclus dans un compact
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Par la condition C2 et parce que les points de la suite sont tous

admissibles, . .

k-1

f(xk)é f(x ) pour tout k

Par conséquent, pour tout k, xk c {x eX tq f(x)¢ f(xo)j qui est compact

par hypothése.

Condition C2: La fonction objectif f satisfait & la définition de fonction

de descente, c'est—é—diré que
f est continue
pour tout x € X, yeA(x) i) x ¢ Q f(y) < f(x)
i) el Blyr) (%)
i) si x ¢¢ , x étant admissible et ye A(x) par hypothése, nous savons
par le lemme 4 que (y - x) est une direction de descente pour f en X,
c'est-a-dire
vf(x) (y = x)40
f est concave par hypothése d'oll
fly) - £(x) £ vi(x) (y - x)
par conséquent f(y) ¢ f(x)
ii) Si xe§ alors par le lemme 3,x est optimum pour P(x) d'ou
%(y;x) = ka;x) car y est admissible pour P(x)

D'autre part, ye A(x) d'ol, par définition de A

Flyix) ¢ flx;x)



et donc
fly;x) = flx;x)

ce qui est encore équivalent a

= af af af af
flysx) -p 55| xg +Egp | > =Tsx) =B g0 | % + B gp | %5
il x ifx i|x ilx
par définition de Flx;x)
5 of f .
Flysx) - p5g| x5 + Do | %= £
. ilx il x

comme f est concave, par la méme démonstration que pour le lemme 2 3

X,
1
X

Flve af If

d'oi fly)¢ £(x)

Condition C3: L'application multivoque A est fermée
Ceci est assuré par le lemme 5.

Supposons maintenant que x0 ne soit pas admissible, dans ce cas,
par le lemme 2, le domaine linéarisé est tout de méme inclus dans X, le
domaine initial. S'il n'est pas vide, le point suivant xl sera donc admis-
sible pour P. En considérantlla suite xk, k=1,2,... i1 est donc possibie de

répéter la démonstration ci-dessus.

Par conséquent, méme si le point de départ xo est non admissible,
mais que le domaine de P(xo) est non vide, tout point d'accumulation de la
suite xk, k = 0,1,2,... engendrée par l'algorithme de linéarisation convexe

est un point de KUHN et TUCKER du probléme P.




## Démonstration du théoréme 2 (6.11)

Y

Le théoréme 2 — méthode de linéarisation convexe avec recherche

linéaire - est basé sur le théoréme & deux étages de P.HUARD.,

Théoréme a deux étages

Soient f:X —= R , une fonction continue
X, un ensemble fermé
xoc,X , un point\ de départ
Eo‘ [xeX tq £(x) é.f(xo) J , un ensemble compact

2 , un ensemble donné

Le but est de trouver un point de 9,

. as n
Considérons Y e R, un ensemble compact

H1) A:X — ®(Y), fonction multivoque fermée

M:XxY — @(2(), fonction multivoque telle que

pour tout x & X, x¢{,pour tout z € A(x)
H2) M est fermée en (x,z)

H3) x'e M(x,z) = f(x') < f(x)

Considérons la suite (xk,zk) engendrée par l'algorithme suivant:

Itération k: considérer xke Eo

prendre zk & A()-ck )

si zk¢Q,prendre xk+l € M(xk,zk)
sinon STOP

Sous les hypothéses ci-dessus, tout point d'accumulation x* de xk est

point de §2.

A.24

urn



Définissons : X

[x tq hj(x)éo,j=l,...,m; 0<x. & x, ¢ ii,i=l,...,nj

{ x ta x est point de KUHN et TUCKER de P} A
=X

o 2D
1}

:X —= 9(X)
x+~— A(x) avec y cA(x) &= ¥ est optimum pour P(x)
M:XxX — §(X)
(x,z)— M(x,2z) avec x'ec M(x,2) & x'€ [ x,z )
et '
fly)=f(x') ¥yel XoZ |

(M est la recherche linéaire exacte sur le segment Fok# ])

Vérifions si les hypothéses du théoréme a deux étages sont vérifiées:

f est continue et X est compact par hypéthése, par conséquent Eo est égale-
ment compact. En employant les mémes arguments que dans la démonstration du
théoréme 1 (A.21), nous pouvons nous assurer que 1l'application A est correcte-
ment définie. De mé&me, l'image du cduplé (x,y) par l'application M est bien
un élément de §(X), puisque le segment [ x,y ] est compris dans le domaine
convexe du sous—probléme P(x) et que ce domaine est lui-mé&me inclus dans X

(lemme 2).
H1l) L'application multivoque A est fermée en vertu du lemme 5.

H2) L'application multivoque M est fermée si xgﬁQ et z € A(x%)
c'est-a-dire: si (xk,zk) — (x,2z) avec x¢% et z € A(x)

x'}{ — x! avec x‘kc M(xk,zk) ¥K

alors x'e M(x,z), ou encore

x'e[ x,2 ] et £f(x") ¢fly) ¥yel X,2 ]

Par hypothése, xk—- x et zk—-—t z
et pour tout k, x‘kc [ xk,_zk ] d'ott
k k k k
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A.26

en passant a la limite x'> x et x'<¢ z d'od x'e€ [ x,z ]. Considérons y point
arbitraire dans le segment [ x,z | et montrons que f(x')¢ f‘(y\)
yel[ x,2 ] = il existe Ae[ 0,1 ] tqy = x + (1 ~-M)z . Construisons

k
M

k

A xk + (1 -A)z
Il est clair que yk———- y puisque zk——- z., de plus yk e‘.[ xk,zk ] et donc
k k

fly ) »f(x')
car x'ke: M(xk,zk) £k, en passant & la limite

f(y) =2 f(x")
H3) Si x¢Q et z e Alx), x'e M(x,z) = f(x')<f(x)
Si x¢Q, x étant admissible et z < A(x) par hypothése, nous savons par le
lemme 4 que (z - x) est une direction de descente, elle est admissible pour
le probléme initial puisque x et y appartiennent 34 un domaine convexe inclus
dans le domaine de départ. Puisque (z - x) est direction de descente pour f,
il existe §>0 tel que :

flx +A(z - x)) ¢f(x) , #Are] 0,81

fixonsﬁ:lj ¢ min [ 1, 3_[ et z' = x+5\ (z - x),z'e[ X,Z ]

comme x' € M(x,z) alors f(x')< f(z') ¢ f(x), d'on
f(x') ¢ £(x)

Les hypothéses du théoréme a deux étages sont satisfaites, le théoréme

est donc démontré.



A.27

*% Démonstration du théoréme 3 (6.12)

“
Le théoréme 3 — méthode de linéarisation convexe avec recherche
linéaire inexacte sur un ensemble discret - est basé sur le théoréme 3 deux

étages suivant:

Théoréme a deux étages

Soient f:X—— R, une fonction continue
X, un ensemble fermé
x°ex , un point de départ
Eo = [ xeX tq f(x) % f(xc)j compact
2 ,un ensemble donné

I= [ 0, [3 ] p20
Le but est de trouver un point de Q
Considérons Y E.-‘.Rn, un compact:

H1) :A: X — G(Y), une fonction multivoque fermée
M: Xx¥xT — ®(X), une fonction multivoque telle que
pour tout xeX, x¢ {2 pour tout ze A(x) et pour tout £eT
H2) M est fermée en (x,y,0) '

H3) si x ¢ M(x,y,&) et x'e M(x,y,e) alors fx') < f(x)!}
H4) x ¢ M(x,y,0)

Considérons (xk,zk,ak) engendrée par l'algorithme suivant:

Départ: xle; EO, sle. T

Itération k: considérer xkc E

prendre zk c A(x)
.,k k k k k k k
si x ¢flet x gM(x ,z ,dlk) prendre xk+lc M(x 12 ,& )
. k+1 k k+1 k
sinon prendre x =X ; 2 =z
k+l k.
prendre &£ ¢ & /2.



Sous les hypothéses précédentes, l'algorithme engendre une suite (xk)k

telle que

A

k+1

i) xkE.EO P PR kowd

ii) tout point d'accumulation x*. de la suite vérifie x* e Q

Définissons X={x tq hj(x)é=0, j=1l,...,m; O, Ei‘xi‘Ei’ i=1l,...n}
Qa[x tq x est point de KUHN et TUCKER de P ]
Y =X
T=[0,3],fconstante strictement positive
A:X — 8(X) _
‘x*——*nA(x) avec_ye:A(x) & y est optimum pour P(x)
M:XxXxT — F(X)
(x,z,6) — M(x,z,e) avec x'€ M(x,z,¢)
x'eD(x,z) = {x] U {x' tq x'=x+2_i(z—x),icN}
) et
f(x') ¢ fly) +y¢ #¥yeD(x,z)

(M est la recherche linéaire sur le segment [ sz ] )

Sous les hypothéses du théoréme 3, les conditions du théoréme & deux

étages sont vérifiées:

En ce qui concerne les définitions de l'ensemble X et des applications
multivoques A et M, nous pouvons répéter le méme raisonnement que dans la
démonstration du théoréme 2 (A.26). Les conditions H1 ,H2 et H3 sont égale-

ment satisfaites:
H1) L'application multivoque A est fermée en vertu du lemme 5

H2) L'application multivoque M est fermée en (x,z,0), c'est-a-dire:

si (Xk,Zk,Ck) —'—(X,Z,O)

k
x'k — x' avec x'kc M(xk,zk,a )

alors x'e€ M(x,z,0)



T

x'e D(x,y) car x'k = x ou x'k= xk + 2_i(zk - xk), et en passant a4 la limite
x' = % ou x' = X + 2—i(z - x) \
comme'x'kg M(xk,zk, 1'{) , f(x'k)é f(y) +J&k ty e D(Xk,zk)
ou encore f(x'I'Sé- f(x'k) +J&k
ou .
fx®) X v 27K - Ky vy e im2,,.
et en passant a la limite
£oet ) & )
ou
fx')g f(x' + 2_i(z -x)) i=1,2,.40

c'est-a-dire

x' ¢ M(x,y,0)

H3) 81 x & Mix,z.2)
x'e M(x,2,£)
alars f{x')< £{x]

En effet, x ¢ M(x,2z,¢) = il existe § € D(x,z) tel que f(x)> f(§) +y€
x' M(x,z,£) = pour tout y € D(x,z), f(x)¢ £(y) +y¢
en particulier, pour y = § , d'ol

f(x)>f£(§) +5¢ =2£(x')
H4) x ¢ M(x,z,0)
Suppos;)ns par l'absurde que x € M(x,z,0), par définition de M ,
f(x) ¢«f(y) + 0 ¥y eD(x,z) (Ae2951)

or, comme x est un point admissible n'appartenant pas a {J et z ¢ A(x), par
le lemme 4, (z - x) est direction de descente, par conséquent il existe §>0
tel que #1¢€]0,8[, f(x)>f(x + A(y - x)), en prenant i suffisamment grand

pour que 2_lc:|0,é'[ et en définissant § = x + 8 Mg~ x), nous avons

f(x)» f(y) avec y €D(x,z)
ce qui contredit (A.29.1)



A.30

Cette recherche linéaire sur un ensemble discret n'est cependant pas
implémentable puisqu'elle nécessite un nombre infini d'itérations pour
trouver x' appartenant 2 M(xk,zk,sk). I1 est cependant possible de se rame-

ner & un nombre fini d'itérations dans la recherche linéaire.

Si f est quasi-convexe, il est possible de la maximiser exactement
sur D(x,z) en un nombre fini de calculs par examen des points de D(x,z)

en partant de y vers x et en s'arrétant dés que la suite des valeurs croit.

Au point de vue pratique, dans le cas d'une fonction f de classe Cl,

il est possible de se ramener également 3 un nombre fini d'itérations en
5 ,

'é ’

f sur le sous-ensemble fini Sk’ avec

prenant Cl = £k+1 = ak/e dans l'algorithme et en minimisant exactement

kj U {x' tq x' = xk + Zqi(zk - xk) i=l,...,kj

En effet, considérons xk+1 le point de Sk qui minimise exactement
f sur Ski A l'itération k, &k = 2_k (dfr algorithme page A.27), et il est

k _k -k
X

possible de montrer que xk+l£.M( ,Z2 ,2 ). Notons x*k le point qui mini-

mise exactement f sur D(xk,zk}, c'est-a-dire
pmm'wutzeDuka) ﬂxﬁ)éfﬁ)

Deux cas sont possibles:

frcw: xﬁes
_______ k
Dan:s.cecems,f‘(x"“]’{)-éf(z.)-i-f(z)-\~3,(2_k ; ¥z€Duth ,dwaxﬂaMkakk4ﬂ
et comme xk+1 = x*k, il vient: xk+l£ M{xk,zk,2-k)
éme k
2 cas *
________ X ¢ Sk
Dans ce cas, 0 éf(xk+l) - f(x*k) éf%xk) = £ (x*k) car xke.Sk et xk+l mini-

i S
mise f sur K



Oéf(xkﬂ)—f(x*k) ¢ vf(z) (xk - x*k) avec z € [ xk,x*k ]
' & , k K K Ky, ook K k
Ol £ 27 120 - x| car [IxT - x* ¢ 2 - x|
£} 27K car vf(z) est borné sur un

k k
compact et z et x sont dans un

compact
Par conséquent,
k 1 T . "
fix +l)l-f()-c‘*k) +J2k$f(y) +32k Isz:D(xk,zk)
car x*k est minimum sur D(xk,zk}, d'ol xk+1e:M(xk,yk,2_k)

Le nombre d'opérations pour trouver xk+l est fini puisque Sk est

it



#% Démonstration du corollaire 1 (6.12)

Pour démontrer le corollaire 1, il suffit de montrer aue la recherche
linéaire du théoréme 2 sur le segment [ xk,zk ] ot zk est solution opti-
male du sous-probléme P(xk) est toujours satisfaite par le point:zk et qu'il
est possible de remplacer 1'hypothése du théoréme 2 - “l'ensemble des points
admissibles de P est un compact" par l'hypothése moins restrictive "l'ensém—
ble E = { x admissible tq f(x)ﬁ-f(xo)j est compact". Le corollaire 1 se dé-

duira alors du théoréme 2.
1) Si pour toute direction fixée d et pour tout xo fixé
£(§)d>0 ou £(5)d<¢0 #fe( 5= x7 +21d, JeR |

le point zk solution de P(xk) ol xk n'est pas un point de KUHN et
TUCKER, satisfait la recherche linéaire du théoréme 2,c'est-a-dire

f(zk) ¢fly) #yel xk,zk ]

En effet, comme xk n'est pas point de KUHN et TUCKER, par le lemme 4,(zk - xk)

est direction de descente pour f en xk,par conséquent:

il existe § >0 tel que #1e[ 0,4 ] f(xk + A(zk - xk))é.f(xk)

Considérons x* le minimum de f sur [ xk,zk 1, puisque (zk - xk) est direction

de descente,

k

fx*) <f(x)

Supposons que f(zk):.f(x*), par le théoréme des accroissements finis,

k

0<£(x) = £(x*) = vf(5,) (x - x*) avec § €] o | (A.32.1)

0>f(x*) - f(zk)

9r(f,) (x* - X} avee 3] 20 [ (A.32.2)



puisque x* €[ xk,zk ], il existe M€ [ 0,1 ] tel que x* = X&k + (1 =-X)z",
(A.32.1) et (A.32.2) deviennent

S

k k

0 41‘(}1) (1 =&) (x* -z )

0> £(5 ) (-2

xk k ]

avec 51 et‘}'2 e[

Il existe donc;:_t et‘j2 el xk,zk ] tels que

' 2

0 < £(f) (x~ 2

0> £(5,) (x"= 2

2
ce qui contredit l'hypoth&se que pour toute direction fixée, la dérivée

directionnelle est constante en signe.

2) En vertu du point précédent, il est possible de reﬁplacer 1l 'hypothése
sur le domaine admissible par l'hypothése moins restrictive:
n_EO = {x admissible tg f(x) < f(xo) j est compact".En effet, il fallait
supposer que le domaine admissible soit compact pour pouvoir trouver 1l'ensemble
compact Y du théoréme a deux étages. Nous pouvons maintenant prendre X = EO
et Y = Eo,avec E0 qui est compact par hypothése. Dans ce cas, la définition
de A:E — @(EO)
xw—s A(x)
avec y € A(X) & ¥y est solution optimale de P(x)
est correcte puisque si x appartient & Eo alors y appartient a E0 paf le

point précédent; dans la démonstration du théoréme 2, y pouvait ne pas

appartenir a EO



** Condition d'admissibilité de la direction.(y - x) pour P (6.14)

11 faut s'assurer que la direction (y - x), ol y est la solution
optimale du sous-probléme P(x), est une direction admissible pour le probléme
P sous l'hypothése que les contraintes hj vérifient:

Jh

5;i <0 pour j et x tels que hj(x) = 0 et pour tout i
ilx

Si hj(x)<-0, toute direction est admissible

Si hj(x) = 0, c'est-a-dire si le point de linéarisation se trouve sur la
frontiére du domaine admissible, il faut vérifier que la recherche linéaire

peut trouver un point a 1l'intérieur du domaine ce qui revient a vérifier:
vhj(x) (y = x) «0

Par définition de hj et comme hj(x)=0 par hypothése,

Jh .
J 1 -
%, y (x; ¥y)

h.(y;x) —vh.(x) (y - x) ==L
J J ilx i

En supposant que x n'est pas la solution optimale de P, c'est-a-dire ,par le

lemme 5 que x £y , d'ou il existe un indice i tel que X, # Y

dh.
Par hypothése, 5;1 £ 0 pour tout i, donc
ilx

Ej(y;vahj(x) (y - x)

et comme y est solution de P(x) Ej(y;x)$ 0, "d'ol vhj(x)(y - x)¢0



*#* Démonstration du théoré&me 4 (6.16)

Nous démontrons ici la convergence de la méthode de linéarisation
convexe avec recherche linéaire et ol la fonction objectif du sous-probléme
' 2 - s
est augmentée du terme ¥ a ||y - x||7; cette méthode est décrite par l'algo-

rithme MODIFZ2.

Nous démontrons d'abord trois lemmes techniques, ensuite nous verrons
que la recherche linéaire décrite dans MODIF2 peut s'effectuer en un nombre
fini de bipartitions et enfin que les points d'accumulation de la suite
fournie par l'algorithme sont des points de KUHN et TUCKER du probléme P
de départ.

* Lemme 6

j 2
vE(x)(y - x)¢ L uJ(x)hj(X) - ally - x||
Jsun)
ol x est point de linéarisation et y solution optimale du probléme P %) (B.2.2)

qui vérifie une condition de qualification de contraintes

Preuve

y est solution optimale de P'(x).qui vérifie une condition de qualification
de contraintes, nous pouvons donc, gréce aux conditions de KUHN et TUCKER,

écrire les quatre conditions suivantes:

v fly;x) + L u(x) vh (y;x) + aly = x)
Jytn - J

+ ; wi(x)ei - ; Vi(x)ei =0 (A.35.1)

4 . éme .
ou ei est le 1 vecteur unitaire

uj(x)hj(y;X) i Jj eJg(x)
w (x)(x. - yi) =0 = Tiesagh
vl(x)(x -y.) =0 i=1,...,n



Exploitons la premiére condition

QL

l »

o
-

~ gf
Wilyix) = % ¥
il x il x
+

f

Qs
X
<
[ 8

d'ot la premiére condition s'écrit:

I Jh . Jh x?
g, = — +£u‘](x)—=1 +£u‘](x) J — + aly. - x.)
i ax 7 9%, i 3 2 i
i dir) ilx fe) ilx yy
+ w (x) - vl(x) =0 pour i tel que ;—:— >0
ilx
(A.36.1)
s i j oh . j ah . xi
g, = 5| > Lu (X)——iax.l + }‘:x u (x)5 — +aly; = x;)
. el 1|x ! 1 y.
i , i
i J
+ wl(x) -vi(x) =0 pour i tel que 35 <0
i|lx

'Effectuons le produit scalaire s du vecteur g défini par (A.36.1) par le

vecteur (y - x), ce scalaire s est nul car g est nul

: af 3 dh . j th X?
s = lIE: (yi - xi) = |t T uv(x) J_J_x_ + d% u” (x) o -
wle 1|x. L 11X ) 1]x yi
A i

+ a(yl - xi) + w (x) = v (x)
xi af : th : th x?
+3§ (y; = xi) 2 ox. | T d%u (X)Bx.] * \J%“u (x) Ix.|. 2
e ¥ ilx ) ilx ilx vy

¥ a(yi - xi) + wi(x) - vi(x) =0

Ce qui est équivalent a:



2
of o 4
£ | lyy-x) + L3¢ —=(y; - %)
¥ ix ilx vy .
. an LY xf
s g Um gl Gyox) e FL W g gy o x)
& b < ] ilx y
1
= i i
+ally - x|l + L (w(x)=-vix)) (y; - xi) =0 (A.37.1)

Nous pouvons minorer la somme des deux premiers- termes de (A.37.1) par

vf(x) (y - x), en effety

2
x
af af i
vf(x)(y—x)‘.ﬂ.-a—; (yi—x)+;3;L2(yl—xl)
ilx iK v,
1
2
*5
car si y,¢ X4 alors =72 1 et (yi - xl)zO
o ¥
!
dtod (y; - %07 =5 by; - x;)
Ty
2
%y
. S g _
et si y;» x alors — ¢ 1 et (yl xi) 20
2 Yi
*5
1 ™ _— — -
d'ol (yi xi) 7 > (yl X_i)
Yy
par conséquent,
x2
of of ] of
| Gy xd e g | o) st <
i|x ilxyy i|x

<0 et en ajoutant aux deux
X

. ) of
En sommant sur les indices i tels que Ix
E

membres de 1l'inégalité

af
Lol Gy - %)
1| X



nous obtenons

2
of If of 35
)i:';; (yl"")sab_ﬁ (yl-'x)+§3x. 2(y1_X)
ilx i|x ilx oy
L'expression (A.37.1) devient alors
: dh
vE(x) (y - x)e-L L uwx) 33| (g - %)
. 1 3 7, 1 1
17] 1|x
, ah. x2
-rr W —i (y. - x.) —=
T G ax. i i 2
[7] l x yl
5 . ;
—ally - %1% - £ (W) - v (yy %) (A38.1)
Exploitons & présent la deuxiéme condition
ud (x) ?fj(y;x) =0 jedg(x)
est équiﬁalent par définition de Ej a
i BhJ Jh . xf
e | - L —i . I
iz} hj(x) * F ax, (yi xl) T E Ox. (xi vy ) g
i|x ilx i
c'est—é—dire
y ; ah. xf g on.
u (x)hj(x) a4+ u(x) rE_ “Jax, (%, - ;-) = - u”(x) f: 3-—3-}(_ ty; = x,)
ilx i ilx
pour tout j dans Jj (x)
En sommant sur j dans JJ(x), nous avons
: . dh. xi , oh.
cuwi(x)h (x) + L ud (%) [ el (x. - —) = - ):u‘}(x))ig—i (y. - x.)
) J Jst) i aXi < i yi o ;i xl . i




A.39

Qu encore

2
/8 uj(x)h.(x) =k E W (x) iii i, = ii) \
e ¢ b Eylw o =g
= = g 5 uj(x) fii (y. - x.)
Yo Pyl = 4 (A.39.1)

Remplagons dans (A.38.1)

2 3
. . dh 2xi xs
vi(x) (y - x)¢Cuw(x)h,(x) + L L w (x) 3—i &y~ =5 |
) J b d . s b = i y
: i

Cally - %12 = £ o) - V0D Gy - )

i i
2x? x? X,
or X.— sl N (y2 - 2X.y. + x2)> 0
! i y. 2 2 *i ivi 1%
L My - By

d'oll le deuxiéme terme du membre de droite>est négatif, par conséquent,

v f(x) (y -x) ¢ L uj(x)h.(x) - ally - tz = I (wi(x) - vi(x))(y. - x.)
km J 1 % 1

(A.39.2)

I1 reste & minorer le dernier terme de (A.39.2) pour avoir la thése du lemme,

S L - vy, - xg) = - B Wy = X X )
+ L vi(x}(yi - X+ X = %)

LR - yy) + E vy xy)

- L ow(x)x; - %)+ L vi(x)(§i - %)

(A.39.3)



A.40

Or, par la troisiéme et la quatriéme condition , les deux premiers termes

de (A.39.3) sont nuls et comme Zié X,

i 4 ii, les deux derniers.termes sont

négatifs, d'ou
- BTN & o e = ] 40 : (A.40.1)
5 1 2 8 1

Finalement, par (A.40.1) et (A.39.2)

vE(x) (v - %) ¢ £ uj(X)hj(X) - ally - xII?
. (Al

* Lemme 7

vhﬁx)(y-—x)s 4H(X) pour je& Jg (x) -

avec x point de linéarisation et solution optimale du probléme P'(x)
Preuve
y est solution optimale de P'(x) d'ol
gj(y;x)s 0 . pour jeJg(x) (A.40.2)

Par définition de Ej’ ceci est équivalent a

th th xi
hj(x) + ; o (yi— xi) + L T (Xl— ;f) £ 0
ilx ilx i
d'ol
Jh . X
vh.(x)(y — x) + h,(x) = h.(y;x)=L 5;1 (y. - 2xi + =)
ix 1
th
1 2
Y o
- dXi y (yl xl) 0



et donc

vhj(x)(y - 5¢) é—hj(x) + ﬁj(y;x)

et par (A.40.2),

vhj(x)(y - x) &= hj(x)

* Lemme 8

Pour que x soit poinf de KUHN et TUCKER du probléme P il faut et il
suffit que x soit point de KUHN et TUCKER du sous-probléme P'(x)(cette con-
dition est équivalente & " x optimum de P'(x)'si P'(x) vérifie une condition
de qualification de contraintes.)

Preuve

a)condition nécessaire

x est point de KUHN et TUCKER du probléme P si et seulement si

7£(x) + Cud(x) ho(x) + T wix)e, - £ vi(x)e, =0 (A.41.1)
) J i 1 ‘-‘ 1

uj(x)hj(x) =0 j=1,...,m (A.41.2)

wi(x)(x. - ii) =0 i o= Lipas s g0 (A.41.3)

vi(x)(xi - Ei) =0 i =ll;.j.,n (A.41.4)

B 4 O | &4l +5)



A.42

Par (A.41.5), H(x) = max (hj(x),O) = 0O
J

d'ol Jo(x) = [j tq hj(x); H(x) - 0]: {j tq hj(x) = Of
si hj(x)'<O, par (A.41.2) w(x) = 0, ce qui veut dire que si un indice j

n'est pas dans Jo(x) alors le multiplicateur associé est nul.Par définition

de Jg (x) et puisque H(x) = 0, il est clair que

Jo(x)g Jg (x) pour tout réel positif

d'ol, par ce qui précéde, si j¢ Jg (x) alors uJ(x) = 0. Les conditions

(A.41.1) et (A.41.2) sont donc équivalentes aux suivantes:

vf(x) + L u(x) h (x) + L wi(x)e, - Cviix)e, =0 (R.42y1)
dgrap J 7“ 1 1 2 - .. )

uj(x)hj(x) =0 jedg(x) (&.45.3)

comme %j(x;x) = hj(x) , vf(x;x) =9f(x) etﬂvﬁg(x;x) = th(x)(par le -

lemme 1), les conditions (A.41.3) a (A.41.5) et les conditions (A.42.1) et
(A.42.2) sont les conditions de KUHN et TUCKER du probléme P'(x) pour le

point x.

b)condition suffisante

Supposons que x soit point de KUHN et TUCKER du probléme P'(x), alors,

hj(x)é 0 ¥si jeJg(x) (A.42.3)

«si jd Js(x) alors hj(x)c.H(x) - § , par définition de 1l'ensemble Jg(x)

Considérons k € J5 (x), par (A.42.3) et par définition de Jj (x),

Oahk(x)z H(x) - 4



d'ol, par ce qui précéde,

hj(x)<.0 quel gque soit j (A.43.1)

Comme x est point de KUHN et TUCKER pour P'(x), nous pouvons encore é&crire

vi(x;x) + L uJ(x)'Hj(x;X) + L wl(x)ei - L Vl(X)ei =0 (A.43.2)

J; 1
j ol A.43.3
uJ(x)hj(x;x)z 0 pour j € Jg (x) ( )
wl(i)(gi - xi) =0 POUE 1 = Lyessyh (A.43.4)
vl(x)(Ei - xi) =0 pour i = 1,;::,,n (A.43.5)
En prenant uJ(x) = 0 pour j ¢Js(x) et en utilisant a nouveau le lemme 1, les

conditions (A.43.1) a (A.43.5) sont les conditions de KUHN et TUCKER du

probléme initial P.

Nous sommes & présent en mesure de démontrer le théoréme 4 qui

comporte deux parties.

* Premiére partie

Au cours de 1l'algorithme MODIF2, le choix du pas mk s'effectue en un nombre

fini de bipartitions.
Preuve
Remarquons que l'inégalité

£(x% 4 fZ)li(yk - xX)) + NH(xK + (Z).i{yk )

k

¢ £1(5) » G - G T Iy - )P

k k k

sl x™ est 1'optimum pour P, n'a de sens que si x"= y



En effet, si ce n'est pas le cas, cette inégalité devient

k

1
f(xk+ (%Y (y - xk))Lf(xk)

ce gquli contredit le fait que xk est 1'optimum pour P. Or, le lemme 8 nous
i n . k 5
assure que yk = xklorsque l'optimum pour P est atteint en x (P'(x) vérifie

" la condition de qualification de contraintes)
Evaluons la variation de toutes les fonctions du probléme initial P lors

d'un déplacement de x vers y oll y est solution du sous-probléme P'(x). pour
alléger les écritures, nous abandonnons le suscrit k dans la suite de la

démonstration.

Notons .{y - x) par p:et-envisageons tout d'abord la variation 'des contraintes,

considérons un indice j dans J§(x). En développant au premier ordre,

hj(x + Xp) = hj(x)-rmvhj(x)p'+a(th(9) - th(X))D
ol 9:x+a’/{p et 0;}41

Par le lemme 7 et par le théoréme de CAUCHY-SCHWARTZ,

hj(x +‘t>(p) < hj(X) —exhj(x) ¥ :xHth(@) —th(x)llllpll

Par hypothése, les dérivées premiéres de hj sont Lipschitziennes,d'ot

oh (6) - oh.(x)]|¢ L. - x|| =S L. <L,
llon (8) = on oll¢ Lo 11 8- xll =S L ]lpll <« llpl
d'ol si <1 et en posant L = max[Lj,j = l,...,mf

hj(:;c +xp) < (1 —O()hj(x) +x2L]|plf

et par définition de H(x) = max (hj(x),O)

b (x +&p) ¢ (1 = X)H(x) +o& L]|pll?



Considérons a présent un indice j qui n'appartient pas a Js(x). En développant

au premier ordre

A}

= 8
hj(x +0p) hj(x) +thj( ) p

Par définition de Jg(x), hj(x)< H(x) - & , d'oli, en employant & nouveau le

théoréme de CAUCHY-SCHWARTZ,

hj(x +up)e H(x) -4+l hj(X)HHPN

Les fonctions Qjet f étant continiment différentiables et(?N étant' compact

par hypothése, nous pouvons poser

K = max i]lvhj_(x)ll,llvf(x)n, j=1,.--.-m;Xf-qu

et donc

h, (x +% p)< H(x) -8+ xK||p]|

Choisissons X tel que 04 X ¢ pour un tel choix de &,

H(x) + K|[pll ’

il vient K||p|l¢ §-xH(x) , d'oh

hj(x +xp)¢ (1 =)H(x) + D(ELHPHZ

Nous obtenons

hj(x +p)< (1 - )H(x) +£X2||p”2 , quel que soit l'indice j

(A.45.1)

Envisageons & présent la variation de la fonction objectif:



A.46

De nouveau, par le développement de TAYLOR,
f(x +xp) = f{x) +xVf(x)p + (vf(8) - vf(x))p

par le lemme 6 et par la condition de LIPSCHITZ,

f(x +xp) ¢ £f(x) +x( £ u‘J(x)hj(x) — allpl?) + &L||p|P (A.46.1)

$)

Evaluons f(x +®p) + NH(x + xp). Par (A.45.1) et (A.46.1),

f(x +xp) + NH(x + xp) ¢ £(x) +ot§' U‘j(x)hj(x) -0(3||PH2
A

+ %L |+ N((1 —0H(x) +x>L]|pld

< f(x) +# NH(x) +x (2 u‘](x)hj(x} - NH{x))

dyz)
2 2 2
-xal|lp|| ™+ (N + 1)L]||p]| (A.46.2)
par hypothése L (x)¢ N
Jytn
d'on L ul(x)h,(x)¢ NH(x) (A.46.3)
S J

Par (A.46.3), (A.46.2) devient

f(x +xXp) + NH(x +«xp) ¢ £(x) + NH(x) —o(]lp“%a -x(N:+ 1)L)
a - &

m , 11 vient

En prenant 0 &« &
f(x +%p) + NH(x +&xp) ¢ f(x) + NH(x) —WCHp“E (A.46.4)

qui est la condition définissant le pas dans la recherche linéaire de MODIFZ2.

En conclusion, en choisissant le pas tel que O<¢xew
{ 1 by a. = &
" F(x) + K||pll * (N + 1)L

avec ® = min }, nous obtenons (A.46.4);et donc

le pas @ vérifiant la recherche linéaire est obtenu aprés un nombre fini d'essais

«=2"14i=0,1,...



et donc finalement,

Iy " - x| — o (A.48.1)

K ., . :
y étant la solution optimale de P‘(xk). les conditions de KUHN et TUCKER

permettent d'écrire

~ kK i, ky o~ KKy i i
vi(y ;x ) + %;u (x) vhj(y (X ) 4+ ? w__,_(x)ei - Lv (x)ei

- aHyk - xk” =0 - (A.48.2)
uj(xk)?xj(yk;xk) =0 jeJ;(xlf) (A.48.3)
f{j(yk;x“)s 0 5 &l (A.48.3)

i, Kk .
En posant uwl (x*) = 0 pour j ¢.16(xk), les conditions (A.48.2) et (A.48.3)

s'écrivent

« k Kk - j ~
vE )+ L ud (8 th(yk;xk) ~alby® - x¥|

+ ; wl(x)ei —;éfvi(x)ei =0 ; (A.48.B)
u‘j(xk)ﬁj(yk;xk) =0 J =3, cmegn " (A.48.6)

La suite x& étant incluse dans un compact et la suite uj(xk) &tant bornée, il
existe une sous—suite de (xk,uj(xk))Aqui converge vers un point (x*,uj(x*)).
Par (A.48.1), il est clair que la sous-sulte des ¥y correspondante converge
également vers x*, d'ol les conditions (A.48.5) et (A.48.6); en employant le

lemme 1 et en passant a la limite, sont équivalentes aux conditions suivantes:

vE(x*) + ? uJ(X*) th(x*) + g:wi(x*)ei--g Vi(x*)ei =0 (A.48.7)

-uJ(x*)hj(x*) =0 j=1,0..,m (A.48.8)



El

De plus, par le lemme 7,

k k

_‘vhj(xk) (y - x );.hjkxk) pour j eJd(ﬁﬁ

ou encore

n Gl IS - X
sKHyk— xkﬂ (A.49.1)

par définition de la constante K, sil{#JJ(xk)

hk(xk) < H(xk) -8¢ hj(xk)sxllyk - xkll gA.49.2)
car je:Jé(xk) et par (A.49.1), d'ou par (A.49.1) et (A.49.2)

hﬁ#ﬂéKHyk—xﬁl pour tout j (A.49.3)
En passant a la limite,

hj(x*) £ 0 pour tout j. | (A.49.4)

Et donc par (A.48.7),(A.48.8)et (A.49.4), il est clair que les conditions de
KUHN et TUCKER pour P sont satisfaites au point d'accumulation x* de la suite

xk engendrée par 1l'algorithme.



*% Démonstration du corollaire 2(6.17)

LY
Nous savons par la démonstration du théoréme 4 que l'inégalité caracté-

risant la recherche linéaire de MODIF2:
f(xk-i-(xk(yk - xk)) + 1\“—1(:-:k +o<k(yk - xk))

éf(xk) + NH(xk) -, €y - x

est vérifiée pour X, tel que 0% O<k.<.- O_(k ol

k

- ) s a - &
&% =min |1, , § (A.50.1)
{ H(xk) + Kl[yk - xk]| (N + 1)L

avec L, la plus grande des constantes de LIPSCHITZ associées aux fonctions

f et hj’ j=l,...,m, et K = max { ||th(x)||, Il o£(x) ]l 5 j= Lyeee,m, xe:QN}

En choisissant ay (N + 1)L, comme a — (N + 1)L> 0, nous pouvons choisir

0¢e<a-(N+ 1)L, et dans ce cas:

a -&

(N + 1)L

2 1

Par (A.49.3) dans la démonstration du théoréme 4 ,

ol

hj(xk)é K||yk - X pour j = 1,...,m

d'oll, par définition de H(xX),
k k k
H(x ) ¢ K|y - x|l

En faisant tendre k vers 1'infini, par (A.48.1), nous obtenons

H(x*) & O



comme par définition H(x*)» 0, il est clair que
H{x*) = 0O

c'est-a-dire que la suite H(xk) s'approche de 0 lorsque k tend vers l'infini.

§
H(xk) + K|ka - X

L'expression est donc supérieure ou égale a 1

ol

pour k suffisamment grand puisque H(xk)-——* 0 et Hyk - ka — 0 ,

Par conséquent, lorsque xk est proche de l'optimum, (A.50.1) entraine que

Ek = 1 et donc un pas “k unitaire convient pour la recherche linéaire.
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