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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Dans ce premier chapitre, nous nous proposons d'introduire une classe
particuliére de problémes d'optimisation : les problémes d'optimisation comportant
une infinité de contraintes (1). A cette fin, nous avons porté notre choix sur un
probléme bien connu de la théorie d'approximation, qui nous servira d'illustration
i ce type de probléme d'optimisation comportant une infinité de contraintes. La théo-
rie de 1'approximation constitue d'ailleurs, comme nous aurons encore 1'occasion de
le constater, un vaste et riche domaine d'application de 1a théorie des P.I.C., puis-
que la plupart des problémes rencontrés en théorie d'approximation au sens de Che-
bycheff peuvent se mettre sous la forme d'un P.I.C.

Ensuite, partant de cet exemple introductif, nous é&noncerons le P.I.C.
sous sa forme générale : celle qui sera employée dans la suite de notre travail.
Avant de passer alors & des variantes de cette formulation choisie d'un P.I.C.,
nous fixerons les objectifs poursuivis dans la suite.

Nous terminerons ce présent chapitre introductif en rappelant quelques
définitions et quelques théorémes essentiels pour les chapitres ultérieurs.

(1) Afin de nous faciliter la tdche de rédaction, nous convenons de noter dans
la suite "P.I.C." pour "Probléme d'optimisation comportant une infinité de
contraintes”.



| % Un probléme de Ta théorie d'approximation comme

illustration d'un P.I.C.
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Considérons, en effet, le probléme d'approximation au sens de
Chebycheff avec contraintes d'interpolation. Ce probléme s'énonce de la
maniére suivante :

Soit T, un sous-ensemble compact d'un espace métrique complet.
Soient f et ¢1""’¢n des fonctions d@ valeurs réelles définies
sur T, continues.

Soit D = { tl,...,tq } un ensemble de q points d'interpolation
choisis dans 1'ensemble T.

Le probléme de Chebycheff comportant un nombre fini de contrain-

tes d'interpolation consiste alors d trouver un polyndme générali-
n

sé, Z:% x: Lp , qui approxime la fonction f pour la norme L~ et
il

tel que :

n
O k: ¢;(t) = f(t), quelque soit t dans D,
©i=1

c'est d dire, le polyndme généralisé approximant prend les
mémes valeurs que. Ta fonction objectif aux points d'interpola-
tion.

(b) xz,...,x: sont tels que :

N 4 n
HF =Xy oo 0 =dnfil £ -3 x; 0 01
Tl I =1 !



- N . . [oe]
ou, par définition de Ta norme L

n n
sup | f(t) - £ x¥ ¢(t) | =infsup | f(t) - 22 x5 o5(t) |
teT i=1 {xi} teT i=1

c'est & dire, 1'approximant réalise 1'infimum des "distances" des
polyndmes généralisés a la fonction objectif f.

Les X;s pour i2lyes « sNs SONL appe1fs : coffficients des polyndmes généralisés.
On- cherche donc les coéfficients XqseeeoXy tels que les conditions (a) et (b)
soient vérifiées.

Nous pouvons ramener ce probléme & un probléme d'optimisation compor-
tant une infinité de contraintes.

' n
Posons m = sup | f(t) -5 _, Xs 0s(t) | , ce qui nous est permis,
teT i=1

puisque les fonctions f,¢l,...,et ¢n continues sur un sous-ensemble compact T,
y atteignent leurs bornes. Nous pouvons alors récrire le probléme d'approxi-
mation au sens de Chebycheff comportant des contraintes d'interpolation sous la
forme:

minimiser m
XqseeesX oM )
sous les contraintes (1) : | (A) -f(t) + 23 X ¢1(t) -m<20 quelque

soit

(B) f(t) - XEZ X; 9;(t) -m<0 t dans T

x; ¢:(t)) =05 pour §=1,....9

(1) Nous nous permettons dans la suite d'abréger 1'expression "sous les
contraintes" par "s.c.".



On remarque que le probléme d'approximation au sens de Chebycheff ainsi
décrit comporte un nombre infini de contraintes, puisque Te paramétre t
est uniquement astreint & se trouver dans le sous-ensemble compact T.

Une deuxiéme transformation de ce probléme conduira aux nota-
tions, qui vont suggérer la forme du P.I.C. général tel qu'il sera utilisé

dans Ta suite.
En effet, posons:

X = (xl,...,xn,m) 8
F(x) =m,
Gl(x,t) = -f(t) + ifi] Xy ¢i(t) -m
=1
n
Go(x,t) = f(t) ~§;;; X; ¢5(t) -m et
n
H(x,s) = f(s) -I::; Xy ¢1(s) ;
1=

Alors, on obtient le probléme :

minimiser F(x)

X
Sals | Gl(x,t) <0
pour tout t dans T
Gz(x,t) <0
H(x,s) =0 pour tout s dans D

Remarquons que le probléme d'approximation au sens de Chebycheff
comportant des contraintes d'interpolation ainsi formulé est bien un probléme
d'optimisation et qu'en plus ce probléme englobe une infinité de contraintes,
le paramétre t n'étant astreint qu'd appartenir @ un ensemble compact quelcon-

que T,



Dans les pages qui suivent, nous décrivons d'autres exemples
de problémes d'approximation qui peuvent se récrire sous la forme de pro-
blémes d'optimisation comportant une infinité de contraintes.
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Le P.I.C. et les objectifs poursuivis de ce

mémoire
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Motivé par 1'existence de problémes d'approximation pouvant.

se mettre sous la forme de problémes d'optimisation comportant une infi-
nité de contraintes, nous nous proposons, en nous inspirant de K.R. GEHNER
[1], d' &tudier le P.I1.C. décrit ci-dessous dans Te cadre de la program-
mation non linéaire.

(PT)

minimiser F(x)
XeR"

Sl Gi(x,t) <0 ; quelque soit teT,, pour p =Y I

Hj(x,s) <0 ; quelque soit saSj, pour j=l,...,m

% e X°

Ul
ol X° est un ensemble ouvert de R

T. est un sous-ensemble compact d'un espace métrique complet,
pour i=1,...,1

S. est un ensemble quelconque, pour j=l,...,m ,

F: R—R" sont des fonctions admettant des
X-v# F(x) dérivées partielles continues par
G R — AL rapport i la premiére variable x,
(X58) ~= G (X58) ] pour tout t dans T;; en outre les
fonctions Gi sont continues, quelque soit x dans X°,
pour i=1,...,1 et

Hit R ——s R" est une fonction linéaire en x

(X58) qy= H:(X,8)
J quelque soit s dans Sj, et Hj est

continue en s, quelque soit x dans X°.




Remarquons que le probléme d'optimisation ainsi décrit comporte
généralement un nombre quelconque - éventuellement infini - de contraintes.
En feuilletant la littérature concernant les problémes d'optimisation com-
portant une infinité de contraintes, nous constatons que les premiers résul-
tats concernant les P.I.C. ont été établis par FRITZ JOHN [2 ]. Ce dernier
présenta des conditions nécessaires d'optimalité pour des problémes d'opti-
misation possédant une infinité de contraintes continiment différentiables
du type inégalité, et une preuve que ces conditions nécessaires seraient
suffisantes sous des hypothé&ses supplémentaires assez restrictives.

Ensuite ce furent KUHN et TUCKER qui développérent des conditions
nécessaires et suffisantes d'optimalité pour le probléme de Fritz John, dans
le cas ol celui-ci ne présente plus qu'un nombre fini de contraintes d'inégali-
té. KUHN et TUCKER furent les premiers [3 ]1& considérer des qualifications de
contraintes pour des P.I.C. et & expliquer Teurs liens avec les conditions
d'optimalité pour les P.I.C.

Les principaux objectifs que nous nous sommes proposés dans ce mé-
moire, sont de :

- développer un théoréme d'existence et de caractére pour une
solution d'un P.I.C.,

- appliquer ce critére & un probléme de 1'approximation au sens
de Chebycheff et

- présenter deux algorithmes pour résoudre les P.I.C. .

En ce qui concerne le théoréme de caractérisation d'une solution
d'un P.I.C., le principal résultat est une généralisation du théoréme classi-
que de 1'enveloppe convexe de FRITZ JOHN [2 ] et des conditions de KUHN et TUCKER
[ 37]. Suivant en cela K.R. GEHNER [1 ], nous allons ajouter un ensemble infini
de contraintes d'égalité au probléme (PT). De plus, nous présenterons des



qualifications de contraintes adéquates pour cette extension.

Quant aux algorithmes que nous développerons, noué verrons que le
premier consiste en une généralisation du premier algorithme de REMES et Te
second, en une du deuxiéme algorithme de REMES. Les deux algorithmes engendrent
en effet, une suite, dont chaque é1ément est une solution d'un sous-probléme de
minimisation comportant un nombre fini de contraintes du P.I.C. considéré, tel
que Ta "suite" des sous-problémes de minimisation tendent en un certain sens
vers le P.I.C. traitd. La différence entre les deux algorithmes est que pour le
premier, tout sous-probléme de minimisation fini, engendre une contrainte de plus
que le sous-probléme le précédant immédiatement; tandis que pour le second, nous
n'avons pas cette propriété de croissance du nombre de contraintes pour les sous-
problémes successifs.



| P Quelques variantes du P.I.C. sous la
forme (PT)
1.3:1: Le probléme de Fritz John

Par la suppression des contraintes du type égalité du P.I.C. (PT),
en gardant les mémes hypothéses de travail, nous obtenons le probléme de Fritz
John :

minimiser F(x)
XER"

S 6 3 Gi(x,t) < 0 ; quelque soit t dans Ti’ pour i=1,...,]

X g X°

D&s lors, notre probléme (PT) ne se distingue du probléme de Fritz John que par
1'apport d'un ensemble infini de contraintes du type égaliteé.

Remarquons que, bien que nous puissions ramener Te probléme (PT) sous
la forme du probléme de Fritz John - forme plus générale que celle du probléme
(PT) - en remplagant les contraintes Hj(x,s) = 0 par Hj(x,s) <0 et- Hj(x,s) <0
pour j = 1,...,m; il est difficile de montrer que les conditions nécessaires d'op-
timalité de Fritz John pour le probléme résultant de ce remplacement des contrain-
tes d'égalité du probléme (PT), sont aussi suffisantes sous des qualifications de
contraintes raisonnables.

En effet, il est nécessaire de développer un nouveau théoréme de ca-
ractérisation pour le probléme de Fritz John avec des contraintes Tinéaires du
type égalité, plutdt que de scinder les égalités en deux inégalités et d'appli-
quer ensuite les conditions nécessaires d'optimalité de FRITZ JOHN [2 ] au pro-
bléme qui en résulterait.



- 1 =

Supposons, pour simplifier, que nous devions résoudre le P.I.C.
suivant :

minimiser F(x)
X &®"

s.c. : H(x,s) =0, quelque soit s dans S

X e X°

' 0
ol  X° est un ensemble ouvert de R

t]

F : R—>®R est une fonction admettant des dérivées partielles
X =~ F(x)

continues par rapport a x,

H: R"XS——>R est une fonction lindaire en x, quelque soit
(X,S)'\J""H(X,S)

s dans S et continue en s quelque soit x dans X°.

Récrivons ce probléme sous la forme d'un probléme de Fritz John, en scindant les
contraintes d'égalité et en employant la relation ci-dessous, valide puisque les
contraintes sont linéaires en x, quelque soit s € S.

H(x,s) = VXH(x,s).x + b(s)
Dés lors, on a :
minimiser F(x)
X ER"
§.C. ¢ VXH(x,s).x + b(s) <0

-VXH(x,s).x - b(s) <0

X e X°
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Appliquons le théoréme des conditions nécessaires de FRITZ JOHN [2 ] & ce pro-
bléme avec une infinité de contraintes d'inégalité.

On sait qu'il existe des nombres Ay = 0, Rl >0 et Ny > 0 tel que

0
- = I — 2 ;

g F(X) + NV H(XST) -y v, H(X,s) =(:)
0

i

2) = 0 et s X est une solution du probléme, ol en outre s™ et

si H(X,s) = H(X.s
s2 sont dans 1'ensemble quelconque S. Si maintenant nous sommes dans le cas od
g = 0 etA; =x, = 1/2, alors cette derniére relation s'écrit :

0
1/2 7 H(x,s') - 1/2 7 H(x,s°) =(é) .
I1 apparait dés lors, qu'il n'existe aucun autre chemin adéquat pour
éviter ce genre de résultat ne fournissant aucun renseignement utile, que de refor-
mer des critéres correspondant. 4 des P.I.C. comportant une infinité de contraintes
du type égalité [4 ].

1.3.2. Exemple d'un probléme de Fritz John

Le probléme d'approximation de Chebycheff sans contraintes décrit
ci-dessous constitue un exemple d'illustration d'un probléme de Fritz John.

Soient T =[-1,+1 ] un sous-ensemble compact de la droite réelle

f i T—®  une fonction continue et { Ppseees b } un
t f(t)

ensemble fini de fonctions continues & valeurs réelles,
définies sur T.
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Le but de 1'approximation au sens de Chebycheff est d'approcher, pour
la norme L=, Ta fonction objectif f par des polyndmes généralisés de la forme
n
%;% Xs s
Le probléme d'approximation au sens de Chebycheff est dés lors celui
de la recherche des coéfficients x?,...,X; d'un polyndme généralisé tel que :

n

n
max | f(t) - %;% x? ¢:(t)|= min max | f(t) -2?;% X; ¢4(t) | et en posant

teT {xi} teT

_ n
m=max | f(t) - ¥ Xy ¢i(t) | 5 le probléme peut se récrire sous la forme
teT i=1

d'un P.I.C. de Fritz John :

minimiser m
XqseensX oM

n

5.6, & f(t) - %_1:x1 ¢i(t) -m<0
; quelque soit teT
-f(t) - [ 1:xi ¢i(t) -m<0
1=

Remarquons que, pour ce probléme de Chebycheff, les contraintes et
la fonction objectif sont 1inéaires en m et x, les variables du probléme, et donc
d fortiori convexes. Une notation analogue & celle employée par le probléme d'appro-
ximation au sens de Chebycheff comportant des contraintes d'interpolation (1) mon-
tre que le probléme d'approximation au sens de Chebycheff sans contraintes est un

probléme de Fritz John.

(1) Ibid page 4



I.3.3. Une autre variante du P.I.C.
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Une deuxiéme variante du probléme initial est obtenu & partir du pro-

bléme de Fritz John. Posons, d cette fin dans le probléme de Fritz John :

G = maximum Gi' Nous obtenons alors le P.I.C. :
i=l,...,]

minimiser F(x)
x EW"
s.c. : G(x,t) < 0,quelque soit teT
XeX®

L'exemple suivant est un P.I.C. de ce type :

minimiser =x
X EIR

§.0. § X.b= t2 , quelque soit tel0,1]

Pour opérer le passage au probléme général il suffit de poser :

F(x) = =x ,
G(x,t) = x.t - t2 s
T=[0,1 et

X° =R



I

4. Que]quesrrappeTs

T T I R

Avant de passer au second chapitre, rappelons quelques définitions et

propriétés [51, [6 1, dont nous nous servirons dans Ta suite.

1. Fonction convexe

- Une fonction F & valeurs réelles et définie sur un ensemble I' C R est dite
convexe en X € I'  si
Yx e T
W eR,0<A<1 ona F[(1-A)X+2ax] < (1-x) F(X) + X F(x)
et (I-A)X +Ax el

- F est convexe sur I', si F est convexe en x, quelque soit x e I'.

- Une interprétation géométrique est donnée, par le fait que si on prend un point
arbitraire appartenant a4 I', soit x, alors le graphe de la fonction F est toujours
en dessous de la corde passant par les deux points (X, F(X)) et (x,F(x)).

4

F(x)




2. Fonction gquasi-convexe

- Une fonction F, définie sur un ensemble I' C R est dite quasi-convexe en
X e I (par rapport a I') si et seulement si
Yx eT
F(x) < F(x) ona F[(I-\)X +2Ax] < F(X)
YW eR, 0<r<1
(1-A)X + Ax e T
en d'autres termes, quelque soit x appartenant & T' tel que F(x) < F(x),
la fonction F n'atteint pas de valeurs supérieures & F(X) sur tout point
de 1'intersection du segment [X,x] et de I.

- F est quasi-convexe sur T', si F est quasi-convexe en x,quelque soit X
appartenant a T'.

Remarquons qu'il n'est pas nécessaire d'imposer que 1'en-
semble ' soit convexe ( comme ce n'était pas le cas pour Ta définition d'une
fonction convexe).

- Si 1'ensemble I' est convexe, alors la définition de la quasi-convexité
s'énonce :

Une fonction F, & valeurs réelles et définie sur un en-
1] " . .
semble convexe I' CR est quasi-convexe sur I' si et seulement si

Vxl,x2 el

74 1 1 1

F(x™) < F(x") on a FL(1-2)x" + hxz] < F(x™)

W, 0<sx=s1

En outre, remarquons que, si nous remplacons dans la définition de la quasi-
convexitéd les inégalités par des inégalités strictes, nous obtenons Ta notion
de quasi-convexité stricte pour une fonction F.

= 18 =
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Exemples
F(x)*
a)
///,/f//,z~\\\\‘\\\‘ Fonction non quasi-convexe sur [0,1 ]
. )
1 ! I |
1 ) !
J X x 1 X
2
F(x)
b) 1 Fonction quasi-convexe, qui n'est pas
_________ﬁ“\\\\\\\\\‘ convexe, mais concave sur [0,1]
! ..
0 1 X%
A
F(x)
G) Fonction quasi-convexe, non convexe
& —
. g et non concave sur (0,1]
I
| :
[ |
1 ! .
0 : 1 X
I

Dans le cas différentiable, une autre interprétation géométrique de 1la
quasi-convexité d'une fonction F au point X e T CR est possible. Dans ce cas, F
est quasi-convexe en X si, quelque soit x e ' on a : F(x) < F(X) entraine que
VXF(E).(x-E) < 0, ce qui nous permet de formuler 1'interprétation suivante :
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Si au point considéré x, la dérivée directionnelle de la fonction F est positive,
dans la direction pointant vers un autre point de 1'ensemble I', alors Ta valeur de
1a fonction F dépasse la valeur initiale de 1a fonction F Torsqu'on se déplace sur
cette direction en partant de x (lorsque la fonction est définie sur les points in-
termédiaires).

3. Fonction pseudo-convexe

On dit que 1a fonction F & valeur réelle et définie sur un ouvert de R
contenant 1'ensemble T' est pseudo-convexe en X € I' ( par rapport a ')
si F est différentiable en X et si

;XFTEI)‘ (xF) > 0 } on a F(x) = F(X)
X AT

F est pseudo-convexe sur I', si F est pseudo-convexe en x, quelque soit x e I'.

Rappelons deux propriétés utiles [51].
Soit F une fonction & valeursréelles et définie sur un ensemble ouvert convexe
I de R . SoitXel et supposons que F soit différentiable en X. Alors

(i) F(X) = minimum F(x) > v F(X) = 0
xel’

(ii) si de plus, F est pseudo-convexe en X, alors

VXF(E) = 0 = F(X) = minimum F(x).
xel’
- Une autre définition de 1a pseudo-convexité est possible et montre Te Tien
avec la quasi-convexité. Une fonction d valeurs réelles F, différentiable en
X € ' et définie sur I' est dite pseudo-convexe en X € I', si F est quasi-convexe
en X et quelque soit xel' :

F(x) < F(X) = V,F(X). (x-X) < 0
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Fonction pseudo-convexe, non convexe
et non concave sur [a,b ]

Une interprétation géométrique de la pseudo-convexité analogue d celle donnée
pour la quasi-convexité et basée sur la deuxiéme définition (équivalente a la
premiére, [5 1) peut étre formulée d présent : la dérivée directionnelle non né-
gative en un point de la fonction pseudo-convexe pointe vers un point ol Ta fonc-
tion admet une valeur supérieure ou égale d celle ol 1'on a considéré la dérivée
directionnelle.

4, Fonction différentiable, fortement convexe

Une fonction F & valeurs réelleset définie sur R est dite differentiable,
fontement convexe, si quelque soit x! et x% dans R" et pour y dans R ,
strictement positif, on a

Fixt) - FOG) > 7 F(E) . (xhex 2 &

2y sy xE - K2

5. Propriétés

Nous résumons les relations existantes entre des fonctions différentiables qui
sont quasi-convexes, strictement quasi-convexes, pseudo-convexes et convexes,
toutes étant définies sur un ensemble ouvert convexe T' de R et & valeurs réel-
les dans le schéma suivant [5 ]



vexes
tite

6. Fon
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F est convexe
N2
F est pseudo-convexe
N8
F est strictement quasi-convexe

J
F est quasi-convexe

Ceti nous montre immédiatement que la classe des fonctions quasi-con-
est la plus large, tandis que celle des fonctions convexes est la plus pe-
parmi les classes de fonctions considérées.

ction Lipschitz-continue

On dit
existe

W
que la fonction F : R—R est Lipschitz-continue (de rapport k), si il
un réel k, strictement positif tel que quelque soit x; et x, dans R"

on ait :

F(xl) - F(xz) < kdboxg o= xo I



I.5 Théorémes préliminaires

Voyons maintenant deux théorémes qui nous seront utiles dans
le chapitre suivant.

[.5.1. Le théoréme de Carathéodory

SoitT C R .

Si x est une combinaison convexe de points de T',
alors x est une combinaison convexe de au plus n'+ 1
points de I'; c'est & dire :

m : )
51'X=.::p1-x1, x1sl", p,ie'lR,p1.>Oet
m
. p; = lavecm>n-1;
71

alors x peut s'écrire comme
m' < p
:ptx‘l ,x-lel",p'.g@,p'.PO et
o1 1 i i

m
Z:ZIpé =1 avec m'<n+ 1.
1=

Nous ne démontrons pas ce théoréme qui est un résultat bien
connu dans la Tittérature [5 1 . Ce théoréme nous servira pour simplifier
certaines expressions mathématiques obtenues dans les divers théorémes
qui suivront.
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8 Le théoréme généralisé de Motzkin (1), [4 ]

Soient U et V deux ensembles compacts dans R"
Soit W un ensemble quelconque dans iR"

Alors [soit le systéme uz<0 VY uel
(A) vz<0 VYvelV
wz=0 Ywel

admet une solution z eR",

’ . .

soit pour u® € U , 11 existe s <n avec

(i) s vecteurs u' e U, 1<
VeV, s;+ 1<

<
i :
WE:N,32+1--<..1

A

)
9
S

AN}

(B) (ii) s+l nombres réels N 0<i <s tels
que Ri = 0 pour 'i=0,...,s2 avec soit
Ng > 0 soit $q 2 1 tels que

S S
1 , Y ¢ 8
RO u°+-Z :R. u' o+ ¥ ki v o+ ) : Yoo
, i=1 | i=51+1 1=52+1

mais non les deux a la fois.

Démonstration:

1) Montrons qu'il est impossible d'avoir en méme temps Tes
assertions (A) et (B).
Supposons que (A) soit satisfaite.

(1) Ce théoréme est aussi appelé: Théoréme de Gordon (cfr. Cours de
Claude Dierieck: Théorie de 1'approximation ).



.

\ — 5
Alors i1 existe z* e R vérifiant le systéme (A).
"Si (B) était aussi vérifié, alors
s

s G
1 < p " S .
hi u1 zK + Z Ri v zx + E Ri W zx = 0
i=0 i=5,+1 i=s,+1
1 2
or, u'Zt <o ;s car ul e U 1'=O,...,s1
Yoz , car viev 1‘=sl+1,...,s2
wz' =0 , car W' e W 1=52+1,...,s .
Donc,
S So .
_ i _x i % i o_x
0 = Z :hi u z" o+ E : Ri v 2" 4+ z : hi w oz <0
1=0 i=s,+1 i=s,+1
1 2
— < (Q— — < )— —_—-0—

ce qui est absurde.

2) Montrons que si 1'on suppose que (A) soit non vérifié, alors
1'affirmation (B) est forcément correcte.

= Définissons les sous-ensembles de R

UZ<O,VL1€U}

Zl={z tel que
vz<s 0, ¥YvelV

22={z tel que wz =0, Ywe W}

Remarquons que : + 22 = wl.est un sous-espace :
{ zeR tel que wz = 0,V weW }
+ I,0Z, est 1'ensemble des solutions de (A)
et donc 21022 = ¢
+ Z1 et 22 sont convexes.
Montrons le, par exemple, pour 22.

H.o: ¥ xe [0,]1]

| 21,22522
Th.: Az + (1-?\)22 £ 22



En effet: 21522 = Wz, = 0,¥ weW, i=1,2
et donc A w zy + (1-A) w z, = 0.

De méme on démontre facilement que

21 est convexe.

ler cas: 21 #

| |
Puisque Z #¢, car 1'origine de’R y est toujours, nous pouvons
app11quer le théoréme de la séparation des convexes dans'R [5 1]
aux deux ensembles convexes 21 et 22.

i1 existe un hyperplan { ze R tel que qz = o }, q#0 qui sépare
Z1 et ZZ; c'est @ dire
(5.2.1.) {qz> o ¥ zeZ, ol ge iR ,q#0

qz < & V zeZ, oe R

D'autre part, puisque 22 = wl un sous- espace, hous avons que
qz=0, ¥ zeZ,. Si ce n'était pas le cas, il existerait EéZZ tel
que qz # 0. Puisque, maintenant Az ¢ 22 ¥ 2eR, Ta relation
(5.2.1.) entraine que: A(qz) <o V zeZ, pour a,q et z fixe,
ce qui est absurde.

Donc qu’é = w“. Or, 1'algébre nous enseigne que w“ est isomorphe
a 1'espace engendré par W. Ceci permet de réexprimer q:

1 . .
=§:p_iw‘ olw eW, 1< i<letl<n.
=1

La relation (5.2.1.), nous montre alors que le systéme
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ruz <0 VY uel

(5.2.2.) vz<0 Y veV

1 i
(E :“i W ) z <0
i=1

~ M
n'admet pas de solution ze R .

2% cas: Z, = ¢

Alors le systéme (5.2.3.) ‘{uz <0 VY uel
vz<0 VY veV

n'admet pas de solution.

Vu que (5.2.2) et(5.2.3.) sont de T1a méme forme regroupons
ces résultats.

Définissons U , si Z1 = ¢
R = ]
quuivﬂ = Uulgl, siZy#9 .
i=1

Alors le systéme (5.2_4')‘{qz < 0 ge R
vz< O veV
n'admet pas de solution ze®"

Puisque R et V sont compact, pour u®eU choisi,

=

L . " J . .

z tel que E :Bi q1 + E :6. vJ, q1=u° pour un i
i=1 j=1 Y

_ I

(5.2.5.) I =7 Bi =1, B, >0, aj >0, I,J arbitraires

1-1 .
q1€R, vev

3

est fermé et convexe.
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En effet, pour voir que Z est fermé récrivons (5.2.5.) :

[ I R .
z tel quel B; qv & E‘. ﬁ]]—— ,q'=u® pour un i
i=1 i=1 Eﬁj
3=
Z =< g
I

> B, =1,8.>0,6,>0, I,J arbitraires
=1 ! ’

L

ce qui peut encore s'écrire, en employant la notion d'enveloppe

convexe: _
+
Z = Co(R) +R [ Co(V) ]

Or, Co(R) est 1'enveloppe convexe d'un compact et est donc com-
pact. De méme pour Co(V) et R Co(V) ] reste un fermé. De plus
la somme d'un compact et d'un fermé reste fermé et dés lors Z est
un ferme.

Supposons par 1'absurde 0 ¢ Z .

Alors par le théoréme de séparation stricte pour un ensemble
convexe fermé et un point n' appartenant pas & celui-ci [5 1,

on a:

. . n '
(5.2.6.) {” existe d eR, d#0 g o gz <o <0 V zeZ
il existe a e ®, a<0

De (5.2.5.) et (5.2.6.) , on déduit que:

(8.2.7.) {rd <0, Y reR
vd <0, ¥ veV.
En effet: si réR, on rend 51=O,Vi sauf pour le coéfficient
de r dans la combinaison de z. Dé&s lors,

¥ o
i

1
. =

Bi 1,si on pose le coéfficient de
i

r égal & 1;



si veV, prenons v + r e Z, § = 0 arbitraire;
donc 6v + r<20
ou &vd < -rd ol -rd > 0;
ou vd < -rd/§ Y§=>0,
donc vd < 0.

Vu (5.2.7.) , on aurait donc trouvé une solution d# 0 ap-
partenant a R du systéme (5.2.4.), ce qui contredit notre

hypothése.
Dés lors, O

(5.2.8.)

e Z et donc pour IO’ JO’ B3 et rSJ. nous avons:

”

Iy . Jo .
S .geq + Js2v =0
i=1 | j=1
q1=u°, pour un i, 1 <i < I0
JO [e] Q [
g;; B =1,8>0,85> 0.
> ]

En remplacant gq par ), o w', dans (5.2.8.), s'il en

i=1

= TG =

existent, nous obtenons une combinaison linéaire des vecteurs

du systéme (A) .

En employant

le fait que n+l ou plus de vecteurs sont lin-

L3 - m - 3 -
éairement dépendant dans W , on se raméne finalement au ré-

sultat (B).

CQFD.
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CHAPITRE 1II

CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES

D' OPTIMALITE

Nous allons formuler dans un premier temps des conditions néces-
saires d'optimalite pour le P.I.C. sous la forme ci-dessous, vérifiant les
mémes hypothéses qu'au premier chapitre.

minimiser F(x)

_ x er”
(PT) 5.8, Gi(x,t) < 0, quelque soit t € Ti; i=l,...,]
Hj(x,s) = 0, quelque soit s € Sj, J=lswe e M
e X°

Ensuite, dans un deuxiéme paragraphe nous postulerons des quali-
fications de contraintes, conditions qui vont nous permettre d'obtenir des
conditions suffisantes d'optimalité pour caractériser la solution d'un P.I.C.
sous la forme (PT).

Finalement, nous appliquerons ces critéres a un probléme
simple de la théorie d'approximation (traduit sous la forme d'un P.I.C.).
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IT.1. Conditions nécessaires d'optimalité
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Avant d'aborder le théoréme exprimant des conditions néces-
saires d'optimalité pour un P.I.C. (PT), nous nous proposons de mettre
en évidence un lemme établissant un résultat & propos de la linéarisa-
tion de la fonction objectif et des contraintes autour d'un minimum lo-
cal du probléme d'optimisation (PT).

Lemme 1: Soit X est un minimum local du probléme (PT)

Définissons les ensembles
D, = {te T_i tel que Gi(f,t) = O Py ¥2l ossand

Di’ sous-ensemble de Ti’ est donc constitué par
1'ensemble des points t appartenant a Ti et qui

saturent la i-&me contrainte d'inégalité de (PT)
Alors Te systéme

~ —
VXF(x)z <0

(LS) v, 6. (X,t)z <0 quelque soit t &€ D, i=1,...,]

VXHj(x,s)z =0 quelque soit s € Sj, Jelgeen 5 M

\
n'admet pas de solution z dansi

Démonstration : Le lemme sera démontré par 1'absurde. En effet, en supposant que

-

=

le systéme (LS) admette une solution dans R, nous construirons i par-
tir de cette solution un nouvel &lément de X°, vérifiant toutes les
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contraintes et tel que la valeur de la fonction objectif en cet &lément soit
strictement inférieure & la valeur de la fonction objectif en X . X ne serait
dés lors pas solution du probléme (PT), ce qui contredit les hypothéses du lemme.

Supposons donc, qu'il existe une solution z*'appartenant a " du
systéme (LS). Quelque soit e strictement positif, définissons les deux ensembles
suivants :

Di(E) ={te T, tel que i1 existe t € D; : di(T,t) e F A=liiis0l (1)
X° (e) = { x€ X° tel que Il x - X ”m?sge }, c¢'est donc Ta boule fermée

centrée au minimum local de (PT) et de rayon € > 0.

Nous affirmons qu'on peut trouver alors deux nombres strictement posi-
tifs 6 et € tels que T'on ait :
VXF(x)i* < -8

(2.1.1.) ¥ x € X°(e) «
V,6,(x,t)2° <= &V teD(e)isl,...l

En effet, supposons que (2.1.1.) ne soit pas vérifié quelque soient

e et & strictement positifs. Comme, par définition du probléme, F, respectivement
Gi’ et leurs dérivées partielles sont continues en x, respectivement en x, quelque
soit t appartenant a T1,1=1,...,1; F et toutes les Gi’ i=1,...,1, et leurs déri-
vées partielles atteignent leurs bornes comme fonctions continues sur des compacts.
Donc la négation de (2.1.1.), c.a.d. soit VXF(X), soit v, G; non bornées et par le
caractére compact de X°(g) et Di(e),on déduit qu'il faut soit VXF(Q)Z*'z B, S&E
Vxei(f;f)z* >0, i=1,...,1, ce qui contredit notre hypothése que 7% est solution
du systéme (LS).

(1) Nous nous sommes proposés, de noter di("')’ la métrique sur T, ainsi que
. - . "ﬁ@ , la métrique de R™, définie & partir de sa norme.
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Sachant que (2.1.1.) est satisfait pour un € et un ¢ strictement posi-
tifs, montrons que 1'on peut trouver un nombre strictement positif u tel qu'on ait :

(2.1.2.)  6;(X,t) <-u Ve T\ Di(e), i=l,i.osl,

ce qui signifie que quelque soit t € Ti \ Di(e)’ la iéme contrainte d'inégalité du
probléme (PT) n'est pas saturée au minimum Tocal considéré %5 12l ewsls

En effet, supposons qu'il existe un indice io avec 1 < 10 < 1 tel que
la relation (2.1.2.) ne soit pas vérifige. Alors, il existe une suite

dont les éléments tk appartiennent a Ti \ Di (g) pour k = 1,2,...

Par la compacité de Tio, il existe alorg une gous-suite convergente

que nous continuons a noter tk, pour alléger 1'écriture, telle que

tk tende vers T pour k tendant vers 1'infini, ol t appartient a Ti .

Ce qui prouve que GiO(Q;E) = 0 par la continuité de Gio en son secgnd
argument appartenant & T, . Or, G, (X,t) = 0, entraine que t appartient
i D. , par définition méme de D, gt donc T appartient & 1'intérieur de

i
o} 0
Di (e), puisque £ > 0. Ceci cependant, est impossible car aucun point

0
intérieur de Di (¢) ne peut &tre Timite d'une suite de points tk appar-

0
tenant a Ti \ Di (e), car sinon chaque voisinage de T appartenant &
0 0
D, (e) contiendrait des tk appartenant a D (), puisque tk converge
0 0
vers T, lorsque k tend vers 1'infini. On aboutit & une contradiction

et dés lors, la relation (2.1.2.) doit é&tre vraie.

Le théoréme de la valeur moyenne et les relations (2.1.1.) et (2.1.2.)
vont nous permettre de construire d partir de Z% un nouveau point de X°, vérifiant
toutes les contraintes et tel que la valeur de la fonction objectif en ce point
soit strictement inférieure & la valeur de la fonction objectif en X, ce qui sera
en contradiction avec 1'hypothése que X est minimum Tocal du probléme.
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Le théoréme de la moyenne appliqué & F et G, nous fournit les rela-
tions suivantes :
(2.1.3.) F(x+yZ) = F(X) + YvXF(§+eO(Y)Yz*)z* et
(2.1.4.) G, (Xx+yZ",t) = G;(X,t) + nyGi('§+ei(Y)Yz*,t)z*
VEeT,, i=l,...,]

ol chaque ei(y) est tel que 0< ei(y) < 1 5 1805lyec sl

Nous pouvons déterminer y de maniére & aboutir & Ta contradiction annon-

cée pour ce point X + vz,

En effet, il existe Yy, strictement positif tel que, quelque soit

yavec 0< y<7¥, onait: Y+Yz*'€ X°, puisqu'il est toujours possi-
ble de trouver un tel Y strictement positif, car X° est un ensemble ou-
vert de R et X appartient 3 X°.

S

I Remarquons que, y. est strictement positif.
0 P

Soit Yo = e/l "
De plus, on a : F(?#Yz*) < F(X) quelque soit y avec 0 < y < Yo
En effet, par la relation (2.1.3.) on a que :

F(XHyZY) = F(X) + ¥9,F(X+0 S22
Mais la relation (2.1.1.) nous permet de trouver un &' strictement po-
sitif tel que VXF(§¥SO(Y)YZ*) < &', si le point §+eo(y)yz* est dans X°.
Soit & = 6'/72*. Nous avons les estimations suivantes :

— M — He X*
ll x+80(Y)Yz X llgn = GO(Y)YZ I ., = BO(Y)Y Iz E%¢.

TR"\
Or, par définition de Yq et le fait que 0 < eo(y) <letys Yoo

- . . — o — > .
on déduit finalement : | x+eo(y)yz =Xl gn< Yo 1z7 llan = €, ce qui
revient a écrire que §4eO(Y)Yz* appartient a X°, par la définition mé-

me de X°.
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Si nous parvenons a démontrer la relation (2.1.5.) ci-dessous, alors
X+yZ" sera le nouveau minimum.

(2.1.5.)  G;(X#yZ",t) < 0 ¥ teT, et quelque soit y avec
0<y< Yio i=l,...,1 ety < Yo

Soit Y; tel que :

Y 5 -max | Vxei(x,t)z* | =€ 30 pOEP T=leun ],
o = Ti
% € %%(e)
Remarquons d'une part que nous pouvons prendre le maximum, puisque
T,i et X°(e) sont des ensembles compacts et Gi’ fonction continue sur
un compact y atteint ses bornes; et que d'autre part tous les Y; sont
strictement positifs.

Montrons donc que §4Yz* vérifie toutes les contraintes du type in-
égalité, en nous servant de la relation (2.1.4.) :

6;(evz"st) = 6;(K,t) + v9,6, (00, (v)yZHt)Z" Ve T,
En effet, d'une part on a que, quelque soit t appartenant a Di(e)’

i=l,...,1: Gi(§4yz*,t) < 6, (X,t) - ¥8 < -v8

puisque i#ei(y)yi* appartient & X°(e) et qu'on peut donc appliquer
la relation (2.1.1.). D'autre part, quelque soit t appartenant a
Ti\Di(g)’ i=l,...,1 , Tla relation (2.1.2.) entraine :

Gi(§4yi*,t) < -y + yvxei(§4ei(y)yz*,t)i*

*
< - .. :
W+ Y. max .| V,6;(x,t)z |

teT
i

x € X°(e)

puisque X+0.(y)yz € X°(e) pour 0 <y < ¥, et donc

< -u+u =0, quelque soit v avec 0 <y < Y; par la
définition méme des Yy
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En regroupons les deux résultats ci-dessus, nous obtenons la re-
lation (2.1.5.). Finalement, comme chaque contrainte du type éga-
1ité Hj(x,s) est Tinéaire en son premier argument x, c.a.d<d est
de 1a forme:

Hj(x,s) = VxHj(x;s).x + bj(S), J=d o o ol

on a que, quelque soit y = 0 et quelque soit s € Sj :
r * - ) e * - [T
Hj(x+yz »$) = Hj(x,s) + yvaj(x,s)z =0, Jj=l,...,m,
puisque Hj(i}s) = 0 par le systéme (LS) et par la linéarité
de la fonction Hj en Xx.
En définissant ?* comme étant le minimum de ¥, Yoo Yyseeeree 2Y1
décrits ci-dessus et en remarquant que #* est strictement positif,
nous obtenons de ce qui précéde:
[ Fxeyz®) < F(X)

G; (XHyZ",t) < VteT,, i=l,...,]
* 1 1

0
el SRy Hj(§+yi*,s) =0 ¥ se Sj’ 5154 ¢ sl

let X+yzZ™ € X°

ce qui contredit le fait que X soit minimum local du probléme (PT).
Dés Tors, le systéme (LS) n'admet pas de solution z* e R™.

CQFD.
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a présent, énoncer le théoréme des conditions néces-

saires d'optimalité pour un probléme d'optimisation, (PT), comportant une in-

finité de contraintes. La preuve de ce théoréme est une application directe

du lemme précédent et du théoréme généralisé de Motzkin.

Théoréme 1 : Soit x un minimum local du probléme (PT).

Alors, il existe des entiers So et savec 0<s < s=<n
tels que

(1.

(L.

Démonstration :

- -

. v ; < .
1.) on ait so1nd1ces i, avec 1< T, 1 et So points

tkeD, ={teT, telquet, (X,t)=01},
k Tk Tk

pour k=1,...,sO et tels que

N T : < i < )
2«) onait s S, indices Jy avec 1 j <mets-s

k

points s" € S; , pour k=s +1,...,5 , tels que
Jk 0

0

.3.) on ait s+l nombres réels A avec A > Oous>1

et Rk = . pour k =1, seeeaSys ayant la propriété :

S

4.) AV F(R :?\kVG(xt)+: N H, (XosK) = 0

k=5 +1 k*X"3y

Par le lemme précédent, le systéme ci-dessous n'admet pas
de solution dans R".

V,F(X)z <0
(L5} VxGi(i,t)z <0 v teD,, pour T=lyeees]
'...... = E . -= LR |
VXHJ(x,s)z 0 Y s SJ, pour j=1, m

Choisissons alors pour VXF(E) le vecteur u° du théoréme
généralisé de Motzkin (1) et remarquons que 1'ensemble

(1) Ibid page 21,
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1
(v F®) tu L€ v6,(X,t) tel que teD, )
i=1

est compact, puisque chaque Vx Gi(i,t) est continue pour
J

j=1,...,n et que Di est compact. En appliquant le théoréme
généralisé de Motzkin, au systéme (LS), nous obtenons les

résultats espérés (1.1.) a (1.4.), puisque si le systeme

uz <0 Yuel
vz<0 VYvely
wz =0 YwewW

ol U et V sont des sous-ensembles compacts de R"

et W est un sous-ensemble arbitraire de R,
n'admet pas de solution z dans R™ , alors le systéme

uz <0 Yuel

vz<0 YveV

wz =0 VYweW

n'admet pas de solution z dans R,

CQFD.
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I1.2. La qualification des contraintes
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Remarquons que les conditions nécessaires d'optimalité du probléme
(PT) permettent au multiplicateur N de la fonction objectif d'étre nul. Dans
ce cas, les conditions nécessaires d'optimalité n'engendrent plus le terme
VXF(E) et ne fournissent plus aucun renseignement quant & la fonction objectif
F du probléme (PT). C'est pourquoi, nous allons imposer des conditions supplé-
mentaires sur les contraintes pour assurer que le multiplicateur ho de la fonc-
tion objectif soit strictement positif, afin que les conditions nécessaires d'op-
timalité nous fournissent des renseignements relatifs d la fonction objectif F.

Pour assurer en programmation non linéaire finie, c'est & dire pour
des problémes d'optimisation non linéaires avec un nombre fini de contraintes,
que le multiplicateur A soit distinct de zéro, on suppose que le probléme sa-
tisfait une qualification de contraintes [6 ] : les contraintes doivent satis-
faire une condition régularisante qui assure que le multiplicateur Ao,apparais-
sant dans 1'énoncé des conditions nécessaires d'optimalité,de la fonction ob-
jectif , soit strictement positif.

11 est donc naturel de formuler pour des problémes de programmation
non linéaires comportant un nombre infini de contraintes, des qualifications de
contraintes, qui seront des généralisations de celles de la programmation non

linéaire finie.

De plus, la plupart des problémes d'approximation vérifient une
des qualification de contraintes proposées ci-dessous et permettent ainsi de
formuler des conditions nécessaires d'optimalité non banales pour les problé-
mes considérés.
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Premiére forme de qualification de contraintes (1).

La premiére qualification de contraintes est une généralisation de la condition
de SLATER, aussi connue sous le nom de condition du point intérieur.

Le probléme (PT) satisfait QCl, si chaque fonction G, est pseudo-convexe en X,

quelque soit t appartenant a T.

j» pour i=1,...,1 et que de plus, il existe un

point X dans ®™ tel que
(1)  6G;(x,t) <0 ¥t € T, pour i=1,...,1 et
(i) Hj(gss) =0 ¥s € Sj’ pour j=1,...,m

Deuxiéme forme de qualification de contraintes.

La deuxiéme qualification de contraintes est une généralisation de la condition
de ARROW - HURWICZ - UZAWA, aussi connue sous le nom condition d'inégalité stricte.

Nous dirons que le probléme (PT) satisfait QC2 en un point donné, admissible, X
(o0 X "admissible" signifie que X € X, ou X = { x € X° tel que G,;(x,t) <0, ¥t € T,

pour i=1,...,1 et Hy(x,s) = 0, ¥s € Sy, pour j=l,....m } ), si pour tout choix

des entiers So et s avec 0 < s0 <s<net

k

(1) tout choix de So indices ik avec 1< ik <1et So points t~ appartenant a

1'ensemble D, ={ t€ T, tel que G, (X,t) =0}, pour k=1,...,s et
i T Ty 0
(ii) tout choix de s-s_ indices jk avec 1 ¢ jk ¢ met $-S, points sk apparte-

0
nant & 1'ensemble Sj , pour k=so+1,...,s

k
il existe un vecteur y = (yl,...,yn) eR™ tel que

(ii1) 2y v, G (Y,tk) <0, pour k=l,...,s, et
=1 1 *q 'k
%. = k

(iv) ¥. ¥V, H, (%8 ) = 0y pour k=s +1,...45.
d;T 4 xq Ik g

(1) Quand nous ferons dans la suite appel & la premiére qualification de contraintes,
nous 1'abrégeons comme QCl, ainsi que la seconde comme QC2.
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Remarquons que pour la plupart des problémes, i1 est plus facile
de vérifier QCl que QC2; ceci est en particulier vrai pour les probléme d'ap-
proximation, tels que les problémes au sens de Chebycheff, comme nous allons
le voir & propos d'un exemple au quatriéme paragraphe. De plus, sous 1'hypothé-
se que toutes les fonctions Gi sojent différentiables par rapport & leur pre-
mier argument en x, pour i=1,...,1, QCl entraine QC2 [5 ].



Fla %

Théoréme 2 :
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Conditions nécessaires d'optimalité avec A > 0
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Soit X un minimum Tocal du probléme (PT).
Si, soit QCl, soit QC2 est satisfaite en X,
alors le multiplicateur A, de Ta fonction
objectif dans 1'énoncé des conditions .néces-
saires d'optimalité du théoréme 1 est stric-
tement positif.

Démonstration : En effet, si chaque fonction G% est différentiable par rapport'

a son premier argument en X, QCl entrafne QC2.Donc i1 suffit de
prouver le résultat, si le probléme vérifie QCZ.
Par le théoréme 1 on a :

S
0 S
(2.1) AVF®) + TOA.G (Lt ¢ T A TH. (K.s€) = 0.
0 X =T k' x iy Kk

Supposons, par 1'absurde, que ho soit nul. Alors, de la relation
(2.1.) et pour le y €W intervenant dans 1'énoncé de QC2, nous a-
vons :

3 s

0
{2 B ) zhk[y V.G (?,tk)] oy
k=1 k

N [y VH, (f,sk) ] = 0.
k=s4+1 Iy

Or, la premiére somme de (2.2.) est strictement négative et la deu-
xiéme est nulle; nous aboutissons donc & une contradiction évidente
(0 > 0), dés Tors, le multiplicateur de la fonction objectif est

strictement positif.

CQFD.
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Puisque nous nous sommes servis explicitement de contraintes pour
aboutir & des conditions nécessaires d'optimalité non banales pour des P.I.C.
et puisque 1'introduction de ces conditions additionnelles restreint Ta généra-
1ité des problémes d'optimisation comportant une infinité de contraintes aux-
quelles on peut appliquer ce critére non trivial (1), i1 est important de remar-
quer que ces conditions sont réellement nécessaires pour garantir que le multi-
“plicateur A/ de 1a fonction objectif soit strictement positif.
Reprenons a cette fin, 1'exemple considéré pour illustrer une varian-
te du P.I.C. (PT) (2). I1 s'agissait du probléme suivant :

minimiser -x
X ER"
2

s.c. : X.t-t°<0 V¥te [0,1]

qui admet évidemment la solution unique X = 0. Remarquons, que la fonction con-
trainte G(x,t) = x.t - t2 ne vérifie aucune des qualifications de contraintes
QCl et QC2 (3), au point x = 0. Les conditions nécessaires d'optimalité entrai-
nent qu'il existe au plus deux constantes N et Ay strictement positives telles
que :

AOVXF(Y) + AV,6(X,T) = 0
od T€[0,1] est un point tel que G(X,T) = 0. Pour le probléme considéré ci-dessus,
cette relation s'écrit :

N (1) +24(0) = 0 ()

n

puisque VXG(Y,t) =t et T =0 est le seul point ol la contrainte est active.
D'autre part, la relation (a)-entraine que A, est nul et que A, peut étre un nom-

bre positif quelconque. Donc Ny > 0 est impossible pour ce probléme. Cet exemple

(1) Ibid, théoréme 2.

(2) Ibid p. 13.

(3) Pour ce probléme, i1 suffit de considérer les qualifications de contraintes
non généralisées du point intérieur et de 1'inégalité stricte [6 ].



nous montre donc, que les qualifications de contraintes sont nécessaires,
méme pour le cas ou la fonction objectif et Tes fonctions contraintes sont

Tinéaires.

- 4] -
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11, 4. Conditions nécessaires et suffisantes
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En imposant des hypothéses 1égérement plus fortes quant d@ la fonction
objectif F et aux fonctions contraintes du probléme (PT), les conditions néces-
saires d'optimalité du théoréme 2, sont également des conditions suffisantes d'op-
timalité.

Définissons & cette fin, une notion de quasi-convexité appropriée a
nos contraintes d'inégalité, qui n'est en fait qu'une généralisation de celle
donnée au premier chapitre (1).

Une fonction & valeurs réelles G définie sur ®x T, o0 T est un ensemble arbi-
traire, est dite quasi-convexe au point X €R™, si pour tout x e W tel que
G(x,t) < G(X,t) quelque soit t€ T, on a :

G[(1-A)X +Ax,t 1 < G(X,t), pour 0 <A <1, quelque soit t € T.

La fonction G est dite quasi-convexe sur un ensemble I'C , si elle est quasi-
convexe en tout point x € T, ' '

Avant d'aboutir au théoréme exprimant des conditions nécessaires et
suffisantes d'optimalité pour le P.I.C. (PT), nous rappelons deux propriétés
bien connues en programmation non linéaire [5 ], relatives aux fonctions quasi-
convexes et pseudo-convexes.

(1) Ibid p. 15.
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Soient T un ensemble ouvert de R" et T un ensemble quelcongue.
Soit G une fonction 3 valeurs réelles et définie sur m”x T.
Soit F une fonction & valeurs réelles et définies sur R™ .

k et x2 appartiennent a I'

Propriété 1 : Si X
et si la fonction G est différentiable
par rapport & son premier argument, quel-
gque soit t € T et si elle est quasi-con-
vexe en xl, alars
G(xz,t) < G(xl,t) entraine que

VXG(xl,t)(x2 - xl) < 0, quelque soit t € T.

Propriété 2 : Soit X €T.
Supposons que F soit pseudo-convexe en X

alors VXF(Q)(X - X) = 0, quelque soit x €T

entraine que F(x) = minimum F(x)
XxX€ET

Connaissant ces propriétés, i1 est facile de démontrer le théoreme
de caractérisation d'un optimum pour un probléme sous la forme (PT).



Théoréme 3 :

Démonstration :
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Qutre les hypothéses propres au probléme (PT), (1)
Supposons que, la fonction F soit pseudo-convexe
sur X° et que chaque fonction Gi soit quasi-conve-
xe, ainsi que le probléme satisfasse soit QCl, soit
QC2 au point X .

Alors X résout le probléme (PT) si et seulement si
il existe des entiers So et s avec 1< S, <ssn

tels que
(3.1.) onait s, indices i, avec l<i <Tet
s _points t~ appartenant @ T; = { t € D.
0 " T
tel que G. (X,t) =01} , pour k = 1,...,s
T o

et tels que
(3.2.) on ait 5-S, indices jk avec 1 < jk <m

et s-s  points dans Sj , pour k=so+1,...,s

k
tels que '

(3.3.) on ait s nombres réels A >0

pour k=1,...,so, ayant Ta propriété

S0 k - K
(3.4.) U F(X) + y 1 A VG, (X,t7) + 33 AV H, (Xo57) =0
X (=T kX1 sl

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires par

le théoréme 2.

Pour démontrer la suffisance, supposons que x soit un point
admissible du probléme (PT), c'est & dire que x appartienne
d 1'ensemble { x € X° tel que Gi(x,t) <0, Vte Ti’ T2l guswa g 1
et Hj(x,s) =0, ¥Ys € Sj, d=1y0snsl }

(1) Ibid p. 6.



(3.5.)
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Comme chaque fonction Gi est quasi-convexe et différentiable,
la proriété 1,(l), permet d'affirmer que:
VxGi(x*;t*)(x - X*) <0, ¥xFe X° et t* vérifiant Gi(x*,t*) =0,

pour 1=2l,e, 09l

Donc, puisque Rk > 0, pour k=1,...,so, on a:
s
0 o k —

2y MY,6; (GET)(x - X) < 0.

k=1 % Tk

D'autre part, de 1a Tinéarité de Hj’ polir J=l genasls ©ON
déduit que:

VxHj(X*FS*)(X - x*) =0, W e X° et s verifiant Hj(x*,s*) = 0;

donc que:

(3.6.) gf:g AU H, (Kt (x - X) = 0.

k=, +1 kX7

En introduisant les relations (3.5.) et (3.6.) dans (3.4.),
on obtient finalement : VXF(i)(x - x) = 0.

Or, ceci par la proriété 2, entraine : F(x) = F(x) ,(1),

d cause de la pseudo-convexité de F.

Puisque x est un point quelcoque du domaine admissible du

probléme (PT), on en conclut que X résout le probléme (PT).
CQFD.

(1)

Ibid p.43 .
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I1.5. Application

Dans un dernier paragraphe nous allons reprendre le probléme d'appro-
ximation au sens de Chebycheff comportant un nombre fini de contraintes d'inter-

polation, qui nous a servi d'exemple introductif des P.I.C. (1), en lui appli-
quant Tles critéres développés dans les paragraphes précédents.

Rappelons que ce probléme d'approximation au sens de Chebycheff
conduisait au probléme d'optimisation comportant une infinité de contraintes
de l1a forme (PT) suivante :

minimiser m
Xl,...,xn,m

s.C. 1 (a) =f(t) +‘Z%: x1¢i(t) -m<0

=1
(cC) _ . quelque soit t &€ T
(b) +f(t) -E X:65(t) -m<0
i=1
3y . j
(e} (8} = Z:: X;05(t7) =0 pour j=1,....q
i=1

n
Remarquons, que la fonction objectif définie par m = sup |f(t)-§ :Xi¢i(t)
te T ;
i=1

et toutes les contraintes du probléme (CC) sont linéaires en les variables m et x
et sont donc @ fortiori convexes en ces arguments.

(1) Ibid p. 2.
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Vérifions d'abord, si le probléme au sens de Chebycheff vérifie
1'une des deux qualifications de contraintes QCl ou QC2 (1).

Supposons, qu'il existe un vecteur, soit X = (ii,...,in) de R"
qui vérifie la contrainte (c) du probléme d'optimisation (CC).Alors, puisque
la fonction objectif f et toutes les fonctions ;5 pour j=lyssssq SONE conti-
nues sur le compact T, elles y atteignent Teurs bornes et par conséquent

n
Z:]'§1¢1(t) est borné. D'ol en choisissant un m €M "assez grand" les con-
=1

traintes (a) et (b) du probléme (CC) seront satisfaites comme inégalités stric-
tes. Dés lors, pour ce choix de xe®R etmeR, on aura :

-f(t) +

n
‘- x1¢1(t) -m< 0

quelque soit t € T et

. n_ 2y
f(tJ) - qx'i(bi(t:}) = 0, pour J=l.....Q
1=

Le probléme d'optimisation vérifie donc QCl, c'est a dire la con-
dition généralisée de SLATER (1). De plus, comme la fonction objectif est 1i-
néaire, donc convexe, elle est pseudo-convexe par les implications rappelées
au paragraphe I1.4.5.. De méme, comme chaque contrainte est linéaire, donc con-
vexe elle est aussi quasi-convexe.

Oh est donc dans les conditions.d' app]icaﬁilité' du_théoréme de ca-
ractérisation d'une solution d'un P.I.C..

(1) Ibid p. 37.
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En appliquant d&s lors le théoréme 3 de caractérisation au probléme

(CC), nous obtenons les conditions ci-dessous pour le probléme de Chebycheff
comportant un nombre fini de contraintes d'interpolation.

Théoréme 4 :

Soit T, un sous-ensemble compact d'un espace métrique complet.
Soient f et ¢1""’¢n des fonctions continues sur T & valeurs

réelles.
Soit D = { tl,...,tq'} 1'ensemble des q points d'interpolation

. choisis dans T.

Supposons, que la fonction objectif f n'appartienne pas a 1'es-
pace engendré par les fonctions ¢1""’¢n'
Alors un vecteur X° = (X?,...,xﬁ) de ®" résout le probléme d'appro-

ximation au sens de Chebycheff si et seulement si, on peut expri-
T M . s G S T

mer 1'origine de R comme une combinaison linéaire d'au plus

n+l points appartenant aux ensembles :

{e(t) : tel que |e(t)] = lell ¢ } ol e =§._1 X?¢i - f est
¢, (t) =
1a fonction erreur du probléme d'approximation, HeHT = sup |e(t)]
; teT
67 (t9)
et { : tel aue J5lessunll Fs
J
6, ()

De plus, au moins un point de cette combinaison linéaire doit
appartenir au premier ensemble, et tout point de cette combi-
naison appartenant au premier ensemble est affecté d'un coéffi-
cient positif.



Démonstration:
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Le probléme (CC) vérifie une des qualifications de contraintes
exigées par le théoréme 3, comme on vient de voir. |

Dés lors, le théoréme 3 et par la remarque sur 1'équivalence
des qualifications de contraintes (1), on a que (x*,m*) con-
stitue une solution du probléme (CC) si et seulement si :

1) ( -1 ) (o0 ) (0}
€ J'k
of sy (D Feh bt o
1.) + )\k : + Z My N = | .
= ) k=s +1 .
k=1 €k K 0 Jk
0, [(-1) * ¢, (7)) [ o, (t 7)) | 0

0, si Ta contrainte (a) de (CC) est active en tk
ou € = K

1, si l1a contrainte (b) de (CC) est active en t

et Ak > 0, pour k=1,...,so.

D'autre part, on a que :

(m*, si la contrainte (a) de (CC) est

! k s
e n K active en t",cdd sk=0
e(th) = 10 o () - () = ‘
i=1 -m", si la contrainte (b) de (CC) es

L active en tk,céd ek=0

et m* > 0, car la fonction objectif f n'appartient pas & 1'espace
engendré par les fonctions Ppaeeesbpe
D'oll, en définissant M = Rk/m*, pour k=1,...,s0 1a relation
(5.1.) peut se récrire :

(1) Ibid p. 38.
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1 ¥
0 S, ¢1(tk) .
+Z“k e (") *
=) '

L0 L9, (t7))

ol uk > 0, pour k=l,...,sO et s < n+l.
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CHAPITRE IT11

PARTIE ALGORITHMIQUE

Dans un dernier chapitre, nous considérons les P.I.C. d'un point
de vue algorithmique. Nous nous proposons, partant d'un probleme d'optimisa-
tion comportant une infinité de contraintes, d'@tablir une méthode de résolu-

tion, permettant d'aboutir & sa solution. Nous formulerons -deux algorithmes,
que nous analyserons ensuite quant & leur convergence.

Considérons & cette fin le P.I.C. suivant :

minimiser F(x)
x €R"

S:iCs 3 Gi(x,t) <0, Yt € T; pour i=1,...,]
Kj(x) < 0; pour j=1l,...,m

x € X°

~ m
ol X° est un ensemble compact de ®' ,
T est un espace métrique compact,

F:®—»®  est une fonction continue en x,
X~ F(X)
G.,: RAMT—R est une fonction continue en x et t,

i
(X,t)\r* G,](X,t) pour i:l,,,,,}

K.: R—s R est une fonction continue en x, pour j=1,...
Jox Kj(x)

- B -

M.
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L'idée de base des deux algorithmes est la suivante: partant du
probléme d'optimisation comportant une infinité de contraintes ci-dessus, nous
nous ramenons a des problémes d'optimisation n'en comportant plus qu'un nom-
bre fini, ceux-ci étant résolus par des méthodes connues de la programmation

non linéaire finie [6 ].

Pour simplifier davantage la déscription des algorithmes, posons
G = maximum(Gl,...,GI); alors le probléme ci-dessus peut se récrire :

minimiser F(x)
x €Wt

s.Cc. 1 G(x,t) <0, ¥teT
Kj(x) < 0, pour j=1,...,m

X € X°

Nous avons adopté cette forme d'un P.I.C., en suivant K.R. GEHNER
[1], pour faire apparaitre la distinction entre des fonctions-contraintes Kj,
pour j=1,...,m, qui seront satisfaites pour toute solution d'un sous probléme
fini et des fonctions-contraintes Gi’ pour I=lssswsls
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IL1.1. DESCRIPTION DES DEUX ALGORITHMES
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Comme annoncé dans le chapitre introductif, les deux algorithmes
engenderont une suite, dont chaque &lément constitue une solution d'un sous-
probléme ne comportant plus qu'un nombre fini de contraintes du probléme (PA),
tel que la suite des sous-problémes tende en un certain sens vers le probléme
original et dés lors tel que la suite des solutions correspondant a ces sous-
problémes finis tende vers une solution du probléme original (PA).

A. Algorithme I

Nous nous proposons d'exposer d'abord le premier algorithme en
terminant par une esquisse de son organigramme.

Le premier pas de 1'algorithme I, consiste en une initialisation :
nous choisissons un nombre entier, fini, soit q;, de points appartenant & 1'en-
semble T du probléme original (PA). En rénumérotant ces points de un & qq, nous
obtenons un ensemble : T(l) ={theT, q=1,...,q1 }, qui est inclus dans 1'en-
semble T. On calcule dé&s lors une solution du probléme :

minimiser F(x)
X € R

s.c. ¢ G(x;t) <0, ¥te T(l)

(P K.(x) <0, pour j=l,...,m

1) ]
X € X°
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Ce faisant, nous obtenons un "sous-probléme" de minimisation (Pl), du pro-
bléme original (PA), ne comportant plus qu'un nombre fini de contraintes.
Une solution x1 de (Pl) peut dés lors &tre obtenue par des méthodes de la
programmation non linéaire finie [6 ].

Supposons qu'a 1'étape k, nous ayons un ensemble fini T(k),
formé de < points de T. En outre, supposons que xk soit une solution du
sous-probléme fini correspondant, c'est & dire que xk soit tel que :

F(xk) = minimum F(x)
X ER"

s.c. : G(x,t) <0, Vt& T(k) ={tler, q=1,...,qk }
k) Kj(x) < 0, pour j=1,...,m

X € X°

Le deuxiéme pas de 1'algorithme I teste si xk, solution de (Pk), est une solu-
tion du probléme original (PA). Pour cela, il faut que xk, solution de (Pk)’
vérifie toutes les contraintes du P.I1.C. (PA). Par la structure méme du problé-
me original, nous savons que les contraintes Kj(x) < 0, pour j=1,...,m, se re-
trouvent dans chaque sous-probléme de minimisation. Dés lors il suffit de Véri-
fier que xk satisfait les contraintes :

G(x,t) <0 yte T
Si xk'satisfait toutes ces contraintes, alors xk, solution du sous-probléme
fini (Pk), résout le probléme original (PA); sinon nous passons au troisiéme
pas.

Au troisiéme pas, nous passons du sous-probléme fini (Pk) a un
nouveau sous-probléme fini, (Pk+1)’ en Tui ajoutant une des contraintes du
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probléme (PA), sélectionnée parmi celles non satisfaites par xk. Nous cherchons
donc tk appartenant a T, tel que :

6(x,t5) > 0 et

xk,tk k

a(xk,t%) + e > 6(xK,1) avec G(x€,t) >0, Vte T

ol € =0et lim € = 0

k=

En d'autres mots, on cherche la "pire & £k prés" des contraintes, soit G(x,tk) <0,
parmi 1'ensemble des contraintes du probléme original (PA), non satisfaites par la
solution xk du sous-probléme fini (Pk); la "pire", car elle est, a € prés, la con-
trainte du probléme original qui prend 1a plus grande valeur en x . Nous ajoutons
a 1'ensemble T(k), le point tk décrit ci-dessus, pour obtenir un nouvel ensemble,
noté T(k+1) : :

Titl) - (k) g eky,

Nous retournons ensuite au deuxiéme pas, en cherchant une solution

du nouveau sous-probléme (P, ,) déterming & partir de 1'ensemble 7(k+1)

En appliquant 1'algorithme I au probléme original (PA), nous engen-
drons dés Tors une suite (xk)k e, de solutions des sous-problémes (Pk)’ qui com-

me nous allons le montrer dans un deuxiéme paragraphe, tend vers une solution du
P.lCu {PA).
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Résumons ce premier algorithme en donnant une esquisse de son
organigramme.

[ start

o

Pas 1: ¢ Construire T(l) et (Pl)'

4

Phase d'ini-

‘ . ¢ Rechercher xl, solution du
tialisation:

sous-probléme fini (Pl).

L 4

v

/‘\

Pas 2: Tester si l1a solution xk

du sous-probléme (P ), dé- Oui
Test de terminé & partir de 1K) ast

sortie: telle que: G(x<,t) <0, ¥te T

Non

Pas 3: ¢ Déterminer tk € T tel que

6(xK,t%) > 0 et
K

a(xk,t%) + ¢, > a(x",t), vt e T

Phase ol G(xk,t) >0, VteETetg = 0
d'ajustement: est tel que lime, = 4
ko0

¢ Poser Tlkid) (k) 4§ {tk}

¢ Poser k = k+l

- ]

T )

Phase d'arrét: xk est solution du probléme (PA)

t

. Stop

i, s
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B. Algorithme II

Le deuxiéme algorithme posséde la méme structure générale que 1'al-
gorithme I. Cependant & chacune des itérations, nous omettrons un certain nom-
bre de contraintes qui ne sont pas cruciales dans la détermination du minimum
du sous-probléme considére.

L'algorithme II comporte en effet, les trois pas de 1'algorithme I
et un quatriéme pas décrit ci-dessous.

.La phase d'ajustement de 1'étape k débouche en la construction de:
I'ensemble-T(k+1) et de la recherche de xk+1, solution du sous-probléme corres-
pendant (Pk+1). Dans un quatriéme pas propre & 1'algorithme II, nous omettrons
certaines contraintes du type G(x,tq) < 0, pour q=1,...,qk+1, ce qui correspond
a la suppression de certains éléments t% de T(k+1), tout en nous assurant que
xk+1, solution de (Pk+1)’ reste solution du sous-probléme (PDk+1) résultant de
cette suppression. Le quatriéme pas consiste donc en la recherche d'un sous-

(k1) 4o (k+D)

ensemble, noté D tel que :

FOK* LY = minimum F(x)
X €R™

s.c. : G(x,t) <0, Vte plk+l) < (k1)

(PDk+1) Kj(x) < 0, pour j=1,...,m

X € X°

od X1 est solution du sous-probléme fini (Pk+l)'
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C. Quelgques remarques

- -

Remarquons que dans le cas particulier, od le sous-probléme (Pk+1)
satisfait une qualification de contraintes de la programmation non linéaire en
dimension finie [5 1, et si la fonction objectif F (respectivement la fonction G),
est différentiable et convexe en x, (respectivement par rapport au- premier argument
quelque soit t dans T(k+1)), alors les théorémes de KUHN et TUCKER [7 ] et de
CARATHEODORY (1) nous permettent de mettre en évidence un résultat relatif au

nombre de contraintes & omettre afin de construire 1'ensemble D(k+l).

En effet, si la fonction objectif F et la fonction-contrainte G sont
différentiables et convexes, alors par le théoréme de Kuhn et Tucker de la pro-
grammation non linéaire finie, on sait que xk+1 est solution du sous probléme

(Pk+1) si et seulement si :

+ly , 5 k1 7K (K ;
ROVXF(X ) ktVXG(x £) + LTI ‘
te T(k+1) J:l 0
m
ou A+ ) IR VERF A > 0,2, >0, vee T et
teT (g+1) J=1
A

(1) Ibid p. 20.
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En appliquant le théoréme de Carathéodory a cette combinaison
convexe du point zéro, nous savons qu'il existe au plus n+l multiplicateurs
non nuls tels que :

k+1) i=1 0

te Tl

oll Hy + § ;
teT

e+ S ows =13 uy>0, pour j=0,....m ; u, >0
(k+¢1) ¢ 5109 J t

Yt € T(k+1) et ol au plus n+tl de ces multiplicateurs sont non nuls.

En outre, remarquons que le multiplicateur M, de la fonction objec-
tif doit &tre strictement positif, puisque sinon la deuxiéme expression entraine
une contradiction de 1'hypothése affirmant que le probléme (Pk+1) satisfait une
qualification de contraintes. Dé&s lors, i1 existe au plus n multiplicateurs w,.,

pour t € T(k+1), non nuls. Nous pouvons donc affirmer que dans ce cas D(k+1) est

au plus constitué par n &léments t appartenant a T(k+l).

Remarquons d'autre part, que lors de 1'application de 1'algorithme I
au probléme (PA), nous ajoutons & chaque jtération une contrainte du probléme
original au sous-probléme (Pk), lorsque 1a solution xk de celui-ci ne vérifie
pas toutes les contraintes du probléme (PA). Cela revient & ajouter un &lément
tk de T d@ T'ensemble T(k). Dés lors, a chaque itération, 1'ensemble des contrain-
tes 3 considérer pour les problémes finis de minimisation croit, aussi longtemps
qu'on n'a pas trouvé une solution du probléme (PA), ce qui entraine 1'inclusion
suivante :

k+1) Yk €m,

iy 1 og ol
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Cette inclusion n'est plus valide pour les ensembles D(k) résultant
du quatriéme pas de 1'algorithme II et on ne peut dés lors expliciter aucune
relation entre les ensembles successifs qui sont construits. On sait seulement
que :

iy of e 1R ykem

La démonstration des théoremes de convergence des deux algorithmes
nécessitera la connaissance des relations existant entre les domaines admissi-

bles des différents sous-problémes considérés. A cette fin, introduisons Tes
notations suivantes :

X = { x € X° tel que G(x;t) <0, VtE T, Kj(x) < 0 pour j=l,...,m }

est 1'ensemble des points admissibles du probléme original (PA)

Xepp = { X € X° tel que G(x,t) <0, ¥t e 7(k+1)

est 1'ensemble des points admissibles du probléme (Pk+1) et

(k+1)

Y = { x € X° tel que G(x,t) <0, Yte D

k+1 J
est 1'ensemble des points admissibles du probléme (PDk+1).

Dés lors, en se servant des inclusions (i) et (ii) on obtient :

(1) X1 & %o

(1) Xes1 € Tl
Yk e,
(v) Xewo € Yigr ot
(vi) X © X et X < Y.

; Kj(x) < 0, pour j=1,...

, Ki(x) <0, pour j=1,...

5|

N
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2. CONVERGENCE DES ALGORITHMES
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Avant de considérer les théorémes relatifs d& la convergence, nous

présentons une liste des hypothéses qui seront utilisées dans la suite.

H1 :

Chaque fonction Gi : BT » R est uniformément Lipschitz-continue
(x.t) Gi(x,t)

en son premier argument; c'est & dire qu'il existe Mi strictement posi-

tif tel que :

1

el 6;(xLot) - G, 0E8) € M1 X - 21 pour i=l,...,]

' Vxl,x2

: La fonction objectif F est quasi-convexe (1)

: 11 existe un entier positif L tel que, & chaque itération k, pour

. (k+1)
k=1,2,..., on ait au plus L points dans 1'ensemble D de 1'algo-
rithme II. (2)
Hy Tout sous-probléme (Pk+1) ou (PDk+1) admet une et une seule solution.
(1) 1Ibid p. 15
(2) Ibid p. 57
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L'hypothése H1 nous permettra de démontrer la convergence de
1'algorithme I, alors que 1'algorithme II convergera sous les hypothéses
H1 d Hy.

Dans la suite du chapitre nous convenons de noter (xk)k it 18
suite des solutions communes aux sous-problémes successifs (Pk) ou (PDk), com-
mune , puisque nous avons exigé que xk, solution de (Pk), 1'est également pour
(PDk).

Remarquons que 1'hypothése H1 entraine que la fonction G définie
par G = maximum (Gl,...,G]) reste uniformément Lipschitz continue en son
premier argument. Montrons en effet, qu'il existe M strictement positif tel
que :

1

Ll a(xt,t) - G(x%,t) <M xb - ol (a)

\:'xl,x2 e®" ‘

I1 suffit pour cela de poser M = maximum(Mls---,M1) ol Mi est
la constante de Lipschitz de Ta fonction Gi’ pouy 1=lsieesls

D&s lors, par la définition de G, il existe 11 et 12 avec
1¢ 11,12 ¢ 1 tels que :

Lty =6 (xLt) et
1
G(x",t) = G (%"st)
2

G(
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aixl,t) - 6(2,t) = 6 (xL,t) - 6; (°,t)

il 2
(x%,t) - 6, (x2,t)
| 2

1 2
Gil(x ot) - Gil(x o) + G,

1

2

L £ (x",t) par Hy

M: I x™=x" Il + G, (x",t) - G;
iy i i,

AN

<M. x1-x2 I, puisque G, (xz,t) < G, (xz,t) par (B)
L] 1 12

<M x,l-x2 I, par 1la définition de M.

Avant de passer au théoréme relatif & la convergence de 1'algorithme II
nous exposerons deux lemmes, dont le premier, moyennant une remarque, constituera
une démonstration de la convergence de 1'algorithme I. Ces deux lemmes, nous per-
mettront d'aborder la convergence du second algorithme.

Lemme 1 : Supposons que 1'hypothése H1 soit satisfaite.

Si le point X" est la limite d'une sous-suite
K
i k x
(% )1 cm, quelconque de (x )k eNavl:eﬂe qu+§
soit point d'adhérence de la sous-suite (X i )1 e N,

de (xk)k Emﬂ,kalors il existe une sous-suite

convergente (x 9) telle que

q €WMNo

a) Tim x 9. x*,
oo

b) X résout le probléme original (PA) et

¢) Tim F(x) = F(xX)

k=0

k+1

avec F(xk) < F(xh 7)) s F(x*).
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Démonstration :
% k1+1
Puisque X~ est un point d'adhérence de la suite (x )i €N
_ _ kq+1 k1+1 _ kq+1 5
il existe une sous-suite (x )q enm,de (x ) 5 e, telle que Tim X = X .
g
.
Posons F™ = infimum F(x)

X € X

o, rappelons-le, X est 1'ensemble des points admissibles du probléme original

(PA), (1).

k
¢ Montrons d'abord : FOX) = Tim F(x 9) < F~. 15,313
: g0
En effet, puisque 1im X 9 = x* et comme F est une fonction continue on a :
g
k *
Tim F(x 9) = F(x7).
g
k *
D'autre part : F(x 9) < F(x") Vg €M,
puisque X C Xk » (1), entraine que
q
infimum ~ F(x) ¢ ol Yq €N,
X € Xk
; q
k k

et donc : F(x q) < F*, car x 9 est solution du sous-probléme correspondant.

(1) Ibid p. 60
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¢ Montrons & présent que : F
[1 suffit pour cela, de prouver que X appartient @ X, car F* &tant définie
comme infimum F(x), on aura que :

% & X

F* < F(<).

Montrons donc que X* satisfait les contraintes du probléme original (PA).

a) G(x*,t) <0, vteT
% k k
G(x7,t) - G(x 9,t) + G(x 9,¢t)

k k
<M - x 901 +6(x 9,t) par la relation (o) (1]

n

En effet : ¥Vt e T : G(xX,t)

k Kk k
<Ml X - x Y +ax Kt 9) 4 e

avec lim e = 0, par la définition de Ta
q
k
"pire & g, " des contraintes au point x 9 (2)
q

Passons 4 la limite inférieur sur q dans les deux membres de cette derniére

inégalité :
k
Tim inf G(x*,t) < M I X - Tim inf x 9
q—xx) q—)m
k k. -
+ 1im inf 6(x 9,£ 9) + Tim inf ¢
oo e q
* ) #* k kq
ou G(X,t) < MU X - 1+ Tim inf G(x 9.t 9) + 0
qrreo
N k  k
ou 6(xX*,t) < Tim inf 6(x 9,t 9)
q-)oo

(1) Ibid p. 62
(2) Ibid p. 55
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Dés lors, i1 ne reste plus qu'a montrer que :

kK k
lim inf G(x %,t 9) <0
g

k k
Sinon, i1 existe & strictement positif tel que 0 < e < G(x 4.4 q),

pour q entier "assez grand". Dans ce cas :
k k k k k +1 k k +1 k
e <axLtH<ax Lt -6xT ,tYHh+ax? ¢t
k k +1 k +1 k
<Ml x9-x9 1 +6x9 ,t9)a cause de la
Lipschitz-continuité de G, (1)

k k +1 k +1 k
<Ml x9-x9 |, puisque G(x T ,t 9y <0, car
k +1
x 3 &tant solution du probléme (Pk +1) (2),
q

k +1 k
la contrainte G(x 3 ,t) est satisfaite au point t "

Or, puisque : Tim x 3 = X et

il existe 9 entier "assez grand", tel que :

K k +1

hx3-x9 p<eM  V¥g>q.

Et en regroupant ces résultats on trouve € <eg, ce qui est absurde.
Dés lors : k k

Tim inf G(x 9,t 9) <0
q—)oo

(1) Ibid p. 62

(2) ou solution de (PDkq+1)
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b) Le point X vérifie les contraintes K.(x) < 0 pour j=1,...,m

En effet, K

J

K J
(x q) < 0, ol x 9 est solution du sous-probléme quel-
k

conque ( P ) (1). D'ol puisque lim X 9 = ¥ et que 1a fonction Kj est

q

q—)OD

est continue , pour j=1,...,m, on déduit que Kj(x*) < 0, pour J=l,... M.

Dés lors, K€ appartient @ X et donc :

F* = infimum F(x) < F(x7). (3.1.2.)

En regroupant les relations (3.1.1.) et (3.1.2.) on prouve que K résout le

probléme original (PA).

Finalement remarquons que, comme X

K est solution du probléme (Pk),(Z),

et puisque Xk+1 est inclu dans Yk (3), on a :

F(xk

)

<inf F(x) < inf F(x) < F(x**h Yk €
X €Yy X € K1

En outre, X partie de Yk’ (3), entraine que :

F(xk

)

< F(X*), Yk € N

Dés lors, le caractére monotone de la suite (F(xk))k cn, et le fait que

k

Tim F(x 9) = F(X*) entrainent que :

(1) ou solution de (PD, ), par la structure méme du probléme original (PA).

q
(2) ou solution de (PDk)

(3) Ibid p. 60
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Le fait que la suite (xk)k <, admette au moins une valeur
d'adhérence vient de 1'appartenance de celle-ci a X°. En effet, puisque
xk est solution du sous-probléme (Pk) (1), xk vérifie la contrainte d'appar-
tenance a X°, ensemble compact de R" pour k=1,2,... Et par le théoréme de
Bolzano-Weierstrass, on déduit dés lors que la suite (xk)k enC X° cR”

admet au moins une valeur d'adhérence dans X°.

CQFD.

Théoréme 1 : (Convergence de 1'algorithme I)

Supposons que 1'hypothése H, soit satisfaite (2).

Alors Tla suite (xk)k construite par 1'algorithme I,

E N,
admet au moins un point d'adhérence et tout point d'adhé-
rence résout le probléme original (PA).

De plus, observons que :

Fy < FKHYy < R Yk €M, et
Tim F(xX) = F()
k-0

Démonstration : En réexaminant la preuve du lemme 1, nous remarquons que
ki+l

1'hypothése, que la . sous-suite (x : )1 en, de (xk)k e,

(1) ou solution de (PDk)
(2) Ibid p. 61
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admette X* comme valeur d'adhérence sert seulement & démontrer
que : k k

lim inf G(x 9, 9 <0

q—)oo X .

Cependant pour 1'algorithme I, cette assertion est toujours sa-

tisfaite, puisque :
axK,t) <0, vte TP, vp> (kel)

Par la construction méme des ensembles T(p), b=l euas (1)

Dés lors, s'il existe e strictement positif tel que :

Kk
e<G(x L,t 9 Vge W ,
on a
Kk Kk ko k k.. k
0<e<6(x 9t =6x 9t -ax ) +ax e
Kk
<M x9-xdhy ¥q em, ,

par la Lipschitz-continuité uniforme de G, et par la construction des

sous-problémes.

k
D'autre part, puisque : Tim X 9= x*
k -

la suite (x q) est de Cauchy. I1 existe dohc un rang Q(e) tel que ,

q €IN,

quelque soit q supérieur a Q(e), on ait :

k
Iox 9 - x a+1 I < M/e , quelque soit £ strictement posi-

L7 i

(1) Ibid p. 55
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Dés lors, en groupant ces résultats on obtient e < e, ce qui

est absurde. I1 faut donc que :
k k

lim inf G(x 9,t 9) < 0.

oo
Moyennant cette remarque, la démonstration du lemme précédent
constitue également une preuve du théoréme de convergence de

1'algorithme I.

CQFD.

Lemme 2 : Supposons que les hypothéses H1 et H2 soient satisfaites (1).
Dans ce cas, si x* est un point d'adhérence diune sous-suite
. k N
convergente (X q) quelconque de (xk) et si X ne
qE€ 7 k e
résout pas le probléme original (PA); alors tout point d'ad-
k +1
hérence X de la sous-suite (x 0 )q c de (xk)k = ~ &kl
en existe au moins un - est tel que :
X+ X et
F(X) = F(oX + (1-a)x) = F(xX*) , Va, 0<a<1.
Démonstration :  Puisque x* n'est pas solution du probléme (PA), X% ne

k +1
peut &tre point d'adhérence de (X q ) par le lemme 1.

(1) Ibid p. 61

- Tl -



Cependant, comme par la structure méme du probléme, tous les
k +1

&1éments de la suite (x appartienent au compact X°,

)q € IN,

cette suite y admet au moins une valeur d'adhérence, soit X,
et on a donc que X est différent de xF,

En utilisant les inclusions des ensembles admissibles (1) et
k +1
comme Ta solution x 7 du sous-probléme fini (PDk +1) appar-

tient @ 1'ensemble Xe +1° lui-méme partie de Y, , et comme

q
1'ensemble Yk est convexe, on a :

q

k k +1
ax 3+ (Ll-a)x b ey, Vo, 0<a<1
q
On en déduit que :
k k k +1
Fix ) <Flax 9+ (1-a)x ¥ ) Va,0<as<1

k
puisque X 9 est solution du sous-probléme fini (PDk ).

La continuité de F et le passage & 1a limite dans cette der-

niére inégalité entrainent :

F(X*) < F(ax* + (1-a)X) Yo, 0<a<1
D'autre part, puisque :
; F(x %) : ) < Fx ), Kg<k<kpr  (2)
Tim F(x 9) = F(x)
g
on a :
lin Fxk) = F(x9).

(1) Ibid p. 60

k

(2) A cause du caractére monotone de la suite (F(x ))k c

« FT =
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. k+1 . k
Puisque (x )k enm, est une sous-suite de (x )k e v, admettant
le point X comme valeur d'adhérence, il existe une sous-suite
k +1
q —
(x )q eiNoconvergent vers X.

Dés lors, par 1'unicité de la 1imite de la suite (xk)k —

par la continuité de F, on déduit que :

Or F est une fonction quasi-convexe, par 1'hypothése HZ’ et
dés lors :
F(xX®) = F(X) = maximum  (F(X), F(X)> F(ax® + (1-a)X)

Yo, 0<a<1

On en clonclu, en conbinant ces résultats que :

F(X) = Flox® + (1-a)X) = F(X) Yo, 0 < o< 1.

CQFD.

Sur base de ces deux lemmes, nous pouvons a présent démontrer

le théoréme de convergence pour 1'algorithme II.
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Théoréme 2 : (Convergence de 1'algorithme II)

Admettons que les hypothéses H; a Hy sofent satisfaites (1).
Alors tout point d'adhérence de la suite (xk)k e, construite
par 1'algorithme II - et i1 en existe au moins un - résout le
probléme original (PA).

En outre, nous avons que :

Fix¥) < Xy < Py et
lin F(x) = F(x*)

o x* est un point d'adhérence de la suite (xk)k em,

Démonstration :
Comme la suite (xk)k Emoengendrée par 1'algorithme II est con-
tenue dans le compact X° de®™ , i1 existe au moins une sous-
suite convergente (xkq)q cw, de (xk)k e, telle que :
1im xkq = x*.

g

Supposons que X, point d'adhérence de (xk)k en.? Ne soit pas

solution du probléme original (PA). Alors tout point d'adhérence
k +1

- . k
X de la sous-suite (x )q em, de (x )k c N, doit vérifier :
X et
F(X) = F(aX + (1-0)X) = F(X) Vo, 0<a<1

sur base du lemme 2. Montrons que 1'hypothése que X% n'est pas

solution du probléme (PA), conduit & une contradiction.

(1) Ibid p. 61
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A cette fin, analysons la structure asymptotique des problémes de
minimisation finis, en particulier, considérons la relation existant entre les

ensembles admissibles Xk+1 et Yk et leur forme limite.

Par 1'hypothése H3, 1'ensemble D(k) comprend au plus L é&léments,
quelque soit k dans v, . Rangeons les é&léments de 1'ensemble D(k)dans 1'ordre
de Teur apparition dans 1'ensemble D(k) :

(s,)
D(k) = { tlgl),...,tk k } avec 1 < Sk < L.

La compacité de T et la possibilité d'extraire successivement des sous-suites

convergentes, nous permet d'affirmer qu'il existe une sous-suite
(s, )
(t, ') 1 Lo ; ;
ki i€m, et au plus L points d”,...,d ~ dans 1'ensemble T, avec LO inférieur

ou égal @ L tels que :

Tim tﬁj) = dj pour j=1,...,Lo et tels que

i

ki e
1im x ' = X, par ce que nous venons de montrer ci-dessus.
=0

Dés Tors, nous avons que :
. : : k. ; ks .
6(x,d9) = 6(x*,d) - G(x*,tl(f)) - Bl% ‘,tlEJ)) + G(x T,t[((‘]))
i i i

' , k.
< [G(x*,dJ) - G(X*,té?)] M0 XT-x T, par la
i

Lipschitz-continuité uniforme de G, et puisque

K

G(x 1,t£?)) < 0 pour j=l,...,s,, carx est solution du

1

sous-probléme fini de minimisation (PDk B
.i



- 75 =

Par la continuité de la fonction G et par le fait que :

14m téj) =dJ et que
jo0 T
K.
Tim x | = x° s
j—rc0

on déduit que :

G(X*,dj) <0 pour j=1,...,L0.

Dés lors,
e q={xex, ax,d) <0, pour k=l,...,L, et Kj(x) <0

pour j=1,...,m}

et Q est un ensemble limite de Yk (1)

;
k.+1
De plus, remarquons que tout point d'adhérence X de la suite (x 1

k.
(x 1)1 e, doit appartenir & 1'ensemble Q, puisque :

)‘i e 1Node

ki+1 ki
X € { xe€X° tel que G(x,t ') <01}n Yk ;
i

Finalement X est solution du probléme

minimiser F(x).
X € Q
Ky
En effet, comme x ' est 1a solution du sous-probléme (PDk ) on a que :
k. !
Fix ') < F(x) ¥xeY, ,

.

i

et comme tout point x° € Q est un point d'adhérence d'une sous-suite dans Yk ;
;
pour i dans IN, , Ta continuité de la fonction F entraine que :

F(X®) < F(x°)  ¥x° € Q.

(1) Ibid p. 61.
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X résout donc le probléme de minimisation fini de la fonction F sur 1'ensemble Q.

Dés Tors, puisque X est tel que F(X*) = minimum F(x) et que X appar-
x €Q
tient & 1'ensemble Q, le lemme 2 entraine que :

X+ X et que

F(X) = F(X),
sous 1'hypothése que X ne résout pas le probléme original (PA). Donc X résout
également le probléme de minimisation c'est @ dire est tel que :

F(X) = minimum F(x).
X € Q

Or, ce probléme de minimisation a la forme des problémes de minimisation du qua-
tridme pas du deuxiéme algorithme (1) et admet deux solutions distinctes X et x*.
Ceci est impossible, &tant donnée la quatriéme hypothése (2). Dés lors, notre hy-
pothése de départ, que X ne soit pas solution du probléme original (PA), est faus-

se et X résout donc le P.I.C. (PA).

CQFD.

Remarquons, qu'aprés avoir vu la démonstration de ce théoréme de
convergence pour 1'algorithme II, i1 est clair que 1'hypothése H4 (2) d'unicité
de 1a solution des sous-problémes engendrés par 1'algorithme II est une condi-
tion suffisante pour prouver ce théoréme ; mais qu'en fait, i1 suffirait de faire

1'hypothése que le probléme limite minimiser F(x) admet une solution.
X € (

(1) Ibid p. 57
(2) Ibid p. 61.
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De plus, notons qu'aucune hypothése de convexité n'a été nécessaire
pour les fonctions-contraintes des deux algortithmes et que nous avons seulement

exigé la quasi-convexité de la fonction objectif.
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I11.3. VITESSE DE CONVERGENCE DES ALGORITHMES
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Nous démontrons d'abord le Temme ci-dessous avant de passer aux

résultats relatifs & la vitesse de convergence des deux algorithmes.

Lemme 3 : Considérons une suite (pk)k emn de nombres réels vérifiant :

2 _
Pre1 & P " P 00 MEW

et chaque Pk est strictement positif.

Alors on a :

Démonstration :

- —— -

1
P < ;;:"

En effet, on a:

2
Pre1 S Py = HPy

ou Prs1 S Pi(l - upy)
1 1 1

ou = » puisque p, > 0, Yk € N
Pkel Pk (1 - upy)

D'autre part :
0 <Py <Pl - upy)
ou 0<1- Hp) puisque Py >0, YK EN
1

ou p<-—
u
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i
Nous pouvons remplacer ————— par la progression géométrique
(1- Upk)
Z::(upk)1 , de raison Py telle que 0 < Py < 1.
i=0
Dés Tors,
1 = o, L 1
(up,) ') > (1 +upy) = —+ u.
pk+l 1=O k pk k P .

Par récurrence, on déduit :

1 > L 1
Pr+1 p0

+ (k+1)

Dés lors :

1 ‘
- < o e puisque p - ©

CQFD.
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Théoréme 3
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: (Vitesse de convergence)

Supposons que : - nous n'ayons pas de fonctions-contraintes addi-
tionnelles Kj a vérifier & chaque itération.
- la fonction objectif F soit une fonction
e différentiablen fortement convexe, c-a-d
qu'il existe une constante y strictement po-
sitive telle que :

1.2

Vx© xR F(xl)-F(xz) = VXF(X?)(Xl-X2)+Y ﬂxl

® |ipschitz-continue, c-d-d qu'il existe une cons-
tante L strictement positive :

il k@ @ Fixdy - Fxd) <L &b - %2

- chagque fonction-contrainte Gi’ pour i=1,...51 soit
une fonction :
e uniformément Lipschitz-continue en son premier
argument (1)
e convexe en son premier argument et qu'il existe
X € X" tel que G;(X,t) <0, quelque soit t € T et
- nous utilisons dans le cadre de 1'algorithme II,

la "pire contrainte & ¢, = 0 prés" c-a-d

k
a(xK,t5 = a(xK,t)  vteT.

Alors il existe des constantes Cl et C2 telles que :

F(X*) - F(xk

Yk € In,
1 - X8 < cp/ IR

) < Cy/k et

oll X est la solution unique du probléme (PA).

(1) Ibid p. 61 et 62.

e

2
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Démonstration :  Soit la fonction h :R"—— R avec h(x) = sup G(x,t).
teT

- - - - -

Remarquons que h est convexe sur®", puisque G R X T——— R

est convexe en son premier argument, quelque soit t appartenant a T.
En outre, h est continue, car G est continue et dé&s Tors atteint son
suprémum, puisque 1'ensemble T est compact. En considérant Te point
X appartenant & X°, mentionné dans les hypothéses, nous obtenons que
h(x) est strictement négatif et d'autre part :

k

h(x) >0, VYkeM ,

ol xk est solution du probléme (Pk) s (1)«

Dés lors, comme h est continue, le théoréme de 1a valeur intermédiaire
assure qu'il existe hk avec 0 < Ak < 1 tel que :
h(X + 2, (x - %)) = o.

D'autre part, comme h est convexe, nous avons les majorations :

0 = h(X + 2 (K = %) = h(x + (1= 4))
<A h(xS) (1= h(E)
Donc :
o Lo ~
h(x") = (-h(x)) = (1 - hk)(-h(x)), puisque 0 <A, < 1.

Si nous définissons :

o(x,Q) = inf lIx - yI,  ¥x "
y€Q

quelque soit Q, ensemble fermé deiﬁw, alors :

(1) ou solution du probléme (PDk).
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k k

1 = & 2 (8 - T > p(xM,x)
oll, rappelons-le, X est 1'ensemble admissible du probléme (PA).

Dés Tlors, puisque la suite (xk) est bornée, car contenue dans

k €W,
le compact X°, on a :
k
(1- hk) 2-39§t99-> & p(xk,X) avec ¢ >0 .
I x™=xil

En regroupant ces résultats, on a :

kK K

KX)(-h(®)) = K p(xK,X),

h(x) > (1 - 3 )(-h(X))> c o(x

avec K strictement positif, puisque (-h(x)) est strictement posi-
tif, par hypothése.
De plus :

k k+1 k

h(x") <Ml x - x Il ot M= max(Ml,...,M])

et les Mi , constantes de Lipschitz des fonctions Gi pour i=1,...,1.
En effet :

h(xk k .k

) = G(x",t"), pour un certain tk de T, puisque le supré-

mum de h est atteint, et dés lors :

k+1 k k+1

G(xk,tk) - G(x ,tk) SMI o xT - x 7l avec G(xk+1,tk) <0,

i cause de la définition du troisiéme pas des algorithmes.
Nous déduisons finalement :
K o(x,%) < h(xK

ou  pfx,x) < (/K) 1 XL - kK (3.1.)

y< M KoKy

D'autre part, comme X est un ensembie fermé, i1 existe un point

%k appartenant & X tel que :

k k

i - x4 = p(xk,X).
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Dés Tors :

) = F(X®) - FGE + FE&) - Fixky
k
]

puisque par hypothése X est solution du probléme original (PA).

F(x*) - F(xk

< F(x*) - F(x

Or, nous avons également :

FR - POy <L X6 - KK,

puisque F est une fonction Lipschitz-continue et dés lors :
FO) - F(xXK) < L o(xK,%) (3.2.)

En groupant les relations (3.1.) et (3.2.), on trouve que :
FO) - FOX) < k) 1 <KL - Ky

Si nous définissons :
by = FOE) - F(x),

cette derniére relation s'écrit :
by < (ML/K) 1 K=Ky (3.3.)

Mais, comme la fonction F est différentiable, fortement convexe,

on a :

by - bap = FOCT) - FOE) >y M 9% 3,
puisque :

v F () (x - X)y<0,  wex (1)

Dés lors, par les relations (3.3.) et (3.4.) :

2
K2 2
der1 < Pk " f?ﬁ? o

(1) ou aussi V¥x € Yk
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Si nous appliquons Te Temme 3 & cette derniére relation, nous

obtenons :
wlL? 1

k
FK) = F(x) = 9 s == =
k Y K2 k

(3.5.).

Finalement, par le caractére de convexité forte de Ta fonction

objectif F :

k2

FO&Y - FOK)y sy 1 o - XK

et par la relation (3.5.) :
W€ s kK B L
y Kk

CQFD.

Remarquons, que le caractére d'unicité de 1a solution du probléme
original (PA) est dil au caractére de convexité forte de la fonction objectif F.

En effet, supposons que x°, distinct de X%, soit aussi solution du
probléme (PA). Comme F est une fonction différentiable, fortement convexe, on

a .

(3.6.) F(x°) - F(X™) = V(X (x°=XT) + v Il x° - Yl

Or, par hypothéses, x* et x° résolvent le P.I.C. (PA), d'ol :
(3.7.) F(x°) = minimum F(x) = F(X*).
XE X

D'autre part, puisque x* est solution du probléme (PA), et que :

e X, TR (x - x) <o,
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on déduit que :

VXF(X*)(X - x*) <0 VX € Xp»

puisque e xc Xk Yk € o, (1),

Mais, x° étant également solution de (PA) on a :

x° € X C Xy Yk € Mo (1)

D'ol :

(3.8.) v FO) (x° - X) < 0.

En groupant ces réulstats et en les appliquant & la relation (3.6.) on déduit :
0 = F(x°) = F(x) > 9,F(xX)(x° - ) + v Il x° - x° 12

ou 0=yl x° - X H2 =0 avecy >0

ou I xe - xX*12 =0

ou X° = x*,

CQFD.

(1) ouXcy — Vkew.
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CONCLUSIONS ET EXTENSIONS

Esquissons ce qu'ont été les grandes lignes de ce mémoire. Le
point de départ a été le probléme de Fritz John auquel nous avons ajouté
une infinité de contraintes du type égalité. Pour le probléme obtenu, nous
avons formulé des conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité, pour
appliquer ensuite ces critéres d@ des problémes de 1'approximation au sens
de Chebycheff. Dans une ultime &tape, nous avons exposé deux algorithmes
permettant la résolution du probléme d'optimisation comportant une infini-
té de contraintes. Bien que ces algorithmes, é&tant donné Teur formulation
dans un cadre fort général, s'appliquent au vaste domaine des problémes de
la programmation non linéaire, i1 ne faut pas perdre de vue que Teur appli-
cation effective bute sur un certain nombre de détails techniques. Citons
par exemple la recherche de la "pire contrainte a €y prés".

Enfin, i1 faudrait passer & la programmation de ces algorith-
mes dans un cadre évidemment beaucoup plus restrictif que celui adopté ici
et comparer leurs résultats avec ceux d'autres algorithmes quant a Ta con-
vergence et @ Ta vitesse de convergence.

La recherche de méthodes d'accélération de la convergence et
la vérification qu'une solution d'un des sous-problémes est également solu-
tion du probléme original de ces algorithmes, constituent une extension pos-
sible de ce mémoire.

Une derniére étape a franchir serait 1'application des deux
algorithmes aux problémes de 1'approximation au sens de Chebycheff et
1'identification de ceux-ci avec les algorithmes de Remes [9 ].
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