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INTRCDUICTION

En programmation convexe, on a l'habitude d'examiner des pro-
bléemes de minimisation de fonction convexe sur un ensemble fermé,
Ceux-ci se résolvent a 1'aide d'algorithmes basés sur une pro-
priété-clé, A savoir que tout minimum local est global,
Par contre, la maximisation d'une fonction convexe sur un ensem-
ble convexe fermé ne peut se résoudre de la méme fagon, Cepen-
dant; on sait que pour ce type de probléme qui est équivalent &
minimiser une fonction concave sur un ensemble convexe fermé,
le maximum si il existe, est atteint en au moins un des points
extrémes de 1'ensemble admissible,
La programmation concave n'a pas qq'un intérét théorique,notam-
ment les problémes "d'économie d'échelle" et de maximisation de
la fonction distance euclidienne sur un polyédre., D'autre part, elle
recouvre une classe assez large de problemes de programmation
mathématique;
1) Tout probléme complémentaire linéaire et convexe de la forme
Trouver x € [Rr:, il Ri tel que y=w(x), <,y =0 (1)
olt W, R'—= R (i=1,...,n) sont des fonctions concaves,

est équivalennt au probléme de programmation concave

Minimiser = min xi,wi(x) ,sous contraintes x = 0, w(x) = 0, (2)

i=1
c'est-a-dire que toute solution de (1) est une solution optimale

de (2), de valeur optimale zéro, et réciproquement,

2) Le probléme de minimisation de la différence de 2 fonctions _
convexes .

Minimiser f(x) - g(x), s.c. x ¢ D,



olt f et g sont des fonctions convexes et D est un sous-ensemble
. n
convexe fermé de R,
peut étre réécrit sous la forme
=

Minimiser z -g(x), s.c, f(x) £z, x ¢ D,

gui est un probléme de programmation concave,

3) En programmation bilinéaire, un probléme du type
Minimiser f(x,y), s.c. x € D, vy e E,
ol D et E sont des sous-ensembles convexes fermés_ de R" et
de R™ respectivement, f(x,y) est une foncﬁon affine en x quand
v est fixé et en y quand x est fixé,
est équivalent a
Minimiser g(x), s.c. x € D,

ol g(x) =minf(x,y) est une fonction concave.
yekE

Diverses recherches ont été effectuées 4 ce sujet, notamment la
méthode des coupes internes de H, TUY (1964) [ ,la méthode
des coupes externes de FALK & HOEFMAN (1976) [d] etla
méthode de subdivision des cénes de H, TUY (1980) )

C'est cette derniére méthode qu'on va examiner ici. Elle est
basée a la fois sur uﬁ processus de subdivision et sur 1'estimation
d'une borne inférieure d'un céne,

L.e cdne initial est le plus petit céne convexe contenant le domaine
admissible; Si la borne inférieure estimée n'est pas raisonnable,
alors on fractionne le céne suivant une procédure de bissection,
en plusieurs sous-cénes plus petits; sinon il est éliminé, Tant
qu'il subsistera des coénes, la meilleure solution admissible ne
sera pas jugée optimale,

Dans un premier chapliire, on exposera la méthode pour ensuite



la démontrer théoriquement,

Au -tr-osiéme chapitre, on détaillera le programme algorithmique
codé en FORTRAN VII,

Par la suite, on proposera une amélioration de la méthode qui
concerne la subdivision et qui tiendra compte des informations
fournies dans l'estimation de la borne,

Dans le dernier chapitre,on comparera par des exemples numé-
riques, les deux méthodes et on donnera une interprétation des

résultats obtenus,



CHAFPITRE I,

Descripﬁdn de la méthode.

I.1., Probléme

On se propose de résoudre le probleme suivant :

(P) MIN f£(x)

s;c, x e D

ol f est une fonction réelle concave (ou quasi-concave) et
) n
continue sur R

et D est un ensemble polyédral convexe de rR",

Ce type de probléme ne peut étre résolu par les méthodes
classiques d'optimisation locale, Toutefois on sait que si il
existe, le minimum est atteint en au moins un des points extrémes

de 1'ensemble admissible défini par les contraintes,

L.a méthode proposée est basée sur une classe de procédures
"branch and bound" dans laquelle un céne contenant 1'ensemble
admissible, est successivement subdivisé en sous-cénes de plus en
plus petits, Sur chacun de ces sous-cénes, on estime une borne
inférieure suivant la techniqué de coupage de plan développé par
H, TUY, Par la "compacité" de cette méthode d'estimation, on

sait que 1'erreur d'estimation approche zéro tel que le sous-



cébne devient de plus en plus mince et tend vers un rayon. Pour
assurer la convergence, on applique le processus de "branching"
de telle facon qu'on génére une séquence de sous-cénes qui

tendent vers un rayon.

Avant de décrire la méthode, il est nécessaire de fixer certaines

(i) Yaeg R : S ={x & | | f(x) = a} est borné;

(ii) 1'ensemble admissible D = {x B (= ! ALx = b}

H .
(E) est borné (ol A = matrice mxn et b = vecteur mx1);

(iii) 1'origine 0 ¢ R" est un sommet du polyédre D,

Remarques :

------- LY

(ii) le domaine admissible D est un polyédre convexe de [Rn

c'est-a-dire est défini par un systéme de contraintes

lindaires d'inégalités : A .x £ by
ki Sl )

(iii) SO = 0 est un point extréme de D, adjacent & exactement
e . :
n autres points extrémes sl, 8 5 s wy s"  oil 1'ensemble
1 2 . oy
S8y B p sew. B est linéairement indépendant.

Au départ, on a un cdne convexe MO engendré par les

g 2
n rayons issus de 0 et passant par s , s ,

n
., S8 respec-
tivement, qui est le plus petit céne issu de 0, contenant 1'en-

semble admissible D.



I.2. Méthode :

La procédure du type "branch and bound" comprend 2 opérations

de base

(a) le processus de subdivision

A chaque étape k, on fractionne Mk en un nombre fini. de

cones plus petits.

(b) 1'estimation de la borne :

Pour chaque coéne I\/Ik ., on calcule une borne inférieure,
1
3

no’cée/u. (Mk,i)’ pour f(x) sur Dan,i basée sur la
propriété suivante

Pour chaque suite décroissante infinie de coénes {Mk }
tendant vers un rayon L

c'est-a-dire tel queI\/I L Mk (e =1, By saalsy
q+1

{9 x 95 } pour un certain x'f,

la différence a,k - }* (Mk ) tend vers 0 pour g— OO

)

(ol a’k = f(xkq

et Mk désigne le céne qui est divisé a 1!'étape kq) .
a

I.2.a. Methode generale

On a un cdne convexe MO déterminé par n points extrémes
sll, 52, «nep s"  linéairement indépendants et 1'origine SO = 0.
On choisit une solution initiale admissible x, comme 1'un des
des points so, sl, N s° qui atteint la plus petite valeur de

la fonction concave : f(sl) (3 =0, B wwss Tl



Notons cette valeur f(xo) = Yo et 1'ensemble des cénes
=(M
My { &

A partir de ces données, on peut estimer une borne inférieure

/\A(MO) pour f sur D N MO.

On a une solution admissible :x:k a 1'itération k, qui est la
k

meilleure solution courante avec Bk = ${xx ).

I.'ensemble des cdnes Euﬂ est constitué de membres de

k
db et de sous-cénes d'un membre decMD

k-1 k-1"°
A chaque céne M g (.ui(, est associé un nombre M (M) qui
est 1'estimation d'une borne inférieure pour la fonction f
sur DN M,
: A N
On supprime tout céne M ¢ dbk tel que M (M) yk'

'
Notons dbk 1'ensemble des cénes restants.

| k
Si cMJk = @, alors STOP : x est une solution optimale;
\
sinon on cherche M = Mk € dbk tel que /A (M) soit le plus

petit,
On divise ce cobne Mk en un nombre fini de cdnes plus petits
Mk,l’ Ty Mk,rk et on estime sur chague sous-cdne Mk,i’

une borne inférieure )4. (M ) pour la fonction f sur DA M

k,i k,i’

Ces opérations générent de nouvelles solutions admissibles

+
xk o est la nouvelle meilleure solution admissible courante

k
parmi x et toutes les solutions admissibles nouvellement géné-

+
rées, De ce fait, = f (xk 1) est la nouvelle meilleure

éf k+1
valeur courante,

A partir du nouvel ensemble (‘MJ (en substituant M

k+1

k,11°""?
\ 2
dans Uu:k), on va a 1'étape k+1,

M . pour M

dey ¥, k



I.2.b. Organigramm

I\/I0 cdne convexe

x0 = min {f( si}
..t

ie{0,1,.

g {22}
{1
= i

>
o
Il

1l

oMb,

k

\

_estirner
/u\(l\/lo) = min f(x)
DNM

0
- Jk «— k + 1
Y
db =/M, ..., MV
k {1 mk}
i=1
non‘M. e(UJi
i k
A
A oul Y
ri-n—-i+l
non
oui
L




Sl aTop

xk est solution optimale

non

IV\(Mk') = min

;» (M)

k
4
subdiviser Mk
en Mk,l’ 3 K, T
k
¥i=1, » T
estimer
/U\(Mk i) = min f (x)
b
DN Mk,i
+
xk L nouvelle meilleure

solution courante
k+1
et b/k'*‘l =f (x )

A

f
"U"k+1 - d’l’.k \ {Mk}

’rk}




I.2.c, Eshmatlon con51stante d'une borne

Pour un cdne M issu de l'origine 0 et engendré par n rayons
passant par n points linéairement indépendants vl, G i 8 vn du
simplexe

TO = [sl, ¥ sn:] ;

on estime une borne inférieure/h.(M) pour f(x) sur D M,

description

On définit une transformation
T 2 TO i "§ T3
X W"T(x) =t x

ol t = max {9 A (Q.x) £ b, 9 é%

T.a fonction Tl envoye tout point x ¢ T

; 0
T (%) sur la frontiére de D suivant le rayon
issu de 0 et passant par x. De plus,
(o} b ce péint T (x) est unique (et il est

admissible) .

Soit a.un nombre donné (la meilleure valeur courante : a/ = f(x) ).
On définit
: Al n
B o,y = min (s 50, (w0 ), T ) )
c'est-a-dire la plus petite valeur parmi la meilleure valeur courante

et les valeurs de la fonction en n points-frontiéres.



; .
Pour chaque i = 1, ..., n on construit le point y = yl(M,J)
tel que

yl _ 91 o
avec

@i max {9: o= 1, f(@.vi) :—“(3}

Par 1'hypothése (i), on sait que Qi est fini,
Par construction, le segment [O, YI] contient T[“(vl) car

i i . J -
f(@i_vl)=f(y)é(3=m1n{a,, f{v) on j =0, 1, ...,n}.
On recherche le point le plus éloigné de 1'origine, situé sur le

rayon [O, vl:l tel que f(y) = p

£ A

1 %
Ces points vy, ..., yn détermine un hyperplan, noté H, qui

sépare l'espace en 2.

-------

On recherche un point z = z (M, AI) € DNM qui se trouve a
une distance maximale de H
ol . la distance d'un point & H est,prise négative si ce point se

trouve dans le demi-espace contenant O,



c'est-a-dire si 1'hyperplan ne coupe pas DN M, on prend le

point le plus proche de Hj

. la distance d'un point & H est prise positive si ce point se
trouve dans l'autre demi-espace,
clest-a-dire si 1'hyperplan coupe DI M, on prend le point le

plus éloigné de H dans ce demi-espace,

Notons z = 2z’ (M,g ) le point olt le rayon issu de O et passant par
vl, coupe 1'hyperplan H'// 4 H et qui passe par z.

Pour cela, on résout le sous-probléme suivant :

M!ﬂ

= Max & = Ai /91

i
(SP) A

v I

A:B

<z
EO

o[ A est la matrice des contraintes (mxn)
B —3

\!.rl V1r1 c Rn:vm
I ,

A

I
>~




10,

5) procedure d' estimation

On a M MO)
XO = f(x ) = min {E(sl)}
¢ {0,1,...0
et on estime la borne inférieure sur le cdne initial par

M) = VM, Yo)

1>

né{? n) {f(}

al'¢tape k

Soit Mk ; un sous-cdne résultant de la subdivision de Mk'
?

Notons CYk la meilleure valeur courante de f(x) = f(xk)

et/‘-f\(M

la borne inférieure de f(x) sur DHMk

(déja calculée & une étape précédente)

En vertu du lemme 3 qu'on verra plus loin, on pose

o
Ve PR ﬁk,i = B(Mk,i’ ¥ st oy ;=1

. *
ou o{k

max {P(Mk)’ DY, (Mk 0 a’ki} sinon

. est la valeur optimale de la fonction-objectif du sous-

?

blé SP ié 3 '
probléme ( ), associé a Mk,i’ ark, (gk,i'



i 8

I.2.d; Processus de subd1v1s1on (ou procédure de bissection)

A chaque étape, on fractionne Mk en un nombre fini de sous-

cébnes plus petits.,

description

Soit M. le céne subdivisé a 1'étape k.

k :

On note vk’1 le point ol le i€ coté de Mk rencontre 1'hyperplan
1

passant par s , ..., Sn

On choisit un des plus grands cétés du (n-1) - simplexe Tk

, k,1 k,n

forme par v y s ¥
k.

soit k 11 vz tel que
. k. K

H k’1—v’1.?,” =max ){ Hv ’l—v"]“,i%j}
1;jedls « . v}
ot M X € rR" on prend “x“ = max Ixil

iE: ‘{1; . .n}
; ; Kk
L.e milien du segment [vk’ll‘, vk’12:| est noté u tel que

ko Loy 4 Sl
2
De ce fait, les cdnes Mk f et Mk > sont obtenus par bissection
y 2
de Mk' De méme, Tk,l et Tk,E sont obtenus par bissection du

i k
simplexe Tk olt dans 1'un, vk’ll est remplacé par u et dans

1'autre vk’12 par u



Dans R7

1.
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I.3. Interprétation de la méthode

L.a méthode repose essentiellement sur 1'estimation d'une borne
inférieure pour la partie admissible d'un céne; la fagon de sub-
diviser les cdnes étant choisie afin d'assurer la convergence de

la méthode,

A partir de n points vfl linéairement indépendants qui déterminent
notre céne, on évalue une borne supérieurep . Les intersections
de la surface f(x) =(5 avec les n rayons issus de 0 et passant
par vi, nous donnent n points yi (pour i=1,...,n), Ceux-ci déter-
minent un hyperplan H, En résolvant le sous-probléeme (SP),

on obtient un point admissible z se trouvant & une distance maxi-
male de H, qui est l'intersection de 1'hyperplan I—I',(zl., i .,zn)
// & H, avec le céne admissible considéré,

Siel € 1, alors la borne inférieure égale la borne supérieure et
le céne est rejeté, c'est-a-dire le point z qui pour la fonction f,
a la plus petite valeur dans ce céne admissible, a cependant une
valeur trop grande par rapport & la meilleure valeur courante .
Siel > 1, alors la borne inférieure est strictement plus petite que
(-ln , c'est-a-dire il est encore possible de trouver une meilleure
solution admissible dans ce céne ou ailleurs, ou du moins appro-
cher sa valeur., (voir figures page suivante)

En ce qui concerne le choix du céne & subdiviser, on prend ce-
lui dont la borne inférieure est la plus petite, car c'est celui qui
en principe, peut contenir une solution optimale., Ceci est fait afin
de pouvoir rejeter plus rapidement un céne, puisque le but est de
faire croitre la borne inférieure et décroitre la borne supérieure

de telle fagcon qu'elles coihcident,



Dans RZ:

o £ 1

o D1

LARARIRII

~

Y

Il

f(x)

p

14,
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CHAPITRE II.

Démonstration théorique de la convergence,

IT.1. Convergence

On cherche par le processus de subdivision, une suite décroissante
infinie de cdénes qu tendant vers un rayon issu de l'origine et
passant par un certain x*, de telle maniére que la différence

b,kq - rL(qu) tende vers 0 pour q ——= Q0

\ = t

ol 8kq f(xkq) est la valeur coural? e

et M (qu) est la borne estimée du céne divisé & 1'étape kq.

Notre méthode se justifie par le théoréme suivant :

théoréme 1

Si le processus de subdivision est exhaustif et si 1'estimation

de la borne est compatible

Alors : on a = soit que la procédure se termine & une
k
certaine étape k avec une solution optimale x ;
- soit qu'elle génére une suite infinie{ x Jou
chaque point d'adhérence de cette suite est une
solution optimale.
k
Chaque point x est une solution optimale approximée

avec une erreur n'excédant pas a' -
P T ™ g P

ol /\Akﬁmin {/A(M) :MeCMJk = /‘A(Mk)
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démonstration

*
Notons /A' = min f(x) -
xeD

*
On voit que M, é/«

En effet, on peut montrer par induction qu'a chaque étape k,
chaque point x € D qui est CMO, est contenu soit dans un coéne
M € C/UJ , soit dans un céne M' qui a été supprimé en une étape

Y

précédente h<k parce que M(M') = Jh :
- M ¢ bui :
P ) =y £ (M) £ E(x) M le:k ]
- M!' supprimé & 1l'étape h<k
on sait que ;/M(M') 2 th et a'k -—‘/«Lk = )A(Mk) )
N N > E A
or 31{-2 éfk—i a/k b’k+1 —>drh Jk,car hek
_ A A N .
SARAE N (Nl S¥ay ¥
Donc, on a f(x) é}‘m Kk ¥ x€eD
o W
7S P
]
1) Si la procédure s'arréte a 1'étape k ((!/uJk = ()
clest-a-dire M(M) * ) ¥Meou,k ,

alors on a M. éak = /‘4*;’ sz .

*
Or on a }4 éb/k’

X k
ce qui entraithe que x est une solution optimale : M = &k = f(x )
2) Si la procédure ne s'arréte jamais :

Comme le pr ocessus de subdivision est exhaustif, il y a une

suite infinie décroissante de cones {qu} tendant vers un rayon.



17.

A partir de 1'uniformité de 1'estimation de borne, on peut alors

avoir a'kq - rL teq —— 0 pour q— @ et par conséquent

» — - 0
a'kq - R )
Mais comme la suite {a’k} est évidemment non croissante, on
k
aa’ _.ru* Ny 0 ou f(x )\\f{*,
k k
Par la compacité de D, la suite {x } a au moins un point adhé-

¥
rent et chacun de ces points adhérents x™ satisfait £(x*) = M

car r\k ér\—* £ (\rk oflf-tk = min{r\(M) : M &Uu,k] =/“L(Mk)

et a_*= £f(x¥*) .

II.2. Processus exhaustif de subdivision

Il v a différentes fagons de construire ce processus., On choisira
celui qui subdivise le céne Mk 4 1'étape k, en 2 sous-cdnes

Mk,l et Mk,2 p‘ar la procédure de bissection suivante

si on note v e point ol le i¢ coté de Mkrencontre 1'hyperplan

5 1 n
formé de s ,...,5 ,

on choisit un des plus grands cdétés du (n-1)-simplexe T. formé

k,1 k.n k,i k,i k
par ces Vv ' ,...,V ' , qQu'on note [v 1, v 2], et on
prend le milieu de ce cété

uk _ (vk’ll + vk’12)
2
k,i k,i k,i k.j
olt “v o vorlz ” max{“v oy ’J“: i 75_]}
k. .
max{maxlv A vk’Jll: i # j] 5
1

e processus de subdivision par bissection successive est exhaustif,




Pour démontrer ce théoréme, on a besoin au préalable de
lemmes

lemme 1

e & 8 & o 8 @

18,

Soit Mkle céne subdivisé & 1'étape k,

c onsidérons ‘l—_vk’il, vk’iZ:l un des plus grands cdtés du

(n-1) - simplexe Tk’

et uk le milieu de ce segment,

Aors pour h = 1,2
1' ensemble obtenu & partir de {vk’i, 5 5 vk’n}
en remplagant vk’ih par uk) est linéairement indé-
pendant et génére un cdéne Mk,h de sommet 0 et
formé de n cbtés exactement,

D M =M M, .
2 ‘paE by, k,1 0 Mk, 2

démonstration

y

. 2% - —
Par construction des v’ , ils sont linéairement indépendants,

car sl., " sn le soht.

Si on remplace vk’il par ukdans vk’l, 5 sy vk’rl , on a
encore un ensemble de points linéairement indépendants par
construction de uk, qui génére le cone Mk,l'

i k
De méme, on obtient Mk , en remplagant vk’le par u .
H
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lemme 2
N . yen 1 n
A partir du simplexe initial TO =18, ..., S ,
considérons une suite infinie de (n-1) sous-simplexes
81382:) . v 10D SqD ... tel que chaque Sq est obtenu a
partir de Sq , par bissection .
Alors : diam S_ A=, o,

®
c'est-a-dire qol Sq est un singleton.

démonstration
Notons a ‘s les longueurs des cbétés de S ar
q,1’ * 99,h q P
ordre décroissant : a = a 2, 2a
Q;l q,2 ' q!h
ot h = n (n-1) / 2 car chaque cbté est déterminé par 2 des

n points linéairement indépendants.

= car S oS

On a évidemment a > a ;
q,1 qt+l,1 a-1 " q

Donc, d .o tel que la plus grande longueur aq 1\oL quand q—» O -
b

Montrons que = 0 ?
Parl'absurde, supposons que ol ) 0.

Notons 1'indice de la plus petite longueur de Sq qui tend vers o :

pzmax{i:a -t
g,1l
=

=

or p ® 1 car 1 i h

donc pour g—so00 : lim aq ; =& pour i =1, ..., p. (1)
)

>

De plus ori sait que a a
RS % q,p q, pt+l

> lim a 2 lim a
q,p q, ptl
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= ol 2 lim a

]

p+l
> o > lim a
- 4, ptl

Alors il est toujours possible de trouver un nombre £ et un

indice q tel que par (1)

v q' 2 q o(_g_éaq' B g (i=1, ..., p) (2)
H
et0<aq, p+1< o - 38 < ot , (3)
2l
= g
q,P

Cela signifie pour (2) que le simplexe Sq+1 a au moins p cotés

de longueur = o/ - ¢ car i =1, ..., P.

Donc il suffit de montrer que S a au plus p-1 cbdtés de

5 e ap o

longueur = ol - € et on arrive & une contradiction = (= 0.

Démontrons cet affirmation

Soient Vq’1 (i=1, ..., n) les sommets de Sq et considérons

qu’ll, vq’lz:l le plus long cété de Sq par lequel on a effectué

une bissection pour obtenir S Le point-milieu de ce segment

est noté uq .

gq+l’

Alors 1'ensemble des sommets de Sq-!—l est constitué des

vt (i # il) et de 4 (remplacgant vq’ll).

Supposons que pour un indice i # 12, le c6té [uq, vq’l] a une

longueur d = o - & .
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“ vq’i—-vq’iln = qu’il—vq’iE “ =]
| vi @iz || =

”uq - vq’i” = ol - &

II}

n

on construit le parallélogramme de cotés c, et ¢

=2 2d<c + ¢

1 -~
Donec, on doit avoir soit cy = of -E& , soit c, = A -&,
car d = o - L.
Prenons ¢y ER e 2
. - + =
or par (R) : cy ol +¢ car c, aq+1,i
mais c1 = aq, 1
De plus 2,(al -£) £ 2 d écl + c, < ol + E + c,
5 _ =
o« - 3¢ e,
ce qui permet de dire que o -& = c,
e - < o
car par (3) : aq,p+1 ol- 3¢ c, =¢c, > aq,p+1
et donc ¢_ = a ,pour un i £ (les a ., sont rangés
= q,i’ - P q,i
par ordre décroissant)
Par conséquent, sid > «-¢ , alors ¢, > ol - ¢
c. = ol - ¢

2
Prenons pour convention de noter

=

- "blanc" chaque cbété de 8q+1 qui & Sq et de longueur > o - g ,
>

- "neoir" chaque coté de Sq qui & Sq+1 et de longueur ol - .
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On peut donc dire si pour un i # i

le coté [uq, vq’lj est blanc, alors le cété [vq’l, vq’ll] est noir |
1 - s q q,)'] E 3 = =
c'est-a-dire si l:u , v Sq+1’ mais & Sq+1 (de longueur d= «-¢£)

q

alors [vq’l, vq’ll] € S , mais & S (car u* remplace
C v F q g+l

q,i
de longueur cléaL—L viil)

De plus, [vq’ll, -vq’lz-_] est noir (étant le plus long cété de Sq)

car € Sq, mais & Sq+1 et de longueur 1 = cy 2 - &
puisque uq, vq’iz:l n'est pas blanc,
ESq+1, € S
car sa longueur 1/2 ”vq’il vl ” = a, 1é ol+E
)
£ 1/2 (4+¢)

{ oL -& car 0K« -3& ELA/3

> 1/2(L+E)< §d=«f~ oU/3 < o - €.

Par conséquent, on peut dire que le nombre de cbtés blancs est au
plus égal au nombre de cdtés noirs moins un, ce qui signifie que

Sq+1 a au plus (p-1) cétés de longueur 2 o€,

En effet, [vq’l, vq’l?l—_l et Erq’ll, vq’121 sont noirs;
[uq, vq’l:.l est blanc, mais [uq, vq’12:| n'est pas blanc

(uq remplace vq’ll)

et & cause de (2), S a au moins p cdtés noirs.
' q

Tl ne reste plus qu'ad démontrer le théoréme.
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démonstration

_— — p— — — —

1

Notons T, 1'intersection de M avee T, = [t ..., o
q q :

Si le processus de subdivision par bissection successive est

infini, alors il génére une suite infinie de cénes {Mk }tel que
q

Tk soit obtenu & partir de Tk par une bissection.
a : q-1
Par le lemme précédent, diam Tk 9=—=>®, |
00 q
N = {y¥
ot O qu {vx}.

La suite {41{ }est évidemment décroissante et tend vers un rayon
q

issu de 0 et passant par v * .
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IT.3. Estimation consistante d'une borne

Aprés avoir décrit la procédure d'estimation, il reste & démontrer

le théoréme suivant

théoréme 3

I.'estimation de borne est compatible.

Mais pour cela, on a besoin de certains lemmes.

L.a transformation T : TO—> dD est continue

X Ay (x) = tx

oll t = max {e A.Ox) =b, = O}. :

Par 1'hypothése (iii), on sait que l'origine 0 eD

=>A_'0:O£b =>b:—..(b’ . e
1 m

Considérons 1'ensemble des b, non nuls
1

1 ={i: bi>o}

et la fonction

g (x) = max g (x)
i gl
2ai. 2
oll gi(x)=—‘]—b-‘]—‘L =1 car Ax € Db

i

et aij est le je élément de la i© ligne de A.

Par construction, cette fonction g(x) est continue et positivement
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Yt=20.

homogéne : g (tx) = tg(x)

De plus, g (x)>0 pour x € TO 3

En effet, supposons par l'absurde que g (tx) € 0 (¥ iel) ¥t =0

>t Fay xjéo <b ¥ iel, ¥t > 0
]

>

>t.x € D ¥t =0
=D contient tout point t.x (t = 0)

ce qui contredit le fait que 1'ensemble D est borné

(hypothése (ii) ),

Comme T (x) € 3D ={x E_[Rnl A.x= b_}

S ({mwix) ] =1
or g {M(x) ) =g (tx) = t.g(x) Dg(x) = 1/t
S>T(x) = t.x = X '
g(x)

Par conséquent, on peut affirmer que T est continue car x et g(x)

continue et g(x) >0

oooooooo

Si )\* est une solution optimale du sous-probléme:

Max (= Ai/8.)
i=1 '

s.c. [ AB.A%Db
A2

i : %% n *
Alors 1) z = B.>\*, z' =o<%.y1 ol Y /ei
i=1
%
2) sidd £ 1, alors f(x) >} ¥ x€&€ DNM,

sinon Y (M)a/) = min{f(zi) 1= 1; sass n}-.é f(x)
3F x e DNM




démonstration

1) Chaque cdéne M est déterminé par n rayons issu de l'origine et

i - a2
passant par n points v linéairement indépendants. Donc chaque

point xe& M s'écrit sous la forme suivante

® = == }\i.vi = B.\ avecA 2 0
i=1
ot A = )\1 et B = [1 In
v o W
- | |

o s T oy 1
car x est combinaison linéaire positive des v

puisque x se trouve & l'intérieur du cone.
. " 3 . . i i
Dans la procédure d'estimation, on détermine les ¥ =e.iv

= i .
avec 91 = max{@:@— 1, f(B.v) éﬁ] pour I = Ly e, Iy
qui forment 1'hyperplan H.
Notons u le point.ol le rayon issu de 0 et passant par x
rencontre H

. i
u est combinaison convexe des y

n -
u = Erfz_yl aveczf‘rli=l
i

i
i i i >\i i
orv=y/ei=)x= “e—'y
i=1 i

=

[=1

D'autre part x =d.u
ou A est un scalaire a

déterminer,
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Par construction de u et de x, on peut écrire
=2 sy
6, 7 TT W T

i

- i 4 ’ . . 'l
mais les y sont linéairement indépendants

)\i i )\1
( _0{- .)' =O% —d V.
i ei n21 Y 91 nz :
Nio
g,
Par conséquent, 5\

De plus, x - u = (oL - 1) ,u
ce qui montre que pour x €M
d (x,H) =d (0,H) . (1 —ot)

car la distance de 0 & H est prise négative par convention.

En effet, le triangle Oh_ u est semblable au triangle x hx u

0
=>'d(x,I—1) _ d(x,h}? _du,x) _u-x _ 1o
d(o,H) d(o,ho)” d(u,0) u -

Or on cherche z, le point DN M qui se trouve & une distance
: »®
maximale de H, Par conséquent, si )\ est une solution optimale

du sous-probléme,

X
alors z = B.)\* carrespond au plus grand &« : o(*c.é.d. 5 A
i *
et 7= =ol. yl ouoC = )\ e )

i=1
car z1 est le point ol le rayon issu de 0 et passant
par y (donc par v) coupe l'hyperplan H'//a H et

passant par z.
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i § n
Tl est facile de voir que DNM € 1‘[0, ¥ i smoaa y]
- % 1 7
car z= = (. yl.
Mais on sait qu'une fonction f quasi-concave atteint son

minimum en un des points extrémes de 1'ensemble admissible

1
(ici du simplexe T) c.a.d. en un des points 0, ¥ , ..., yn
Or par construction des yl : £ (yl) = ﬂ , on doit avoir
f (x) é(3 sur DNM
(Y . i .
oll [’3 = mm{ef, f (0), £t (W {r)): I =Ly wsas n]
c.a.d. £ (0) 2P
*
> 1
Montrons que f(x) = V (M,a») vV x €EDNAM,
1
Similairement, on voit que DN M& T[O, 7 S zrj et que
f atteint son minimum en un des points suivants 0, z , ..., 2"
Par définition de B, on a f (0) é(’)
. i ® i O<ae
et par construction des z = ol.y avec P |
et ot £ (¥') é(‘) , on a f (z1)<(7> pour I =1, we.y, B,
on trouve dque
Fo(x) 2 V(M,J) = min{f (zl) :i=1, ..., n] ¥ xeDM.
lemme 5
si «*>1
. 1 n
alors le segment-ligne [O,z] rencontre 1'hyperplan H(y , ...,v )

en un point y
tel que y € & 1'enveloppe convexe de 1'ensemble

fz,m(vD), ..., T}
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démonstration

L 'hyperplan passant par TT(vl), v, T (vn) divise le cébne M

en 2 parties

~ 1'une contenant 1*origine 0, est un simplexe T,

- 1'autre est un cdne trongué II .

En vertu de la construction des points yi =ei vi (91 > 1), il est
clair que tous ces points se trouvent dans II,

car Wt (y) Sp = min{y, £ (0), £ (M) ), L, qmE™) )

Comme z € M, le point y ol le segment-ligne [O,i] rencontre
1'hyperplan H, doit se trouver entre z et le point ol le segment
rencontre le simplexe [TI'(vl) s eeey T (Vn)]

car ol > 1 et zi =t yi.

Tl reste & montrer le théoréme de compatibilité de 1'estimation,

démonstration

Considérons une sous-suite décroissante de cdnes {qu}tendant

vers un rayon issu de l'origine 0 et passant par un certain

x% e 9D.
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Alors 1'hyperplan passant par T _ détermine sur ces cbébnes des
kq,1

Tk = [_v 4 y e

sante de soug-simplexes de T _ . De plus, on a par le lemme 2

. kg,n : : .
sections v d qui forment une suite décrois-

que l'intersection (F) Tk = {v*} , ol v¥ satisfait la relation
q=1 q

Soit un nombre positif € donné.

Par l'hypothése (i), il existe une constante C tel que Izl 2 ¢
n

pour tout x satisfaisant 1'ensemble S = {x e R l £ (x) éo{} et

*
en particulier pour & = M = min f (x).
x€D

Par continuité de f et par la compacité de la boule fermée de
centre 0 et de rayon C, on peut trouver un nombre positif § tel

que chaque fois qu'on prend un x de telle maniére que “x“ £ C

et Hx' - x“ ¢ §, on ait |f(x') - f(x)l< £ .
On peut évidemment supposer que Mk est obtenu a4 partir de
q
Mk P Alor'sf.n, (Mk ) est calculé & 1!étape kq—l .
a a.
ka i Kk ka i : :
Notons y q’l, z q, z q,1’ o les points yl, iy z' et le nombre

kq
*
o« construits pour a =a—kq L7 M = qu comme décrit préalablement.

. - k
Notons aussi ykq et vkq les points ol le segment-ligne [O,z q]

k k
intercepte les simplexes [y q,l, gawy N q,n:l et Tk respectivement.
q
S
Alors “v DL v*“ 8=»o, 4

et ”vkq - ¥ ”M 0
car C(Q) Tk = {v*] .

g=1 q
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Par le lemme 3, on sait que la transformation T est continue. Ceci

implique que ¥q assez grand

HTF(vkq’i) - x"‘”<% “x*“ pour i
ol x* = TF(V*) car ||x* I

= x|l

c'est-a-dire la boule de rayon (8/}-4-@)- ”x*” de centre x" contiendra

Il
=
tn]

IN
Q

et Hz

1
tous les points Tl"(vkq’ )y ee., TT (vkq,n) et qu_
*
Remarquons que odk -
. s — AN
sinon on aurait que /M(Mk ) ﬁ (Mk , b/k ) &k
a q q-1 q
¥
si D(k £ 1 (par définition de(;)
q
mais cela contredirait que Mk est 1 cdne qui doit étre subdivisé
q
-~ 'J
4 1! étape kq (ﬂ(Mk ) (gk )
q q
En vertu du lemme 5, on sait que ykq appartient & 1'enveloppe
i k
convexe de TT (vkq’ )y, .., IT (vkq,n) et z e
PN . L $ *
et donc aussi & la boule fermée BF (o™, Rl ”x ” ).
. kq kq ;
Puisque y et z se trouvent dans cette boule fermée, on aura
[yka = kel < A flx | (2x 1e rayon)
1|k
Iy - < 55 -nx*n

D'autre part, on peut supposer § <2C

=>”ykq _ *II & L;S |_*” ”x ]I
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or [l -l s el - [l
5 Bl < gkl
tandis que Hykq’i“ 2 ecar f(ykq’i) = A’RQ = /"\*
On sait aussi que les hyperplans passant par ykq’l, e ykq’n
et par qu’l; ™ qu,n respectivement sont paralleles.
Alors on peut écrire pour i = 1, ..., n :

”ykq’i - qu’i“ _ “ykq - qu“
[P Iyl

=7 ”ykq’i - qu’i“ = ”ykq - qu”, Ilqu’i” pour i = 1,
Iy |

_5_, %), _©  _
<zg I papz =8

Donc on a trouvé un nombre positif S , ce qui entralne que
If (ykq’i) s 5 (qu’i)l 3 pour i = 1, ..., n.
Par le lemme 4, on prend si o(*kq> 1,
M (qu) = max {f«.(Mk), YV (qu, a’kq—lﬁ

S Y- min{f(qu’i) ti=1, ..., n] < o)

> leq ‘V(qu)l = | erEul) - ogRoh] <€

c!'est-a-dire akq = r\(qu) L2 s d - W

Remarquons encore une derniére chose., Par le processus de

subdivision, on aboutit & un 'ténd' réduit & un rayon issu de

1'origine 0 et passant par la solution optimale x*, ot x¥ estun
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point extréme de 1'ensemble admissible D. Mais 1'origine est aussi
un point extréme du domaine admissible. Ceci nous conduit & énoncer

le fait suivant :

Min -{ £(0), f(x*)l = Min{f(x) : xeD}

démonstration_
: kq,i} . i
Comme la suite 1y (i=1, ..., n) est bornée, il existe
oy & :

une sous-suite de ‘ik } tel que ¥y L5 yﬁl (1=, sasp Hls

q

kqg,i *1
Comme v Dl ¥ , tous ces points y ' se trouvent sur le
rayon passant par x*.
kq,i k

D'un autre cété, T (v da 1y pour i =1, ..., n et z 9 tendent

» k
vers x* et donec ¥y 1 <%, Or N q appartient & 1'enveloppe
- kaq,i .
convexe des y Lid @ = 1, ..., n), on aura de ce fait x™ qui
1 n
appartiendra & l'enveloppe convexe de y , ..., ¥ et pour

i
au moins un i, le segment EO, x*] contiendra y*

x* i i x
Comme £ (0) M et #(y) = lim t(y" T 1) 2 1im B 5P 3
q—

on peut conclure & partir de la quasi-concavité de f que
¥*
M = min {f(o), f(x*)}

Done, quand g —=%, le céne M tend vers un rayon passant

kq
par x*, pendant que la borne inférieure estimée ﬁ(qu) pour la
fonction f sur Dﬂqu, tend vers le minimum de f(x) sur le

segment l__O, x*] .
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IT.4. Cas particuliers

I.a méthode a été décrite sous certaines hypothéses. Cependant,

celles-ci ne sont pas toujours vérifiées.

(1)

(ii)

(iii)

Supposons qu'il existe un X€R tel que 1'ensemble

s - {xerR™ t(x) 2o}

n'est pas borné,

Ceci impliquera essentiellement que dans le calcul de yi, le
nombre ei ne soit plus nécessairement fini. On peut contourner
cette difficulté en modifiant les définitions de yi et de V (M,br) :
On choisit un nombre positif C assez grand tel que la boule de
rayon C autour de l'origine contient le domaine admissible D
en son intérieur. De ce fait, on prendra

yi :ei vi polr 1= 1l enl®
avec ei ={max 6:021, ¢ (e.vi) éﬂ), “9 v ” £ C}
et \J(M,g) = min{f(O), f(zl), e ffzn)}.

Comme on le voit, 1'hypothése (i) n'est pas indispensable

N

4 notre algorithme.

T.a condition (ii) est essentielle et assez naturelle dans bon

nombre de problemes pratiques.

I.a derniére hypothése peut &tre satisfaite assez facilement
(voir méthode de BALAS [6] ou technique de perturbation
de programmation linéaire de SIM ONNARD [7] ).



CHAPITRE III.

Implémentation de 1'algorithme.

III.1. Algorithme pour une solution € -optimale

| ITTI.1.a. On se donne un nombre £ >0,

%

Une solution admissible x* est & -optimale si

f(x) 2 £(x*) -€ ¥ xeD.

A g s 0
Le cdne convexe initial, noté MO, de sommet s =

est généré par N points linéairement indépendants

35.

0,

1 ; 1
Y % woeie s vn du simplexe initial TO = [s YT .sn:]-

Initialisation

0 i ;
x = min {f(sl) s L=l dy smsy 1‘1} :

» EO la meilleure valeur initiale

Yo =t

- CME) 1'ensemble initial de cdnes convexes

J'bo ={Mo} '

On calcule une borne inférieure, notéer\(MO)

'}&(MO) = V(Mo,bfo) = min{f(zi) ci=1, ..., n}
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oll les z' ont été préalablement définis et sont relatifs au cone

convexe MO ‘

On supprime tout cdne MECM]’& si }A(M) > a’k -t
\
et on note (J/‘-’k 1'ensemble des cdénes restant de e

|
Si ('M;k est vide, alors xk est une solution £ -optimale,

|
sinon on choisit M, € ollzk tel que p (M) soit le plus petit
parmi tous les }A(M), pour M & Uu)]; .

Considérons ce coéne Mk de sommet 0 et généré par n points
. G k,1 k,2 k,n
linéairement indépendants v '~ , v’ T,

3 s ey
On choisit le plus long cété de Tk = [vk’l, cees Vk,n]

et ¢'il y en a plusieurs, on prend n'importe lequel,
k
On note u le point milieu de ce cété et on subdivise Mk en

2 sous-cbdnes M et M 4 partir de la bissection de ce
k,1 ke, 2

cdté.

Sur ces 2 sous-cdnes, on va estimer une borne inférieure.

Comme borne supérieure, on prendﬂk = min 1&1{, T (uk) )}

Pour chaque h = 1, 2, on résout le sous-probléme (SP)
correspondant a h= b/k et M = Mk,h' Celui-ci nous donne.

" .
0(* et >\k h respectivement comme valeur optimale et solution
]

k,h
y . ; . .. k,h *
optimale., On obtient alors un point admissible z = B, Xk %

qui est une combinaison linéaire des éléments de

{Vk,l, ey uk, - Vk’nj et une bornevk h =V(M
]

e hA !
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Finalement, la borne inférieure estimée /A.(Mk h) est égale
?
N . * £ .
a [sk si o{k,h 1 ou au max{/A(Mk),Vk’h} sinon .
\
A partir de la, on forme Ou,k%-l en substituant dans Uu’k, Mk

M 5
par Mk,l et K, 2

. . ey 1 k,2 }
T.a nouvelle meilleure valeur a’k+1 = m1n{{3k, f(z ), f(z )
; . . . k+1
et la nouvelle meilleure solution admissible est alors x tel
k+1

que f (x ) =()'k+1'
Ensuite, on va a 1'étape k+1,

ITI.1.b. Théorém

. . . .

Cet algorithme se termine aprés un nombre fini d!' étapes

et donne une solution € -optimale.

Démonstration

On sait & partir des théorémes 1, 2 et 3, que

- —>
(}k _ (Mk) —> 0 quand k oo . Notons que /“—(Mk) ne

décroit pas avec k, puisque (),k ne croit pas.

. s . _ 2 &
Donc pour un certain k, on doit avoir b’k M (Mk)
Or par le théoréme 1, x donne une solution optimale appro-
ximée avec une erreur ne dépassant pas a/k --/-L(Mk),

c'est-a~dire une solution £ -optimale.



III.1,c. Organigramme

k,1 k,n
o L » Vv J
tel que (M, ) = min (M)
/M' k M € |/4’

“vk,il ) vk,ig”

v
g ¢ |
J=1, y
Y
ko Folp 4 ol
2
|
i, -1 k i +
M, 1Erk’1, cees vk’ll i By vk’ll 1, —_— vk’n:]
]

k.l k,i_-1 k k,i +1
Mszr’,...,V’lE,u,v’1 ,




ki %)

1(




A\

k,h _ kb xtk,h

N
I

VO b &)

<
i
=

max {rt (Mk) ’vk,h] sinon

he-h + 1

NON

A

h>2

N

Ooul

Yirs = ™ [P ® (250, 2 (zk’a)}

k+1 k+1
X iy est tel que f (x ) = b’

LO.
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III.2. Programme algorithmique en FORTRAN VII

. . . . .

IIT.2.a. Sous~roulines :

Pour tout point admissible x de Rn, ona A.x £ B
ot A = (aij) est une matrice de dimension MXN
et B =

(bi) est un vecteur de dimension M,

IN et TM sont respectivement les dimensions maximales
que peuvent prendre N et M.

Par la transformation M, on envoie tout point S du
simplexe T sur un point mT(S) =t,S de la frontiere du
domaine admissible 3 D.

Or par définition de t, c'est le plus grand réel positif tel
que t.S reste admissible, c'est-a-dire t.S satisfait toutes

les contraintes

n n
Vi = a . .t.S =t = aij.Sj) =b ol t=o.

I'g

0 Wi, car 0€D. Donc si

n
= a. .S, <0, alors t = +oo, mais si

b,

1
1
.E a, S,
=1 i

N

n
= 5 ..8.> 0, alors t

b,
Par conséquent, on calculera T = min{ﬁ—fg?—é?l i tel

J .
0N "'7
ue = a, S, } ol = 10 .
E i ij ‘]>ql rI'L
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Pour é&viter les erreurs d'arrondi, on multipliera T par
) P P

un facteur correctif = 0,9999999999.

Pour un i donné, on calcule @i = max{_@:@é 1, f(e.vi)éﬁ}
= TETA ou [>= BETA, v:.L = v(.,I) eti=1I. (S estun
vecteur de travail qui contiendra vi) .

Ceci se fait par une recherche linéaire uniforme, avec un

pas T = 1.

Par la concavité (ou quasi-concavité) de la fonction f, on

sait que pour des B croissants, la fonction va décroitre a

un certain moment (descendre sous la valeur (3 dans un
intervalle [TI, TS]) et ne plus jamais remonter. Une

fois cet intervalle déterminé, on entame une recherche plus
précise. Pour@= (TI + TS) /2, tant que (TS - TI)2M= 10
(test de sortie), si f(evi) é[3, alors TI =0, sinon TS =0.
Si le test de sortie est satisfait pour un@ tel que (O vi)< (5,
on corrige § par un facteur multiplicatif = 0.999999999.

ILe stockage des coénes est indépendant de la dimension N
du probléme.

Chaque cdne Mk est stocké dans une ligne K de la matrice
MK (de dimension maximale IM et IT) et est décrit par

une suite de couples de la forme

“1’ jl) (iz, Je) (il, j1) 0

8
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qui indique le chemin pour construire le simplexe

S =1mkrlbqr (T = [so, sl, cees sn] ).

En partant du simplexe initial SO = MoﬂbT, on remplace

le ile sommet de S par le point milieu du c6té (i, j;),

c'est-a-dire le segment joignant le ile au jle sommet,

Dans le simplexe résultant Sl, on remplace le i2e sommet
par le point milieu du coté (i2, 52)5 etc... jusqu'au moment
olt MK (K, 2(1+1) - 1) = 0,

Notons que le nombre 1 de couples n'est pas nécessairement
égal au nombre d'itérations, car un coéne n'est pas forcément
subdivisé & chaque étape.

Donc si le céne M, est ultérieurement subdivisé suivant le

k

), on obtiendra 2 sous-cdnes Mk et M

coté
1 k,2

Grrr da
décrits respectivement par les suites

(11’ .]1) LRI ] (11) .]l) (J1+1’ 11+1) O‘

I.'ordre des indices des couples a son importance.

Par conséquent, en utilisant cette méthode, il suffit de stocker
les N+1 sommets de T, & savoir SO, Sl, .y Sn, et une
suite de couples pour chaque céne qui doit &tre enregistré.

BEt précisément, cette sous-routine recherche les N sommets
qui déterminent le céne K et les stocke dans la matrice V de
dimension NxN, Une alternative est d'utiliser ce systéme apres

]
un certain nombre d'itérations, quand 1'ensemble oUL devient

trop grand.
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L) SUBRCUTINE BORNI (A, X,B,=,Vv, N, M, GAMA, BETA,
VMU, WM, IN, IM, ITE)

Cette sous-routine évalue une borne inférieure de la fonction f
sur DﬂMk ol le coéne M, est déterminé par N points linéaire-
ment indépendants, stockés dans la matrice V.,

A 1'aide de la borne supérieure BETA et de la sous-routine
TETATI, on calcule les points yi (pour i = 1, ..., N) qui

sont rangés dans la matrice Y,

Pour résoudre le sous-probléme (SP), on fait appel a la
sous-routine SIMPLX qui minimise une fonction linéaire sous
des contraintes d!'égalité AB.A = S et de non-négativité A 0.
TLa fonction-objectif est stockée dans la premiére ligne de la
matrice AB et & partir des lignes suivantes, on met les coef-
ficients des contraintes, c'est-id-dire de la matrice résultante

du produit A.V. Le second membre des contraintes est rangé
dans le vecteur S & partir du deuxiéeme élément, le premier
étant nul,

T.a variable ALPHA et le vecteur VLAMDA sont respectivement
la valeur et le vecteur optimal de ce sous-probléeme, A partir

de ces solutions, on peut calculer le vecteurr Z et les points
z(i=1, ..., N) qui sont stockés dans la matrice SI.

A 1'itération initiale, la borne estimée VMU prend la valeur
vNU =Y (Mk’Xk) qui est le minimum de la fonction aux points
zi. Par aprés, VMU sera égale 4 la borne supérieure BETA
si ALPHA est inférieure & 1+§ (ol € = 10"6 est un facteur

correctif) ou sinon, au maximum entre VNU et la borne WM

du céne non encore subdivisé,
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Si Z est une meilleure solution admissible, alors X enregistrera
ses composantes et GAMA prendra la valeur de la fonction de

ce point,

Au début du programme s'effectuera la lecture des données du
probléme, Celles-ci seront la dimension N de 1'espace considéré,
les n points extrémes vi lindairement indépendants (rangés dans
les n premiéres colonnes de la matrice V), le nombre M de
contraintes d'inégalité "&" qui déterminent le domaine admissible.
Ensuite on lira chaque contrainte qui sera stockée dans la
matrice A et par aprés, le vecteur B, second membre de ces

mémes contraintes,
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LIL 2. C:

46,

Programme principal

° ° e™ o e . [ . 3

Il est congu en double précision pour une dimension N
de 1'espace considéré et un nombre M de contraintes,
respectivement égal & 10 et & 20 au maximum,

TL.a fonction concave f & minimiser est stockée dans un
fichier. FOR indépendant,

Aprés l'initialisation, on estime d'abord une borne pour
le céne initial, Ensuite, la deuxiéme partie est consacrée
aux étapes ITE =1, 2, 3, ... ol on estime une borne
sur les 2 sous-cénes résultant de la subdivision.

Les cénes sont stockés chacun sur une ligne de la
matrice MK et & cet indice de ligne correspond dans le
vecteur WMU, la borne inférieure M pour ce cbéne,
Lors de 1'élimination des cénes, on utilise un facteur
correctif £ = 1OH6 afin d'obtenir une solution £ -optimale,
Le test de sortie se fait simplement lorsque le nombre
NC de cénes restants est nul. A ce moment, on sait

que la valeur optimale est GAMA au point X,

On trouvera ci-aprés le programme codé en FORTRAN
VII . On a omis la sous-routine LECT qui ne présente

guére d'intérét ici,
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ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc
TABL,E DCS VARIABLES @

—— gy " o 4 oy S Wy A e e m o
e R R S o = = o oy o by

C
c
c
X(.) 3 meilleure solution admissible courante =
:"dimension de l”espace dans leguel on travaille c
: nombre de contraintes lineaires c
..,.) & matrice des contraintes linealires c
"4"%: second membre des contraintes c
.,1) ¢ Vi, points linealrement independants, gui determinent c
avec le sommet O,un cone convexe c

y + contient par ligne, les indices des points gui determi=- C
nent un cone 95

) c
c

c

c

c

Can T PE

.) : matrice de travail
: vecteur de travail
: point milieu du plus grand cote
i) : borne inferieure estimee du cone Mi
nonbre de cones restants
: borne inferieure de F(X) sur un cone c
: borne superieure c
variable gul defipit la fonction PI(X)=t*) o
: valeur de F(X1i) c
fonction concave a mininiser c
X : valeur de F(Si, de F(X) c
¢ nombre d”iterations c
N : borne minimale en un Toint du cone dui va etre subdivise c
: indice du sommet dont la valeur par la fonction F est c
c
c
c
c
c
c
c
c

e

= =

e T T oo ot S et /2 B
= ]
D ee Zee 3OS e 2 M

—

minimale parmi les autres sommets du cone

VAAX : valeur du plus grand cote gul etre va "bissecte"
VKI : distance entre 2 points du cone

11,12 ¢ indices des points qgul forment le plus grand cote
IK : indice du cone gul va etre subdivise

I,J,K,L, : variables entieres de travall

ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc
PROGRAMHE PRINCIPAL 3

—— et b S W T
e e s e e e e

N aaanaanaaaaaannananannannaananannn

IMPLICIT DOUBLE PRECISIUNBA-H O'Zi
BTUENSTON X(10),A(20,10),B¢20),v(10,10),MK(15,25)
DIMENSTON VHC10.10),wiucs0),ucio),st10),2(10)
CALL LECT(A'B,V-NJMplofzo)
initialisation
30 NC=1
T1K=1
ITE=0
MK(1,1)=0
e choix du vecteur initial Xo
po 50 I=1,N
50 X(I)=0.
MIN=0
FX=F (X)
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60
70
80

calcul de BLETA

B, T,N,M,10,20)
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AMA) GO TO 120

= =
-

D—

E.BETA) GO TO 120

90

100
110
11%
120

;IK,N,10,15,25)

une borne inferieure sur Mo
recherche du plus dgrand cote

(A,X,B,Z,V,N,M,GAMA,BETA,VMU,WMU(1),10,20,ITE)

K)
f, MK

v

estimation d
iteration suivante

o
*
3
—~L
—~N
s la]
-
o
B
=
=0
10
~
=~
— <
I = X <C
Pt B A L
-4 Iz
—i > e
1 I~

HD M4 T %3
. et =D
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wno
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250

260

280

310

312
313
315

320

322

325

L9.

bissection

DO 250 I=},

U(l)= (VM(I IIJ+VM(I 12))/2
CONTINU

NC= NC+1

stockage des sous=cones

GO TO 280
J+1)

(o

11 R~
—e
Land 521
=0

e

=
=
=
—
==

- -
GO

)
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borne inferieure sur les 2 cones subdivises
B,T,N,M,10,20)

(o]
O
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=
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L~
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s
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=
s
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SHOTS
T HN =
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e

X,B,Z,VM,N,M,GAMA,BETA, VMU, WHU(IK),10,20,ITE)

>OXE0OX
nnun<zZill
s

o2
T HHT

,X,B,Z,VM,N,M,GAMA,BETA,VMU,WMU(IK),10,20,ITE)

ZOAO<<IITEZA<NUOOXTHHDTONIT O
RESHHOOQUH<<UITINNe ¢ GINHO™W = S~ ==~ =

A WA T U W B W T T 2 P T

H o H= = = ~ H=H I~~~
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T e

choix du cone qul va etre subdivise
1IIN=GAMA
HMU(JE

N=WMU
J

elimination des cones dont la borne inferieure est »ou= GAMA
et restructuration des stockages

IF((WMU(J)+1.,E=6) ,LT.GAHA) GO TO 400

?E.VMIN) GO TO 325

\
J:
IF o
VM J
IK

11 Hr‘\l—l
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dfarret
Q,1) GO TO 2000
HC+1)) GO TO 200

aQ
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(ple]
HA = Ol e
sl ol
e

e o
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Che
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1,1)
L+1,I+1)

LNE.,0) GO TO 350
+1)

c
350 +
(

n=
=

1

+OCoC wQEZ=E ot
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i
-

N
K
)
L
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360
400

AL S Al
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¢) GO To 322
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SOUS~-ROUTINES 3

@]
!
1
1
1
1
1
1
1
|
1
1
1
1

SUBROUTINE BORNICA X, BeZeV N M,GAMA BETA VMU WM, IN,IM ITF)
ok or kKR A0k Rk ook 2 ok ok R ok okookor ok ok ook dor s odoror kR ok kR k
estimation d’une borne inferieure de F(X) sur D~M
CCCCCeCCCECeCCaCeECCCCCCCCCCCeeECCCCCCCcCeCCececcecCCecCereCeececerecceecee

TABLE DES VARIABLES 3

ey T S v g T e e et B T

n O
-3

V(.,1) ¢ Vi, points lineairement independants, quil deter-
minent avec le sommet 0, le cone conhvexe considere
.) * matrice des contraintes du simplexe en LAMBDA
) : les points Yi qui determinent l°hyperplan H
¢+ Z1i =ALPHAX*Y] .
vecteur se trouvant a une distance maximale de H .
.) : vecteur contenant des informations sur le simplexe
s vecteur de precision .
) : vecteur contenant des informations sur les resultats
+ vecteur de preclsion
: vecteur entier de travail dans SIMPLX
: vecteur reel de travall dans SIMPLX
¢ contient la valeur optimale, duale, etc,,.
: vecteur solution optimal

noaaoaaaaoaaaonanann
naaooannoaonanaaoann
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130
140

o
~ilohQ(n
felele]

175

51.

KB(,) : vecteur optimal c
E(e,.) ¢ matrice reelle de travail dans SIMPLX c
VLAMDA(C.) @ vecteur LAMBDA c
S(.A : vecteur de travail (o]
BETA : borne superieure c
TETA : reel guil determine un Yi c
ALPHA : valeur oTtimale de la fonction objective en LAMBDA c
VNU : valeur de la borne NU = min { F(Zi) ¢ i=1,N } c
WM ¢ borne inferieure du cone non encore subdivise c
VMU : borne inferieure de F(X) c
PRM : varlable reelle de travall dans SIMPLX c
SOM : varlable reelle de travail c
II,I,J,K ¢ variables entleres de travail c
IN,IM ¢ dimensions maximales de vecteurs ou de tableaux o)
C

ol elolel ododoslotel Aol ool ol slol Al el ol ot ol sded ed ol of e o el ol ed ol of oL sh od od ol ef e ok el of o sl o el od of o of of o] ol of o o e e of X o] ol e X o o 0]

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A=~H D-Z%

DIMENSION X(IN),ACIA,IN),B(IM),v(IN IN),VLAMDA(lO YYEZi)
DIMENSION S(21).AB(21,40%,INFI%(8),TOLC4) KGUT(?) ERR(B),J 521)
DIMENSION E(21,21),ZCIN),2T¢10,103,vc10,10),kBc408,PC213 W (3 1)
construction des Y1

DO 140 I=i,N

CALi, TETAI(V,S,BETA,N,I+0,TETA,10)

DO 130 J=1,H

Y(J,I)=TETA*V(J,I)

CONTINUEL

AB(1,I)==1,/TETA

CONTINUE

calcul de LAMBDA
# calcul de la matrice des contraintes

DD 170 I=1,H
=1,N

o
C
—
o
o
=
i

n
C
=]

=
1] =
CnH-

J)*V(J,K)
oK

=X
=

e = =T -
fams

M+1
1N+
50, (N=1)) AB(I,K)=1.
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HHR d=JdH-H+ N0
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init les aryguments de la sous=routine SIMPLX
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[ 4

,PRM,KOUT,ERR,JH,Z,P,YY,KB,E)
X%K? ABX,"X%°,/
fruaLels Tkx, /"’

/)"
'OP

)

S

Q,0) GO TO 200

Ol Z I
OoOOMMmMO=<T
NEMMEZHT

L [l L Z 0.
OALk+—1.a304a
OS> UT

# appel de la sous-routine SIMPLX
# cas ou SIMPLX ne trouve pas de solution optimale

# resultats de SIMPLX
calcul de Z et des Zi

=NV

998
1000
180
200

MDA(J)
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AMA) GO TO 223
calcul de la borne inferieure
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K,K,N,IN,IM,IT
*i*#*&**&**i**%
gqui determinent un cone

STON(A=H,0=Z)
(IM,IT)

(@]
"y
b
]
5
(e}
e 1

e

H=
wac
=r
O
o3

EQ,0) RETURN
Y)=(V(J,MKCK,I))+V(J, MK(K,I+1)))/2,

10
50

ONEZOR

T HG A~ 2T Q
4 U=

MMOQH<THH OH
=2 iu—~CTiu

3
H
T

Cwﬂndﬁﬁu

SUBROUTINE PI(A,S,B,T, N, M IN,IH
C ***************&#%*i#i*#*%**i**%

C calcul de la fonction PI(X)=tX
cececceocececceccecceccecccceecececeecececcecececccecceccccccec
c o
c TABLE DES VARIABLES : C
C Bt e el C
c D,SOM : variables reelles de travall c
c T : valeur de la fonction PI recherchee o]
c au polnt S considere C
c o
cccececcceccecoccccoececceececeececececcgececceceocceccceccececccce

IMPLICIT DOUBLE_PRECISION(A=H, 0-Z)
DIMENSION ACIA, IN),SCIN),BCIM)

T=1,F10
no 20 I=1, M
sOM=0,
DO 10 J=1,N

10 SOM=SOM+A(I,J)*5(J)
IF(SOM.LT.1.E=7) GO TO 20
D=B(I)/S0OM
IF(D,LT.T) T=D

20 CONTINIDE

: T=,9999999999%T
RETURN
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SUBROUTINE TETAI(V ;S BETA TFTA IN)

ok Kk ok kK KOk KRR K FOK 0K K ******i***%**** ¥ Xk

maximiser TETA>=1 tel que F(TETA*V1)>=BETA (recherche lineaire)
coceoceocceccgoeccecececcecceoccecceccccecececececcceocccceccccecececccececececccec

TABLE DES VARIABLES @

o e o S S
P e m I e E v o = = ——

C
c
c
c
c
c
(o] TI,TS : borne inferieure et superieure de 1*intervalile
c
(of
c
c
C
¢
C
c

n

C
c
¢
de recherche c

FS 3 valeur de la fonction F en TETAXVY c
T : pas de la recherche linealre c
S5(e ) : vecteur de travail o]
I indice du polnt Vi c
TETA ¢ valeur recherchee c
c

c

ol elolel selolotol A ol olol ot edoled oot el of of of ed ol oX of od od of ol of o ef ef of o of of of of ef o] o s of e af o oY af o sl o e o o of o o oo &

IMPLICIT DNUBLE PRECISION(A ~H,0=2]
DIMENSTION V(IN,IN),S(IN
TI=1,
TS=2.
=1,
5 Do 10 J=1,N
10 S(J):TS*VfJ,I)
FS=F(S)
IF(FS.LT.BETA) GO TO 50
TI=TS
T5=TS+T
IF(TS.LE,1.E7) GO TO 5
WRITE(5,1000)
1000 ggggAT(/,' ERREUR DANS TETAI®,/)
L
50 TETA=(TI+TS)/2
DO 60 J=1,H
60 S(J)=TETA¥V(J,I)
F5=F(S)
IF(FS.GE.BETA) GO TO 70
TS=TETA
IF((TS—TI%.GT.l.F -08) GO TO 50
TETA=, 999999999 %TET
IF(TETALLT.1.) TETA 1.
RETURN
70 TI=TETA
IF((T5=TI).GT.1,E=08) GO TO 50
gﬁgugw
O
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CHAPITRE IV,

IV.1l, Interprétation

Dans l'algorithme précédent, on subdivise 4 chaque itération, le
céne dont la borne inférieure M est la plus petite, en 2 sous-cdnes
suivant le point-milieu du plus grand co6té, Ceci permet de trouver
une solution ¢ -optimale en un nombre fini d'itérations.

Afin d'accélérer la vitesse de convergence, il serait intéressant
de tenir compte de 1'information obtenue lors de 1'estimation de la
borne inférieure du céne non encore fragtionné. De plus, on sait
que le minimum est atteint en un des sommets du domaine admissi-
ble D; Or si dans le sous-probléme (SP), & est plus grand que 1,
alors le point z obtenu est forcément un sommet de D,On subdivi-
sera de ce fait le céne suivant le sommet z obtenu. Au maximum,
on passera par tous les sommets de D et obligatoirement par la

solution optimale,

dans R
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IV.2, Théoréme de convergence

¥k =0, 1, 2, oo
. K
Considérons le point admissible z obtenu lors de la résolution

du sous-probléme (SP) dans 1'estimation de f’t (Mk) ol

_ by & k,n
Mk—Mk[v yuwny ¥ ],

On subdivise Mk en au plus n sous-cénes Mk . déterminés par
<,1
)

1'ensemble des points vk’l, 34 g vk’n] oll on a substitué
vk’i par zk pour i = 1, ..., 1, & condition que 1'ensemble
résultant de points déterminant chaque sous-céne, soit liné-
airement indépendant,

Alors le nombre de cénes considérés sera au plus égal a
n|s(m) - n - 1]+ 1

ol s(m) est le nombre de sommets du domaine admissi-
ble (dépend du nombre m de contraintes)

et n est la dimension de 1'espace dans lequel on ftra-

vaille,
démonstration
Au départ, on a un cdéne MO.
Pour évaluer xO = min {f(sl)} , on visite déja (n+1) sommets,

i=0y s a0
Supposons que o(0>1, sinon MO est supprimé et X est
solution optimale,
Alors on obtient un point admissible zO 4 distance maximale de
1'hyperplan H[y‘l, 8 B yn]:
zO est un sommet de D par construction, car z est un sommet

du céne admissible, donc aussi du domaine admissible.
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Omn crée de ce fait au plus n sous-coénes

c'est-a-dire (n - 1) cénes supplémentaires,

Or il reste au plus s(m) - (n+l) sommets A visiter,

Par conséquent, on aura s(m) -(n+1l) cénes pour trouver ces
sommets, plus [s(rn) - (n+1)].(n_.1) sous-cdnes supplémentaires
engendrés. On n'en aura plus d'autres, car si un cdne ne

contient pas strictement un sommet, alors il est rejeté;

Ceci nous donnera au total [s(rn) - (ny1)]in + le cdne initial,
_remarque
L.e nombre n.g(m) -n - 1—_1+ 1 est une borne supérieure car

il se peut qu'un céne contenant un sommet non encore visité,
soit rejeté;
En fait, on effectuera n-[s(m) - n - ]-]_+ 1 estimations d'une

borne inférieure au maximum,

IV.3. Modifications engendrées :

a) Stockage des cénes :

—— o —— bt ot St ot

Chaque sommet trouvé sera stocké dans une colonne de la
matrice V, De ce fait, on retiendra dans la matrice MK,
les n indices-colonnes de V qui déterminent les n points
linéairement indépendants.

Ici, le stockage dépend de la dimension du problémeo
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b) Indépendance linéaire

— e — o~ ——

Celle-ci se vérifie en résolvant un systéme de n équations
4 n inconnues par élimination gaussienne (voir la sous-
routine GAUSS ), Les coefficients des équations sont les
coordonnées des n points qui déterminent le céne, Si le
systéme est indéterminé ou impossible, c'est-a-dire si le
déterminant des n vecteurs de dimension n, est nul, alors
ces points sont linéairement dépendants.

L.a sous-routine ILIDP donnera dans ce cas-la, une va-

leur non nulle a4 la variable LT,

c¢) Programme algorithmique

Dans le programme principal, on estimera la borne infé-
rieure que d'un seul sous-céne par itération,
Aprés chaque sommet trouvé, on testera la dépendance
linéaire des n points qui déterminent chaque sous-céne
et on stockera s'il le faut, les indices de ces points sui-
vant la procédure décrite préalablement,
Ce sont les seuls changements apportés au programme
y compris les 2 sous-routines précitées et dont voici les
détails,

PROGRAMME PRINCIPAL 3

e e D e ]
R T e e e o

IMPLICIT DOUBLE PRECISION(A=H,0=%Z)
DIMENSTION X(10),A(20,10),8(20),v(10,30),MK(20,10)
DIMENSION Vi(10,10),wiiu(30),2¢1i0),8C10)

CALL LECT(A,B,V,N,M,10,20)



40

50

60

70

80

90
100

110

115
120

200

W
0
oo

initialisation
NC=1
IK=1

LI=0
ITE==1

choix du vecteur initial Xo
D0 50 I=1,

><C
=

—

D ~AOHNPOXHTINO~AOOKHA

=0,
X

1l

- IS

QAT
ST RTHY
L
H“
—=z

e

JEX) GO TO 70

"""";Z“.
gt
=

!JED .0) GO TO 90
1,
V(J, ﬂId)

1 d“une meilleure solutlon admissible

HMUHOIOQTZRATIOWNOT ™M E
Ol == | ©SO~O 1]

O ~ZZnNE~N g

n
=

caw

How <
==

ol
LHEoTSCO

HD =G e D = () I T T A LT U
L R R s T (R
=0

=

B,T,N,4,10,20)

o)

~H=. ni

—
Iy

MA) GO TO 120

=01 G et
D s s

AR A

] e

o |

QOO NnoNno
<L

OO~ S SO
SN G # HA

el

iteration suivante

ITE=ITE+1

calcul d“une borne inferieure sur le cone IK
1 N

PN (TK, 0))

"-__'f"\

59

Ry X, 5,2, VH, N, M, GANA, BETA, VHU, WHU (1K), 10,20, ITE)
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elimination du cone si sa.borne inferieure est >dou= GAMA

et restructuration des stockages
IFC(WHU(TIK)+1,E~6)  LT.GAMA) GO TO 370

test d%arret

cones dont les N points qul les determinent

~s T
— ]
v 3 =3
= - -
= < <
(o ~i ~—i
e} o) - - [
() i = = o
wy (4] -~ - Y
oF = =
o O @ - . - (= -]
(= T ~— — < H
(e} it Loy .8 (e
(o N on) —~ am™m o oy O
w I —~ — W
o} ~ 1, ¥ i o ~ — oo ~
= - I o B "3 B+ [ ~
~ - oQ _— - ot —~ -
0O —0 ~——1 nus — o ) o fn fon; D HD -
O +=  ++ [«H] ] < = 1o O -+2 ++
L «==.343 [, TANEZEZAAU = A 22U L =23
TN Qwrt [P T L B L den ] 75 I A" AN AU M EN e
° sl I =X O Q e DN o TRZHUHY NN oIC o sil ll =
Z oaHNl=Eo oo HIHHTDI o3 Al AMHLMID «O~A0C O dHN=
[l A~ O =~ ZARDNMMHA TDAaH AT SREZW0NEI D ~II
sl DO~ T +NDNNDOEHTZ o4+ U SMAHIZOETZ 8 s OO~
LDUNNOW «30 N NZOMIN » eHUDLVZTUR s~ & e TUUNM O -2
TITHMMN It DR T aHM AT E O ME T M T AT T O
e ] Ty ocCc 1] bl Lap ANLEP AN | § TN T L LS Y | B ~—Ty
LUNLODY=ED 0 nOoOwOoOwELnLUDYENMODEDDOELLLYOEULDOX S
HZHOOFZEZDD uun Z000NsHHEZEOEREA>UOSHHREZUHZROOE=
ele] < n < w onoe O o [ele]
nwo ~ r~ @ [eo] OO (o} (o iVe]
(a2 Tas] LU mMm ™M ™ ™M Moy <p el <3

du cone dont on va estimer la borne
LVMIN) GO TO 525

choix
Ensuite vient 1'impression des résultats finaux (voir p. 50),

500
525
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verifie si les H points gul determinent le cone VM sont

lineairement independants

de n equations a n inconnues
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1
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t
4
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t
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CHAPITRE V,

Exemples numériques,

V.1l. Exemples testés

V.1l.a, Fonctions quadratiques

— e~ 0= 0™ 0™ o™ o™ e™ e — 06— o0 —

§(X) = C.X - (X'.D".D.X) /10

ol C = (10 10 10 10 10 10 10 10 10 10)
tD=[152221 i
7 3 & 2
a g

W o Fwonow
N VDV NN N e
F W N ooy W e
FAS I R I 2 T
oW =2 M N

5
1
P
1
2
&
z
2
P

2
7
1
3
6
1
2
3
L

B W oD WP
N P =, Ul e I

Ll

sous les contraintes

(—xiéo pour i = 1,,.,.,10
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20x1+20x2+60x3+60x5+60x6+5x7 9

'5x1+7x2+3x3+8x4+13x5+13x6+2x7+lux8+1hx9

+2 + + +8
100x1+13Ox2+50x3+70xh+70x5+70x6 Ox,7 80x8 80x9 Oxlo

+45x8+55x +65x10 £ 600.1

£
+1hx10 310.5

< 1800
200x1+280x2+100x3+200x

£ 0
R20x, , € 385

+25Ox5+880x +100x7+180x8+200x

L 6 9

2x1+2x2+4x3+hx4+ux5+4x6+zx7 9

{ + +1 +10 < 198,
L;.x1+8x2+2x3+6xl++10x5+10x6+5x7 10x8 Ox9 X0 98.7

+
6Oxl+110x2+20x3+h0x +6Ox5+70x6 0%

+6x8+6x +6x1 £ 18.6

0

+40x8+50x9+50x1

0

i o

< 882

150x1+21Ox2+40x3+70xh+90x5+105x6+60x7+100x8+140x9

+ £ '
18Ox10 4200

+ +30x_+30 £ )02,
80x1+100x2+6x3+16xh+20x5+82x6 20x8 3 xg 3 X0 L 5

40x1+40x2+12x3+20x +24x +R8x +L0X +50%, < 327

L 5 6 2 0

) -

* .
La valeur optimale 3» = -348,099 est obtenue

en X# =10, ou en xX* = 0 o
0. L ,025
0. 0.
0. 0
0. 0.
0. 0.
9.3 5:275
0. 0.
0. 0.
_O, 0.




-------

c.x - (xX'.D

t

.D.X) / 10

(10 10 10 10 10 10 10 10 10 10)

0.1 0.3 O.
0.2 0.5 0
0.3 -0.3 O.
~0.4 -0.2 -0.
0. 0.4 oO.
0.1 0.2 0
0.2 0.3 0
0.3 0.5 -0.
~0.4 -0.3 -0.
0. 0. o.

F v LW oo W

2 -0,1 0.

i3 =02 Q. Q.
5

3

o
N
o

H-F‘:QO\

SO, O D
0.4 0,3 0.3
0.5 0.8 0

0 1.0 0.6
0. 0.10.7
0. 0.2 0.4
0.3 -0.1 0.1
o.2 0.10.

sous les mémes contraintes que Q 10,1,

La valeur optimale

‘en X*=

[ eleloelNeNeNoeloeNeNe

= |

°

°

[

[

*
J

0.

est obtenue

o O 0 9 oW 0O O 0

v & W N e

. 0.
0.2 -0
0, B =0
0. -O.
g, ~
0.
0.
0.
0.
0.

M FE W Rk W F W N R

1.0
0.1
0.2
-1.0
Bl

0.2

o o
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C.X + xt,D,x + B
ot C = (4 10 -6) , F = -38

h
=
X
—
I

et D =/-1 0 0
0 -1 O
0 0 -1

soué les contraintes
(0.11,540475x  -0.391202x,,+0..3657663807x,, < 3.312519666

3
~1.06270001x, +4 ,25080005x,+2.6435429%, £ 51 o5 00025

2 660372205:}(1—8 0230907281+x2+l)+ . 1387 18).+i+x3£)+0 .7050876
21x1+?8x2+2hx3 £ 168

L%, £ 0 pour i=1, 2,3

La valeur optimale XF = -63,.5625 est obtenue
en X* = /5,99999

0.

\1.75000875

Q.3.2 : -

® 0o ® 0 0 0O

f(X) = C.X + ' D%+ F

ol C=(703), F =-12

et D = /-1,0 -0,2 0.0
0.8 =0.1 B0
0.0 0.0 -1,0

sous les mémes contraintes que Q,3.1.



¥
TL.a valeur optimale é‘ = -17.87219052 est obtenue

en X¥ = /0,
2.356457
h,250800;67
dans R

f((X) = C.X + }{RID.}{ + B

OByl

© o 00 00

C = (16 -2) , F = -65 et D = (-1 o)

sous les contraintes :
r

- '+ <
1Oxl 3x2 0

£
--10::1 + 1L+x2 55
P
X4 + 6x2 L0

0,2108xl + 2x2 < 17,6864

1.2892x, + 3x, € 36,2596
1.5%,+ 107268x2 £ 30,7242
Rx, + 1.35095x, £ 36,20835
2x, - 0.0775x, < 31

1

L%y - 163&“.;2 £ 0

¥
IL.a valeur optimale bf = -81,25004506 est obtenue

en X¥ = (16.,077'75)
30

Det:8 2

® & & 0 0 @

C = (1h -4) , F =-53 et D = (_1 0)

66,



sous les contraintes
r~

Z
—x:L 0

-Bxl + 11x_ = 77
3% o =83
4x1 - 85
le - 9x2 11

xl = 10x2

N

IN

+ b5x

N

+ 3x

N

IN

0

il *

L.a valeur optimale 8 = -169 est obtenue

en }{* = [ 19
3

R3¢
C < (26 -6) , F = -178 et D = (_1 o)
_ g =4,

sous les contraintes
~

Pl
X:L - I+x2 0
-1Ox1 + 7x_ £ 0
+ 3x £ 16
Z
+ 5x2 11h
+ <
2x2 150

{ -2X
3x1
| PRy
T.a valeur optimale g = ~307.7950139 est obtenue

en X* =~(13,78947368)
1) .52631579

i)




V.,1.b, Fonctions linéaires par morceaux

-0_0-0"'0"'0'-0—0_0-0_ - e™ 4™~ e™ o™= o™

= ___‘ 3 £ .
£(X) x '7x2 si x; 14.:5

=7.5%, - Tx, + 97.75 si 115 £ X, £ 15
i . é
—-8:{1 - 73{2 + 105.25 si xl 15
sous les mémes contraintes que Q.2.1,

La valeur optimale J* = 48 est obtenue
en X* = [8
8
LiRR
= i H =
f(X) 2x1 11x2 si x, 18
—E5 -~ + i pa =
505}(1 11X2 135 si 18 X, 22
- i g Z
lel 11:-:2 + 234 si xi 22

sous les contraintes

—

—Bxl + :le8 £ 96,

0,82=2553x%, + 2x

IN

38,805954
45.90383L

2
1;177hh7x1 + Exz

-10}::L + 7x_ £ 0,

IN

23V

' *
L.a valeur optimale d' = - 97.9519170. est obtenue

en X* = (20; )
11177447/

68.
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