Institutional Repository - Research Portal

Dépébt Institutionnel - Portail de la Recherche

UNIVERSITE  researchportal.unamur.be
DE NAMUK

THESIS / THESE

MASTER EN SCIENCES MATHEMATIQUES

Résolution approchée d'équations elliptiques au moyen de la méthode multigrille

LAMBOTTE, Marie-Agnés

Award date:
1984

Awarding institution:
Universite de Namur

Link to publication

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

« Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
« You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
« You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 21. Oct. 2024


https://researchportal.unamur.be/fr/studentTheses/9eea9e5a-3d1b-4275-b81b-4c1a84d7b0af

RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS

¥

ELLIPTIQUES AU MOYEN DE

LA METHODE MULTIGRILLE. .

MARIE-AGNES LAMBOTTE,

ANNEE ACADEMIQUE 83 -84 PROMOTEUR : NGUYEN VAN HIEN



R et A%/éshpe. e /ﬂé'swh’x rmes
Aimcsres remercioments <& toutes Yes Sensonmes ui
fm ‘ont frenmis e rmemerc 4 bien Lo néabisalion de

L& méemoire
Je xemexcie foul /yzéuaw .

ﬂno:-usrewc VERGISON , .chgé. sl mJIm d i'mfwmal?qag
Aumt%?m. de P s, sowvny, Qui @ %mbf son
expérience , on cuide ef Jen emcotwaaefmwn\:s A couxs

de ce TnavauP 3

Dhonsfewr. ,Ve (pngessm NGUYEN VAN HIEN /owc

fa Lon?ramca ,QALP m'a |'ooé§ouxs @ccordée. ;

ﬂ‘nonsrewa Qe@w?¢Wc WEXLER /?owc Aoen consaﬁ
<Swdl'a'eux .

yGart=l



s INTRODUCT ION

Z, POSITION DU P

21,

2.2,

e

DES MATIERES

o s o S o ) S0 S i S S e

ROBLEME

Formulation fonctionnelle du probléme
Formulation discreéte du probléme

Méthodes de résolution numériques d'un
systéme linéaire associé a un probleme

elliptique
2.3.1. Méthodes directes

2.3.2. Méthodes itératives

Fs METHODE MULTIGRILLE

3415
3.2,
Feda

3.4.

4, CONCLUSIONS
ANNEXES

REFERENCES

Généralités

Méthode multigrille unidimensionnelle
Méthode multigrillé bidimensionnelle
Applications numériques

3.4,1. Résolution de 1'équation de Poisson

3.4.2. Résolution d'une équation elliptique

non linéaire

L
20

29

34

37
58
80
S4

94

100



—_—

1. * INTRODUCTION

Etant donné 1'importance des modéles mathématiques
gouvernés par des équations aux dérivées partielles en
physique et en chimie (tfansferts thermiques, tranferts de
masse, problémes de potehtiel, mécanique des fluides,...),
1'étude des techniques de résolution de tels systdmes
s'est beaucoup développég au cours de ces dernigres années.

L'approche nﬁmérique couplée a la puissance des
ordinateurs est‘la blus couramment utilisée. Elle conduit,
dans le cas de problémes linéaires ou linéarisés, a la
résolution de grands syst&mes creux c'est-a-dire comportant
un grand nombre de composantes nulles.

La méthode multigrille & laquelle nous nous
intéressons dans ce travail est un outil récent de résolution

de tels systdmes qui connait un vif succés aujourd'hui.

Le chapitre 2 présente cette méthode en la situant
dans le contexte des équations aux dérivées partielles sur
un probléme modéle : 1'équation de Poisson.

Ce chapitre est divisé en trois parties
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- Dans la premiére, nous commengons par .

formuler analytiquement le probléme a

résoudre. En réalité, nous le présentons

de trois maniéres différentes équivalentes
donnant chacune un éclairage particulier

sur la question : la formulation variationnelle,
la- formulation de Galerkin et la formulation
différentielle classique. Cette dernigre
’trﬁuver u suffisamment réguligdre solution

de

= - aulx,y) = FlGy) 5 ¥ (xy)ER= (0,1)]
ulx,y) = g(x,y) , vi{x,y)Er=9n

f et g étant connues,
L
a conduit & la méthode des différences finies.
C'est de celle-ci dont il sera‘question dans

la suite.

Le paragraphe 2.2 est consacré & une présentation

théorique de cette méthode numérique. Nous

.avons tenu a faire le lien entre le probléme

analytique et sa formulation discréte.

La derniere partie de ce chapitre estconsacrée
4 une analyse comparée de méthodes de résolution
de systémes linéaires en portant plus particu-
ligdrement notre attention sur les gfands systames
creux. Des programmes de calcul reprenant divers

algorithmes de calcul sont repris en annexe.



Le chapitre 3 est entiérement consacré a la méthode

multigrille :

- Dans le premier paragraphe, nous en décrivons
les caractéristiques essentielles. Nous y
abordons en'particulier les probleémes de
convergence et de l'effort de calcul que la
méthode implique. Nous montrons ainsi
qu'asymptotiquement, le nombre d'opérations
requises est proportionnel au nombre de points
de la grille de discrétisation ( N ) alors
que les méthodes classiques en demandent N2

ou N logN .

- Dans la deuxiéme pértie, nous analysons plus
en détail les propriétés de la méthode
multigrille sﬁr un exemple unidimensionnel.
Nous ¥ qdantifions en particﬁlier les différents
paramétres qui la caractérisent tels le rayon
spectral de la matrice d'itération et le facteur
de proportionnalité donnant le nombre de

calculs a effectuer.

- Dans la troisiéme partie, nous étendons de
fagon naturelle les résultats au cas

bidimensionnel.



- Enfin, nous consacrons le dernier paragraphe
aux applications numériques. Nous reprenons
d'abord un résultat classique .[1],[11] pour
l'équation de Poisson pour 1l'étendre ensuite
au cés de la résolutidn.d‘un probléme non

linéaire [12] .

Dans ce travail, nous avons surtout voulu mettre
i'accent sur le fait que la méthode multigrille repose sur
-des bases saines et est bien adaptée pour résoudre des
systémesrlinéaires dérivant d'équations aux dérivées
partielles.

' | Desﬁessais comparatifs entrg méthodes et sur des
cas d'applications plus complexes devront le compléter.
Mais dés a présent, en nous appuyant sui les résultats
des essais effectués par Trottenberg et Stiben [10],[11],
oh-peut se montrer optimistes quant a 1l'avenir de la

méthode multigrille.

¥
* % **

*¥ %
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2. POSITION DU PROBLEME

2.1 FORMULATION FONCTIONNELLE DU PROBLEME

Beaucoup de problémes de physique mathématique peuvent étre décrits
mathématiquement par une oﬁ plusieurs équations fonctionnelles que

nous écrivons sous la forme simplifiée :

Lu=f

ob L opére d'un espace X dans un espace Y
f est donné dans Y

u -est cherché dané X

Dans ce travail, nous étudierons des moddles gouvernés par des équations
aux dérivées partielles de type elliptique avec conditions aux limites

de Dirichlet :

LQu(x)nf‘Q - %e O} (21)

LFu(x)-fr ) xe =00

ol X :(xT,._.,xd)GIRd
‘0 c RY  est un domaine ouvert borné de frontiére I
12 est un opérateur différentiel elliptique linéaire

| est un opérateur de frontiére linéaire
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De tels problemes peuvent parfois étre formulés sous forme variationnelle :

Jlu)=1Inf J(v)
vEV VLG (2.2)
uUev %

ol J(v)==1§|a(v,v)—f(v)
et ol a( ,.) est une forme bilinéaire symétrique sur VxV
f(.) est une forme linéaire surV

v est une classe de fonctions représentant 1'ensemble des

états admissibles.

Afin de rendre 1'exposé plus clair, nous analyserons le cas particulier
de 1'équation de Poisson sur le carré unité.

L'espace V. associé au probléme est 1'espace de SOBOLEV

des fonctions de carré somméble dont les dérivées généralisées sont de

carré sommable et nulles sur le bord du domaine ()

1 2 v 2 .
Vo= i) = {vel?(a), g—xie__L @) , i=1,25v] .= 0
Le probléme (2.1) se réécrit alors : Trouver uE€E H;(Q) tel que
L ux) =—Aau(x) = ¥x) xe Q=017 (2.3)
LF u(x) = u(x)=0 xe o

c'est-a-dire ol 2 est 1'opérateur de Laplace
LI‘

et est la restriction de la fonction u sur la frontiére.

La formulation variationnelle correspondante s'écrit

Jiu)y = Inf J(v)
VEH;(Q) (2,40
uE H (Q)

HQ lyvl® dx — “Qf v dx

2

o Jiwvi=1
2



On démontre alors la proposition suivante

Proposition 2.1.

uest solution du probleme (2.3)
ssi.

est solution du probléme d'optimisation (2.4)

La démonstration de cette proposition importante a été reprise en annexe.

Nous nous sommes limités a 1‘étu¢e de 1'équation de Pﬁiséqn en montrant
qu'elle dérivait d'un probléme variationnel. Nous avons formalisé ce
probleme dans un cadre plus général (espaces fonctionnels). Des
résultats utilisant ce Formalisme.ont été obtenus pour des systémes

d'équations elliptiques plus généraux [6]

Pour un mé&me probléme nous avons obtenu trois formulations équivalentes :

minimiser Jiv) sur V

N
)

résoudre  alwy] = LVl Yyel
0

résoudre -Au = f

Nous allons reprendre ces différentes formulations et donner une idée

des méthodes de résolution auxquelles elles conduisent.




2.1.2 Résoudre. aluy) = Livl Yve V

Comme dans le cas précédent, le probléme est discrétisé

sur un espace. V, . Nous devons résoudre

aluvi=LI{v) YveV,
ou encore si {v, .., v} est une base de 1'espace V¥,

atuy) =Ly Yi=1,...,n

en remplacant u par

n - .
@ v, il vient

a(Pav. vii=Liy) Vi=1,..n
P B J

de plus, . a étant bilinéaire, nous obtenons

n ' )

P aia(vi,v-]zLiv-l Yi=1,....n

i=I l J
comme ‘a(.“ﬁ et L!.) sont connus, il s'agit de résoudre un
gysteéme linéaire ol les @ » =10 sont les inconnues .

Poﬁr appliquer un tel schéma de résolution, il faudra résoudre

des problémes de :

- choix de 1l'espace V,
- existence et unicité d'une solution wu, du probleme approché
- convergence de u, solution du probléeme approché vers

w4 i golution du probléme initial.

2.2 Résoudre L u = f

C'est par le biais de cette troisieme formulation que nous allons
aborder la résolution du probléme.
Nous allons discrétiser 1'équation L u = f

en L Cette discrétisation ainsi que les problémes

hYn = th

qu'elle souldve sonts étudiés en détail dans la suite.
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Nous sommes maintenant en mesure de dresser un tableau mettant
en paralléle formulations continues et formulations discretes

du probleme :

Probléme continu ‘ . Probléme discrétisé
- Min J{wv) , veV ~ Min J*(ar,..r,anj , @;elR
- Résoudre ' - Résoudre le systéme linéaire
n
atuy)l=Liy) , veV pX a-(v-,v-l'—'L(v-) ’ j=’—'1:'--:n
T L J
- Résoudre ' - Résoudre
L =4 Lh up = fh

(-3

Afin de présenter un travail complet, nous allons décrire
le lien qui existe entre la formulation fonctionnelle de
Galerkin afu,v) = L(v) et la formulation classique des
différences finies. Cela fera l'objet du paragraphe

suivant.



2.2 FORMULATION DISCRETE DU PROBLEME

On étudie 1'équation de Poisson :

A0 2 F xe Q@ = (0,1) x'(O,l)'C1R2
(2.5.)
u =0 x€ 9 Q =T
Posons Qh = le réseau de points qui maillent le carré fermée.
Soiﬁ: oy un parallélotope centré sur le poinit M et de cotés ( h“,h2 )

Soit ¢ ( M3;1) la croix centrée sur M et de centre o (voir figure - -

ci-dessous)

Xa
i
}TIM;ﬂ
hz{ 1 ey
Ve
! L~
I
~——
0 h’l 1 Xyq

figure (2.1)
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L'objectif de cette section est de répondre aux questions posées dans le
paragraphe 2.1. c'est-a-dire définir concretement 1'espace Vh , montrer
que la solution u, du probléme approché existe et est unique et enfin,
s'assurer de la convergence de la solution U, vers la solution u du’

probléme initial.

Nous avons & résoudre le probléme analytique : trouver une fonction

UGH% ((U,l)x(O,l_)' satisfaisant.a :

i .W

: - du v dx., dx

S S
=

j fFov dxl dx2 = L(v)
0]

1
0

alu,v)

(2.6)

pour tout v € H- ((0,1)x(0,1))

Discrétiser -le probléme revient a faire choix d'un espace finidimensionnel
Uh et d'une approximation ah(u,u) de la forme bilinéaire et Lh(v)\

de la forme linéaire.

Définition de 1'espace Vi

s D S e S o e

Soit Qh = {M € Qy lo(M;1) = Q}

Soit WM , la fonction éaractéristique de Ty (remarquons toutefois
) 1 '
que W, & HU (Q! )

Définissons Vh comme 1'espace engendré par les fonctions Wi

L' espace Uh. est une approximation externe de H%(Q) : Vh & H%(Q)
et ce, contrairement & la méthode des éléments finis ol on choisit

1
Vh c HO(Q)
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Choix de la forme approchée de a : a,
On approche la dérivée partielle 53 par un quotient différentiel
X
J
3] (P(X)= ‘P(X+hje;/2)-4’(><—hjej /2)
u
On définit alors ap CORME o of
ah(u,u) =£§l . syu 5jv‘dx1 dx2

“Jo+0

Le probléme discret équivalent au probleme (2.0 s'écrit :

Trouver une fonction ‘U €V telle que :
. 1 1
a (uh,v ) F vy A%y dx,
0 0

pour tout Vh

Remarque : Fh est une approximation de f. supposée continue,

Par exemple, en posant

Fh(M) - . F(xl,xz) dx, dx,

M-

2 2
- 1 jig f(xi,xz) dx, dx,
hlh2 %,
il vient :
F(%) = %%:fh(M) Wy (%)

En vertu des hypothéses que nous avons faites, en particulier sur !2h

(on a choisi des croix donc on est loin du bord), on peut montrer

aisément que la formule suivante d'intégration par partie est valable :

1
jjfa Vi sw dx clx Jf 5 U Md251dx2
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11
En effet 2; Q Up %vh dx, dx,
00
3 ik Up(Xg* %’xz)'“h(xi‘%’xz).Vh(xi+%’x2)'“hcxi'%’xzhd
- *0*0 h h |
N ST Yoty (%~ yXp)
_ =1} “ht X2 X2 TR T Xl v (g, x,) dxg dxg
00 h.
N g B § s b X b=t X 5% ) -
_ '%T | h* "1 2 . h*"1'"2 Vh(xi’xz) dxi dxz
“0*0
fhﬂ 2
= - . (8i uh) Vi dx, dx,
o

En procédant de fagon analogue pour les dérivées en Xq

1, 1,41
2

. (vgf S,i uh) v, dx; dx, J.J-

0+0

o)

pour tout Vh S Vh

D'ou en particulier pour tout Wy = Vh
1'.1\ R | (o1
.f G2 85 up) wy dxy dxy = j.
“0~0 0
Ou encore :
2,
—(i=1, 87 up ML)y hy = FLIM) hy hy
et l‘bn retrouve la formulation classique :
2 2,
—%1 8% u (M) = £ (M) mea,
'oummmesilmnrﬁmﬂmel%‘mmms:
Lh u, = fh Me Q.

, il vient :

w,, .dx

dx



Revenons au probléme approché écrit sous la forme :

11
ahﬁuh,wh) N j:[ Fh W de clx2
00

pour tout Wy € \fh

La solution peut s'écrire :

s iy i
h MeQ, MM
d'od
a (u_,w,) = a( 2; g W ’WM)
h* "’ M h MeQ,
= Ei a a, (w W)
M%EQh M! h*"M'?"™M

(M)

1l

Calculons les éléments de la matrice de ce systeme linéaire :

““““““““““““““““ 5 101
L N2
ah(wM’wM) =i=Z1 j:‘. (ai wM) cix,l
ov0

Par définition de ¢, (cfr figure)

(
l/hj 'sur Kl
- 0 sur S
ajwM(x)=<o,_. - y
{1/t SUE %
J
0 partout ailleurs
-
h,/2
%

j::j:://;//m \\:\\wf
%

é a K,
N Ky

figure(2.2)

15
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D'ot, pour 1 =1,2 et j#1
11 ‘
(8, w )2 d¥, d%, = 1 dx, dx, = 2 h .
: i "M 1 2 —= 1 2 -l
9 hi Ydk,uK hy
et si h; = hJ on obtient : =2
ah(wM,wM) = 4
Si M#&M! et si M' est le centre d'un rectangle adjagant & celui

qui est centré 'sur M (voir par exemple le cas de la figure (2.2) )

11 '
1
j:f 1 " 8y M dXq I =g j]; oy B
0*0 i
2 .

5
2
__ hyh

h?
i
D'oll, si h1 - h2

ah(wM,wM,) = =1

Dans tous les autres cas :

—— i e e o e e e D ) D B D D e S

11 o
J:g 85 Wy 95 Wy dx1 dx2 = 0
0

Finalement, nous retrouvons encore la forme :



En outre, on a la propriété de convergence :

Théorgme 23. :

Quand h o O : la suite {uh} converge VErs

u dans LZ(Q)

Z
uh—————»l“ Q) u

2
5, u, L™(Q) By
%

Nous ne démontrerons pas ce théorgme qui fait appel a des éléments

non triviaux d'analyse fonctionnelle. [6]

18
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2.3, METHODES DE RESOLUTION NUMERIQUES D'UN SYSTEME LINEAIRE
ASSOCIE A UN PROBLEME ELLIPTIQUE

La discrétisation de 1'équation de Poisson nous a conduit a

résoudre un systéme linéaire :

de grande taille, & structure creuse c'est-a-dire possédant un grand
nombre de zéros.

Dans 1'arsenal des méthodes de résolution de systémes linéaires,
on distingue deux grandes familles :

- les méthodes directes et

- les méthodes itératives.

Ces dernitéres sont depuis longtemps trés utilisées pour résoudre
des systémeé dérivant de modéles mathématiques gouvernés par des équations
aux dérivées partielles. Elles ant le mérite de prendre en compte la
structure creuse des matrices et de lisser les erreurs d'arrondi.

Les premiéres qui étaieﬁt gvitées a cause des problemes de
stabilité numérique qu'elles impliquent ainsi que du probléme du temps

calcul (la méthode de Gauss conduit & _g3 opérations, n désignant

W

la dimension de la matrice).connaissent un regain d'intérét depuis que

des stratégies adaptées a ce type de systémes linéaires ont été développées.
Dans le paragraphe suivant, nous exposons certaines de ces méthodes, la
suite du travail étant comsacré & une méthode itérative particuliere,

la méthode multigrille.
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2.3.1 METHODES DIRECTES

Méthode de Gauss

Soit & résoudre le systéme linéaire :

A x = b oll sER™

%, b eRm*L

L'idée de cette méthode est de décomposer la matrice A -en unrﬁrodUit
de deux matrices l'une triangulaire inférieure ( L ), l'autre triangulaire

supérieure ( U ') et de ramener ainsi la résolution du systéme :

Ax =L Ux=2D>b

a celle de deux systémes linéaires simples :

1) élimination gaussienne : on pose U x y et on résout le systeme

— 0 D S . e . S i D S s S S

triangulaire

2) substitution inverse : ayant obtenu y on résout ensuite le systeme :

R ———— e L LT P

Ce qui revient & calculer la composante X5 du vecteur x & partir des
composantes X340l , .. ) X

Nous allons analyser plus en détail la procédure d'élimination gaussienne
et montrer qu'elle se raméne simplement & prémultiplier les deux membres

du systéme A x = b par des matrices convenablement choisies.



A partir de 1'élément 341 de la matrice A , appelé pivot, on
effectue les transformations élémentaires suivantes :

- remplacer la kteme ligne de A (notée Ak ) par

Ak _ akl(all)"lAl pour Kk #1

c'est-a-dire effectuer 1'opération

ak—1 _ ‘
- ki1 é11 pour ks
k-1 '
&n
ce qui revient & prémultiplier la matrice A par une matrice

k __ k-1

de transformation triangulaire M1.

Cette opération a pour: effet de construire un matrice MqA dont

les éléments sous diagonaux de la premiére colonne sont nuls

avec
1
M2y . 0
My =] 1 et mj1 = aj1/aﬁ pour 1<jgn
e !

- dans le méme tempé, on multiplie le second membre ( b)

par la matrice MT'

On continue ainsi de proche en proche, ligne par ligne.

N .iem

N e .. . o5 g - ;
Ainsi, & la i ligne, & partir de 1'élément aiy choisi comme pivot,

on effectue les transformations élémentaires suivantes :

- remplacer AK | 1a k**™ ligne de A par

k
AT =(a) ay

ce qui revient a prémultiplier la matrice des coéfficients

-1 i
A pour k < i

Mi~1 eee MOA par une matrice de transformation Mi'
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igme

Les éléments sous-diagonaux de la i colonne de la matrice

produit MMe o one MyA sont nuls
ii-
avec
4
Mi = 1 et mj; =aﬁ/an pour i<jgn
™
L “Mpi . 1]

- On effectue la méme opération de prémultiplication sur le second

membr e (Mi PR M, b ) du systeme.
Nous obtenons ainsi aprés la n-q igme étape :
Nnd1Mn_2...M2M1Ax = Mn_1Mn_2...M2M1b
ou, en posant Mn4...M2M4 = U et Mn-1"‘M2M4b =y ’
Ux = vy
ot U est une matrice triangulaire supérieure.
La matrice L"4 = M cee MM a la forme :
n-1 21
‘1
-1
Y d 7 1
~M
'mm ~Mypi 1
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En procédant & ces différentes opérations de l'élimination
gaussienne, nous avons en fait factorisé la matrice A

en deux facteurs triangulaires

1 -
~Moy
L = 1
-m. . 5
(1
-m -m 1
L n1 ni ]

et U

AUl o m
aﬂ ali. am
[{]
U = i
= an
(14
hl ~
o aﬂ-'n
ah J
L o

En toute généralité, le nombre d'opérations de multiplication
ou de division nécessaires pour former L et U est de
l'ordre de n3/3 ce qui est beaucoup trop pour aborder 1'étude
de systémes provenant d'équations aux dérivées partielles,
ceux-ci étant souvent de grande taille et en outre creux,

c'est-a-dire contenant un grand nombre de termes nuls.
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En outre, dans ce qui précéde, nous avons choisi comme pivots
les éléments diagonaux des matrices obtenues dans la séquence
d'élimination & commencer par 1l'élément a, de la matrice A
pour continuer par 1'élément a5, de la matrice M, A ,etc...
Cette méthode de sélection de pivots présente toutefois de

sérieux inconvénients. Considérons par exemple le systeéme

33y
1

X + 499 vy
X+ 1y

il

I1 a pour solution exactelz

X (1/3
y 2/3
Si nous effectuons un calcul approché & trois chiffres exacts,

nous obtenons avec la méthode de Gauss par élimination simple:

=1 ,premier pivot

8y
i
1 499 1 333
|
1 1 L1
1
avec
1 (0]
M1 =
-1 1
nous obtenons
1 499 : 333
|
1 -498 |, -332
|
ce qui donne
Y = -332/-498 ~ 0, 67

333 - 89905667 = B;167 .

x
1]
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Il est donc indispensable si on veut tirer parti des méthodes directes
pour résoudre des systémes linéaires issus d'équations aux dérivées

partielles :
1- de disposer d'une stratégie de choix de pivot robuste

2- d'éviter au maximum d'effectuer des opérations que la présence

de termes nuls rend inutiles.
3. d'éviter de stocker de 1'information inutile

Nous allons passer rapidement en revue les éléments principaux d'une
stratégie possible (KEY : [5]. ) pour résoudre un grand

systéme creux (non nécessairement symétrique) par une méthode directe.

CHOIX DU PIVOT

1~ Gauss par pivotage complet.

PR ——————————— e e

Cette technique permet d'éviter les problémes de précision de la
méthode de Gauss par élimination simple. Elle consiste a choisir
pour pivots des éléments suffisamment grands. Pratiquement, on
cherche, parmi tous les éléments de la matrice, le plus grand élément
niayant jamais appartenu & une ligne ou & une colonne pivot.
Réprenons l'exemplé précédent mais en choisissant comme pivot le

plus grand élément de la matrice A c'est-a-dire 499

1 499 ’: 333
1 1 P
L I
nous obtenons aprés pivotage
E 499 ': 333
L0.998 0, 0.333
.

d' ol X [ 253
y 0.667
Cette technique plus précise que la précédente implique toutefois

un coGt relativement élevé.
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2- Gauss par pivotage partiel
Cette technique & mi-chemin entre les méthodes de Gauss par éliminatiaon
simple et Gauss par pivotage complet permet d'éviter les erreurs dues
a Qn manque de précision sans atteindre un coQt trop élevé.
Dans ce procédé, la colonne de pivotage est choisie comme dans la
méthode de Gauss par élimination simple. Le pivot étant choisi comme

le plus grand coéfficient n'ayant jamais appartenu & une ligne pivot.
——
I1 existe également des techniques de choix de pivot permettant de

tirer un profit maximum des systemes creux (KEY:[61])

En voici quelques unes.

3- Minimum ligne - Minimum colonne

Danszcette technique de sélection du pivot, la ligne pivot est celle
comprenant le plus petit nombre d'éléments non nuls et n'ayant jamais
été sélectionnée comme ligne pivot (dans le cas ol plusieurs lignes
satisfont cette condition, on choisit celle dont l'indéx de ligne est
minimum).

La colonne pivot est déterminée en examinant toutes les colonnes
correspondant aux éléments non nuls de la ligne pivot et en choisissant
celle qui comprend un nombre minimum d'entrées (si plusieurs colonnes
satisfont cette condition, on choisit celle dont 1'index colonne est

minimum) .
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4= Minimum colonne - Minimum ligne.

Cette technique est similaire & la précédente. On cherche d'abord
la colonne comprenant le minimum d'entrées non nulles et qui n'a
pas encore été sélectionnée. Ce sera la colonne pivot. Ensuite,
les lignes contenant les éléments non nuls de la colonne pivot
sont passées en revue pour déterminer celle comprenant le nombre

minimum d'entrées.
5- Maximum colonne - Minimum ligne.

La colonne pivot est la colonne comprenant le maximum d' éléments non
nuls et qui n'a pas encore été sélectionnée. La ligne pivot est

déterminée de maniére similaire au cas précédent.
6= Minimum du produit entre entrées colonne et entrées lignes.

Pour tout élément non nul de la matrice, on effectue le produit nombre
d'entrées colonne non nulles x nombre d'entrées ligne non nulles.
L'élément correspondant au produit minimum est choisi comme pivot.

Si plusieurs éléments ont le méme produit, 1'élément correspondant

a 1'indice ligne minimuﬁ est sélectionné. Si ces éléments sont dans
la méme ligne, celui correspondant a 1'indice colonne minimum est

sélectionné.



28

A ces différentes possibilités de choix de pivot, on associe une stratégie

de stockage tres simple :

°

Soit par exemple la matrice

- 3 0 0 o 0 ]
0 2 0 0 1
B = 0o 2 4 0 0
1 0 0 2 0

L0 0 2 0 3

On lui associe deux matrices, respectivement A et (COL contenant
1'une les éléments non nuls de B et 1'autre 1'indice de la colonne

~ correspondant aux différents éléments.

I1 vient :
™ 3 0o | ~ 1 0 ]
Z 1 2 5 .
A = 2 4 et IcoL = 2 3
1 2 1 4
L 2 3 4 3 5 o

Ces différentes stratégies (choix du pivot, stockage des éléments
non nuls de la matrice du syst&me) sont combinées dans un algorithme
de Gauss programmé de maniére a éviter les opérations inutiles.

Le code du programme de calcul est repris en annexe.
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2.3.2. METHODES ITERATIVES
.

Ces méthodes de résolution d'un systéme d'équations linéaires ont éteé
souvent associées a des systeémes provenant de la discrétisation d'éguations
aux dérivées partielles. ‘C'est dans cette optique que nous les
envisagerons ici.
' Ces méthodes ont 1l'avantage de tenir compte de manigére naturelle de la
structure creuse du syst2me et de lisser naturellement les erreurs d'arrondi
bien que demandant en principe une infinité d'itérations pour obtenir la
solution cherchée.
Parmi les plus connues ét les plus simples, on peut citer éelles de
Jacobi et de Gauss-Seidel.
de L, u sur Q

Uh hYh=Fh hO*

Toutes les méthodes considérées dans ce chapitre peuvent s'exprimer sous

Soit UL , une approximation de la solution

la forme :
up”' = G wd + e, j=0,1,2,... . _ (2.7

o G est la matrice d'itération nxn de la méthode et c est un vecteur
associé connu.

' 41
La méthode est dite du premier degré dans la mesure ou ud™’ dépend

h
g5 - J j-1 0
explicitement seulement de uh et pas de uh g o e uh
~Elle est linéaire puisdue ni G, ni ¢ ne dépendent de ug seet

stationnaire puisque ni G ,ni ¢ ne dépendent de n .

* Nous notons par

J .-y~ oyl
Vi = uy up
l'erreur de 1'approximation uﬁ (aussi appelée correction.de ug )3
et par
J .. _ J
dh F - Lpi

le défaut (ou résiduy de u

T
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Puisque 1'opérateur Lh est linéaire, il est équivalent d'étudier

- le systéme :

ou le systéme

Ly v = o | (2.8)

Si dans (2.8) on remplace 1'opérateur Lh par un opérateur "plus simple" :

Lh tel que ﬂ: existe,
la solution og de :
L od = 4J
Lh Qh = dh
fournit une nouvelle approximation ljg+1 de la solution up par :
J*¥1 .l J
up = up * vh

Si 1'on se donne une valeur arbitraire ug de départ, ce procédé

définit une.procédure'itérative dont

~_y
(I, - Ly L) = 6(Q) - (2, )
est la matrice d'itération ( I représente 1'identité sur s)h )
En effet :
J¥4 o gl J
YR o %
& gl =4 5 4
up b Lh dh
= il [ ~4 - |
uh L (Fh Lhuh)
to i J+1 = - =1 J i = L 249
d'od up (Ih Ly Lh) up + Ly fh J=0,1,... ( )

et 1'on retrouve la forme (2.7) avec @ = (Ih = qu |_hj.et c = E;qf

I1 nous reste & effectuer un choix judicieux de 1'opérateur Ch .
Nous allons tout d'abord rappeler trois méthodes connues qui s'appliquent

3 des matrices générales : Jacobi, Jacobi relaxée et Gauss - Seidel.



1- Méthode de Jacobi

Dans la méthode de Jacobi, on remplace la matrice de 1'opérateur Ly

par sa partie diagonale O (On décompose Lh en L= L +D + U

h
ob D, L ,U sont des matrices composées respectivement des parties
diagonale, triangulaire inférieure et triangulaire supérieure de la

matrice de 1'opérateur Lh , tout le reste étant égal a zéro).

La relation (2.9) devient dans ce cas :

J#l -t j =11
The = (I=- D" Lydug + D" f
j =0,1,2,
ou encore plus simplement en fonction de la variable Vﬁ
j+1 = _ =1 j
vy (Ih D Lh)vh

E = DplaZ, vo

Soulignons dés a présent les limitations de cette méthode.
-1

Le rayon spectral de la matrice ( I, -0 Ly ) qui mesure la
vitesse de comvergence est égal a
-1 3 2
P(I, =D L) = 1 - a(h?)

I1 est donc voisin de 1'unité traduisant ainsi une convergence lente.
g

2- Méthode de Jacobi relaxée

Si nous introduisons un facteur de relaxation w dans la méthode de

Jacobi, les formules deviennent :

J+1 -1 J =1
up = {Ih -wbD Lh)uh +wD Fh
j = 0,1,2
J+1 o _ -1 J
et Vh (Ih w D Lh)\lh

31
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Mémes remarques que pour la méthode de Jacobi bien que la convergence

soit plus rapide, elle reste lente.

Lorsque (0 < w < 1 , 11 y a convergence :

Si par contre w<Q ou w> 1

=1
P(Ih - wD Lh)

la procédure diverge.

3~ Méthode de Gauss-Seidel

La matrice de l'opérateur l“h est remplacée ici par ses parties

triangulaire inférieure et diagonale.

La formule (2.9) nous donne cette fois :

J#
up (Ih
J = 0;1,2,
et
gl i, - J
vy (Ih (L+D) Ph)vh
' J = 0’1’2’

Le rayon spectral de la matrice d'itération est ici de 1'ordre de

La convergence bien que plus rapide que dans la procédure de Jacobi

n'est pas exceptionnelle.

- 1- 0(h%)

(si p est suffisamment petit),

R ey T
- (L+D) Lh)uh + (L+D) Fh

1-0(h).

Dans la suite, ces trois premiéres méthodes seront appelées méthodes

de relaxation. Remarquons que bien qu'elles aient été appliduées a

un systéme dérivant d'une équation aux dérivées partielles elles sont

en réalité trés générales. La méthode suivante est par contre plus

liée au probléme discret sous-jacent.



4- Méthode de correction par passage a une grille grossiere.

A

On peut aussi utiliser pour Lh , une approximation L de Lh

sur une grille plus grossiére Q,6 , ceci dans le but de réduire

H
le nombre d'opérations a effectuer.

Ce qui signifie que la résolution du systéme (2.8) :

Ly = @

) = ﬁ N (T S

sera remplacée par la résolution de :

H

od LH G(QH? 5 m(QH) avec dim G(QH) < dim m(QH)
et o 1'on suppose que L;4 existe.
Comme Uﬂ et dﬁ sont des fonctions de grille sur £ , deux

opérateurs de transfert sont nécessaires :

s i

1) Un opérateur de restriction : I

0 — o T ) 0 0 T — S

envoie le défaut dg (donné sur Qp } sur sa
restriction dd (sur Qy )

J oo gf g4d
dy = I dy

2) Un opérateur d'interpolation : IE

—— T o — — T 3 - 0 S x5 " . s

h 3

“envoie 1l'erreur Oﬁ (calculée sur QH ) sur

sa prolongée, ﬁg (sur Q@ )

34

by Y = i g i iy BB « (2.10)
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Une itération de cette méthode se décompose comme suit :

: . J - _ J
1) Galcul du défaut dh = f L,up
W J R IS
2) Restriction du défaut dy = I, dp
' ; NN
3) Résolution exacte sur Q, de : LHUH = dy
qui donne la correction G'I‘_]i
4) Interpolation de la correction Wg = IB OI‘—Ji-
5) Calcul de la nouvelle approximation ugM = 'ug + Og

La figure suivante schématise ces différentes opérations
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Par la formule (2.9) on a :

j+1 . ch =1 H j -1 _H
up = -(Ih Iyl Ith)uh + Ihly Ihf‘h
J = 0,1,2 3 .
et
j+1 _ hy -1 H J
v = (I Inby Ith)vh

H h

h IH opérateurs

Soulignons que cette procédure utilisée seule (1

linéaires) n'est pas convergente c'est-a-dire l'équation des résidus (2.10)

sur la grille grossidre @, n'est pas une bonne approximation de

H

1'équation originale des résidus (2.8) sur @ Le procédé est méme

h
divergent. On montre en effet aisémment que le rayon spectral de la
matrice d'itération associée & la méthode de correction par grille

grossiere est plus grand ou égal a un

fi = o H (2
P(I, - Tily Iply) > " 240
I1 suffit de prendre un vecteur W "non nul dans n;(Qh) tel que :
Lhwh appartienne au noyau de IE

Un tel W sera exactement reproduit par la matrice d'itération.

Dol (201

Les méthodes qui viennent d'étre décrites sont simples dans leur
conception mais présentent de nombreux incohvénients : convergence
lente voire divergence. Nous allons montrer dans le chapitre suivant
gu'en les combinant astucieusement on peut obtenir une méthode de

résolution tres performante.
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3. METHODE MULTIGRILLE

3.1 GENERALITES

L'idée de base de cette méthode est de combiner les méthodes de relaxatioh
et de correction par grille grossiere (décrites prédédemment) en utilisant

les avantages de chacune d'elles.

v
Notons W, =RELAX (wh,Lh,Fh)

ol Wh est le résultat de v pas de relaxation appliqués é,.

u_=f _avec pris comme premiére approximation.

F i
1'équation Lh h=F Wi

Description d'une itération deux-grilles

Partant de 1'approximatiaon ul , on obtiendra Ug+1

h en effectuant les

opérations suivantes :

(1) Phase de lissage

s s s )

- Calcul de Gg par 1'application a Ug de v, (30)

pas d'une méthode de relaxation donnée.

=J._ v,
uh._RELAX (uh,Lh,Fh)

(2) Phase de correction par passage & une grille grossiere (CGC)

— e S S S ) S S " S S S S

_ Calcul du défaut | ad:=f, oL, G
- Restriction du défaut : a£:=l: ag
- Résolution exacte sur Q de : 11*0d=8ﬂ
qui donne la correction : G&
- Interpolation de la correction : Gg::I: Gﬂ
- Calcul de l'approximgtion corrigeée : Gg + Og
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(3) Phase de lissage

s e s

- Calcul de aj+4 , nouvelle approximation, par 1l'application

h
A Gg + Gg de v, (>0) pas de la méthode de relaxation
donnée.

ug“” = RELAXX T

J,.ad
e A Lh ; fh )

La matrice d'itération de la méthode deux-grilles ( h,H)

décrite ci-dessus est donnée par :

H _ H .9
Mh = Sh Kh Sh
avec
H _ h,-1 . H
Kh = Ih—IHLH Ith ;

ot - Sh représente la matrice d'itération de la procédure de relaxation
choisie

- |<: représente la matrice d'itération associ¢e a la méthode C.G.C.

Différentes composantes de la méthode deux-grilles:sseront a spécifier :

le lissage (caractérisé par Sh)

o
2

les nombres v,et v

la grille grossiere Q..

H
1'opérateur de restriction I h

1'opérateur d'interpolation I E

1'opérateur L, sur la grille grossiere

H

La figure ci-dessous schématise les différentes opérations
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Description d'une itération multigrille

Dans la section précédente, nous avons décrit le principe multigrille
seulement dans sa version deux-grilles.Nous allons décrire a présent
la méthode multigrille générale.

Rappelons les différentes étapes d'unme itération deux-grilles:

)

lissage
- restriction du défaut sur la grille grossiere
- résolution exacte sur la grille grossigre de 1'équation
du résidu : Ly }4 ah
- interpolation de la correction sur la grille fine
- lissage
Observons qu'il n'est pas nécessaire de résoudre exactement 1'équation
du défaut sur la grille grossigére. En considérant Q. . comme la grille

fine et en introduisant une grille plus grossiere que Q , Nous pouvons

H
remplacer la résolution exacte sur la grille Qy par une seconde
application de la méthode deux-grilles et ainsi de suite.

' Cette idée peut &tre appliquée récurssivement en utilisant des grilles

de plus en plus grossiéres. Une méthode de résolution exacte est alors

appliquée sur la grille la plus grossiere.

Voici quelques schémas -illustrant la structure d'un pas d'itération
d'une méthode multigrille. Les symboles O ., O , \ et / signifient
respectivement lissage, résolution exacte, restriction et interpolation.

Le paramdtre p représente le nombre d'itérations a un niveau donné.



41

Structure d'une itération multigrille pour différents nombres

de grilles et différentes valeurs de ¥

* méthode deux-grilles

s e e D D e D

* méthode quatre-grilles

e o s s e e s e e e S ) D D S

V=1 Y=2

* méthode cing-grilles

e e S
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Afin de décrire formellement la méthode multigrille, nous aurons besoin
d'une suite dergrilles de plus en plus fines th caractérisée par

leur pas de discrétisation hl(l=0,1,2...) respectifs.

Pour simplifier les notations, nous remplacerons dans la suite 1'index by
par 1 (pour les grilles, fonctions de grilles et opérateurs de grilles).
Pour chaque grille Q , Nous. supposons que les opérateurs linéaires

.L’; "_“;(Q.L)." G(2;) | |
§; ¢ 6(Q)) - &(2)) '
14, :
I77: 6(Q)) -~ 6(Qy )
1

1, 6(R) - 8(a))

1+

et les équations

L

M |

sont donnés.

ou Ly est un opérateur inversible, G(Ql) représente 1'espace des
fonctions de grille sur Qq et Sl est 1'opérateur lingaire d'itération
correspondant & la méthode de relaxation donnée. |

Le résultat de v pas de relaxation appliqués a Llul:Fl vavec Wy

pour premigére approximation est noté :

Fa

= v
w, = RELAX (wl,Ll, 1

1
Voici la description d'un pas d'une itération multigrille - plus

précisémment d'une itération (1l+1) -grilles- pour résoudre 1'équation :

Ll up = f‘l sur Q,
avec 1 fixé 21
Nous utilisons les grilles Q, et les opérateurs Lk i Sk
I;:"1, Itq’ { k2l;1=-131=25:i0:50 ) . Nous supposons les
paramgtres v , v, et yp fixés.

Partant de 1'approximation u‘:]L de u; , nous obtenons la nouvelle

; ; j+1 5 : ;
approximation U‘i en effectuant les opérations suivantes :
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Si

=
1
-

: procéder comme lors de la méthode deux-grilles en

notant Q et Qy respectivement Qy et Qg

©

Si 1 >1

(1) Phase de lissage

- Calcul de G{ enzappligoant 2 ui v, (>0)° pas

d'une méthode de relaxation donnée

_ 7 7] i
u% s = RELAX‘(U%,L f

L* l)

(2) Phase de correction par passage a une grille grossiere

s . D S o ) S S S S S S o e S S g ey S S D S D 7 e S S ) g D e S A

_ - . 12
Calcul du défaut : dl"’fl Llul
- Restriction du défaut : ai_1 =1%"1 a
- Calcul d'une approximation ‘\7\]]: ; < ade l'E’huation du
défaut sur Ql—1
gl gl
L1t ¥ B8]
en appliquant p >4 itérations -d'une méthode 1-grilles
(utilisant les grilles Q, Ql 5 o8¢ y Qq et

les opérateurs de grille correspondants) et avec la fonction

de grille nulle pour premiére approximation.

- Interpolation de la correction : '{;’{::Il 1
- Calcul de 1'approximation corrigée sur Ql ! U{ +’\‘j~lj



(3) Phase de lissage

2

- Calcul de u{+1 en appliquant » (>0) pas d'une

méthode de relaxation donnée a G{ 4—‘3{
:I+1 . - v, "j "'".j
uy” :=RELAX (Uy+vysLqysFy)

La méme procédure est décrite dans 1'organigramme suivant.
Remarquons qu'un paramgtre de contréle C(k) ol 0<C(k)KY
est introduit afin de décider quand il faut passer & une grille.
plus grossiere ou au contraire quand il faut retourner a une

grille fine.

A



ORGANIGRAMME D'UNE ITERATION MULTIGRILLE POUR LA RESOLUTION

DE

u_=f

h Uh

h

Approximation de départ

.

u

- U
ki=l,vyi=uy,dye=f)

C(k):=0 (k?D,i,o..,l)'

’

\'3

d, )

|5
ukzzRELAX’(vk,L
C(k):=C(k)+1

k? "k

Y

:=Ik-1(d =L, v, )

k "k 'k

non

Résolution exacte de

non

vk:zRﬁLAXZ(Vk,L d

k?

k)

non

C(k):=0]

‘ oul
——\—<[<):V'?

Nouvelle approximation : u
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Matrice d'itération d'un cycle multigrille complet

Proposition 3.1

La matrice d'itération M

b de la méthode multigrille décrite

précédemment est donnée par la récurrence

_ L 1,-1.0 a I
(a) M, = 542(11-10Lq IﬂL1) g, _ (3.1)
s v, k+1 14 -1 _k v,
(b) W o = 5k+1_(1k+1-1k (Ik-Mk)Lk Ik+1Lk+1)Sk+1
(3.2)

pour  k=%,2,... .11

Démonstration

(a) Nous avons vu au début de ce chapitre que la matrice d'itération

de la méthode deux-grilles était donnée par :

H_ <o hy T +Hy %2 -
Mp= SplTp=Tyly Tk lSy

Rédcrivons cette formule en utilisant les notations introduites

précédemment hy au lieu de R et h. au lieu de H

0

Nous obtenons bien la forme (3.1) :



(b) Nous avons vu lors de la description de la méthode multi grille
qu'une telle méthode consistait & remplacer -la résolution directe
de 1'éguation du défaut sur la grille grossiére par ¥ itérations

de 1la méthode multi grille elle-méme c'est-a-dire :

Q14

3 % ; ]

Ay 4

Ly ~ p itérations’ de la

est remplacé par méthode multigrille

Mk avec une premiere

approximation nulle

k+1

I1 s'agit donc, dans la formule connue :

k v, Ik+4L-1Ik

k1= S e =T b Dot B
"de.remplacer l'opératéur L;1 par un opérateur représentant

D,
i< +1

M 5 (1 ) s (3.3)

y  itérations de la méthode multigrille avec une premiere

approximation nulle.
Or, si un systeme non singulier d'équations linéaires ka/k:al<

est résolu approximativement par p pas d'une méthode itérative :

o&*“ = Mog + e avec 03 = 0, alors le  piéme :itéré

peut étre représenté comme :

& ¥ . rrow?yi =13
v, = (I-M )Lk ak



49

En effet 0& = MWE + C = C
AZ pe—
Vk = Me + c
3 2
OR = M(Me + ¢) + ¢ = M +Mc +¢

UE = MV"1C + «e. + Mc + c

= (MP-’1 + ee. + M+ I)c

= (1 -mh ¢ - mTe

-1 3.

= 1% -1
= (I - M") (1 - M)‘ (I - M) LI< K

-1
k "k

al

= (1 - m"y L

En remplagant dans la formule (3.3 ) L;1par la valeur'ci—dessus,

nous obtenons :

k+1
k+4—Ik

by

-1 .k
L k +1

Mesr= S k Tkt Lleat

k+1 I

) S

ba 14

Ce qui démontre la proposition.

Nous allons & présent montrer qu'il est possible d'exprimer 1'opérateur Mk

-1
comme une perturbation de 1'opérateur deux-grilles Mt



En effet, grdce & la proposition(3.3), nous avons le

Corollaire 3.1.

Eour k =1y, «ow 1-1 , On a :
ol
A s 1KY s e(e) L os(e,,)
At+1 | L;1IE+1Lk+1S?+1 : G(Qk+1) - G(Qk)

Preuve

De la proposition (3.3) , il résulte que

: ) ok ¥ -1 .k ¥,
Meer = Sicar e = T (M) L T b ) Sk
pDUI.‘ k = 1,-0-,1"’1
- ¥ k+1 . =1 .k v
= Sy e = T B Taabyaq) S
v, k +1 -1 k »,
* Sper I Mk Tt Lt Sk
ot 1'on reconnait la forme de 1'opérateur deux-grilles vue précédemment, soit
k s Fed k+ , -1 _k ¥,
Mk+1 _'Sk+1(Ik+1— Ik Lk Ik#1Lk+1) Sk
Posons :
K+l _ o o k+
A ™ = S L
k _ -1k Y
Aket = Lo Diewn bicn Sk
I1 vient :
M R k+1 ¥,k
kee| = Mk+1 * Ak MkAk+1

y

ce qui termine la preuve de ce corollaire.
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Cette représentation de 1'opérateur M comme une perturbatibn de

k
1' opérateur deux-grilles Mt+1 nous permet de donner une estimation
de la norme de M, lorsque une estimation de la norme des opérateurs
k k+1 k C
Mk+1 . Ak 3 Ak+1 (k €1-1) est connue a priori.

En effet on a la proposition :

Proposition 3.2

" k
si M, lox L IaIag ice  pour tout < 1
Alors on a :
Ml < my
o ﬁh est défini par :
TSy *
ﬂ1.c— v
M= O+ Ol TES PRI

La preuve de cette proposition se fait par récurrence :

Nous avons vu (démonstration de la proposition ( 3.1)) que :
My= M

d'oll 1'on tire :

= ImM9 I
Il =m0l < o* =,



Reprenons 1'expression de Mk comme une perturbation de Mt )
‘ +
T k+1 ¥,k
Mewr = Miewr A NPy

ce qui nous donne :

k k+1 k Y
HMk+Hl<HMk+JI+MAk uﬁAk+ﬂ HMQ

< o¥% + CnE

= TJl<+=1

En particulier, il vient pour K= 1-1

MM1H<‘H1

avec 7, , k = 1, ..., 1-1 définis comme ci-dessus.

Ce qui termine la démonstration de la proposition (3.2).
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Cette proposition nous permet d'obtenir pour le cas » = 2, l'estimation

suivante de la norme de 1'opérateur Ml :

Corollaire 3.2

1'estimation :

IMil<n=(1-+v1-4Co* y/2C ¢20% 131

ol la borne 7 est indépendante de 1

Dans le cas o VY =2 et si 4Co*g1 , nous obtenons

(3.4)




2.

En effet, supposons que la récurrence

o 2
Mg~ o+ 00
771 i

converge, il vient :

2 2

n = ¥ + C17 < CN° -7 +0*% =20
tAr : 1 T 1—430‘*
d'olu les solutions 7 =
: a2 2C
Comme 4Co* < 1 , les solutions sont réelles.

En outre on peut montrer aisément, en utilisant le principe de contraction,
que la récurrence converge sur l'intervalle [D,%EJ ce qui conduit

4 considérer la racine

n:1,-'\/1—400‘*

2C

d'oll 1a these.

Remarquons que pour o¢* suffisamment petit, nous obtenons nas o%

pour la borne 7 donné dans ( 3.4 )
Par exemple, si C= 1 , nous tirons de (3.4 ) :
n<0.113 si o< 0,1

(la constante C est toujours > 1 et proche de 1. Par exemple, pour

la méthode traitée dans la section 3.3, nous avons C = 1)



En conséquence, si la méthode deux-grilles converge suffisamment

bien ( o* petit), alors la méthode multigrille correspondante avec

°

Y = 2 posséde les mémes propriétés de convergence.

Ainsi pour le probleme considéré il suffit, pour ce qui touche la

convergence, de ne regarder que 1'étape deux-grilles.

Pour terminer, nous allons montrer que la méthode multigrille est
.asymptotiquement optimale dans la mesure ol le nombre d'opérations
requises pour résoudre le systeme l‘huh = Fh est proportionnel
au nombre de points de grilles, la constante de proportionnaliteé

gtant petite.
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Efficacité de la méthode et volume de calcul nécessaire

e e o e o e D - D e e e e D G A e D A D MmN D G e el D R e ) e —

(Par volume de calcul, nous entendons une mesure du nombre des opérations

arithmétiques)

Le travail effectué au cours d'un cycle multigrille peut

s'écrire, compte tenu du corollaire ( 3,1 ) :

- 0 3.5

Wy = Wy o+ Wy ( )
-k 3.6

Wew = Yy * He ¥y (28)

ot W, désigne le volume des opérations nécessaires pour calculer la.

solution exacte sur la grille grossiere.

wt 1 désigne le volume des opérations nécessaires pour résoudre un
+
cycle deux-grilles )
y g ( heer * Dy
y est le nombre d'itérations du cycle deux-grilles ( R y B e
k k+1 k
De (3.5 .) et ( 3.6 ) on tire:enusupposant P =7
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Estimation du nombre d'opérations arithmétiques nécessaires pour

effectuer un cy?le deux-grilles ( hk¥1 ) hk Y

Si nous désignons par C le nombre des opérations réclamées

en chaque point par les composantes du cycle :

- relaxation
- calcul des défauts
- passage de la grille fine & la grille grossiere

- et inversément,

il vient dans le cas ol toutes les composantes multigrilles sont construites
de la méme fagon sur toutes les grilles (ce qui est le cas dans le probléme

que nous étudions (cfr § 3.4.1) )

k+1 .
IR o
ol }A?k désigne le nombre de points de la grille A/k ( uVL =
# 0 )

k
= est une notation signifiént 1'égalité a des effets d'ordre inférieur

prés (comportement aux frontidres)

Nous pouvons estimer la constante ( de maniére plus précise

en prenant pour conventions :

- v = V1 4+ DZ représente le nombre total de relaxations au

cours d'un cycle

oY w2 sont des mesures du nombre d'opérations nécessaires

par point de la grille Q  pour les différents éléments qui

- W W

composent un cycle deux-grilleg a savoir respectivement :

- 3 i Q
w0 une relaxation sur y
- wq ¢ calcul du défaut et transfert de Qk VETS £2k .
- W, interpolation de la correction de rlk : VErs flk &k

son ajodt a l'approximation preécédente.
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Il vient
k—T L3
W, = (Pwy + Wy Wo) OWE
Dans notre cas. Wy w1 et Wo ne dépendentwpas de k et peuvent étre
estimés (M) & :
k-1
"o " Wy Wy
tL 5 25/4 7/4 (5v + 8)d,
x 1 5/4 3/4 (v o+ 2)

En comptabilisant de la méme manigére les additions et les multiplications,

il vient :
C= (6v + 10)

d'ob wt"‘1 t (6v + 1)

Le travail nécessaire pour effectuer un cycle complet est

alors donné par :

o 1-1 12 0 1-1 4
Wl =C (v ‘WE + ¥ Aq_1 +eoot+ ¥V A?) # P WU
1-2 1-3 0 1-1
) -1 ¥ p p ) P
= C °#H (v + 22 + 24 Faoeot 22(1_1)



Si Y =1
1 4 1 52 1.3
W, = CH° (1 + (=) + (=)%+ (=) +...) +w
1 1 52 " oA 0
2471
=CW,1((1/22)-1 ) g
(1/2%) -1
. 4
ZCJ{J]-?’-!-WU
d'od Wy = o2 N, + M
1 3 1 0

En particulier, dans le programme que nous avons travaillé :

Wy = O ., lefr § 3.4.1.)
4
D! = —=
of Wy =5y
Nbus obtenons des résultats analogues pour Y = 2 et 3 ce qui nous

permet de dresser le tableau récapitulatif ci-dessous :

4 ¢ N (pour ¥ =1)
T 1

wl : 2 JV’l (pour y=2)
4 ¢ N (pour ¥V =3)
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METHODE MULTIGRILLE UNIDIMENSIONNELLE

SRR Probleéme modele

Nous allons exposer la méthode en prenant comme modéle

1'équation de Poisson avec les conditions aux limites de Dirichlet :

2
_%x_% = f sur Q@ = (0,1)
(3.8)
u=g sur ' = dQ ={0,1)
3.2.2 Formulation discréte du probléme
Soit @ ={.1. 2, ... ,‘_".h:l'}

" 1'équivalent discret

(5 h=-1ho * i;_| ;‘; "‘i.l o 1
et soit Q.= Q _—.{ 2 . 4 Z_{ND.:l}}CQ
2 H ’ L i h
H L Np Np Np




En approchant la dérivée seconde

1'expression

Ui =24 .4

h2

encore notée

1 1 -2 11 u
Y Lo

@

au point i par

on obtient la forme discréte de 1'équation de Poisson

A -2 1]u =
7? h h

avec les conditions aux limites

(3.9)

(310

)

en incluant les relations(3.10)dans le systeme(3.9), on obtient

un systeme matriciel qui, dans le cas particulier ob Np= 8

peut s'écrire :

1 0 0 -1 2
hl
0 0 0 -1 2
0 0 0 0
0 0 0 0 0

—

-

u(h)

u(2h)
u(3h)
u(4h)
u(5h)
u(éh)

u(7h)

f(h) +

f(2h)
£(3h)
f(4h)
F(5h)

f(6h)

99

%? g(0)

F(Th)+= q(1)

hd
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'Ce systéme sera noté sous forme condensée :

Ly Yy = fh (3.11)

On observe tout d'abord que L, est une matrice symétrique dont

les vecteurs propres s'écrivent

N x )= sin(nax) ¥ Qy y

ol - -
e (1/N)
oM (2/N,)
o (3/N,)
oy = | PN CA/NL)
| " (5/Ny)
" (6/N, )

N

Les valeurs propres sont positives et égales a :

%2 (1 = cos nxgh ) n="1, «oo. N =1
En effet :
Ly o= 2 __ (13 (1-w+wecos nxh )) o
h2
- .
5 2 w (1= cos nzh ) @"
wh2

= 2 (1- cos nzh ) o° p=1,5:%:N

-1
he B
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On en déduit que la solution Uy de !“huh' = Fh peut s'écrire sous

la forme :

3
) ol
Un o % (x)

Nous aurons besoin de ce résultat dans la suite.

'"'Nous -allons maintenant détailler la méthode multigrille
décrite dans 1'introduction ce qui revient tout d'abord & analyser

chaque composante de la méthode deux-grilles.
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3.2.3. Méthode deux-grilles

a. Définition de 1'opérateur de lissage /

Appliquons la probédure de Jacobi au systéeme

L, u

TR T B BT

i h h

nous obtenons en remplagant L, par sa composante diagonale

2 :+1 1 j
~ uﬂ +5-1 0 -] ug = fy
H h
ce gqui donne
: . 2 .
g+ L j o h™ ] j
uh =7 (1 0 1] up t o <1 2 il U
t J = . _yd . il vient
en posan vy Up=up il vien
J#l_ 1 J
vit = 5 [1 o 1] vp

Et en introduisant un parametre de relaxation  (Ogw<1), nous

obtenans
JH _ @ 1 J-
ob 2[1 2(1-1) 1] := 5, () est, par définition, 1'opérateur

de lissage.

Cet opérateur peut encore s'exprimer sous la forme :

5, (@)

' D ow -
= Ih 5 h Lh
11 admet les mémes vecteurs propres que Lh
@n(x) = sin(nzx) n= ""’Nh_1
Xe.Q.h

Ses valeurs propres sont égales a

Kn (w) = 1 ~w+ wcos nth n=1,...,N

A



64

En effet
n _ w 2 n
Sh(w) P = (Ih -5 h Lh) 4’7
= (1 - % h2 %2(1 - cos nxh )) "
= (1 -w+ wcos nazh ) "

n =1,---,Nh“1

Remarquons dés & présent comment sont affectés les
vecteurs propres ©"(x) = sin(nmx) er,h,n=1,...N -1
par le passage de la grille fine Q. v a4 la grille

gr0331ére.ﬂzh

Examinons le cas ol Nh = 8

\.
|\
s
i
los] EN)
o

@n(x) = sin(nmxx) xel

D=1,2,-.oe,7_
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Les vecteurs propres ¢" pour n =1,2,3 | Les vecteurs propres " pour

sont aussi représentables sur la grille n=4,5,6,7 ne sont pas ’'représen-
grossiere () on tableé" sur la grille grossiere Cth
Nous les appellerons vectéurs propres = | En particulier la représentation

"basse fréguence". de o* sur 1la grille grossiegre Ej‘Zh

est la fonction nulle.

Ces vecteurs propres sont dits

"haute fréquence'.

Nous avons constaté que toute solution u, de Lhuh = fh peut
_ s'exprimer comme une combinaison linéaire des vecteurs propres de -

1'opérateur Lh
N~ 1

Uh : n=1 % ¥

n

' o n
ou en remplagant les vecteurs propres ¢ par leurs valeurs :

: %£1 _
u, = £ @, sin(nnx) XeQ
Puisque les opérateurs Lh et Sh(OD possedent les mémes vecteurs propres,

nous pouvons exprimer Shuh comme :

Np—1
i @ S

S, u sin(nzx)

h

Ni‘ﬂi
L o (1-w+wcos(nzh)) sin(nnx))

Nous remarquons que les composantes haute fréquence de la solution Up
sont réduites.

Si nous prenons w = 2 par exemple, ces composantes seront au moins
2
réduites d'un facteur

1]
3
X

u(hey s (5))

1
3

4 chaque itération de la méthode de Jacobi.

A
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Cet effet de lissage est mesuré grédce au parametre

#(h,Sh( w ) = max - |1-w+wcos{(nzh)
Mh <o
appelé facteur de lissage.

A titre d'exemple, estimons ce facteur pour différentes valeurs du

- paramgtre de relaxation w

w =1 Kn': cos(nzh)
#(h,Sh( w ))y= max lcos(nzh)l = lcos((N_=1)=h)l
Nh h
-2—<n< Nh"1
= 'cos (zh)
= 1- U(hz)-

La méthode de Jacobi utilisée avec un facteur de
relaxation w = 1 posséde de mauvaises propriétés de

lissage.

:1 2 H w A -J—-
w . ‘ Kn =5+ cos(nzh)
uh,Sp (@)= max |5 + 5 cos(nnh)| = %
2 -

La méthode de Jacobi utilisée avec un facteur de relaxation

@ = 1 posséde de bonnes propriéﬁés de lissage : les

2
composantes haute fréquence de la solution seront au moins

réduites d'un facteur 1 par itération de Jacobi.
Z




Lemme 3.1
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Si h est suffisamment petit, nous avons :

1~ w si ws 2/3
w=-1 -wcos(zh) g1 @ 2 2/3
En outre, la valeur w = 2/3 est optimale et conduit donc au plus

petit facteur de lissage :

#(h,Sh(2/3) )= 1/3.

Preuve :

Rappelons que le facteur de lissage u. est donné par 1'expression :

= max 1- w+ wcos(nzh)
Nhs ng Ny

Afin de tracer le graphe de cette fonction dépendant de w , on analyse

séparémment :
'uj = 11 —w+wCOS(Nh—1 )Ehl
N "
et u2 = |1-w+wccs-2—,ﬂ"h|

en observant que Ho= max{,u1. #2}



Etude de w! =|1 -w+wcos(N -1)7h|

I1 vient :

cos(Nh~1)nh = - cosnth = =1 +.O(h2)

d'od
W= 1= 20+ ah?)]
et aux termes du second ordre preés :
2 w -1 si w>» 1/2

1T - 2 w si w < 1/2

La représentation graphique de pl et de u2 met en évidence le

point critique w = 2/3
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b. Définition de 1'opérateur de correction par grille grossiére (CGC)

s s o . o e e S T ) ) D D D D D e e ) D ey S D S Y D S ) D ) D) D ey e

Nous avons vu que cette méthode remplace la résolution du systéme :

. ‘= dj

L. ug Jo, i =0,1,2,...
sur la grille fine L;h
par la résolution de :

Ly, vﬂ = dﬂ Vo = 0,1,2,...

sur la grille grossiére () H

En plus d'une méthode de résolution pour le systéme LH 0& = dg 5
nous aurons donc besoin de deux opérateurs de transfert :

un opérateur de restriction Igh et un opérateur de

h

prolongement IZh

1- L'opérateur de restriction : Iﬁh

envoie le résidu donné dans () h soit dg sur sa restriction
. Hd

dansilzh : th

Cet opérateur doit &tre simple & calculer tout en perdant le moins

d'information possible lors du transfert de grille a grille.

Nous choisissons

1/4 /4 174y

e T A T A & T Y A R g L
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2- A 1l'inverse, 1'opérateur de prolongement : Igh -
envoie 1'erreur .Wgh calculéde dans n?h (qui est solution
du systeéme [_2h ggh = dgh ) sur sa prolongée dans Ilh . Qg

De nouveau nous désirons un opérateur simple a calculer et perdant

un minimum d'informations.

Nous choisissons

i 1T 0 0O ]
2 0 0
1T 1 0O
I?h = 0 2 0
o 1 1
0 0 2
0 0 1

qui correspond a la molécule

11 2 1]

N —

ou graphiquement

1 2h
12

172 12

—_—
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c. Définition de 1'opérateur d'itération deux-grilles

o e o o D T S D o S S S D o ) ) D D e ) G S D ) ) S Dy ) ey

Combinons les opérations de lissage, de transfert et de résolution

vues dans le chapitre précédent suivant le schéma "deux-grilles"

exposé au chapitre 2.1

e omn r = J o P
d _fh Lhuh Uh___mﬁ>uh+0hm“_ 5,

cl

=
-
@
fab]
w®
o g
=g

Yy, relax

LISSAGE B Y L ISSAGE
7 e ————
restriction résolution du interpo-
sur la grille systéme sur la lation sur
grossiere grille grossiere la grille
fine

Une itération "deux-grilles" est alors caractérisée par 1'opérateur '

matriciel :
Mo = 82 (1, - 15 honTe Ly SY
Dwﬁosant Kihz Ih = IghL;Llﬁth , 11 vient :
m2h = 52 g Zh s




Pour caractériser les propriétés de convergence de 1'opérateur Mﬁh

nous devons calculer son rayon spectral. Comme il est trop compliqué

de calculer directement celui-ci, nous allons construire Mih

équivalent orthogonal de la matrice Mﬁr1 simple & manipuler.

, un

Afin de simplifier les calculs nous prendrons Nh = 8.

Observons tout d'abord que :

i3

)

, -n
o (x) = " (x) = - oNh (x) x€ 0,
Np, / - 2 : '
(th(x) ::(PNh(x)zU x e 0)
2h
En effet :
Ny, —-n ;
@ h'py = - 51n((Nh—n)nx)
- sin(Nhnx) cos(nzx) + sin(nax) cos(Nhnx)
= sin(nnx)
= o™ (x)
ot x = lh avec 1 = 2,4,6.
N2 = N g
@wa2181n(j;=nx)‘.
= sin(1 %%})
= 0 o x = lh avee 1 = 2,4,6.
o n Nh-n] . . e
Posons Eh ni= span [o 50 c'est-a~dire 1'espace engendré
H 5
. .n Ny, - ’
par les vecteurs | ¢ ,(Ph N et Eh,j\_lh -__-,span[ @_&h]
2
Nous allons d'abord montrer que ces sous-espaces de u;ulh) sont laissés
invariants par 1'opérateur Kﬁh , c'est-a-dire
2h Ni
Kb ¢ Epon=Eh,n 0 (n<30)
En effet,
’ . n Nh—n 2
Lh ; E¥1,n Eh,rw' car ¢ et ¢ sont des vecteurs propres de Lh



2h
I Eh,n—arspan [o"] 74,
En effet, si nous appliquons 1'opérateur Iﬁh au vecteur propre p"
N
ol n'g—thm il vient,
sin (nxh)
"1/2 1 1/2 0 0 0 O | sin(3 nxh)
1 |o 0 1/2 1 1/2 .0 0O ~ sin(4nrh)
2 : .
: |=.D 0 O o 1/2 1 1/2 * sin{5nzh)
sin(6nzh)
L sin(7nzh) |
1 (sin(nzh) + sin(3 nzh) ) + sin(2nzh)
2
=1 | 1 (sin@ nzh) + sin(5 nzh) ) + sin (& nzh)
2| 2
1 (sin(5 nzh) + sin(7 nzh) ) + sin(é6 nzh)
2
} ' sin (2 nzh) (cos (nzxh)+ 1)
=1 sin @ nzh) (cos (nzh)+ 1)
2
sin (6 nzh) (cos (nzh)+ 1)
sin @ nzh)
=1 ( cos (nzh} 1) sin & nznh)

2
sin(6 nzxh)



- __Appliguons a présent ce méme opérateur Iﬁh
N
ol n<—-zb- il vient
Sin((Nh-n)nh)
Sin((Nh—n)Znh)
¥ 1 % 0 0 0 0 sin ((N,-n)3zh)
1 o o % 1 % 0 0 sin ((N, -n)4rh)
A :
0o 0o o o % 1 % | sin((Nh—-n)Enh)
sin((Nh—n)énh)
L sm((Nh—n)?n‘h)
sin (nzh)
- sh\@ nzh)
¥ 1 % 0 0 0. 0 sin G nzh)
= q o 0 % 1 % 0 0 - sin {4 nzh)
2
o0 0 0 % 1 % sin (5 nzh)
- gin (6 nzh)
sin (7 nzh)
1 (sin(nzh) + sin 3 nzxh) ) - sin(2 nzh)
2
g 1 (sinBG nzh)+ sin(5 nxh) ) - sin(4 nzh)
2 2 ey . ’
1 (sin (5 nzhk+ sin (7 nzh) ) - sin(6 nzh)
2
sin (2 nzh)(cos(nzh) - 1)
24 sin (4bnzh)(cos(nzh) - 1)
2
sin (6 nzh)(cos{nzh) - 1)
sin @ nzh)
=1 (cosnth- 1) |sin(4 nxh)
2

sin (6 nzh)

au vecteur propre
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LZh':span[@n] —sspanfop" ]: car ®" sont des vecteurs propres de Lzh

I, ‘sean (@) — 5 E_

En effet :

N
o
a

sin 2 nxh
0 1 0 sin 4 nxzh

0 % % sin 6 nzh

sin 2nznh

EL

sin 2 nzh

1 sin 2nzh + l sin 4 nzh
2 2

= sin 4 nzh

1 sin 4 nzh + 1 sin 6 nnH:’
2 2

sin nzxh sin nzh

sin 2 nzh - sin 2 nnh
sin 3 n=zh sin 3 nzh
= « sin 4 nxh+| + § - sin 4 nxzh
sin 5 nxh sin 5 nzh

sin 6 n=nh - sin 6 n7h

Lsin 7 nzh | ain 7 nzh



Pour les composantes paires (1 = 2,4,6), il vient :

1]

asinlnzh - pB&in lnzh = sin lnpzh
d'ot (a=-p ) =1

1,3,5,7), il vient :

Pour les composantes impaires ( 1

@ sin lnzh + psin lnxh = 1 sin ( 1=V ) nxh +l sin ( 1+1) nzh
' 2 2

d'o ( @ + p ) sin lnzh = cos nzh sin lnzh
et a+ p =cos nrh
On en déduit les valeurs de a et B

@ ;%-(Cosnn’h +1 )

ﬁ:lz-(cosnnh -1)

: a 2
Nous pouvons maintenant construire Kﬁh 1'équivalent orthogonal de Khh G

formé des images par Kﬁh des vecteurs de base de E(Q, )

pris dans 1'ordre : <P1, ~’P7 ;fpz 3 ‘96 3 ‘P3, \”5et fPa.-

2h _
Rappelons que Kh = Ih - IZh L2h Ih Lh

N
et appliquons cet opérateur aux vecteurs o" ot n 4—5}1

h ,=-1_2h n
(I - IopbopIp by) @
n 2 h , -1 -2h n

= - 1 =

@ 2Nh( cos nrh )IZhLZhIh Lh v
= @ - 2N2(1 - cos nzh )L (cos nzh +1) Ih L"1 o"

h 2 2h~2h
:tPn—Ng(1—-cosnnh)(1+cosnnh) 7 2 Ighcpn
Nh( 1 - cos2nzh)
. 2

I 2 sin” n=zh L n 1 Np-"
= o s Zogh )( 5 (cos nth +1 )¢+ 2(003 nzh-1) ¢ )
= 0" - cosz(m——nznh ) e o+ sinz(————nznh ) pNh7n
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Posons sin? £%§1 2 £ d'oti cos? n;f\ 59 i

I1 vient,
2 -
CA AN LY CC I S S LI AL b

N
En appliquant la méme procédure a ?Ntf'” ol n < et a

nous obtenons

th (PNh"'n - {PNh.—.nm (=(1m§)¢n +§(PNh-'n)
Kih o Nh/2 _ oNh/2
s . - Sy h .
D'olt 1'on tire que 1'équivalent orthogonal KZh de KZh est diagonal
: it .
par blocs (KZh,n) ol
¢ - | N
i ; h
} si n< -
RZh - 1=
hn
Nh
la matrice d'identité si n= a5

de dimension 1

D'autre part, comme les vecteurs @n (H=1 5 .Nh-T ) sont aussi des

N

vecteurs propres de Sh , on en déduit que les espaces Eh N (n< T;J
]

sont aussi laissés invariants par 1'opérateur Sh

N
n Q-%l

L'équivalent diagonal Sh de Sh se réduit a une diagonale constituée

des valeurs propres K_ = (1 -~w + wcos nzh),n=.Nade S, prises
dans l'ordre K ,KN —1;K2’KN _pieens KN s KN ;KN
h h _h 7; o1 ?ﬁ
Les espaces Eh N (n < Nh/z) étant laisé%s invariants par Kﬁh et §
b
ils le sont aussi par Mah Et nous obtenons la représentation
~2h 2h
Mh,n G Mh,n
a2h  _ 52h . e “2h 2
Mh,n - fi“h,nw1 ’Qa’w) - Sh, C Kh,n Sh,n<w)

h ¥
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Nous avons donc réduit le calcul du rayon spectral P(Mﬁh) au calcul
des rayons spectraux de matrices (au plus) de dimension 2.

2h wZh
p(mZM) )

h = max p(Mh’ rlgNh/Z

Cette quantité dépend en particulier des paramétrés w v et v,

ou plus exactement de w et v ::7 Y+ Y

En effet, comme p(AB)= ABA) | ol o et B sont des opérateurs linéaires,

p CMﬁh) ne dépend pas de uy et v, individuellement mais de leur

somme ( v ).

Pour la méthode développée dans ce chapitre, c'est-a-dire quand la technique

de lissage utilisée est celle de Jacobi relaxée, on obtient pour w fixé

égal a %/2 les valeurs suivantes du rayon spectral de 1'opérateur Mﬁh

p(Mih) 1/2 1/4 1/8 5783]: 5 -

Dans le paragraphe suivant, nous allons étendre la méthode multigrille
au cas bidimensionnel en résolvant 1'équation de Poisson avec les

conditions aux limites de Dirichlet sur le carre unité.
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ONNELLE.

3.1, Probléme modéle

Soit & résoudre 1'éguation de Poisson
azu BZU ‘
~Au =-S5 - S0 = f sur Q = (0,1 )x(0,1) ( 3.12)
ox AX
avec les conditions aux limites de Dirichlet
u =g sur ' = 341
3.2, Formulation discréte du probléme
Soit A :{x:(ih,jh) i,j =1, .,N-1}0U th-:;
; ' : : ; N
et soit N g !LZh 2 {x = (Zih;2jh) 1, =1 5000y ?? _]}

Si‘'l'on discrétise le probleme(3:12)

finies sur (L B

1'approximation du second ordre cla

, on obtient en ut

-1
N @ L s -
“hF4h T2 L

-1

L'élimination des conditions aux 1li

équation de grille de la forme :

par la méthode des différences
ilisant la notation moléculaire

ssique :

3

mites discretes conduit a une

-1
T W " -
ST S I TS () (343)
-1
ol fh contient une composante de la frontiere I' en tous les points
X =( ih, jh ) avec i ou j =1 ou Nh_1



Observons que la représentation matricielle du systeme(3.13) dépend de
1'ordre de parcours des points de la grille fL . En effet, si nous
choisissons 1'ordre lexicographique c'est-a-dire si les points de

la grille sont indicés comme 1'indique la figure 1 ,

fig.1

e S

Shivante :

ous obtenons la repfésénféfidﬁ'méﬁfiaiéiié”dé "Lh

st
-

Lﬂ

—
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Par contre, en choisissant 1'ordre "red-black" c'est-a-dire en indigant

les points comme sur la figure ci-dessous

— lu u
4 9 5
o point rouge
u u u
¢ o 2 e point noir
) (TPER (T u
! 6 2
fig.2
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Nous obtenons pour |, la représentation matricielle :

pe

4 0 0 0 0 |- -1 0 0O

0o 4 0 0 0 [|-1 o0 -1 a

i § & 0 U1 A4 o1 =

41 0 -1 - ol @8 4 0 O

a -1 -1 -0 -1 0 a 4 0

o 0 -1 -1 -1 0 o 0 4

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le cas ol Lh est la matrice
associée a 1'ordre lexicographique, tous les développements ultérieurs
pouvant &tre traités de maniére similaire pour le cas de 1l'ordre '"red-black"
Observons tout d'abord que L, est une matrice symétrique dont les

h
vecteurs propres sont donnés par :

e (x) = 2 sin(nz x ) sin(nznxz) xe_Qh;ﬁnl <Nh—1
ol n= (n1,n2)€iN2
et |n| = max (nq , n, )

Ce qui donne dans le cas particulier ol Ny 4

sin(nz h)sin(nzh) . ;8in(2m= h)sin(n, mh) ;sin(3n1nh)sin(n2nh)‘\

= Sin(anh)sin(anuh);éih(2n1nh)sin(2nzﬂh);Sin(3qn h)sin(anmh)‘

sin(rﬁnh)sin(annh);sin(znwrh)sin(BnZnh);sin(SWPFﬁ)sin(Bﬂgﬂh)/

Les valeurs propres correspondantes de ijsont toutes positives et

données par 1'expression :

K, =% (2 - cos(mnh) - cos(n,nh))
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3.3.3. Mébhode deux-grilles

Comme dans le cas unidimensionnel, nous allons considérer deux phases :

le lissage et la correction par grille grossiere.

1- Le lissage
Un pas de la méthode de Jacobi relaxéeappliquée au probléme(312avec W

comme premiére approximation sera noté :

ﬁh = RELAX ( wh,Lh,fh;w)

Ot la matrice d'itération associée est donnée par 1'expression

whz
S, = Sh(w) =1 - 7 L

h h

h
Par cette formulation, on constate que les vecteurs propres de Lh et
ceux de Sh(wﬁ'“soht les mémes :
n s . )
9 (xk 2 sin (M7 % ) sin ( Ny7x,) X€hy ,|n|$’Nh—1
Les valeurs propres de Sh(aﬂ sont données par :

X = 1- 5 (2 - cos(nnh) - cos(nyr h)) (3.14)

Comme pour le cas unidimensionnel, les propriétés de lissage de
sont mesurées en distinguant basses et hautes fréquences (par rapport

4 la grille grossiere J1 H choisie).

Rappelons que les basses fréquences sont les-vecteurs propres représentables
sur la grille grossiere () H tandis que les vecteurs haute fréquence

ne sont !'pas: visibles" sur "
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On définira en conséquence les vecteurs propres basse fréquence comme

étant les ¢" pour lesquels |n | < Nh/2 (dans la figure ci-dessous,
ils occupent la partie hachurée). Les vecteurs propres haute fréguence
seront les ¢" pour lesquels Nh/z <|n g N_-1 (ils seisituent dans

h

la surface non hachurée)

Nofh

Nh

Cemme pour le cas unidimensionnel, nous définissons le facteur de lissage

yr16w) de l’opéfateur Sh(an par 1'expression :

#h(w) 1= max%]xn| fNg < Ja] £ N -1 (3.15)



Ou encore, le facteur de lissage est le plus mauvais (ie 1le plus
grand) facteur de lissage des composantes de l'erreur par pas d'itération

de la méthode de relaxation employcée.
En appliquant la définition(3.15) pour les valeurs trouvées en(314), il vient :

p (h,w) := max l1wC0(2-c05ﬂh)/2L|1 ~—w (1 + cosnh)l% (3.16)

et nous obtenons

g (h,w) > 1 . pour wg Q0 ou w>f (avec h petit)

p(hyw) < 1 pour QO<w< 1

En particulier, 1'expression(3.16) donne :

cosmh si w=1,
#(hyw) =4 (2 + cosmh)/4 8i w=1/2,
( 1+ 2cosnh)/5 si w= 4/5.

Le suprémum de u (h,w) par rapport 3 h sera noté p¥( @w ) avec
) sz e {utn,e) s n< (3.7

La forme(3.16) donne :

) =max3 - w21, - 2w|z
1 - w/2 si w<€4/5
1 - 2w ai w>4/5

Cette fonction rest représentée dans la figure ci-dessous :
\

e
1

Vé
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Nous obtenons en particulier

1 si w=1
u* () = {3/ si w=1/2
3/5 si w= 14./5

La valeur optimale de u*(w) est donnée par w = 4/5 (cfr figure 3 )

2- Correction par grille grossiére

Rappelons que le passage de 1'équation du déFauE Lh \ﬁi = aﬁ
. . i _ = Q . .
sur !lh a 1'équation L, vy oo dy sur ), nécessite deux

opérateurs de transferts : un opérateur de restriction IE - qui
envoie le défaut aﬁ sur sa restriction aﬂ et un opérateur

d'interpolation Ih qui envoie la correction Qﬂ sur sa prolongée Qg

H

L'opérateur de restriction : IE s

Nous utiliserons pour opérateur de restriction 1'opérateur d'interpolation

pondérée, en notation moléculaire :

121
2h,_ 1 2 4 2
h *5 78

12 1

Ce qui est encore illustré dans la figure suivante :
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SN

/

h

h
I.' opérateur d'interpolation : Iy

Nous choisissons comme opérateur de prolongement 1'opérateur d'interpolation

bilinéaire, c'est-a-dire en notation moléculaire :
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3- Définition de 1'opérateur deux-grilles

Description d'une itération deux-grilles :

Pour résoudre 1'équation de Poisson discrétisée sur le carré unité,
¢ ) X P ddme . ;
nous considérons 1'algorithme décrit page 45. La itération

a partir de lJﬁ se décompose comme suit :

Jj+1

calculant uh

lissage : calcul de Gg en appliquant v, pas de la méthode de
J

Jacobi avec un facteur de relaxation o a uh
ol = reLax” (ud Ly, s w)
Yh © YhothrThi

correction par grille grossiére :

- calcul du défaut

aJ .- _ =J
dh o= Fh Lhuh

- restriction du défaut
h

d

=Jj ._ 12 3
dyn:= Iy dj

h

en utilisant pour Iﬁh 1'opérateur d'interpolation

pondérée
12 1]
I2h . =4 2 4 2
h 7 16
1 2 1
- calcul de U%h solution exacte de 1'équation du

défaut sur leh (ici L2h est défini de maniere

analogue a L. )
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- interpolation de la correction G%h en utilisant

1'opérateur d'interpolation bilinéaire Ih ’

2h
1 2 1]
hooLl2os 2
2hiT &
12 1

- calcul de 1'approximation corrigée sur flh :

=3 L ed
Uy o+ Uy

lissage : calcul de ug+1 en appliquant v, pas de la méthode

de Jacobi avec un facteur de relaxation w a Gj + oj

h h
A .= RELAX (i od L, Fsw)
h h h ’"h’ h’
Rayon spectral de 1'opérateur deux-grilles
Nous considérons 1'opérateur deux-grilles
MED o s%(w) k2P S ()
h h
_ % _ .h =1 .2h v,
S Aw) (Ih IZhLZhIh Lh) S (w)
dont les composantes ont été définies ci-dessus.
Comme dans le cas unidimensionnel, nous allons mettre en évidence &ih
équivalent orthogonal de Kﬁh . 0Ob Rﬁh est diagonale par bloc,
composée de blocs &ﬁhr] de dimension 4 x 4 (au plus).
y
Pour cela, nous allons montrer que les espaces EH H définis comme :
’
B, , = span @nT’nz;WNh_n1’Nh—Hqu’Nh‘n1’an-¢n1’Nh_nZ
’
(Inl g Nh/z)

2h

sont laissés invariants par 1l'opérateur K
P h
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Pour la description des matrices &ihn
2

donnée par :

nous utiliserons aussi une

base de vecteurs propres de I‘Zh

®'(x) = 2sin(n,mx )sin(n,mx,)

pour xe() ;1IN < Nh/Z -

2h

Sur la grille grossidre f)zh ,nous avons les égalités :

o™ M2(x)= o™ M2(x) = oMM N2 () = -V M2(x)=-e™ MR TR

pour xeQ, ;fnléNh/Z %1
Paur ny = Nh/z et/ou r&::Nh/Z,lES espaces Eh sont respectivement

’

de dimension 1 ou 2 et leurs vecteurs propres de base coincident

sur leh avec la fonction de grille nulle.

Les opérateurs composant Kﬁh possédent les propriétés :
Lh : Eh,n_'e Eh,n : car les vecteurs générant
E sont aussi vecteurs propres
h,n
d
e Lh
2h n .
I, ® By , ———>span {@”} pour n < N /2 -1
o™ 712 (1-8)(1-m)
?Nh_nﬂho"HZ £n
172 - - ™ £
‘ -oMhTM 0y £(1-1)
- oM 2Ny (1-€)

pourini< N /2 -1 et ob |{= sinz(n1n/2Nh),

=3
1

2
sin (nzn/ZNh)

h =0 pour n =N /2et/ou n, = N,/ 2

L : Spﬁﬂ{@nL__“__*_aspan{®n} : car les vecteurs o" sont

vecteurs propres de Lop .



%1

3 i
Ip ¢ spanio | — R LIE N, /2 =1

D ePi M o (B (1-n) @™ 1N £ oNpmneNpmny

2h
==y eNeTMooNl (1 —f)peM NN

Nous pouvons ainsi décrire les blocs composant la matrice kﬁh

1
.I‘-—A— (bicj)4,4 Inl<Nh/2
., matrice d'identité de
2h y : ,
Kh,n = dimension 2 , sin, oun = Nh/z
, matrice d'identité de
dimension 1 si m = n, = Nh/Z
ab A= $(1=-&) + n(1-7) et
‘ b1= (1_5)(1“n)3b2:§n, b3'—'§(1—7}): b4=(1"§}"1
c, =

= b1 (§+77), czzbz(z'.{:"n)!c}:b}“ -§+n)’c4=b4(1 +§‘7?:

Nous avons aussi :

S Eh ,carT nous avons.vu que les. vecteurs ¢ sont aussi
)

h(w) :‘Eh.,n_?

vecteurs propres de Sh(W).

Par (3.14), nous pouvons décrire les blocs composant la matrice diagonale

Sh(w) , équivalent orthogonal de Sh(w-) comme :
f —t
(1~ ($+1))
(-0 (2-§-m)
si ;‘nI<Nh/2
(1- cot1-&+7m)
(1-co(1+ §-7)
" i P
Sh,n(‘”) = ‘
1- o+
si ny ou n,= N, /2
-co(2-5 ) > n
2,2
l?-w(% ’?)] si ny=n, = N /2
7141
\
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Les espaces E (1n1 g Nh/Q) gétant laissés invariant par les

2h
h

, équivalent orthogonal

h,n
opérateurs Kﬁh et Sh(a:) , ils le sont aussi par M

Nous. obtenons la matrice diagonale par bloc ﬁﬁh

de Mﬁh . Avec :

~2h  _ o2h
Mh,n - Mh,n(

A[) ~ A
. < 2 Zh <]
s00) = Sf\,n(&ﬂ K Sh

v ,v
19 h,n

2 ’n(&)‘)
Nous avons donc réduit le calcul du rayon spectral de la matrice
d'itération de la méthode deux-grilles (P(Mﬁh )) au calcul des rayons

spectraux de matrices au plus de dimension 4

]

=it ) nl < Nh/2

2hy _ 2
P(Mh ) = max p(Mh,n

Comme dans le cas unidimensionnel, ce rayon spectral dépend de
vo=u +l, du paramétre «w et du pas de discrétisation h .

I1 sera encore noté :

p(h,vse) 1= POME" (1,0, 59))

Nous introduisons encore le facteur p*(v,w) défini comme :
p*¥(V,00) = sup {P(h,v30) : h <?/4}

~ j
Dans le tableau (I) proposé par Trottenberg {11] , nous trouvons

quelques valeurs de P* donné comme fonction de V et de deux paramétres

de relaxation fixés <«w = 0,5 et w =0,8.
1% "w = 0,5 w = 0,8
1 0.750 0.600
2 - 0.563 0.360
3 0.422 0.216
4 ~.0.316 0.137
5 0.237 04113
Tableau (I) : comparaison des facteurs de convergence p* pour différentes

valeurs de P - et de w
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Nous constatons que les facteurs de convergence p¥ diminuent avec

1'augmentation des valeurs de V . (Observons qussi que le facteur de
relaxation <o = 0.8 donne de meilleurs facteurs de convergence que |
la valeur (o = 0.5 (ce qui avait déja été suggéré par la valeur des

facteurs de lissage respectifs). |
Donnons, pour terminer ce chapitre, quelques valeurs de P (h,p;«)

comme une fonction de h dans le tableau (II) (Trottenmberg (11] )

1/4 0.667 | 0.458 | 0.310 | 0.217 | 0.483 | 0.233 | 0.171 | 0.130
1/8 | 0.731 0.534 | 0.391 0.285 | 0.570 | 0.324 | 0.185 | 0.130
1/16 |0.745 | 0.555 | 0.414 | 0.308 | 0.592 | 0.351 0208 | G135
1/32 | 0.749 0.561 0.420 | 0.314 | 0.598 | 0.358 | 0.214 | 0.137
1/64 |0.750 0.562 0.421 0.316 | 0.600 | 0.359 n.215 | 0.137

1/128 | 0.750 | 0.562 | 0.422 | 0.316 | 0.600 | 0.360 | 0.216 | 0.137

PH(1 je0) 0.750 | 0.563 | 0.422 | 0.316 | 0.600 | 0.360 | 0.216 | 0.137

Tableau (II) : (h,p;w) facteur de convergence de la

méthode deux-grilles.

Ce tableau montre que le facteur P tend vers p* assez rapidement
Donc, dans les cas-considérés, p* contient 1'information essentielle sur

la convergence de la méthode deux-grilles.
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>.4. APPLICATIONS NUMERIQUES.

3.4.1. Résolution de 1'équation de Poisson
La méthode multigrille appliquée & la résolution de 1'équation de
Poisson sur le carré unité a été programmée par FOERSTER et WHITSCH

[1] et [11] conformément & 1'organigramme de la page 45
Nous allons décrire les principales options du programme & savoir :

- le choix d'une premiére approximation

- la méthode de lissage

- le choix des grilles grossiéres et leur nombre

- la méthode de résolution directe utilisée sur la grille la plus fine

- les opérateurs de transfert (restrictiom et prolengement)

- le choix d'une premiére approximation

- T ) o S o S T S

On adopte sur ce point une stratégie trés générale :

up 0 en tout point de Qh
u, = Fh en tout point de Fh

- méthode de lissage

Notre choix se porte sur un opérateur de lissage "Red-Black" c'est-a-dire
ol un lissage complet se décompose en deux étapes correspondant
respectivement & des opérations sur le sous ensemble des points rouges

puis sur les points noirs de le grille Ilh (voir figure)

D & 0 point rouge

e point noir

A4
A

4
T
T




a5
Dans la premigre étape, tous les points rouges de la grille sont traités
par la méthode de Jacobi. Les valeurs calculées en ces points
n'interférent pas ét ne font intervenir que de 1'information provenant

des points noirs.

Cette étape terminée, on balaye alors de maniére analogue tous
les points noirs de la grille. Cette méthode de lissage est décrite
par deux opérateurs partiels notés Sifd et Sﬁlaek respectivement

et définis comme :

lissage partiel sur les points rouges

;

red _ hz. ; ,
(S (Y(x) = f (1. - 5= L) ¢(x) si x estiun
h h 4 h
point rouge
} : 3
L) si x est un
point noir
\

lissage partiel sur les points noirs

(
catack ¢ 3ol = ¢ (x) si x est un
point rouge
4 h2
JE Lh)ﬁ(x) si x est un
point noir
-
- choix des grilles grossiéres L

PSS ———————————E PP e

Le choix d'une grille Ny moins fine que la grille initiale !1h ,
est déterminé par H . Ici, nous choisirons H de facon standard en
posant H = 2h
Dans le programme, la grille la plus fine correspond & une valeur de

h =1/64, le nombre de grilles possibles est ainsi limité a 6

(h=1, 1 1 )

1 1 1
[ 37 ’ 6’ 8 ' & ' 2
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- méthode de résolution direote utilisée sur la grille la plus fine

Observons tout d'abord les dimensions des différentes grilles :

# N (63)2% = 3969
# 0, : N = 96
# 3 Os® = 225
# o, (1?2 = 49

= NG L

# 0y s (=

On constate én particulier que la grille la plus grossiere ne contient

qu'un seul point intérieur, rendant la méthode de résolution d'un
y

systéme linéaire évidente.

- les opérateurs de transfert

2h

. 1'opérateur de restriction : Ih

Nous choisissons 1'opérateur de restriction défini comme :




97

ce qui est encore exprimé par la figure ci-dessous

/ i /

/ ya P /

Remarquons qu'aprés un pas de lissage, le défaut est nul sur tous les

points noirs. Cela résulte immédiatement de la définition de 1'opérateur

de Laplace discret et de la stratégie "Red-Black".

La procédure de transfert
devient alors extrémement
avons fait de 1'opérateur
en multipliant les points
et de la grille grossiere

"demi-injection".

de la grille fine vers la grille grossiere
simple en particulier, pour le choix gue nous
de restriction. Le transfert s'effectue
appartenant & 1'intersection de la grille fine

par un facteur 0.5 : Cet opérateur est appelé
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. 1'opérateur de prolongement : Igh

Nous choisissons un opérateur d'interpalation bilinéaire que

que nous avons déja évoqué dans ce travail :

1 2 1

o1
IZh =3 2 4 2
1 2 1

Nous pourrons cependant économiser des calculs si l'on observe
la chose suivante. Aprés avoir effectué le transfert grille
grossiére vers grille fine, nous allons lisser la nouvelle
approximation & l'aide de 1'opérateur "Red-Black".

Le lissage sur les points rouges donne :

| 2
st i) = (1, - Gr) 100
[ g ] 5
=\ |lo 1 o0 - -1 =y |60
0 -%

N

-y 0 x| i

N

Ce qui signifie que le calcul des nouvelles valeurs de

1'approximation sur les points rouges ne dépend que des valeurs

sur les points noirs adjacents. Il sera donc inutile de

procéder a 1'interpolation des valeurs de la correction sur les

points rouges de la grille fine.



Le code du programme FORTRAN écrit par FOERSTER et
WITSCH [11] a été modifié pour permettre la résolution d'équations
elliptiques plus_générales. Nous allons traiter cette question dans

le paragraphe suivant.

99
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3.4.2. Résolution d'une équation elliptique non linéaire

Tout au long de ce travail, nous avons étudié des problemes linéaires.
Nous allons montrer qu'il ‘est possible d'étendre le champ d'application

de la méthode multigrille & des problémes non linéaires.

Soit le probléme :

1]

.gl u(x) £ (%) % @ i

; (3.18)

L oux) = fT (%) xeTt=3n

L est cette fois un opérateur de la forme - Au + gfl(x,u);

g étant une fonction suffisamment réguliére de x et de u

Nous allons résoudre cette équation par la méthode de Newton

appliquée au systeéme lindarisé (cfr schéma ci-dessous)

Yi=4p
Ui+1 solution de
; } 9g B} pols]
1+1 AUi+1 + aU - ui+1 = f - g(X,Ui) + au - Ui (3.19)

~

non
Z
<
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A chaque étape (3.1 ), nous pouvons utiliser la méthode multigrille

pour résoudre le systeme linéaire correspondant.

Remarquons que le systéme linéarisé est de la forme

-Au + cu = Ff°

donc un peu plus général que 1'équation de Poisson traitée au § 3.4.1.

L'extension de la méthode & ce type d'équation ne pose aucun probleme.

Nous avons étendu le programme de calcul linéaire [1] , [11]
4 la résolution du systeéme (3.18 ). Le code FORTRAN de ce programme

est repris dans 1'annexe 3.

Pour illustrer cette extension de la méthode au cas non linéaire

nous allons résoudre le systeme :

dans f£L

1
-

- AU + AU + lJ3

(3.20)
u =0 sur'=9n

L'équation ( 3.20 ) a été étudiée par R. TEMAN [12] qui a
démontré 1'existence de 1'unicité de la solution dans des conditions tres

générales.

Nous nous sommes placés dans les conditions suivantes :

n = (0,1) x (0,1)

-ty
1n

2200 x4 (%, =1) = 200 x,(x,-1)
Foxg (g =1)x5(xp=1) 10° ><13(><1 —W)Bxg(xz-ﬂB

A =100
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On peut montrer que la solution exacte est :

u =100 x1x2(x1—1)(x2—1) .
Quatre itérations de la méthode de Newton suffisent pour atteindre

une précision de 1'ordre du millionieme (voir annexe 3)

Aussi, en couplant les avantages de la méthode multigrille et
ceux de la méthode de Newton, on peut s'attendre a d'excellents résultats

dans la résolution de probleémes non lingaires.
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4, CONCLUSTIONS

Dans ce travail, nous avons présenté la méthode multigrille,
une méthode de résolution de systémes linéaires provenant d'équations

aux dérivées partielles elliptiques linéaires.

Ces systemes présentent les caractéristiques suivantes :

- une structure réguliere
- une grande taille

- un grand nombre de composantes nulles.

Cette méthode est en fait la composée de méthodes classiques
(Jacobi, Gauss-Seidel relaxées ou non, correction par grillé grossiere
(C.G.C.), ...) dont elle a su tirer péfti des propriétés les plus adéquates
(lissage pour Jacobi ou Gauss-Seidel, écrétage des composantes hautes

fréquences de la solution pour C.G.C.).

Nous avons montré que la méthode multigrille était simple
dans sa conception et que les paramgtres qui la caractérisaient étaient

faciles &a quantifier.

Flle est en outre treés flexible dans la mesure ol ses

composantes peuvent &tre choisies au mieux du probléme considéré.

Sa programmation ne pose aucun probléme et s'est avéreée

facile 3 modifier.
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Enfin, les résultats comparatifs avec d'autres méthodes
sont des plus encourageant et confirment les résultats théoriques.
En particulier, le nombre de calculs qu'elle nécessite est proportionnel
au nombre de points de la grille avec une constante de proportionnalité
trés raisonnable. Cette derniere propriété ajoutée au fait que la
méthode multigrille peut, du moins formellement, &tre adaptée a des
problémes plus complexes en fait un outil particuliérement prometteur.
C'est pourquoi les applications qui en font usage se multiplient
aujourd'hui, tant dans le domaine des équations elliptiques que dans

celui des équations paraboliques, linéaires ou non.
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ANNEXE 1.

Démonstration de la proposition 1 établissant 1'équivalence entre le

probléme de Poisson de (2.3) et la formulation variationnelle (2.4)

Démontrons la condition nécessaire :

s s s s B D B ) e D S )

L'espace des fonctions utilisées sera :

'] =
v = i@ = {v L@, a el Gn,14,...n;%;o}

Prenons thT(gl) 2 arbltraire, il vient

j'.[ hi{x).Au(x) dx = .y J'h(x) f(x) dx
- j' 5.h(x1,x )Ga u(x1,x (y ,xza dx; dx,
e} . 3

th(x1 x50 Flxgyx,) dxq dx, (%)

CommeSla la forme particuligre
X _ aXg=]

1k

QL =0
/ s 8
nous obtenons 1 X4

1] el
3 u 3%y
h(x1,x2)——§(y ,xz)dxldx2 = h (% ,xz)——i(x1,x2)dx2 dx,
£ 9% o| #0 %3

Apres intégration par parties, il vient

1. x.=1
g h(XQ’Xz)%gg(xw’xz) XZ_U —.5 %Z (x1,x ) 8 (x )Xo )dx dx
' 27 E%¢)
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Le premier terme s'annule puisque h¢ H; ()
1
h
= _j J gx (x )Xo ) gi (xq,xz) dx2 dxy
0 0

h
= - J‘J:Q %Tz(:q',xz) %;’—z(xq,xz) dx d>-<2

Ainsi (*) devient

JJBX1(X1,X ) ax (9 x,) +ah (xi,x )g (xq 3%5) dx =
I
Sj‘thx '
D'l jjvh vu dx -J]. f.h dx = VhéHE(ﬂ)
Iq}

Ajoutons le terme positif 1 jj \Vh \ dx, nous obtenons

SSV'h yu dx - j‘j.f.h dx+— j.\[lvh| dx 2 0O VhEH(_(),)
ou encore fj %[1Vu| |Vh| + 2 vu Vh]
(**.)

- j's, (h + u) dx - j lvu\ ff‘.\l dx >0 VhéHB(.Q)

1
Posons J(v) =1 jj‘vv[ jj f.v dx
2
et a(v,w) = Sj‘“ yv.yw dx
L.

La relation (**) devient

12~ J:[ }V(u+h)\2dx - J‘j\-f"(tﬁh') dx - J(u)> 0 Vh&HB(.D.)
._O_ O

ou encaore

I(u+h) - J(u) >0 VheHB(ﬂ)
D'ol

J(u) € J(u+h) VheHB(.O.)
et ,

J(u) = Inf J(v)
uéHE(ﬂ)
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Ce qui démontre la condition nécessaire de la proposition et nous
permet d'établir entre le probléme de Dirichlet et le cas géneral

la correspondance :

Probléme de Dirichlet Cas général
1 .
Vo= Hy(n) , V  espace de Milbert
P
aliyv) 2 J‘VU-VV dx a(u,v) Forme bilinéaire continue
/()
sur V
f.
LEw) & J‘ fou dx L(v) forme linéaire continue
Ja
sur V

J(V):JZ_J:[O_ |Vv|2dx— [[d’v dx J(v) :—%- alv,v) - L(v)

Démontrons & présent la condition suffisante :

o T — T o S S o o 3 o D 2 S e S o S R e s

ai u est solution du probléme d'optimisation (2.4)

alors U est solution du probleme (2.3)

‘ 1 2
Partons de J(v) = 5 Sj.QIVVI dx - jjﬂf‘.v dx

avec alv,w) = J‘J‘D—VV' Vw dx
£ L = f.v dx
3 ki ﬁ‘n

J(u+av) = %(a(u,u)-t-Aza(v,v)+2ka(u,v)—2L(u)—2AL(v))

I1 vient

ab U,V € HB(Q) et Ac IR

Et

d
ri J(u+Av)

1
O

A=0



Calculons
é%l(u+lv) = 2 a(v,v) + 2a(u,v) - 2L(v)
A=0 A=0
= 2a(u,v) - 2L(v)
d'ol
alu,v) = L(v) : V\IeHé(QJ
ou encore

1
yu.yv dx = fov dx ¥V veHL(Q)
JIQ | ﬂn <7

Et par la formule de Green :

%
= d = s
.JJ—QAU v dx + Sj an SS-O- v dx
le second terme s'annule puisque V€ HO(II) , et nous obtenons
- - | 1
JS;EU v dk = 55.F v dx v vE Hy(Q)
‘ = 1
5;§Vu + f)v dx = 0O v v gHO(gn
“ .
il vient
vu + f = O : équation de Poisson

te qui démontre la proposition et nous donne la correspondance

Cas général Probléeme de Dirichlet

a(u,v) = L(v) j]‘ Au.v dx = - j]. f.v dx
£L )

v eV VVC-H[‘](Q)

Al 4
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Programme de résolution d'un grand systeme linéaire, creux et

non symétrique.
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Résolution d'un probleéme non linéaire par la méthode multigrille

- Programme de calcul

- Résultats
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