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Estimation statistique de formes planes, connexes et
identiques & leur fermeture morphologique par un disque
de rayon inconnu

Résumé

Le mémoire suggére une solution au probléme suivant : “on suppose qu’une réa-
lisation d’un processus de Poisson dans le plan ait été mutilée de telle fagon que
nous ne puissions observer que les points intérieurs & un domaine &' compact,
connexe et identique & sa fermeture morphologique de rayon r inconnu. Trouver
K en utilisant des méthodes d’inférence statistique.”

I utilisation des estimateurs est justifiée par les principes d’estimation équivari-
ante appliquée & la recherche d’estimateurs optimaux.

La notion d’a-hull, empruntée a la théorie de morphologie mathématique, est
utilisée afin d’obtenir un estimateur exhaustif du domaine. Enfin, les paramétres
de nuisance (o et la forme de K) sont remplacés par leur estimateur de maximum
de vraisemblance.

Abstract

This report solves the following problem : “Suppose that a realization of a Poisson
process occurs in the plane. We can only observe the points located in a compact
domain K, connected and morphologically identical to its closing (of unknown
radius r). Find /' using statistical inference methods™.

The choice of estimates is made according to equivariance estimation principles,
applied to the optimal estimates’ search.

The e-hull notion, provided by mathematical morphology, is used in order to
get a sufficient statistic for the domain. Finally, the noise parameters (o and the
shape of K) are replaced by their maximal likelihood estimate.
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Premiére partie

Estimation statistique de formes
planes compactes, connexes et
identiques a leur fermeture
morphologique par un disque de
rayon inconnu



Chapitre 1

Théorie statistique

Nous introduisons tout d’abord la théorie nécessaire au modele statistique que
nous utilisons dans ce mémoire.

1.1 L’exhaustivité

Soit un vecteur aléatoire X = (X,,...,Xy). La distribution de X est donnée
par Py, ot 0 est un paramétre inconnu appartenant a ©, 'espace des parameétres.

Toute statistique T'(X), fonction de X est elle-méme une variable aléatoire et
sa distribution dépend aussi de 0.

La statistique T' est dite EXHAUSTIVE pour @ (en accord avec Py) si toute 'infor-
mation concernant § dans X est contenue dans T'.

Formellement, cela s’exprime comme

Définition 1.1 La statistique T est dite EXHAUSTIVE pour 0 (en accord avec
P;) si la distribution conditionnelle P(X | T) de X étant donné T selon Py est
indépendante de 8.

Cette définition est assez difficile & appliquer. Le théoréme suivant donne une
caractérisation d’une statistique exhaustive.

Théoréme 1.1 Théoréme de factorisation
Une statistique T est ezhaustive pour 0 selon Py si et seulement st

i. lorsque la variable aléatoire X est discrete

Po(X = 2) = golT(2))-h(z),



#. lorsque la variable aléatoire X est continue

f(2 ] 0) = go(T(2))-h(z)
ot f(z | 0) est la fonction de densité de X.

Définition 1.2 Une statistique est dite exhaustive MINIMALE si elle est exhaus-
tive et qu’elle ne contient d’information que sur 0.

Le théoréme suivant permet de démontrer qu’une statistique est exhaustive mi-
nimale.

Théoréme 1.2 Une statistigue T est exhaustive minimale pour 0 selon Py st et
seulement si

BiX =g
Va,a' T(z)=T(z') < le rapport %)w{—:% est indépendant de 0.

1.2 L’invariance et I’équivariance

1.2.1 Deéfinitions

Considérons

(2, A, Py) un espace probabilisé,

r € X une réalisation d’une variable aléatoire X,

P, une famille de lois indicées par le paramétre f appartenant a O,
G un groupe sur {1 et

(¢ un groupe sur O tel que
Vge G 3§ e G i P(E) = Pyayy(E))
avec ¥ C Q.

Définition 1.3 Une statistique T est INVARIANTE pour le groupe G si et seule-
ment st

Vge G Tog=T.

Définition 1.4 LORBITE d’un point zp € X sous laction du groupe G est
[’ensemble

orb(zo) = {z € X 1 g € G g(zq) = z}.



Définition 1.5 Une statistique T' est invariante MAXIMALE pour G si et seule-
ment si

i. elle est invariante :
xi = grs —> Ty = Tay,
ii. elle prend une valeur différente sur chaque orbite :
Tz, =Tzy =>3g € G x5 = gz1.

Définition 1.6 Une statistique T est EQUIVARIANTE pour le groupe G si el
seulement st

T(g(z))=g(T(z)) Vge G Vz e X,

Définition 1.7 Une fonction v : © — © est dite INVARIANTE MAXIMALE sous
(i si et seulement si

i. v(g0) =v(0) Vo€ O Vje G,
ii. v(0;) = v(0) = G € G106, = G

Définition 1.8 L'ORBITE de 8y € © est 'ensemble
{0e0tIged §(b) = 0}.

Définition 1.9 Si on note D Uensemble des estimateurs de 8, le probléme de
la recherche d’estimateurs minimisant le risque quadratique moyen est invariant
pour GG si et seulement st

(0 — d(2))* = (50 — gd(z))* Vde D Vged.

Théoréme 1.3 Soit T'(z) un invariant mazimal pour le groupe G. ¢ est invariant
si et seulement s’il dépend de © uniquement & travers T, c’est-a-dire

FhiVe e X ¢(z) = h(T(2)).
Théoréme 1.4 Si T(X) est invariant pour le groupe G et si v(0) est un invari-

ant mazimal par rapport au groupe induit G, alors la distribution de T(X) dépend
uniquement de v(0).



1.2.2 Les paramétres de nuisance pour l’estimation équi-
variante

Soit (X, ..., Xn) un échantillon de N variables aléatoires indépendantes de dis-
tribution commune fj, et G un groupe de transformations sur X Supposons qu il
existe une partition du paramétre 8 en (0y,02) telle que 0, soit invariante maxi-
male pour G,

Si U(Xy,...,Xn) est une statistique invariante maximale pour G, la distribution
de U ne depend pas de ;. Mais, puisque 0 est invariante maximale pour G, cette
distribution dépend généralement de 6, (par le théoréme 1.4). On la désigne par

ho, (u).

Si on note
X1y, Xn) = (T( Xy, Xn), UKty X))

la décomposition de la statistique, alors la distribution de 7" étant donné U = u,
dépend généralement de 6, et de 0. On la note py, 4, (1 | EF)s

On peut montrer que, si d(X) est un estimateur équivariant de 6, son risque
quadratique moyen ne dépend que de 0 et de Porbite particuliére a laquelle ap-
partient 6.

Supposons, de plus, que si f; est connu, il existe un estimateur equwa,uant qui
minimise uniformément le risque quadratique moyen. Puisque ce risque varie en
fonction de 05, ce résultat n’est généralement plus vrai si 63 est inconnu. Dans ce
cas, 0, est appelé un parameétre de NUISANCE.

1.2.3 Estimation d’un paramétre de position

Considérons un plobleme statistique dont le seul parameétre inconnu est un pa-
ramétre de position, ceci signifiant que la densité fo(2) de chacune des variables
aléatoires de 1'échantillon s’écrit f(z — 0). G est alors le groupe des translations
sur X. Nous recherchons d, un estimateur équivariant de f qui minimise le risque
quadratique moyen Eg(0 — d)*.

Si X = (T(X),U()) est la décomposition adoptée au point précédent, la solution
du probléme conditionnel, & savoir la recherche de la constante ¢(u) qui minimise

Eg[(0 — (T(X) + ¢(u))" | U = v]



est donnée par ¢(u) = —FEo[T | U = u] et la solution optimale du probléme est
donc

d(X) = T(X) — £o[T(X) | U(X)].
De plus, d(X) est également la solution du probléme original non conditionnel et

posséde la propriété supplémentaire d’étre un estimateur sans bials de 6.

1.3 Processus ponctuels

1.3.1 Deéfinitions

Définition 1.10 Un PROCESSUS STOCHASTIQUE est une collection de variables
aléatoires

{N(t)1teT}

indexée par un ensemble T'.
T peut étre I'ensemble des naturels IV, I'ensemble des réels positifs IRt etc.

Définition 1.11 Un PROCESSUS PONCTUEL est un processus stochastique dont
les réalisations sont des ensembles finis ou dénombrables de points d’un espace E
tels que seul un nombre fini d’entre eux est réparti dans toul ensemble borné.

Dans la suite, on considére £ = IRY.

Un processus ponctuel peut étre décrit de la fagon suivante :

N(z) = { 1 s'ily a un point en

0 sinon.

Cette premiere facon de décrire un processus ponctuel n’est pas trés utile car,
pour presque tout z, P(N(z) =1) =0.

(est la raison pour laquelle on indexe en général un processus, non pas par des
points, mais par des ensembles, de la fagon suivante :

VYVACE N(A)=card(A)
oit card(A) est le nombre de points dans I'ensemble A.

Nous pouvons remarquer les points suivants :
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1. De par la définition du processus ponctuel, si A est borné, N(A) est fini.

2. Le processus ponctuel de base est le processus de Poisson,

Définition 1.12 N est un PROCESSUS DE POISSON sur £/ C RN si et seulement
st

i. VA1, Aa, ..., Ay C E, disjoints deuz o deus, les variables aléatoires

N(A1), N(Ag), ..., N(A)

sont indépendantes,

ii. VAC E et Vk >0,

P(N(A) = k) = e—u(A)M:I_))f_

Ce que 'on peut encore exprimer de la maniére suivante
N est un processus de Poisson sur I2 C IRN si et seulement si
i. N a des incréments indépendants,

ii. VA C E, N(A) a une distribution de Poisson de paramétre w(A), ot p est
une mesure donnant une masse finie @ toul ensemble borné.

Définition 1.13 N est un processus de Poisson HOMOGENE ou STATIONNAIRE
sur £ C RN si et seulement si

i. N est un processus de Poisson sur F,
ii. u(A) =p m(A) ot

o p € IRY est appelé TAUX ou INTENSITE du processus et représente le nom-

bre moyen de points par unité de volume (vu que l'espérance d’une lot de
Poisson est son paramétre),

o m(A) est la mesure de Lebesgue de A.

Définition 1.14 N est processus de Poisson NON HOMOGENE sur £ C RN si
et seulement s1

i. N est un processus de Poisson sur I,

ii. p(A) = [, p(x) m(dz), ot m est la mesure de Lebesgue.



1.3.2 Caractérisation du processus de Poisson

A. Le processus de Poisson homogéne est caractérisé par les deux propriétés
fondamentales suivantes :

i. N(A), le nombre de réalisations dans n'importe quel ensemble borné a
une distribution de Poisson de moyenne p m(A).

ii. Propriété d’uniformité conditionnelle
Si N(A) = n, alors les n réalisations sont indépendantes et forment un
échantillon aléatoire d’une distribution uniforme sur A.

B. Pour le processus de Poisson non homogene, 'intensité p est une fonction
variable p(z). On a donc

i. N(A) suit une loi de Poisson de paramétre [, p(z) m(dz), i.e.

vy~ po ([ ote) i)

ii. Propriété conditionnelle
Si N(A) = n, alors les n réalisations sont indépendantes et forment un
schantillon aléatoire dont la distribution est proportionnelle a p(z).



Chapitre 2

Morphologie mathématique

Pour pouvoir caractériser et manipuler des formes, nous devons encore introduire
quelques notions de morphologie mathématique.

2.1 Notions élémentaires

Soient A et B deux parties de IR?.
Définition 2.1 L’ENVELOPPE CONVEXE de A est [’ensemble

HA) 2 {ztr=) la, neN, a€A, 20, Vi SN =1}

=1 1=1

Définition 2.2 L’HOMOTHETIE de A de coefficient A € IR est [’ensemble
M E {\ata e A}

Définition 2.3 Le TRANSLATE de A en u est [’ensemble
A, {u+atac A}

Définition 2.4 Le SYMETRIQUE de A par rapport a lorigine est 'ensemble

A —AY {—atac A}
Définition 2.5 L’ADDITION DE MINKOWSKI de A et de B est l'ensemble
ApBY {a+btac Abe B}
Définition 2.6 La DILATATION de A par B est l'ensemble

ABBY2Y ApBE{a—-btac A, beB}={uiB.NA# ¢}



La derniére égalité vient du fait que

B.NA#¢ <= Fa€ A, FbeB,a=b+u
< Ja€c A beB, u=a-0

et donc {ut B,NA#¢}={a—bta€c A, be B}.
La dilatation de A par B est I’ensemble des positions u pour lesquelles By, trans-
laté de B en u coupe A.

Voici une autre formule ensembliste donnant la dilatation

ABB = {uiB,NA#¢}
= {utdbe B, b+ue A}
= {ut3be B, ue A}
= Ues 4»-

Définition 2.7 La SOUSTRACTION DE MINKOWSKI de A par B est l'ensemble
Ao B¥ {ztVbe B,z —be A}.
Définition 2.8 L’EROSION de A par B est l’ensemble
ABBY AcBZ (A°® B).
[’érosion correspond a la relation

ABB = {utA°NB, # ¢}°
{U’TACmBu:q‘S}
= JurB,C A}

Il

Donc 'érosion de A par B est I’ensemble des positions u pour lesquelles By,
translaté de B en u est & l'intérieur de A.

On peut encore écrire

ABB=(ABBy=|{JA] =) 4
beB beB

Définition 2.9 L’OUVERTURE MORPHOLOGIQUE de A par B est I’ensemble

Ap 2 (ABB)® B.
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L’ouverture morphologique s’écrit sous forme ensembliste

(ABB)®B = {ut(ABB)NB,# ¢}
= {utIwec ABBetve B,}
= {ufv, B,C Aetu€ B,}
UuB. 1 B. C A}

Cet ensemble est donc ’espace des points recouverts par les translatés de B con-
tenus dans A.

Définition 2.10 La FERMETURE MORPHOLOGIQUE de A par B est 'ensemble
AP Z (AB B)o B.
On peut écrire de maniére équivalente

(AB B)6 B A BY @ B)°
(A°) @ B)° ® B)°
°8 B) @ B)°

On peut donc dire que la fermeture morphologique de A par B est le complé-
mentaire de ’ensemble de tous les points de A° recouverts par les translatés de
B qui sont a l'intérieur de A°.

Propriété 2.1 Les quatre propriétés élémentaires de l'ouverture el de la ferme-
ture morphologiques.
Si X, Y et B sont des parties de IR*.

1. La croissance
XCY= XpCVYset XP Y5
2. L’anti-extensivité pour ouverture et Uextensivité de la fermeture
XpC X et XPDX.
3. L’idempotence
(Xg)p = Xp et (XB)8 = X5.
4. La commutation avec les translations en x

(Xp)s = (Xo)m et (XP)e = (Xi)7.

11



Propriété 2.2 Si A et B sont deuz parties de IR?, on a
A® BBB=A.
En effet,

(A@B)BB = {ziVbe B, a—be Ad B}

= {ztVbe B, a—be{a+btac A be B}}

= {ztVbe —B,z—-bef{atbtac A, be B}}

= {ztV-beB, z+(-b)e{atbtac A, be B}}
{a€ A} = A.

Définition 2.11 L¢ FERMETURE MORPHOLOGIQUE de A PAR UN DISQUE DE
RAYON r est Uensemble AP~ ot B, est le disque centré a lorigine et de rayon r.

Définition 2.12 Un ensemble est dit IFMD (pour IDENTIQUE A SA FERME-
TURE MORPHOLOGIQUE PAR UN DISQUE), s’il est identique & sa fermeture
morphologique par un disque d’un certain rayon.

Soit m, la mesure de Lebesgue sur I#? muni de sa tribu borélienne et soit A un
borélien de IR?, on note

o g(A) le centre de gravité de A par rapport a m.
o s(A) = A— g(A) la forme de A.

Définition 2.13 L’ENSEMBLE DES PARTIES [FMD COMPACTES DE IR? est

K=JkK.

r>0

ot K, = {K partie IFMD compacte de IR* t max{t > 01 KBr = [} =),

2.2 Théorie des a-shapes

Nous nous intéressons aux a-shapes dans le cadre de ce mémoire car

» |'a-shape d’un ensemble fini de points, pour une valeur réelle arbitraire de a,
est une généralisation naturelle de I’enveloppe convexe de cet ensemble,

» |'a-shape rencontre bien la notion intuitive de la “forme” d’un ensemble fini
de points,

> il existe des algorithmes optimaux pour la construction des a-shapes (voir [1]

et [8]).

12



Soit P un ensemble de n points du plan (n étant un entier positif).

L’enveloppe convexe de P peut étre définie comme l'intersection de tous les demi-
plans fermés contenant tous les points de P. Cette définition peut étre généralisée
par la notion d’a-hull.

Définition 2.14 Soit o un réel POSITIF suffisamment petit. L’a-HULL de P est
Uintersection de tous les disques de rayon L qui contiennent tous les points de P,
i€

Ji

1
o

an(P)¥ () Bz,

ztPCB(z,L)

Pour que cette définition ait un sens, il faut que a soit tel qu’il existe au moins

un disque de rayon ﬁ qui contienne tous les points de P. Cela implique que la

plus petite valeur possible pour é est égale au rayon du cercle circonscrit & P,
c’est-d-dire le diamétre de P. e

En réalité, une valeur de é plus grande qu ﬁ %is le diameétre de P suffit, et r)
cela indépendamment de la distribution des points.

Il faut remarquer que lorsque « tend vers zéro, 'a-hull approxime Penveloppe
convexe habituelle de P.

Définition 2.15 Soit o un réel NEGATIF. L’a-HULL de P est intersection des
parties du plan

i. qui sont des complémentaires fermés de disques de rayon éé et

ii. qui contiennent tous les points de P,

i.e.

st PCB(x,—1)°
Par convention, on définit le 0-hull de P comme étant I’enveloppe convexe habituelle

de P et on définit I'intersection d’un ensemble vide de disque comme étant le plan
tout entier.

Pour donner une définition générale d’a-hull, on introduit la notion de disque
généralisé.

Définition 2.16 Un DISQUE GENERALISE de rayon - est

13
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i. un disque de rayon % sta>0,

i, un disque de rayon —% si a0 <0,

it un demi-plan si o = 0.

On peut alors donner la définition générale suivante.

Définition 2.17 Pour un réel arbitraire a et P un ensemble fini de points du
plan, Ua-hull de P est Uintersection de tous les disques généralisés de rayon i
qui contiennent tous les points de P.

On a donc une famille d’a-hulls indicés par o € [—o00, 00]. Tous les membres de
cette famille vérifient la propriété suivante.

Propriété 2.3 Si oy < ay, alors l'ay-hull d’un ensemble fini de points est inclus
dans Uos-hull du méme ensemble de points.

Avant de définir les a-shapes, nous avons encore besoin de quelques autres défi-
nitions.

Définition 2.18 Un point p de l'ensemble P est dit a-EXTREME dans P s’il e-
viste un disque généralisé fermé de rayon é, tel que p se trouve sur sa frontiere
et qu’il contienne tous les points de P. On définit

ag(P) < {p € P1p est a-extréme}.

Définition 2.19 Si pour deuzx points a-extrémes p et q il existe un disque géné-
ralisé fermé de rayon é tel que p et q se trouvent sur sa frontiére et qu’il contienne
tous les points de P, alors p et q sont dits a-VOISINS.

Dans les définitions suivantes, nous supposerons que P ne posséde pas de quadru-
plet de points cocirculaires ni de triplet de points colinéaires.

Cette hypothése n’est pas trop restrictive. En effet, dans la suite du travail nous
considérerons une réalisation d'un processus de Poisson et pour une telle réali-
sation, la probabilité que quatre points solent cocirculaires et que trois points
soient colinéaires est nulle.

Définition 2.20 Soit P un ensemble de points du plan et o un réel arbitraire.
L’a-SHAPE de P est le GRAPHE ot les sommets sont les points a-extrémes dans
P et ou des segments de droites relient tous les couples a-voisins, c’est-a-dire,
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st on note ay(P) = {segment (p;,p;) T pi et p; sont a-voisins} l'ensemble des
arétes du graphe, Ua-shape de P est

as(P) ¥ graphe(am(P), av(P)).

Propriété 2.4 Si a; < g, alors l'ensemble des points o -extrémes de P est in-
clus dans ’ensemble des points cy-extrémes de P.

L’a-shape est définie comme un graphe de segments de droites. Dans certaines
applications, la notion intuitive de “forme” d’un ensemble de points du plan n’est
pas aussi bien approchée par un ensemble de segments de droites que par une
aire qui se détache de son complémentaire. Cette approche en deux dimensions
peut quand méme étre obtenue & l'aide des a-shapes en distinguant les “cotés”
extérieurs et intérieurs.

Définition 2.21 Soit P un ensemble de points du plan et o # 0. Soit I' une face
de l'a-shape de P et a une aréte de la frontiére de F'.

i. Pour o > 0, laréte a est dite aréte POSITIVE de I st le disque fermé de
rayon ﬁ contenant les extrémités de a sur sa frontiére et ayant son centre
strictement du méme cété que I' par rapport a a, contient tous les points

de P.
Sinon, a est dite aréte NEGATIVE de I'.

ii. Pour a <0, a est dite aréte POSITIVE de F si le disque ouvert de rayon —é
contenant les extrémités de a sur sa frontiére et ayant son centre strictement
du méme coté que I par rapport & a, conlient aw moins un point de P.
Sinon, a est dite aréte NEGATIVE de [F'.

Définition 2.22 Soit P un ensemble fini de points du plan.

i. Pour a # 0, une face F de Ua-shape d’un ensemble P de points du plan
est dite INTERIEURE si ['une des arétes de sa frontiére est positive et dile
EXTERIEURE st ['une des arétes de sa frontiére est négative.

ii. Pour o = 0, la face bornée de la O-shape de P, c’est-a-dire de enveloppe
conveze de P est la seule face intérieure et la face non bornée est la seule
face extérieure.

Intuitivement, une valeur de o grande produit une forme assez “brute”, tandis
que plus la valeur de a est petite, plus 'a-shape révélera des détails. A la limite,
quand a = —oo, 'a-shape est ’ensemble des points isolés de P.
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Chapitre 3

Le probléme unidimensionnel

Nous traitons tout d’abord le probléme pour le cas unidimensionnel. Le seul ob-
jectif de ce chapitre est d’introduire les “Intuitions” nécessaires pour comprendre
la suite du travail.

3.1 Adaptation des définitions au cas unidimen-
sionnel

Définissons tout d’abord U, ’ensemble des parties de IR qui s’expriment comme
des unions disjointes finies d’intervalles fermés bornés de la droite réelle, i.e.

M= LT [R1‘U=U[aj,bj], s € Ny, —00 < ay < by <+ < ay < by <oo}
j=1
Dans le cas unidimensionnel, le disque centré a Porigine de rayon r n’est rien
d’autre que l'intervalle (—r,7). On va donc réexprimer les définitions 2.11, 2.12
et 2.13 pour le cas unidimensionnel.

Soit U € U.

Définition 3.1 L¢ FERMETURE MORPHOLOGIQUE de U PAR UN INTERVALLE
DE LONGUEUR 2r est le complémentaire de tous les points de U® recouverts par
les translatés de (—r,r) qui sont & Uintérieur de U°, on le note

gt

Définition 3.2 U est dit IFMI (pour Identique & sa Fermeture Morphologique
par un Intervalle), s’il est identique & sa fermeture morphologique par un inter-

valle (—r,r), r fizé.
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Remarquons que le fait que U soit identique & sa fermeture morphologique par
Pintervalle (—r, ) signifie que Vj = 1,... ,s—1, lalongeur de I'intervalle (b;, a;+1)
est plus grande ou égale a 2r, c’est-a-dire, Vj =1,...,s — 1, aj41 — by = 2¢.

Définition 3.3 L’ENSEMBLE DES PARTIES DE IR BORNEES IFMI est

=\ )&

r>0

ol

L, ¥ {Lecl, partie IFMI{max{t >0{ E-8 = L} = ¢}
= {LCIRTL:U;:l[aj,bj], s€ Ny, —o0<ay <b < <a;<bs <oo,

Vj:]., ,5—1, aj+1—bj22r}.

Nous pouvons également réexprimer la définition 2.15.

Soit P un ensemble de n points de la droite réelle.

Définition 3.4 Soit o un réel NEGATIF. L’a-INTERVALLE de P est lintersection
de toutes les parties de la droite réelle

i. qui sont des complémentaires fermés d’intervalles (e+1,z— 1) et

ii. qui contiennent tous les points de P,

i.e.

é 11
ar(P) ¥ ﬂ (:c-}—a,:c—ﬁ)c.

i [0
ztPC(z+l z—¢)¢

Par convention, on définit le O-intervalle de P comme étant le plus petit intervalle
contenant P et l'on définit intersection d’un ensemble vide d’intervalles comme
étant la droite réelle toute entiére.

La définition 2.14 devient la suivante.

Définition 3.5 Soit a un réel POSITIF suffisamment petit. L’a-INTERVALLE de

P est Uintersection de tous les intervalles [—=, i] qui contiennent tous les points
de P, i.e.

1 4 1]
zTPC[s:—i,:H-%] @ o

a

qui nest rien d’autre que le plus petit intervalle qui contient B,
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Il faut encore réexprimer la définition 2.18.

Définition 3.6 Soit « un réel négatif. Un point p de 'ensemble P est dit a-
EXTREME dans P

s’il existe un intervalle (z 4+ L,z — —) tel que p se trouve sur sa frontiére et que
cet intervalle ne contient aucun point de P, c’est-a-dire
si p appartient & ar(P) et n’appartient pas & son ouverture (au sens habituel).

Enfin, nous noterons {(L), la longueur de Lebesgue de I'intervalle L.

La propriété suivante nous permettra de trouver une statistique exhaustive mi-
nimale de L.

Propriété 3.1 Soit I € L,, c’est-a-dire L est une partie de IR bornée et iden-
tique @ sa fermeture morphologique par Uintervalle (—r, r) Si P est un ensemble
fini de points de L, alors l'a-intervalle de P avec o = —; est inclus dans L.

3.2 Formulation du probléme

Supposons qu’une réalisation d’un processus de Poisson sur la droite réelle ait été
mulilée de telle fagon que nous ne puissions observer que les points intérieurs de
L, partie de IR, bornée et identique & sa fermeture morphologique par un inter-
valle (—r,r) ot r est CONNU.

Trouver L en utilisant des méthodes d’inférence statistique.

3.3 Modéle

Soit X = (X;...Xn) un vecteur aléatoire ot les X; sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de densité uniforme sur L € L.

Par la propriété 3.1, la statistique a;(X) ot @ = —1 est une statistique exhaus-
tive minimale pour L .

On peut alors écrire la fonction de densité du vecteur aléatoire X' comme

i L 1)]N o).
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3.4 Estimation équivariante de la position de L

On décompose la statistique ar(X) en deux composantes, son centre de gravité
g(er(X)) et sa forme s(ay(X)), on considére le couple

(9lar(X)), s(ar(X)))-

On note

(9(ar(X)), s(ar(X))) = (T(X),U(X))

ot U(X) est une statistique invariante maximale pour G = ( groupe des trans-
lations.

On décompose L en

(01,62) = (g(L), s(L))

oit on a s(L) invariante pour GG = G.

Si le seul paramétre inconnu est le parameétre de position (i.e. si on suppose
0, connu), d 'estimateur équivariant de ¢, qui minimise le risque quadratique
moyen Eg, (0, — d)? est donné par d(X) = T'(X) — Eo(T(X) | U(X)) qui est de
plus un estimateur sans biais de ;. d(X) est donc un estimateur sans biais de
variance uniformément minimale (UMVU).

La densité jointe de T(U) et de U(X) s’écrit

N(N — 1)+ (N = (2Vy +1))

T N-2Vy
o (=)

for0,(H(@), u(2)) = Lo, 4(0.8u=)E ()

ott 2V est le nombre de points a-extrémes.
Rappelons que (f;Bu(z)) est 'ensemble de positions z pour lesquelles le translaté
de u(z) (la forme de a(z)) en z est contenu dans 05 (la forme de el

La densité marginale de U(X) est donc
ho, (u(z)) = 1(02 Bu(e)) [[(02)] N I(u())V 2™ N(N —1)--- (N = (2Vn + 1)).
La densité conditionnelle de T'(X) est

1
Po, g (L) | w(2)) = 0,8 u(@) Lig, +(8,Bu(=)t(2)-

En #, =0,ona

Pos, (L) | u(z)) = m Lig,8u(=nt(2);
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donc
Eo(T(X) | U(X)) = g(0. BU(X)).
L’estimateur optimal de #; sera donc
d(X) = g(ar(X)) — g(s(L) B s(as(X)))
Si s(L) est connu, cet estimateur est uniformément optimal, mais, lorsque s(1)

est inconnu, cette propriété n’est plus vraie. Il s’agit dans ce cas d’un parameétre
de nuisance.

3.5 Estimation équivariante de la forme unitaire
du domaine L

En suivant le méme raisonnement que dans Rasson [6], toute estimation équi-
variante de s(L) se fera sur base de la densité marginale de s(a(X)). Pour ce
paramétre s(L) de dimension infinie, il semble logique d’utiliser I’estimateur de
maximum de vraisemblance.

)

On attribuera & I'un des parameétres de la décomposition la valeur qui rend ma-
ximale la vraisemblance lorsque 1'autre reste fixé. Ici, supposons {(L) fixé.

Considérons la partition

Le probléme est donc le suivant.
Soit @ > 0 fixé. Trouver parmi les parties de IR appartenant a £ et de longueur «,
celle qui maximise la vraisemblance marginale de U(X)

hay (u(z)) = (02 B u(e)) [1(62)] M U(u(z))¥ "™ N(N = 1)+ (N = (2Vy + 1)),
c’est-a-dire celle dont I’érosion par s(a(z)) est de longueur maximale, i.e.

L* = argmax (LB s(a(z))).
lel
tL(l)=a

Notons tout d’abord X1y < Xg) < -+ < X(avy-1) < X(2vy) les points a-extrémes
de s(a7(X)). On peut alors écrire af(z) sous la forme
VJV
ar(z) = U{$(2i—1):$(2i)]-
i=1
Considérons L € L tel que (L) =a et L D s(ag(z)).
On peut écrire L sous la forme I = US_,[a;, b;] olt les [a;, b;] sont disjoints.
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Figure 3.1

Comme L D s(ag(z)), alors
Vi=1,...,Ww3lje{l,...,s}t [3:(21-_1),33(2,')] C [aj,.,bjl.].
Voir figure 3.1.

Bien siir, on peut avoir j; = jj pour j # k.

En dimension un, {(L B s(a;(X))) se calcule facilement,

(LBs(ar(X)) = min {(z@i-1—a;)}+ z__min N{(b:is — z(2)}

i=1,...,Vy =L ve

On peut encore obtenir le méme résultat en considérant 1’expression suivante

LB S(QI(X)) = O{[GJH bj.‘] B [m(m‘*l)? $(2")]}'

Cette expression vient du fait que lorsque s(aj(xz)) se déplace dans L,

> il est bloqué dans ses translations positives dés qu'un des z(q;) atteint le b;,
correspondant,

b il est bloqué dans ses translations négatives dés qu'un des x(y_1) atteint le aj,
correspondant.

CETTE IDEE EST GENERALISEE EN DIMENSION DEUX DANS LA SECTION 4.6.2.

On obtient I’argument maximum en choisissant
L = Ui_[aj,b;] € £, vérifiant [(L) = a et [ D s(as(z)),

tel que Jt > 0,

o (za) —aj) =tet (bj,, —T@vy) =1,
oVi=1,..., W —1,

— soit (bjs = 33(22')) = ($(2(£+1)~1) - a’j(;+1)) =y

— s0it 23(-2(,;.{_1)“_1) — T(2i) S 2t
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L* s’écrit donc
Vv
L* = U[:]’,‘{«zi_l) == t,ﬂ:(gi) + t]

i=1

et {(L* B s(ai(z))) = 2t.

3.6 Estimation de la longueur du domaine L

" 1l ne reste plus qu’a trouver un estimateur sans biais de {(L), qui conjointement
avec la solution de l’estimation de la forme unitaire de L, donnera |’estimation
compléte de s(L).

Soit &y = (z1,... ,zy) une réalisation d’un processus de Poisson homogene sur L.
Les points 21,... , 2y sont donc uniformément distribués sur L. Soit 2V = Un
le nombre de points a-extrémes de a;(z).

Supposons qu'un autre point zy4; soit distribué uniformément sur L, indépen-
damment de . Alors,

Plzn41 est un point a-extréme de af((zy,... ,zn41)) | 2]
= 1- P[.CL‘N+1 € O:[(:EN) 1 :T:N]

_ ffor(z )]
1 — deromll

En se servant de la symétrie des indices,

E[lUnvt1] = Zi\:;l P[z; est un point c-extréme de a;((z1,... ,2n41))]

Ell(ar(z
= (N+1) [1_ [({(ré)N))]]}

et donc

Bll(ar(zn))] . ElUn4]

I(L) B N+1°

Dans le chapitre suivant, nous tentons de résoudre le probléme, qui en dimension
un est trés simple mais, qui en dimension deux se révéle fort complexe.
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Chapitre 4

Le probléme dans le plan

4.1 Formulation initiale du prohléme

Supposons qu'une réalisation d’un processus de Poisson dans le plan ait été mu-
tilée de telle fagon que nous ne puissions observer que les points intérieurs a un
domaine K compact et IFMD de rayon r.

Trouver K en utilisant des méthodes d’inférence statistique.

4.2 Recherche d’une statistique exhaustive pour K

Soit X = (Xi,...,Xn), une réalisation d’un processus de Poisson homogene a
Pintérieur de /. Nous cherchons une statistique exhaustive pour K.

1. Supposons le rayon r connu. L’a-hull correspondante, c’est-a~dire avec o =
47—1_, est une statistique exhaustive minimale pour K. Remarquons que cette
a-hull n’est pas nécessairement connexe.

'l\?

Le probleme le plus “réaliste” est celui ot ce rayon n’est pas forcément
connu. Il apparaitra comme un parametre de nuisance. Sans hypothése sup-
plémentaire, il n’y a aucune fagon de trouver le r optimal, & part la valeur
triviale 7 = 0, qui correspond au maximum de vraisemblance.

Notons par ailleurs que, méme si c’était le cas, la “forme” présentée par les
a-hulls serait trés difficile & manipuler lors de la recherche des surfaces de
translations a U'intérieur de K.

Nous pensons donc & considérer I'hypothése supplémentaire de connexité du do-
maine K. Ceci nous améne a une nouvelle formulation du probléme.

23



4.3 Nouvelle formulation du probléme

Supposons qu’une réalisation d’un processus de Poisson dans le plan ait été mu-
tilée de telle facon que nous ne puissions observer que les points intérieurs a un
domaine K compact, CONNEXE et IFMD de rayon r inconnu.

Trouver K en utilisant des méthodes d’inférence statistique.

Soit X = (Xi,...,Xn), la réalisation d’un processus de Poisson homogéne a
Pintérieur de K.

Appelons a;(X) Pa-hull de X avec o* = min{atapy(X) est connexe}. Par abus
de langage, nous parlerons de I’a-hull optimale.

La valeur de o est bien définie. En effet, il existe un algorithme permettant de
la déterminer (voir [8]).

Nous considérons la statistique o (X), Pensemble des points a-extrémes de Ia-
4 *

hull optimal aj;(X).

o = _,l, — ot 7 est considéré comme un paramétre de nuisance— est rem-

placé par son estimation qui maximise la vraisemblance de K, o = min{a t

ap(z) est connexe}. Si o est la valeur vraie de e, la statistique ap(X) est ex-

haustive pour K.

Pour estimer le domaine K au moyen d’une fonction de la statistique a,(X), il
faut “relier” les points de la statistique a’y(X). Etant donné que I'a-hull de ces
points est une union d’arcs de cercle, ce qui n’est pas manipulable, nous condérons
a-shape correspondant a I’a-hull de ces points, qui est évidemment connexe et
nous utiliserons 'union des faces intérieures de cet a-shape. Il faut remarquer
que nous devons utiliser I'union des faces intérieures de I'a-shape car un a-shape
est un graphe et nous voulons estimer une surface. Cet c-shape correspondant
3 un a-hull connexe ne posséde pas de parties de mesure nulle (des segments de
droite) ce qui est fort appréciable.

La figure 4.1 donne un exemple de réalisation d’un processus de Poisson homogéne
dans un domaine K inconnu et la figure 4.2 montre I'union des faces intérieures

de I'a-shape correspondant a I’a-hull optimal de ces points.

Les problémes rencontrés lors de la formulation initiale du probléme ont main-
tenant disparu.
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Figure 4.1 Figure 4.2

4.4 Modéle

Soit X = (Xi,...,Xn) un vecteur aléatoire on les X; sont des variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de densité uniforme sur K € K, ol
r est inconnu.

Soit © = (21,... ,&n) une réalisation de ce vecteur aléatoire.

a = —% —ou 7 est considéré comme un paramétre de nuisance— est remplacé
par son estimation o* = min{e  ay(z) est connexe}.

Soit la statistique aj(X), ensemble des points a-extrémes de of;(X), ’a-hull
optimale de X. On peut écrire la vraisemblance

‘ N 1 N 1 .
fx(z) = gfx.(mi) = T~ EHK(-’U{) - Wﬂﬁ[%(){)]-

4.5 Estimation équivariante de la position du do-
maine K

On décompose la statistique aj;(X) en deux composantes, son centre de gravité
g(a (X)) et sa forme s(aj (X)), i.e.

(9(ar (X)), s(afr(X))):

On note



ot U(X) est une statistique invariante maximale pour G = (' groupe des trans-
lations.

On décompose également K en deux composantes, son centre de gravité et sa
forme

(61,02) = (g(K), s(K))

ot on a s(K) invariante pour G = G.

Si le seul parameétre inconnu est le parameétre de position (i.e. si on suppose
05 connu), d l'estimateur équivariant de ¢; qui minimise le risque quadratique
moyen Eg, (0; — d)? est donné par d(X) = T(X) — Eo(T(X) | U(X)) qui est de
plus un estimateur sans biais de #;. d(X) est donc un estimateur sans biais de
variance uniformément minimale (UMVU) (voir le point 2.3 du chapitre 1).

La densité jointe de T'(U) et de U(X) s’écrit

Joo 0, (H(2),u(2)) = Lig, 4(6:8u@)H(e) AL Uté(gﬁ k) [m(u(z))N ">

ot Viy est le nombre de points de af;(2).

Rappelons que (#; Bu(z)) est 'ensemble des positions = telles que le translaté de
u(z) = s(aj(z)) en z est inclus dans 0, = s(K).

L’indicatrice L, +(g,8u(z))t(z) prend donc la valeur 1 si i(z) = g(aj(2)), le cen-
tre de gravité de o (z) est une position pour laquelle u(z) = s(aj(z ) est inclu
dans K = g(K) + s(K) = 0, + 0 et 0 sinon.

La densité marginale de U(X) est donc
ho, (u(z)) = m(0; B u(z)) [m(02)] Y m(u(z))¥""" N(N = 1)+ (N = (Wn +1)).

La densité conditionnelle de T'(X) est

Po, 0, (L) | u(z)) = m 119, +(6:8u(x))t(@)-

En g, =0,0na

pous(1(2) | 1(0)) = 5 Errs Tnmut(2),

donc
Eo(T(X) | U(X)) = g(0: B U(X)).
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[’estimateur optimal de 0; sera donc

d(X) = g(aj(X) — g(s(K) B s(a(X))).

Si s(K) est connu, cet estimateur est uniformément optimal, mais, lorsque s(K)
est inconnu, cette propriété n’est plus vraie. Il s’agit dans ce cas d’un paramétre
de nuisance.

4.6 Estimation équivariante de la forme unitaire
du domaine K

En suivant le méme raisonnement que dans Rasson [6], toute estimation équi-
variante de s(K) se fera sur base de la densité marginale de s(a(X)). Pour ce
paramétre s(K) de dimension infinie, on utilisera l'estimateur de maximum de
vraisemblance.

La solution globale en termes de vraisemblance marginale de s(K) n’a pu étre

obtenue. Considérons donc la partition
s(K)
] = K :

On attribuera a I'un des paramétres de la décomposition la valeur qui rend maxi-
male la vraisemblance lorsque I'autre reste fixé. C’est la technique du “Maximum

E|

relative likelihood”, voir Rasson [6]. Ici, supposons m(J) fixé. —

Nous devons donc trouver une estimation de K qui s’exprime comme une fonc-
tion de la statistique exhaustive of(X). Dés le point 4.5, nous avons décidé de
prendre I’a-hull. Cependant, comme nous I'avons déja dit, I’a-hull de cet ensem-
ble de point () est une union d’arcs de cercle, ce qui n’est pas pratique. Nous
allons alors considérer Pa-shape de o (2). Nous avons vu que I'a-shape est un
graphe, alors qu'il nous faut estimer K par une surface. Nous considérons enfin
I’'union des faces intérieures de ’a-shape de of;(z).

Si nous notons F' cette union des faces intérieures de ag(af(z)) et si @ est une
valeur réelle positive fixée, le probleme que nous devons donc résoudre a cette
étape est de trouver

max m(KBF).
Kektm(K)=a

Cing tentatives infructueuses de résolution du probleme se trouvent dans les an-

nexes C, D, E, F et G.
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Les points suivants proposent une solution dans le cas général ou F' est un
POLYGONE CONNEXE SANS PARTIES DE MESURE NULLE (segments de droite).

Remarquons que lorsque P'on parle dans la suite d’intérieur et d’extérieur, il faut
lire intérieur et extérieur intuitifs.

4.6.1 Conditions nécessaires d’optimalité de K

Pour que K soit optimal, il faut nécessairement que K vérifie les caractéristiques
suivantes.

i. A chaque coté de F' dont les deux angles intérieurs adjacents sont in-
férieurs a 7 doit correspondre une partie de la frontiére de K qui soit un
translaté de ce coté de longueur au moins égale.

ii. Aux autres cotés doit correspondre une partie de la frontiere de K qui
soit un translaté de ce coté de longueur au plus égale.

iii. Les translatés des cotés de F' se présentent dans le méme ordre sur la
frontiére de K que sur celle de F'.

I—

La figure 4.3 illustre les conditions nécessaires d’optimalité de K pour I’ensemble
de points considérés a la figure 4.1.

Preuve

Notons I'; la courbe fermée de 9F telle que la surface bornée par '} notée I(I'y)
soit telle que [(I'))UT; D F. Et notons I';, 1= 2,...,s les courbes fermées de
OF telles que (I(T))* D F,i=2,...,s. Intuitivement, I'; est la frontiére la plus
extérieure.

Solent i1, ... »Yin; les n; cotés de [ appartenant a I'; numérotés de maniére a ce
que si l'on donne un sens de parcours de I';, on rencontre les cotés Y, s Vi

dans cet ordre , avec y;; choisi arbitrairement, i =1,...,s.

Notons s; ;41 le sommet de F' commun aux cotés yi; et Yij+1, t = 1,...,8,
J=1,... 0, aVeC Sipini+1 = Siini,1-

Notons yil'j, le vecteur unitaire normal de y; ;, pointant vers 'extérieur intuitif de
la face de F a laquelle appartient le c6té y;;, 1 =1,...,s.
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Figure 4.3 Figure 4.4

Voir figure 4.4 ot 'on a considéré un autre ensemble de points afin de montrer a
quoi correspondent toutes les notations.

Considérons les cotés de F' appartenant a I';, 2 =1,...,3.

Vj=1,...,n; Je;; un vecteur dont la projection sur yil,j est plus grande ou égale
aux projections de tous les vecteurs ¢ vérifiant I" 4+ ¢ C K, i

ol 1
(Ci.ja yi,j) = c,rg}&éh,(fl,ys‘j)-

Voir figure 4.5.

Pour tout couple de cotés adjacents y;; et yijr1, 7 = 1,... 1y, aVeC Yinit1 = Yirls
deux situations sont possibles :
1. (yi; + cij) et (yij41 + €ij+1) ne se coupent pas,

2. (yi; + cij) et (Yi,j+1 + Cijy1) se coupent en e;; 41

Considérons le coté y; ;. Les situations suivantes peuvent se présenter :

1. Quand les deux angles intérieurs adjacents & y;,; sont supérieurs & m, ¥ j—1+
ci,j—1 et yi;+¢;; nese coupent pas et y; j+cij et yi j+1 1 Cij+1 n€ se€ coupent
pas non plus.
yii 4 ¢i;, qui sera noté u;;, appartient alors a K.

Voir figure 4.6.
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2. Quand un des angles adjacents a y; ; est inférieur & m et lautre supérieur
a m, Yij-1+cijo1 et yi; +cij ne se coupent pas et yi; +cij et Yij41 + Cijtt
se coupent en €; ;1.
(respectivement y; ;1 + ¢;j—1 et yi; + ¢ij se coupent en ;1,5 et yi;+ ¢
et y; ;41 + i j+1 ne se coupent pas.)

, A 3 A . . . . . » 4. i .. .

Le segment d’extrémités z;;1,; + ¢i,j et €ij 41 (respectlvement eryui; eb
i iip1 + €ijr1), qui sera noté u; ;, appartient alors a 9K.
Voir figure 4.7.

3. Quand les deux angles adjacents & y;; sont supérieurs & m, yi,j—1 + ¢ij-1 €t
Yij + i se coupent en e;j_1,; et yi;j + cij eb Yijr1 + Cijpr s€ coupent en
€i,5,+1¢
Le segment d’extrémités e; j_1,; et €;j 41, qui sera noté u;;, appartient alors
a oK.

Voir figure 4.8.

Les segments u; ; se présentent dans le méme ordre que les cotés de /7 sur I';.

4.6.2 Décomposition de KB F

Soit K vérifiant les propriétés nécessaires d’optimalité données au point préceé-
dent.

Pour décomposer K B F', procédons par induction.
1. Initialisation
o k« 0
o [ Fet By K

[I}; est la forme “intérieure” qui se déplace dans la forme “extérieure” Fyl.
2. Itération générale
DECOMPOSITION DE LA FRONTIERE DE

Clonsidérons tous les cotés de 1.

Notons I, 'ensemble des cotés de I qui sont également cotés de son en-
veloppe convexe H(Iy). Les cotés de [ peuvent bien entendu ne pas étre
adjacents.
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Considérons tous les autres cotés de I qui ne sont pas cotés de son en-
veloppe convexe. On va en définir une partition (I )i=t,.. s, telle que chaque
élément (I )i, i =1,... , s, de cette partition vénfie les propriétés suivan-
tes.

i. Vi=1,...,8k (I;): vérifie que pour tout couple (y1,ym) de cotés de
(I7)i, il existe dans (I ); un chemin de cotés deux & deux adjacents
reliant ¥ & Ym, 1.€.

V(yhym) € (I;':)n Syknykgy-" y Ykr = ([}:)27 re WT

o yi, est adjacent & y; et & yi,,

o 1, est adjacent & yx,_, et A yp,,,1=2,...,7r—1let
o vy, est adjacent & y,_, et & Ym.
. Vi,5 € {1,...,sk}, 1 # j, il n’existe aucun chemin de c6tés deux a

deux adjacents reliant un coté de (I ); a un coté de (I;);.

On a donc décomposé la frontiére de [ en

e [} Iensemble des cotés de I, qui sont également cotés de H(I) et

o (I )iyi=1,.0 ¢k letéme ensemble des cétés de I, qui ne sont pas cotés
de H(I;) et tel que ses éléments forment un graphe connexe maximal.
Pour la simplification des schémas et des notations, considérons que
sk = 1 (la partition ne comporte qu'un élément) et notons (I, h =1
Voir figure 4.9.

DECOMPOSITION DE LA FRONTIERE DE [

Considérons la partition suivante de la frontiere de Fj notée JF.

o E la partie de la frontiére de 5 qui est atteinte par au moins un trans-
laté d’un point de I} quand F' se déplace dans I, c’est-a-dire

Eft={cedBtIye(EBL), Jzell z=y+z}
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Figure 4.9 Figure 4.10

Figure 4.11 Figure 4.12
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o Ff, la partie de la frontiére de E\ qui n’appartient pas a Ef et qui est
constituée de cotés translatés correspondant aux cotés de I, 1.e.

- = 0E\E}.
Voir figure 4.10.

Fermons la courbe Ej en reliant les points extrémes par un segment de
droite et fermons la courbe I en reliant les points extrémes par un segment
de droite. Appelons les surfaces ainsi délimitées f(EL) et f(I;) respective-
ment.

Voir figures 4.11 et 4.12.

DECOMPOSITION DE Ei B [
E, B I, peut étre obtenu en considérant f(E}) B I et [-(f(I;) B E)]

k
puis en prenant I'intersection des deux, c’est-a-dire

E. 81 = [f(EDH B LEFIn[-(f(;) B E)).

Preuve

De par la définition de B et de E;, lorsque [, se déplace dans F,
i. I se déplace dans f(F;) et
ii. f(I;) se déplace autour de £,

Cest-a-dire que toute translation possible de I dans [ est une translation
possible de I} dans f(E)) et de f(I) autour de £ .
Cela s’écrit donc
ExB L 2 [f(E) B
el
E.B L 2 [-(fU;) B E.).
Ou encore
ExB L2 [f(EHB LN [-(f(;) 8 ).

L'inclusion inverse vient du fait que si une translation est possible aussi bien
pour I} dans f(£;) que pour f(I ) autour de I}, alors cette translation
est nécessairement possible pour [, dans Eg.

En effet, si z est tel que z+ I} appartient & fEL) et que z+ f(;) contient
E, alors z + (I;f U I ) = z + I, appartient & Ey.
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|
Si K est non vide, la recherche de f(I;)8B E; peut se faire inductivement
en réinitialisant
o B+ f(I),

o L+ f(EY),
[f(E;) = In41 est bien la forme “intérieure” qui se déplace dans la forme

“extérieure” f(I;) = Exyil,
o k—k+1et

e recommencer l'itération générale. Nous vérifions toujours les hypothéses
d’application de la décomposition car Ij est bien un polygbne connexe
sans parties de mesure nulle et Ej, vérifie bien les propriétés d’optimalité.

Si B est vide, f(I;) B E; = f(I;) B ¢ est trivial (car égal au plan tout
entier) et on s’arréte.

DECOMPOSITION DE K H F

Quand la décomposition de X B F' est terminée (I'itération r = 2s), c’est-

a-dire que £ = ¢ donc f(I7)B E; = IR*, on a
KBF =EB=[f(E)BLN[-(f(l)B Ey)

ol
fU3)BE; = BB =[f(ENH B LIn[-(f(I7) B E),
donc,
K8 F = [f(E) B 1N [-((EH B NN [fU7) B BT,
ol
fUy)BE;
est calculé inductivement.
[Minalement,
s r—1
KB F = (f(EH) 8 ) [-(f(EByy) B L)l
1=0 t=0
Remarque A

On peut remarquer f(EJ)B [T est une érosion par le convexe [ mais n’est
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pas nécessairement convexe. Par contre, toutes les autres érosions sont des
érosions d’'un convexe par un convexe, le résultat de ces érosions est donc
convexe (cette remarque sera trés importante pour la suite). Cette expres-
sion permet de calculer K B F facilement car Iérosion par un convexe est
simple & déterminer.

4.6.3 Recherche de la forme optimale de K

Pour simplifier les notations, supposons que la décomposition de KHF se termine
a litération 7 = 2, pour le cas général, les mémes arguments peuvent étre utilisés.

Modifions K de telle sorte qu’il soit de la forme optimale.

Ici, Fp est noté K et I est noté F'. Appliquons la décomposition de K'H F' a
notre cas

KBF = (f(KH)BFH)n[-(f(F)BEK").

Etant donné que nous avons supposé que la décomposition de /{ B I se termine
a Ditération r = 2 et par la remarque A, nous constatons que (f(F'~) B K~) est
I’érosion d’un convexe f(F~) par un convexe K~ dont les c6tés sont paralleles
a ceux de f(F~) (par la décomposition de ' B IY). Cette érosion est alors une
forme aux cotés paralléles a ceux de f(F~) et donc son symétrique par rapport
a l'origine —(f(F~) B K~) a également les cotés paralléles & ceux de FOE).

Prolongeons tous les cotés de K qui sont des translatés de cotés de I dont au
moins un angle intérieur adjacent est inférieur & m. Notons K’ la forme obtenue.
Voir figure 4.13. Etudions I'effet d’un prolongement (i.e. le prolongement de deux
cotés de K paralleles & deux cotés adjacents de F' et dont I'angle intérieur est
inférieur & ).

Ce prolongement ne modifie que K et non K. Done F(KT) 8 't est modifié
et devient f(K'T B F*). Par contre [—(f(#~) B K~)] n’est pas modifi¢, donc
[—(f(F) 8K ) = [-(f/(F7)B K7

Or si on applique la décomposition & K' B I, on a
K'BF = (f(K*)B P [—(f(F) B K"),
et donc,

K'BF=(f(K*)BF)N[-(f(F)B K7
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Seule une partie de la variation de f(/X*)B F'* appartient & [—(f(F7)B K7)).
Donc, quand F' se déplace dans K', certaines parties de K’ ne peuvent jamais
stre atteintes. Cela est dii au fait que K~ peut “bloquer” le déplacement de [
vers ces parties. Voir figures de l'annexe G. Les cotés prolongés doivent donc étre
“coupés” par des cotés paralleles & des cotés de F'~ vu que —~(f(F-)BK~) ades
cotés paralleles a ceux de f(F~). Ce qui revient a ne considérer que la variation

de f(K+)B F* qui appartient a [—(f(F'7) B K7)].
La mesure de la variation de KB F est donc égale & la mesure de la variation de K.

Translatons vers I’intérieur un des c6tés de K qui est paralléle a I'un des cotés de
F. F' ne pourra plus bouger aussi librement qu’auparavent dans K. F ne pourra
plus atteindre tous les cotés de K. Donc, translater un cote de K vers 'intérieur
est équivalent & translater tous les cotés de K que I' ne sait plus atteindre.
L’aire perdue par K est alors l'aire perdue par K B I plus I’aire entre les deux
translatés de tous les cétés concernés par la translation.

Si Paire ajoutée a K lors du “prolongement” est égale a l'aire retirée lors de la
translation de tous les cotés concernés par la translation vers I'intérieur, on a :

Paire ajoutée & I{ B I par le prolongement (notée Af) est égale a l'aire ajoutée
a K (notée AL) qu'on décide égale a laire retirée a K lors de la translation
vers l'intérieur des cotés concernés par la translation (notée Ax), qui n’est rien
d’autre que laire retirée & K B F (notée Ag) additionnée de laire entre les deux
translatés de tous les cotés concernés par la translation (notée A;),

Le. At = A= Ag = Ag + Ay done lairede K B8 F est devenue plus grande
qu’au départ.

On suit le méme raisonnement pour tous les prolongements possibles des cotés
de I suivis d’une translation des cotés de K pour maintenir la mesure de K
constante. Finalement, quand tous les prolongements possibles auront été faits,
lors de la décomposition de K B F', la seule érosion f(E)B I§ qui pouvait ne
pas donner un résultat convexe (voir remarque A) est maintenant convexe de par
les prolongements effectués.

Finalement, la figure K obtenue est composée uniquement de c6tés paralléles
3 ceux de I avec les mémes vecteurs normaux vers Uextérieur. Et donc K8 F
est un convexe dont les cotés sont des cotés paralléles a ceux de F' avec les
mémes vecteurs normaux vers 'extérieur.
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4.6.4 Le probléme d’optimisation

De par les notations introduites précédemment, F' a ny +ng+ns+---+ns coHtés.
Pour la facilité, notons ny + ng +na + -+ +n; = n.

De par la construction au point précédent, KB F pour K optimal est un polygone
convexe dont chaque coté est parallele a un c6té de F' et de méme vecteur normal
vers l'extérieur que celui-ci. La figure 4.14 montre un polygone F' et la figure 4.15
montre le “type” de forme que doit avoir K B F quand K est optimal.

Notons z1,2s,... , 2, les cotés de K B F considérés dans le sens anti-horlogique
el zll, z'gL, e zi" leurs vecteurs normaux vers I’extérieur respectivement.

1l existe en fait une application p qui fait correspondre un c6té de I au coté de
K B F parallele et de méme vecteur normal vers I'extérieur. Au cbté y;; de F,
correspond le coté z,(; ;).
On a

18

1. Pangle entre 2} et z5, vaut o; > 0,2=1,2,... ,n, ol B 7= T
n <
2. )iy @i =2,

Voir figure 4.16.

Considérons @, le centre de gravité de K B F. Notons d;, la distance entre G et
lecoté z;, de KBF,1=1,...,n.

Notons A;, le sommet commun aux cotés z; et ziy1,2=1,...,n, 00 zn41 = 21 et
notons H; le pied de la hauteur passant par G du triangle GA;1A;, i =1,... 7,
ol Ag = A,.

Définissons les valeurs a4, a2, 1 = 1,...,n comme étant la longueur des seg-
ments A;_ H; et H;A; respectivement (elles peuvent étre négatives).

Voir figure 4.17.

Nous sommes maintenant capables d’écrire la mesure de KBF sous forme d’équa-
tion.
La mesure de ¥ B F n’est rien d’autre que la somme des triangles rectangles dont
les cotés adiacents a ’anele droit sont d; et a; ;5,1 =1,... ,net j=1,2, 1e.

1,01 ) ) P

n

m(KBI') = z %[ds (i1 + @i2)]

i=1

ott d;,a;1,a;2,1=1,...,n sont les 3n inconnues.



Figure 4.17 Figure 4.18
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Figure 4.19 Figure 4.20
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On peut se ramener a une équation ne dépendant que de dy, aiz, B = L o ol
c’est-a-dire de n+1 inconnues. En effet, nous pouvons écrire les relations suivantes
11 i R Y

|

3—:_2 = tanf;q, ou d; # 0,

Bis11 = o —Big=04— arctan“—;:?,
1/2

GA: = (& +a2)"?,

giv11 = GA; Slﬂﬁz+11,

diyr = ((GA ) 1+1 1)1/2-

On a donc (voir figure 4.18)

/2 . a; .
2 : g _ . —
a1y = (d?+a?y)"" sin(ey —arctan <p%), 1 =1,...,n, avec np1,1 = 1,1,

dipn = ((@+a)—a, ), i=1...,n—1

Nous allons maintenant écrire la mesure de K\ F.

Notons & ;;+1 la valeur de I’angle intérieur entre les cotés yi; et yij1 de F.
Définissons 7 j ;41 comme prenant la valeur 1 si & ; ;41 est inférieur a w et prenant
la valeur 0 sinon. Dans la suite, nous considérons §;; comme étant la longueur
du coté y; ;.

On a

B \F) Z Z {yw p(ind) T Mg +1C5,5.541 — Gk ~ Wi.j,j+1)Di,j.j+l}

=1 j=1

ol (voir figure 4.19)

1 HEEF 1
Cijj+1 = ()2 dp(ij) + Z idk (ary +are) | + 2 i+ dp(i,j+1)1

k:p(i,j)-l—l
et

dp(i,s+1) ~9p(in) cos(i,),j+1—7)
51"(‘51 I j+1)

1/2
1 2 d(i,i1) ~p(ig) CO5(Eipit1=m) ) 2 2
+adij {[dp(i,j) + ( e sii(g};,J-,j+1} n ) ~ i) '

Voir figures 4.20, 4.21 et 4.22.

1
Dijit1 = 34(.)




Z

¥

Di i+t

droite:
% CO8 Cgujﬂ_ Mty Siﬂ(gu&f H
TUPG D

dp(ii+1)- dp(ij) costEigpr M

D; ..
gt

9 1/2
(F+e2) —¢3)
2. plf2
(C.1+c2)

dp(i,+1)- dp(if) costEigiH M

i _sin(§igi4 1) sS40
0 Iecidy = pi ir™ =5
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Les g ; dyi,jy sont les “rectangles” de longueur y; ; et de largueur dy(; ;) > 0, c’est-
a-dire la distance a laquelle le translaté de y;; se trouve sur la frontiere de K.
Les C;j j+1 sont les “coins” qu’il faut ajouter entre les rectangles quand l'angle
intérieur est inférieur & 7 et les D;j ;1 sont les parties qu'il faut retirer quand
I’angle intérieur est supérieur a m. Voir figure 4.23.

La solution optimale K™* est donc caractérisée par les valeurs de d;, a1, ai2,
i = 1,...,n solutions du probléme d’optimisation suivant. Ce probléme a 3n
inconnues d;, a; 1, i, i =1,...,n et n+(n—1)+ 1+ n = 3n contraintes.

1
maxz §[di (@i + ai2)]

i=1

sous contraintes
— (2 2 \1/2 . T
aiy1n = (d? +a?y) " sin(e; — arctan <3%),
t=1,...,n avec dpy1,1 = @11,
I 2 2 2 1/2 -
di+1 - ((dl +a1‘2)_a1+1’1) 3 t—].,... .,'n."_‘l’

a—m(F) =30 2t i dptig) + Mg+t G
+(1 = i) (=1 D1},

oll
1 pli,i+1)—1 1
Ciigtt = 502 dig) + Z o (ak1 + ara) | + 5 a1t dotiit)s
k=p(i,j)+1
et
Dijiv1 = %dp(i.,i)dp(i'””_ii.({é},-)jf:(f)wm_ﬂ)

1/2
Lo . 2 dpis ) ~dpti <0sEiput1 =M\ | _ o
i {[(lp(i.j) (s ) |~ )
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4.7 Estimation de la forme de K selon la méthode
de Kendall

[ “Dans le cas ot le domaine & estimer est convexe, KENDALL propose une méthode

pour obtenir I'estimation de ce domaine.

i. Considérer des disques d’un certain rayon z, centrés aux sommets de l'en-
veloppe convexe de la réalisation considérée a I'intérieur du domaine.

ii. Prendre I’enveloppe convexe des disques ainsi obtenus.
PP R Lt l sy
___'__.—-—-"——“‘"‘-‘_w'—m !

1l est possible de choisir le rayon z des disques de fagon & ce que la mesure de 'en-

g

S e —r———

Cette méthode proposée par I(endall n’a jamais été appliquée bien qu’elle donne
une estimation du domaine trés proche de I'estimation obtenue par la méthode
du maximum de vraisemblance et moins anguleuse que cette derniére.

La méthode de Kendall peut trés bien étre généralisée a notre cas. La méthode
devient la suivante.

i. Considérer les disques d’un certain rayon z, centrés en chaque point de
ax(z).

ii. Prendre l'union des faces intérieures de ’a*-shape de l'union des disques
ainsi obtenus.

Il est possible de choisir le rayon z des disques afin que la mesure de l'union
des faces intérieures de 'a*-shape des disques soit égale a la mesure estimée
de K. Cette mesure est estimée au point 4.9.

veloppe convexe de 'union des disques soit égale a la mesure estimée du domaine.

4.8 Retour & lestimation de la position du do-
maine K

Si dans la formule de 'estimateur optimal de g(K),

d(X) = g(ag; (X)) — g(s(K) B s(ap (X)),

44



e ' K s
nous remplagons la forme unitaire inconnue %(T{l) par sa valeur estimée, nous
obtenons un estimateur optimal de la position du domaine .

4.9 Estimation de la surface du domaine K

Nous cherchons un estimateur de m(K'), qui nous fournira, conjointement avec la
solution de lestimation de la forme la forme unitaire de K, ’estimation compléte

de la forme de K.

Soit #y = (z1,...,2n) une réalisation d’un processus de Poisson homogeéne
sur K. Les points zi,...,zn sont donc uniformément distribués sur K. Sup-
posons qu’un autre point zy41 soit distribué uniformément sur K, indépendam-
ment de zy. Alors,

P[zn41 est un point de aj((1,... ,&n+1)) | ZN]
= 1-Pleny € ay(@n) | 2n]

mlog (En)]
- mh(rf\")N

En se servant de la symétrie des indices,

N+1
E[Vns] = Z P[z; est un point de af (21, ... ,EN+1)]

i=1

E[m(a?{(fclv s al‘N))]

et donc
Bfm{agi(on, - en))] _ | ElVarn)
m(K) N+1°
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Deuxiéme partie

Annexes
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Annexe A

Notations utilisées dans les
démonstrations des annexes

H,, v >0 est Pensemble des parties compactes du plan telles que leur enveloppe
convexe est de mesure .

K. est Pensemble des parties compactes du plan identiques a leur fermeture mor-
phologique par un disque de rayon r.

M., © >0 est 'ensemble des parties compactes du plan de mesure .

Op ot F est une partie compacte du plan, est 'ensemble des parties compactes
du plan identiques & leur ouverture par la partie F'.
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Annexe B

Lemmes techniques

Lemme B.1 Soient F' et D deux parties compactes de IR* telles que
m(D) > m(H(F)).
Si D est convexe, alors DB F = DB H(F).

Commentaire

Le lemme B.1 nous dit que I’érosion d’un convexe par une partie compacte quel-
conque n’est rien d’autre que I’érosion de ce convexe par 'enveloppe convexe de
la partie compacte.

Preuve du lemme B.1

p L’érosion de D par H(F) est I'ensemble des positions u pour lesquelles
H(F) + u, translaté de H(F) en u est & lintérieur de D, ie.

DB H(F) = {ut H(F)+u C D}.

Comme I est incluse dans son enveloppe convexe, toute position u pour la-
quelle H(F') + u est incluse dans D est une position pour laquelle F'+ u est
incluse dans D, i.e.

Vut H(F)+u= {h+utheH(F)}CD,

on a

=9
@
-

F+4u {f+uifer}

(f+utfeFYU{h+uthe HF)\F}
HF)+uCD.

Donc, siu € DEH H(F) alorsu e DB F.

L'érosion de D par H(F) est dés lors incluse dans I’érosion de D par F, i.e.

DBH(F)CDBF.

him
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» Montrons maintenant DH FF C D8 H(F).

Prenons v dans D B F.

Par la définition de D 8 F, u est une position pour laquelle F' 4 u est incluse
dans D, i.e.

F+uCD.

Comme Penveloppe convexe est une opération qui conserve I'inclusion, I’en-
veloppe convexe de F! 4 u est incluse dans ’enveloppe convexe de D, ie.

H(F +u) C H(D).
Par hypothése, D est convexe, donc identique & son enveloppe convexe, 148
P = B D).

De plus I'enveloppe convexe du translaté I 4 u est identique au translaté en
u de I’enveloppe convexe de I

H(F + u)

= {ata=", N(fitu), ne N, fituve F+uVi, 30 Ai=1}
= {zte=Yr N+ o hiw,ne N, i€ FVi, 33, A= 1}
{:C'I':BZZ?:I/\{f:‘-I-u, n€ N, f; € FVi, Z?:l)\i:1}
ut{ztz=Y1 Nifi, n€IN, fi e F¥i, 3 A =1}

w+ H(F).

Il

Il

On a donc
HF)+u=H(F+u)CH(D)=D.
Cela revient a dire que u € DB H(F).

» Par les deux points précédents, on a I’égalité

DBF =DBH(F).

Lemme B.2 Soient F' et D deux parties compactes de IR*.
Si D est convexe, alors H(D & F) = D & H(F).



Preuve du lemme B.2
On a

HDoF) = {ete=Yr h(di+fi),nelN, deD, fiecF, 3 =1}
= {zfz=Y"r Ndi+t X Nfi,n€ N, di€D, fieF, YoiA=1}
= {zfz=d+f, d € H(D), fe H(F)}
= H(D)® H(F)=D® H(F) car D = H(D).

Lemme B.3 Soient D une partie compacte de IR? et a, b des réels positifs.
Si D est conveze , alors aD @ bD = (a +b)D.

Preuve du lemme B.3

On a

GDE”)D = {:cJ[mzadl-i—bdg, d]_, dze D}
= dote=a adtbdy 4 oy aditbdy g g, ¢ D}

a+b atb
= {zts=ad+ bd, d:“—d%%, di, dy € D}.

Or,sidy, dy € D, alors d = sditbdds ¢ [) car

a4 b
= St = 1 et D est convexe, donc

«aDBOD = {zfz=ad+bd, d€ D}
= (e+b)D



Annexe C

Premiére tentative en fixant la
mesure de I’enveloppe convexe de K

C.1 Introduction

Notre premiére idée consista & chercher l'estimateur de maximum de vraisem-
blance en fixant la mesure de I’enveloppe convexe de K, c’est-a-dire
si b est une valeur réelle positive fixée, trouver

max m(K B F).
KeKtm(H(K))=b

La solution optimale de ce probléme est alors donnée par

. b1 7
[l He] o)

Cette solution est toujours valable quand I est une partie compacte quelconque
de IR? (théoreme C.1).

Cette piste n’a pu étre poursuivie plus loin car nous n’avons pas trouvé de justi-
fication statistique au fait de fixer la mesure de I’enveloppe convexe de .

C.2 Théoréme C.1 et proposition C.1

Théoréme C.1 Soient r >0 et b > 0 fivés.

Si F est une partie compacte de IR?, tel que 0 < m(H(F)) < b, alors m(K B F)
est maximisé sur ’ensemble

(K1 K €Ky, m(H(K)) = b} = Hy NK,
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par

b 1/2 B,
K:{HW} H(F)EIF}EBF} .

Proposition C.1 Soit b > 0 fizé.
Si F' est une partie compacte de IR?, telle que 0 < m(H(F')) < b, alors m(KBF)
est mazimisé sur 'ensemble Hy, par

K = HW;_(F_))] " mer|or

Preuve de la proposition C.1

a) VK compact tel que m(H(K)) = b, le théoréme d’estimation de la forme
unitaire pour le cas convexe donne

m(H(K)B H(F)) <m(cH(F)8 H(F)) (C.1)
1/2
S b
il &= [m(H(F))] :
On a donc
m(KBF) < m(H(K)BF) K C H(K)
= m(H(K)BH(F)) parlelemme B.1
< m(cH(F)B H(F)) par I'équation (C.1)
= m(cH(F)BF) par le lemme B.1.

Donc V& compact de IR* tel que m(H(K)) = b, on a

m(KB F)<m(cH(F)BF)

. b 1/2
ou c = {m] i

De plus, cH(F) appartient & Hy vu que m(cH(F)) = *m(H(F)) = — Hf’ m(H(F)) =
b.

b) A Poptimum, on a nécessairement que
K=KBF@®F<= Kp.
En effet, supposons que Kp # K, comme I'inclusion Kp C K est toujours

vraie, cela revient & supposer Kp ¢ K.
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On a alors

m(KBF) = m(KrpBF) par la définition de Kp
< rm(KpBF) avec 'I‘Z:T—Z%%>1
= m(r(KrBF))
= m(rKr B F).

On obtient un résultat strictement meilleur en remplagant K’ par 7/{F. Donc
K n’est pas 'argument maximum, ce qui est absurde.

¢) Par les deux points précédents, a 'optimum, on a

KBF=cH(F)BF 02
K=Kp=KBF®F '
Donc
K = (KBF)@F par la deuxiéme équation de (C.2)
= (¢cH(FYBF)®F par la premiére équation de (C.2).
O
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(cH(F)BF)®F

K
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llustration de la proposition C.1
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Figures C 1-4



Preuve du théoréme C.1

Montrons que si F' € K, tel que 0 < m(H(F')) < b, alors

eHyNKr KtKeH,

B,
(Kaﬁgma,x m(K B F)) = (a,r max m(K B F)) .

VK € Hy, KB € HyNK,, (C.3)

vu que si m(H(K)) = b alors m(H(K?")) =b.
In effet,

K & K% C HIK),
donc en considérant ’enveloppe convexe de tous les membres de 'inclusion
H(K) C H(K™) C H(H(K)) = H(K),
ce qui est implique
H(K) = H(K?).
De plus, on a

max m(KBF)< max m(KBF),
KtKeHynkr KtKeM,

étant donné que H, N K, C Hs.

Si on note 'argmax {m(K B F)t K € Hy} = Ky, on a KP € Hyn K, par
I"équation (C.3).

On a d’une part

m(KPBF) <  max m(KBF)< max m(KBF)=m(K8F),
KiKeHnKr KtKeH,
(C.4)

la premiére inégalité provenant de la définition de maximum.
D’autre part, on a KIB’ D K, et donc
ErBF I KBE

=
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ce qui implique
m((KPrB F)) >m(K, 8 F). (C.5)

Ce qui signifie que 'on a I'égalité partout en rassemblant les équations CA4 et
C.5, c’est-a-dire

m(KPr8F)= max m(KBF)= max m(KBF)
KtK€HynK, KtKeH,

=m(K,BF).

Donc

By
( argmax ~ m(K B F)) = K" = (ar max m(K B F))

KtKeHynKr KTKEHs

Par la proposition C.1, on a la these.

By

Figure C.5 : illustration du théoreme C.1
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Annexe D

Deuxiéme tentative en fixant la
mesure de K

D.1 Introduction

Ftant donné que nous n’avons trouvé aucune justification statistique au fait de
fixer la mesure de Ienveloppe convexe K (voir annexe C), nous avons essayé de
démontrer qu’il existait un rapport biunivoque entre la mesure a de Pargument
optimum du probléme

max m(KBF)
KeKtm(K)=a

et la mesure de son enveloppe convexe.
Nous n'y sommes pas arrivé. Nous voulions montrer I'intuition suivante.

Soit a@ > 0 fixé.

Si F est I'union des faces intérieures de as(aj(2)) telle que 0 < m(F) < a et
m(H(F)) > 0 alors m(K B F) est maximisé sur ensemble M, par

K, = HB(—:I(T)S] " H(F)B F} @ F

oi1 b, est 'image réciproque de « par la bijection

i 1/2
T:B+—»ﬂ+:xwm{{[m] H(F)EIF}QBF}.



D.2 Essai de démonstration de 'intuition

1. Comme dans l'annexe C.1b, nous montrons que toute partie compacte ' de mesure a qui maximise
m(K B F) est nécessairement identique a son ouverture par F,ie.

si K maximise m(K B F) sur M, alors K = Kp.

Supposons que K maximise m(K B F) sur I'ensemble M, et que K # Kp.
On a toujours K p C K, vu que I'ouverture d'une partie est toujours incluse dans la partie. L'hypothése
absurde revient donc & supposer que Kp ¢ K.

On va alors montrer qu’en remplagant K par une homothétie de son ouverture K p, ayant méme mesure
a, on obtient une valeur de m(K B F) strictement supérieure, ce qui est bien entendu absurde.

Vu que par I'hypothése absurde, K est strictement inclus dans K, on a m(Kp) < m(K) et donc

42 not m(K)

= 1.
m(Kg) #

On a donc
m(KB8F) m(Kp 8 F) par notationde Kp "= KB F @ F
et par la propriété 2.2
< r?m(KrpBF) en multipliant par r? = -ﬂ:—zg%% = |
= m(r(KrBF))
= m(rKpBF).

La derniére égalité vient du fait que

rKrpBF {vtFy €ErKp}
{UTF% € Kr}
{rutF. € Kp}
riutFu € Kp}
r(KpBF)

Inn

o

Comme on a

m(K)

m(rKp) = r’m(Kp) = m

m(Kp)=m(K) =aq,

alors (r‘]\"p) € M.

On obtient donc un résultat strictement meilleur en remplagant R par rKp. K n'est pas un argument
maximum, ce qui est absurde.

2. Le point précédent montre que tout argument qui maximise m(K B F) sur
M, est nécessairement identique & son ouverture par F'.

Donc, chercher le maximum de m(/K B I) sur 'ensemble des parties com-
pactes de mesure a équivaut a rechercher le maximum de m(K 8 F ) sur
I’ensemble des parties compactes de mesure ¢ IDENTIQUES A LEUR OUVER-
TURE PAR F, i.e., puisque nous avons noté Op = {K compact { K = K},

max m(KB F)= max m(KBF).
KeMa KEManOp



Nous devons donc résoudre le probléme suivant

max m(K B F).
K€eManOp

3. Nous allons maintenant partitionner ’ensemble des parties compactes de
mesure « identiques a leur ouverture par F en fonction de la. mesure de
I’enveloppe convexe de chaque partie.

Nous avons défini Vb > 0, Hp, = { K compact  m(H(K)) = b}.
(Hy)b>0 forme une partition de I’ensemble des parties compactes de IR2.

En effet
i sib £ b alors HyNHy = ¢ vuque si ' € Hy, c’est-a-dire m(H(K)) = b,
alors m(H(K)) = b # V' et donc K ¢ Hs.
ii. VK partie compacte de IR?, 3b > 0 tel que m(H(K)) = b.

On peut donc écrire la partition de I'ensemble des parties compactes de
mesure ¢ identiques a leur ouverture par [ :

ManOp = J(Ma N Op NHy).

b>0

Donc, maximiser m(K 8 F') sur M, N OF, ensemble des parties compactes
de mesure a identiques a leur ouverture par I, est équivalent a maximiser
m(K B F) sur chaque élément de la partition donnée précédemment de
M, NOp, Cest-a-dire, sur chaque ensemble de parties compactes de mesure
a identiques & leur fermeture par /7 et D’'ENVELOPPE CONVEXE DE MESURE
b > 0, puis de prendre le maximum des maxima obtenus sur chaque élément
de la partition.

On a donc

max m(K B F) = max max m(KBF)|.
KeM.nOp >0 KeManOpnHy

4. Les points suivants tentent de montrer



a) qu’il existe une et une seule valeur de b, notée b, telle que
q

max m(KBF)= max m(KBF),
KeManOpnty, KeOpnHy,

(b) que la valeur

max m(K B F)
KEManO piHy,

est supérieure ou égale & toutes les autres valeurs

max  m(K BF),
KEManO pniHy

b>0.

5. Nous allons montrer (nous le montrons effectivement) que le maximum de
m(K B F) sur I'ensemble des parties compactes de mesure quelconque,
identiques & leur ouverture par I et d’enveloppe convexe de mesure b fixée
est ’ouverture par F de 'homothétie de I’enveloppe convexe de F de mesure

b, i.e. Vb > m(H(F)),

max m(KBF)
I{EOFI"I']{b

est atteint en

b 1/2
= || = B F| @ F.
I Hm(H(F))] H(F)E!F} @ F

Le théoreme d’estimation de la forme unitaire pour le cas convexe dit

si H(F) est un polygoéne convexe tel que 0 < m(H(F)) <b,
alors m(H(K) B H(F)) est maximisé sur 'ensemble H,; par

H(K) = [a—;ﬂ} )

i.e.

VK € Hy

m(H(K)B H(F)) < m(cH(F)B H(F)) (D.1)
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. ; 1/2
ou €= [m(H(F))]

On a donc

VK € H,

m(K B F) car K C H(K)
m(H(K)B H(F)) parlemme B.1
avec m(H(K)) > m(H(I))
FYB H(F)) par Péquation (D.1)
m(cH(F)B F) par le lemme B.1 et avec
m(cH(F)) = =bemm(H(F)) = b > m(H(F)).

Il IA
2
2
ke
1l
3

LIA
-
&
o

On remarque de plus que m(cH(F)) = E(H‘E’TP,)jm(H(F)) =

Donc

max m(K 8 F)
KeH,

est atteint

VKeH, 1 KB F=cH(F)BF

R b 1/2
ou Cc = [m:\ .

(est-a-dire que tout argument qui maximise m(K B F') sur ensemble des
parties compactes d’enveloppe convexe de mesure b a nécessairement une
érosion par F' identique a ’érosion par F' de ’homothétie (de coeflicient c)
de l’enveloppe convexe de F' de mesure b.

Si I'un de ces arguments maximum est idenfique a son ouverture par P,
alors cet argument maximise m( /B F') sur 'ensemble des parties compactes
d’enveloppe convexe de mesure b et identiques a leur ouverture par I, 1485

siAK? € {K € Hpt KBF = cH(F)BIF}NOF alors K® maximise m( KB F)
sur Hy N Op.

Voyons donc s’il existe un K tel que
KB F=cH(FNBF
K=KBFgF

. 1/2
ouc= [_m(H‘(F' ))] )
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c’est-a-dire

K=(KBF)&F=(HF)BF)®F.

1/2
K= (cH(F)BF)®F ot c= [m(h?(F))} convient.

. On va maintenant considérer Papplication qui associe a chacune des valeurs
possibles b pour l'enveloppe convexe, la mesure de I'argument maximal
obtenu au point précédent, c’est-a-dire, la mesure de I'argument qui max-

imise m(K B F) sur l'ensemble des parties compactes identiques a leur
fermeture par F' et d’enveloppe convexe de mesure b.

Donc, définissons I'application qui & chaque valeur z associe la, mesure de
P’argument qui maximise {m(K B F){ K € Op N H,}.

T: [m(H(F)),c0l — [m(F),c0]
z - m([[muﬂm)]w H(F)EF]@F)

L’égalité vient du fait que

1/2
par le lemme B.1 avec m ((m) H(F)> = E(H%)—)m(H(F))

=z > m(H(F)),
& 1/2 ”
or) = (| [ )0 )

donc,
Comme nous voulons prouver qu'il existe une et une seule valeur de b,

1/2
z
m T H(F}8F
(“mcmm)] (F)
1/2
notée b, telle que m ([[—TT"(_[!JTG(T)S] H(F) B F} ® F) = a, nous aurions

aimé montrer que 'application T est inversible.

T est strictement croissante et continue :

(a) Croissance stricte
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Soient b, b tels que m(H(F)) <b < ¥,

1/2 1/2
o b b"
alors 0 < [m(H(F))] =] [m(H(F))] B

e done { [saky] "~ 1} HO o [retam] 1} 10P)
et enfin { {m_(h?TF_)}]w - l} H(F)pF Q{ [Wrz’(ﬁ)]m — 1} H(F)®F.

Iinclusion vient de la définition de somme de Minskowski.

En effet, soit A G A’ et B, des parties de IR”.

AdB = {d+btd €A, be B}
= {a’+bia’€A,beB}U{d-pr’eA’\A,beB}
¥ ApbU(A\A)® B2 A®B.

a

L’inclusion est stricte. En effet, supposons

{[m]m_ 1} e {[ﬂ_ﬂﬁb’(m]lm#l} H(F)® F

alors

H H [;m—bﬂ]m - 1} H(F) ® F]
oy

{1} 1010 ]

Par le lemme B.2, cela revient &

{[m( - W _ 1} H(F) @ H(F)

- { lrt] - 1} 00 1

ce qui, grace au lemme B.3, est équivalent &

lm?(ﬂ)]/ ) = | ",

ce qui est faux vu que b < b'.

Continuité
Nous n'avons pas trouvé de démonstration.
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Nous aurions voulu montrer que T est strictement croissante et continue,
afin d’avoir Yy € [m(F'), oo,

iz € [m(H(F), 00| tm [m] _ 1} H(F)® F] — i

. Le point précédent tentait de montrer qu’il existe une seule valeur b, telle
que Pargument maximum de m (K BF) sur I'ensemble des parties compactes
identiques a leur ouverture par I et d’enveloppe convexe bq, soit de mesure
exactement égale & a, i.e.

b, 1 K = argmax  m(KBF) e M, NOr.

KeHp,nOF

Donc, maximiser m( K B F') sur 'ensemble des parties compactes identiques
3 leur ouverture par F et d’enveloppe convexe de mesure b, est équivalent
3 maximiser m(K B F) sur 'ensemble des parties compactes de mesure
a, identiques a leur ouverture par F' et d’enveloppe convexe de mesure b,,
étant donné que l'argument maximum de la premiére formulation est de
mesure a, 1.e.

max m(KBF)= max m(K 8 F).
KeHp,NOp KeManOpnHty,

. Les points suivants tenteront de montrer que K% est un argument max-
imum de m(K B F) sur I'ensemble des parties compactes de mesure «,
identiques & leur ouverture par F', i.e.

VK € OpN M, tel que K # Kb onam(KBF) < m (Kb 8 F)

(on a une inégalité large ici car il peut y avoir non unicité de la solution
optimale de par la nature du probléme). Voir figures D.la-b.
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N\

KL.BF KaF

Figures D.la-b

On sait que (Hy N Op N M, )p>o est une partition de Or N M,, ensemble
des parties compactes de mesure a, identiques a leur ouverture par F, donc
en passant en revue chaque Hy N Op N Mg, b >0 on aura considéré tout

(Op N M,).

9. Montrons que pour toute partie compacte K de mesure a, identique & son
ouverture par F' et d’enveloppe convexe de mesure b < by, m(K B I') est
strictement inférieur & m(L' 8 I).

Soit b < by, VK € My N Op NHy, on a

m(K H F) S mMaxyemMnOprnH m(K H F)
< maxgeopni, (K B F) car Op NHy 2 Mo N Or NHy

1/2
=1m ([Wﬁ@} H(F)B8 F) par le point 5 et par la propriété 2.2
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10.

11.

1/2
<m ([W;ﬁ?ﬁ] H(F)B F) car T' est strictement croissante
= m(Kb B F).

Il n’est donc pas possible de trouver une partie compacte de mesure a, iden-
tique & son ouverture par F et d’enveloppe convexe de mesure inférieure a
b, qui pourrait donner un meilleur résultat que m( K B F). Il ne faut alors
considérer que les parties compactes dont la mesure de I’enveloppe convexe
est supérieure a b,.

Les développements concernant les parties compactes d’enveloppe convexe
de mesure strictement supérieure a b, utilisent le fait suivant :

si K* maximise m(K B F) sur Op N M, alors K*8 F = H(K*)B F.

Nous n’avions pas trouvé de preuve de ce fait a ce moment, mais cela fut
démontré dans le point 4.6.3.

Il faut remarquer que
K*BF=H(K")BF = K*B F est convexe.
En effet, supposons que K* 8 F' soit non convexe, donc
K*8BF¢HK"8F).
De plus, K*B F C H(K*)B F = H(K*)B H(F) par le lemme B.1 avec
m(H(K*)) =b>m(H(IF)).
Considérons ’enveloppe convexe de chaque terme
HK*BF)C HHK)BH(F)) = H(K")B H(F),

la derniére égalité venant du fait que H(K*) B H(F') est convexe (I’érosion
d’un convexe par un convexe est convexe). On a alors

K*BF GQH(K)BH(F)= H(K*)8F,

ce qui est absurde.
Idée générale de la suite.

On fixe une valeur pour la mesure de I’enveloppe convexe b > b,. On va
supposer qu'il existe une partie compacte K de mesure a, identique & son
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ouverture par F' et d’enveloppe convexe de mesure b qui maximise m( KB F )
sur 'ensemble des parties compactes de mesure a identiques & leur ouverture
par I') l.e.

3K € M, N OrNH, tel que K:aj\l;gmax m(K B F).

NnOp

On considére K*, Pargument qui maximise m(K B F) sur 'ensemble des
parties compactes identiques & leur fermeture par F et d’enveloppe convexe
de mesure b, i.e.

b .
K" = argmax m(K B F).

On peut exprimer H(K) comme la partie compacte obtenue a partir de
H(K") aprés avoir retranché la surface qui appartient & H(K") mais pas
a H(K), puis ajouté la surface qui n’appartient pas a H(K®) mais bien
a H(K). Les deux surfaces (retranchée et ajoutée) sont nécessairement de
méme mesure puisque ’enveloppe convexe de /' est de méme mesure que
I’enveloppe convexe de K.

Si K est un argument maximum du probléme initial, alors la surface re-
tranchée 3 H(K®) doit faire diminuer au minimum la valeur de m(K* 8 F)
et la surface ajoutée a H(K") doit faire augmenter au maximum la valeur
de m(K® B F). On va montrer que pour satisfaire ces conditions, les cotés
de H(K) devront étre des translatés des cotés de H (E*).

On tentera de montrer que toute partie compacte de mesure a, identique a
son ouverture par F', d’enveloppe convexe de mesure b et satisfaisant & la
condition que les cotés de son enveloppe convexe soient des translatés des
cotés de H(K?P), donne une valeur & m(K B F') inférieure & m(K% B F).
Et donc I’hypotheése absurde est fausse.

Soit b > b,. Supposons qu'il existe ¥ € M,NOpNH, qui soit un argument
optimum de m(K B F') sur M, N Op. Par le point 10, on a nécessairement
que KB F=H(K)BF.

(a) H(K) peut étre considérée comme le résultat de H(KP)\A~UA*
ot A~ C H(K?), tel que H(K®)\A~ est convexe,
At C (H(K®), tel que H(K")\A™ U At est convexe
et m(A~) = m(AT).
(Pour P'unicité, il suffit de considérer H(K') et H(K") centrés en leur
centre de gravité). Voir figure D.2 pour avoir un exemple.
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H(F

H(K*) B H(F)
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Figure D.2

Figure D.3

&

x +(H(K*) B H(F))

(et 2((HCEHE H(F)\o HH(E)BH(F)NAT)

Figure D.4
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(b)

Regardons ce que devient H(K*)BF, qui n’est rien d’autre que H(K®B
H(F) par le lemme B.1 avec m(H(K®) = b > m(H(F)), quand on
retranche A~ & H(K"). Voir figure D.3.

Considérons le sommet ¢, de H(F). Avant qu’on ne retranche A, z;
pouvait se déplacer dans z; + (H(K*) B H(F)). Aprés avoir retranché
A, il ne peut plus se déplacer que dans

ey + (H(K®) B H(F)\A™O (21 + (H(K") B H(F))]

(“z, peut se déplacer” doit &tre lu “quand on déplace F, x, se déplace”)
Voir figure D.4.

On suit le méme raisonnement pour les autres sommets (@ Gt
de H(F). H(K")8 H(F') devient
(H(K*)\A~)B H(I")

= iz, {[(H (K% B H(F)\[A™ (@i + (H(K*) B HED)]-
Voir figure D.5.
Il ne faut considérer que les déplacements des sommets de H(f") car
Va € H(F) tel que z n’est pas sommet de H(F'),
[H(K)B H(F)\[A~ N (z + (H(K®) B H(F)))]

D i {[H(K?) B H)NA™ (i + (H(K") B HE))
car H(K®)\A~ est convexe,

Donc, pour que m( H(K®)8 H(F)) diminue le moins possible lorqu’on
1etranche A~ de H(K?), avec m(A™) fixé, il faut quo A~ soit tel que
H(K*)\A~ ait le méme nombre de cotés que H(K®) et que Chdque
coté de H(K®)\A~ soit parallele au coté correspondant de H(K?).

On ne considere donc que les A~ tels que H(K®)\A~ est convexe et
dont les cotés sont des translatés des cotés correspondants de H(K”).

Voir figure D.6.

On a
At =ATUA}U...UA]

ol les Af sont deux & deux disjoints. Voir figure D.7.

Pour que (H(K*)\A~) U A* soit convexe, il faut que chaque AT ait
un coté en commun avec H(IK*)\A~. Soit ¢; ce coté.
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HE*WA-BH(F) H(EW\A-BH(F)

HEN\A A1

Figure D.6

Figure D.7

A qEEa)bahar
(H(K*N\A-) B F

Figure D.8
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Soit f; le coté de H(F') paralléle correspondant a c;.

Soit ¢} un segment paralléle & f;, de longueur égale & la longueur de fi

tel que ¢} C A} et tel que la distance entre ¢; et ¢} soit maximale.

Soit A} I'ensemble des points de A} dont la distance a ¢; est plus
petite ou égale & la distance entre ¢; et c;.

Soient €; 1, €i2,. .. ,€ix les cotés de Af' différents de ¢; et de ¢}, consi-
dérés dans 'ordre horlogique.

Translatons e;1,€;2,... ,€ (en gardant les longueurs identiques et le
méme ordre) de maniére  ce qu’ils forment un convexe avec (f (K*)\A™)H

H(F). Voir figure D.8.
Le convexe obtenu est bien ((H(K*)\AT)UA)BF.

On fait la méme chose Vi =1,... , k.
On obtient ((H(K°)\A™)UAT)B H(F).

Donc, pour que m( H(K®)\A~)B F' augmente le plus possible lorqu’on
ajoute A* a (H(K®)\A™) avec m(A*) fixé, il faut que A* soit tel que
la propriété suivante (A) soit vérifiée :

(A.Q) (H(K®)\A™)UAT ait le méme nombre de cotés que (H(K*)\A™)
c'est-a-dire que H(K®) et

(A.ii) que chaque coté soit paralléle au coté correspondant de H (KP)\A~.
Voir figure D.9.

Conclusion.

Pour que toute variation de H(K") apporte, soit une diminution mi-
nimale, soit une augmentation maximale, & m(H (K*) & H(F)), on ne
considére que les H(K) qui ont méme nombre de cotés que H (K*)

On peut écrire I’équation suivante
m(H(K)) —m(H(K")=0
sous la forme

r r

a; + R4 a; + Ri.a;
E = (iR — L) + E 5 (. R — 1)

i=1tR;>1 i=1tR<1

= m(Ei,i+1) =0 (DQ)



Figure D.10 Figure D.11

Figure D.12
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ol
a; est la longueur du iéme coté de K°,
I; est la distance du iéme coté de K* & son centre de gravité G,

R;.a; est la longueur du iéme coté de K correspondant au iéme coté
de Ky,

R;.l; est la distance du iéme coté de K au centre de gravité G.
Voir figure D.10.

Les deux premiéres sommes correspondent aux aires des trapézes de
bases a; et Ri.a; et la derniére somme correspond aux aires des trian-
gles touchant les cotés a; et aiy1.

Si ’on note

G le centre de gravité de K,

Siit1 le sommet commun au i et au 1 + liemes cotés de K,

a Pangle de E; ;4 défini par GS; iy et le iéme coté de K°,

B Dangle de E; ;. défini par GS;iq1 et le i 4 lieme coté de R

m(FE; i+1) est calculé comme suit. Voir figure D.11.

GS;ip1 =sinZ -—'6 par la régle des sinus dans les triangles.
smﬁ( )1 + lsmﬁ R5+1)| sl Ri >1et Rj+[ <1
g = OURi<1€tRi+1>1
||bm‘g( )I Hsmﬁ( =+1)H si R; et Ri+1 =l

ou R; et Ry < 1.

Par la régle des sinus, on a

q o e sin
sin(m — o — ) sina " s —a- B
et on peut calculer m(F;ip1) = gr—;mﬁ
On note
1/2
62 ) m ([[m(H(F))] — 1} H(F)) - (b1/2 —m(H(F))I/Z)
— ; = b
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Voir figure D.12.

On peut exprimer, grace aux constructions expliquées aux deux points

précédents, m(H(K)B F) —m(H(K®) B F) par

F((Ri)i=t,.) = 2icitRo>1 5‘—%%‘5(1_.-.}%5 e 1) .
+ E::HR,-Q %'ﬁg'—a!’ui'Ri - li) - 22:1 m(Ei,iH)
= 0+(£-1) 2:11 m(E; ;1) par 'équation (D.2)
< 0

La derniére inégalité venant du fait que

e:mqhﬁﬁwhqﬂwﬂz®m—mmmww

donc

On peut également exprimer

(K 8 F) = m(1 8 F) = () (1~ D)

= (bs — b)¢ < 0.

Pour obtenir une absurdité, on voudrait que

F((R)iz1,..,) <m(K*BF)—m(K'BF), Le.

m(K*BF)—m(K*BF) <m(K*BF)-m(K*BF)

Cest-a-dire que la variation négative de m(K B F) soit plus grande,
en valeur absolue, lorsque Pon passe de K° & K que lorsque I'on passe
de Kb & K, et donc m(H(K)BF) < m(K® B F) ce qui est absurde.

Il faut donc voir si (1 — &) 302 m(£iip1) > (b—ba)é, ie.

Sy m(Eiig) & bt/

b—b) ~1-¢ m(HF)? s

Nous n’avons pas trouvé de suite & cette démonstration.

74



Annexe E

Troisiéme tentative

E.1 Introduction

Cette annexe donne la forme de I'argument optimum du probléme

max m(K BF)
KeKtm(K)=a

quand F est de la forme “un convexe moins des convexes” et quand on suppose
que l’érosion de K par F' est convexe. Nous 'avons montré pour /" un polygone
connexe quelconque.

Ces restrictions sont évidemment trop fortes pour étre utilisées dans des développe-
ments ultérieurs. Nous avons donc abandonné cette piste.

E.2 Le probléme

Soit F un polygoéne connexe de IR?. Supposons que I' vérifie la propriété suivante.
Sa frontiere, I, est une union disjointe de courbes fermées simples (sans boucle)
[;,i=1,...,s, telles que pour tout ¢ = 1,...,s, I(I';), la surface bornée ayant
pour frontiére I'; est convexe.

Supposons que Vargmaxyirem,m(K B F) = K* vérifie K* B I est convexe.
La figure E.1 montre un polygdne vérifiant les deux propriétés précitées, tandis

que les figures E.2a et 2b ne vérifient pas soit la propriété de courbe simple (figure
E.2a), soit le fait que la surface ayant pour frontiére I'; soit convexe (figure E.2b).
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Figure E.1

Figure E.2a Figure E.2b
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E.3 Etapel

Considérons la partie compacte suivante
K=(c+«H(F)BFa®F

avec ¢ > 1 tel que m(K) = a.

On a nécessairement ¢ # 1 sinon
m(K)=m(lx HF)BF & F)=m(I)

vu que H(F)B F est réduit au centre de gravité de F.
Or, par hypothése, m(F') < a, ce qui est absurde.

Nous avons donc

m(K 8 F) m(cx H(F)B F)
m(c* H(F)B H(F)) par le lemme B.1 avec ¢> 1
m((c—1)H(F))

(¢ — 1)2m(H(F)).

A

oit (c—1)? >0 et m(H(F)) > 0.

1 suffit done de limiter notre recherche de ’argument maximum parmi les parties
compactes K de mesure a et telles que m(K B F') > 0.

Nous allons transformer une telle partie compacte K en plusieurs étapes, augmen-
tant m(K B F) a chacune d’elles, pour obtenir finalement la forme K optimale.

L’accroissement total sera strictement positif, sauf si K posséde déja la forme
solution.

Soit une partie compacte K de mesure a telle que m(K B F') > 0.

E.4 Etape 2

Si K # Kp,on a Kp G K (Pouverture d’un corps est inclus dans le corps) et
donc m(KF) < m(K).

Par la définition de 'ouverture et par la propriété 2.2, KB F = KpBF, et donc

m(KBF) = m(KrpBF). Cest-a-dire, Ky est un compact de mesure strictement
inférieure 3 celle de I et ’espace des translations de F' dans K est le méme que
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celui de F' dans K.

Il est donc possible de trouver un espace de translation T' 3 Kp B F tel que
m(F @®T) = a. On a alors T tel que m(T') > m(Kr B FYy=m(KBF) et
m(FoT)=m(K)=a.

Donc en remplacant K par (F' @ T), on obtient un résultat strictement meilleur.

Le probléme

max m(KBF)
Kim(K)=a

peut donc s’écrire

max  m(T).
Ttm(FT)=a

E.5 Etape 3

Soit T un convexe compact dans JR? tel que m(F @ T) = a.

On appelle U(.) 'application qui a chaque polygdne associe I’ensemble des vecteurs
unitaires normaux vers I’extérieur aux cotés de ce polygone.

Montrons que si U(T) n’est pas un sous-ensemble de U(F), alors il existe un
polygone convexe compact P tel que U(P) CU(F), m(P) > m(T) et m(FeP) =
a.

Considérons T tel que U(T) n'est pas un sous-ensemble de U(F').

1. Notation
Notons I'y la courbe fermée simple de OF telle que I(I'y) 2 F' (sous les
hypothéses imposées sur ', [(T'1) = H(F')) et T'y,..., [ les autres.

Soient i 1,...,Yi, les r; cotés de I appartenant a I'; et considérés dans
i1e 3 e 4

le sens anti-horlogique par exemple, avec y;; choisi arbitrairement, ¢ =

L, vem o8

Notons yi,...,yi,, les vecteurs unitaires normaux vers Pextérieur aux
COES Yity .- s Yiwir t = L,... , 8 respectivement.

Voir figure E.3.

2. Construction de F ¢ T'.
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(a) Considérons tout d’abord les cotés de J” appartenant a 'y, c’est-a-dire

les cotés de lenveloppe convexe de F, vu que sous les hypotheéses im-

posées 3 I, I(T'y) = H(F).

Vj=1,...,r1, 3e1,; un point de T' dont la projection sur ytj est ma-
ximale, i.e.

{eigy ytj) = ncrleaiﬂx(c, ytj)-

Alors yy; +¢1,; C O(F @ T) car aucun point de F' & T' ne peut avoir
sur yli,j une projection plus grande que celle d’un point de y1,; + c1,j.

Puisque I(T'y) est convexe, les translatés y1,; + c1,; des cotes de I(I'y)
se présentent dans le méme ordre sur 9F.

Appellons Bj V'arc de 9F joignant (yi; + 1) a (Y1441 + €1,441)
j=1,...,11 ol Y141 F Crr+1 = Y11 +¢11-

Considérons s;; le sommet de I'} qui est le point commun a yi,; et
y12. L’ensemble des points que celui-ci peut atteindre lorque F' est
translaté a Pintérieur de F @ T, est borné par B et la courbe fer-
mée complétée par les translatés des arcs Ba, ..., B,, (éventuellement
dégénérés) dans l'ordre. Cette courbe fermée n’est rien d’autre qu’un
translaté de T en sy ;. Voir figure E.4.

Considérons maintenant la courbe fermée simple [, ¢ € {2,...,s}.
Nous voulons déterminer la forme (I(I';))°é T pour déterminer F@T.

(I(I;))° peut s'exprimer de la maniére suivante. Notons Dt (yi;) le
demi-plan déterminé par d;;, la droite contenant le coté y; ; et tel que
D*(y; ;) soit inclus dans (I(L;))°.

On peut écrire (I(T))° = UL, DF (yi4)-

Bt donc (1)) 0T = (U D (41,)) 6T = Uy (D* (43,) ®T). Voir
figures E.5a-b.

Vj =1,...,r;, Je;; un point de 7" dont la projection sur yfj est ma-
ximale. Alors aucun point de D*(y; ;) @ T ne peut avoir sur yi{‘j
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Figure E.3 Figure E.4

@ (I(n)e1)

Figure E.ba Figure E.5b
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une projection plus grande que celle d’un point de d;; + ¢;;. Donc
D (yi;) ® T = D* (yij + ci)-

On peut exprimer (I(I;))° @ T = UL, D (yi,5 + cig)-

(¢) Nous pouvons alors donner une expression de I @ T qui rappelle la
maniére dont on peut le construire :

5

FaT= (1) e T\ JIT)r @ T)]

=2

Voir figure E.6.
. Modification de T'.

Notons E*(c;i;) le demi-plan caractérisé par la droite passant par c;; et
de vecteur normal yfb et tel que E*(c;;) comprenne T', 1 = 1,...,s et
j = l, cew 9 T

Appelons T" le polygdne convexe obtenu en prenant 'intersection de tous
les demi-plans Et(c;;),i=1,...,set g =1,...,m lLe.
T =) E* ()
i=17j=1
Par hypothese, T # T", vu que nous avons supposé que 1" est tel que U
n’est pas un sous-ensemble de U(F). Voir figure E.7.

La construction de F @ T" se fait de la méme maniére que celle de FF & T
De par la construction de 77, tout ¢} ;, point de T" dont la projection sur
U;'J,-j est maximale n’est rien d’autre que ¢; ;. Si on note Bj, j = 1,...,71,
Parc de &(F @ T') veliant y1; + ¢j; & Y141 + € 5 J = Loooymol
Y11 €41 = Y10+ €1y, la différence entre F@T et F@T est la suiv-
ante : Pensemble des points que s, peut atteindre quand F se translate a
intérieur de I/ @ T est bornée par B} et la courbe fermée complétée par
les translatés des arcs By, ..., Bl . L'intérieur de cette courbe fermée n’est
rien d’autre que 7. Voir figure E.8.

Donc

m(FT)—m(F&T)=m(T)—-m(T)
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4. Modifications de T".

Soit 7°* un indice particulier entre 1 et ry.

Considérons E+(Ayje%cyjo) avec 0 < Aje < 1et T'(Apjo) = T'OEF(Ayjo %
c1,j+). On note pour la facilité 7/(Ay;0) = 7" et tout ce qui se rapporte a
T" sera muni d’une double apostrophe (). Voir figure E.9.

Construisons F' @ T" de la méme maniére que F @ T et F @ T'. On a
cf; <cy=ciji=1...,set j =1,...,r; (on a une inégalité car un
point ¢; ; de T" peut ne plus appartenir a 7" et donc ¢ ; est plus petit que
¢} ;) et en particulier ¢f jo = Ay jo * ¢j; = Arje.cij. De plus, 'ensemble des
points que s;; peut atteindre quand F” se translate & 'intérieur de FpT"

est bornée par B et la courbe fermée complétée par les translatés des arcs

5y, Bl . L'intérieur de cette courbe fermée n’est rien d’autre que 7.

Voir figure 1.10.

Donc si I’on note Par(y, €), le parallélogramme de bases 7 et ¢,
m(F@T") —m(FaT)<m(T")—m(T)

. . / ) "
—m(Par(y1je + ¢} jor Y10 + €1 j0))-
On a aussi une inégalité car il se peut qu’il existe un ¢ et un j pour lesquels
¢f; < ci; = cij pour les raisons invoquées précédemment.

Donc,
m(T") > m(F @ T") —m(F&T") +m(1")

+m(Par(yy jo + €| jos Yn,j0 + Cf1f,j°))
ou encore grace au fait que m(F @ 7") — m(F & T) = m(1") — m(T),
m(T") > m(F®T") - m(F®T)+m(T)+ m(Par(yy,jo + ¢} jos Y150 +le,j-))-

Le raisonnement est le méme lorsque I’on modifie tous les ¢;,; en les multi-
pliant par A;; < 1, =1,...,r respectivement.
On peut donc choisir des Ay ; < 1, j =1,...,r de maniére a ce que

m(F @ T'(Mj)i=t.m) =m(F @O T) =a

et comme on vient de montrer que
m(T' (A1 )i=1, ) = m(F @ T' (A g)j=t,.. ) = m(F & T) +m(T)
+ 3L m(Par(yy,; + ¢ jyy5 + Aegech 1))y

on a alors
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m{T'(Mj)j=t,.m) = m(T) + 255, m(Par(yy,; + 4 j Yi + Xig-1;))s

donc en prenant P = T"(A1;)j=1,..,, on a m(F & P)=m(F®T)=aect
m(P) > m(T) et 'ensemble des vecteurs unitaires normaux vers I'extérieur
aux cotés de P est inclus dans ensemble des vecteurs unitaires normaux
vers 'extérieur aux cotés de F.

Dans la recherche de Pargument qui maximise maXrim(FeT)=a m(T'), on peut se
contenter de ne considérer que les T tels que I’ensemble des vecteurs unitaires
normaux vers Pextérieur de ses cotés soit inclus dans I'ensemble des vecteurs uni-
taires normaux vers l'extérieur des cotés de F. On notera 7 l’ensemble des T'
vérifiant cette propriété.

j By

Figure E.10
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Annexe F

Quatriéme tentative

F.1 Introduction

Cette annexe donne la forme de argument optimum du probleme

max m(KBF)
Kektm(K)=a

quand on suppose que ’érosion de K par [ est convexe.

Encore une fois, nous avons dii abandonner cette piste car nous ne pouvions justi-
fier le fait que I’érosion de argument optimum par F' soit nécessairement convexe.

F.2 Le probléme

Soit I I'union des faces intérieures de as(af(2)), (I'a-shape des points a-extémes
de 1'a-hull optimale de la réalisation @), telle que 0 < m(F") < a et m(H(F)) > 0.
Soit a > 0 et M, ensemble des parties compactes du plan de mesure a.

On recherche 'argument K™* qui maximise

max m(K B F).
KeM,

Les deux premiéres étapes sont les mémes que les deux premieres étapes de I'an-
nexe E, nous les réécrivons ici pour plus de clarté.

F.3 Etapel

Considérons la partie compacte suivante

K=(c+xH(F)BF@F

85



avec ¢ tel que m(K) = a.
On a nécessairement ¢ # 1 sinon
m(K)=m(l«H(F)B F®F)=m(F).
Or, par hypothése, m(F) < a, ce qui est absurde.
Nous avons donc

m(KBF) m(cx H(F)8 F)

m(c+ H(F)B H(F)) par le lemme B.1
m((c— 1)H(F))
(= 1y (H(F)).

Al

ot (¢ —1)2 > 0 et m(H(F)) > 0.

1l suffit done de limiter notre recherche de I'argument maximum parmi les parties compactes I de mesure a et
telles que m(KX B F) > 0.

Nous tenterons de transformer une telle partie compacte K en plusieurs étapes, augmentant m(KBF) achacune
d’elles, pour obtenir finalement la forme K* optimale. L'accroissement total sera strictement positif, sauf si I

posséde déja la forme solution.

F.4 FEtape 2

Soit une partie compacte K de mesure a telle que m(K B F) > 0.

Si K # Kp,onaKp G K ('ouverture d'un corps est inclus dans le corps) et donc m(Kp) < m(K).

Par la définition de I'ouverture, K B F = Kp B F, et donc m(K B F) = m(K B F). C'est-a-dire, Ky est un
compact de mesure strictement inférieure & celle de K et 'espace des translations de F' dans K p est le méme

que celui de F' dans K.

1l est donc possible de trouver T 2 (K BF) tel que m(F®T) = a. On a alors T tel que m(T) > m(KpBF) =
mKBF) etm(FeT)=m(K)=a

Done en remplagant K par (F' @ T'), on obtient un résultat strictement meilleur.

Le probléme

max m(KB8F)
Kim(K)=a

peut donc s’écrire

max m(T).
Ttm(F@T)=a

F.5 Etape 3

Soit T' une partie compacte de IR? tel que m(F @ T) = a.
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On appelle 4(.) I'application qui a chaque polygone associe I’ensemble des vecteurs
unitaires normaux vers I’extérieur aux c6tés de ce polygone.

Montrons que si #(T') n’est pas un sous-ensemble de U(F'), alors il existe un
polygéne convexe compact P tel que U(P) C U(F), m(P) > m(T) et m(F®P) =

a.

Considérons 7' tel que ¢(T) n’est pas un sous-ensemble de U/(F).

1. Notation

Notons I'; la courbe fermée de @F telle que la surface bornée par I'y, notée
I[(Ty), soit telle que [(T'y)UT, 2 F. Et notons I'y, i =2,...,s les courbes
fermées de OF telles (I(I;))* 2 F,1=2,...,s.

Soient y;1,. .. ,Yin, les n; cOtés de F' appartenant & ['; numérotés de maniére
a ce que si 'on donne un sens de parcours de I';, on rencontre les cotés

Yiiy s 3Yin; 'dans cet ordre , avec y;; choisi arbitrairement, N (]

Notons @; j ;41 le sommet de F' commun aux c6tés y;; et Yijt1, E = loais 3B
J = 13 cov 3 Ty QVEC Tin;ni4l = Ting,1

Notons y3y,... ¥, les vecteurs unitaires normaux vers Pextérieur aux
COLS Yity. e s Yimgs & = Ly... ,5 respectivement.

9. Construction de FF' @ T

Considérons tout d’abord les cotés y;;, 7 = 1,...,n; de I" appartenant a
F;, f = 1, 3 S

Vj=1,...,n; Jc;; un point de T' dont la projection sur y;‘Lj est maximale,
ie.

(ciyyiy) = max(e yi;).
Considérons tous les points ¢;j, 1 = 1,...,s et j = 1,...,n (qui sont
en fait des points qui appartiennent a la frontiere de T). Rebaptisons ces
points ¢, { = 1,... ,n avec n = St ni, de telle maniere que £y = c1,1 et
que lorsque Ion parcourt la frontiére de 7' dans le méme sens que la fron-
tisre de F', on rencontre les points ¢, [ =1,... ,n dans cet ordre.
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Dans la suite, nous utilisons soit la formulation ¢;; quand nous voulons
utiliser l'ordre de rencontre des cotés de F' sur la courbe I, soit la formu-
lation #; quand nous voulons utiliser I'ordre de rencontre de ces points sur
la frontiére de T'.

Grace & ces notations, la frontiére de T' peut étre partitionnée en

3T = U Bf'H_l

=1

ot Byyyy relie les points #; et 41, ot try1 = L1. Voir figure F.1.

Pour tout couple de cotés adjacents y;; et yijr1, 7 = 1y .. 14, avec Yini41 =
yi1, deux situations sont possibles :

a) (yij+ cij) et (yij41 + €ij1) ne se coupent pas,

b) (yi + cij) et (Yij1 + cijp1) se coupent en €;jjr1.
Considérons le coté y; ;. Les situations suivantes peuvent se présenter :

A. yij_1 + ¢ijo1 et yij+ cij ne se coupent pas et yi; + ¢ij et Yijt1 + cij+1
ne se coupent pas non plus.
yi; + ¢ij, qui sera noté u; ;, appartient alors & 9(F @ T).
Voir figure F.2.

B. Yij—1 t cij—1 et y;; +cij nese coupent pas et y;; + ¢ ; et yij+1 + Cijj+1
se coupent en e; ;j41-
(respectivement Yij—11+Cij—1 et y;jtcijse coupent en e; j_1; eb y;;j+ci;
et ¥ii+1 + i j41 e se coupent pas.)

Le segment d’extrémités z;j_1,; + ¢i; et €1 (respectivement e; ;1
et @i ;41 + Cijr1), qui sera noté u; j, appartient alors a 9(F @ T). Voir
figure I*.3.

1 L5
C. yijor+cijor et yij+ci;se coupent en e;jq,j et Yi,j+Cij €6 Yijt1 T Cijt1
se coupent en €; ;. 41.
Le segment d’extrémités e; ;1 ; et €;jjy1, qui sera noté u;;, appartient

alors & 9(F @ T'). Voir figure F.4.
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Les segments u; ; se présentent dans le méme ordre que les cotés de F'sur I';.

Dans le cas ot y; j+¢; j et Yi j+1+Cij+1 ne se coupent pas, vu que la frontiére
de F@T est une union de courbes fermées, ces segments sont reliés par une
courbe qui n’est en fait que

lij+1-1

Cijin= |J Bun

I=ti,;

ot l; j et lij41 sont tels que lors de la renumérotation, ¢;; devient ¢, ; et
cij+1 devient ¢y, . . Voir figure F.5.

. Modification de T'.
Notons E*(c;;) le demi-plan caractérisé par la droite passant par ci; et
de vecteur normal yf; et tel que E*(¢;;) comprenne T, 4 = 1,...,s et

j:].,... y .

Appelons U le polygéne convexe obtenu en prenant 'intersection de tous

les demi-plans Et(c;;),t=1,...,set j=1,...,n; Le.
U=[)E"(cs)
i=17=1

Voir figure F.6.

Comme U(T") n’est pas un sous-ensemble de ¢ (F) (par hypothese), il existe
au moins deux cdtés adjacents de U qui n’appartiennent pas & la frontiére
de T. Supposons qu'ils correspondent aux demi-plans E£*(¢,) et E*(tig41)-

Considérons alors la surface U\T et ne retenons que la partie connexe ayant
parmi ’ensemble de ses sommets ¢, BT {1,41-

Notons 7" le compact obtenu en prenant I'union de T' et de la partie con-
nexe retenue.

La différence entre T" et T réside dans le fait que la partie de la frontiére de
T, By to+1 @ été remplacée par By , ., qui est une union de deux segments
ayant chacun leur vecteur unitaire normal vers I'extérieur appartenant a

U(F). Voir figure F.7.

La construction de F' @ T se fait de la méme maniére que celle de I ® T.
De par la construction de 1", tout ¢ ;, point de T’ dont la projection sur
y;’:j est maximale n’est rien d’autre que ¢; ;.
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Donc, la seule différence existant entre F @ T'et F' @& T", est la suivante :

lisgr—1 \ .
toute courbe Ci i ivy = U2 ™" Byyr qui comprenait By 41 dans @ T
Wi+ !_1'11 W+ q 0 o+

est remplacée par

lij+1—1

! _ !
Clisn= U BurlJBisn
l:l(.),[?’:lo

dans F @ T". Voir figure F.8.
. Modifications de 7",

Considérons ET (N, *t1,) et B (Agq1*ti41) avec 0 < Ay <let0< Alpt1 <
1 et T Mg, Aigg1) = 1" 0V EF (X # tiy) N EY (A 41 # Eo41). On note pour la
facilité T"( Ay, Mig41) = T et tout ce qui se rapporte a T" sera muni d’une
double apostrophe (”). Voir figure I.9.

Construisons F @ T de la méme maniére que F' @ T et F @& T'. On a

H B e e B0 - , .
Gii S G =gy b= Loeos 48 €6 3 = Lo s v MY (on a une inégalité car un

point ¢ ; de 7" peut ne plus appartenir & 7" et donc ¢ ; est plus petit que

; 3]
Ci,j)'

En particulier si on suppose que ¢, et 1,41 correspondent a ¢, ;. €t Ciy 4 1ig 41
. 3 U - : " — ' Sl TR

respectivement, pour l'autre formulation, ¢; ;= Ao * € jrg = Mo * Ciyg it
U

_ ! — . :
et Cirgatodighr — )‘l0+1 Gy il A10+1 * Citgpradig+1 *
0 o 0 0

Observons la différence entre F @ T" et ' T".

Considérons toutes les courbes Ci; ., de la frontiere de F* & T" telles que
! !2—1

! " !
{541 = ULy, Bliy comprennent Bl jot1-

Trois situations peuvent se produire :

(EL) J G{jlowjlo+l} et j +1 Q{jfovjlo+l}-
Dans ce cas, la surface comprise entre C} .., et Cf'; ;.\, est la méme

I

que la surface appartenant a 7" et pas a T”’, ie. T'\T". Voir figure F.10.

(b) J a{jlmjf[ﬁ'l} et J + 16 {jfo:jfn+l}: — .
(respectivement j € {Jig, jio+1} €t J + 1 & {jig, Jio+1}).
Supposons sans perdre de généralité que j+1 € Jip41, (respectivement

j € jlo)'
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Dans ce cas, la différence entre FF @ T" et F @ T" est ['union de la sur-
bl

face T'\T" translatée en x;; ;11 et du trapéze de bases uj ;,; et ui

et de hauteur (1 — Ajg41) * ¢y 41, (respectivement de bases u;; et uy

et de hauteur (1 — Ap,) * ¢}, ). Voir figure F.11.,

(C) J L= {jl'o;jle“f*l} et J+]~ € {jlo!le'f*l}‘ Supposons Ll perdre de général—
ité que 7+ 1 € Jig41 €t J € Ji,-
Dans ce cas, la différence entre F' @ 7" et F' @ T" est 'union de
e la surface 7'\T" translatée en z;j 11,

o du trapéze de bases uj ., et u!,,, et de hauteur (1 — Ag+1) * € o 11
et

- A ! " - !
o du trapéze uj; et uf; et de hauteur (1 — A, ) *¢j) .

Voir figure F.12.

5. 1l est donec possible de trouver Ay, et A\g41 tels que m(F @ T") = a. De par
les deux points précédents, m(T") > m(1').

Notons alors 1% par T et si U(T) n'est pas un sous-ensemble de U(I")
retournons au début de I’étape 3 pour encore améliorer I’espace des trans-
lations.

Dans la recherche de I'argument qui maximise maxyim(rgr)=a m(T'), on peut se
contenter de ne considérer que les T tels que ’ensemble des vecteurs unitaires
normaux vers l’extérieur de ses cotés soit inclus dans I'ensemble des vecteurs uni-
taires normaux vers lextérieur des cotés de F. On notera 7, ’ensemble des T’
vérifiant cette propriété et ayant une mesure a.
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Annexe G

Cinquiéme tentative

Nous avons alors pensé généraliser le résultat du cas convexe en estimant la forme
unitaire de K de la maniére suivante.

i. Translater tous les cotés de F' vers 'extérieur.

ii. Prolonger ces cotés pour obtenir une frontiére continue.

Les formes obtenues ne peuvent pas étre des estimateurs de maximum de vraisem-
blance car certaines “pointes” de ces formes ne pourront jamais étre atteintes par
aucun translaté de F' & lintérieur de la forme. On se rend compte qu’il faut
“couper” ces “pointes”. Voir figures G.1 et G2.

Cela nous ameéne finalement a la solution donnée dans ce mémoire.
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zone qui ne powrra jamais
gtre atteinte par un translaté
de F dans K.

Figure G.1 Figure G.2
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Conclusion

L’objectif du mémoire est de généraliser le probléme proposé par le Professeur
D. G. Kendall et résolu par le Professeur J.-P. Rasson [6] : I’estimation de formes
CONVEXES du plan.

Aprés quelques tentatives infructueuses, nous avons di imposer les hypothéses
suivantes sur les formes & estimer. Nous proposons d’estimer les formes PLANES,
COMPACTES, CONNEXES ET IDENTIQUES A LEUR FERMETURE MORPHOLOGIQUE
PAR UN DISQUE de rayon inconnu.

Le probléme a résoudre est donc le suivant :

Supposons qu’une réalisation d’un processus de Poisson dans le plan ait été mu-
tilée de telle facon que nous ne puissions observer que les points intérieurs 4 un
domaine K compact, connexe et IFMD de rayon r inconnu.

Trouver K en utilisant des méthodes d’inférence statistique.

Si on note F' I'union des faces intérieures de a(aj;(x)) ol @ est une réalisation
d’un processus de Poisson homogéne dans le domaine & estimer, le mémoire pro-
pose une estimation du domaine K en utilisant la théorie de 1’équivariance et en
résolvant un probléme d’optimisation. Voir figure A. '

Figure A.

Des éventuelles pistes de recherches futures sont I'implémentation du probléme
d’optimisation et 1’élimination d’une des hypothéses imposées sur les formes &
estimer afin de généraliser encore le probléme.



