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Résum

Deux algorithmes permettant de résoudre deux cas particuliers de programmes non-
linéaires mixtes sont décrits dans ce mémoire. Chacune des deux méthodes
proposées est basée sur la résolution d'une suite d'approximations linéaires du
probléme de départ.

Dans la premitre méthode, on construit itérativement un modele linéaire par
morceaux de la fonction objectif, restreinte & un ensemble discret Y. La minimisation
de ce modele fournit le prochain point itératif.

Dans la seconde méthode, on linéarise la fonction objectif f et la contrainte g en un
point, & chaque itération. Dans certains cas bien précis, on améliore le modele en
linéarisant f et g en plusieurs points.

La convergence des deux algorithmes proposés est démontrée.
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Introduction

0.1. Problémes abordsés :

Dans ce travail, on cherche 2 résoudre le probléme en variables mixtes suivant:
min £ (x,y)
s.c. glx,y) 20
x€X

®)
yVEY

ou f et g sont des fonctions de R* x R™ dans R, X est une partic de R"et Y est une

partie discrete, finie de R™.

Le probléme est dit "en variables mixtes" car certaines variables du probleme (ici, les
variables y, i = 1.m) ne peuvent prendre que des valeurs discrétes, tandis que les variables x
peuvent prendre des valeurs réelles continues. Si toutes les variables étaient contraintes a des

valeurs discrétes, on dirait que (P) est un probléme " en variables discrétes".

Les deux méthodes développées dans ce mémoire consistent a résoudre une suite

d’approximations linéaires du probléme de départ.

Le premier chapitre est principalement basé sur [6]. Le type de problemes concernés dans

cette section est un cas particulier du probleéme (P) et peut se formuler comme suit:



min f(y)
(P sc. y € B"={0,1}"

ot £ est une fonction de R™ dans R, différentiable et strictement convexe,

Dans I’approche décrite dans ce premier chapitre, on utilise la notion de sous-gradient de
la fonction f restreinte & {0,1}™ pour construire un modsle linéaire par morceaux de la fonction
objectif, et pour établir une condition nécessaire et suffisante d’optimalité:

Une solution admissible du probléme (P) est optimale

un sous-gradient de la fonction objectif restreinte a {0,1}™ en cette solution vaut 0.

L’algorithme du sous-gradient recherche la solution itérativement parmi des points
admissibles. A chaque itération, il génére le point itératif suivant en résolvant le probléme pour un
modgle linéaire par morceaux qui est construit avec des hyperplans d’appui de la fonction objectif
restreinte & {0,1}", hyperplans définis aux points itératifs déja générés. Une fagon de déterminer
ces hyperplans d’appui est détaillée dans ce premier chapitre, ainsi qu’une facon de résoudre, a
chaque itération, la minimisation du modele linéaire par morceaux.

Pour terminer cette section, on propose une implémentation parallele de I’algorithme du

sous-gradient.



Le deuxidéme chapitre de ce travail est inspiré de [3]. Il concerne le probléme

min £(x,y)

g.¢: g(x,¥) 50

(P)
x €X
yeY
ou f et g sont des fonctions de R" x R™ dans R, X est une partie de R" et Y estune
partie discréte, finie de R™ . |
La méthode s’appuie sur I’équivalence du probleme (P) et du probléme suivant:
min F(y)
y
(Py) s.c. yevynNv
ol V={ye Yl 3xe X tq gy <0}et F(y) est la valeur optimale du
probleme '
min £(x,y)
%
P(y) s.C. glx,y) 80

x€eX

On décompose donc le probléme, en considérant d’abord le probléme par rapportay € Y.
En effet, la méthode consiste en une procédure itérative on on détermine d’abord un candidat

discret ¥, par la résolution d’une linéarisation de (P). Ensuite, on cherche, si ¢’est possible, un point



% correspondant, via la résolution du probléme P(y). Suivant les cas, on va soit accepter (X,¥)
comme nouvel itéré, soit le rejeter et modifier la linéarisation du probléme (P) afin de trouver
d’autres candidats. Les modifications possibles sont une linéarisation des fonctions f et g par
morceaux, 1’introduction d’une région de confiance,...

Plusieurs tests d’arrét sont mis au point et la convergence de I’algorithme est démontrée,

en supposant f et g convexes.

Avant d’aborder ces deux méthodes, il nous faut encore préciser certaines notions de base,
utilisées tout au long de ce travail. C’est 1’objet de la deuxi¢me partie de cette introduction.

Enfin, la derniére partie de celle-ci donne quelques arguments visant & montrer la difficulté
de 1’optimisation en variables discrétes (ou mixtes) par rapport aux problémes en variables

continues.



0.2. Notions de base :

Rappelons-nous d’abord la forme générale des problemes abordés:

min £ (x,y)
s.c. gix,y) <0
xeX

@)
yeY

ou f:R"xR" = R
g:R"xR"= R
XcR®

Y c R™ , discret, fini

Définition 1:
Un point (X,§) est admissible pour (P)
si gxy) <0
xe X
yeY

Définition 2:

Le point (x*,y*) est appelé minimiseur global pour le probleme (P)

si 1) (x*,y*) est admissible pour (P)
2) f(x*,y*) < f(x,y) V(x,y) admissible pour P)

Dans ce cas, la valeur f(x*,y*) est appelée minimum global.




figure 1:

f(y Y={y. y?‘ y3’ ¥

f(y®

Y

Figure 1. : Illustration de la définition 2. Le minimiseur global de la fonction f (y) sur
Y est le point y* = y> ; le minimum global est f (y*).

Définition 3:

Le pas minimum de la discrétisation associé A I'ensemble discret Y est la plus petite

distance entre deux points distincts de Y, c’est & dire le nombre noté p,, défini par

Pm=min { |z-yl. |yze Y}

Exemple:
Si Y = (1,25, 6.8}, alors le pas minimum de discrétisation associé & Y est le

nombre p, égal & 1.5



Définition 4:

Un point u* = (x*,y*) € X X Y est un point admissible isolé de (P)

si 1) u* est admissible pour (P)
2) Ap2p, tq Yu=@xy)eXxY tq0<|u-u*l.<p
u n’est pas admissible pour (P)

Remarque :
Autrement dit, 2 une distance inférieure  p de ce point, il n’existe pas de points

admissibles pour (P).

Définition 5:

Un point u* = (x*,y*¥) € X X Y est un minimiseur local de (P)

si 3 p=p, vérifiant les conditions suivantes:
1) 3 u = (x,y) admissible pour (P) t.q. 0 < u - u*|. <p
2) V u = (x,y) admissible pour (P) t.q. 0 < [lu - u*[. < p
on a f(x*y*) < f(x,y)

Remarque :
La condition (1) revient a dire que le point (x*,y*) n’est pas un point isolé.



figure 2:

£ (y) Y= vy v YY)
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1
1
|
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]
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-

)’2 y3 y4 y5 y

o]

Figure 2. : Tllustration de la définition 5. Les points y"’ et y* sont deux minimiseurs
locaux.



0.3. Difficulté des problémes d’optimisation en variables

discrétes (ou mixtes) :

Il y a plusieurs raisons pour lesquelles les problémes en variables discretes (ou
mixtes) sont plus compliqués 2 résoudre que leurs homologues continus (c’est-a-dire les problémes

ol les contraintes discrétes n’existent pas):

1) La prolifération des minima locaux se présente méme si le probléme continu sous-

jacent, obtenu en reldchant les contraintes discrétes, est convexe.

exémple:
Considérons le probleme (P):
min -X; - 1.8 X,
s.C. X2+ (%,+6)* - 85 <0
1-x72%<0
- %, <0

Xy, X, €Ntiers

figure 3:
A
X2
5 p - . . diminution de la
valeur de l'objectf
4 1 4 - a
3 r - - s -
2 4 - ° Y [ .
1 o - - - -
1 i 3 4 5 6 X
Figure 3.: Un probléme convexe continu avec trois minimiseurs locaux



2)

3)

Le probléme continu (ol x;, x, € R) est convexe et il a un et un seul minimiseur
global (et local) qui est (4.477, 2.059)" . Cependant, le probléme discret possede 3
minimiseurs locaux qui sont (2,3)", (4,2)" et (6,1)", comme le montre la figure 3.

Le minimiseur global discret est le point (6,1)".

Jusqu’a présent, il n’existe pas de critére d’optimalit€ tel que celui de Kuhn-Tucker.
Cela implique que quand la procédure de calcul se termine, il est difficile de
garantir que le point trouvé soit un minimum global, a moins qu’une énumération

implicite ou explicite de tout autre point n’ait ét€ considérée.

Il se peut que le minimiseur global discret soit " tres éloigné " du minimiseur
global du probléme continu. Donc, des procédures qui déterminent la solution du
probléme reliché puis qui cherchent une solution discréte dans son voisinage ne
trouvent souvent qu’un minimiseur local, ou méme aucune solution discrete
admissible.

De plus, un autre probléme se pdse car les procédures de résolution des programmes
continus ne garantissent en général que de trouver un minimiseur local et pas
toujours un minimiseur global! La méthode décrite ci-dessus (probleme reldché puis
recherche dans le voisinage) a donc encore moins de probabilité de trouver un

minimiseur global discret!

exemple:
Soit le probléme:
min f(x;,X,) = (%, - 3)* + (x, - 4)°
sC. X, +3x,-75<0
X, -3 <0
- x;, <0
- %X, <0

Xy, X, €ntiers

10



figure 4:

diminution de la
valeur de l'objectif

X2

minimiseur
continu

discret \
1=
T T =
1 2 3 X
Figure 4.: Le minimiseur discret n’est pas dans le voisinage discret du

minimiseur continu

Le minimiseur du probléme reldché est (2.251, 1.750)" tandis que le minimiseur
global discret est (1,2)T . Une recherche locale autour du point (2.251, 1.7 50)T aurait
donné comme solution le point (3,1)T, pourtant on voit bien que f(3,1) = 9, alors
que f(1,2) =3 .

Ces difficultés impliquent que les techniques de résolution de problémes d’optimisation en
variables discrétes (ou mixtes) sont généralement coliteuses au point de vue du temps calcul. Par
exemple, des techniques telles que " Branch and Bound " [1] qui garantissent de trouver un

minimum global, nécessitent beaucoup d’évaluations de fonctions et deviennent quasi-irréalisables

11



pour des probléemes de grande taille ou des problémes ol les évaluations de fonctions sont

particuligrement " cheéres ".

11 existe bien sfir plusieurs méthodes de résolution de problémes mixtes, lin€aires ou non,
mais il serait utopique et hors de propos de vouloir les décrire toutes ici, ne fut-ce que

sommairement.

Nous nous limiterons donc 2 la description et étude de convergence de deux algorithmes

se basant sur une linéarisation du programme non-linéaire de départ.

12



Chapitre 1: Algorithme du sous-gradient pour un. programme non-

linéaire discret sans contraintes

1.1. Introduction:

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d’une classe de problémes non-

linéaires discrets sans contraintes de la forme suivante:

min £(y)
(Py)

s.c. yeEY

ou f est une fonction de R™ dans R et Y est une partie discréte, finie de RrR™,

Remarquons d&s 2 présent que la restriction de f a ’ensemble discret Y sera notée

fr: vy-R

On appellera f la fonction objectif continue, et f " la fonction objectif discrete.

La notion de sous-gradient de la fonction objectif sera définie dans le paragraphe
1.2. . Grce a cela, on va construire une condition nécessaire et suffisante d’optimalité. On

développera un nouvel algorithme, appelé algorithme du sous-gradient. Celui-ci consiste en une

procédure itérative qui, a chaque itération, géneére le point suivant & considérer en opérant la
minimisation sur un modéle linéaire par morceaux de la fonction objectif de départ. Ce modele sera
construit via des hyperplans d’appui 2 la fonction objectif, définis a chaque étape au point courant.
Tout cela sera décrit dans les paragraphes 1.3. et 1.4,

Le paragraphe 1.5. sera consacré a la preuve du fait que ’algorithme se termine et

converge vers la solution globale du probleme (P1) de départ.

13



La résolution des sous-problémes de minimisation des modeles lin€aires par
morceaux se fera en résolvant un programme linéaire discret équivalent, par des méthodes
"standard" de programmation lindaire discréte. On décrira brievement au paragraphe 1.6. une
méthode possible.

Enfin, afin de calculer de " bons " hyperplans d’appui, on va se limiter & un domaine
admissible de la forme " y € B™={0,1}™ ". Ce calcul est trés important & la fois pour la
construction du modgle linéaire par morceaux de la fonction f, et pour le test d’optimalité. 11 fera
1’objet du paragraphe 1.7.

Pour terminer ce chapitre, nous décrirons bri¢vement 1’implémentation parallele de

I’algorithme du sous-gradient. Cela sera le sujet de la section 1.8.

14



1.2. Notions utilisées :

Certains aspects de 1’approche que nous allons décrire, tels que les notions de sous-
gradient et hyperplans d’appui, n’ont pas encore été explicitement définis. Ce paragraphe va

permettre de nous fixer les idées a ce propos.

1.2.1. Définitions :

Considérons f ', la restriction de f a2 Y.
La fonction £ n’est définie que sur ’ensemble discret Y < R™ et donc f " n’est pas différentiable.
Les notions de gradient et d’hyperplan tangent (notions valables pour des fonctions différentiables
uniquement) vont cependant pouvoir étre généralisées & notre fonction, grace aux "sous-gradients”

et aux " hyperplans d’appui ", dont voici les définitions.

Définition 1.2.1.1. :

Un vecteur s € R™ est un sous- radient de ffenye Y
Yy
si

fiy)2fGH+s'@y-9 VyeY

Commentaire:
A deux dimensions, cela se traduit souvent en disant que s €st un sous-gradient de

f"en ¥ si la droite de direction s passant par y est sous le graphe de f".

15



Définition 1.2.1.2. :

Le sous-différentiel de f” eny (y € Y) est 'ensemble de tous les sous-gradients

def"eny,
c-a-d
') ={seR| f (y)2fF+s" (y-9 VyeY}

Définition 1.2.1.3.:

Un hyperplan d appui de £ *en § € Y est un hyperplan défini par
gy) =f'@ +s" (y-§) ouse (F)

Commentaire :

Un hyperplan d’appui de f“en § € Y est donc un hyperplan qui se trouve, en tous

points de Y, sous le graphe de f".

16



figure 1.1.:

f(y) Vo {yl’ yz, y3, y4, ys}

I
!
1
|
|
|
I
1
1
|

o L e o ———

y1 y2 Y3

Figure 1.1. : Tllustration de la définition 1.2.1.3.; g est un hyperplan d'appui de f*eny =y~
appartenant a Y.

@ Remarquons qu’étant donné un sous-gradient, on peut définir un hyperplan d’appui et
q q g P yperp PP

vice-versa. Donc, les notions de sous-gradient et d’hyperplan d’appui sont fortement liées!

® Au paragraphe 1.7., on va définir une procédure de relévement pour rouver "un meilleur”
hyperplan d’appui de f * sur B® = (0,1)™ , c’est-A-dire un hyperplan d’appui qui " serre
le graphe de f * le plus étroitement possible. Cette classification se comprend relativernent
bien dans I’exemple suivant: on considére 3 hyperplans d’appui de la fonction f * définie
sur {0,1}. L’hyperplan B est "meilleur" que A, et ’hyperplan C est " le meilleur ". (cf
figure 1.2.)

17



figure 1.2.

-

B o / 1 o
; y

A

Figure 1.2.: Trois exemples simples d’hyperplans d’appui

1.2.2. Théoréme 1.2.2.:

Soit f: R® — R convexe, différentiable

Soit V£(¥), le gradient de fen y

Alors Vi(j)e o (F) VyeX

preuve:

Pour prouver la thése, il suffit de montrer que

VieY: VI (y-9) <fy-fF) VyeY

18



Siy =¥, c’est évident.

Supposons que y #¥ ,y € Y. .
Comme f est différentiable, la dérivée directionnelle de f en § dans la
direction (y - ¥) est définie comme

£(y-A(y-y)) -£(¥)
A

lim
ANO

On peut montrer que cette limite existe et vaut
VE(Y) T (y-¥)
(1)

D’autre part, comme f est convexe par hypothese, on a , V A € 10,1{

AE(y) + (1-X) £(y) - £(¥)

Fly) =F157) =

A
, LlAy + (1-A)y) - £(¥)
A
_ £yt Ay -¥)) - £(Y)
: A
Et donc
Fly) - £(¥y) = lim f(y +A(y ﬂkF)) - F(7)
A0
(1)

= VI -9

19



Conséquence :
Si au départ, on a une fonction f: R™ — R , convexe, différentiable, et qu’on la

restreint 2 un domaine discret Y, alors, V § € Y , on a directement un sous-gradient (et donc un
hyperplan d’appui) qui vaut V{(y). Cependant, on verra par la suite que dans le cas o Y = B",

il y a moyen de trouver un " meilleur " sous-gradient que V(¥).

20



1.3. Une condition nécessaire et suffisante d’optimalité :

Théoréme 1.3.1. :

Soit y* un élément de I’ensemble discret Y,
y* minimise f * sur Y
$
0 e of "(y*)

preuve :
Par définition du sous-gradient,

0 e & “(y* & f yMN<fy-0F-yH)
& f(y*) <fy)

Remarque :

VyeY
VyeY

Le sous-gradient d’une fonction en un point peut né pas gtre unique! Il peut y en

avoir une infinité. Or, il n’existe pas de méthode générale pour calculer 3f *(y) tout entier, d’ou la

difficulté de vérifier cette condition nécessaire et suffisante.

C’est pourquoi, dans les sections suivantes, on va développer d’autres techniques ne

nécessitant pas de connaitre le sous-différentiel tout entier.

21



1.4. Algorithme du sous-gradient :

Nous venons de décrire une condition nécessaire et suffisante d’optimalité, qui sera
un critére d’arrét de notre algorithme. Ce dernier comprend €galement un deuxieme test d’arrét
(celui-ci sera justifié au théoréme 1.5.1 de la section suivante). Ce test est le suivant: si le nouveau
point généré a déja été considéré dans une itération précédente, on est & la solution optimale.
L’algorithme peut donc s’arréter.

Ce deuxiéme critére permet d’éviter tout cyclage et il garantit que I’ algorithme se
termine en un nombre fini d’étapes (la démonstration formelle de ce dernier point est faite dans

le paragraphe suivant).

1.4.1. Déroulement de l’itération i de I’algorithme :

L’algorithme consiste en une procédure itérative qui agit 4 partir d’un point

initial y° de la fagon suivante :

Soit y* le point courant 2 la i*™ itération.

Au début de la ™ itération:

si y' =y pour un certain j < i
ou

si £ a un sous-gradient nul en y'
alors,

I’algorithme stoppe et y' est la solution optimale
sinon
un hyperplan d’appui g; de la fonction objectif en y' est généré. L’ensemble
de tous les hyperplans d’appui générés (g, j = 1.1) définit un modgle linéaire par morceaux de la
fonction objectif, qui a la forme suivante:

pi(x) = max { g;(x)}
1L£92a

22



A cet endroit de la procédure, 1’algorithme résout le probléme discret pour

le modsle linéaire par morceaux. 1l prend la solution optimale du probleme linéarisé comme

prochain point d’itération y*! et passe & 'itération suivante.

1.4.2. Algorithme formalis€ :

0. INITTALISATION

T=0 (T = ensemble des points déja considérés)
H=0 (H = ensemble des hyperplans d’appui)
i=0

Choisir y' e Y
1. ITERATION :
Tant que i <m (ot m = borne limite du nombre d’itérations)
4 test d’optimalité :

Siyye T ousi 0e 8f(y)

alors ¥ est solution optimale.
4 construction des hyperplans d’appui :

T=Tu{y}
H=HuU {g:g®=f@+6) (y-y) ous e )
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¢ résolution d’un probléme minimax linéaire discret :

Trouver une solution y* du probleme

nin {p(y) =max{g(y),g € H}}
yEY

4 mise a jour :

i=i+1

y = y*

Fin du "tant que”

Remarque :
On décrira dans le paragraphe 1.7. la fagon de choisir le sous- gradient s; lors de la

construction des hyperplans d’appui.
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1.5. Propriétés de convergence et terminaison :

Comme on 1’a vu précédemment, pour trouver la solution du probléme non-linéaire
discret original, I’algorithme résout une séquence de sous-problémes lindaires discrets. Chacun
d’eux correspond A un probléme de minimisation discréte pour une fonction linéaire par morceaux,
définie par un groupe d’hyperplans d’appui de la fonction objectif.

Nous noterons p' et p*' les fonctions lin€aires par morceaux générées respectivement
3 la ™ et & la (i+1)™™ itération.

La fonction p*! est construite 2 partir de la fonction p' en ajoutant 2 cette derniére
un hyperplan d’appui supplémentaire. Cela peut s’exprimer formellement de la facon suivante:

pi*t(y) = max b {y)
1 &F oIl

= max {pi(y), gy (¥)1}

ou g(y) est I'hyperplan d’appui généré 2 la # itération au ™ point
d’itération y’
c’est-a-dire:

gy ="+ -y avec s; € Of "(y)

La suite de ce paragraphe est consacrée a ]’établissement de propriétés qui aboutiront

a la preuve de la convergence et de la terminaison de 1’algorithme.

Théoréeme 1.5.1. :

Soit p' la fonction linéaire par morceaux construite 2 la '™ itération de
I’algorithme 1.4.2.,
Alors,
Py <f(y) VyeY
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preuve :

Comme on 1’a vu au début de ce paragraphe,

pi(y) = max  {g;(y)!}
1<f<1

‘2me

ol g est un hyperplan d’appui de la fonction objectif f *, généré a la j itération

de 1’algorithme.

Or, par définition d’un hyperplan d’appui (déf. 12 1v3e)s
gly) < £'(y) VyeY

Vu que cette propriété est vraie V j t.q.0 < j <1, on a des lors que

max {g;(y)} < £fr(y) Vyey
0<j<i
c-a-d
plly) < £y VyeY
(£
Commentaire :

Ce théoréme nous montre que le modgle linéaire par morceaux de la fonction

objectif reste toujours sous le graphe de f " sur ’ensemble discret Y.
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Justifions & présent le second critére d’arrét de I’algorithme 1.4.2.

Théoréeme 1.5.2. :

Soit T = {y € Y, j= li}], I’ensemble des points itératifs générés par

:&me

I’algorithme 1.4.2. avant la i"™ itération.

Si
j<itg y=V,
Alors _
' y' est solution du probleme (P1).
preuve :

Soit j, 'entier t.q. j<i et y =y

Par sa détermination dans 1’algorithme 1.4.2.,

y'= argmin { p*'(y)| ye Y}.
Donc,

P < P VyeY.
D’autre part, par le théoréme 1.5.1,,

pl(y) < £y Vyel.

On en conclut

p'y) < £1(y) VyeY 1)
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En particulier,

ply) < £y )

Mais, par définition,

pit(y?i) = max {g.(yi)}
1gkgi~-1
2 g_.,(Yl) (a)
. b

= gj(yj) ®
= FET{y¥) ©
= f*(y?l) ®)

(a): carj <1

(b): car y' = ¥/

(c): car I’hyperplan d’appui g en y' vaut la valeur de f " en ce

point, par la définition de I’hyperplan.

Donc,
piy) = £ (3)

Les points (2) et (3) impliquent que
pi-l(yi) = f r(yi)
A présent, en remplagant p“'(y) dans la relation (1), on obtient:

£y < £(y) VyeY
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Commentaire :

Ce résultat nous fournit notre deuxiéme critére d’arrét dans 1’algorithme
1423

si on retombe sur un point déji rencontré, c’est qu’on a atteint

I’optimum.

Montrons, pour finir, que l'algoritme 1.4.2. se termine en un nombre fini

d’opérations.

Théoréme 1.5.3. :

L’algorithme 1.4.2. se termine en un nombre fini d’opérations.

preuve :

Cela découle immédiatement du théordme 1.5.2. et du fait qu’il n’y a qu’un nombre

fini de points distincts dans Y.

Nous avons 2 présent obtenu un algorithme conceptuel qui converge et qui se termine. Il

reste & Voir:
% comment résoudre le sous-probléme de minimax discret permettant de trouver
I’itérée suivante.
% comment déterminer un " bon " hyperplan d’appui 2 la fonction objectif discrete
f * en ce point.

Ces aspects sont détaillés dans les deux paragraphes suivants.
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1.6. Résolution du sous-probléme de minimax discret :

1.6.1. Introduction :

Ce paragraphe a pour but de voir comment résoudre les sous-problémes discrets de

minimax de 1’algorithme 1.4.2.
Le probléme est formulé comme suit:

min { pi(y) = max g; ()}
e ¥ JF=0 . o X

ce qui est équivalent a

min n
(SP) 8.0, n 2 g;(y) j=0..1
VE Y
ol . g est la j*= fonction d’appui générée par I’algorithme
. I’indice i indique que le sous-probléme est celui obtenu a la tme

itération.

Le probléme (SP) est un probléme de programmation linéaire discréte avec une seule
variable continue. Il peut étre résolu grice a, par exemple, une méthode d’énumération telle que
la méthode "Branch and Bound" .[1]

D’autre part, on a pu observer au paragraphe 1.5. que la fonction p'*' est générée en
ajoutant un hyperplan d’appui a p'. Cela implique que le probléme (SP) de la i*m itération et celui
de la (i+1)™™ sont quasi les mémes, sauf que celui de la (i+1)*™ itération a une contrainte
supplémentaire.

Donc, pour résoudre le probléme (SP) a la (i+1)™® itération, des résultats obtenus

pour la i*™ itération pourraient &tre utilisés afin de diminuer le nombre total des calculs.
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Dans la suite de cette section, on va ébaucher une procédure "Branch and Bound"

permettant de résoudre le probleme (SP). Des détails supplémentaires sur cette méthode sont

disponibles par exemple dans [1].

1.6.2. La procédure " Branch and Bound " :

Considérons le probleme (SP):

min n
(SP) sS.C. n Zgj(y) j=0-.i
yeyY
NOtONS Vypin €t Vmax 168 valeurs minimale et maximale admissibles dans Y.
La relaxation de (SP) est alors:
min n
(SPr) 5.C. n 2 g;(y) FE0 ;5 d

y € [yminl anax]

On voit aisément que
si z*(SP) est la valeur optimale de (SP)

si z*(SPr) est la valeur optimale de (SPr)

alors
z*(SP) = z*(SPr)
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figure 1.3.

Y=L v v
*=f(y)
g2
A .
1

i
1
|
|
|
|
I
2* (SP) :
1
2* (SPr) i
|
|
]
I
|
|

] I,

y’ "

Figure 1.3. : Illustration de la propriété z* (SP) 2 z* (SPr),

L’idée générale de la procédure " Branch and Bound " est la suivante:

@ on résout la relaxation (SPr) du probléme (SP), par la méthode du simplexe

(cf remarque (2), p 37)

@ si une solution ¥ est obtenue, avec § € Y, algorithme s’arréte avec la

solution optimale du probléme (SP)
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(SP1)

(SP2)

et

~ sinon, une des composantes §; (pour un certain j € {1,..,m}) est fixée & une

valeur A discréte admnissible (cf remarque (1), p 37) et deux sous-

problémes sont générés:

min n
8¢ n 2 g;(y) J=0..1
yjsk
min n
8.C. nzg;(y) F=0.. 3
'YJ 2 )a,

ol A’= valeur admissible pour y, directement supérieure a A

par exemple:
Y = D' x D* = {0,1,3,6} x {0,2,4,7}
Sion fixe y; 2 1, alors A vaut 1

et A =73,

On dit qu’on " sépare " le probleme (SP).

de facon récursive, pour chaque sous-probleme, la relaxation est a nouveau

résolue, et ensuite, si ¢’est nécessaire, on sépare en sous-problémes.
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1.6.3. Traitement des sous-problémes :

On appelle intermédiaire un sous-probléme pour lequel on a trouvé une solution

admissible optimale qui est la meilleure solution admissible actuellement dans la procédure
"Branch and Bound". ,
1l est évident que, au point de vue du temps calcul, on a intérét & éviter (si possible)

la séparation de sous-problémes qui ne ménent pas a une meilleure solution que 1’intermédiaire.

On va dés lors définir des critéres de rejet d’un sous-probléme candidat a la

séparation.

Notons C : le candidat & la séparation
C, : sa relaxation

z* : la valeur optimale de 1’intermédiaire

On a trois situations possibles :
1) si z¥* > 2%(C) :
on a intérét a garder C. Malheureusement, vu qu’on ne connait pas
z#(C), qui est la valeur optimale discréte de C, ce critére n’est pas

vérifiable directement.
2) sig* 2z aMC) ;
on a des chances que C soit un bon candidat a la séparation, car

z*(C) 2 z*(C,), mais ce n’est pas certain.

3) 8 BB S

on est siir qu’on peut rejeter le probléme C, car  z*#(C) 2 z*(C)

Dong, les critéres de rejet sont :

1) s’il n’existe pas de solution admissible pour (C), alors il n’y en aura

stirement pas pour C.
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2)

3)

On rejette donc le sous-probleme C.
si (C,) est admissible mais que z*(C,) 2 z*, on rejette c.

si (C,) est admissible et que la solution optimale de (C,) est admissible

pour C (ie. elle appartient & Y),
alors elle est optimale pour C (i.e. z#(C) = z*(C)).

Dans ce cas,

si z*(C) > z*, on rejette C

sinon, mise a jour de 1’intermédiaire.
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1.6.4. Schéma algorithmique général :

L’organigramme qui suit permet de visualiser la procédure " Branch and Bound ".
Remarquons que 1’on continue le processus de séparation décrit dans la section 1.6.3.

jusqu’a ce que tous les sous-probleémes aient €té ¢éliminés ou résolus.

Posons £ = la liste des candidats a la séparation

Au départ, £={(SP)}
Z¥ = + oo,
solution 0 - La solution admissible
| admissible optimale de l'intermédiaire
pour (SP) est optimale pour (SP)
0
n
£ <SP $ng »| Choisir C |«
Z¥ =+ o0 / dans £
A
Y
Résoudre
Cr
£ =£ U {sous-

problémes de C}

A
A
Mise 4 jour )
éventuelle de Séparer C
l'intermédiaire
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Remarques :

1)

2)

Nous n’avons pas expliqué comment choisir les variables dont la valeur va
&tre fixée, c’est-a-dire comment choisir ce que ’on appelle la " variable de

branchement " . En fait, diverses stratégies de branchement ont été
développées, mais toutes procédent d’un choix heuristique. Nous n’en dirons

pas plus ici, mais des détails supplémentaires sont donnés.dans [1].

Dans la procédure " Branch and Bound ", on a besoin de résoudre la
relaxation de problémes linéaires. On a vu d’autre part que les sous-
problémes de minimax (SP) aux étapes i et (i+1) sont pratiquement les
mémes, sauf qu’a I’étape (i+1), on a une contrainte linéaire supplémentaire.
C’est d’ailleurs aussi le méme type de phénomeéne qui se produit lorsqu’on
subdivise un sous-probléme (SP) via le branchement, car on ajoute une
contrainte linéaire sur une variable y;.

La méthode duale du simplexe est bien adaptée a ce genre de problemes, car,

A partir de la base optimale du probléme (SP) de la i'™ jtération, on peut
"prendre un bon départ” pour le probleme (SP) de la (i+1)* itération. En

effet, cette pratique accélére généralement les calculs (cf. [11).
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1.7. Probléme du calcul " d’un meilleur " sous-gradient, pour le cas ou Y = B™ =

0.1 &

1.7.1. Introduction :

Dans 1’algorithme conceptuel, nous avons vu qu’il faut déterminer a chaque itération
i, un hyperplan d’appui g; au point courant y' de la forme:
g(y) =f'G)+s" (y-¥) ol s € 8f (y)
On fait cela afin de mettre & jour le modele linéaire par morceaux de la fonction
objectif. |
11 faut donc déterminer un sous-gradient s de la fonction f " au point y', ce qui n’est

pas facile car 3f (y) est un ensemble qui n’est pas explicitement donné.

Dans le cas ou la fonction f est différentiable et convexe, le théorgéme 1.2.2. nous

fournit directement un sous-gradient:  VI(y).

figure 1.4. :

A
f ()

Figure 1.4. : La tangente g (y) =f" (y3) +Vf (y3)T (y - y3) est un hyperplan d'appui
3 la fonction f"eny’.
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Cependant, il y a moyen de trouver des " meilleurs " hyperplans d’appui, c’est-a-dire
des hyperplans d’appui correspondant a des sous-gradients plus proches de 0 (le "meilleur” vient ]

du fait qu’on est & I’optimum quand 0 € &f (y), cf. théoreme 1.3.1.).

" Bien " choisir les sous-gradients peut accélérer la convergence de 1’algorithme. (cf. figure

1.5
figure 1.5. : £ |

a)

f (y)‘

b)

Figure 1.5. : Comparaison de la méthode du sous-gradient en utilisant un gradient (a)
ou un "meilleur" sous-gradient (b); le point de départ est 1 dans les deux
cas; la convergence est plus rapide en b.
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On va donc essayer d’établir un processus de "relévement” des hyperplans d’appui,

basé sur la détermination particuliére d’un sous-gradient, & chaque itération.

Cette méthode est établie dans le cas particulier d’un ensemble discret Y de la

forme Y = B™ = {0,1}" .
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1.7.2. Présentation non-formelle de la méthode de "relevement':

Le but de ce paragraphe est de trouver un moyen de déterminer a l’itération i, un
sous-gradient s; € 8f "(y") t.q. I’hyperplan d’appui correspondant, g;, soit aussi " plat " que possible
(vu que 1’on est & "optimum si 0 € 8f "(y) ) . |

Pour la simplicité des écritures, nous noterons ¥, s €t g respectivement a la place de

y', s; et g

Afin de voir comment trouver un " bon " sous-gradient, supposons qu’on connaisse
un sous-gradient quelconque s, oit s, € Of ().
On voudrait améliorer un hyperplan donné, en trouvant a partir de s, une nouvelle

direction s

« qui resterait un sous-gradient, c-a-d telle que'

gly) <f'y) VyeB"
¢ qui " reléve " ’hyperplan d’appui t.q. il soit le plus plat possible.

Malheureusement, on ne sait évaluer la premiére condition directement, car elle

implique 2™ évaluations de fonction, ce qui est trop coliteux.

On va donc devoir examiner une autre méthode:

Définition 1.7.2.1. :

Considérons un point § € B™, et un vecteur s € R™ .

I ensemble de projection_de s par rapport 2 la fonction f en § , noté S, est

I’ensemble suivant:

S={yeR" | f(y) < gy} ot g(y) =@ +s" (y-9)
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On peut & présent formuler la propriété suivante:

Théoréme 1.7.2.2.:

Soit un vecteur s € R™
s est un sous-gradient de f "en ¥
st
I’intédeur de son ensemble de projection S ne contient pas de points de B™.

(ie.dye B™ tg.ye $°, ouS° désigne I'intérieur de S )

fignte 1.7.:

Y = {0, 1}

A =
£(@)

Figure 1.7. : Illustration de la propriété 1.7.2.2; S = [y*, 1] donc S =1y*, 1[.
s n'est pas un sous-gradient car 0 e S
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preuve

VseR" ona

s est un sous-gradient de f"en §

o gy) <f'(y) VyeB"
ot gy) = £ +s" (y-9)

& Aye B" tq gy >y

< AyeB" tq. ye §°

Conséquences :
La procédure de " relévement " des hyperplans d’appui va seulement devoir veiller

a ce que ’ensemble de projection S correspondant au point § courant et & la direction s choisie ne
contienne pas de points de {0,1}™

Malheureusement, nous ne disposons pas d’un algorithme permettant de vérifier si
S a bien les qualités voulues, et peut-&tre que, méme si cet algorithme existait, il serait assez

coliteux.
La version de 1’algorithme du sous-gradient que nous avons étudiée va se contenter
de trouver " un meilleur " hyperplan d’appui, de telle sorte que la vérification du fait que S° ne

contient aucun point de B™ soit plus facilement réalisable et pas trop coliteuse.

Elle doit, pour cela, faire les hypothéses suivantes:

. la fonction objectif f (non-restreinte 4 B™) est continue, différentiable, et

strictement convexe.

Supposons, dans la suite, que le point § considéré est t.g. ¥, =1 Vi= lL.m. Le

raisonnement dans le cas général sera fait dans le paragraphe 1.7.3.
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Analysons la situation de la figure 1.8. suivante:

=

figure 1.8. :

° (1,1
2(2)
Nn
g(0)
a
Figure 1.8.: Processus de " relevement " pour le calcul des sous-gradients

Notons A={ye R* | y,20 Vi)
Pour s, = V£(¥), on obtient I’hyperplan d’appui g,
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Si on met 2 jour s, pour relever g, un petit peu, on obtient g, et son ensemble de
projection S;.
On voit que s, reste un sous-gradient car S,° ne contient pas de points de {0,1}™

Cette propriété reste vraie tant que S est inclu dans A.

On observe donc que :

pour tout ensemble de projection S obtenu par le processus de relévement, I’intérieur

de S, noté S°, ne contient pas de point de (0,1} tantque S CA.

Dans ce cas-ci, on obtiendra un " bon " sous-gradient si on fait varier s jusqu’a

obtenir un hyperplan d’appui tel que S touche la frontiere de A.

Remarquons qu’on pourrait obtenir des hyperplans d’appui " meilleurs " que
’hyperplan d’appui finalement obtenu. Néanmoins, A chaque étape du relévement, pour vérifier
qu’on a toujours un sous-gradient, il suffit que S soit inclu dans A, ce qui peut &tre obtenu

relativement facilement.

En effet, considérons s, un sous-gradient mis a jour quelconque, et S, son ensemble
de projection.

On va établir une mesure d; de la distance entre S et la frontiére de A , dans chaque
direction des -axes de coordonnées, c’est-a-dire dans les directions y;, i=1..m. ( Cela sera fait en
détail dans la section 1.7.4.)

Dés lors, on pourra formuler mathématiquement le processus pour calculer les sous-

gradients comme le probléme d’optimisation suivant:

nin |d(s)]|
seR™
s.c. dyls)20 Yief{l..m

on d(s) =(d,, dys .+, dy)
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Ce probléme peut étre abordé avec des méthodes générales d’optimisation continue

non-linéaire (cf section 1.7.5.).

Reste encore le probléme du calcul de d(s) pour un vecteur 8 quelconque. Ce calcul
sera détaillé dans le paragraphe 1.7.4 . On va y montrer qu’on peut calculer des pointé extrémes
de S le long de chaque direction y;. Dans ce cas, la mesure de dy(s) sera obtenue en évaluant la

distance entre le point extréme de S le long de la direction y; et la frontiere de A.

1.7.3. Une autre condition nécessaire et suffisante d’optimalité :

Dans le cas particulier ou I’ensemble discret admissible Y vaut B™"={0,1}", on peut

énoncer une autre condition nécessaire et suffisante d’optimalité, plus facile a vérifier que de voir

si 0 e &f ().
Elle s’énonce de la fagon suivante:

Théoréme 1.7.3. :

Soit y*, un point de 1’ensemble discret admissible B™

y* minimise f * sur B®
ssi
Jte of (y*) ta. <0 Vitqy*=1
=20 Vitqy*=0
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preuve :

Cela découle immédiatement du théoreme 1.3.1.

En effet,

y* minimise f " sur B" = 0 &f "(y¥)
11 suffit donc de choisir t = 0,
ce qui vérifie bien <0 Vitqg. y*=1

ti 2 0 V i t.q. y]*=0

On va encore se servir du méme théoreme.
Par hypothese, |
Ate df (y*) tg. <0 Vitg y* =
=20 Vitq y*=0
Des lors,
T (y - y%) < £1(y) - £10%) Vye B
(car t € Of "(y*))
et on vérifie aisément que
0<th (y-y% Vye B"
En effet,
siy* =1, alors t; <0,
et y-y*=0ou-1
Donc, t (y; - v;i*) = 0.
siy*=0,alors t; 20,
et y-yF=0o0ul.
Dong, t; (y; - yi¥) 2 0.

On déduit de (1) et de (2) que

0" (y-y®) <t (y-y®) <f(y) -7y
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c’est-a-dire

0 e o&f "(y*)

ce qui, par le théoréme 1.3.1, implique que

y* minimise f © sur B™.

Remarquons que le processus pour calculer les sous- gradients intervient aussi pour
le test d’optimalité. En effet, & chaque étape de relévement, quand on obtient un sous-gradient s,
1’algorithme teste pour ¥ la condition nécessaire et suffisante du théoreme 1.7.3.

Si la condition est satisfaite, 1’algorithme s’arréte et le point courant y est la solution

optimale.

Nous pouvons 2 présent schématiser ’algorithme du sous-gradient par

’organigramme qui suit.

Notons T, I’ensemble des points de B™ déja considérés

H , ’ensemble des hyperplans d’appui déja générés
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6%

STOP
y‘i est le point

optimal

A

3 j<i tg y=y

Caleul dun sous-gradient s |

par la méthode de " relévement "

SjSDV ] y1j='1

$20V jtg y5=0

T=T U {y)}

H=HU {goi g =£") +sT -y}

Trouver y* la solution de

min { p(y) = max { g(y), g & H}}




1.7.4. Traitement formel :

Hypotheses de départ :
’ensemble discret Y = B™ = {0,1}"

la fonction objectif f est continue, différentiable et strictement convexe.

Définition 1.7.4.1. :

Soit § ,un point dans B™,
Soit g un hyperplan d’appui 2 f"en 'y

h: un hyperplan obtenu en mettant a jour le sous-gradient définissant g

On dit que h est " relevé " a partir de g

si
1) gy) <hy) VyeB”
2) 3ye B™tel que g(y) <h(y)

Définition 1.7.4.2. :

Soit s un vecteur de R™ et § ,un point dans B™.

L’ensemble de projection de s par rapport 2 la fonction f en ¥ est I’ensemble noté

S, défini de la fagon suivante:
S={yeR" | fly)<gy }
ol gy)=f'®+s -9

Voyons une propriété de cet ensemble de projection:
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Théoreme 1.7.4.3. :

Soit s un vecteur de R™
Si la fonction f est convexe

Alors S est convexe.

preuve

Considérons deux points de S, soient y et y’.

Montrons que :

Ve [0,1] Ay+(1-N)y €8

c-a-d

Vae[01] fhy+(1-Vy)s ghy+1-My)

Or,

fiy + (1 -A) y) < My + (1 -0 £(y) (a)
< Agly)+1Q -0 gy) (b)
=gy +(1-MY) (c)

car (a): f est convexe
(b:yety € S

(c): g est linéaire

I.’ensemble de projection S nous permet d’établir une condition nécessaire et
suffisante pour que le vecteur s auquel il correspond soit un sous-gradient de la fonction objectif

f T au point courant y:
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Théoreme 1.7.4.4. :

Soit s € R™ et §ye B"

On a:
s € of "(¥) ssi oy & §°
preuve
a
Par hypothese, VyeB":
c-a-d VyeB":

Or, sur B®, f=£"7, donc

VyeB™: fi(y)2 £°(§) + s

Vye B"

y ¢ S°
f(y) = g(y)
ougy)=f'@+s -9

y-9

Et donc, par définition du sous-gradient,

s € of "(¥).

=
Par hypothése, s € of (¥)

Donc, f(y)2 £ +s -9

ie. gly) <ty
Le. gly) <1y

Donc,

ye §° Vye B”
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Cette condition n’est cependant pas facile a vérifier. Clest pourquoi nous allons

utiliser une autre condition, qui n’est que suffisante, mais qui est facile a réaliser.
Cette condition suffisante est la suivante:

Théoréme 1.7.4.5. :

Soit §, un vecteur de B™

Soit &, un vecteur de B™, t.q. ¢; = 1-§ i=l.m

Soit A={ye R"l yy<g Vitg g=1
y,2¢ Vitg ¢=0)

Alors, V se RY,

s € Of (§) si SsA

(o S = ensemble de projection de s par
rapport a f en §)

preuve :

On voit facilement que § est le seul point de B™ contenu dans ’intérieur de A (c’est
3 dire dans A°).

En effet, V ye B7,
ye A° & y,<1 Vitg§=0
et y,>0 Vitgy=1
or,y;=0o0uy;=1 Vi

donc, y;=% Vi

Donc, yeA® & y=7
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Comme S < A par hypothese, on a que 5% A%

Donc, ¥ est le seul point de B™ qui puisse étre contenu dans S°. (D

Or, § est un point frontiere de S.

En effet, S = {y € R™|f(y) < g}
ol gly) =f'H +s" (y-9)
Dongc, comme g(¥) = f '(§) = {(7),

g e S° (2)

De (1) et (2) on déduit que
ye S° Y ye BY,

c’est-a-dire, par le théoreme 1.7.4.4, s e 8f'(H)

Pour vérifier que S < A, on regarde la distance entre S et la frontiére de A, le long

de chaque direction y;, i=1..m.
Soit d; (i=1..m) cette distance.

11 est évident que
ScA &= d20-¥i
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figure: 1.9, 2

Figure 1.9.: Illustration de Pimplication Sc A & d 20 Vi

Donc,
d=0 Vi = ScA = s e of "(§).

11 suffit donc de choisir un ensemble S tel que d =0 Vi pour étre sir que le

vecteur s auquel il correspond soit un sous- gradient de la fonction f " en §.

Dans cette optique, le processus de relévement pour calculer " un meilleur " sous-

gradient peut se formuler comme suit:

min |d(s) |
s € R"
(SG) s.c. d;(s) 20 VIiE (1..m}

ot d(s) =(d,, dyr s dp)
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Remarque :
Le vecteur d(s) dépend du choix de s. En effet, chaque s € R™ va donner un

ensemble de projection S différent et donc, cela va influencer la valeur du vecteur d.

Le probléme décrit ci-dessus peut étre abordé via des techniques d’optimisation

continue. Nous en verrons une approche possible au paragraphe B

Mais avant cela,

(a) voyons comment déterminer pour un sous-gradient s donné, les
distances d;, dané chaque direction y; (i=1..m)

(® prouvons que le probléme (SG) a bien un sens, c¢’est-a-dire que, pour
un vecteur s donné, le vecteur d(s) existe et est bien défini de fagon

unique.

Remarque :

1l se pourrait qu’on ait des ensembles S, dont I’intérieur ne contient pas de points
de {0,1)™, c’est-a-dire corres ondant 2 des sous-gradients de la fonction £ ¥ en §, mais qui ne sont
p ¥ q

pas inclus dans Al

exemple:

A={yelIR*|y; £1,i=1,2}

d

R ——————

—

Y1
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Les sous-gradients correspondant & ceux-ci sont "meilleurs" que celui qu’on trouvera
en résolvant le probléme (SG). Cependant, on préfére avoir un " bon " sous-gradient, qui soit

relativement facile 3 déterminer, plutdt que de trouver " le meilleur "

a) Détermination de la distance di(s) :

On va déterminer pour chaque i (i=1..m) la distance d,, en recherchant un point
extréme de S le long de la direction y; et en calculant la distance entre ce point ety =¢;, la

frontiere de A le long de cette direction.

Essayons de formaliser cela, en observant le modgle ci-dessous:

S
y ot

Wj Yi= -c-l
1l y a deux cas possibles:

> Ei=l-yi=1 (siy;=0)
et S c A, donc tout point de S doit avoir sa i coordonnée t.q. y; = 1

: r o

]
—

o

¥i

Donc, la distance entre chaque point de S et la frontitre de A dans la

direction y; vaut 1 - y; .
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effet,

(Di)

Pour trouver d;, il faut donc minimiser cette distance, ¢’est-a-dire:

d(s) = min (- )

s g=1-3=0 (siyi=1)

et S c A, donc tout point de S doit avoir sa = coordonnée t.q. y; 20

__y

ey=0 Yi

Donc, la distance entre chaque point de S et la frontitre de A dans la
direction y; vaut y;.
Pour trouver d,, il faut donc minimiser cette distance, c’est-a-dire:

di(s) = min y;

Dongc, si on minimise y;-2 ¢y, ©On envisage bien les deux cas possibles. En
vi-2Gyi=yi st §=0

= _yi Si 6 = 1.

1

Le calcul de di(s) sera donc fait en résolvant le probleme:

s.c. Yy €S

Oou encore:

s.c. fly) -gly) =0

avec g(y) = £ +s (y- 9
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La solution optimale de ce probléme nous donne un point extréme de S le long de
la direction y, et la valeur optimale vaut d(s).
11 s’agit donc de minimiser une fonction linéaire, avec une seule contrainte linéaire.

Une méthode de résolution de ce probléme est bricvement décrite dans le paragraphe 1.7.5.

Mais nous pouvons d’ores et déja prouver que, pour un vecteur § donné, la solution
de ce probléme existe et est unique, ce qui a pour conséquence que le vecteur d(s) du probleme

(SG) existe et est bien défini de fagon unique, pour n’importe quel vecteur s.

Pour la simplicité, supposons par la suite que le point courant §; = 1 Vie

{1,..,m}.

Le probleme (Di) se réduit alors a

min y;
Di’
o) s.c. fly) - gly) 0

Remarques :
. on a toujours les hypothéses faites au début, c-a-d f continue, différentiable

et strictement convexe.
. on peut se restreindre & (Di’), sans perte de généralité, car le seul autre cas

possible est que la fonction objectif de (Di) soit (-yy. Pour ce cas-l1a, le

raisonnement est exactement le méme!
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On a le théoréme suivant:

Théoréeme 1.7.4.6 :

Soit s un vecteur de R™,
S son ensemble de projection par rapport a f en y*

Si
S est fermé et borné

Alors
le probléme (Di’) posséde une solution unique.

preuve:

L’existence de la solution du probléme (Di’) découle du fait que la fonction objectif

de (Di’) est continue et que I’ensemble S est fermé et borné.

Montrons 1’unicité par 1’absurde.

Supposons qu’on ait 2 solutions optimales du probleme (Di’), et notons les § et §.

Dans ce cas,
Vael0[ r=A§+(-N)F estaussisolution.
En effet,
§, = valeur optimale de (Di’) et donc
AT+ -V,
§, = valeur optimale de (Di")

* ¥
T;

I

«re S car S est convexe , par le théoréme 1.7.4.3.

Cependant, comme la fonction f est strictement convexe, par hypothése, et que ¥ et
§eS, ona
fr) =fAy+1-M )
<A + (1 - M) ()
Shg®+ A -0 (a)
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= g(1) (b)

car (a): yety e S

(b): g est linéaire

Donc,
re S°

ce qui est impossible puisque toute solution du probléeme (Di’) est nécessairement

un point extréme de S.

Ce théoréme prouve que le probléme (Di) nous livre une solution unique, pour un

s quelconque dans R™.
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1.7.5. Les sous-problémes d’optimisation continue :

Dans cette section, on discute certains détails algorithmiques pour résoudre deux
classes de sous-problémes introduits dans le chapitre précédent pour calculer des sous-gradients.

Ils sont formulés comme les problémes (SG) et (D1) suivants:

min [d(s)]

seR™
(0] s.c. dy(s) 20 Vie{l..m}
od die) =(d,, e - vy Gyl
s.c. £(y) -gly) <0
(D1)

avec g(y) = f'® +s" (y- 9

Si on choisit la norme 1, dans le probléme (SG), on obtient un probléme aux
moindres carrés non-linéaire. Dans la section 1.7.5.1., on décrit une méthode de résolution possible
pour cette classe de problemes aux moindres carrés non-linéaires. La partie 1.7.5.2. est consacrée

3 la résolution du probleme (Di).

1.7.5.1. Le probleme (SG) :

Comme on I’a fait remarquer dans la section 1.7.4., on se contente, dans
I’algorithme, de trouver un " bon " sous-gradient. Dés lors, on peut ne pas résoudre (SG)
exactement.

On va donc imposer que la solution soit admissible pour (SG) et qu’elle rende la
fonction objectif suffisamment petite, mais pas nécessairement optimale.

Pour cela, on va appliquer I’algorithme 1.7.5.1. suivant:
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0. INITIALISATION :

pour i=1..m
initialiser s, S; et s;

(§ ets; sontdes bornes supéricure et inférieure de s;)

1. MISE A JOUR

si d(s) = 0

alors
si  [ld(s)|l est suffisamment petit, STOP

sinon
pour i=1..m : 8; =8
5 =8+ (8- 8)/2
sinon
Vi tg d(s) <0 §,=5
5;=8; - (8- 8)/2
2. Goto 1

L algorithme agit de la fagon suivante:

d’abord, on initialise le vecteur s.
Ensuite, on calcule un " meilleur " vecteur § en ajustant les composantes de s de
la fagon suivante:
@ si d(s) 20 Vie (1,2,,m} et si |d(s)| est suffisamment petite, on
s’arréte et le vecteur s courant est celui qu’on choisit.
© sid(s)>0 Vie {1,2,.,m} mais que Id(s)|| est trop grande, cela signifie
qu’on n’est pas assez pres des bords de A et donc, on va relever I’hyperplan

d’appui, en augmentant les composantes ;.
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® si’ 3ie {1,2..m) tg ds) < 0, cela veut dire que S dépasse de
I’ensemble A, et donc on va diminuer chaque composante s; pour lesquelles

dys) < 0.

Remarque :
Le désavantage de cet algorithme est qu’il pourrait converger lentement et que,

lorsqu’on limite le temps de recherche, il ne procure qu’une relativement " bonne " solution.

1.7.5.2. Le probléme (Di) :

‘ Le deuxiéme type de sous-problémes introduits lors de la recherche d’un sous-
gradient est le probléme (Di’) suivant:
min y;

D‘a
(D) s.c. f(y) —g(y) <0

avec gy) = f'® +s" (y- 9

Le théoreme de Kuhn-Tucker nous fournit une condition nécessaire et suffisante pour

que § soit une solution optimale de (Di’). En effet,

sionnote  l(y,u) = y+u' (f(y) - g(y)) la fonction lagrangienne associée a (Di”), avec

u' un multiplicateur de Lagrange,
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alors, Vie {1,2,.,m},

¥ est solution optimale de (Di’)

ssi
Au =0 tq. « V, IFu) =0
c v (f§) - fF) -8 G- =0
» () - ) -5 F-9 <0
ce qui est équivalent a:
Ju' =0 tq. eu (£, -s) =0

e (£,(5) - 8) =0

v ()’ () - 8.0 =0
1+ (£ -5) =0

U (£ (5) - $p) =0
‘U (f) - £5) - 5T - 9N =0
< (§) - £§) - 5T F-§) <0

Remarquons que la i*™ condition implique que u> 0 (car si u=0,onal=0).

Ce résultat couplé i I’avant-derniére condition implique que
i) -t -s' -9 =0.

De plus, comme V,? I'(§,u’) = u' V2 {(9), si on impose que V2 £(§) soit défini positif,

alors V> 1(§,u) est défini positif.
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Conclusion :

Sionnote © h(y) = £(y) - g(y)
o I(y,u) la fonction lagrangienne associée au probleme (D1’),
avec u le multiplicateur de Lagrange associ€ a la contrainte

on obtient que:

¥ est solution optimale de (Di’)

=0 (Di)

Pour résoudre (Di), on va utiliser une méthode sécante quasi-Newton avec mise &
jour BFGS structurée, ¢’est-a-dire en tenant compte de la structure du probléme.

Voyons cela dans les sections suivantes:

a) Mise a jour BFGS :

Par "méthode sécante" pour résoudre le systtme d’équations non-linéaires
F(y)=0 ou F:R™ — R™

on désigne la procédure itérative ci-dessous :
o résoudre B.d = -F(y)

sy, =y+d
. calculer B, = BFGS(B)

ou 0 B est une approximation de VE(y)

O d est la direction quasi-Newton
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o B, est la mise 2 jour BFGS de la matrice B, qui doit
vérifier I’équation sécante

B.d=z2 ot z=FK(y,) - F(y).

Pour déterminer la forme de B, examinons de plus prés le probléme. En principe,

V. 1(y,u) Vh(y)
Vha(y)T 0

VF(y) =

Une partie des informations du premier ordre sur F(y) est calculable directement.
Il s’agit ici de  Vh(y).

Par contre, on va devoir approcher la partie Vyz 1(y,u).
Comme V.2 I(y,u) = u' V(y) est
» symétrique

« défini positif (si on impose V2f(y) déf. pos.),

on va approcher cette partie par la matrice B, symétrique et définie positive.

Donc,

B, Vh(y)
Vh(y)* 0

et la méthode BEGS structurée utilisée pour résoudre (Di’) peut étre formulée

comme la procédure itérative suivante:
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-

Poser

B B, Vh(y)
Vh(y)T 0
» Résoudre
Bd = -F(y)
o Faire
vy, =y +d
« Calculer
_ yyT _ B;dd'B
B,, =58; + -
! ! d d”B,d
» Poser
By Vh(y,)

Vh(y )T 0

Reste maintenant a résoudre le systtme  B.d = -F(y), pour trouver le vecteur d.
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b) Résolution du systéme B.d = -F(y) :

Dans la méthode sécante ci-dessus, on doit résoudre un systéme lindaire a chaque

itération:

ey

ou

VET 0

avec B, symétrique et définie positive

On peut résoudre ce systtme de la fagon suivante :

Soit d=wA)"
et F = (z,p)" ol vz € R®

ALBe R

On récrit le systéme (1) comme:
Bv+Vhi=1z
Vh'v=8

On résout le systdme ci-dessus pour v et A comme suit :

Bi* (z-Vh A)

<
I

VhT Bi* z - B
VhT Bi* Vh
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Tout cela est équivalent 2 utiliser les quatre opérations suivantes :

1) B,a=Vh

2) B, b=z

3) v=b-alA

4) A = (Vh' b - B) (Vh" a)’

Or, B, est symétrique et définie positive, ce qui implique que sa décomposition de
Cholesky en facteurs triangulaires existe. Cette décomposition en facteurs triangulaires facilite fort

la résolution de (1) et (2).

Conclusion :
Pour résoudre le systeme Bd=-F,
on effectue les quatre opérations ci-dessus. L’utilisation de la factorisation de Cholesky permettra

de ésoudre plus facilement les deux premieres opérations.
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1.8. Implémentation parall¢le de ’algorithme du sous-gradient:

Jusqu’ici, on n’a pas encore abordé le probleme de I’implémentation de 1’algorithme
du sous-gradient.
Comme on I’a vu dans le chapitre 1.7, 2 chaque étape du processus de "relevement”,

pour calculer un sous-gradient, on a m sous-probleémes 2 résoudre, & savoir

min yi—inyi
Vie {1,.m}
s.c. f(y) -g(y) =0

La parallélisation de ce travail permettrait un gain de temps, et cela semble possible
vu que les m sous-problémes sont indépendants et qu’ils ont tous quasi la méme taille.

Une autre procédure qu’il serait intéressant de "paralléliser” est la procédure
"Branch and Bound" ol plusieurs sous-problémes pourraient €tre résolus en méme temps.

Des lors, ZHITUN WU (cf. [6]) a mis au point une implémentation paralléle de
I’algorithme du sous-gradient, dont nous allons brievement décrire la structure dans la suite de cette

section.

Le systéme NIPACK :

NIPACK est un systeme software développé pour implémenter 1’algorithme du sous-
gradient. Le systtme est écrit en EXPRESS C et fonctionne sur des machines a mémoires
paralleles.

Tl contient un groupe de sous-routines parallélisées, dont les factorisations LU, QR

et de Cholesky, des programmes résolvant des systemes triangulaires, et la procédure " Branch and
Bound ".

11 y a huit modules dans NIPACK, chacun contenant un groupe de sous-routines
utilisées dans un but précis. Décrivons schématiquement la fonction de chacun de ces modules et

les relations entre ceux-ci:
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Programme principal

(NIPACK)

Systéme du sous
-gradient
(SBGRD)

Test d'optimalité
(FNDIN)

Systéme du minimax

(MNMAX)

Résolution de systémes
non-linéaires
(NLSLYV)

Résolution de systémes

linéaires
(LNSLYV)
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" Procédure "Branch

and Bound"
(BCHBD)

Résolution de
programmes linéaires
(LNPRG)




< module 1 > NIPACK :

Programme principal pour I’algorithme du sous-gradient. Il demande a 1’ utilisateur

un point de départ, effectue la boucle principale de I’algorithme et donne la solution.

< module 2 > FNDIN :

Test d’optimalité. Le programme teste si le point itératif courant a déja été considéré

auparavant. Si oui, retour au programme principal, avec la solution optimale.

< module 3 > SBGRD :

Calcul des sous-gradients. Le programme effectue un processus de " relévement ",
en mettant A jour les sous-gradients pour finalement en trouver un " suffisamment bon ". Il revient
également au probleéme principal lorsqu’on trouve un sous-gradient qui vérifie la condition
nécessaire et suffisante d’optimalité. Dans ce cas, une solution optimale est effectivement

déterminée.

< module 4 > NLSLV :

Ce programme Iésout un systeme d’équations non-linéaires. 1 est utilisé pour la
détermination des points extrémes d’un corps convexe dans les directions des axes de coordonnées,

y; (i = 1.m). Une méthode quasi-Newton avec mise 2 jour BFGS structurée est utilisée.

< module 5 > LNSLYV :

Principales sous-routines pour le calcul matriciel. Des versions paralléles des
procédures de factorisation LU, QR et de Cholesky sont implémentées, ainsi que des versions

parallgles des programmes résolvant des systdmes triangulaires inférieurs ou supérieurs.

< module 6 > MNMAX :

Résout des problémes linéaires entiers de minimax. 11 appelle la procédure " Branch

and Bound " pour trouver la solution optimale enticre.

< module 7 > BCHBD :

Procédure récursive, résolvant des problémes " relachés " linéaires et créant des sous-

problemes.
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< module 8 > LNPRG :

Résout des progtammes linéaires continus. Il est utilisé par le module BCHBD afin

de trouver la solution des relaxations linéaires créées. Cette partie est une implémentation de

1’algorithme du simplexe.
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1.9. Conclusion :

Nous avons, dans ce premier chapitre, présenté un algorithme du sous-gradient pour
des problémes de programmation discréte non-linéaire. Notre approche est basée sur 1’utilisation
de sous-gradients de la fonction objectif afin de linéariser celle-ci par morceaux. L’algorithme
cherche la solution itérativement parmi ’ensemble des points admissibles, et a chaque itération, il
géneére I’itéré suivant en résolvant le probleme de départ pour le modele linéaire par morceaux. Ce
dernier est construit avec des hyperplans d’appui de la fonction objectif aux points itératifs déja
générés.

Pour déterminer si le point itératif courant est optimal, on a établi deux criteres
d’optimalité. L’un d’eux est une condition nécessaire et suffisante d’optimalité.

Nous avons également développé une fagon de déterminer les sous-gradients pour
des fonctions objectifs différentiables et strictement convexes sur un ensemble discret admissible
de la forme {0,1)™ Les démonstrations formelles ont été détaillées, ainsi que certaines méthodes
de résolution des sous-problémes intervenant dans 1’algorithme.

Enfin, nous avons bridvement décrit I'implémentation en parallele de 1’algorithme
du sous-gradient. Celle-ci se compose d’un ensemble de sous-routines parallgles telles que les
factorisations de matrices LU, QR, et de Cholesky, la résolution de systemes triangulaires, la
procédure " Branch and Bound ".

Plusieurs aspects de notre approche peuvent étre améliorés. D’abord, on pourrait
envisager des programmes non-linéaires en variables mixtes avec éventuellement des contraintes,
linéaires ou non. Ensuite, la technique pour calculer un " bon " sous-gradient pourrait étre
améliorée en remplagant la procédure de "relévement” par une procédure qui calculerait le plus
grand ensemble convexe possible correspondant a un sous-gradient et ne contenant pas de points
de {0,1}™ En effet, la procédure de "relévement” telle qu’elle est décrite dans ce travail ne parvient
pas toujours 2 trouver un sous-gradient qui vérifie la condition nécessaire et suffisante d’optimalité
la premidre fois qu’on passe & 1'optimum! Dans ce cas, ’algorithme ne s’arréte que la deuxieme
fois qu’il considére ce point optimal. Donc, si un tel programme est mis au point, il permettra

d’obtenir un hyperplan d’appui " plus plat " et ainsi accélérer la convergence de 1’algorithme.
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Chapitre 2: Une méthode d’optimisation non-linéaire en variables mixtes, avec

contraintes

2.1. Introduction :

Ce deuxidme chapitre est consacré & la description d’une méthode permettant de

résoudre un probléme de la forme suivante:
min £(x,y)
s.c. g(x,y) <0
®)
x € X

yEY

ol £ et ¢ sont des fonctions de R* x R™ dans R, X est une partie de R", Y est une
g %

partie discréte finie de R™

Dans la section 2.2., nous allons définir un probléme équivalent a (P), qui sera ala

base de la méthode décrite au paragraphe 2.3. Pour finir, les démonstrations de convergence de

I’algorithme feront 1’objet de la section 2.4.
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1.2. Position du probleme et probleme équivalent :

Considérons & présent le probleme suivant:

min F(y)
y
Py) 8.C. yevNv
ohn V={yeY | 3xe X tq g&Y) S 0} et F(y) est la valeur optimale du
probleme
min f(x,¥)
%
P(y) B o glx,y) £ 0

x € X

smes (P) et (Pp) sont équivalents :

Le théoréme 2.2.1 nous montre que les probl

Théoreme 2.2.1 :

Soient les problemes (Py) et (P) décrits ci-dessus.
On a les trois ¢quivalences suivantes:
(x¥,y*) est solution de (P)

a)
ssi
y* est solution de (Py) avec <* solution optimale de P(y*)
b) (P) est non-admissible

ssi

(P,) est non-admissible
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c) (P) est non-borné
ssi

(P,) est non-borné

preuve du point (a) :

Par hypothese,
(x*,y*) est solution de (P)
Donc,
gx*y*) <0 , x*e X et y*e¥
et
V(xy)e XxY tqg. gxy) <0, ona
f(x*,y*) < f(x,y) (A)

On doit montrer que

y* est solution de (Py) et x* solution de P(y*),
c’est-a-dire

1N y* e YNV

2) VyeYnV F(y*) <F(y)

(3) F(y*) = f(x*,y%)

On a immédiatement (1) car par hypothése y* e Y, x* € X et
glx*,y*) < 0.

Pour prouver la relation (2), remarquons que pour touty € Y M V,ona:

F(y*) < f(x*,y*) < K(y) (B)

Puisque x* e X et g(x*y*) <0, la premiere inégalité découle de la

définition de F(y*). La seconde inégalité provient de (A).
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Comme y* € Y NV, par (2) on a F(y¥) =min { F(y)| ye Y N V}et
donc les inégalités dans (B) impliquent F(y*) = f(x*,y*) = min { F(y)| ye Y n V} c’est-a-dire
(3).

Par hypotheése,

y* est solution de (P,) et x* est solution de P(y*)

Donc,
s yve YNV
« VyeYnYV F(y*) < E(y) (©)
c’est-a-dire:
min f(x,y*) < min f(x,y)
sigs glxy*)r s @ siE: glay) =0
xe X xe X

o x* e X et gx*y*) <0
e Vx e X tg gy <0 fx*y*) <ixy*)

On doit montrer que
() x*e X , y* eY et gx*y*)=<0
et que
(2) V(xy)e XX Y tg. gxy) <0, ona
f(x*,y*) < f(x,y)

(1) est évident, vu les hypotheses.

Pour (2), considérons (X,5) € X xY tq. g&y) = 0.

Par hypothése, comme x* est minimiseur de P(y*),
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on a B(y*) = f(x*,y¥)
et donc, par (C)
f(x*,y*) =F(y*) <F@)
ou F(¥) = min f(x,y)

sc.xe X
gx5) <0
et comme X € X et g&y) <0,
on a F(y) <f(&y).

Donc,

f(x*,y*) <f&3)

preuve du point (b) :

Par hypothése,

(P) est non-admissible, c’est-a-dire

S ={(y)e XxY|gxy) <0} =@
Nous devons montrer que

VyeY Adx € X tq gxy) <0

Soity e Y,

et supposons par I’absurde que
dxe X tq. g&y) <0.

Dans ce cas,

(%,9) € S ce qui est impossible.

Par hypothese,

(P,) est non-admissible, c’est-a-dire
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SO"_.-" { ye YI EXE Xt.q g(X,Y)go} :Q
Montrons que

S={xy)e XxYlgxy) <0 =0

Supposons par 1’absurde que
AEy) e XxY tq g&y <O
Alors,

ye S, cequiestimpossible.

preuve de (c) .

Par hypothese,
(P) est non-borné.
Donc, 3 (x*,y*) e X X Y tq. gx*y*) <0 et
fx*,y*) = -oo
On a que
y* € Y NV et x* est solution de P(y*)
car f(x*,y*) = -o0

gx*y*) €0 et x* € X

Cela implique que F(y*) = -0

et donc que (P,) est non-borné.

]

Par hypothese,

(P,) est non-borné.

Donc,3y*¥ € YNV g F(y*) =-o

Donc, 3 x* € X t.q. gx*y*) <0 et
f(x*,y*) = -0
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On a des lors que
(x*,y*) est admissible pour (P)

et f(x*,y*) = -o0

Cela implique que (P) est non-borné.

Remarque :
Notons d&s maintenant que, pour assurer la convergence de la méthode, on va devoir

faire les hypotheses suivantes:

. f convexe et différentiable sur R* x R™

. g convexe et différentiable sur R" x R™
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2.3.Description de la méthode :

Les problémes (P) et (P,) étant équivalents, la méthode €tudiée maintenant a pour
objectif de résoudre (P,) plutdt que (P). L’ensemble admissible de (Py) étant discret et fini, la
procédure consiste & minimiser F en éliminant des €léments de Y M V jusqu’a obtenir soit un
ensemble Y* = @, soit la solution y* recherchée.

Pour minimiser la fonction F, on construit une linéarisation du probléme de départ
(P) autour du point (x*, y¥) dont on recherche un minimum (x,y). Si F(y) < F(y*), on pose y**! =
y et on recommence la procédure, sinon on améliore le modele linéaire jusqu’a 1’obtention d’un
point "' qui convient. Dans le second cas, on effectue une suite de pas nuls et on engendre une

suite d’itérées ¥, ¥ Yoo - Chaque point y engendré est retiré de Y.
D’une fagon plus schématique :

3 I’itération k, si ’ensemble discret des points admissibles non-encore considérés

Y® est non-vide, nous avons:

o la résolution d’une approximation linéaire (M%) du probleme (P), afin
d’obtenir un point y*,,, discret admissible
. la résolution d’un probléme non-linéaire continu P(y*,,) . La solution de ce
probléme, si elle existe, est notée x*,,
. si y5,, est un bon candidat, c¢’est-a-dire si
m y*  est admissible pour (Py)
et ® F(y*,.) <F(
alors, y*'=y", estle nouvel itéré.

On dit qu’on a effectué un pas sérieux.

. si %, est non-admissible ou si F(y*,,) = F(y")
alors, |
on fait un pas nul, c’est-a-dire qu’on n’a pas encore de nouvel itéré et qu’on
va devoir modifier 1’approximation linéaire du probléme (P) pour obtenir un

autre candidat et afin que ’ancien y*,, ne soit plus considéré.
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Cette modification sera faite soit en reformulant I’ensemble des points
discrets admissibles, de facon 2 exclure ’ancien point y*,,, soit par une
diminution du rayon de la région autour de u*=(x*,y") dans laquelle on fait

confiance au modéle.

Remarque :
un point discret § € Y est admissible pour (Py)

ssi

le probléme P(¥) est admissible

Visualisons le processus global sur I’organigramme suivant:
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|

g 1

b STOP <
L s e ms om0 J

i A

i 1

| i

: pm———tmm——— 1

3 %X, solution de P(YS. )

Y = Y9\ {5

¥ =15 1 {51}
uk'rel = (et Voiet)

modification du
probléme Mki

on effectue le pas

k=k+1

(2)

Y
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Remarques :

(1)  Les deux endroits oll I’algorithme peut s’arréter avec le minimum seront
expliqués dans la section suivante.

(2)  Nous allons, dans la suite de ce paragraphe, détailler le probléme linéaire

(M¥) et ses modifications possibles dans le cas d’un pas nul.

Supposons qu’on se trouve au début de la k™™ itération, avec un point y* =y, €
Y* admissible pour (Py), et notons x*; la solution optimale du sous-probléme continu P(y*,).
Posons u* = u*, = (x*,y)).

Nous noterons Vf(u*) le vecteur gradient de la fonction f en u,

On doit résoudre 1’approximation linéaire du probléme (P) suivante: (i = 1, au

départ)
min p
k ky k . g
s.c. f(uy) +VF(u)? (u-uy) <p J=1..1
g(u¥) +Vg(uf)T (u-uf) <0 J=1..4
lu-u*| < pf
MY,
M%) u € XxYf
peR
ol pf, = 400 et Y5 = Y*\ (¥¥)
L Si (M) n’est pas admissible, on peut montrer qu’alors, soit u* est un point isolé (au
sens de la définition 4 de ’introduction) soit un minimiseur local ou global (au sens
de la définition 5 dans I’introduction). Voir pour cela la section 2.4.
u Sinon, on obtient un candidat y*,,, potentiellement admissible, oll y“,,, est la partie

discréte de la solution de (M¥).

86



Dans le cas d’un pas sérieux,
ie. si vy, est admissible pour (Py)
et min f(x,y,) < min f(x,y"
on pose
y! = Vi

qui est donc le nouveau point courant.

Dans le cas d’un pas nul,

> si y¥,,, est non-admissible pour (P,), on reconsidere le probleme M)
avec Y& = YX \ {y¥.1). On est donc siir que le point y*,, ne sera plus

pris en compte.

> si y¥,,, est admissible pour (P,) mais que
F(y%,,) = F(y"), c’est-a-dire
f(xK, ¥, = f¥) ol x¥,, est la solution du probleme
P(y )

alors, on va diminuer le rayon de la région de confiance autour du
point u*, dans la probléeme (M"i). Cependant, il existe une borne
inférieure p. pour le rayon de la région de confiance. Si on atteint
cette borne, pour améliorer la linéarisation de f et de g dans (M), on
ajoute dans les contraintes de (M) ’approximation linéaire de f et
de g au point u¥,, = (x5,1,¥,1). On effectue donc une linéarisation

par morceaux de f et de g.

On obtient alors un nouveau probléme (M) et on incrémente i
d’une unité, tout en réinitialisant le rayon de la région de confiance

A +oo,
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Sous forme d’organigramme, cela nous donne, pour le pas nul, le schéma suivant:

Y

pki+[ = +co :
i=i+l l
:
0
n n
=Y* i ~—t of =Bl -0
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Pour terminer cette description de la méthode, voyons le processus d’initialisation

de 1’algorithme:

1) Initialisation des données:

pL>0

et Pp 2 P = min { [z-yll. lyze Y)

Be O

veY
Y=Y

k=i=1

2) Recherche d’un point initial admissible pour (Py):

a)
b)

Conclusion :

on résout le probléme non-linéaire continu P(y")

si P(y") est admissible, on pose

v =y1

pll =toe,

Y= Y\(y'}

Yll =Y1

u o= &xhLyH oi x' est la solution du probléeme

P(y).
sinon, on pose Y' = Y\{y'}.

SiY!'=@, STOP: la procédure se termine et il n’existe pas
de solution de (P), vu que le théoréme 2.2.1 nous a prouvé que les
problémes (P,) et (P) sont équivalents.

Sinon, on choisit un nouveau point y dans Y et on pose y'

= y. Retour en (a).

La méthode étudiée dans ce chapitre peut se représenter comme suit:
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06

ye Y
Yy =y

STOP

ﬁ solution
de (P)

1 1

Yi=Y

Pll = X

Y=Y {7}

Y, =Y

x' solution de P (y')

O WS
uy=u=(x,y)

k
pi{_1=+00‘ .

i=i+l

Il

Yk i+l

x
Pi<PL

n

X X K
Pi=Bllui-u b

u = (z,w) solution de (Mki)

Yia~™

(o]
e w

Y= Y5 {w}

X%, solution de P )
k k
Wy = epY e

X
Y= Y5 {5

Pas sérienx

k+1

Kk
U =y =1

Yk+ I1= Yki+1
P = 400

i=1,k=k+1

k+1




Précisions :

. Si Y = @, tous les candidats possibles ont été considérés et c’est donc la
dernidre valeur admissible trouvée qui est le minimiseur de (P), ¢’est-a-dire

u.

. Siletest VIS (u-u") <0 n’est pas satisfait, cela signifie que
le point u* est un minimiseur local ou global, ou bien un point isolé (cf
section 2.4). Dés lors, le test " p¥ = +oo ? " permet de voir s’il s’agit d’un

minimiseur global ou non.

Remarques :

On ne décrira pas ici les méthodes employées pour résoudre les problemes (M) et

les problémes P(y").
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2.4. Conditions d’optimalité et convergence :

Rappelons pour commencer les hypothéses qui sont faites sur f et g:

f et g sont deux fonctions différentiables sur R" x R™ et convexes.

Les définitions de " minimiseur local " et de " point isolé " ont déja ét€ données

dans ’introduction de ce travail.

Les théorémes suivants vont justifier les trois tests d’arrét utilisés dans 1’algorithme:

Théoréme 2.4.1. :

Soit u, solution du probléme (MX).

Si VE@S! (u - u*) 20

Alors, u* est un minimiseur local de (P) ou c’est un point admissible de (P)
isolé.

preuve .

Supposons que u* n’est pas un point isolé.

Soit u* un point admissible pour (P)

tq. | u¥-u* | <pX

Comme f et g sont convexes, u* est admissible pour (MX).

En effet, u* est admissible pour (P),
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or,

le probléme (P) peut encore s’exprimer comme
min p

s.c. f(u) sp
glu) <0
u€eExxy
p € R

Si on note I(.) et 1,(.) les linéarisations de f et g en un point quelconque,
comme f et g sont convexes, on a:

Lu*) < fu¥) et L(u¥) < g(u¥)

Donc,

o lo?) sn

. L,(w*) <0

. u¥ e X XY

’ o - u )< pY

. ne R

Si on note p* = l{u*), on a que

f(u*) = p* ; (1)
Si p est la solution optimale de (M), on a donc (2)
fw¥) = p* (a)
= (b)
= max {f(u) + VE@)" (u - u)} (©
1<j<i
> f(u*,) + VEu*)" (- u*) (d)
> f(u"

car  (a): on a la relation (1)
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preuve :

On définit:
D = {ue XxY | uestadmissible pour (P)}
DY = {ue Xx Y | uestadmissible pour (P)}

Vue DY,ona:
f(u¥) + VEW)" (u- u) <fw) <p i= 1
g(u*) + Vgu)" (u-u) <gw) <0 j=1Li

car f et g sont convexes et que u est admissible pour (P)
Donc, comme (M) est non-admissible par hypothése, on a nécessairement que

k k
||U-ui||m>|31

car c’est la seule contrainte de (M) qui puisse étre mise en défaut.

* k k k
Si Yue D\DY ona [u-uS[.>p%

K K K
alors, Yue DuD ona [u-uS|.>p5
c¢’est-a-dire u* est isolé.

Sinon, 3ue D\DY tq. Ju-uf . <ph
Considérons 7, sa partie discrete. (u = (X,9) )
On doit avoir:
i<k 3 tq §=V,
En effet, normalement u est admissible pour M"),
mais ue DY
donc, sa partie discréte a été enlevée de I’ensemble discret admissible

avant le calcul de u*,
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avoir que

Comme on n’augmente jamais la valeur de la fonction f dans 1’algorithme, on doit

min f(x,y) = f(u¥) (D
xe X
Donc f(u) = min f(x,y) (a)
xeX
> f(ub) (b)

car (a):u=(X¥y) et par définition du minimum

(b) = par (1)

Corollaire 2.4.2.1. :

Si (MX) est non-admissible avec Y # @ et pY = +oo
Alors,

u* est un minimiseur global de (P)

preuve :
évident car alors DX, doit 8tre = @ dans le théordme 2.4.2 vu que [u - I I
VueXxY
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Théoréme 2.4.3. :

Si Y=0
Alors, u¥ est solution optimale de (P)
preuve :

Si YK = @, c’est que tous les points admissibles ont &té envisagés, et comme, par
construction de 1’algorithme, la suite (f(u"))j est une suite décroissante, on doit avoir que le dernier

point retenu est optimal, ¢’est-a-dire u* est optimal.

m

Théoréme 2.4.4. :
L’algorithme atteint une solution en un nombre fini d’itérations.
preuve :
L’algorithme a trois possibilités d’arrét:
Deux d’entre elles sont liées au probléme (MY) ol p¥ = +eo:

1) si VEWS)T (u - u¥) 20, alors, par le corollaire 2.4.1.1., u® est solution

globale de (P)
2) si (M¥) n’est pas admissible, alors, par le corollaire 2.4.2.1., u* est

minimiseur global de (P)

Enfin, on s’arréte au plus tard quand tous les points discrets admissibles ont été
examinés. Comme par hypothése, I'ensemble Y des points discrets admissibles est fini, la preuve

est terminée.

97



Conclusion

Nous avons dans ce mémoire déerit deux méthodes de résolution , chacune se rapportant
A un type bien précis de problémes d’optimisation discrets.

Toutes deux se servent de linéarisations du probléme de départ. Dans la premiere méthode,
on construit itérativement un modele linéaire par morceaux de la fonction objectif, restreinte a
I’ensemble discret Y. La minimisation de ce modele fournit le prochain point itératif.

Dans la seconde méthode, on linéarise la fonction objectif f et la contrainte g en un point,
a chaque itération. Dans certains cas bien précis, on améliore le modgle en linéarisant f et g en
plusieurs points.

Pour obtenir les modéles linéaires (par morceaux), on doit se servir de la notion de sous-
gradient, qui est une généralisation pour les fonctions non-différentiables de la notion de gradient..

La fagon de choisir le sous-gfadient, dans D’algorithme du sous-gradient, est un gros
probléme auquel une grande partie du premier chapitre est consacrée. Ce choix est trés important
pour la vitesse de convergence de 1’algorithme, et le résultat auquel on aboutit au terme du chapitre
n’est pas satisfaisant & 100%, comme nous 1’avons expliqué dans la conclusion 1.9. Cet aspect de
la méthode peut donc encore étre amélioré.

Remarquons que dans la seconde section, ce probléme du choix du sous-gradient (lors de
la détermination de VE(x*,y*) et de Vg(x*,y*)) ne se pose pas car les fonctions f et g sont supposées
différentiables. ‘

D’autre part, bien que la convergence de ces deux algorithmes soit assurée théoriquement,
rien n’est dit en ce qui concerne la vitesse de convergence. L’analyse de ce probléme est donc une
voie possible pour des recherches ultérieures.

Enfin, aucun test numérique n’est disponible pour la deuxieme méthode. Il serait donc

intéressant, dans 1’avenir, de voir le comportement de cet algorithme sur des problémes concrets.

98



Références

[1] FICHEFET 1J., Eléments de programmation linéaire, Cours de premiere licence
mathématique, Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix,
Namur, 1982

[2] LOH et PAPALAMBROS, A sequential linearization approach for solving mixed discrete
nonlinear design optimization problems, Technical Report UM-
MEAM-89-08, Design Laboratory, The University of Michigan, Ann
Arbor, 1989

[3] SHEIMBERG de MAKLER 8., A Benders algorithm for solving a mixed discrete mathematical
programming problem, Manuscrit non-publié, Facultés Universitaires
Notre-Dame de la Paix, Namur, 1991

[4] STRODIOT .1, Notes du Cours de prlogrammation' non-linéaire, deuxieme licence
mathématique, Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix,
Namur, 1993

[5] YUAN X,, Une méthode d’ optimisation non linéaire en variables mixtes pour la
conception de procédés, Recherche opérationnelle, vol 22,n°4, p 331
a 346, 1988

[6] ZHIJUN WU, A subgradient Algorithm for nonlinear integer programming and its
parallel implementation, Ph. D.,Rice University, HOUSTON, 1991

99



