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L’algorithme de biorthogonalisation de Lanczos et
ses breakdowns.

Nom : Cécile Dufour.
Promoteur: Mr J-P Thiran.

Résumé:

Partant de deux vecteurs initiaux et d’une matrice carrée A, ’algorithme de biortho-
gonalisation de Lanczos est un processus permettant d’engendrer deux séquences finies de
vecteurs biorthogonaux. Il peut étre utilisé notamment pour la résolution des systemes
d’équations linéaires. Cet algorithme peut donner lieu & un phénomene appelé ”break-
down” provoquant I’arrét prématuré du processus. Deux types de "breakdown” existent :
I'un qualifié de "sérieux” et I’autre d’”arrét prématuré”.

Ce mémoire proposera une maniere d’éviter I’apparition de tels phénomenes par le biais
de 1’étude des propriétés d’orthogonalité et les formules de récurrence des polynomes
orthogonaux ainsi que par la théorie des approximants de Padé.

The Lanczos biorthogonalization algorithm and his
breakdowns.

Abstract:

Beginning with two initial vectors and a N x N matrix A, the Lanczos biorthogonali-
zation algorithm is a process for computing two finite sequences of biorthogonal vectors.
This process can notably be used for the resolution of linear systems of equations. This
algorithm can give rise to a phenomenon called "breakdown”, inducing the premature
stopping of the process. Two types of breakdowns exist : the first is called "serious break-
down” and the other ”"premature termination”.

This paper will propose a way to avoid the occurence of such phenomenons by means of
the study of orthogonality and recurrence formulas of formal orthogonal polynomials as
well as by means of the Padé approximants theory.
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Introduction

Le processus de Lanczos appliqué & une matrice carrée A est un algorithme permet-
tant d’engendrer deux séquences finies de vecteurs mutuellement orthogonaux. Il permet
notamment de résoudre des systémes d’équations linéaires.

Lors de l'application de cet algorithme, deux phénomenes appelés "breakdown” peu-
vent survenir. Ceux-ci provoqueront I’arrét prématuré du processus. L'un des "break-
downs” sera qualifié de "sérieux” et 1’autre, de "prématuré”.

Dans ce mémoire, nous analysons une maniere d’éviter de tels phénomenes. Pour ce
faire, nous nous baserons sur deux articles de Gutknecht [4] et [5]. L’étude des propriétés
d’orthogonalité et des formules de récurrence des polynémes orthogonaux ainsi que la
théorie des approximants de Padé [2] nous serviront d’intermédiaires pour formuler I'al-
gorithme remédiant a 1’apparition de ”breakdowns”.

Voici en quelques mots les différentes étapes du mémoire.

Dans le premier chapitre, nous formulerons 1'algorithme de biorthogonalisation de
Lanczos dans le cas générique, c’est-i-dire, en I'absence de "breakdown” [4]. Nous propo-
serons également un algorithme pour la résolution des systemes d’équations linéaires.

Le second chapitre étudiera en paralléle les polynémes orthogonaux et la théorie des
approximants de Padé [2].

Dans le troisitme chapitre, nous nous pencherons sur I’étude des propriétés d’ortho-
gonalité des polynémes et des formules de récurrence qui s’en déduisent [5].
Le chapitre quatre interprétera, sous forme matricielle, les différents résultats obtenus



dans les deux chapitres précédents.

Le chapitre cinq est une reformulation de I’algorithme générique par I'introduction de
la théorie des éléments étudiés dans les chapitres précédents.

Pour terminer, le chapitre six sera consacré & I’étude des ”breakdowns” de I’algorithme
non générique de biorthogonalisation de Lanczos, présenté au chapitre précédent.



Chapitre 1

L’algorithme de biorthogonalisation
de Lanczos.

1.1 Préliminaires

Soit A € @ M*N une matrice complexe d’ordre N et zo,y0 € @ N un couple de
vecteurs initiaux qui ne sont pas orthogonaux, i.e.,

(Yo, z0) # 0

ol (yo, o) est le produit scalaire Euclidien fozo avec fio, le transposé conjugué de yo.
L’algorithme de biorthogonalisation de Lanczos [7] consiste & déterminer deux suites finies
de vecteurs 2,(0 < n < v —1) et yo(0 < n < v —1) dans des sous-espaces de Krylov de
A et A respectivement,

z, € K, =span{zo, Azg,...,A"zc}, (1.1)
yn € Ln = SPan{yo, Ay01 ey Anyﬂ}
qui sont biorthogonaux.

(s ) = { 5.0 e (12)

La longueur v dépend de A, zo et yo. Elle résulte de I'impossibilité de prolonger les
suites de sorte que (1.1), (1.2) soient satisfaits avec é, # 0: on parlera d’une rupture ou
"breakdown” du processus.

Nous avons la propriété suivante:

Propriété 1.1

K, = span{zo, T1,...,Zn}, Ln = span{yo,¥1,--,yn}:
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Preuve. Nous démontrerons, par récurrence, la propriété pour Ky, le raisonnement étant
identique pour L,. La propriété est évidente pour n = 0. Si elle est vraie pour n —
1, Kn_y = span{zo,1,...,Zn-1}. Nous obtenons K, = span{zo,...,:cn_l,A"mg}. Le
vecteur z, € K, s’écrit
n—1
e z a;r; + anA"zo
=0

ou a, # 0 sinon y, est orthogonal & z, et nous serions en contradiction avec (1.2). On
déduit donc

n—1
Atzo = ap,  (2n — Z a;z;)

=0
de sorte que K, = span{zo,...,Tn-1,Tn} w}
On déduit immédiatement pour 0 < n < v,
o L Lieas Bn L S (1.3)
et
Tn € Ku \ Kn_1, Yn € Lp\ Ln-1. (1.4)

n—

Soil p—1 € Kn_1 \ K,—2, nous pouvons écrire p_1 = E;:é a;A’zg ol any # 0. Le

vecteur Ar,_; ol n < v s'écrit

- .
AIn_1 = Z: a1 AJ.'L'[)

i=1

de sorte que Az,_1 € K, \ Kn-1. Par conséquent,

Az, = ZTj.n—l:cja Ta,n-1 % 0: (1-5)
j=0
et, semblablement,
-'Zlyn—l = Zaj,n—]yj! Onn-1 ?é 0. (1-6)
Jj=0

Pour n = v, (1.5) et (1.6) peuvent étre satisfaits pour z, L L, et .y,, 1 K,_1 avec

(yua mu)=0~
Définissant les (N x v) matrices

X=[zo &1 . @c1ly Y=[9 91 o to-1]



et les matrices de Hessenberg inférieures d’ordre v
T =), §=lojal;
nous pouvons écrire les expressions (1.5) et (1.6) sous forme matricielle

AX = XT+ Tu.u—lwveg‘a (17)
AY = YS + O‘y’y_'l yueg‘

o e, est le v-itme vecteur de la base canonique. Les relations de biorthogonalité (1.2)
deviennent

YX = D = diag(6o, 61, ..., 61-1)

de sorte que, par (1.7),

YAX = DT,
XAy = DS,
soit
DT = 8D. (1.8)

Dans le membre de gauche, la matrice est de type Hessenberg inférieur tandis que, dans
celui de droite, clle est de type Hessenberg supérieur : les deux matrices T et S sont donc
tridiagonales

a0 ap b
Yo oM B2 c a; by
T= 1 02 e y 8= c1 Qa3
ﬁu—l . ar bu—l
Yv-2 COp-1 Cy—2 Qy-1

Par (1.8), nous avons

Qp,

I
Q
)

et
bn-1Bn = 6xCats  Gn-1bn = SnYn-1, (1.9)
soit
PrYn-1 = Brnt-
Nous pouvons satisfaire a cette derniere relation en posant

by = Bay  Cna =nd

9



soit

S=17,

Par ce choix de S, (1.9) donne la relation

6n - 6n—lﬁn.
Trn-1
En résumé, les relations (1.7) s’écrivent, pour n = 0,1,...,v-1,
A-'En — ﬂnmn—l + apz, + TnTn41,
Ayn = ﬂnyn—l + QnlYn + TnYn+1

avec fop=10,2_y =y-1 =0.

Effectuant le produit scalaire de Az, avec y,—1 et y,, on obtient:

(yn—l ) Amn) = ﬂnén-—la

(i At) = Gl

(1.10)

(1.11)
(1.12)

(1.13)

Utilisant (1.10) a (1.13), nous obtenons la forme suivante de ’algorithme de Lanczos.

1.2 L’algorithme de biorthogonalisation (BO).

Choisir zo,y0 € T " tels que 8o=(yo, Zo) # 0 et poser fo := 0

Calculer pour n =0,1,...

_ (Yn, ATn)
T T .
. 16
go = Weebfin) Tl (5 0)
n— n—
Ty = AZp— Tnln — 2y P
y:1+1 = Ayn — YnCn — Yn-1 ﬁns
bny1 = (Ynt1 Tnt1):
Si ;.4 = 0, choisir v, # 0 quelconque et poser
m* L
vi=n+tl, z,:= 7_1,: Yv = %1 bng1:=0
n n

et arréter. Sinon, choisir v, et 6,41 tels que

2 *
Tabnt1 = b4y

10
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Calculer

m*

Int1 = _nil-a (120)
Tn
3}:1+1

Ynt1 = — -

n 7’1

Si Tpy1 # 0 et yny1 # 0, procéder a I'étape suivante.

Théoréme 1.2 1. §i, Vm,n=0,1,...,v -1, les conditions (1.1) et (1.2) sont satis-
faites et si S = T, alors, les formules de récurrence de lalgorithme BO sont vérifiées
pourn =0,1,...,v — 2, Pourn = v — 1, un breakdown peut se produire par suite

de 6, =

Les condmons (1.1) et (1.2) déterminent les suites {zn}uco et {yn}4zb univogue-
ment, @ un facteur scalaire pres.

2. Inversément, Ualgorithme BO génére les séquences {z,}4zh et {yn}uzo satisfaisant

d (1.1) et (1.2).

Preuve. La premiére partie du théoréme est immédiate puisqu’on a construit ’algorithme
a partir des conditions (1.1) et (1.2).
Pour la seconde partie, nous dlsposons des séquences {z,}’zh et {yn}n_o générées par
I’algorithme BO. Procédons par récurrence. On suppose que (1.1) et (1. 2) soient vérifiées
pour n = 0,...,k (< v) (pour k = 0, c’est immédiat). Regardons ce qui se passe lorsque
n=k+1. La. condition (1.1) est satisfaite par (1.15) et (1.16);
Pour la condition (1.2), grace & (1.15), (1.17) et (1.20), nous avons:
(s or1) = gm(A:Bk — Tpo — Tk-1Pk)
Yk

Y Gm41%k + kG Tk + Prnfim-1Zk = FrmThQk = ImTk—1Pr

Y '
Si m < k — 2, tous les termes du membre de droite s’annulent.
Sim=k—1, (yk-1,Tks1) = (Bbk-1 — 0 — Bibr—1) = 0.
Si m =k, (yk, Tp1) = Db =,

Tk
Enfin, si m = k + 1, (Y41, Thp1) = %6;;4_1 O

1.3 Les différents ”breakdowns”.

Il existe deux types de "breakdowns”.
e z,=00uy, =0,

11



e z,#0ety, #0, mais (y,,z,) =0.

‘Dans le premier cas, nous parlerons d’arrét prématuré, dans le second, de "breakdown
sérieux” [5].

1.3.1 Arrét prématuré.

Introduisons avant toute chose la notion de polynéme minimal d’une matrice A (6] et

[9).

Définition 1.3 Soit la séquence de matrices {I, A, A?,..., A} telle que:
A+ my A 4. A mel =0

ot s est le degré minimal pour lequel la séquence de matrices {I,A,A%..., A%} est linéai-
rement indépendante.

Le polynéme m()) correspondant au membre de gauche de ’équation ci-dessus est appelé
polynéme minimal de la matrice A.

Proposition 1.4 Siz, =0 (y, = 0), le sous-espace K, (L,-1) est invariant de dimen-
sionv de A (A).

Preuve. Par (1.7), z, = 0 entraine AX = XT ou X = [zo ... Zy-1] et rang(X)=v.
Or, K,-1 = Ima(X) = [Azg...Az,_). Pour z € K,_y,on az = Xy et donc, AX =
AXy= XTy, soit Xz € Kn_1 ot z=Ty. i

La proposition suivante nous indique qu’en fait, le "breakdown” prématuré se produira
au plus tard quand v vaudra le degré du polynome minimal de A.

Proposition 1.5 La dimension du sous-espace de Krylov de A (A) est au plus égale au
degré du polynéme minimal de A (A)

Preuve. Soit pn(A), le polynéme mnnmal de A, i.e. pm(A) = X7t c)tJAJ (am = 1) tel
que pm(A) = 0. On a A™ = — L7 a; A’ ou encore, A™zg = — LT, ! o;Aizy de sorte
que K, = K1, m]

12



Nous avons de plus la propriété suivante:

Propriété 1.6 Le spectre de la matrice T' est un sous-ensemble du spectre de la matrice
A.

Preuve. Soit )\, une valeur propre appartenant au spectre de la matrice T' ou
sp(T)={r € @ | T— A non inversible}.
Nous avons donc
Tu=Au
avec u # 0. Par conséquent,
A(Xu) = XTu = AN Xu)

ot (A — M)Xu est non inversible (u, X # 0). X est donc une valeur propre appartenant
au spectre de la matrice A. Par conséquent, sp(T') C sp(A). 0

Si le "breakdown” prématuré se manifeste avant que v n'atteigne le degré du polynéme
minimal de A, il y a lieu de redémarrer 1'algorithme avec une paire (z,,y,) biorthogonale
aux vecteurs construits jusque la.

Si z, = y, = 0, une possibilité pour satisfaire (1.14) est de prendre v,-1 = B, de telle
maniére que la relation (1.7) soit vérifiée méme au-dela de 'indice v. Dans ce cas, apres
plusieurs redémarrages possibles, I’algorithme doit se terminer avec oy = yn = 0 et
v = N. Il suit donc que

AX = XT, .
AY = YS (=YT), (1.21)
YX = Ds=diag(bo,61,62,...,6n-1),

ol toutes les matrices sont carrées d’ordre N.

Certains éléments (v; = Bj+1) de la matrice tridiagonale T peuvent étre nuls suite aux

redemarrages X et Y étant singulieres, on a que T est similairea A et S a A
Ceci amene donc la proposition suivante.

Proposition 1.7 Pour toute matrice A, il existe une matrice tridiagonale T avec y; =0
s1 et seulement si Bj41 =0

13



Rappelons-nous que, pour satisfaire (1.9), on avait choisi S = T, une autre possibilité [1]
aurait pu étre: S =1T.
On aurait obtenu a la place de (1.21):

AX = XT,
Ay = YT.
Tout comme le choix S = T déterminait univoquement les séquences {z,} et {y.}, le choix

S = T déterminera la méme séquence {z,} et une séquence {y,} identique également a
la précédente, aux coefficients pres.

1.3.2 ”Breakdown” sérieux.

Si la mise en marche de 1’algorithme BO s'effectue avec une paire (zo,yo) telle que
2o # yo, 'algorithme peut présenter un second type de "breakdown”. En effet, pour
certains n, il se peut que tout z, et y, satisfaisant a (1.3) et (1.4) soient orthogonaux I'un
3 l’autre de telle maniére qu’on ne puisse satisfaire a (1.2).

1.3.3 Remarque.

Des problémes de précision peuvent apparaitre. En effet, ’emploi du processus BO
est, en pratique rendu hasardeux & cause des problemes d’arrondis. A la n-iéme étape de
I’algorithme, les constantes an, fn, Yn, 0n €t les vecteurs Tny1 €t Yn41 sont déterminés de
telle maniere que:

Tn41 o Yn,
Tny1 L Yn-1,
(yn+11$n+]> = 6n+]-

Quand n devient grand, la précision de la biorthogonalité se perd (rappelons que la pro-
jection orthogonale réduit nécessairement la taille d’un vecteur et donc, par conséquent,
sa précision relative).

1.4 Algorithme de résolution de systémes d’équa-
tions linéaires. |

Soit, & résoudre:

Az=b (1.22)



ou A est non singuliere.
Notons:

e z*:la solution de Az = b,
® zp: l’approximation initiale de la solution,
e zo=b— Az: le résidu correspondant,

e IK,: le n-itme espace de Krylov généré par zo.

Dans la méthode du gradient conjugué, la n-ieme itération consiste 4 minimiser la fonction
quadratique:

z— (2" — z,A(z" — 2))

parmi tous les z € zo + Kn—1 [6]. La solution optimale aura comme propriété que les
résidus z,, = b— Az, forment une séquence orthogonale. Cela entraine z, = 0 pour v < N
et par conséquent, z, = 2"

Au cours de cet algorithme, nous construirons donc une séquence biorthogonale:

ZTp L Lnoy, @n=b— Az,

Proposition 1.8 La matrice X vérifie la relation AX = X H si et seulement si la somme
des éléments dans chaque colonne est nulle.

Preuve. Par analogie avec (1.7), les n premiers pas de la récurrence pour les résidus zj
peuvent toujours étre écrits comme AX, = Xns1Hps10 01 Hyy1p est une (n + 1) xn
matrice de Hessenberg.

Un simple calcul donne:

Xn = A—lb[l v 11Hn+1,n = n+lHn+1,n

ot Zn41 = [20,214.+92n] € @ Nx(n+1) Nous obtenons donc que A~!b[1...1]Hpy1n =0
si et seulement si la somme de chaque colonne de Hyy1,. est égale a 0. O
Dans notre cas, H = T’; prendre v, = —ap, — fn.

Pour résoudre Az = b, poser zo une approximation initiale telle que zo = b— Azo. Choisir
yo tel que (yo, zo) # 0. Ensuite, appliquons I'algorithme de la page 10 avec

Mn = —Qn — ﬁn (123)

15



de telle maniere que (1.17) et (1.20) se simplifient :

Az, — Tpoy — mn-—]ﬁn

Tn+l =
+ = )
Ayn — YnQn — yn-—lﬂn
Ynt1 = — 3
In
bpp1 = (yn+1,1‘n+1)-

Calculons en plus les vecteurs:

—(En + Zpn + zn—lﬂn)
o - g

(1.24)

Znt1 =

Si le résidu est nul (z,41 = 0), le processus est terminé et zn41 est la solution. Si Zn4: #0
mais 6,41 = 0, un "breakdown” sérieux surviendra (dans ce cas, nous poserons v =
n + 1). Cet algorithme peut également présenter un nouveau type de "breakdown” : le
"breakdown” de normalisation. Celui-ci provient du fait que 7, peut étre nul. Dans ce
cas, NOUS pOSerons ¥ = n.

Lemme 1.9 Dans cet algorithme, le vecteur z, est le n-ieme résidu b — Az, = z,
(n=0,1,...,v)

Preuve. Démontrons ce lemme par récurrence. Nous supposons que b — Azx = T (k=
1,...,n) (k = 0 étant un cas immédiat). Pour k = n + 1, en vertu de [1.77),(1.20),(1.28),
nous avons:

b— Azn+1 = b+ (A-Tn + Azpoy + Azn-]ﬁn) = Tny1. O

Tn

Grace & z = [20, ..+, 2,-1], la récurrence (1.24) pour z, peut étre écrite comme:
- 7
X ==-2ZT — z,7u-18,

par un raisonnement identique & celui conduisant a (1.7).
La condition somme (1.23) de chaque colonne peut étre réécrite de cette maniere

[1,1,...,1]T = v,-16].
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Chapitre 2

Les polyndémes orthogonaux formels
et les approximants de Padé.

Le but de ce chapitre est d’énoncer quelques théorémes et propriétés permettant d’éta-
blir un lien entre les polynémes orthogonaux formels et les approximants de Padé [2]. Nous
procéderons comme suit; aprés la définition des deux concepts, nous énoncerons quelques

propriétés pour, en fin de section, conclure sur un théoréme reprenant les résultats prin-
cipaux.

Soit donnée une séquence complexe {9k} 7o

Posons la fonctionnelle linéaire ¢ : P — C définie par les valeurs que prend la base
monomiale :

¢(zF) =4 (ke IN). (2.1)

Définition 2.1 P, € P, (n > 1) est un n-iéme polynéme orthogonal formel normalisé
vrai par rapport & ¢ si P, est monique (Po(2) := 1) de degré n et si on a:

¢(pFr) =0, Vp € Pa-1. (2.2)

De plus, si P, est unique, nous dirons qu'il est régulier; sinon, nous dirons qu’il est
singulier.

Considérons la série formelle:

(oo]

f(2) = e (2.3)

k=0
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Propriété 2.2 Etant donné que z"P,(z7!) est un polynéme, le produit:
f(2)2"Pu(27")
est une série formelle. Soit,

Pn(z) = iﬁj,nzja (24)

i=0
Alors,

oo n

f(2)z"Pa(271) = 33 thinjonTin) 2" (2.5)

1=0 ;=0

Le polynéme orthogonal P, est caratérisé par le systéme homogene de n équations linéaires
a (n+1) inconnues suivant:

S Gitionmin=0 (i=n,...,2n 1), (2.6)

En effet, par (2.2), nous savons que ¢(z*P,) = 0 pour k = 0,...,n — 1 olt Pp(z) =
Yioo m;n?z’. La linéarité de ¢ nous donne

i Tind(2*) = 0.
Jj=0

Enfin, par la définition (2.1), nous obtenons la relation (2.6). Si nous réécrivons le systeme
complet, nous avons:

" 0

Yo %1 Yua Un e 0
"!)1 ",b2 ve 'd)n ¢n+] ) .'Tl s L
s . e . LU .o wﬂ—l‘n 0
ﬂbn—l ¢n e ¢2n—2 'ﬁb?n—l Tn 0

Nous voyons donc que les coefficients de 2* dans (2.5) sont nuls pour ¢ = n,...,2n—1.
(2.5) devient donc:

F(2)2"Pa(z™) = Protin(2) + 04 (™) (2.7)
Prtn(2) = 2(§w;+j-nvr,-.n>z‘, (2.8)
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FiG. 2.1 - Table de Padé

est un polynéme de degré au plus (n —1) et ou 0.(2*) regroupe tous les termes de degré
plus grand ou égal a k.

Définition 2.3 Pour f € P, m € IN et n € IN, une forme de Padé (m,n) de f est une
paire (p,q) € Pm X Pn avec (p,q) #(0,0) pour laquelle

f(2)g(z) = p(2) = O (z""*). (2.9)

La fonction rationnelle correspondanie rmn = ¢ st appelée approzimant (m,n) de Padé.
Si r est aussi solution de

f(2) = 7(2) = O4(z™"H).

Nous l'appelons interpolant vrai (m,n) de Padé. Dans.le cas contraire, v est un approzi-
mant déficient de Padé.

Définition 2.4 La table de Padé d’une série formelle

C(z) = i Cmz™

m=0
est un tableau doublement infini de fonctions rationnelles
_ Pma(2) _aotaiz4...+am2"
Gmn(z)  Bo+biz4... 4 buz"
déterminées de telle maniére que le développement de Mac Laurin de g s'identifie le

plus loin possible avec C(z) [2].
Graphiquement, on représente le table comme a la figure 2l

-
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Propriété 2.5 (i) En comparant (2.7) et (2.9) et en posant
Gn-1(2) 1= 2" Po(271), (2.10)
la paire (Pr-1n,9n-1,) € Pn-1 X Py est une forme de Padé (n —1,n) de f.

(ii) Si (p,q) n’est pas une forme de Padé (n —1,n) de f, alors, en posant Fp(z) :=
z"q(z71), (2.9) implique Uezpression (2.7) qui, lorsqu’on se restreint a P, € Py, est
équivalent a (2.2).

Le point (ii) de cette propriété entraine la définition suivante.

Définition 2.6 P, est un vrai polynéme orthogonal formel normalisé par rapport @ ¢ si
el seulement si il a un degré exact n et est monique.

Etant donnés f, m et n, chaque forme (m,n) de Padé peut étre construite en résolvant
le systéme linéaire (2.6) avec n — 1 = m, i.e., m —n + 1 = 0, et en définissant, pour une
solution non triviale, {m;n}7%—o, de (2.6)

n

q(z) = Zvrj,nz“—j, (2.11)
Jj=0

p(z) = 33 BirionTin)2

1=0 j=0

Pour la suite, le résultat de base le plus important est celui concernant I'allure générale
des formes de Padé [2]:

Théoréme 2.7 Pour f € P, m € IN, n € IN, la solution générale (p,q) € P X Pn de
(2.9) est

(1) = (2" Pmn, 2° Gm n0) (2.12)

0t P € Pm €l G € Pn sont déterminés univoquement. On @ mn(0) =1, 0 := o
est un entier fizé ou
0< 0 <6:=min{m—3pmnin— Odmn},

o:
§ étant appelé la déficience de ﬁ. Enfin, w € Ps_, est arbitraire.
Pour démontrer ce théoréme, nous devons établir un résultat préliminaire [3]:

Propriété 2.8 Soit f € P et (m,n) € IN x IN. Il existe des paires (p,q) € Pm X Py
vérifiant (2.9) et elles sont uniques dans le sens ot 2 définit une fraction unique r € Ry, .
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Preuve. L'existence d’une telle paire (p, g) est immédiate car (2.9) est équivalent a un sys-
teme dans lequel (m + n + 1) fonctionnelles linéaires agissent sur (p, ). Cela correspond
donc & un systeme linéaire homogene de (m 4 n+ 1) équations & (m +n +2) inconnues. Ii
s'agit par conséquent d'un systéme linéaire homogene sous-déterminé admettant toujours
une solution non nulle.

Pour 1'unicité, supposons par 'absurde qu’on ait deux solutions (p,q) et (5, ). Par (2.9),
fg—p= 0. et f§—p = Op(2™H). Cela entraine f(pg — gp) = O (57,
f étant quelconque dans P, cela donne g — §p = O4(z™*"*1). Or, pg — Gp € Pmtn; ily
a donc une contradiction. O

Cette propriété établie, nous pouvons démontrer le théoreme 2.7.

Preuve (théoréme 2.7). Soit (p,q) € Pm X Pn une solution quelconque de (2.9). Soit
6, la déficience de :i.

e On peut écrire (p, ) = (2°pw, 2°qw) olt

* 2 est déterminé en choisissant o pour mettre en évidence un exposant com-
mun & p el & q. o sera choisi de sorte que ce soit le plus petit exposant pour
lequel (2P, 2°§) est encore une solution.

* w est un polynéme dans lequel on regroupe tous les termes communs de p et
q restant aprés mise en évidence de z°.

Onadw+o<§etdonc, Ow<d—0,ie w€ Ps_g.

p et § sont uniques au sens de la propriété 2.8. 2% est unique aussi car o peut étre
caractérisé comme le degré minimal pour lequel f§z7 — pz° = O (mtrHl), L,

[ == O4(z™77), (2.13)

En multipliant (2.13) par 2°w (ot w € Ps_, est arbitraire), on a une solution de
(2.9). O

Plusieurs corollaires peuvent étre déduits du théoreme 2.7.

Corollaire 2.9 L’approzimant (m,n) de Padé rmn = ?(;-,‘:‘bf est un vrai interpolant de Padé
si el seulement si o0 =0 dans (2.12).

Corollaire 2.10 Le systéme linéaire homogéne (2.6) a un rangn—6+ 0, i.e. un rang de
déficience (6 — o).
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Corollaire 2.11 (théoréme de caractérisation) :
Une fonction rationnelle r = E € Rmn avec § = min{m — dp,n — dq} est Vapprozimant
(m,n) de Padé de f si et seulement si

f(2) = r(2) = O4(z"*170).
Théoréme 2.12 (théoréme de structure en bloc) [2]

(i) Une fonction rationnelle r € Ry, (r # 0) de type ezact (u,v) est un approzimant
de Padé de [ ¢ R, si et seulement s

f(z) = r(z) = Oy (2454 | (2.14)

avec A € IN.
Si cette derniére égalité est vérifiée, 'y n est Uapprozimant de Padé (m,n) de f pour
toute paire (m,n) dans le carré

{(mn);jp<m<p+Av<nv+A}

el pour aucune aulre paire.
Dans (2.12), on voit alors que Opmn = ) Odmm = v, § = min{m — p,n — v} et

o =maz{0,m+n—pu—v—A} (2.15)
de telle maniére que

§—oc=min{m—pn—vp+A—-myv+A-n}

(ii) Si f est elle-méme rationnelle, de type ezact (p,v), alors rma = f pour tout
(m,n) dans le quadrant {(m,n);m 2> p,n > v}. De plus, dans (2.12), Opmp = U,
OGmn = v, 6§ = min{m — p,n —v} et 0 = 0.

(iii) La fonction r = 0 de type exact (—oo,0) est un approzimant de Padé de f £ 0
si et seulement si f(z) = O4(2*) pour certains k > 0; alors rpmn est tdentiquement
nul pour tout (m,n) dans le demi-quadrant {(m,n);0 < m < k,n € IN} (voir figure

(2.2))
Ceci entraine qu'en (2.12), pmn =0,dmn=1,6=neto= maz{0,m+n+1—k}.

Corollaire 2.13 (définition par optimalité) : :
L’approzimant de Padé (m,n) rmn est, parmi tous les éléments r de Rupn, le seul pour
lequel ’égalité

f(z) = r(2) = O4(2")
est vérifiée pour la plus grande valeur de k possible (k € 7 ).
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T

FiG. 2.2 - Illustration du point (iii) du théoréme de structure en bloc

N

(u_-iv)

Pt

(L, v+4)

3

(WA ) (H+AN+A)
,

FiG. 2.3 - Sur le c6té 1, § = 0 = 0 par définition de 6 et de § — o ot m = p - Sur le coté
2, 6 = o par définition de 6 —o ot n = v+ A - Sur le c6té 3, 6 = o par définition de § — ¢
oum=p+A- Sur le coté 4, § = 0 = 0 par définition de é et de 6 — o ol n = v.
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(L, v+2)

(W+A V) (H+A v+D)

N

FIG. 2.4 - Sur l'antidiagonale 1,m+n = p+v+A et donc,oc =0 - Sur ’antidiagonale
2, m+n < p+v+Aetdonc, o =0 - Sur 'antidiagonale 3, m+n 2 p+v+ A et donc,
o2 0.

Selon le théoréme de structure en bloc, la table de Padé, définie en (2.4) qui contient ’ap-
proximant de Padé (m,n) de f a l’entrée (m,n), est composée de blocs carrés distincts
de fonctions rationnelles (2.14) [3].

Pour chaque bloc, la position (g, v) du coin supérieur gauche indique le type exact de ’ap-
proximant. Sur le bord du bloc (voir figure (2.3)), on a § = o, ce qui signifie que la forme
de Padé est unique & un facteur scalaire commun prés. Sur et au-dessus de ’antidiagonale
(voir figure (2.4)), o = 0 de telle maniére que la fonction r soit un vrai interpolant de
Padé & cet endroit puisque, en-dessous de 1'antidiagonale, r est un approximant déficient.
Il y a deux exceptions & ces blocs carrés finis: si la fonction est nulle, alors son bloc est
une demi-bande. Si f est elle-méme rationnelle, il y a un "bloc carré infini”, puisque dans
le quadrant tout entier, {(m,n);m > p,n > v}, 'approximant de Padé est r = F.

Revenons aux polynémes orthogonaux formels définis en (2.1). Tout comme nous
I'avons vu au début de ce chapitre, on peut établir une relation entre un n-iéme poly-
nome orthogonal formel satisfaisant a (2.2) et 'approximant de Padé (n — 1,n) de f.
Puisque P,(n > 1) est supposé avoir un degré exact n, nous avons besoin, en vue de
satisfaire & (2.10) d’une forme de Padé (n — 1,n), (p,q) de f avec (0) # 0.

P, existe si et seulement si ¢ = 0 dans le théoréme (2.7) et il y a un polynéme Py, unique
monique si et seulement si ¢ = § = 0. Notons que & est la quantité de laquelle n surpasse
le plus petit indice suivant pour lequel P, est unique, i.e. régulier.

En résumé, nous avons:
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Théoréeme 2.14 Pour f € P,n € IN*, il eziste un vrai polynéme orthogonal formel Py,
si et seulement si la paire d’indice (m,n) = (n—1,n) se situe soit dans un bloc infini, non
nul, soit sur ou au-dessus de Uantidiagonale d’un bloc carré fini ou bloc nul de la table de
Padé de f, i.c. si et seulement si f a un interpolant vrai (m,n) de Padé. P, a alors la
forme générale :

Py(2) = Py(2)W(2) = 2" Gmn(27 w(z7") (2.16)

ot Po(2) = 2" %Gmn(27") est monigue de degré (n — 8) et Gmn est le dénominateur nor-
malisé de l'approzimant (m,n) de Padé.

W(z) = z°w(z™") est un polynéme arbitraire monique de degré ezact é. De plus, P, = FPa;s
ot on note n; le plus grand entier plus petit ou égal @ n pour lequel un polynéme formel
orhogonal régulier par rapport @ ¢ eziste (donc, § = n —n;).

P, est régulicr (i.e. unique) si et seulement si la paire (m,n) est située sur le bord su-
périeur ou & gauche d’un bloc carré fini ou infini de la table de Padé. Si Py est régulier,
alors W(z) =1 dans (2.16).

Si 7 = 0, alors P.(z) = Po(z) = 1 et W = é = n dans (2.16).

Dans ce théoréme, les vrais polynémes formels orthogonaux P, aussi loin qu'ils existent,
sont essentiellement les dénominateurs d’une séquence diagonale {rn_1s}o, d’approxi-
mants de Padé.

L’existence et I'unicité d’un P, dépendent seulement de la fagon dont la diagonale coupe
les blocs de la table (voir figure (2.5).

Définition 2.15 Si, pour certains n, il n’eziste pas de vrais polynémes orthogonauz for-
mels par rapport & ¢ et si n; est le plus grand entier plus petit que n pour lequel un
polynéme orthogonal formel régulier eziste, alors un polynéme Pn(2z) = W(2)Pn,(2) avec
W € P._n, monique, est appelé un polynome formel orthogonal déficient normalisé par
rapport a ¢.

Théoreme 2.16 Etant donnés f € P,n € INt, un polynéme formel orthogonal P, est
déficient si el seulement si la paire d’indice (m,n) := (n — 1,n) est située dans la table
de Padé de f, en-dessous de l'antidiagonale d’un bloc carré fini ou d’un bloc nul, i.c. si
et seulement si f a un interpolant de Padé (m,n) déficient.

P, a alors la forme générale (2.16) o, @ nouveau, B(2) = Py(2) = 2" P Gum(z?) est
monique de degré (n —6), Gmn est le dénominateur normalisé de l'approzimant de Padé
(m,n) et W(z) = z°w(z™") est un polynéme monique arbitraire de degré ezact 8.

Cependant, si P, est déficient, q(2) = gn-1,(2) = 2" Po(271) n'est pas le second membre
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FIG. 2.5- Le lieu des vrais polynémes orthogonaux formels P, réguliers (grands cercles) et
singuliers (petits cercles) dans la table de Padé de f. Le sommet de la table est composé

d’un bloc nul et Ie bloc inférieur droit, d'un bloc carré. Les "blancs” représentent les
entrées des polynomes déficients.

d’une forme de Padé (m,n) de f. Pour obtenir un tel second membre, nous devrions
restreindre dans (2.16) le degré de W d (6 — o), oi

o =2n—(nj41—n;—1) (2.17)
ot n; (njs1) est le plus grand (petit) entier au plus (au moins) égal dn (n+1) pour lequel

un polynéme orthogonal formel régulier existe.

Preuve.

e La premiere partie du théoréme découle du théoreme 2.14.
o Si P, est déficient, nous avons ¢ # 0 dans (2.12). Il suit donc que (2.16) devient

Bulz) = 227G a(z ) w(z77)

wEPs_o
- fn—ﬁém.n(zjfs-aw(z—ll
Pulz) W(z)€Psq

de sorte que le degré de W soit restreint a (6 — o).
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FIG. 2.7 - Lieu des polynémes vrais.

o La relation (2.17) est obtenue de la manijére suivante: par (2.15), nous avons o =
m+n—(g; +v;+4;). Par I’égalité m = n —1 et par la figure (2.6), nous pouvons
écrire:

a=2n-1—uj-uj—Aj=2n—1—nj+l—n,'+1+1=2n-—(nj+n_,-+1—1) D

Nous avons donc maintenant un ensemble complet de polynomes orthogonaux formels et
le théoréme suivant est une reformulation utile des théorémes (2.14) et (2.16).

Théoréme 2.17 Soit 0 = np < mp < Mz < - les indices pour lesquels un polynome
orthogonal formel régulier Py eziste. Alors, pour tout n € IN, les polynémes orthogonauz
formels P, ont la forme

Po(z) 1= Woe, (2)Poy(2) 81 1y <n<njp (2.18)
avec Wy_n, un polynome monique, arbitraire de degré ezact 6 = n — n;. Si nous posons
hji=njp — 1, b= [52;” on a pour n; <n < njyy, j € IN:

(i) P, est un vrai polynéme orthogonal formel si et seulement 8t n; <n<njthy
(voir figure (2.7)).

(ii) Pn est un polynéme orthogonal formel régulier si et seulement st n = n; (voir

figure (2.8)).
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n;,

(Vs ﬁj)

F1G, 2.10 - Lieu des polynomes déficients.
(iii) P, est un polynéme orthogonal formel singulier si et seulement st
nj <n < nj+h; (voir figure (2.9)).

(iv) P, est un polynéme orthogonal formel déficient si el seulement si nj + h;' <
n < n;4; voir figure (2.10)).

ot |z] représente le plus grand entier non supérieur @ .

Soulignons que si f est rationnelle, il y a un nombre fini de polynémes orthogonaux formels
Py, réguliers, j =0,...,J.
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Chapitre 3

Les formules d’orthogonalité et de
récurrence des polynomes
orthogonaux formels.

Dans le chapitre précédent, pour chaque n, nous avions défini des polynémes formels
normalisés P, orthogonaux par rapport a la fonctionnelle ¢. A présent, nous examinons
les différentes propriétés d’orthogonalité de la séquence { P} pour en déduire une formule
de récurrence. Par définition, les polynémes orthogonaux formels sont orthogonaux a tous
les polyndmes de degré inférieur. Ils peuvent cependant étre orthogonaux a eux-memes, ce
qui se passe quand un polynéme orthogonal formel correspond a un approximant de Padé
se situant dans la table de Padé de f au-dessus de I’antidiagonale de ce bloc. D’autre part,
les polynomes orthogonaux formels déficients se situant en-dessous de ’antidiagonale ne
sont pas orthogonaux & tous les polyndmes de degré inférieur. Ces propriétés sont 'objet
du théoréme suivant. '

Théoréme 3.1 Soit {W,},, une séquence de polynémes moniques Wy, € Prn. Pour un
polynéme orthogonal formel P, avec nj < n < njy1, nous avons:

(i) Sij < J et, soit j >0, soit f(z) # O4(2), i.e. si Uentrée (nj — 1,n;) de la table
de Padé de f se situe sur le bord supérieur ou d gauche d’un bloc carré fini, alors

d(pPn) = 0 (Vp€Pin) (3.1)
$("Pn) # 0
ot
fii=2n;—n+hj—l=nj+nj—n—1. (3.2)
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et, le dernier terme de (2.7) devient O, (7). Nous avons donc que f(z) = O4(2*) et,
par (2.7), que f(z) = O4(n). Ceci entraine

B = gy el

Finalement, si n augmente de ng & ny — 1, par un raisonnement analogue a celui
effectué au point (i) de ce théoreme, nous obtenons

n = ny—n-— 1. O
Les résultats suivants peuvent étre déduits du théoreme 3.1:

Corollaire 3.2 Sous les hypothéses de la partie (i) du théoréme (3.1) et en prenant
comme convention n; < n' < nip1, nj <N < Njg, NOUS AVONS!

¢H®RJ=0{ ' (3.6)

out=jetn +n<n;j+nj—1
el, pour certains §; non nuls indépendants de n —n; et n' — nj,
$(PuP):=8; #0 si i=j et n'+n=n;+njy1 -1

Sii=7jetn +n>n;+n, lavaleur de ¢o(PuPy) ne peut éire prédite.

Preuve. (3.6) est une conséquence immédiate de (3.1). En effet, si ¢ # j, alors soit n' <
n; < nysoit n < ny <nlysit=jg, ¢(PuPy) =0sin <A ou f est défini en (3.2).
Semblablement, ¢(Po P,) = &; # 0 est une conséquence de la deuxiéme équation de (3.1)
el de I’équation (3.2). §; dépend uniquement de j car tout P, est monique et ¢ est linéaire :

‘53_ - qs(znﬁl-—lpnj) — ¢(th-1PnJ2)- ) O

Corollaire 3.3 (i) Un polynéme orthogonal formel P, est orthogonal @ tous les
polynémes de degré inférieur et non @ lui-méme si et seulement si l’entrée corres-
pondante (n; — 1,n;) se situe, dans la table de Padé de f , sur ’antidiagonale d’un
bloc fini ou nul.

(ii) P, est orthogonal a tous les polyndmes de degré inférieur ou égal st et seulement
si l’entrée (n; — 1,n;) se situe au-dessus de l'antidiagonale d’un bloc fini ou nul ou
encore, d’un bloc infini non nul.

(iii) P, n’est pas orthogonal & tous les polyndmes de degré inférieur si et seulement
si Uentrée (n; — 1,n;) se situe en-dessous de lantidiagonale d’un bloc fini ou nul.
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Corollaire 3.4 Pour tout n € IN, il existe un polynéme de degré au plus n qui est, par
rapport d ¢, orthogonal @ tout polynéme de degré inférieur a n.

A présent, intéressons-nous aux formules de récurrence. Par la définition (2.18), tous

les polynémes P, avec n; < n < n,;; sont générés a partir des polynémes orthogonaux

. A . A ’ . .

formels P, réguliers. De plus, ils peuvent étre calculés récursivement. Par exemple, si
Wp(z) = 2™, alors:

Poyi(2) = 2P, (2), (n; £n <njpr—2).
Tandis que, si les polynémes W, sont choisis pour satisfaire une récurrence a trois termes:
Wins1(2) = (2 = aff )Wm(2) = By Win-1(2)  (m € IN) (3.7)
(avec Wo(2) := 1,W_y(z) :=0,83" :=0), alors, on a
Prp(2) = (2 = aft ) Pu(2) = Brln, Pama(2)  (nj S Smjya = 2). (3.8)

Une fois les relations d’orthogonalité de (3.1) établies, la formule de récurrence & trois
termes pour {P, }7_o(J < oo) s’écrit facilement.
Etant donné que ces polynémes sont moniques de degré nj, ils satisfont a la récurrence:

P +1(2) = (Wh,(2) = ;,i(2)) Pa, (2) = tj-1,3(2) Paj=1(2) — ... — to,iFo(2)

avec t;; € Pp,—1, ¢ = 0,...,j. Multiplions cette relation par Mtk (kb =0,...,h; — 1;
i =0,...,7) et appliquons la fonctionnelle ¢.

Puisque n; + k < niy1 — 1, le membre de gauche devient nul et nous obtenons, pour chaque
paire (k,1) une équation linéaire:

J
Z ¢'(zni+kts,jpm) = ¢(Zni+kwh, Pn_,) (k = 01 sswiesg hi - 1; i = 0’ o )J)
8=0

En vue de satisfaire & (3.1), (3.2) et (3.3), nous avons pour le membre de droite:
0 sit<j—1
(2" Wy Po) =4 0 sii=j—letk<hj,1—2.
#£0 sit=j—letk=hj1—1
Pour le membre de gauche,
0 sit<s
d(zM e, ;P )= 0 sii=setk+0t,; <h —2.
#0 sit=setk+0t,;=h,—1
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Le systéme se réduit donc & une paire couplée de systémes, I'un homogene:

zi:ﬁb(z"‘”t,,an,) = 0 (3.9)

8=0
.

ou (k=0,...,h.'-—1; i=0,...,j——2 et k=0,...,h_,'..1—2; i=j—1)

constitué de
e

Eh,-—l:nj—l

1=0

équations pour j polynémes {t, ;}7Z) avec un degré total de liberté n;.
L’autre non-homogene:

i d(2"*1, i P,,) = (2" W, Pr)) (3.10)

s=0

ot (k=0,...,hj1; 1=7 el k=hj1—1, i=j—1)

constitué de h;+1 = nj4; —nj+1 équations et contenant en plus les polynomes ¢;,; avec h;
parametres libres. Le systéme en entier, tout comme sa partie homogene, est triangulaire.

Propriété 3.5 Toules les inconnues apparaissant dans le systéme homogéne sont nulles
sauf une.

Preuve. Procédons par récurrence. Supposons to; # 0. Choisissons k tel que k + dto,; =
ho — 1. On a ¢(z"*+*1g ; Py, ) # 0. Mais cela est en contradiction avec (3.1) et (3.2). Par
conséquent, to; = 0. Supposons maintenant fo; = t1,; = ... = ti—1,j £0 (<j-1).
Choisissons k tel que k 4 0t;; = h; — 1. Par un raisonnement analogue au précédent,
nous concluons que t;; = 0 excepté dans le cas oll z = j — 1 oli il n’y a pas d’équation
pour k = h;_; — 1 telle que ¢;_q; pourrait é&tre un polynome non nul de degré 0, i.e., une
constante.

Inversément, supposons que

toi(z) =t j(2) = .. =tj2j(2) =0 tj4(2) € @

est une solution du systeme homogene (3.9), et ce doit étre aussi la solution générale du
systeme complet. En insérant cette solution dans (3.10) et en remplagant ¢;_;; et ¢;; par
B; (une constante) et a; (un polynéme), respectivement, (3.10) est finalement réduit a:

Bid(z" " Poymr) = @2 Wi, Py), (3.11)
$(2"t*a;P)) + Big(2M i Posa) = (MW P)) (3.12)
ot k= 0l —1
i.e., une équation linéaire individuelle pour la constante f; et un systéme de h; équations

linéaires pour les coefficients h; de a;.
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Rappelons que (3.11) et (3.12) signifient juste que

ﬁan,‘_l = WhJ-PnJ 1 zﬂj_l, (321)
aanj‘}'ﬁanj—l_WhJPnj al znj+k (k=01"'!h.7'“1)

ot on note ” 1" la "pseudo-orthogonalité” par rapport au produit interne bilinéaire indéfini
¢:
(p,q) — (P, q)-

Grace & (3.1) et (3.2), les membres de gauche de (3.21) sont orthogonaux & un poly-
néme p € P,;_». Par conséquent, dans le membre de droite, les monémes 2Mi~) et gnitk
(k=0,...,h; — 1) peuvent étre remplacés par d’autres polynémes de méme degré. Un choix
naturel est de les remplacer par Pn,_1 et Py (k=0,...,h; — 1), respectivement. Cela
implique que les termes en f; dans la deuxieme équation de (3.21) disparaissent. On
obtient :

ﬁj¢(Pnj—1Pn,—1) = Qlﬁ(Pnj—lm/h.il Pﬂ._,'), (322)
$(a; P sk Pr;) = ¢(PajskWi,Pr;)  (k=0,...,h;—1). (3.23)

De plus, puisque W, P, est une combinaison linéaire de 2P,y 1, Prjyy -1 Prjpi-21+ ¢+ P,
par (3.18) et que tous ces polynémes, excepté le premier, sont orthogonaux a Fy;_1, on
peut remplacer le membre de droite de (3.22) par ¢(2Py;—1Pn,_,-1). Dans (3.23), cette
simplification ne s’applique pas mais on peut substituer Wj, Py, selon (3.18) si (3.7) est
respectée.

Théoréme 3.9 Si (3.7) est respectée, le systéme linéaire (3.11) et (3.12) pour calculer
les polynémes a; et les constantes B; pour la récurrence (3.13) peut étre remplacé par le
systéme équivalent :

ﬁjqb(PnJ_anJ‘_l) = ¢(2Pﬂ_,‘—1pﬂ,'+1—]), (3_24)
¢(ajP"J+kP“J') = q‘l’(‘?’Pﬂiﬁ“’fpﬂsﬂ-—1) - a}:{_l ¢(Pﬂ;‘+kPﬂ:'+1—1)
— BY ¢(PajskPayr-2) (k=0,...,h;—1)

J

se composant d’une équation simple pour B; et, si a; est exprimé comme en (3.19) d’un
systéme triangulaire inférieure droit pour les coefficients aj, de aj. Si (3.7) n’est pas
satisfaite, le sysiéme (3.24) n’est pas valide.
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Chapitre 4

Interprétation matricielle.

Le but de ce chapitre est de réécrire, sous forme matricielle, les différentes formules de
récurrence et d’orthogonalité des polynémes vues au chapitre 3. Cette interprétation ma-
tricielle nous permettra, dans le dernier chapitre, de nous intéresser d'un peu plus pres aux
problémes des ”breakdowns” lors de 1'application de I’algorithme de biorthogonalisation.

Soit wn,, des vecteurs lignes
Wy, = [Wo, Wi,...,Wn]  (m e IN)

et TV, des matrices tridiagonales:

of By
1 of B
TV = 1w | (m € IN).
ﬁW
1 oY

Gréce & ces nouveaux éléments, nous pouvons reformuler la récurrence a 3 termes (3.7)
z'wm(z) — wm(z)Tr:;V + [0$ v ,O,Wm+1(2)] (m € IN)' (41)

On remarque que chaque racine de Wi, 41 est une valeur propre de T,

Propriété 4.1 Si W41 admet une racine de multiplicité p > 1, la différentiation de

(4.1) montre que les vecteurs wy'(2),..., w1 (z) sont des vecteurs principaus. Ceci

entraine que T est non dégénérée, i.e., que toutes ses valeurs propres ont une multiplicité
géométrique d’une unité [9].
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Avant de démontrer cette propriété, définissons la notion de "vecteur principal” [6].

Déﬁnitioln 4.2 Un vecteur satisfaisant a (A — X\;I) z) = 0 sans satisfaire a une relation
(A= NI, i < j, est appelé vecteur principal de degré j correspondant ak;.

En particulier, un vecteur propre est un vecteur principal de degré 1.

Preuve (Propriété (4.1)). Soit a, une racine de multiplicité u de W1(2):
awp (a) = wn(a)Ty
alors

wm(a)(al =T¥) =0.

m

Apres dérivation, nous obtenons

wm(a) + own'(a) = wy'(a)Ty,
wn'(a)(al = T,)) = —wn(a),
wn'(@)(al = TX)? = 0.
Dec proche en proche, nous avons
w¥(a)(al =TV ) =0 0O<k<p-1)

wm(a) est donc un vecteur propre et, par la définition (4.2), wi¥)(e) sont des vecteurs
principaux de degré k (0 < k < p—1). On voit que la multiplicité de la racine a correspond
au nombre x de vecteurs principaux (le premier étant vecteur propre). La matrice Ty ne
comprend alors qu’un seul bloc de Jordan associé a la racine a. Comme la multiplicité
géométrique de la racine a est égale au nombre de blocs de Jordan associés a cette méme
racine a, nous en déduisons que la mutltiplicité géométrique est égale a 1. Ceci entraine
la dégénérescence de la matrice T) . O

Tl est important que la relation (4.1) reste vérifiée pour une récurrence incluant davantage
d’itérés précédents et pour une matrice T, W d’Hessenberg supérieure et non plus tridiago-
nale.

Soit n, les indices pour lesquels il n’existe pas de polynémes formels orthogonaux réguliers.
Supposons que P, est défini par (2.18) et que la séquence {W,,} satisfait & la récurrence
3 trois termes (3.7). Etant donné que (3.7) entraine (3.8), valide pour n; < n < 1 —2,
nous obtenons:

Z[Pn,(z)a o °$Pn1+1—2(z)] = [Pﬂj(z)7 v 1Pﬂj+1—2(2)]T}E,—2 +1[0,... ,0=Pﬂ1+1~1(2)]'
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et

—_—

Soit la matrice triangulaire supérieure unitaire infinie:

1 To,1 To,2
1 T1,2

P = . - (4.5)

dont les éléments de la (n + 1)-iéme colonne sont les coefficients de P, (cfr (2.4)). Les
éléments diagonaux sont tous égaux & 1 puisque les polynémes P, sont moniques. En
utilisant ces notations, nous pouvons des lors écrire:

2Z(z) = Z(z)J

et.

tels que (4.4) devienne:
ZIAJP = Z{z)PH, (4.6)

Chaque composante des vecteurs lignes de la relation ci-dessus constitue un polynéme.
Ceci entraine que les matrices contenant les coefficients doivent étre égales:

JP =PH,

En nous inléressant aux sous-matrices principales, nous obtenons la relation correspondant
a (4.4). En résumé, on obtient:

Corollaire 4.5 Sous les hypothéses du théoréme (4.3), nous avons
JP=PH.

De plus, si J,, P, et H, sont les sous-matrices principales d’ordre (n+1) de J, P et H,
alors

To,n41
JoPn = P H, + '”f-j‘f‘ (0 sie5 D, 1)

Tnntl
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Une autre interprétation matricielle importante est immédiatement obtenue a partir du
corollaire (3.2).

Théoreme 4.8 Soit p:= [Py, Py,...] défini comme dans le théoréme (4.3) et soit o(»"p),
la matrice infinie obtenue par application de ¢ @ la matrice infinie de rang I, (r"p).
Alors

¢(p'p) =D
ot D est une matrice diagonale constituée de blocs,
D := bloc diag[Dy, Dy, ...] (4.7)

ot les D; sont des blocs carrés de taille h; (j = 0,1,...,J). Les sous-matrices D; sont
triangulaires inférieures droites symétriques de la forme

6;
63' %k
Dj =
6_7' *
6; * *

Nous avons §; 1= ¢(Py P ;1) # 0. Les étoiles indiquent les éléments qui peuvent étre
non nuls dans la matrice D;. Si Wp,(z) = 2™, D; est une matrice de Hankel. SiJ < 00, Dy
est une matrice nulle infinie et §; = 0. De plus, prenons P la matrice unitaire triangulaire
de (4.5) et posons M la matrice infinie des moments de la fonctionnelle ¢,

Yo Y1 P2
V1 P2
M=y,
Nous avons alors
PTMP = D.
Par conséquent, si R := P! esl une matrice unitaire triangulaire supérieure dont les

colonnes sont constituées des coefficients des mondmes, exprimés comme combinaison
linéaire des polynémes formels orthogonauz, alors

M = RTDR.

Cette dernicre équation nous donne une décomposition LDU en blocs symétriques de M.
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Chapitre 5

Les polynomes orthogonaux et
’algorithme de biorthogonalisation
de Lanczos.

Dans ce chapitre, nous exprimerons les séquences de vecteurs {z,} et {y»} a partir
de séquences de polynémes. Ensuite, grace aux différentes expressions d’orthogonalité et
de récurrence des polynémes vues au chapitre 3, nous pourrons formuler I’algorithme BO
non générique.

5.1 L’orthogonalité et ’algorithme de Lanczos.

Soit K, ’espace de Krylov ol z,y € K,. On peut Teprésenter

= P.(A)zo, (5.1)
Yy = P, n(A)yO

ou P, et P, sont des polynomes de degré n dont les arguments sont A et A respectivement.

Les coefficients de P,(A) sont les complexes conjugués des coefficients de Pn(A).

Associée & la séquence {z,}”_, définie par 1'algorithme BO, nous avons une séquence

{P.}"_, de polynémes et, grace a (1.11), nous avons une formule de récurrence a trois

termes pour ces mémes polynémes (de méme pour les polynémes associés a la séquence
v

{yﬂ}n=0)‘

En réécrivant la propriété (1.2) avec les éléments de (5.1), on obtient:
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Nous rappelons que {n;}]_, représente la séquence d’indices pour lesquels
le polynome P, est régulier (i.e. unique).

Par (5.3), (5.5) et la linéarité de ¢, nous obtenons maintenant une regle générale:

(ym,Akmn> = ﬁFﬂ(yﬁaAkpm(A)Pﬂ(A)"KO)
T Tndo(€* P Pa)

Apres avoir établi ce lien avec les polyndémes orthogonaux formels, nous pouvons aisé-
ment tirer des conclusions & partir du chapitre 3, en particulier, un résultat fondamental
concernant 'orthogonalité des polynomes:

Théoreme 5.2 Soil A, unc matrice carrée finie el zo,yo, deur vecteurs iniliauz non-
orthogonauz. Définissons deuz séquences {2}y, {yn}Zo par (5.5), ot P est un n-iéme

polynéme orthogonal pour la fonctionnelle ¢, et I'y, T'n les facteurs scalaires arbitraires
non nuls.

Soit {n;}]_q (J < o0) les séquences d’indices pour lesquels P, est régulier. Alors, pour
n < ny (ou pour tout n si J = 00),

Iy _L Lﬁ , Un _L I{ﬁ,
(Y, 2a) = Tulab; #0,
(i, Tn) = Laln; #0

ou n el i sont liés par (5.6) et ou &; := ¢(PaFy).
Si J < 0o, alors

#a L Ly Ue 4 Km (n >ny, meINT) (5.7)

Notons que nous ne rejetons ni le cas ol zn, = 0, ni le cas ol y» = 0 pour n 2 n;. D’autre
part, il peut arriver que (5.7) soit valable bien que z, # 0 et yn # 0.

5.2 Les formules de récurrence et ’algorithme de
Lanczos .

A présent, notre objectif est d’écrire, & partir des formules de récurrence pour P,
données dans le chapitre 3, un algorithme récursif pour calculer les séquences {z,} et
{yn}. Nous supposons que, pour les degrés n oli le polynéme orthogonal formel n'est pas
unique, P, est choisi comme en (2.18) olt {Wy,} est une base monique fixée satisfaisant a
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la récurrence a trois termes (3.7) de telle maniére que (3.8) soit vérifiée. Cette récurrence
transforme (5.5) en:

Tnyl = (Amn — -'Bnafy_n,)‘}fn+1.1 = mn-—lﬁrinj'rn+1,2 (5-8)

oilannSnHl—Z

Ynt1 = (Ayn — ynar‘?’—n,- ):-fn-{—l'l = yn—lﬂrﬁn_f"_)’n+l,2

ou ﬂjSﬂ.Snj+]—2€t

Fn ’ Tn .
ni v= ' Fui == neIN, i€ N
it = Tei S ( , )
tels que, en vue de satisfaire a I'o = To=1
F, = Y1,172,1 - Y1 Tni = Yn1Tn-1,1 - Tn=i41,1y (5-9)
Fn = Ma%21--- Tt Frg = Tn1Tn-11 - Yn—it1,1- |

Dans le chapitre 3, (3.17) donnait une formule de récurrence:

P

ny41 (z) =

I8

Pn;+1—1(z) - (ah,-l.j + ahwj—l)PnJ-}]_l(z) - (ahj—Z.J' F ﬁff—l)PnH:—?(z)
- ahJ—S-anJ'-i-l_a(z) T e QQ,J‘PRJ(Z) - ﬁanJ—] (2’),
¥ = 0oyt =L »

Si nous remplagons z par A ou A dans cette formule et tenons compte de (5.5), nous
obtenons:
= [ Az — ( +all )] (5.10)
Tnje. = nj41-1 ni1—=1\Qh,-1,j hj—1)1Trjq101 "
w .
- mﬂj+1—2(ah;—2.j + ﬂh,—1)7ﬂ,+1,2 = Tnjp1-30h;=3,jTnj41,3 — + -
- anaUJ‘YnJ.'.],hJ' - :Enj—lﬁj"rnj-}-]\hj"'ﬁj—l?

yﬂJ-H = [ Ayﬂj+1"1 - y“;+1_](ah1—1|j T a’?j—l)]ﬁf‘l’}],l

T AV ) S B
- yﬂ;+1—2(ahj'—2uj + ﬂhJ—l)’yn‘,‘+},2 - yﬂj+1-3ah_j-3.J7n’+1,3 e
yﬂjao.jq{n,.;.l,hj — UYnj ﬂjﬁn‘,u,hj-f-h,'_; .
Dans le cas oui h; = 1, ces deux formules se simplifient :
w
Tnj+1 = [ Am“} - mﬂj(aod + ao )]7".1'+1-1 - 3n,-—1ﬁj'}'n_,-+1,h,‘_1+la (511)
= A : W~ B~
Ynj+1 = [ Ayﬂj = Yn; (a(),j + ao )]7nj+1,1 = ¥Ynja ﬂJ'Ynj+1,h,'_1+1'

Les séquences {z;} et {;} ne sont bien évidemment pas connues a I’avance.
Grace & (3.4), nous rappelons que h; := njy; — n;j peut étre déterminé selon

h; = 14+ min{k € IN; (Yn;+k Tn;) # 0}. (5:12) |
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Notons que ko = 1 puisque nous avons supposé que {yo,z0) # 0.
Pour déterminer les coefficients en (5.10), nous appliquerons le théoreme 3.9 qui donne:

ﬁj7ﬂj+1-—1,h,‘+h_,_g—1<yn.,_.1sxn,‘-l) = (yn,-—hAmn,‘H—l)a (5'13)
k+1
Z ah,-a,an,“ -1,8-1 (-’rn_,-.l.] -89 yn_,+k )
s=1
= (yn_,'+k1A(-Tn_,'+1-1 —-Tn,-+1—laz_1 - xn,+1—2ﬁg_17n5+1—1.1))? (514)
ko= 0,1,...,h— 1.

Comme dans le théoreme 3.9, il s’agit d’une équation linéaire pour la constante B; et d’un
systeéme triangulaire inférieur pour les coefficients a,; des polynomes a;(z). Si h; =1, le
dernier systéme se réécrit sous forme d’une seule équation de telle maniére qu'on ait les
deux formules explicites:

1 (yn_,'—la A-'Bn_,)

Bi =
! Tnjhy—1 (yn_,—hxn,_]),
Sy B (ynJ:AwnJ = InJ Q’gv)
0, =
’ {5 %z

Ce sont les formules de I’algorithme BO classique. Celles-ci completent ’algorithme BO
vu au chapitre 1..

5.3 Algorithme non générique de biorthogonalisa-
tion.

Les séquences de vecteurs {,}5%g et {ya}32o du théoréme (5.2) peuvent étre construites

par un processus récurrent qui, pour j =0,1,...,J (J € o0) consiste en:

° {:En,-+k}’;:’=—11, {yn,+k}t’=_1] et h; sont définis en résolvant (5.8) et (5.12); si h; = oo,
alors j = J. En particulier, si @, = 0 (yn, = 0) alors, hj =00, j = J et Tn,4x =0
(Vk > 0) (yn,+x = 0 (Vk > 0)), et I'algorithme prend fin.

o Une fois /; déterminé, la constante non nulle f; est donnée par (5.13) et les coeffi-
. h_,'—l ’ i b B R . . . » .
cients {a,;}.2; sont obtenus en résolvant le systeme linéaire triangulaire inférieur

(5.14).

o In,, et yn,, sont alors évalués par (5.10).
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Les constantes ¥x,1, ¥, €t les coefficients de récurrence o, B dans (5.8) peuvent étre
choisis arbitrairement. I', et 74, ; sont en relation avec 7, par (5. 9) ainsi que T, et i
avec 7, ;.
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Chapitre 6

Les ”breakdowns” de ’algorithme
de biorthogonalisation de Lanczos.

Dans ce chapitre, nous reformulerons les résultats principaux des chapitres 1 et 5 a
I’aide des relations matricielles obtenues au chapitre 4. Ensuite, nous établirons des liens
entre les "breakdowns” de ’algorithme BO et la table de Padé. Enfin, tout comme au
chapitre 1, nous formulerons ’algorithme BO pour la résolution des systémes linéaires,
non générique cette fois-ci.

6.1 Formulation matricielle des chapitres 1 et 3.

Soit, la relation obtenue en (4.3)

zp(z) = p(2)H,

et soit, z,, (y») exprimé en fonction du polynéme Py, (A) (P.(A)) commeen (5.5), formulons
le théoreme suivant:

Théoréme 6.1 Soit A, une matrice carrée finie. Soit zo,Yo, deuz vecteurs initiauz or-
thogonauz. Définissons deuz séquences {zn}32y et {yn}ozo par (5.5):

zn = Pu(A)zoln,
Yn = Pn(fi)yof‘n-
Soit {n;}2y (J < o), les indices pour lesquels P, est régulier. Posons
X = [zo,T1,T2...), Y = [0 YrsWas v =l
T = diag|ls; Ci, ;.- I := diag[lo, T'1,T2,.. ).
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Soit H, la matrice tridiagonale composée de blocs d’Hessenberg supérieurs, définie en
(4.2). Définissons H', HY et D" par:

HT := T7'HT,
H' = T'HT, (6.1)
pt := TDI.

Notons YH X, la matrice infinie dont I’élément (m,n) est représenté par (Ym, xn). Alors,
nous avons

AX = XHT,
AFY = YHT
el
yYiXx =Dk,
De plus, notons pour n € IN
Ko = (@65 B15 sy Orly Yo = [yo, Y15+« 1 Un)-

Notons HY (HT), la sous-matrice principale d’ordre (n_+ 1) de H' (HT) et Af (F)
Pélément (n+1,n) de cette méme matrice infinie H* (H'). Enfin, notons el la derniére
ligne de la matrice identité.

Alors,

AX, = X.H + xn+1~y,:fef,
AHYn = YnHI—}—ynH'ySez.

En sachant que tous les blocs diagonaux finis de DT sont non singuliers et, par conséquent,
que To, T1,. . ., Tn, Sont linéairement indépendants pour j < J, on en vient a la conclusion
suivante.

Corollaire 6.2 Siz,, =0 (yn; =0) (et donc, j = J), alors les colonnes To, 1, .. ., Tn;-1
de Xn,—-1 (Yo, Y15+ +3¥Yn,—1 de Y1) sont linéairement indépendantes et engendrent un
sous-espace invariant de A (A¥).

A présent, la question est de savoir si la fin de l’algorithme est bien garantie. Le but
est de terminer celui-ci avec z,; = 0 ou y,; = 0. Remarquons que le résultat du processus
de Lanczos dépend uniquement de A et des deux vecteurs initiaux Zo €t yo. L’influence
des vecteurs initiaux est double. D’une part, par (5.5), zo et yo sont les vecteurs sur
lesquels P, (A) et Pn(;l) agissent, d’autre part, ils influencent ’ensemble des polynomes
orthogonaux formels P,. Pour en savoir davantage sur I'aboutissement de l'algorithme
BO, faisons intervenir les approximants de Padé.
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6.2 Les ”breakdowns” et la table de Padé.

Au chapitre 2, nous avions travaillé avec les séries fonctionnelles:

f(2) =Y "
k=0
et nous avions défini une forme de Padé (p, q) telle que

f(2)g(2) = p(2) = O4 (a7,

Si nous faisons le lien avec 'algorithme BO, nous obtenons la propriété suivante.

Propriété 6.3 Un "breakdown” de lalgorithme BO se traduira par l'apparition de blocs
identiques dans la table de Padé de la fonction f.

Preuve. L’algorithme BO s’arrétait lorsque 6, = 0, soit 3, = 0. Or, par (3.8), nous avons
Prinys1(2) = (2 = 0 ) Prtny (2) = B Potmy-1(2) = (2 = @) Py, (2)

En admettant que @ satisfasse & la méme récurrence, nous obtenons
Quiny31(2) = (2 = & )Qutny(2) = BY Quanya(2) = (2 = ol JQun, (2).

Par conséquent, les fractions écrites sous forme irréductible:

Pu+n_,‘ Pv+n, +1
’
Qu+n,‘ Qu+ﬂj+1

sont identiques. o

Théoréme 6.4 Sur la diagonale principale de la table de Padé de la fonction f, lindice

n de la colonne de la premitre entrée qui est suivie par une entrée identique, est égal a
Uindice v du ”breakdown” de l’algorithme BO.

1l est difficile de tirer des informations de la fonction f relativement a la structure des
blocs de sa table. Néanmoins, la détermination de 1'ordre exact de f nous permettra de
localiser la position du bloc infini, ot 'approximant de Padé est égal a f, c’est-a-dire,
I'itération ot, soit I’algorithme aboutira, soit un "breakdown” surviendra.

Définissons la série

F(&)i= 3 ™!

k=0
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ol Pr = (yo, AFzo) telle que f(z) := 27! F(z7"). Par le théoréme de Cauchy-Hadamard,
F(¢) converge au moins pour |¢| > ||A]|. En effet, le théoréme de Cauchy-Hadamard nous
dit que le rayon de convergence d’une série )77 anz" est

1
limpoco {f |@n]
La série dont il s’agit ici est

F&) =3 put™ .

k=0

Nous avons
Tim [ige'7* < Jim (lyoll flwoll I1AIT* = 1Al
La séric converge donc pour |§71| < 1/||A||, i.e., [£] > ||A]l.
En insérant ¢, dans F'(£), on obtient

F(€) = (yo, (€1 — A)'o).

En effet, par le lemme de Neumann, si ||T|| < 1, alors T est inversible et

(1-T)"= iT”.

n=0

Comme F(£) i= £2o(AF o, yo)¢ ™+ o “ﬁ“ <l,ona

[+¢TA+E2 A+ =€l - A)7
de sorte que -
F(€) = (yo, (€T = A)'zo).

Nous dirons que F(£) est la constante de Schwartz pour le résolvant (€1 — A1,

Supposons A diagonalisable, on peut trouver une matrice U non singuliere de vecteurs
propres telle que

AU =UD,

ot D) est une matrice diagonale contenant les valeurs propres M, A2y Ay de A [9].
Ceci donne

AHy-H = y-Hpf
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et les colonnes de U~¥ forment un ensemble de vecteurs propres de AH. Soit

U := [uljuz?""uﬂ]'l
U = V:i=[v,vs...,0N]

Représentons zo dans la base {u;} et yo dans la base {vi}:
N
zo = 3 uby:="Ug
k=1

N
Yo = I vk = Vy
k=1

ou
{ e [Ela&?a T a{N]T'»
1l i= [77157723 sk anN]T'
Alors, en vue de satisfaire & (5.5), on a

N
Tn = UPn(DA)ir\n = Z UanPn(Ak)‘fk'l

k=1

P

I
<
Mo
/3_'\
)
>
=
L |
3
Il
<
b
Lo ||
E]
=
>
T
-
=

Yn

et, puisque VAU = I,
(ym,mn) = ﬁnﬂpm(DA)Pn(DA)ffn

____N
= I‘anZPm()\k)Pn()\k)fkm-
k=1

L’hypothese initiale (yo, zo) # 0 se traduit par

N
kaﬁk #0

k=1

et la condition de "breakdown” sérieux (yn,z,) = 0 peut étre exprimée comme

N
o Z P:(/\k){kﬁk ={. , (6.2)
k=1

De plus, les moments sont donnés par
H AN
i = (yo, A*zo) = 0" DRE = D Nl
k=1
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Réécrivons la fonction F(£)
F) = (yo, (&1 — A)  zo)
= ofEr- D)= Y

Soit v, le degré du dénominateur de F tel que vr est au plus égal au nombre de termes
contenus dans la somme. En vue de satisfaire a

F(o0) =0,
¢0 == (yoa-'ﬂu) :}é 0,

le degré du numérateur de F est vrp — 1. En effet, nous savons que

_adj(é1 — A) _ q(€) _ polyndme de degré (N — 1)

i =1 — =
(T =4) dét(¢1 — A)  xa(é) polyndme de degré N

L'’expression de F'(¢) devient

] NN
F) = XA({)Z“ 7;(€) gin () Tk
I=1k=1 €Pn_y
" EP;—!I l
_ PN—l(f)
an(€)

De plus, limg_oo EF(€) = 3o # 0.

Nous avons donc bien que le degré du dénominateur est juste d’une unité inférieur au
degré du numérateur. Par conséquent, F' est de type exact (vr — 1,vr). De plus, si nous
supposons que A est non singuliére, alors £ = 0 n’est pas un péle de F, ce qui implique
que la fonction f de z = 1/£, définie par

FEY) = S gt
k=0

est de type exact (m,vr) avec m < vF.

Nous savons, par la partie (ii) du théoréme de structure en bloc 2.12, que la table de Padé
de f posséde un bloc infini dont la premiére colonne est située en n = vr et la premiere
ligne en m < vp. Ceci implique, par le théoréme 2.14, que vp = ny et P, = P, est
le dernier polynéme formel orthogonal pour la fonctionnelle ¢. Par conséquent, dans la
suite, nous pouvons remplacer vp par n;.

57



1l se peut que (6.2) soit vérifié pour certains n < ny de telle maniére que, dans I’al-
gorithme classique, un "breakdown” sérieux se produise. Nous le dénommerons " curable
breakdown”. Dans la table de Padé de F, cela correspond & un bloc carré fini et I'algo-
rithme y remédie en sautant au bloc suivant.

1l reste donc & expliquer le "incurable breakdown” ot Zn, # 0, yn, # 0 mais par
définition de ny, (Tn,,¥n,) = 0. Taylor a étudié ce cas en détail [8]. Voici le résultat
trouvé.

Théoréme 6.8 (Théoréme "Mismatch”)

Si un “incurable breakdown” survient, i.e. st

(YnyrTny) =0, Zn, #0 et yn, # 0,

le polynéme P, est le polynome caractéristique de la nj-iéme sous-matrice principale
HE _, de HY et le polynéme minimal d’un sous-espace invariant de A.

6.3 L’algorithme non générique de biorthogonalisa-
tion de Lanczos pour la résolution des systemes
linéaires

Dans le cas non générique, le processus BO peut aussi étre appliqué a la résolution
d’un systéme linéaire d’équation Az = b.

En plus des séquences {z,} et {y»}, on génere une séquence {z,} des solutions approxi-
mées de telle maniére que x,, soit égal au n-iéme résidu (b— Az,). Théoriquement, le but
est d’atteindre z, = 0 pour certains n, dans quel cas, 2, sera solution du systeme. En
pratique, la méthode de calcul sera considérée comme une méthode itérative et le but
est d’obtenir un résidu suffisamment petit. Il s’agit d’une méthode d’accélération polyno-
miale puisque le n-iéme résidu peut étre exprimé comme z, = P,(A)zol'y, ou P, est un
polyndme de degré n. Dans une telle méthode, la récurrence pour les résidus peut étre
écrite sous forme matricielle:

AX = XHF
ot HT est une matrice irréductible supérieure d’Hessenberg avec la somme des éléments

d’une méme colonne égale a 0.

Propriété 6.9 La mairice X respecte la relation AX = XH" si et seulement si la somme
des éléments dans chaque colonne est nulle.
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Preuve. Par analogie avec (1.11), les n premiers pas de la récurrence pour les résidus zj
peuvent toujours étre écrits comme

AXﬂ = Xﬂ.l.]H’l:_'_l'ﬂ
ou HI,, . est une matrice (n + 1) x n d’Hessenberg. Une simple transformation donne:
Xn= A_lb[ls teey 1]-H:n+1.1n - zn+lHn+1,n

ol Zny1 = [20, 21,y 2] AT8[L,.. ., 1]Hpg1,n = 0 si et seulement si la somme des élé-
ments de chaque colonne de Hy41,, est égale a 0. ]

L’algoritme non générique normalisé pour les systémes linéaires.

Pour résoudre Az = b, choisir une approximation initiale zo; poser zo := b — Azo;
choisir yo avec (yo, To) # 0 et appliquer ’algorithme BO de la section 5.3 avec les formules
spéciales suivantes:

e Choisir pour (5.8) les coefficents de récurrence {a}y }52_ et (B2, (BY :=0) tels

m=0
que
-1
| (S
Tmt1 = O{K +ﬁnv:',¥x1v (m € ]N) (64)
ot 7 :=1et 4}, # oo
e Pour ;=0,1,... poser
Tl = 'Tr?-l-n, st n; Sn<njp -1, (6.5)
-1
LTI By (6.6)
! af‘:v_,--l ¥ ﬁ!‘:_l,'/—lprﬂ,‘u-—l,l + 224 Ohj—i,jTnjpr—1,i=1 + ﬂj7nj+1—l.hj~—l
e Calculer en plus pour j =0,1,...
Znt1 = —[@n + 200l 111 = 201 Brin, Tnd1 2 (si nj < n<njp —2)6.7)
w
zn,H = _[mﬂj+l“1 + znj+1_1(ahj—1|j + ah:'_l )]‘T"j-{-lll (6'8)

w
znj+1—2(0‘h,-2.j + ﬁh-—l)7ﬂj+1.2 — Zny41-30h;-3,iTnj41,3 ~
]

Zn; Q0,5 njq1,hy Znjos BiYnjpn by by
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Conclusion

Ce mémoire a analysé comment remédier a ’apparition de "breakdowns” dans I’al-
gorithme BO de Lanczos. Pour ce faire, nous sommes passés par le biais de 1'étude des
polynémes orthogonaux et de la théorie des approximants de Padé.

Quelques résultats importants sont a retenir du chapitre 6

e Nous sommes en présence d’un "breakdown” lorsqu’il y a apparition de blocs iden-
tiques dans la table de Padé de f.

e L’indice du "breakdown” est donné par I'indice n de la colonne d’un élément de la
table de Padé.

e Lorsque le degré de o par rapport & A ne va pas au-dela de I’ordre ny de la fonction
rationnelle f, 'algorithme BO prend fin avec z,,, = 0.

e Si un "incurable breakdown” survient, alors le polynéme P,, est le polynéme ca-
ractéristique de la n,-iéme sous-matrice principale et le polynéme minimal d’un
sous-espace invariant de A.

Dans ce mémoire, nous avons travaillé avec une fonctionnelle ¢ telle que

Il faut savoir qu'il y a moyen de généraliser cette théorie en prenant des fonctionnelles ¢

définies VI € ZZ par

d1(2*) := .

Enfin, il aurait été particulierement intéressant de procéder a I’implémentation de
Ialgorithme de Gutknecht pour vérifier la validité de sa théorie sur des expériences nu-
mériques, Malheureusement, le temps ne me I'a pas permis.
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