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ce mémoire, nous développons deux méthodes de
linéarisation convexe pour résoudre un probléme d 'optimisation
de structures . Elles consistent & remplacer 1le probléme
originel par une suite de sous—-problémes approximants . Dans
la premiere méthode la solution de chague sous—probléeme est
obtenue par décomposition tandis gue dans la seconde elle est
recherchée par dualité . La seconde méthode a eté implémentee
et testée sur un certain nombre d’ ' exemples .

Abstract

In this work two convex linearization methods have been
developed for solving a problem of structural optimization .
They consist in replacing the main problem by a sequence of
approximating subproblems . The solution of each subproblem is
obtained by decomposition in the former and by using duality
in the latter . The second method has been implemented and
tested on several test—-problems .
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CRAPITRE 1 =

INTROBDUCTION



Le probleme traité dans ce mémoire [Ref.6]
consiste @ minimiser une fonction sous contraintes
d'inégalité et contraintes de bornes sur les variables,
toutes les fonctions étant une fois contindment
différentiables . La caractéristique de ce probléeme
réside dans le fait que la fonction objectif ne dépend
pas d'un sous-ensemble des variables du probleme, ce
quirconfére aux contraintes des statuts différents a
savoir /Joca/ si elles dépendent de ce sous-ensemble
de variables et g/oba/ si elles n'en dépendent pas .
Cette forme particuliere découle de la modelisation de
problémes d'ingénieurs comme 1e * 3-bar truss " .

Nous avons étudié Tlarticle “"A4n improved
multilevel ootimisation approach ror the design of
complex engineering systems " de JF. Barthelemy
dans lequel le probléme originel est remplace par une
suite de sous-problémes approximants, créés par la
linéarisation convexe de la fonction objectif et des
contraintes . Chaque sous-probléme y est alors resolu
par décomposition en sous-sous-problemes

Sur base de cet article, nous avons tenté une
nouvelle approche . Nous avons conserve le principe
des approximations successives mais avons résolu
chague sous-probléme par méthode duale . Ce type de
résolution s'est averé aisé grace a la propriete de
séparabilité dont chague sous-probléme bénéficie .
Nous avons implémenté I'algorithme ainsi congu . Nous

avons obtenu des résultats de convergence pour les



Voici I'agencement des chapitres de ce memoire :

Dans le chapitre 2, nous exposons le principe
général d'optimisation a plusieurs niveaux ainsi que
les simplifications 1imposées dans Tlarticle de
J.F.Barthelemy .

Dans le chapitre 3, nous présentons le probléme
sous sa forme mathématique ainsi que les notations
qui seront utilisees par la suite .

Le chapitre 4 est consacré a T1étude de 1a
linéarisation convexe et de ses principales propriétés .
Nous vy introduisons le principe de relaxation ainsi que
lamise a I'échelle des variables .

Nous réservons le chapitre S a 1'élaboration de
I"algorihtme de résolution par dualité . Les résultats
numeériques que nous avons obtenus cloturent ce
chapitre .

Le chapitre 6 développe les principaux points de
'article de JF. Barthelemy et explicite plus

particuliérement l'algorithme qui y est proposé .



CHAPITRE 2

PRINCIPE D"OPTIHISATION
A
PLUSIEURS NIVEAUR



A)INTRODUCTION

Des systémes complexes d'ingenteurs comme les avions, les
voitures, les bateaux, les centrales électrigques sont
habituellement décomposables de telle sorte que le tout soit
traité comme un assemblage de parties plus petites .

Les ingénieurs ont employé cette technique pour separer leurs
grands modéles en sous-modeles exécutés indépendamment.
Récemment , cette approche a été grossie par des methodes
formelles numérigues.

De maniére schématique, la décomposition peut étre présentée
comme une pyramide de modules reliés hiérarchiguement, chacun
correspondant a un sous-probléme du modele . Ici la procedure
globale prend la forme d'une optimisation a plusieurs niveaux dont
le but est de satisfaire les contraintes et daméliorer la
performance de tout le systéme .



B)OPTIMISATION A PLUSIEURS NIVEAUX ET DECOMPOSITION .

L'optimisation & plusieurs niveaux repose sur la decomposition
d'un systéme pour diviser la tache d'optimisation de ce systeme
en un ensemble de taches de sous-optimisation et d'une tache de
coordination qui donne la dépendance entre les sous-taches
[Ref 8].

Nous allons 1'expliquer en comparant avec l'optimisation sans
décomposition .

1) L'optimisation conventionnelle définit pour tout le systeme
un vecteur de varfables du modele : Z et un ensemble de
contraintes d'inégalité : 6(z) .On n'y fait aucune distinction parmi
les éléments de 2 et on n'y distingue pas non plus les contraintes
G pouvant appartenir a différents sous-systemes

En choisissant une mesure de performance du systeme

comme fonction objectif : F(z), on résout donc le probleme
d'optimisation

MIN F(2)
sous 6(z) < 0O
Zl¢zeY

en utilisant une procédure de programmation non
linéaire avec un point de départ : z°

L'{nformation numérique a propos des valeurs de F,G et de leur
gradient qui est nécessaire a la méthode de programmation
provient d'analyses de modules du systéme et d'analyses du
systéme assemblé .

Ceci implique que le systéme peut étre décompose pour
I'analyse mais pas dans le but d'optimisation.



2) Dans une optimisation a plusieurs niveaux, le systéeme est
décomposeé pour l'analyse et T'optimisation .

niveau 1

PARENT

niveau 2

L'output du parent devient T'input de l'enfant (de tous les
enfants du niveau suivant) . Chaque enfant peut a son tour étre
parent d'autres enfants a niveau plus bas...

Pour chague sous systéme, on définit
---> X un sous-ensemble de Z qui représente
les variables locales .
---> g un sous-ensemble de G
---> C une fonction objectif locale .

Pour le probléme assemblé on définit aussi
-==> F(Y) une fonction objectif
---> h(Y) un sous-ensemble de contraintes ot Y
représente les variables du modele
encore appelées variables globales .




I} existe de nombreuses méthodes pour optimiser un systeme
décomposeé . Nous allons expliciter 'algorithme expose par

J-F BARTHELEMY
Initialisation des variables
Analyse des sous-probiemes (parents,enfants)
Optimisation de chaque sous-probléme
a) les sous-systemes
b) 1e probléeme assemblé .

Ts
)

<.
3

Cet algorithme (développé dans le chapitre 6) presuppose que le
flot de données dans le systéme d'analyse soit a sens unique et
gue chaque enfant ait un seul parent . Ceci est une simplification
car les flots peuvent étre beaucoup plus compliqués :

PARENT




On peut donc rencontrer les caracteristiques suivantes:

1) Parents multiples pour un enfant

2) Output d'un enfant nécessaire comme input a 1'analyse du
parent

3) Output d'un enfant nécessaire comme input a un autre
enfant

4) Des canaux input/output de plus de un niveau au dessus ou
ou en dessous .



CHAPITRE & :

POSITION DU PROBLEME

_3] -



Notations

ncy e nombre de composantes du vecteur Y
ncxi(i) - le nombre de composantes de X,
nch . le nombre de contraintes globales
i.e. le nombre de contraintes dependant uniquement de Y
ncg  :le nombre de contraintes locales

i.e. le nombre de contraintes dépendant de X
ou encore te nombre de composantes de X
ncgi(i) : le nombre de contraintes locales dependant de X,

Hypothéses :

Sofent F: R

> R

" t

Gy RNCY y gnexi(i) s R
( Y ; Xi ) _______ p glj (Y,Xi)
. - t
ou X = (Xy %y .. ><ncxi(i))

_ {
9= (901 iz Jincgich)’

g “_'(91 92 gncg)t
ol F,g,h e C

f.e. ces fonctions sont au moins une fois continiment
différentiables.

_3'2 -



Le probléme mathématique d'optimisation qui sera traite dans ce

memoire est

Minimiser F(y, v, .. yncy)

S0US i yy Yo )<

 Yney

0 (j=1..nch)

gi]' (\/1 Yo Yoy Xi1 Xi2 ><1r1c><1(i)) ¢ 0

vy v
Xl € <xly

ou plus simplement
Minimiser F(Y)

SOUS h(Y)<O
g; (Y, X)) <0

Yy gy
Xl <X < XY

_._33 -

(1=1..ncg ,j=1..ncgi(i))
(k=1.ncy)
(1=1.ncg ,1=1.ncxi(1))

(i=1.ncg)

(i=1.ncg)



Le caractére particulier du probleme, a savoir la
differenciation entre les contraintes (et les variables) globales
et locales, n'est pas une pure invention gratuite de I'esprit d'un
mathématicien . En effet, cela correspond a des problémes bien
réels d'ingenieur .

Nous allons vous donner un exemple type : le " 3-bar truss” ou
treillis a trois barres . [Ref 6]

Toutefois, notre but n'étant pas dexpliquer un probleme
d'ingénieur, nous avons choisi un probléme avec des donnees
simplifiees :

Formulation dun probléme ge trelllis & [rols barrés avec
variables Jocales et contraintes de comportement

il

o .///
™. D2, T2 A//m , T
S A2, L2 e A, L1

WA

P2j

A- A

Al =1 DI TI

_3'4 i



qonnees et notations Qencrales

Longueur des membres 1 et 3 L,=4m
Longueur du membre 2 L=2.m

Charges Py =2 x 10° N, Py =2.% 10° N (casl)
Py = 0. N, Py =3.x10°N (cas2)

Module d'élasticité E=22x% 10" N/m?2
Constante de crippling K= .2
Rapport maximal épaisseur-diametre D =.2

Diameétre et épaisseur minimaux dmin =tmin=1.X 10 m
Diameétre et épaisseur maximaux dmax =tmax =1 m

Pression maximale omax = 1. x 109 N/m?

position au probléme

Trouver la combinaison des variables indépendantes A,,d;,
Ao,dy QUi minimise le volume du trefllis tout en satisfaisant aux

contraintes de pression,buckling et crippling sous les deux cas de
charges et aux contraintes géométriques sur le rapport épaisseur-
diameétre et les bornes supérieures et inférieures des variables .

Note : Le probléme peut étre posé en termes de tl,d1, ,dy ,
cependant il ne serait pas décomposable .

_35 -



volume au tre!li's

V=2L, A tLa Ay (M%)

contraintes de pression (au nombre ae 1.2)

forme generale g =|ay |/ amax -1 < O
oU o}, est la pression sur la barre 1 (1=1,2 ou 3) sous le cas de
charge j (j=1 ou 2) . On peut montrer que :

6 = - (N/m?)
I3A; ArAA,

4 Py i
0’)J & ( N/m<)
Ap+4 Ao

P1 P2)
03 =" - (N/m?)

remarque : g n‘etant pas difféerentiable, 1l convient donc de le
remplacer par deux contraintes différentiables:

"Oij - gmax ¢ 0

contraintes de buckling (au nombre ae 6)

forme generale g = -0y / Oy =1 £ 0
ou 0} sont les pressions du point précedent et oy est la
pression de buckling sur labarre i etn=3.14.,

2 E d2
N/m?

Op; =

B L2

_36 -



contraintes ae criopling (au nombre ae 6

forme generale g=-0,/ Oui ~ 1 ¢ 0

j
ou o sont 1es pressions du point précédent et T est la

pression de crippling sur la barre |

Ky EiA,
N/m?

ci
ndﬁ

CONLraintes au rapbort épaisseur-aiamaltre (au nomore ae 2/

n d,? dmax

bornes syperieures sur l'évaisseur (al nombre ae 2)

m d; tmax

bornes inférieures sur l'épaisseur (au nombre de 2)

= | sEsmm— L [
nd,tmin

bornes supérieures sur le diametre (au nombre oe 2)

g=d;/dmax - 1 <0

bornes inférieures sur le diamétre (au nombre de 2)

g=1-d;/dmin <0

...37‘ =



1) Ce probieme contient 20 contraintes d'ingénieur et 8 bornes sur
les variables .

2) Les gradients peuvent étre facilement évalués analytiquement .

3) Le niveau g/oba/ implique

variables CAYL A
fonction objectif = :V
contraintes . pressions

4) Le niveau /ocal/ implique

variables d], do
contraintes: buckling,crippling,bornes sur 1es vartables,
rapport épaisseur-diamétre

_3’8 -



CHAPITRE 4 :

LA LINEARISATION CONVEXE



INTRODUCT IO,

Pour résoudre des problémes d'optimisation non-linéaires, deux
approches sont possibles .

La premiére est basée sur des méthodes genérales de
programmation non-linéaire (méthodes de pénalisation, de
directions admissibles...) . Ces méthodes donnent d'excellents
résultats de convergence mais le colt de leur application
augmente trés fort avec la taille des problémes .

Dans une seconde approche, le probléme doptimisation est
transformé en une suite de sous-problémes approximants ayant
une structure algébrique simple . Les contraintes de bornes étant
faciles a traiter restent inchangées . La convergence de ces
méthodes dépend de la qualité des approximations utilisées . Si
l'approximation est mauvaise, le processus peut diverger ou
converger apres de grandes oscillations . [Ref 5]



B) DIFFERENTES LINEARISATIONS

Linéarisation directe

|1 s'agit de linéariser la fonction objectif et les contraintes en
fonction des variables directes .

Les sous-probiémes obtenus sont strictement linéaires et le
"simplex” peut alors s'appliquer . Cependant, la solution du
sous-probléme se trouve toujours sur un sommet du domaine
admissible . Le processus peut soit diverger, soit encore osciller
entre deux sommets non optimaux .

Linéarisation inverse

1 s'agit de linéariser les contraintes en fonction des variables
inverses (1/y) et la fonction objectif en fonction des variables
directes (y).

Pour que cette opération soit applicable il faut que les
variables (y) soient strictement positives, une simple translation
peut 1'assurer . Ce probléme, aprés changement de variable z=1/y,
n'est pas nécessairement convexe et la résolution du dual peut
poser des difficultés, c'est pourquoi il a semblé necessaire
d'obtenir des sous-probliémes convexes .

Linéarisation mixte

1 s'agit de combiner les deux méthodes précitées en linéarisant
les fonctions par rapport aux variables directes pour un certain
groupe de variables et par rapport aux variables inverses pour le
reste.

Ce qui donne pour une fonction h: R >R
xl —————— > h(x)
ou x=(x],x2,...,xn)
linéarisée en x° :
oh oh Xi®
hN(X;Xo) = Z\“ . (X1 = Xio) + E‘JZ S (X‘ - X1°) — + h(x*)

BXHX ax” X K]-

ol J1 (J2) est 1'ensemble des indices des variables pour
lesquelles la linéarisation directe (inverse) est utilisee



Pour une fonction g : R" x R™
(y,x) -===== > gly,x)
ou

s 3t
X=(X |, X0, Xy !
linéarisée en (y°*,x°*)

3¢ 39 Xi°
GUYXG Y XIE g — (X 2 g — (%= %) —
ox;ly”,x° ox;ly” X X

%9 99 Vi

f 22— Wiyt 2 — 0 Bty —

oy{ly* X’ Coonlyt e Yi

oU J1 (J2) est 'ensemble des indices des variables x (y) pour
lesquelles la linéarisation directe (inverse) est utilisée et ou K
(K2) est 1'ensemble des indices des variables x (y) pour lesquelles
la linéarisation directe (inverse) est utilisée .
Les calculs effectués pour obtenir ces linéarisations se
trouvent en ANNEXE A4 .1 .

En choisissant pour 1a fonction h:

ah
Ji={il — 20}
o%y|%°
ah
J2={il — <0}

axilx“



Et en chorerssant pour la fonction o -

els)

UEREE 20}
rt?‘-'(;i\fo,)(u

e i £}
ru:_i;\‘\f S
oQ

ki={il — 201}
ayily* . x’
o

k2={i| — <O}
ay;ly°,x°

on obtient ainsi h™(x ;x") et g™ (y,x ;y°,x*) deux fonctions
convexes (ANNEXE A4.2) . Cette linéarisation mixte
particuliére sera appelée linéarisation convexe .

ILLUSTRATION OF LA LINEARISATION CONVEXE

Soit 1a fonction g(x)=x?-2x ,

Dans la figure [FI6G A] nous avons représente la
linéarisation de cette fonction au point x=2 . La fonction
approximante est de la forme

g~ (x;2) = 2%-4.

La figure [FIG B] représente la linéarisation convexe de
g(x) au point x=0.5 . La fonction approximante est alors de la
forme

g7 (x,0.5) = .25/x - 5/4



=1

v
)

-

et et ey

FIG A

¢

FIGB



C) PROPRIETES DE LA LINEARISATION CONVEXE

Un sous-probléme linéarisé en (v°,x°) ,noté (5P7)° |
aura donc 1a forme explicite suivante

af of 128
I\,“n EH_ e (.y] - yib) + zlu pra— (yl - yTn} e ¥ f(ya)
ay,Ix* oyt X° Y,
5E
on, on, "
2o — -9 I dpey) — o+ Bly*a<o
dyIx° oyl x° Y,
()=1.nch)
oGy 99 Xi”
Zo— O 2 — 0 DXy —
Xy X’ My ly” %’ Xik
9% 99y | Yy
v 2, — eyt 2 — =¥ —
oyly” X° oyly” X° Yq
+gy*,x) <0
(i=1.ncg, j=1.ncgi(i)
0 <yl <y <yY (t=1.ncy)
0 <X < Xy € XY (i=1.ncg,k=1.ncxi(i))
ou

pour chague fonction f,hj
la somme indicée i+  (respi-)

est 1a somme sur les indices i tels que la dérivée par
rapport & la variable yi au point y* est 2 0 (resp < 0)

_.4’7_



pour chague fonction g,
la somme indicée t+  (resp t-)
est 1a somme sur les indices t tels que 1a dérivée par
rapport & lavariable ¥y au point y*est20 (resp<0)

tandis que la somme indicee k+  (resp k-)
est 1a somme sur les indices k tels que la déerivee par
rapport a 1a variable Xjj au point x*est20 (resp<Q).

Ces groupes dindices intervenant dans les sommes indicées +
(resp -) peuvent donc étre différents pour chague fonction. Ces
notations seront employées lors de chague linéarisation .

Proprieté | . Convexité

Comme démontré en ANNEXE A4 .2, chague sous-probléme
linéarisé reste convexe . Cette propriete est intéressante car
tout point de Kuhn et Tucker est minimum global de ce
sous-probléme et réciproguement .

Propriété 2 . Séparabilité

Cette propriété s'avérera essentielle lors de la résolution du
probléme dual .

Définition : Un probléme du type
min f(x)
sc h(x) <O
ol f,h sont des fonctions de RN & valeurs réelles
est dit sévarable s'il peut se mettre sous la forme suivante:
min 2, ,(x,)
sC 2 Nh(x) <0
ou f,,h, sont des fonctions de R dans R et

= t
X (xn...,xN)

-4.8 -



Hropriete 3 - Lonservaniiite

Ce facteur est un contrdle de la qualite de 'approximation .

Parmi toutes ies linéarisations mixtes possibles, la
lingarisation convexe est la plus conservative . Cecl signifie
qu'elle rarefie le fait que le domaine approximant sott trop
grand par rapport au domaine initial et donc elle rarefie le fait
que le point optimal du sous-probléme n'est plus admissible
pour le domaine de départ .

i1 faut toutefois remarquer qu'il existe encore des cas ou le
domaine obtenu par la linéarisation convexe n'est pas
totalement inclus dans le domaine initial .

D) SCALING

En vue d'améliorer V'efficacité et la fiabilité du procédé
d'optimisation numérique, nous allons mettre les variables a
I'echelle . Une formulation pratique d'un probléme est telle que
toutes les composantes des fonctions aprés scaling aient le
méme ordre de grandeur . [Ref 1]

Une forme simple de scaling est de normaliser chaque
variable du probleme . Dans ce cas la matrice de scaling sera

A R
0. 0
D= | %1
|
0 - 0.. 0
| x2 |
|
0 . -
| xn |
L b

Cette matrice a pour effet de mettre chague variable sur la
méme base . Notons que toutes les matrices de scaling sont des
matrices diagonales . Remarquons aussi que pour notre
probléme, les valeurs absolues peuvent étre omises car toutes
les variables sont strictement positives .

_4.9_



Soit 1a fonction F(x1,x2) = (x1/5)¢+ (x2/20)°
Nous avons tracé en (Fig 1) les courbes de niveau de cetfe
fonction qui sont une série d'ellipses .

voic) un exemple d'effet du scaling .
i
[fig 1] i
i
|

Courbes de niveau de F(x1,x2)= (x1/5)2 + (x2/20)2

Posons maintenant x1=5x1'/42
X2=20 X2'/42

La fonction aprés scaling devient F(x1',x2") = (0.5)(x | 2440'2)

La figure (Fig 2) nous montre que les courbes de niveau sont
maintenant des cercles . Pour obtenir le minimum x du
probléme original, on n'a plus qua refaire le changement
d'échelle inverse et 1a valeur de 1a fonction reste la méme avec

ou sans scaling
F(x1,x2) = F(x1',x2') -

- 410
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Courbes de niveau de F(x1',x2°)

£) INTRODUCTION A LA RELAXATION

Remarguons quil peut étre nécessaire de demarrer la
méthode en un point non admissible . Puisque I'approximation
utilisée est conservative, partir d'un tel point peut reduire 12
taille du domaine admissible et 11 est possible que
I'approximation initiale n'ait pas de solution admissible st elle
est générée en un point éloigné du domaine admissible . Dans ce
cas, 1l est nécessaire d'employer une technique de relaxation .
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) NORMAL ISATION D'UN S0US-PROBLEME

Dans le but de simplwnfier les calculs, nous allons normaliser
le sous-probieme (SP™) [ty® x*)
Pour cela, effectuons le changement de vamables

Yi
Vi ¢
Yi (1=1 ncy)
Ait
}’\’nl s R
Xt (i=1.ncg, j=1.ncxi(i))

Par 1a formule de dérivation composée nous obtenons

of of ay; of

0

= = y1
ayy' oy, Ay 9y
— = y‘,"
oYy 9Y; oYy 9y
= = yi°

oy Oy Yy Y,

= = X
it

dou

-4.12



of of
S = Y,

Ol = iy ney OV IYY D=1 ey

que 'on notera

of af

S S Vi

ay; |1 ay; Iy

o

Note : Ce changement de variable est utiliseé pour obtenir le
sous-probleme (linéarisé convexe) exphcite du chapitre 5.



CHAPITRE ;

OPTIMISATION A UN NIVEAU

RESOLUTION PAR PUALITE

...5.] -



5.1 ALGORITHME

5.1.0 Principe de l'algorithme

Iy INITIALISATION

iter =0

2) CRITERE D'ARRET

5i point de Kuhn et Tucker : STOP
Sinon : aller en 3)

3) ETAPE PRINCIPALE

3.1) Création d'un sous-probléme linéarisé convexe en XY

3.2) Reésolution de ce sous-probléme par méthode duale
Solution : X*,Y

33) X=X
y=Y"
iter = iter + |
3.4) Retouren?2)
L'ORGANIGRAMME se trouve en page 5.26
5. 1.1 Routine demandée 4 ]l'utilisateur
Nous demandons une routine qui fournit les valeurs de 1a fonction

objectif et des contraintes en un point fixé ainsi que les gradients
évalués en ce point . [ cfr page 5.22 ]

Le sous-probléme linéarisé convexe s'écrit :
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Minimiser

S0us

;(yu))ﬁzp_—._ - Ep+ —
ay'y y'=l oy, ly=l
of of l
* zp+ e yp B Zp_ ‘"-— T
'y 1y'= %p 1Y=1 Y
k _ , —
n (VK + 3 2,
oy 1y=l oy’ 1y=l
+Ep+——h y'p— ED"m = &8
3y, ly'=1 oy ly=t v
(1=1.nch)
0Y;j 99
k _ _ _
gij(Y( ))+ E ZD"'
ay'p ly'=1 ay'p ly'=
3G 90jj
* zp... — Yy S
3y'p 1y=1 oy ly=1 v,
09 9%
Io— -3 —
Xy [Xy=1 Xy I X4=1
39 90
+ Zp+ — X1p - zp_ - === X O
X'y | %=1 Xy IX=1 Xy



(1=1.ncg, )= t.ncgi(i) )

¢ \(‘“p (p=1.ncy)
x"}p <Xy € XYy (1=luncg, p = 1.nexici)

ou Y
Yi=—
y1(k)
- 3t
=Wy yncy)
V=ley = (i=1.ncy)
X' =
1}
xij(k)
Co2 (! - t
K= O v Xinexi(i)
X=0  w Xpeg
Xi=le X=1 (J=1..ncxi(i))

Remargue : Dorénavant, pour des raisons de facilité de notation
nous omettrons les "' " en suscrit et nous travaillerons toujours
‘avec ces notations .

Pour I'implémentation de ce sous-probléme, nous n‘avons besoin
gue des valeurs fournfes par l'utilisateur :

D f k)
hy (v(k) (1=1..nch)

gy VxR (i=1.ncg j=1.ncgi(i)

2) vy f(¥(K)
vy h(v(K) (i=1.nch)
vy gij(Y(k)*xi(k))
Vx|9ij(Y(k),Xi(k)) ((1=1.ncg J=1.ncgi(1))
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En effet, par le changement de variable expliqué au
chapitre 4 ("scaling”), nous avons etabh que :

of of |

oy, ly=t oy, y=y(®)

Ainst nous calcuions les termes constants et les
coefficients de ia linearisation .

3) les bornes des variables X,Y .

Pour trouver les bornes des variables XY , il suffit
d'appliquer le changement de variables du chapitre 4 ("scaling”)
aux bornes de X,Y .

&) ) (%)

Lorsque 1e domaine admissible d'un sous-probléme linéarisé est
vide, pour obtenir a l'itération suivante un point “le plus
admissible possible” , chaque probléme est modifie par
I'introduction de variables artificielles - une par contrainte
primale - de telle sorte que e sous-probléme devient .

(sp~)(k)

Min f~ <vv(k)>+2 L (0iz+6izi2)

+zi ] ncgz 1. negithy 925+ 25>
Sous hj"’(Y;Y(k)) -7;<0 (j=1.nch)
gy 0 XY XK - 2 <0 (i=1.ncg j=1.ncgi()
Ylgy¢yu
XX ¢ xu

;20 (i=1.nch)
2 20 (i=1.hcg j=1.ncgi(i))

avec dj(j) > 0 tq chaque d]-(j) doit étre un nombre relativement
grand . -
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De toute evidence, ce probléme admet toujours une solution
admissible (pour tout Y,X il est possible de choisir 21 et zij de
telle sorte que les contraintes deviennent satisfaites) .

I est evident que si les coefficients d; et dij sont
suffisamment grands, alors toutes les variables artificielles z, et
Z; deviendront automatiquement nuiles dans 1a solution optimale
de (SP“)(k), pourvu que le probleme (sP)K) soit admissible .

D'autre part, si le domaine de (SP)(k) est vide, alors certains z,
et/ou z;; seront strictement positifs dans 1a solution optimale de
(SP“)(“] ‘

Cependant, & cause du choix de "grands” d1 et dij les variables z
et Zj; ne prendront jamais des valeurs excessives ; c'est dans ce

sens que l'on dit que la solution X'Y' sera la plus admissible
possible .

Ceci n'entrave en aucun cas 1a méthode de résolution par
dualité.

5. 1.4 Utilisation de FO4KBF (library NAG) pour /i
minimisalion de la fonction duale

5.1.4.1 La routine EO4KBF

[1 s'agit d'un algorithme Quasi-Newton pour trouver le minimum
d'une fonction de plusieurs variables sous contraintes de bornes
inférieures .

Les dérivées premiéres sont requises .

La routine est congue pour des fonctions deux fois continlment
differentiables.

B. EMPLOI

Nous utiliserons cette routine pour trouver le maximum de la
fonction duale . Nous allons donc chercher le minimum de (- la
fonction duale) . Pour ce faire, nous passerons a la routine le
gradient de (-1)* la fonction duale et la valeur de (-1)*a
fonction duale .
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i MNOTRE CHOIX DES PARAMETRES D'ENTREE

EO4kBF (N,Funct,Momt,iprint,Locsch,Intype,Minlin,Maxcal Eta,
Xtol,Stepmx,Fest ibound,B1,Bux,Hesl Lh Hesd, tstate,F,
Giw, Liw, W, Lw, ITanl)

N - nombre de contraintes primales
Funct : routine gqui calcule les valeurs de (-1)*fonction duale
et son gradient (cfr D).
Monit . routine d'impression des principaux résultats
( solution, valeur, gradients , itération)
fprint . laissé au choix de T'utilisateur
O pour n'imprimer que 1a derniére itération
1 pour imprimer a chaqgue itération
Locsch: .true. pour que 1'on effectue une recherche
linéaire .
Intype : O car on ne fournit & la routine aucune
information sur le hessien de la fonction duaie .
Minlin: EO4LBS car nous avons choisi d'effectuer une
' recherche linéaire qui utilise a 1a fois 1a valeur de la
fonction et ses dérivées premiéres .
Maxcal: 200*N comme conseillé .

Eta : 0.9 (recommandé iors de 'emploi de 1a routine
- E04LBS) .
Xtol . précision de 1a solution duale

Xtol est fournie par 1'utilisateur .

Stepmx: 100000. comme suggére par 1a documentation
de EQ4KBF .

Fest : sous-estimation du minimum de (-1)*1a fonction duale
(choix de Fest en ANNEXE A.5.3) .

Ibound : 2 car les seules bornes sont 1a non-négativité des
variables duales .

B1,Bu : ne sont pas initialisés car Ibound=2 .

X . valeur initiale des multiplicateurs de Lagrange .
Hesl Hesd ne sont pas initialisés car Intype=0.
Lh + (N%(N-1)/2) = max (N¥(N- 1)/2,1) car étant donnée 1a

structure du probléme initial : il existe toujours deux
contraintes au moins et donc au moins deux
multiplicateurs de Lagrange .
Dans ce cas: (N%(N-1)/2) 2 1 yN21

Istate,F,G: ne sont pas Initialises car Intype=0 .
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lw,W  nesontpas initialisés car ce sont des tableaux de
travail de la routine .
Liw,Lw : leur longueur respective doit neanmoins étre
initialisee :
Liw=2
Lw=0*N
ifail . 0 comme suggére .

D. GESTION DU PARAMETRE D'ERREUR DE LA ROUTINE

IFAIL = 2
'y a eu plus de maxcal évaluations de fonction . On
considére que le nouveau point dual atteint est quand méme un
minimum de (-1)*1a fonction duale . On passe alors a I'étape
suivante de notre algorithme .

IFAIL=3,5
Deux hypotheses sont possibles : soit 1a recherche linéaire a
échoué, soit toutes les conditions requises pour un minimum
ne sont pas toutes atteintes.
On considere néanmoins que e nouveau point dual atteint est
un minimum de (-1)*1a fonction duale . On passe alors a
I'étape suivante de notre algorithme .

IFAIL = 4

1y a eu un "overflow" lors du calcul des facteurs de
Cholesky dans EO4KBF . Nous recommengons alors un nouvel
appel a EQ4KBF.

Soit e probléme linéarisé relaxé en Y(k) x(k)
(sp~)(K)
Min £y YRy

Sous h,~(Y; YK -z, <0 (1=1.nch)
gy "V X, Yk x, (k) - ziy$ 0 (i=1.ncg , j=1.ncgi(h)

Y gysyo
Xl <X ¢ X (1=1..ncg)
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Le probléme dual qui lui est associe est de 1a forme suivante

Maximiser O(u)

S0us U;2 0 (i=1.nch)
Ui 2 0 (1=1.ncg, j=1.ncgi(1))

Le caractére séparable du probleme (SP™)YX) va nous

permettre d'exprimer la fonction duale de maniére explicite

of of |
ow=mn{Z, — y-2_— —=
X oy |1 ay; 11y,
of of
2. — =2 — o+ fylkhy 4
1- 1+
6\/1 N Y, "
2 2
El 1. nhd1(Z Zi9) E1=1..ncgzjﬂ..ncgi(i)dii(zii+Zi] )
an] ahj 1
P2 (2, — v — =
ay; |1 ay; 11y,
E)hj 6hj
2, — -2,— * hokh-z)
oy; |1 oy; I1
+Zi=i..nog§:] 1.negi(i) i (2 Yk ~
ayk I
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Eﬁ—_‘“ — 2, Mk T
11y, x|
Gy | 9
zk-__— T zi<+ '
Xy 11 Xy Xy |1
99 99 39;
zk_'— h Ek-*— * Ek-_ +
Xy |1 y, |1 oYy |1

ou X = (YXZ ta Y<Yg Yet X <X <X (i=l.ncg) et Z20])

of of |
ow=mMn {2, — y-2_— —=
P ay; 11 ay; 11y,
o, o 1
+zj=1..nohu1(z1‘+ — N zi— — =)
ay; I ay; Iy,
29;
! i=1..ncg2j=i..ncgi(1)“ﬁ (2,,— v -
oy, |1
Eﬁ_——— e )] +
oy 11y



» o L
M 20 i i Y 2o ik
XX i 11

S — — )+
O%yy 11 %y,
, 2y
Min [Zi=1.,ncndi(zi+ Zkl) *
z;20
; 2
Min- 21=l..ncgzj=t..ncgi(i)dij(zij+ZiJ' )t
220
of of
S, — =%, — ).
ay; I ay, 11
ahj ahj
_— - — (k)
=1t (24 2, ¢ )
ayi I ay]- 1
- = 4+
i=!..ncgzj=1.,ncg1(i)uij (zk~ zk+
dy, |1 oy, |1
ey & Sp— (k) v .(k

2 2 r gy (0 xR )

Xy |1 X |1
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En utihisant le caractere separable on peut encore decomposer
ce probleme en petits problemes a une variable

() = i +
6 (u) Zk:]”nw Min o (£, (yow)
VSV

i=1.ncg<j=1.noxi(h) " (ki O )+
t
X‘r]- SKHSK“U
z;20
E:i=1..ncg j=1.ncgi(i) M (dyjzy* dyyzy© - uyzy; ) o+ Cte
zﬁzo
ou
a
of
si— 20
3y, |1
HHIHHIEIHIHIHNH
of ah on; |
[k (yk,tl) = —_— yk + 2i+ — yk Ui - Zi-___ _U]
ayk“ aYkI] aykll Yk
29,
Y Sieineg©ye 0 Yk YT
oy 1
o9y
i=tneg®- —  Yij
oYl Yy



h)

At
gy~ x )
ay,l 1
of o, ah, |
L W === Yy * 2, — Yy~ 2. — —y
E:1=1..ncgzj+ Yk Uy
3y, 1
og; |
i=1.negj- Ui
Y 1y
c)
ik Gy |
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d)

af af
cte-Z — -3, — o+ k)
ay; |1 ay; |1
ijhj- ahj
_— -5 & (k)
jﬂmm%( - 24, nyert )
a9 99;;
+iﬂmmzpumwﬂWj(zb__ "zw__
Yy 11 Y, 11
- - S (k) v (k

Comme nous faisons appel a la routine EO4KBF, nous avons
besoin de connaitre le gradient de la fonction duale .
Heureusement, la i*™® composante de ce gradient est la 1M
contrainte du probléme primal correspondant ( cfr ANNEXE A 5.1 ).

5.1.43 Evaluation des variables primales en fonction des

mutliplicateurs d range
En notant.

on; agij

Ck= 2“__"" U‘ + z!=] anzj"'_ UU 2 O
a1 oyl
oh; ag”

Dy = 2i—_ Y Ei=| neg=i- Y S 0
Yl aygl
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";}glk

i
ax”li
Nous obtenons :
of
aigl = = 0
ayl 1
FEIEIEIEIEIEIC I I I I I
of |
Le o= = Ve Geve - De—
oyl Yi
of
b)si — <0
oy, 1
of I I
[k(yk,U)=__ +Ckyk - Dk_
c)
|
b

A) La recherche du minimum de £, (y,,u) sur le domaine v,y U]
se trouve en Annexe 2 et permet d'exprimer Yy en fonction de u:

o



af

51 = p0
c-)‘y’klf
e e P P e F e e e
Oy /2 2 Dy 2
v = { booosilyh s <y
(21/3Y,1)+C, (21/3Y,)+C,
Oy 2
= yliu 51 2 (yku)
(172Y, 1 +C,
Dy 2
=y si < (y )
(27/3Y,1)+C,
of
Si <0
Yl 1
FEIHHFEHIHHIHH
(21 /Y, 1 )*Dy 1/ o (Of/3Y ), 14D, ;
yp(w = {- }oosityh - <y
Cy Cy
=yl si - 2y
Cy
=y 51 - < (yh

Cy
-5.16-



B) La recherche du minimum de & i (xn,u) sur le domaine

| x;;%] se trouve en ANNEXE A 53 et permet d'exprimer x; en

(%
fonction de u:

o2 2 il 2
( = f—- — i P u
X (W) { 1 51 (%, ¢ (x,9)
Wi Wi
Vil 2
= ?‘(i‘iu S —— 2 (X”u)
W,
Vij 2
= | U s |
X 5] 4 (xn )
W

1)
C) Larecherche de Min (diz;+ diz;¢-uz;) = Min L (z;) donne

2120 2120
comme solution .

aL (z‘-)
9z,
5 L (Z]) u]'_d]
=0 & Zy =
0Z 2d,
L (z))
= 2d1 >0 doncL (zi) est une fonction convexe
dz;2

donc si Z; & 0 nous avons la situation suivante :

=247~



I~
1~

L(2i)

Le mimmum de L(z;) sur [0,e[ est donc O .

En résumé .

Uy Uy
Z;=——- 05 51 —2 05
2d, 2d,

Y
Z; = 0 si —< 05
24

>
<

D) La recherche de Min { duz”+ d”z”

zi]- 20

Par analogie avec C)

% %

24, 24
uj
2d.

1)
=3,18=



2.1.5 Critére darrét de I'algorithme

L'algorithme s'arréte quand :

(Y K g neq) et U (vecteur des multiplicateurs de Lagrange)
vérifient les conditions de Kuhn et Tucker

et

(YR fmaitriag) €51 AdMTiSSIDIE .

neg

Les conditions de Kuhn et Tucker s'écrivent ;

SR ANTEDNIINTL L (LD D UHVgi-(Y,XT)

2 e(v—v Z Z (w i)=0

i=1.ncy =1.neg— j=1. ncx(i) N
(1)

ou v, (w]-j) est le multiplicateur de Lagrange associe a la
contrainte y, < y,¥ ( x”sxij” )
v (w'ij) est le multiplicateur de Lagrange associé a 1a

contrainte y,! ¢y, ( xu‘sx” )

oy i ﬂ
0 0 ncy lignes
0
0 0
1] «i®m igne -
0 0
0 0
5 | 0
I ey + Z -
(ncy k=1, 4-1 NEXI)
0 + )M 1igne
-O 4
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DU hlY) =0 (1=1.nch)
Ui g”w,x;) = 0 (i=l.ncg j=1.ncgidi))

(2)
( Conditions de Compiementarite )

J U2 0 (i=1.nhch)
Uy 2 4 (i=1.ncg J=1.ncgi(i))
vi,Vi2 0 G=l.ncy)
Wi, Wy 2 0 (i=1.ncg J=1.ncxi(i))

51y, attent sa borne supérieure (inférieure), la condition (1)
qui lui est associée se reécrit

ZLED TR NUORD WD SR IR (Y SV E
=_V]$O (':V"ZU)

Si Xij atteint sa borne supérieure ( inférieure ), 1a condition (1)
qui lur correspond se reecrit -

Afin de limiter le colt-calcul de I'ordinateur si la convergence
n'est pas rapide, nous avons ajouté une condition d'arrét :

le nombre d'itérations ne peut dépasser un nombre maximal fixé
par l'utilisateur .
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9.2 IMPLENENTATION

2.2 1 Commons dy programme

ymmon I

teh ey .4\4.“ el

HC L ! Hawhrae total de variableszs primales

HLY ! Hanbre de veriaohles Y .

MNC X toilaximrum du rombre de composznteos de Xi .
Hexl t Hambra de composzantes de chziqua Xi .

HNCt t homhr2 d2 centrsintas H

HCG otsmbre o X1,

HCGL ! hombre da cecmposantes dn chaaue 51 .
MHCG : Unximum du nombro d~ componsantes de Gi .
MY ¢ faxaimum do MHCS ot HCH

MHCXY & Nﬁxtmum da MCY et MHCX

intednr nczyneystncxynexi(neamax)ynchyncoyncgilnecgmax)y

1 mncq,uncgh,mn|xy

common/dim/nczancygnncxgncxigynchyncgyncgismnecgymncghymnexy

common RyRY

Usuknl & harnes superiz2ures des variables primales
L3OKHNZ ¢ barnes inferieures das variablas primales
doubls pracision uhornz(neuzmaxdslbornz(ncuzmax)

COMNON/UOPH/UHOPH? lharnz

Parame tres du common PFL

P R R PR
ORI

D ¢ Constantes da relaxation .

doubla przcisinn dCncumax)
common/ral/«

Ju common Vﬂ

Parama‘

N

res

VAR ¢ Variablaes courantes mais svec scalina

double pracision var(ncazmax)
commen/var/var

common F

fonct1on ahjactif"

2 la

double nraezisiosn dfectyy-dfetyl(nzcymax), fyk

common/f/dfcty,ydtctyl,y fyk

UCFTY ¢ Constante de linearisation convexe
DFCTYL ¢ Cozfficiants de 1la linearicsation ceonvexe .
FYK ¢ Valaur d=2 la fonction



0ocO OOO0O0ON

OO0 00

leNeNsNeNeNeNeNoNe]

?lramﬂh

C am \“ on

n*+r

JUCT T Constan

OHCTYL ¢ Coeffic

HYK Vo voleurs
double pracis
1
cammon/sn/dnct

2s du romm

Paran

e
PSS

"conmon cddans nnfr

NGo nste
OGLe ffic
05¢ ffirc
GXYF leur

daet

Vo Mivany o
oUntte dn
ITER ¥ nombra o’
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intzger iout
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“1n1ﬂq MU
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y‘t”" )1,hy’k
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222 User's guide

1Y Mous demandons a l'ytihisatedr un 1ichhier contenant une

version compilee de la routine FOH (zk,gradf,gradh,gradgx,gradagy )
( specifications cfr ultra ) et de la linker avec memoire,
routines, naglibrary, utilhibrary .

JCommons a emplover dans 1a routine :
DiM,F,G,H

) Parameétre d'entrée :

ZK (1.NCZ) : double precision
vecteur contenant le point courant de
linéarisation, point auquel sont évaluées les
fonctions et leur gradient

) Parametres de sortie:

GRADF (1.NCY) . double precision
vecteur dont le i*™¢ élément contient
of

2yl

GRADH (1.NCYMAX, 1.NCH) . double precision
matrice dont le (i,))*™ élément contient
oh,
]

ay,-lzk

GRADGX (1.MNCXMAX, 1.MNCGMAX, 1..NCG) : double precision
matrice dont le (i,j,1)°™ élément contient
29,
ox); 12

GRADGY (1.NCYMAX, 1.MNCGMAX, 1..NCG) : double precision
matrice dont fe (i,j,1)¥™ élément contient
aglj

ay; lzy
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) Certaines sorties de 1a routine se feront par I'intermediaire
des commons .

FYK : double precision (dans te common F)
1a valeur de 1a fonction objectif en ZKk

HYK (1.NCH) . double precision (dans le common H)

vecteur dont le i®™& élément contient la valeur de la
contrainte h1 en ZK

GXYK (1.MNCGMAX, 1.NCG) : double precision (dans le common G)

matrice dont le (i,j)®™ élément contient 1a valeur de la
contrainte g;; en ZK

Remarque |1 est interdit de changer la valeur d'autres variables
des commons .

2) Possibilités d'entrée/sortie

La lecture des données se fait soit par 1'écran soit par fichier .

Dans le premier cas, les explications seront données lars de
l'interaction avec Tlutilisateur qui ne devra fournir que les
renseignements demandés .

Dans le second cas, avant Tlutilisation du programme,
I'utilisateur devra créer deux fichiers (.DAT) qui devront contenir
dans 1'ordre :

pour le premier:

I. le nombre de contraintes globales (ou de composantes de h) :
nch

2. le nombre de vecteurs de variables locales : ncg
3. pour i de 1 ancg, le nombre de composantes de g,

4. 1e nombre de variables globales : ncy
5. pour 1 de 1 ancg, le nombre de composantes de X;: ncxi(i)

6. pour i de 1 a ncy, la borne inférieure (y;) et la borne
supérieure (y;) de y,

7. pour i de 1 ancg, pour j de 1 ancgi(i), la borne inférieure
(xu‘) et 1a borne supérieure (xuu) de Xy

8. le nombre maximal d'itérations primales
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pour ie ceconag

I pour 1 de | ancy, le point de depart en ses composantec v,

2 pour 1de i ancg, pour jde I ancgi(i), ie point de depart en

Se5 composantes Xi}'

pour chaque contrainte, un choix de constantes de

]

refaxation . [l est conseillle de les choisir au moins dix
fois plus grandes que les coefficients de la fonction
objectif .

Remarque : 11 est egalement possible de rentrer les donnees
par un des deux fichiers et les autres a I'ecran .

De toute fagon, lors de l'interaction, l'utilisateur devra
fournir par le terminal la précision du test de Kuhn et
Tucker et 1a précision duale .

Remarques ;

1) 11 est fortement conseillé de prendre une précision
duale (i.e, une précision pour EO4KBF) plus grande que celle
pour Kuhn et Tucker .

2) La précision du test de Kuhn-Tucker n'est pas
equivalente a la précision des resultats . En effet, une
précision demandée de 1072 donnera des réponses exactes
41078 0u 1079, parfois .

Pour ce qui est des sorties, 1a encore, il y a possibilité
davoir les résultats dans un fichier (DAT) du choix de
l'utilisateur ou de les avoir a I'écran . Dans ce cas, nous sortons
néanmoins les données du probléeme et le résultat final dans un
fichier nommé "RESULT.OPT" . Dans tous les cas, nous
demandons a l'utilisateur le niveau d'impression souhaité :

O pour avoir seulement les données et le resultat final

I>0 pour avoir les résultats toutes les | itérations .

Nous avons eégalement utilisé un niveau d'impression pour les
itérations duales

0 pour navoir aucune impression

I pour avoir les résultats seulement a la derniére itération

2 pour avoir les résultats a toutes les itérations
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A Chovy des variables dualec

Arbitrairement, nous avons decide qu'a chaque appel de EO4kBF
nous donnerions a nos variables duales la valeur | LCeC) est une
pratique courante
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Analyse du sous-probleme
en (y°(k), x°(k))
: AI ye(k) = y*(k-1)
Solution de (SP(k))
Cy*(k) , x*(k)) X°(K) = x*¥(k-1)
/l K=K+ 1
//l \‘\.

Convergence 7

OPTIMISATION A UN NIVEAU AVEC APPROXIMATIONS
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RESULTATS NUMERIQUES

La plupart de nos exemples sont tirés ou du moins inspires de

" Jest Examples for nonlinear programming coges " ( W. HOCK et K.
Schittkowski ) - Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York
1981 .

Dans I'exemple 34 , nous avons remarqué que lors du calcul de la
variable primale x en fonction des variables duales, nous pouvions
obtenir une division 0/0 . Dans ce probléme nous avons fixé x a sa
borne inférieure ce qui nous a amenés a la solution .Par
contre,cette stratégie appliquée au dernier exemple entraine une
non-convergence de la méthode alors que fixer x a sa borne
supérieure méne a la solution .
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CHAPITRE © 3

UNE AUTRE METHODE DE RESOLUTION
OPTIMISATION A 2 NIVEAUX
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A) PRINCIPE GENERAL

La méthode proposée dans l'article de J-F Barthelemy
[Ref 6] comporte deux phases

La premiére consiste & générer une suite de sous-problemes
lindarisés convexes (SP)K) - comme dans le chapitre 5 -

La seconde phase consiste a résoudre chaque sous-probléme
(SP)(") par décomposition . C'est ici que se situe la différence
avec les méthodes a un seul niveau .

Ce chapitre est donc consacré au développement de cette
seconde phase ; nous le concluerons par l'algorithme proposé
par J.F. Barthelemy .
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B) RESOLUTION DE_(5P) (K

1) DECOMPOSITION

Chaque sous-probleme lineariseé convexe est de la forme .

Min 7y y(k) )

(sPYK) | sous hy “(y ;) <0 (j=1.nch)

9ij “Cyx; \/(k),x(k) ) <0
(i=1.ncg,j=1..ncgi(i))

0 <yl ¢ygy

0 <x! <Xy g X (1=1.ncg)

14

(5P)K) va étre décomposé en sous-problemes dits
"de deux niveaux":

-=->NCg sous-problemes de dae alvess
(SN §=1 neg dont les variables sont

Xi ! i-iéemes vardadlos Jocales du probléme inftial .
--=>1 sous-probléme de Sowl afvesw

(SN2)(K)dont les variables sont
V. variebles glebeles du probléme initial .
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2) LA FONCTION DE KREISSELMEIER ~ STEINHAUSER

La premiére idée de cette meéthode est de remplacer les
vecteurs de contraintes locales

g (v X5 YO x (Ky = fg =0y X, ; v x (k)

. ~ Cylk
Yinegi(1) X5 Ve )’Xi(k))

par une fonction scalaire C; mesurant l1a violation de ces
contraintes:

Ci(v,x) = (1/p).In{ 2 )pgij”(Y,X].,-Y(k),xi(k))]

j=1..ncgi(i

Cette fonction est dite de Kreisselmeier - Steinhauser [Ref.7].
Le choix du parametre p est discuté en ANNEXE A 6.2,

Propriétés de 1a fonction
1) G (Y,X) est conservative par rapport aux contraintes gij”
2) C; (Y,X,) préserve 1a convexité des sous-problémes

( Démonstrations en ANNEXE A 6.1 )

3) LES SOUS-PROBLEMES DE BAS NIVEAU
Pour la décomposition du k™ sous-probléme, on a ncg
s0uUs-sous-problémes non contraints en fixant Y =Y (k) (; ou (})
représente 1'itération courante (encore appelée cycle) de la
résolution du probleme (5p) (K) |
Lors du §*™ cycle (SP) (K) devient :

Min F”(Y(k) (j);y(k))

o v(k) (l) x Y(k) % (k)) 0 (I=1.ncg)
Yy (K) gy
X< X, (K) ¢ X (i=1..ncg)
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Ce probléme se résume aux systémes d'inequations suivants :
(1)

gi“( Y (k) (_i)) Xi " (k)}xi (k) ) < 0

X< XKD ¢ X0

(i=1.ncq)

remplaces par :

(csn1y ) G Cuin coov 0 G
i i
Sous Xy ¢ Xi(k) ¢ XY

(i=1.ncQ)
ot ¢, (v (K (D x) est 1a fonction de Krelsselmeter-Steinhauser.

La solution du probléme doptimisation ((SN1) (K)) () est une
£-solution du systéme (1) (cfr démonstration en ANNEXE A 6.4).

4) LE SOUS-P EME DE HAUT AU

Soient X*(K)J) jes solutions des ncg sous-probiémes de bas
niveau .

En fixant, dans (SP) (K), 1es vartables locales a ces valeurs
(et en gardant Y comme variables) , (SP) (k) devient :

(2)

Min  Fe(Y;y (K

Sous h~(Y:Y(K)) NP <0
Yiey ¢y
X< X, "k ) ¢ (i=1.ncg)
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Ce sous-probleme est remplace par:
((sn2) ()

Min  F(y;y k)

50us h“‘(Y;Y(”) . <0
Cmy, % (0 () y () (K ¢ o (i=1.ncg)

Yy ¢y
(1-B) Y K ¢y ¢(1+pyy (K

ol B est un parametre qui permet de rester au voisinage du

Nous avons démontré dans I'ANNEXE A 6.4 que la solution du
probléme (SN2)XK) est une solution du probléme (2) .

L) ALGORITHIME

1) INITIALISATION

1.1) poser k=0 (compteur ditérations)
poser =0 (compteurde cycles)

1.2) choisir un point de départ

V(K 0, x ()

2) ETAPE PRINCIPALE

1) écrire le sous-probléme (SN2) (k) et 1es sous-problemes
(SN1) (KD pour 1=1..ncg
( ce qui nécessite I'évaluation de 1a fonction objectif et
des contraintes ainsi que de leur gradient au point courant )
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2.1) poser Y(RUD = y(k)

2.2) résolution de (SNT) 40T =1 neg |
les solutions optimales seront notées x*(k)1)

2.3) etude de sensihilite
{ cfr ANNEXE A 6.3 )

2.4) poser )(]( k)= XI*(k)( J)

2.5) résoudre (SN2) (k) |
1a solution optimale sera notée yx(K)()

26) test de convergence des (SN1) (K1) et (sN2) () vers 1a
solution du (SP) (K) |
si convergence ; poser yx(K)= yx(K)(j)
xi*(k)= xi*(k)(j) (i=1.ncg)

aller en 3.
sinon ©alleren27

2.7) poser YK+ 1) = ys(K)()
Xi(k)(j”):){i*(k)(j) (1=1.ncg)

=
retour en 2.2

3)  test de convergence des (SP) (K) vers une solution du
probléme initial
5i convergence : poser Y= yx(K)
Ko Xi*(k) (i=1.ncg)
STOP '
sinon calleren 4,

4) poser YK+ D= yx(k)
X (k)= Xi*(k) (i=1.ncg)
k=k+1
j = ]

retour a I'étape principale
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D) MODIFICATION DE L ALGORITHIME

Pour réduire le codt des calculs, on ajoute une possibilite de
disconnection dans 1a résolution de chaque sous-probleme .

Aprés le premier cycle dans chaque itération, les
sous-problémes dont les contraintes sont restées loin d'étre
violées sont ignorées pour la suite de l'itération . Ceci permet
d'éviter une optimisation et une analyse de sensibilité qui ne sont
pas nécessaires .

Pour appliguer cette disconnection, il suffirait d'ajouter I'étape
suivante au point 2.7 de T'algorithme :

Si on est au premier cycle d'une itération :

déterminer les sous-problémes (SN1) (ki) qui doivent étre
disconnectés ( i.e. les sous—-problémes dont les contraintes sont
loin d'étre violées )

A noter qu'en plus de cette étape supplémentaire, il faudrait
changer les "ncg” de 1'étape principale par des "nc” ( i.e. le nombre
de sous-problémes de bas niveau restant connectés ). En effet, on
ne travaillerait plus que sur les (SND%XD connectés . 11 est
sous-entendu qu'on rangerait les sous-problémes de telle sorte
que les nc premiers soient les "toujours connectés” ( i.e. i=1.nc).

L'organigramme de 1'algorithme modifié se trouve en page 6.9 .
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e -

( départ)

N
~

g o

-

v (0)0)

X (OO

k =0 j=0

nC = Nncq

4

Analyse du probléme de
haut niveau
(sn2)(K) eny° (k)

s =1

<4

Analyse du probleme de
bas niveau (sn1)K)(s)
en y*(k)(§), x*s(k)(])

< s=nc T
~ b e
\'"-.,_ "//‘
“"\q\/*
|
nc = ncg

|
s =1
<0

si ler cycle dune itération
trouver les nc sous-

Solution de (SN1(k)(s)): x*s(k)(j)

problémes a ne pas
di[sconnecler

®COC+ 1 )=x*(k)(j)

Analyse de sensibilité de
®*s(k)(])

Y+ D=y * (K)()

I=4% 1

(SN1(k)(s)) en
/"/L\"‘
T L

\r,/

S=g5+ | i

Solution de (SN2(k)) : y*(k)(])

y(k+ 1)=y*(k)
x(k+ 1)=x*(k)
k=k+ 1
J=]%1

%\/cles - -
—<_convergent y* (k)=y* (k)(j)
N x* (K)=x* (K)() 2

...69 =

I

o
~térations
convergent

7

o

stop

y*R=y (k)

R* =y (k)



CHAPITRE 7

CONCLUSION



L algorithme que nous avons implemente permet un petit
nombpre d'evaiuations ae ia fonction oblectif des contraintes et de
teurs gradients respectifs . Ceci redutt donc le cout-calcul . Les

18 et 730 centiemes de seconde . Ces avantages nous nvitent 3

conseilier I'emploi de cette méthode, pourtant. .

Comme nous Tlavons souligné dans les commentaires des
résultats numériques du chapitre 5, une étude théorique nous
semple necessaire pour éviter toute indétermination lors de
I'évaluation des variables primales . Ceci permettrait d'elaborer
un algorithme général ( c'est-a-dire indépendent des problemes a
résoudre ) . Toutefois nous obtenons déja de trés bons résultats de

convergence sur bon nombre de problemes testés .
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ANNEXE 4.1 - La linearisation mixte

Soft h:R"

Nous allons linéariser h par rapport aux variables x; pour ied! et
par rapport aux variables 1/x; pour 1€J?

e )
Ennotant x = (M,Az,...,xn)
X=X eyt .

NOUS pouvons réécrire h(x)=h™(x™,y™) et nous linéarisons h™ au

point (x™°,y™*)

oh~ oh X7=X""
h™(x™y™ ) =h~(x™° ™) +( — — ) (x~ y™)
X1 1ed1 dy;l1eJ2 yo-yTr
oh~ oh™
= hN(X~°,y~°) *‘Z\” — (Xi‘Xio) +2‘J2 —_— (yi_Yia)
Xy X~ oy ly™*

En utilisant la formule de dérivation de fonction composée

oh™ oh~ X4 oh™
= = (_l/ylz)
a; My dyy X
nous obtenons
oh™
N"(X™y™) =h"(Xy™ ) +2, (%)
' X, [x°
oh™
- o $:3
Z, — (lyy)an
X [x®
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L v Cniany duA val taiea Hiteiates

ah
h(X) =h™(x; ¥°)= h{x") + Zm — X0
a><1|><°
oh
- ‘ 1 fu Y (v o2
By —  GLIR-LAR 00
0X; |%°

Par analogie pour g: R"x R™
(y, X)-—===—-- >y, %)

En notant x = (><1,><2,...,><n)t
XI7= 046) ey
X27 = (Wi 5 cgp OUW; = 17X,
Y = (Y YgmnYy)
VI7= e
Y2~ = (Z)) . gp OUZi= /%

nous pouvons réecrire gy, x)=¢~(y17y2~, x17x2 ) , nous
linéarisons g~ au point (y17°,y27°, x17°x27° ) et en utilisant 1a
formule de dérivation composée pour revenir aux variables
initiales

gy, X ; y* X ) 2 g7y 17,y27, x17 %27 ) =gly* x° ) +

o9 og

fZ2 0 — WY - 2, — QYL
ay;ly®,x° dy;ly°,x*
g og

+ ZK1 e (X1“X1°) - EKZ S (]/Xi—l/X1o)(x1°)2
X ly®,x* X ly* x*
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ANNEXE 4.2 - Convexite du sous-probiéme linéarisé en (Y° X°)

i1 s'agit de montrer que fe probleme linéarise suivant est convexe .
Min 7y ;y")
S0US hj “y;v)<0 (j=1.nch)
gij”(y,x yVOX") <0 (i=1.ncg, j=1.ncgi(i))

0 <yl yi vy (i=1.ncy)
0 <xly ¢ %y ¢ X4 (i=1.ncg, k=1.nexi(i)

Pour cela il suffit de montrer que f~(y ; y°), h™y 5 y%), et
gu”(y,x ; ¥O,X°) sont des fonctions convexes . Voyons gue les

matrices hessiennes de ces fonctions sont demi-définies
positives.

dt 0 .. 0
O d2 0 .. O
L g = dn J
(y;)? of of
oudi=-2 ___ __ si <0
(yp®  ayyly” dy{ly®
0 sinoh

Cette matrice est semi-définie positive car di 2 0 pour
chaque indice i=1.ncy . Nous pouvons raisonner de méme pour
les fonctions hj :

La matrice hessienne de gn” est égale a

pt 0 0 ]
0 p2 0 0
0 0 bty 0 . 0
0 .. 0 gt O0.. O
0 g2 0
0 am
L. -
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oupk=-2 ____ __
(Y )* ay,ly %

0

(X ") 99;;
ef. gi = =2

P oKy ly° X

(X

0

-
oYyl y®,x°

sinon (k=1.ncy)

o
] —
Myl y° %

<0

5inon (k=1.ncxi(i)

Cette matrice est donc semi-définie positive car pk et qk
sont positifs pour chaque indice k .

cqfd.
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ANNEXE 2.1 : Calcul du gradient de 1a fonction duale

S0it
B (U =min (fOO + 2,2 Uy 6;00]
ou f.gi:R” ’R
f, g€ c!
X = (><1,><2 ,..,><n)t

Nous pouvons encore écrire
B (W =10+ 2y U gy(x*) (1)
ou X* = X*(u) réalise le minimum .

Calculons le gradient de 0 (u) ;

00

vel=(__)
00 of  ax¥, agy  ox¥,
— = Zgyp— — 2y — —
oy OX*, duy OX*;  ou,

+ gk
29 of 2g; X
— = gy — 2 —1 — 1y
AUy ax*] O, U
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51 x*, atteint une de ses bornes alors

ax>, 20 (u)
— =0 dal . =g
auk auk

Si %%, est strictement compris entre ses bornes alors

of  ox¥ 09;
SRR 3 m —— = 0par les conditions
OX*) AU X,
d'optimalité du premier ordre car x* réalise
le minimum de (1)

28 (u)
dou _—— =g
du,

En conclusion

v 8 (u) = g(x*)
cqfd .
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ANNEXE 5.2 Trouver Y,€n fonction de u

Nous allons pour cela minimiser £ ( y'j,u) sur { y']', y’jU]

ou y'l >0
avec
af af
3y ayjl |
of of
=-___ \/'j + Cj y‘] —D_]- (i/y'j) 81 — 39
oy oyl |
af
=T >0
dyjl 1
=+ [j r
| ay‘j (y‘j s
oL j of
SID]= - = +Cj 2 0
ay'j ay'j
-> La fonction / , est croissante en la
variable y'j , son minimum est donc
atteint eny’,, la borne inférieure de
I"intervalle consideré
si Di =0 -> Annuler 1a dérivée de Li par rapport a y'i
donne .
D;
y'iz = -

(af/'ay']- |13 # C]-
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L.
Oy
[e
=

t une fonction convexe pour y‘] >

f;} £5
(1‘1} [']
=2 + 0
a-'E v
Y Y

S} y‘] 2 y‘]-“ , hous avons 1a situation suivante

¥i'
[fig. 1]
Graphe de ll (y'y2y,y" )

Le minimum de £ sur [y, y';“] est donc eny'".



a1 y‘J 3 y']-' , hous avons la situation suivante :

>

[fig. 2]
Graphe de Z; (y < yi')

Le minimum de £, sur [y, y';"l est donceny’)".

of
8l — %9
i
0L af Dj
= : + Ll + :
ayj av kij \ij
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Fdy of l

s =0 B L # D]) < 0

Y, ayj y,r

-» La fonction L est decroissante en ia
variable y'i , son minimum est donc
atteint en y‘iU, la borne superieure de

I"intervalle considére .

siC, =0 -> Annuler 1a dérivée de Li par rapport a y'i
donne :
(af/ay‘i [1)+ D]-

j
£ est une fonction convexe pour y' > O car

azz]. (af/ay'; 11) + D
__ =-2 5 0

ay'] 2 y'j?ﬁ

Si yy2y;" comme dans la figure le minimum de Z; sur
[y, y;“lest donc eny'"

Si y'] < y‘]-‘ comme dans l1a figure 1e minimum de éj sur

( y']-' ,¥'jUl est donc en y‘]-‘ .

Ceci nous fournit bien les résultats annoncés en page 5.16.
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Trouver x;;_en fonction de u

Pour cela nous allons minimiser /\",]( xij',u) sur [ x'%j* , x‘iju] ou
><'ii est un réel strictement positif et avec
ak{-f V]-j
Xy (X i )
Annuler 12 dérivée de k,-,( x'ij,u) par rapport a x‘i]- donne
2 V“
( X ]] ) e
Sl \./ij = () k,j est une fonction convexe pour "'ij >0
car
2
=-2 _ >0
D2 F 3
axij (XU)

Si X'y 2 x‘ii“(par analogte avec 1a figure 1 ),1e
minimum de 4 sur ( x'ij', x‘ijU] est donc en x';".

ST x'ij' (par analogle avec la figure 2 ),le
"

minimum de 4 sur [ x'ij', ”"nu] est donc en x';

o1 Vij = () /(,]- est une fonction croissante en ><'ij car

ak,j

%'y,
d'olu son minimum est atteint en ><‘U . Ceci nous fournit les
résultats annoncés en page 5.17.
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Annexe 5.3 : Estimation de Fest

Dans les spécifications de EOQ4KBF , Fest doit étre une
estimation ou une sous-estimation du minimum de la fonction a
minimiser . Nous avons donc implémenté une routine THEMAX qui
calcule une sur-estimation de la fonction duale...qui sera donc a
fortiori une sur-estimation du maximum de cette fonction .

Pour calculer cette estimation nous avons majoré chaque terme
de 1a fonction duale :

chaque variable a été remplacée

par sa borne supérieure au dénominateur (1)
par sa borne inférieure au numérateur ,(2)

les termes constants (négatifs) ont été omis (3) ainsi que

les facteurs des multiplicateurs de lagrange (4) .

of (1) of L@
21"“ o y'i - 21‘_ - — +
of af
3, —= =d, = = ke
oy; Il ay; 11
' Ej=l..nchuj ( zi+ — ¥~ 2]._ —_— — %
ohy oy @)
2}' 0 zi+ - hj(Y(k)) - 7_1 )
oy; Il oy; I
(4) agi]
! z1=1”ncgz]=]”ncg1(1)u]~} (2K+—-— Y -
oy, |1
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—_— + -—

2, — 20,7 K

g | g,
Zp == — T Ay —— %

Xy 1 %y My |1

i 99 99
2 T3 23—

Xy |1 Yy I Y |1

k

Ceci devient donc

of (1) oFf 1 @

fest=-2, — yt -2 — —  +fvy

oy I ;1 yj
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ANNEXE 6.1 - propriétes de la fonction de Kreisselmeler-Steinhauser

Soient g;(X) (i=f.m) m contraintes dépendant du vecteur X .
X=Xy, Xy )
giX) <0 (i=l.m)

Une mesure cumulative de l1a satisfaction ou la violation des
contraintes est donnée par :

cx) = (1/p). In{Z,_, explp.gX)}}

ou p est un nombre positif choisi par I'utilisateur .

arcopridld I /a ronction de krelsselmeier-Steinhauser est une
enveloppe conservative de /a contrainte maximale
gmax s CX) s gmax +(1/p). Inm)

démonstration :

a) Posons gmax = max g
i=1.m
On peut alors écrire
CX) = gmax+(1/p). In{Z,_, - exp(p.(g00-gmax(X)]}}
Soft j* I'indice de 1a contrainte réalisant le maximum :
gmax (X) = 0w (X)
Alors
C(X) = gmax+(1/p). In{ Ej#j* exp (p. (gj(X)-gmax(X))]

+exp (p. (g (X)-gmax(x» )} (1)
C(X) = g;|ma><+(1/p).m{§:j (20) +1}

=j*

dou € (X) 2 gmax (X)

b) Dans (1) on majore chaque terme de 1a somme par 1 :
CMX < gmax+(l/p).ln{21=1'_m 1}

=4
CX) < gmax+ (1/p). In(m)

6,2 #



¢) conclusion
gmax < C(X) < gmax +(1/p) In(m) vXeR"
O

aroprldtd 2 Cx) est convexe s7gqx) sont convexes (1=1.m)

démonstration :

a) Calcul de vC (X):

COO=C/p)In{Z_, —explp.(gXN}

i=1.m

2oy X Lp . (giXN}.p.V gX)

vC Xy =(1/p).

z exp [p. (g(XN}

i=1.m

que 1'on peut encore ecrire :

vex) =2,_, ~explp.(g(X)-CXN}. vy

i=1.m

b) Calcul de V2C (X) :

=2,
+2

exp ( p . (g,(0-COO) }. (g, (X)-CX) . ¥ g0t

o1 €XD (P (g,00-COM } . V2 (gyX)

VIC 0= Z_, - exp (p. (R-CON YAV (%) . v gy p
+V2(g 00} =p.VC (X). VC (X

En utilisant 1a propriété 1 on peut encore écrire

V()= Z (exp[p (g()-COXN . v2(g(xN} ) +
2y ey (8X0 (o (gi()-COXD ).
exp[p.(g}(X) -CON AV g0 - v g}

(v %) - v g0 1)

i=1.m
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c) Si les contraintes g; sont des fonctions convexes, alors leur
matrice hessienne Vzgi est semi-définie positive .
De plus, (v g,(X) - v g;() }.{v g;() - v g;(X) H est semi-definie

positive en tant que matrice produit d'un vecteur par lui-meme .
Finalement, tous les coefficients de V2C sont positifs .

Donc ¢

) V2C (X) est semi-définie positive car somme de matrices
semi-definies positives .

c'est-a-dire C(X) est convexe si les ¢;(X) le sont .
O
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) VC (X) peut s'écrire :

VCO0 = {2, exp [p. (g(X)-CXN ). v g;(X) }
+exp [p. (gmax(X)-C(X)) } . v gmax(X)

ou j*est tggmax = gj*
or C(X) 2 g;(X)

car v X par la proprieté 1
gmax(X) = C(X) sip— +eo

d'ou
VC (X) < vgmax(X) sip— +oo

) Par la propriété 1 on remarque donc que plus p est grand et plus
C colle & gmax .[fig. 1]

11 peut alors y avoir des problémes quand gmax est une fonction
discontinue .

Le choix du parameétre p doit donc &tre un compromis entre le
désir de coller le plus possible a gmax et la crainte de Ia
discontinuité des gradients .

Un choix conseillé par J.F.Barthelemy est :

In (m)

p:

ou € est 1a tolérance du programme d'optimisation .

Un avantage de ce cholx est que :
Si C(X) =0, alors, par la propriété 1, on obtiendra Igmax(X)l < €
c'est-a-dire gmax sera une contrainte active .
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Hustration du choix du parametre p

Solent les deux fonctions

QI(‘{) = 2\'\' - ]
do(x) = 9/
d'ou

Cx) = (1/pyIn{exp(2pXx-p)+exp(9p/x))

La figure suivante présente ces fonctions pour différentes valeurs
dep:

Y:2p-4
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ANNEXE 6.3 Etude de sensibilite

La sensibilité d'un sous-probieme

Min C(Y°X)
Sous X' ¢ X ¢ Xy

par rapport a des petites variations de Y peut étre estimée au
voisinage de Y° par le développement suivant :

AC(Y,X*)
CTCY ;Y )= C(Y°,X%) + Z“————— Cyi-y")
ay; Iy°
AC(Y,X*) Yy’
% By ————— [P ] =
oy, ¥ ¥i
aC(Y,X*)
gl === est obtenu par analyse de sensibilité
oy; ¥

d'un probléme sans contrainte [Ref.9]
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ANNEXE 6.4 Relation entre (SNDM (et (1)

Soit X solution de Min ;¢ Y (K %)
X' & Xy <Xy

51 Cy ¢ ¥ (KA, e y= g
alors par la propriete 1 de la fonction de Kreisselmeler-Steinhauser

d'ou Xy sera Cy*-admissible pour le probleme (1) .

cqfd

Relation entre (SN2)(K) et (2)

Comme Cy~ (¥, xpx (XD 5y (0, 5, (0 y = gy, xpe (0L
pour Y (K(1-g) <Y < (1+p)y (K)

Et que CC Y, X (D) 5 gmax (v, xpx (KD y
ou g;max = max gyj par 1a propriété (1) de la fonction de
j Kreisselmeier-Steinhauser

on peut immédiatement en déduire que

€y~ (Y, Xp* (k) Ly (k) % (K)y¢o
dou gy (¥, X (KW o (j=1.ncgith)

cafd
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