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Chapitre 1

Introduction

La méthode du point proximal a été introduite par Martinet [15] pour rechercher le
minimum d’une fonction convexe, propre el semi-continue inférieurement sur Uespace eu-

clidien IR". L’algorithme associé a cette méthode génére une suite {a*} telle que
1
k - k
X +1 =argmin .’SEBn {f((l,‘)-}*Q—}\L”fC—(g “2} (11)
ot {\x} est une suite de scalaires strictement positifs.

Ce probléme de minimisation est, en réalité, un cas particulier de la recherche d’un zéro
d’un opérateur maximal monotone T ot T est le sous-différentiel de la fonction f. Dans
son article [20], Rockafellar a étudié le probleme général de la recherche d’un zéro d’un

opérateur mazimal monotone T' quelconque. L’algorithme relatif génére une suite {2F}

telle que
ef = (I + \T) (") : (1.2)

olt {\;} est une suite de scalaires strictement positifs.

Dans ce mémoire, nous généraliserons la méthode du point proximal en remplagant le
terme quadratique ajouté a la fonction { par un terme plus général de la forme Dy(z,a*)
ol Dy, est une “distance” associée a une fonction h appelée fonction de Bregman. Dans ce

cas, la suite {z*} est définie par litération :

[+ e 1 ’
LR+ —argmin __fp" {f(r) -+ X;Dh(m,mk)} (1.3)

olt {\} est une suite de scalaires strictement positifs.



Comme dans le cas classique, nous ferons appel a la théorie des opérateurs pour anal-

yser la convergence de cet algorithme.

Dans le chapitre 2, nous généraliserons Palgorithme du point proximal de Rockafellar.
Le but du nouvel algorithme consiste toujours a rechercher un zéro d’un opérateur maximal
monotone T' quelconque, mais les itérations font intervenir une fonction de Bregman h.
Plus précisément,

gF L = ((Vh + M) o VR)(2*) (1.4)

olt {\} est une suite de scalaires strictement positifs.
Cet algorithme, appelé algorithme du point prozimal non linéaire utilisant des fonctions
de Bregman, est dii & Eckstein [10]. Lorsque la fonction A est définie par h(z) = 1||z||?,

nous retrouvons l'algorithme de Rockafellar (itération (1:2))-

Ensuite, dans le chapitre 3, nous appliquerons I'algorithme du point proximal non
linéaire utilisant des fonctions de Bregman au probleme de minimisation convexe. Nous
retrouverons ainsi 'itération proximale non linéaire (1.3).

De plus, nous remarquerons que sur des architectures de calcul en parallele, la résolution
d’un probleme linéaire par la méthode du point prozimal non linéaire utilisant la, fonction
de Bregman h(z) = —entz (ou entx désigne la fonction entropique), pourra étre plus
rapide que celle obtenue par une méthode directe (comme l'algorithme du simplexe ou les
méthodes de points intérieurs). Cette méthode de résolution d’un probléme linéaire fut

suggérée par Eriksson [11].

Dans la seconde partie de ce mémoire, nous définirons une méthode des multiplica-
teurs utilisant des fonctions de Bregman. Pour des raisons de clarté, nous envisagerons
séparément les problemes de minimisation convexe avec contraintes d’égalités (PE) ou

d’inégalités (PI).

Dans le chapitre 4, nous appliquerons I’algorithme du point proximal non linéaire a la
formulation duale lagrangienne d’un probleme de programmation convexe (PE) ou (PT);
Lopérateur T' sera cette fois identifié au sous-différentiel de I'opposé de la fonction duale.
Nous obtiendrons ainsi une nouvelle classe de méthodes non quadratiques des multiplica-
teurs. Nous remarquerons que par les choix h(z) = %I|:e:||"‘ et h(z) = —entx nous retrouvons
respectivement, la méthode du lagrangien augmenté classique et la méthode exponentielle

des multiplicateurs.



Ensuite, dans le chapitre 5, nous appliquerons I’algorithme du point proximal non
linéaire & la formulation “primal-dual” d’un probleme de minimisation convexe (PI). Nous
obtiendrons ainsi la premiere méthode proximale non quadratique des multiplicateurs.
Nous vérifierons que le choix particulier h(z) = L]|]|* nous donne & nouveau la méthode

proximale des multiplicateurs étudiée par Rockafellar [17].

Pour terminer, nous présenterons dans le chapitre 6 les difficultés rencontrées lors de
Iapplication de lalgorithme du point proximal non linéaire & la recherche d’un zéro d’une
somme de plusieurs opérateurs mazimaux monotones (qui n'est en général pas maximale

monotone).

La référence principale de ce mémoire est [10], "Non Linear Proximal Point algorithms

using Bregman Functions, with Applications to Convex Programming”, J. Eckstein.



Chapitre 2

Recherche d’un zéro d’un opérateur

maximal monotone

2.1 Motivation

La motivation principale de ce chapitre est I’étude du probleme d’optimisation convexe

suivant :

Minimiser f(z)
(P1)
9,0 reX

ou f est une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement définie de IR" dans
IRU {+0c0} et X est un ensemble convexe, fermé, non vide de IR". De plus, pour le bien
fondé du probléme, nous supposerons que l’ensemble dom f N X est non vide. Pour le

rappel des définitions concernant ce probleéme, on pourra se référer aux annexes I et III.
1l est immédiat que le probleme (P;) est équivalent a3

(P2) Minimiser f(z) + 6x(z) sur tout z € IR"

ot 6x(.) désigne la fonction indicatrice de ’ensemble X . C’est une fonction propre, convexe

(cfr exemple A.1.14), définie de IR" dans IRU {+oco} par

0 stz € X
6){(1‘) =

400 sinon



De plus, X étant un ensemble fermé, cette fonction 6x(.) est également s.c.i. (cfr exemple

AIIL5).

Par ailleurs, si nous définissons la fonction fx de IR" dans IRU {400} par fx := f+0x,
le probleme (P,) peut se réécrire sous la forme équivalente :
(P3) Minimiser fx(z) sur tout z € "

ot la fonction fy, somme de deux fonctions propres, convexes, et s.c.i., est elle aussi propre

convexe et s.c.i.

Ecrivons & présent la condition d’optimalité de (Ps) :
0 € a(fx)()
ott 8(fx)(z) désigne le sous-différentiel de 1a fonction convexe fx au point z, c’est-a-dire,
dfx(z) = {y € IR" tel que fx(z) = fx(z)+ <y,z—z> VzeR'}.

De plus, comme nous le verrons dans le paragraphe 2.2 (exemple 2.5), la fonction fx()
tant propre, convexe et s.c.i., son sous-différentiel dfx(.) est un opérateur maximal mono-

tone.

La résolution du probléme (Py) est donc équivalente a la recherche d’un zéro de Uopérateur
mazimal monotone dfx(.). Plus précisément, le probleéme (P;) peut se réécrire sous la

forme suivante :

(P4) Trouver z € IR" tel que 0 € dfx(z) .

(e chapitre sera consacré a la recherche d’un zéro d’un opérateur maximal monotone

quelconque T' défini sur IR".

Nous commencerons donc par présenter des résultats essentiels concernant les opérateurs

monotones, maximaux monotones et cycliquement monotones (cfr paragraphe 2.2).

Ensuite, nous analyserons briévement en quoi consiste 1’algorithme du point proximal

proposé par Rockafellar (cfr paragraphe 2.3).



Enfin, nous étudierons une généralisation utilisant des fonctions de Bregman de cet

algorithme. Cette généralisation est due & FEckstein (cfr paragraphe 2.4).

Par la suite, dans le chapitre 3, nous particulariserons les résultats obtenus dans le

cadre général au probleme (Pr), motivation particuliere de notre étude.

2.2 Les opérateurs monotones, maximaux monotones,

cycliquement monotones

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques résultats importants concernant les opérateurs
monotones, maximaux monotones et cycliquement monotones. Ces résultats peuvent se

trouver dans les travaux de Brézis [2].

Soit I’espace IR™ muni du produit scalaire < .,. > et de la norme euclidienne usuelle
||.||. Etant donné D C IR", on désignera par D, int D et conv D respectivement la fer-
meture, I'intérieur et 'enveloppe convexe de D dans IR".

Si X est un convexe fermé de IR", alors Proj x « désigne la projection de z sur X.

Définition 2.1 :
Un opérateur T sur IR™ est une application de IR" dans P(IR™), ot P(IR") désigne 'ensemble
des parties de IR".

Son domaine est 1’ensemble

D(T) = {z € R" tel que T(z) # 0}

Son image est ’ensemble

R(T) = U, g T(=)

Son graphe est ensemble
G(T) = {(z,y) € IR" x IR" tel que y € T(z)}

Notons que par la suite nous identifierons 'opérateur T a son graphe.

Définition 2.2 :
L’opérateur T est univoque si, pour tout @ dans IR", 'ensemble T'(z) contient au plus un

élément. 11 est dit multivogue sinon.



Définition 2.3 :

Soient A et B deux opérateurs sur IR" et A, pp € IR. Alors AA + 1B est Popérateur qui &

un point = dans IR" associe
(AA+ pB)(z) = {MAu+ pvotu € A(z) et v € B(2)} .

Notons que D(AA + pB) = D(A) N D(B).

Définition 2.4 :

L’opérateur inverse de T', c’est-a-dire T—1 est Vopérateur dont le graphe est le symétrique

du graphe de 7', autrement dit,
yeT Hz)ezeT(y).

Nous en déduisons immédiatement que D(T~') = R(T).

Définition 2.5 :

Un opérateur T sur IR" est une contraction si

V T1,T9 € D(T), V 1 € T(CEl), V Yy € T(Sﬁz) “yl — 'y2|| S ”{131 HCL’Q”

Un tel opérateur est toujours univoque.

Définition 2.6 :
I’ensemble des opérateurs sur IR™ est ordonné par l’inclusion des graphes, c'est-a-dire

AC B & A(z) C B(z) pour tout o dans IR"

ou A et B sont deux opérateurs sur IR".

Définition 2.7 :

Un opérateur T sur IR" est dit monotone si

A4 Ty1,Tg € D(T), A Y1 € T($1), v Y € T(Tz) <Y1 —Y2,T1 — Ty > >0



Voici & présent quelques exemples d’opérateurs monotones.

Exemple 2.1 :

e Soit 7' un opérateur monotone sur IR", alors les opérateurs T, AT" pour tout A > 0,

et T (fermeture de T' dans IR"™ X IR™) sont monotones.
o Soient A et B deux opérateurs monotones, alors A + B est monotone.
e Soit J une contraction de D C IR" dans IR", alors I’opérateur I — J est monotone.

e Soit X un ensemble convexe fermé, alors I'opérateur z — Projxa est monotone.

Exemple 2.2 :

Soit ¢ une fonction propre et convexe sur IR". Alors le sous-différentiel de ¢, noté dyp, est

un opérateur monotone sur IR".

Preuve :
Soient 1,2, € IR",y1 € Op(z1) €t Y2 € dp(z2).
1l suit de la définition du sous-différentiel que :
e(z2) = p(T1)+ <y, 22— 21>
et
@(z1) = p(z2)+ < y2, @1 — T2 > .
Des lors,
@(z2) + (1) 2 p(z1)+ <Y1, 82— T1 > +p(z2)+ < Y2, %1 — T2 >
d’ot1, apres simplification,
0> <y1—Y2,T2—21 >

ou encore

0< <ys—Y1,T2 — 1> .
Définition 2.8 :

Un opérateur T sur IR™ est dit strictement monotone si

YV T1,Tq € D(T), A4 1Y € T(.‘BI), A4 Y € T(Ib'g) <Y1 — Y2,T1 — T2 >>0.

Exemple 2.3 :

Soit ¢ une fonction propre et strictement convexe sur IR". Alors le sous-différentiel de ¢,

noté dyp, est un opérateur strictement monotone sur R
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Enongons maintenant une caractérisation des opérateurs monotones.

Proposition 2.1 :

Soit T un opérateur sur IR". T' est monotone si et seulement si
V21,2 € D(T), V1 € T(e1), Vo € T(22), VA > Olzy — 2| < [|(21 —2) + Ay —v2)ll

Preuve : cfr [2], proposition 2.1, p. 21.

Cette condition exprime que pour tout A > 0, 'opérateur (I+AT")~" est une contraction
de R(I + A\T) dans IR". Autrement dit, pour tout y dans IR", 'équation y € « + AT (z)

admet au plus une solution.

Nous allons & présent considérer une classe d’opérateurs pour lesquels ’équation
y € ¢ + AT'(¢) admet ezactement une solution = pour tout y dans IR" et pour tout A > 0.

Il s’agit des opérateurs maximaux monotones.

Définition 2.9 :
Un opérateur T sur IR" est mazimal monotone si son graphe G(T') n’est pas inclus de fagon

stricte dans le graphe d’un autre opérateur monotone T' "sur IR".

Autrement dit, T est maximal monotone si et seulement si T est monotone et si
Y (z,y) € R* x IR" tel que Y({,n) €T <y—me—E&>2>0,aorsy € T(x)

Clitons A présent quelques exemples d’opérateurs maximaux monotones.
p

Exemple 2.4 :

Soit T un opérateur maximal monotone. Alors les opérateurs T-1 et XT pour tout A >0

sont maximaux monotones.

Exemple 2.5 :

Soit ¢ une fonction propre et convexe sur IR™. Si ¢ est s.c.i., alors le sous-différentiel de

¢, noté Je, est un opérateur maximal monotone.



Indiquons maintenant deux propriétés des opérateurs maximaux monotones.

Proposition 2.2 :

Soit T un opérateur sur IR". Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est maximal monotone
2. T est monotone et R(I + 1) = IR"
3. Pour tout A > 0, (I + AT)~" est une contraction définie sur Pespace IR" tout entier.

Preuve : cfr [2], proposition 2.2, p. 23.

Proposition 2.3 :

Soit 7' un opérateur maximal monotone sur IR". Alors D(T') est un ensemble convexe.
Preuve : cfr [2], théoréme 2.2, p. 27.

La fermeture d’un opérateur maximal monotone 7' étant monotone il suit que, T est

fermé dans IR™ x IR™. Plus précisément, on dispose de la proposition suivante :

Proposition 2.4 :

Soit T un opérateur maximal monotone sur JR". Considérons deux suites {z.} et {y.}
telles que Vn € IN y, € T(zn).
Si z, — z et y, — vy, alors y € T(z).

Preuve : cfr [2], proposition 2.5, p. 27.

Remarquons également que la somme de deux opérateurs maximaux monotones A et
B n’est pas nécessairement maximale monotone. En effet, le domaine de cet opérateur
somme, ie D(A + B) = D(A) N D(B), peut étre vide. Clest pourquoi, on a établi des
conditions suffisantes pour que la somme de deux opérateurs maximaux monotones soit

maximale monotone. Citons les deux propriétés suivantes :

Théoréeme 2.1 :
Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones. Si (Int D(A)) N D(B) # 0, alors

A + B est maximal monotone.

De plus, D(A) N D(B) = D(A) N D(B).
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Preuve : cfr [2] corollaire 2.7, p. 36.

Proposition 2.5 :

Soient A un opérateur maximal monotone et B un opérateur monotone, lipschitzien. Alors

A + B est maximal monotone.
Preuve : cfr [2], lemme 2.4, p. 34.

Pour terminer, intéressons-nous a une autre classe d’opérateurs monotones, en I'occurrence

les opérateurs cycliquement monotones.

Définition 2.10 :

Un opérateur T sur IR" est cycliquement monotone si pour toute suite cyclique {zv} de

D(T), ie o, 21, - Tn = To, €t toute suite {yx} telle que y; € T'(z;) i =1,2---n,on a
n
Z <zi— -,y >20.
i=1
Notons que tout opérateur cycliquement monotone est évidemment monotone.

Exemple 2.6 :

Soit ¢ une fonction propre et convexe sur IR"™. Alors le sous-différentiel de ¢, noté dyp, est
un opérateur cycliquement monotone.

En particulier, Oy est trimonotone (c’est-a-dire cycliquement monotone de cycle 3).

Preuve :
Soient T1,%2,' Ty = To et y; € 690(:12‘,') — ]_’ cee, M.
@ étant propre, nous obtenons que ¢(z;) < oo pour tout ;.

De plus, par la définition du sous-différentiel de ¢,
o(zin) — (8) 2 < oy = Ti i > i =L, m

Des lors,
L n
Z < By — Ty P > = Z (p(@i-1) — e(zi))
i=1 1=1

Cest-a-dire, puisque la suite {z;} est cyclique,

n
Z <$i-1“$i:yi>goa

=1

i 4|



ou encore

n
Z <xi_$i—hyi>_>_0-
i=1

Par conséquent lopérateur d¢ est cycliquement monotone. Considérant le cas particulier

n = 3, nous déduisons également que de est trimonotone. u

Dans les paragraphes suivants, nous ferons des références explicites a ces résultats.

2.3 L’algorithme du point proximal de Rockafellar

L’algorithme du point proximal de Rockafellar est destiné & la recherche d’un zéro d’un

opérateur maximal monotone.

Soit T' un opérateur maximal monotone défini sur IR".
Puisque T' est maximal monotone il suit de la proposition 2.2 que, pour tout réel A > 0,
I'opérateur univoque P := (I + AT)~! est une contraction définie sur I’espace IR" tout
entier et & valeurs dans IR".
Cette propriété permet de ramener le probleme de la recherche d’un zéro de T' a celui d’'un

point fixe de P. En effet, on a successivement :

Plz)=2z & ze(I+AT)z YA>0
& 0eT(z).

L’algorithme du point prozimal de Rockafellar procéde comme suit : étant donné un

point z° dans IR", on engendre une suite {2*} définie par
Zk+1 = Pk(zk)

ot Py = (I 4+ MT)7" et {\i} est une suite de réels strictement positifs.
ILe théoreme suivant établit la convergence de cet algorithme.

Théoréme 2.2 :

Soit {z*} une suite générée par P’algorithme du point proximal ol la suite {Ax} a été choisie
minorée par A > 0.
Supposons que la suite {z*} soit bornée (cela est vérifié, si et seulement si, il existe un zéro

12



de Vopérateur T). Alors, sous les h otheses précédentes, la suite 2k converge vers un
P s P P 3

point z tel que
0eT(z).

De plus
lim |5 = 25| =0 = Jim 1Qi(2*) || ot Qi =T — P .

k—+o00

Rockafellar a également étudié la vitesse de convergence de cet algorithme.
De facon générale, on peut dire que plus vite la suite {\*} croit, plus rapide est la conver-
gence (cfr [20], théorémes 2 et 3).

2.4 L’algorithme du point proximal non linéaire util-

isant des fonctions de Bregman

Dans ce paragraphe, nous désirons généraliser I'algorithme du point proximal de Rock-
afellar. Le but du nouvel algorithme consiste toujours a rechercher un zéro d’un opérateur
maximal monotone T, mais les itérations feront intervenir une fonction h appelée fonction

de Bregman. Pour un choix particulier de h, on retrouvera lalgorithme de Rockafellar.

Dans un premier temps, nous donnerons une définition précise d’une fonction de Breg-

man.

Ensuite, nous montrerons que la recherche d’un zéro d’un opérateur maximal monotone
T sur IR™ est équivalente a la recherche d’un point fixe de lopérateur P = (Vh+AT) 'oVh
ol h est une fonction de Bregman et A un scalaire strictement positif. Par analogie avec
’algorithme de Rockafellar, nous serons alors amenés & définir litération de I'algorithme

du point proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman par
gkt = ((Vh 4+ MT) ™ o Vh) (z¥)

ott {\x} est une suite de scalaires strictement positifs.

Enfin, nous proposerons des conditions dexistence des itérés et nous analyserons la

convergence de cet algorithme.

13



2.4.1 Fonctions de Bregman

Soient X C IR™ un ensemble convexe, fermé, non vide et y € IR™\ X. Le point de X

le plus proche de y est le point unique z* résolvant le probleme convexe suivant :

d(z*,y) =inf sex {d(z,y) = ||z —yl}}
ot ||.|| désigne la norme euclidienne usuelle sur IR". Le point ¢*, appelé la projection dey

sur X, est noté z* = Px(y).

Nous remplacons & présent la distance euclidienne classique par une nouvelle mesure

de distance “D(z,y)”, satisfaisant la relation suivante :

( = 0 siz=y
‘D(z,y)
> (0 sinon.

Soit S C IR" un ensemble ouvert non vide. Une telle mesure de distance peut étre
engendrée par une fonction h : T — IR"™ différentiable sur S, continue et strictement

convexe sur 5. En effet, définissons la fonction Dy de S x S dans IR par

Diu(z,y) = h(z) — h(y)— < Vh(y),z —y > . (2.1)
Comme la fonction h est strictement convexe, nous obtenons immédiatement que

Dp(z,y) >0 YzeSVYyeS (2.2)
et Dy(z,y)=0 &z=y (2.3)

D’un point de vue géométrique, Dy(z,y) peut étre interprétée comme la distance entre

z et le plan tangent & la fonction h eny :

14
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Notons que la fonction Dp ne définit pas une métrique. En effet, en général, Dy ne

vérifie ni la propriété de symétrie, ni I'inégalité triangulaire.

Nous allons & présent imposer quelques hypothéses supplémentaires sur la fonction h,
de sorte que la distance Dy(.,y) définie par (2.1) se comporte sur S de fagon semblable
a 1|, — y||* sur R A cet effet, nous définissons une fonction de Bregman de la fagon

suivante :

Définition 2.11 : Fonction de Bregman

Soit S un sous-ensemble convexe ouvert de JR". Une fonction h : S — IR est appelée

fonction de Bregman de zome S si elle vérifie les propriétés citées ci-dessous :

(i) h est continiment différentiable sur S
(ii) h est strictement convexe sur 2

(iii) h est continue sur 5

(iv) Y a € IR, les ensembles de niveau Li(y,) := {z € S tel que Dy(z,y) < a} sont
bornés pour tout y € S.

15



V B € IR, les ensembles de niveau Ly(z, ) := {y € S tel que Dy(z,y) < B} sont

bornés pour tout z € S.

(v) Soit une suite {y*} contenue dans S telle que limg_oo ¥* = y*.
Alors limy_co Dr(y*,y*) =0

vi) Soient :Ilk et 11 k deux suites contenues dans S telles que L'Ek est bornée,
Y
k

limgoeo y¥ =y* € S et limpoo Dy(z*, y*) = 0. Alors limy—eo 2" =y~
Constatons tout d’abord que toute fonction de Bregman & définie initialement sur S
peut &tre étendue a IR en posant h(z) = +oo V@ ¢ S.
En vertu de [19, p. 24 et p. 56], cette extension de h est une fonction propre, convexe et

fermée.

D’autre part, par analogie avec 'opérateur de projection usuel sur un ensemble convexe,
fermé, non vide X, nous définissons l’opérateur de Dy - projection de y sur X de la fagon

suivante :

Py, x(y) := argmin {Dy(z,y) tel que z € SnXy, (2.4)

ot le membre de droite de 'égalité désigne ’ensemble des minima de la fonction Dy(.,y)

sous contraintes z € SN X et ou
Di(z,y) = h(z) — h(y)— < Vh(y), 2 —y > . (2.5)

Avant de considérer quelques exemples de fonction de Bregman, il nous semble utile

d’établir les trois théorémes suivants :

Théoréme 2.3 :

Soit A : IR™ — IR. Si h vérifie les deux conditions suivantes :

1. h est une fonction deux fois continiment différentiable et strictement convexe sur
IR™.
. h(z

2. hm”x”_,oo ﬂ(;)[ = 400

alors h est une fonction de Bregman de zone IR".

Preuve : cfr [4], théoréme 5.1, p. 435.
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Théoréeme 2.4 :

i h est une fonction de Bregman de zone S C IR", alors la fonction g définie par
g(z) = h(2)+ < ¢,z > +bolc € IR" et b € IR, est également une fonction de Breg-
man de zone S.

De plus, V (z,y) €S xS Dy(a,y) = Du(z,y).

Preuve :

Puisque la fonction affine f, définie de IR" dans IR par f(z) =< ¢,& > +b, est con-
tintument différentiable sur IR” et que la fonction A est une fonction de Bregman de zone S,
il est immédiat que la fonction g est contintiment différentiable sur S, continue et stricte-

ment convexe sur 5.

D’autre part, la fonction g induit la méme fonction distance que la fonction de Breg-

man h.
En effet, par définition, Vz € Set Yy €S D,(z,y) = g(z) — g(y)— < Vg(y),z —y >
Or Vg(y) = Vh(y) + ¢, dés lors,

D,(z,y) = h(z)+ < ¢,& > =b—h(y)— < ¢,y > +b— < Vh(y)+c,e—y > .
D’ou apres simplification,
Dy(z,y) = h(z) — h(y)— < Vh(y),z —y >,

autrement dit  D,(z,y) = Dip(z,y).

La thése résulte alors des propriétés de la distance D), associée a la fonction de Bregman

h. ]

Théoréme 2.5 :

Soient Al et h? deux fonctions de Bregman de zone respective S* C IR" et 5? C IR™.
Alors la fonction h définie de ST x S2 dans IR par h(z,p) = h'(z) + h*(p) est une fonction
de Bregman de zone § = S* x S%.

De plus
Dp((z1,p1), (¥2,p2)) = Dp1 (1, 22) + Dy2(p1,p2)

pour tout (z1,p1) € S et (2q,p2) € S.
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Preuve :

Puisque h! et h? sont deux fonctions de Bregman, il est évident que & est contintiment

différentiable sur S, strictement convexe sur S et continue sur 5.

De plus, il suit des définitions de h, Dy1 et Dp2 que pour tout (x1,p1) € Set (x2,p2) € S,

Di((z1,p1), (w2, p2)) = hM(z1) + h2(p1) — b (w2) — 1*(p2)
— < Vil (zy),z1 — 22 > — < VA (pa),p1 — p2 >

& Di((21,m), (22,p2)) = Dui(1,22) + Daz(p1, p2)

La these résulte alors des propriétés des fonctions “distance” D1 et D2 associées aux

fonctions de Bregman h' et h%. "

Voici & présent quelques exemples de fonction de Bregman et la mesure de “distance”

D, correspondante.

Exemple 2.7 :
La fonction h définie de IR™ dans IR par h(z) = 1||z||* ot ||.|| désigne la norme euclidienne

sur IR", est une fonction de Bregman de zone IR".

Avant de prouver ce résultat, constatons que la fonction Dy est définie de IR" x IR"
dans IR par Dy(z,y) = 1|l — y|[*
En effet, par définition,

Y (z,y) € R" x IR® Dy(z,y) = h(z) — h(y)— < Vh(y),z —y > .

Or Vi(y) =y, d’ott Dy(z,y) = i||z|* — lly|*— <y,z —y >,
ou, de facon équivalente,

1
Dular) = 3z — 9l (26)
Preuve :
Remarquons d’abord que la fonction % est deux fois continfiment différentiable et
strictement convexe sur IR". En effet, puisque V2h(z) = I pour tout & € IR", il suit

que Popérateur V2h est défini positif sur IR" et donc h est strictement convexe sur IR" (cfr

proposition A.I.11).
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D’autre part, il est évident que

2
I || S
llell—eo  ||2]]

La these découle alors du théoreme 2.3.

Exemple 2.8 :

Soit Ot = {z € IR" tel que = > 0} et ent la fonction entropique définie de O dans IR par
entz=—30, t;lnZouac O+, Notons que par convention : 0In0 = 0.

Alors la fonction h définie par h(z) = —entz est une fonction de Bregman de zone at.

Avant de prouver cette assertion, constatons que la fonction Dy, est définie de 07 x QF

dans IR par
n T
Di(z,y) = (wiln= —z; + i) - (2.7)
=1

1

En effet, par définition V (z,y) € 0" x0
Dy(z,y) = h(z) — h(y)— < VRh(y),z —y > .

Or Vh(y) = (In(2) + 1)y, ot
w Ti o Yi Yi
Dy(z,y) =3 ailn—= =3 gln=—3 (In(>*) +1)(zi — i) -
i=1 L a 4 a;
Apres simplification, il suit que
Da(w,y) =) wiln (2) =3 el (X) =3 =+ v,
i=1 i i=1 i =

ou de fagon équivalente,

Preuve :

Nous vérifierons successivement les assertions de la définition d’une fonction de Breg-

man (cfr définition 2.11). S.p.d.g., nous supposerons que a; = 1 Y i= 1 eusm.

1. La fonction h est contintiment différentiable sur Q%.

En effet, h(z) = 3%, f(x;) ou la fonction f : IRY — IR, définie par f(z) = zlnz,

est continfiment différentiable sur IRg .
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. 1 —t
9. La fonction h est continue sur § .

En effet, en vertu de 1), il suffit de prouver que h est continue en 0 € IR". Considérons
donc une suite {z*} C R" telle que limg_.co ek = 0.

Par la définition de h, nous obtenons que limg_,oo B = W ans it ¥ In zf
d’ott limg—e h(z¥) = 0.

D’autre part, il suit de la convention 0ln0 = 0 que h(0) = 0.

Dés lors, limy_e h(:z:k) = h(0). La these découle alors du critere de réduction aux

suites.

3. La fonction h est strictement convexe sur §+.

En effet, h(z) = %, f(z;) ol la fonction f : IRt — IR est définie par f(z) =axlnz

avec la convention 01n 0 = 0. Montrons que f est strictement convexe sur Ig*,

- D’une part, nous savons que V z € IR,
d’f(z) 1
d*z  z

Ainsi, il suit de la propriété A.I.10 que f est strictement convexe sur RS

>0.

- D’autre part, vérifions que V A €]0,1[et Vo >0ona
O + (1= )0) < Af() + (1 = N F(0).
En effet, par la définition de f, cette inégalité se réécrit
dxlndz <Adzha,

ou encore,
Indz<Inz.

Ce qui est évidemment vérifié car Az < z et la fonction In est strictement

croissante.

4, Ya€ Ret VyeQt,les ensembles de niveau Ly(y, «) sont bornés.

En effet, supposons par ’absurde qu’il existe y € Ot et « € IR tel que ensemble
Ly(y, a) contienne une suite {z*}22, non bornée.

Dans ce cas, montrons que

klim Dh(fck,y) = lim Z (wf In :L‘ic — :cf’ Iny; — fcf +y;) = +o0.

20



- D’une part nous savons que
eflnef —aflny; —ef +y; 20 Vi=1--n (2.8)

En effet, la fonction f : IRY — IR définie par f(z) = zlnz (avec 0Iln0 = 0)
est contintiment différentiable sur IRy, strictement convexe sur IR" et continue
sur IR*. Ainsi, la positivité de la mesure de distance Dy correspondante nous

assure que
Df(a:f‘,yi) = mfln'vf —zflny; — ey >0 Viel,--,n

- D’autre part, la suite {z*}72, étant non bornée, il existe un indice j €1,---,n
tel que la suite des composantes {mf 122, est non bornée. Plus précisément, nous
pouvons en extraire une sous-suite, que sans perte de généralité nous notons
{z¥}52,, telle que limy_.co 2k = 4o0.

Par conséquent, passant a 1a limite sur les indices de la sous-suite {1 }, nous

obtenons que
lim (z¥Ina} — 2 flny; — ok +y;) = +oo (2.9)

k—o0

ol y; désigne la composante de y correspondante a la suite de composantes
k
{=7}.

- En conclusion, il résulte de (2.8) et (2.9) que

klim Di(z*,y) = lim > (zFInazf —aflny; — a¥ +y) = +o0. (2.10)

k—too i=1
Or Phypothese {z¥} C L'(y, ), affirme que
lim Dp(zF,y) < «
k—o0

Ce qui contredit (2.10).

Par un raisonnement analogue, nous pouvons montrer que V 8 € IR et YVze ﬁ+,

les ensembles de niveau Ly(z,3) sont bornés.

5. Soit une suite {y¥}52, C Ot telle que lim_.0 y* = y*.

1l suit immédiatement de la continuité de la fonction In que

n

]{:11_{2) Dh(y*:yk) = 2 Lhm (yz hl yk +yi B y') 0.

=0
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6. Soient deux suites {z¥}52, et {y*}32o contenues dans O+ telles que {z*} est non
bornée, limg_eo ¥* = y* et limg_o0 Dy(z*,y*) = 0.

Montrons que limg_,co ok =y~

Soit 2* € QT une valeur d’adhérence de la suite {¢*}. Notons {27} la sous-suite
k

= 3%

extraite de {z*} telle que limy_,o @

~ 11 suit que la continuité de la fonction In que

n gk n *

, ) g o 2

lim  Dp(z%,y%) = lim > (27 In = o= a? 4 y1*) = 3 leflo— =i yr) .

ke Kol oy i i=1 Yi

- Evaluons & présent le terme général de cette somme. Soit 7 € 1+ n, un indice
arbitraire.

Pk %
Si 2} = y; alors .

S IR
:r:jln-;—:cj-i-yj:O.
Ys
siw}‘z[)ety}‘>0alors

* iL': * * *
mjln—y;—wj+yj =y; >0.
J
si aj >0 et y; = 0 alors

z*
* J * *
e;ln — — o +y; = +oo.
Yi
- Cependant, par hypothese, limy_, Dy(2%,y™) =T, (2! In g::——:cf-l—yl?‘) = I,
Ainsi, la seule situation autorisée est i = y Vi=1--n, cest-a-dire z* = y*.
Par conséquent, toute valeur d’adhérence de la suite {x*} est égale a y*, autrement

dit, limj—e @* = y*. Ce qu'il fallait démontrer. m

Exemple 2.9 :
Soit QF = {z € IR" tel que = > 0}.
La fonction kb définie de 07 dans IR par h(z) = ©p, (z;ln@; — ;) est une fonction de

Bregman de zone 2t.
De plus la fonction Dy, est définie de 0" x OF dans IR par

Dy(z,y) :Zn: (a:,-lnff*—a:g-l-y,-) : (2.11)

i=1 Yi
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Preuve :

1l est évident que h(z) = hK'(z)+ < ¢,z > +botug=1i=1,---,n ,b=0¢tla
fonction A’ est définie de Q" dans IR par h'(z) = Xy z:ilnzi

Or la fonction A’ est une fonction de Bregman de zone QO+ (cfr exemple 2.8).
Par conséquent, il résulte du théoréme 2.4 que h est une fonction de Bregman de zone art

telle que

n

P
Dh(may) == Dh'(&‘,y) = Z (.’Eih’l—y—. —x; + y:) .

i=1

Ce qu’il fallait démontrer. u

Exemple 2.10 :

Soit § = {z € IR* tel que ;> —1 ¢ = 1,---,n}.

La fonction h définie de S dans IR par h(z) = L, (zi+ 1)[In(z; +1) — 1] est une fonction
de Bregman de zone S.

Preuve :

Soit le changement de variable y = = + 1. La these suit alors de 'exemple 2.9. "

2.4.2 Forme de Dlitération de ’algorithme du point proximal
non linéaire utilisant des fonctions de Bregman
Rappelons que nous désirons résoudre le probleme suivant :

(P) trouver z € IR™ tel que 0 € T'()

ott T est un opérateur maximal monotone sur IR".
Comme dans le cas classique, le probleme (P) revient 4 trouver un point fixe de

lopérateur T' := (Vh + AT)~! o Vh quelle que soit la fonction de Bregman h de zone
S et quel que soit A > 0.
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En effet, si nous acceptons pour un moment que P est univoque, nous avons succes-
sivement :
z=((Vh+AT) o Vh)(z) < Vh(z) € Vh(z) + \T'(z)
& 0€ AT ()
& 0eT(z)

Dot lidée d’écrire I'itération du point fixe pour résoudre le probléeme (P). Plus

précisément, nous définissons ’algorithme suivant :

Algorithme 2.1 :

Soient {\i} une suite de scalaires strictement positifs et & une fonction de Bregman de
zone S C IR telle que D(T') € 5.
Etant donné 2° € S, l'algorithme du point prozimal non linéaire utilisant des fonctions de

Bregman génére une suite {2122, telle que

21 = (Vh+ MT) ™" o Vh)(a) . (2.12)

Avant d’étudier la convergence de la suite {z*}, donnons quelques propriétés impor-

tantes de l'opérateur P, notamment que P est univoque.

Proposition 2.6 :
Soient 7' un opérateur monotone sur IR™ et h une fonction de Bregman de zone S C IR*,

telle que D(T) C S. Alors opérateur P := (Vh+T)™" o Vh est univoque.

Preuve :

D’une part 'opérateur Vh est strictement monotone car h est une fonction strictement

convexe sur S (cfr exemple 2.3).

D’autre part, par hypothese T' est un opérateur monotone, dés lors Popérateur VA +T

est strictement monotone, c’est-a-dire
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Y z,y € D(T) tels quex #y, V1 € (Vh+T)(z), Yy2€ (Vh+ T)(y)

<y —ynr—y>>0
Par conséquent, pour tout 2,y € D(T) tels que # y, nous obtenons que
(VE+T)(z)N(VE+T)y) =10,

et donc Popérateur (VA + T')™" est univoque.
La these découle alors du fait que Vh est univoque. u

Proposition 2.7 :

Soient X C IR" un ensemble convexe, fermé, non vide et h une fonction de Bregman de
zone S telle que X C S. Considérons un vecteur y € R*\ X.

Alors Py := ((Vh+ Nx)~' o Vh)(y) est la Dy-projection de y sur X, ot Nx(y) désigne le

cdbne normal a X en y.

Preuve :

1. Montrons d’abord que l'opérateur P est bien défini, c'est-a-dire que Nx est un

opérateur monotone.

Puisque X est un ensemble convexe, fermé, non vide; sa fonction indicatrice est
propre, convexe et fermée (cfr proposition A.IIL5). Deés lors d6x est un opérateur
monotone (cfr exemple 2.2). Ainsi, puisque Nx = 06x, nous déduisons que Nx est

un opérateur monotone.
9. Montrons ensuite que Py = ¢* ol z* =argmin zex {Dn(z,y)}-

- On a immédiatement que z* =argmin __jpn {Dp(z,y)+6x(x)}. Ainsi, écrivant

la condition d’optimalité de ce probleme de minimisation, nous obtenons que
0 € {Dx(,,y) +6x()}(=") ,
c’est-a-dire

0 € d(h() — h(y)— < Vh(y),- —y > +6x()}(=") - (2.13)
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- Or ri(X)Nri(dom &) # @ (ol Pabréviation ri désigne Pintérieur relatif (cfr
définition A.IL1)). En effet, d'une part ri(X) € § car X C S et S est un
ouvert. D’autre part ri(X) # 0 car X est convexe (cfr proposition A.IL4).

- Par conséquent, il suit des régles de calcul du sous-différentiel (cfr proposition
A.IV.12) que la relation (2.13) est équivalente a

0 € Vh(z*) — Vi(y) + 06x(z¥)

c’est-a-dire,
Vh(y) € (Vh+ Nx)(z"),

ou encore,

z* € (Vh + Nx) ' o Vh)(y) . (2.14)

- De plus, puisque Ny est un opérateur monotone, il suit de la proposition 2.6,

que Popérateur ((Vh + Nx)~' o Vh) est univoque. Ainsi nous pouvons écrire

z* = ((Vh + NX)"l o Vh) (y)
c’est-a-dire la these. m

Considérons & présent la propriété de “non expansivité” de 'opérateur P.

Proposition 2.8 :

Soient T un opérateur monotone sur JR", h une fonction de Bregman de zone S C IR" telle
que D(T) C S et P lopérateur défini par P := (Vh+T)~! o Vh. Considérons un vecteur
y € IR" tel que Py existe.

Si z € S est un zéro de T alors Dy(z, Py) < Du(z,y) — Da(Py,y).

Preuve :

1. Montrons d’abord que la thése est équivalente a la relation suivante
< Vh(y) — Vh(Py),Py —z> 2 0.

Pour cela, il suffit de remarquer 'équivalence des inégalités suivantes :

Dy(z,Py) < Di(z,y) — Dn(Py,y)
& — < Vh(Py),z—Py> < — < Vh(y),z—y >+ < Vh(y), Py —y >
&< Vh(Py),Py—2> < <Vh(y)y—z>+ < Vh(y),Py—y >
&< Vh(Py),Py—2z> < <Vh(y),Py—z>
&< Vh(y) — VR(Py),Py—2z> =2 0.
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9. Montrons ensuite que < Vh(y) — VA(Py), Py —z> =2 0.

Par définition de P on a que
Vh(y) € (VR+T)(Py),

c’est-a-dire

Vh(y) — Vh(Py) € T(Py) -

Comme, d’autre part 0 € T'z, il suit de la monotonie de T' que
< Vh(y) — Vh(Py)—0,Py—2>20

Ce qu’il fallait démontrer. "

2.4.3 Conditions d’existence des itérés de I’algorithme du point

proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman

Dans ce paragraphe, nous désirons analyser les conditions d’existence de la suite {z*}32,
générée par l’algorithme du point proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman,

c’est-a-dire
2F1 = ((Vh+ MT) ™' o Vh)(z*)

olt {\;} est une suite de scalaires strictement positifs et & une fonction de Bregman de

zone S C IR"™ telle D(T") C 5.
Enoncons donc le théoreme suivant :

Théoréme 2.6 :

Soient T un opérateur maximal monotone sur IR™ et h une fonction de Bregman de zone
S telle que D(T') € S.

Si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

H.2.1. l'image du gradient de h est égal & IR".

H.2.2. Pimage du gradient h est un ouvert et 0 appartient a I'image de T'.
Alors la suite {zF} générée par I'itération

eH1 = (Vh+T)™' o VA)(2)

est bien définie pour tout z° € S.
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Dans le but de prouver ce résultat, rappelons tout d’abord une propriété de 'image de

la somme de deux opérateurs monotones.

Définition 2.12 :

Soit T un opérateur monotone. On dit que T vérifie la L-propriété si

Yue D), VoveR(T) inf {<z—uy—v> tel que z € D(T),y € Tz} > —oo

Proposition 2.9 :

Si T un opérateur trimonotone, alors T vérifie la L-propriété.
Preuve : cfr [3], p. 392.

Proposition 2.10 :

Soient A et B deux opérateurs monotones tels que
1. D(A) C D(B)
2. A+ B est maximal monotone
3. B vérifie la L- propriété

alors

int (R(A + B)) = int (R(A) + R(B))

et
R(A + B) = R(A) + R(B) .

Preuve : cfr [3], théoréme 17, p. 393.

Preuve du théoréme 2.6 :

1. Prouvons d’abord que int (R(T + Vh)) = int (R(T) + R(VR)).

Remarquons dés & présent que la fonction h étant différentiable et convexe sur S (def.
2.11, (i) et (ii)), son gradient est un opérateur maximal monotone et trimonotone de
domaine S (exemple 2.5, exemple 2.6).

Nous déduisons alors les propriétés suivantes :
- D’une part, 'opérateur T' + Vh-est maximal monotone.

En effet, Vh et T sont deux opérateurs maximaux monotones. (2.15)
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De plus, par hypothese ri(D(1')) © D(T) C S et ri(D(Vh)) = S,
d’ott 7i(D(T)) C ri(D(Vh)) . (2.16)
Or D(T) est convexe puisque 1" est maximal monotone (proposition 2.3),

ainsi, il suit d’une propriété de I'intérieur relatif (proposition A.IL.4) que

ri(D(T)) # 0 . (2.17)
Dés lors, il suit des relations (2.16) et (2.17) que
ri(D(VR)) Nri(D(T)) # 0. (2.18)

Par conséquent, nous déduisons des relations (2.15), (2.18) et du théoreme 2.1

que Vh + T est un opérateur maximal monotone.

- D’autre part, la proposition 2.9 nous assure que 'opérateur trimonotone Vh
vérifie la L—propriéteé.

- Enfin, puisque par hypothese que D(T) C S, nous obtenons que
D(T) C D(Vh).

La these suit alors de la proposition 2.10 ot nous identifions A:=T et B:=Vh.

. Veérifions ensuite que opérateur (Vh +T)™" o Vh est bien défini sur D(Vh), c’est-
a-dire que

R(Vh) C D(Vh+T)™ = R(Vh+ T .
Nous savons déja par la premiére partie de la preuve que
int (R(T 4 Vh)) = int (R(T) + R(V])). (2.19)
Dés lors, si R(Vh) = IR" nous obtenons que int (R(T) + R(Vh)) = IR" et donc
R(Vh) = R" = R(T + Vh).
Par ailleurs si R(Vh) est un ensemble ouvert et 0 € R(T), alors
int ({0} + R(Vh)) C int (R(T) + R(Vh)),

autrement dit

int (R(VAR)) C int (R(T) + R(Vh)) .
Ainsi nous déduisons de la relation (2.19) que

int (R(Vh)) C int R(T'+ V) C R(T + Vh) ,
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Or R(Vh) est un ensemble ouvert, par conséquent nous obtenons que

R(Vh) C R(T + V).

3. Finalement, il suit des définitions de I'inverse d’un opérateur, et de la somme de deux
opérateurs que
R(Vh+T)™ =D(Vh+ T) C D(Vh) .
De plus, en vertu de la deuxieme partie de la preuve, I'opérateur (Vh+T) " oVh
est bien défini sur D(Vh).
Par induction, nous pouvons donc affirmer que pour tout g € D(Vh) = S5 et
Vik>02M=((Vh+T) "o Vh)(z*) existe. Ce qu'il fallait démontrer. m

Remarque 2.1 :

Dans la suite de ce mémoire, nous supposerons que 'une des deux hypotheses (H.2.1.)
ou (H.2.2.) est vérifice.
Appliquant alors le théoreme 2.6 4 l'opérateur maximal monotone AT ot Ay > 0, nous
déduisons lezistence de la suite définie par lalgorithme du point prozimal non linéaire

utilisant des fonctions de Bregman.

Vérifions & présent que les quatre exemples de fonction de Bregman mentionnés dans le
paragraphe précédent vérifient hypothese (H.2.1) du théoreme 2.6, Cest-a-dire R(Vh) =
IR"™.

Exemple 2.11 :
Si la fonction h est définie de IR® dans IR par h(z) = Hl|z|[?, alors Vh(z) = . D’ou
R(Vh) = IR".

Exemple 2.12 :

Si la fonction h est définie de 0" dans IR par h(z) = £, ilna; avec la convention
01n0 = 0, alors VA(z) = (Inz; + 1),.

1l est donc immédiat que R(Vh) C IR".

D’autre part IR* C R(VHh). En effet, pour tout y € IR", il suffit de considérer z € Q% tel

que z; = e¥~! i=1.--n, pour obtenir y; =Inz; +1 2=1---n.

Exemple 2.13 :

Si la fonction h est définie de 0" dans IR par h(z) = 2%y (zilnz; —2y),
alors Vh(z) = (Inz;)fy-
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Par un raisonnement analogue a celui de 'exemple 2.12, il suit que R(Vh) = IR".

Exemple 2.14 :

Soit S = {x € IR" tel que z; > —1 pour tout i=1,-,n}

§i la fonction h est définie de S dans IR par h(z) = Xizt (z; + DIn(e; + 1) — 1],
alors Vh(z) = (In(zi 4+ 1))y

Par un raisonnement analogue & celui de 'exemple 2.12, il suit que R(Vh) = IR".

2.4.4 Convergence de I’algorithme du point proximal non linéaire

utilisant des fonctions de Bregman

Remarquons tout d’abord que par le changement de variable non linéaire y* = Vh(z"),
Pitération oF+t = (VA + MT) 7 o Vh)(zF) se réécrit y*t = (1 + Al Too (FR)1)) L)
Laquelle est bien str l'itération de 'algorithme du point proximal linéaire appliqué a
Popérateur T o (Vh)™" (cfr paragraphe 2.3). Cependant, les compositions d’opérateurs
monotones n'étant pas nécessairement monotones, nous ne pouvons pas appliquer la théorie

de convergence établie dans le cadre de lalgorithme du point proximal linéaire.
Enongons & présent le théoreme de convergence de la suite {z*} définie par 'algorithme
du point proximal non linéaire atilisant des fonctions de Bregman (algorithme 2.1) vers

une solution du probleme (P).

Théoreme 2.7 : Convergence vers une solution du probléme P

Soient T' un opérateur maximal monotone sur IR", h une fonction de Bregman de zone
S telle que D(T) C S, et {Ax}ilo une suite de scalaires strictement positifs telle que
inf x>0 {Ax} > 0.

Considérons également la suite {2k}, € IR™ définie par I’algorithme du point proximal

non linéaire utilisant des fonctions de Bregman, c’est-a-dire
= ((Vh+ MT)lo Vh)(z*) VEk=0.

. Des lors la suite {z*} converge vers un zéro de Popérateur T s'il en existe un. Dans le

cas contraire, la suite {z¥} est non bornée.

Dans le but de prouver ce théoréme, rappelons tout d’abord une propriété des suites

convergentes.
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Lemme 2.1 :

Soit {a*}52, une suite décroissante de R
Si {a*1}%2, est une sous-suite extraite de {2*} telle que lim; e it = 0,

alors limg— zF = 0.

Preuve du lemme 2.1 :

_ Montrons d’abord que la suite {z¥} converge.

En effet, puisque la sous-suite {z*i} décroit et converge vers 0, nous obtenons que
zki >0 VieN (2.20)

Par ailleurs, il suit de la croissance des indices d’une sous-suite que k; > kV k,j € IV.

Ainsi, nous déduisons de la décroissance de la suite {zF} que

b < ot Vk,jeIN (2.21)
Regroupant alors les inégalités (2.20) et (2.21), nous obtenons que

0<zh <az* Vk,jeIN.

Par conséquent, la suite {¢*} est décroissante et minorée par 0. 1l s’agit donc d’une

suite convergente.

- Finalement, puisque toutes les sous-suites extraites d’une suite convergente con-
vergent vers la méme limite, nous concluons que limg_oz¥ = 0. Ce qu’il fallait

démontrer.

Prouvons & présent le théoreme de convergence associé au probleme (P).

Preuve du théoréme 2.7 :

Partie 1. Supposons que l'opérateur T admette un ensemble non vide de

zéros, c’est-a-dire qu’il existe z € D(T) tel que T'(z) = 0.

Nous désirons alors prouver la convergence de la suite {z*} vers un zéro de T
Dans ce but, nous vérifierons d’abord que la suite {a*} est bornée (Pas 1). Ensuite, nous
prouverons que toutes les valeurs d’adhérence de cette suite sont des zéros de I'opérateur
T (Pas 2). Enfin, nous montrerons que la suite {z*} admet une seule valeur d’adhérence

appelée valeur limite de la suite (Pas 3).

32



Pas 1 : [La suite {*} est bornée]

D'une part, nous savons que I'opérateur AT est monotone pour tout Ax > 0.
D’autre part, z € S est un zéro de T.
Ainsi, il résulte de la proposition 2.8 que :

Di(z,2"*1) < Dyu(z,2%) — Dp(a**t,e")Vke IN. (2.22)

D’ot, par la positivité de la fonction D, Di(z,2*t1) < Dp(z,2%) VYV ke N

Par conséquent, la suite {z*} est contenue dans ’ensemble de niveau
La(2, Di(2,2°)) == {y € S ta Da(z,y) < Di(z,2°)} -

Or cet ensemble est borné car h est une fonction de Bregman (définition 2.11, (iv)). Ainsi,

nous concluons que la suite {z*} est bornée.
Pas 2 : [Toute valeur d’adhérence de la suite {a*} est un zéro de lopérateur T]

La suite {z*} étant bornée, nous pouvons en extraire une sous-suite, que nous noterons

{7}, telle que z* = lim;_,c0 aki,

1. Constatons tout d’abord que

lim g%t =% . (2.23)

j—0oo

- En effet, sommant 1"inégalité (2.22) répétée pour k variant entre 0 et m (m étant

un entier quelconque), nous obtenons que

m
k+1 _k 0
Z Dy(z*t,2"%) < Di(2,2 ).
k=0
Par conséquent, la série & termes positifs Yoieo Dy (z**, 2¥) admet une somme

finie, et donc
lim Dh(mk“"l,:ck) =0 .

k—oo

ou encore
- kil ki
lim Dy(z**,2%) =0.

J—0oo

- De plus, la suite {z*} étant bornée, il en est de méme pour la sous-suite {z*}.
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~ Ainsi, il suit de la définition h comme fonction de Bregman (définition 2.12 (vi))

que
lim zft! = 2*
J—00

9. Réécrivons ensuite la relation d’itération de la suite {2*}. Nous avons successivement

que

o = (Vh 4+ M) (Vh(z*) Yke N

c’est-a-dire

Vh(z¥) € (Vh+ MT) (") Ve N,

ou encore

1
T-(Vh(mk) — Vh(z**1)) € T(z**') YEke .
k
Appliquant cette relation a la sous-suite {z*/}, nous obtenons que

1

3 (Vh(z*) — Vh(z"+)) € T(a**!) Vkj € IN. (2.24)
k;

. Montrons maintenant que

lim /\_1— (Vh(zh) — Vh(z*+1)) = 0. (2.25)

D’une part, il suit de I'hypothese D(T) C S quez* € S.

D’autre part, rappelons que par définition litny. ses zki = z* et que par la relation
(2.23) limjeo 2™ = 2.

Dés lors, puisque la fonction de Bregman h est contintiment différentiable sur S, nous
obtenons que

lim Vh(z') = Vh(z*) et lim Vh(z¥*') = Vh(z"),

J—00 J—foo

d’ou
lim (VA(z") — Vh(z"1)) =0
j—00
Or par hypothése inf k>0 {Ax} > 0, des lors,
lim ——(Vh(z") — Vh(zb*1)) = 0

J=00 Ak,
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4. Finalement, en vertu du caractere fermé des opérateurs maximaux monotones (cfr
proposition 2.4) et des relations (2.23), (2.24) et (2.25), pour rappel

lim zFt! =z*
j—oo

L (h(eh) - VA € TEHT) Vs e N
k;

o )\L(Vh(a;kj) _ Vh(zhtY)) =0,

10 Al

nous concluons que 0 € T'(z%).
Autrement dit, toute valeur d’adhérence de la suite {2*} est un zéro de l'opérateur

T

Pas 3 : [La suite {z*} admet une seule valeur d’adhérence]

Soit # € S tel que & # z* une deuxieme valeur d’adhérence de la suite {z*} et soit

I, . b .
{a*} la sous-suite convergente correspondante, c’est-a-dire

lim 21 =%. (2.26)

J—o0
Notre but sera de prouver que & = z*.

1. Remarquons tout d’abord que

klim Di(z*,2*) =0. (2.27)

En effet, par 'inégalité (2.22) appliquée & z = 2" € T-1(0) nous obtenons que
VkeIN Dy(z*,a**") < Du(a", z*) — Dp(z**2,2%) .

Ainsi, il suit de la positivité de la fonction Dy que la suite {Dn(z*,2*)}5lo est

décroissante.

*

D’autre part, la sous-suite {z*} C D(T') € 5 est telle que lim;_. 2% = z*.

Par conséquent, nous déduisons de la définition de h comme fonction de Bregman

(définition 2.11 point v) que
lim Dy(z", ghi) =0

J=roo

Le résultat annoncé découle alors du lemme 2.1, ou nous identifions z* & Dy(z*,z%)

et a¥i & Dy(z*,a%).
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9 Définissons ensuite w* = z* V k € IN et montrons que Tt s, 0% = %
D’une part, puisque la sous-suite {Dp(wk', 2¥')} est extraite de la suite (Dy(z*,zF)}
et que limy_oo Dir(z™, z*) = 0, nous obtenons que

lim Dh(wk'j,a:k”') = ) (2.28)

j—o0
D’autre part, en vertu du pas 1, la suite {z*} est bornée

d’ott {w*'7} C {z*} est également une suite bornée. (2.29)

Ainsi, en regroupant les relations (2.26), (2.28), (2.29), pour rappel :

. /. P

lim ¥ =&

j—+00

. I, 1.

lim Dj(w®i,2¥7) =0
J—0o0

et la suite {w*7} est bornée

et appliquant le point (vi) de la définition de h comme fonction de Bregman (définition
2.11), nous obtenons que
K';

=i. (2.30)

lim w
g—00
3. Enfin, puisque par définition w* = 2* V k € IN , nous obtenons que & = z~.
Ce qui nous permet de conclure que la suite {z*} admet une seule valeur d’adhérence

z* qui est un zéro de 'opérateur T'.

Partie 2. Supposons maintenant que l’opérateur 7' ne possede aucun zéro,
c’est-a-dire T71(0) = 0.

Nous désirons alors prouver que la suite {2*} est non bornée.

Supposons par Uabsurde qu’il existe & € IR tel que ||z*|| <6 YV ke IV.
Soit Pensemble C = {z € D(T) tel que ||| < 6} € D(T) et p = sup, ¢ {{IVh(z)||}
1l est tout d’abord évident que p est fini. En effet, d’une part C est un ensemble compact
inclus dans S car D(T) C S. D’autre part, le gradient de h est une fonction continue sur

S(définition 2.11 (i)). Par conséquent, Popérateur Vh atteint sa borne supérieure en un
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point de €.

Définissons également r :
r = max{§,p}t+1,

et remarquons que r est fini et r > 4.
Considérons & présent opérateur T défini par

T'(z) si|lz]| <7

T'(z) = {y + az tel quey € T(z) et a >0} si||z|[ =7

L 0 sillz|] >r
et Pensemble L = {z € R" tel que ||z|| < r} = D(T").
1. Montrons que l'opérateur maximal monotone T' admet au moins un zéro.

- Dans ce but, remarquons d’abord que T"(z) = T'(z) + dg(z) Vz € IR"
ot g(z) = (). En effet par définition, nous avons que

Ni(z) ={y € R" tq <yw—z><0Vwel} siz€l
dg(z) =

0 sinon

ou plus précisément,

0 sillz]| <r
dg(z) = azoa>0 sillz|l=r
L ) si||z|| > r

- Montrons ensuite que 'opérateur 7" est maximal monotone.
D’une part, la fonction g est propre et s.c.i. car elle est la fonction indicatrice
d'un ensemble convexe fermé L (cfr proposition A.IIL5). Son sous-différentiel, ie
g, est donc un opérateur maximal monotone (exemple 2.5). Notons également
que D(dg) = L.

D’autre part, par hypothese, nous savons que

|z¥|]| <é<r VEkelN
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d’ou,

z* € D(T)N int D(g) VY ke IN

et donc

D(T)N int D(dg) # 0.

Finalement, nous déduisons du théoréme 2.1 que T' = T + 9g est un opérateur

maximal monotone.

- Enfin, remarquons que 7" posséde au moins un zéro, c’est-a-dire (T")~1(0) # 0,
car D(T") = L est un ensemble borné [cfr (20), proposition 2, p. 882].

9. Par définition, nous savons que r > & d'ou |[z*]| < § < r V k € IN et donc
T(z*) = T'(z*) V ke IV

Ainsi, il suit que
(Vh + MT) Y (Vh(z*) = (VR + NI B ™)) = 1 VkelN.

Appliquant alors la partie 1) de la preuve a I'opérateur T', nous obtenons que la suite

{z*} converge vers un zéro de l'opérateur 1" : soit ™.

Cependant, rappelons-nous que par hypothese de I’absurde,
|lzF||<6<r VEkelN,
Deés lors, en passant a la limite, il suit que
le*|| <6 <7
et donc T'(z*) = T"(a*).
Finalement, nous obtenons que 0 € T"(z*) = T(z*) c’est-a-dire que z* est un zéro de
Vopérateur T' ce qui contredit hypothése T~1(0) = 0.

L’hypothése de I’absurde étant fausse, nous concluons que la suite {z*} est bornée.

Ce qu'il fallait démontrer. m

Remarque 2.2 :

La seule condition restrictive du théoréme 2.7 est D(1') C S.
Dans beaucoup d’applications, comme par exemple la méthode exponentielle des multi-
plicateurs (cfr paragraphe 4.4.6), il serait préférable de remplacer cette condition par une

hypothese plus faible.
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2.4.5 Cas particulier : h(z) = 3||z|]*

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons & la forme de l'itération de l’algorithme du
point proximal non linéaire utilisant la fonction de Bregman h est définie de IR" dans IR
par h(z) = lal 2.

Soit 2° € IR". Puisque Vh(z) =z VY @ € IR", 'algorithme 2.1 génére une suite {z*}
telle que

= (I 4+ M) (2F)

ot {\z} est une suite de scalaires strictement positifs.

En outre, nous savons par I’exemple 2.11 que R(Vh) = IR". Cette suite est donc bien

définie quel que soit le point de départ z° € IR"™ (cfr théoreme 2.6).

Nous retrouvons ainsi I’algorithme du point proximal linéaire de Rockafellar rappelé

dans le paragraphe 2.3.
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Chapitre 3

Algorithme de minimisation

proximale utilisant des fonctions de

Bregman

Dans ce chapitre, nous désirons appliquer 1’algorithme du point proximal non linéaire

analysé dans le paragraphe 2.4 au probléme convexe (P;) :

Minimiser f(z)
(P1)
S.C. zeX

ot f est une fonction propre, convexe et s.c.i., définie de IR"™ dans JRU {4co} et X est un

ensemble convexe fermé, non vide de IR" tel que dom f N X # 0.

Enoncons tout d’abord deux propositions relatives aux conditions d’existence et d’unicité

des solutions du probleme (P;).

40



3.1 Conditions d’existence et d’unicité des solutions

du probleme de minimisation convexe ()

Proposition 3.1 :

Si Pensemble X sur lequel nous minimisons est borné alors il existe au moins une solution

au probleme (Py).
Preuve : cfr [22], propriété 2.8, p. 35.

Proposition 3.2 :
Si la fonction f est fortement convexe, alors le probléme (P;) admet une solution unique.

Preuve : cfr [22], propriété 2.9, p. 36.

3.2 Algorithme de minimisation proximale utilisant

des fonctions de Bregman

Dans le paragraphe 2.1, nous avons réécrit le probleme (P;) sous la forme de la recherche

d’un zéro d’un opérateur maximal monotone. Nous avons obtenu le probleme :
(Py) Trouver z € IR" tel que 0 € 0 fx(z)

oit Ofx(x) désigne le _sous—diﬂ’érentiel de la fonction convexe fx := f + éx au point z.

Appliquons & présent l'algorithme du point proximal non linéaire utilisant des fonc-
tions de Bregman (algorithme 2.1) au probleme (Py). Nous identifions donc les opérateurs

maximaux monotones T et 9 fx.

Etant donné z° € S, nous engendrons ainsi une suite {2*}52, telle que
2 = (Vh+ M0fx)™ o Vh)(2*) (3.1)

ot {\;} est une suite de scalaires strictement positifs et & une fonction de Bregman de

zone S telle que D(9fx) C 5.
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Clomme mentionné dans le paragraphe 2.4.3, nous supposerons que I'une des deux

conditions suivantes est vérifiée afin d’assurer 'existence de la suite {a*}

H.3.1. R(Vh)=IR". (3.2)
H.3.2. R(Vh)est un ouvert et 0 € R(8fx), ou plus précisément,

R(V1) est un ouvert et la fonction f atteint son minimum sur X . (3.3)

Nous désirons & présent rééerire itération (3.1) en terme des fonctions f et Dj. Dans

ce but, énoncons le théoreme suivant :

Théoréeme 3.1 :

Soient {\;} une suite de scalaires strictement positifs et h une fonction de Bregman de
zone S telle que D(0fx) € S. Alors,

"1 =argmin ,ex {f(2) + j\l;Dh(ﬂ?,xk)} & o = (VR + M0fx) ™ o V(") -

Preuve :
Comme i
o+ =argmin ex {f(2) +5-Da(@,2")}
il suit de la définition de la fonction Dy que
. 1
g*+! =argmin _ e {fx(2) + )\—k(h(:c)— < Vh(z*),z >)} (3.4)
Ainsi, la condition d’optimalité d'un probléme de minimisation convexe (cfr proposition

A.VIL1), nous assure que la relation (3.4) est équivalente a
1
0€ed{fx(.)+ )\—k(h()— < Vh(z*),. >)}(=*1) . (3.5)

Or ri(dom fx) Nri(dom h) # 0. En effet, d’une part ri(dom h) # @ car dom h
est un ensemble convexe. D’autre part, il suit de 'hypothese D(dfx) C S =dom h et de
I"inclusion ri(dom fx) € D(dfx) (cfr proposition A.IV.9) que ri(dom fx) C 5.

Par conséquent, nous déduisons de la propriété de sommation du sous-différentiel (cfr

proposition A.IV.12) que la relation (3.5) est équivalente a

0 € Ofx (@) + B(3h() - L < Vi), ),
k k
Cest-a-dire par la différentiabilité de h,
0 € 0fx (6™ + —Vh(a**) — —Vh(e")
% W
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ou encore

Vh(z*) € (Vh + M0 fx) (@),

et donc

2+ e (Vh+ M0fx)™ o VA)(F) . (3.6)

De plus, puisque l'opérateur dfx est monotone, il suit de la proposition 2.6 que
'opérateur ((Vh + MOfx)~ o Vh) est univoque, ce qui nous permet de conclure que

la relation (3.6) est équivalente a
et ((Vh + )\kafx)_l o Vh)(ibk) .

Ce qu’il fallait démontrer. m

1l est maintenant temps de définir ’algorithme de minimisation proximale utilisant des

fonctions de Bregman.

Algorithme 3.1 :

Soient {A\x} une suite de scalaires strictement positifs et h une fonction de Bregman de
zone S telle que D(dfx) € S.
Etant donné z° € S, lalgorithme de minimisation prozimale utilisant des fonctions de

Bregman génére une suite {a*}52, telle que

zFt! =argmin ¢y {f(:c) + %—Dh(m,mk)} ; (3.7)
k

Nous avons donc remplacé la résolution du probleme (P;) par celle d'une suite de
problemes d’optimisation ayant chacun une fonction objectif strictement convexe. En ef-
fet, il suit de la stricte convexité de la fonction A que la fonction D est elle aussi strictement

convexe en son premier argument.
Ainsi, comme la conjuguée de Fenchel d’une fonction strictement convexe est différentiable,

nous pouvons résoudre le sous-probleme donnant ¢F+1 par dualité en utilisant les méthodes

classiques de I'optimisation différentiable.
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3.3 Convergence de ’algorithme de minimisation prox-

imal utilisant des fonctions de Bregman

Nous énoncons les propriétés de convergence de I’al orithme de minimisation proximal
P p

utilisant des fonctions de Bregman dans le théoreme suivant :

Théoreme 3.2 :

Soient h une fonction de Bregman de zone S telle que D(dfx) C 5, {A\x} une suite de
scalaires strictement positifs telle que inf x>0 {A:} > 0et 2° € S. Alors la suite {2*}r=o

définie par l'itération
; 1
gkt =argmin ,cx {f(z) + )\—th(:r:,:ck)}

converge vers un minimum de la fonction f sur Pensemble X s’il en existe un. Dans le cas

contraire, la suite {z*} est non bornée.
Preuve :

Le théoreme 3.1 nous assure que

o+ =axgmin ey { £(2) + 3 Da(e ")
k

& ot = ((Vh+Mdfx)™ 0 Vh) (a*).

De plus, nous savons par hypothese que D(dfx) € S.

Ainsi, il suit du théoreme 2.7 que la suite {2*} converge vers un zéro de dfx, c’est-a-
dire un minimum de f sur X, s’il en existe un. Dans le cas contraire, la suite {z*} est non

bornée. o

1l nous semble & présent utile d’établir la proposition suivante :
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Proposition 3.3 :

Si X C S alors D(0fx) € S.

Preuve :

1l suit de la proposition (A.IV.9) que D(9fx) Cdom fx.

Or par hypothese dom fy =X C S

Dés lors, nous obtenons D(dfx) € X C 5. m

Enfin, il nous semble intéressant de comparer notre analyse de convergence avec les

travaux de Censor et Zenios (cfr [6]), et Gong Chen et Marc Teboulle (cfr [8]).

Remarque 3.1 :

L’itération (3.6) de I'algorithme de minimisation proximale avec fonctions de Bregman
est identique & celle de I'algorithme P.M.D de Censor et Zenios (ctr [6]).

Cependant P’analyse présentée dans ce mémoire est légerement plus générale.

En effet la fonction & minimiser f peut prendre la valeur +oo aussi longtemps qu’elle
est s.c.i., alors que dans [6], la fonction f est & valeurs réelles.
De plus, notre étude de convergence ne nécessite pas que la fonction h possede des dérivées
secondes continues, ni que la fonction Dy soit convexe en son second argument.
Finalement, le théoréme 3.2 nous renseigne sur le comportement de I’algorithme en Pabsence

de solution.

Remarque 3.2 :

Comme nous l’avons signalé dans le paragraphe 2.4.4 (cfr remarque 2.2), Phypothese
D(T) C S, ou plus précisément D(dfx) C S, du théoreme 3.2 est assez contraignante.

Dans leur article [8], Gong Chen et Marc Teboulle ont réussi & prouver la convergence
de D'algorithme de minimisation proximale utilisant des fonctions de Bregman sous une
hypothése plus faible, en 'occurrence ri(dom f %) & 8.

De plus, ils ont pu exprimer 'ordre de convergence de ’algorithme en terme du résidu
f(zr) — f(u) pour tout u € IR".
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Cependant leur analyse est différente de la nétre dans le sens ou elle est basée sur les
propriétés des fonctions convexes et non plus sur les opérateurs maximaux monotones. Des
lors, ayant regu leur article durant le mois de février, il ne nous a pas été possible d’étudier

leur théorie.

12

3.4 Cas particulier : h(z) = i||z

Nous désirons réécrire litération de I'algorithme de minimisation proximale utilisant la

fonction de Bregman h de zone IR™ définie par h(z) = 3|||[*.

Soit 2° € IR". Puisque Dy(z,y) = 3|le — y||> V z,y € IR", I'algorithme 3.1 génere une

suite {2*}$2, telle que

1 :
o+ —argmin ex {/(2) + 5 llo — 2*I1)
k

ott {\;} est une suite de scalaires strictement positifs.

De plus, comme Vh = IR" (cfr exemple 2.11), nous savons qu’une telle suite est bien

définie, quel que soit le point de départ z° € IR" (cfr assertion 3.2).

Nous retrouvons ainsi I’algorithme de minimisation proximale traditionnel développé
par Martinet [15].

3.5 Résolution d’un probléme de programmation linéaire

Dans ce paragraphe, nous désirons résoudre le probleme de programmation linéaire

suivant :

Minimiser < ¢,z >
(PL)
5.0 x€ X

ott X := {a € IR" tel que Ajz = by, Asx > by, > 0}, c € IR", b, € IR™,b; € IRP,
Ay € IR™*™ et Ay € IRP*™,

46



Comme 1’a suggéré Eriksson [11], appliquons I’algorithme de minimisation proximale
utilisant la fonction de Bregman h(z) = —entz ou ent désigne la fonction entropique a ce
probléme.

Rappelons que, dans ce cas, la fonction h et la distance associée Dy sont définies respec-

tivement sur 01 et B x QF par

n

h(z) =Y, a:i-lng

=1 t
. "—+
oua€fl et

Dp(z,y) = = (IHE - 1) +3 v
i=1

t=1 y’»
Soient {A;} une suite de scalaires strictement positifs et 2° € Qt. L’itération de

’algorithme de minimisation proximale peut alors se réécrire
: 1
i =argmin gex {f($) + EDh(wvmk)}
k+1 : : < Fi 1 k
& VT =argmin gex Zm,-c,-—i—)\—z 25 lnkw—k—l +)‘—E g g -
k

1=1 k=1

1l s’agit d’un probléme d’optimisation purement entropique. En effet, nous obtenons

successivement que

L _ 1 i 1
2! =argmin .oy {Z z; (ln e’ + X;ln % bW In e)}

=1 %
& o cargmin ey {13 ailn (G5 ()
T =argmin ,cx (T z;ln | —/— (&% v
w )\k i=1 :L'f“e
3?’-‘6 . ’ .
Posant alors a; = )% pour = 1,+-+,n, nous déduisons que

=] B ;
" =—argmax ey {)\—E z; In (1)} :
a:

ko i=1 1
et donc par la définition de fonction entropique

1
2*+! =argmax ,cx —entz.

Ak

47



Nous pouvons maintenant définir 'algorithme suivant :

Algorithme 3.2 :

Etant donné z° € Qt, Dalgorithme de minimisation prozimale utilisant la fonction de

Bregman h(z) = —ent x appliqué au probleme (PL) génere une suite {2*}22, telle que
k+1 1
"t —argmax .oy /\—ent 0 (3.8)
k

ot {\;} est une suite de scalaires strictement positifs.

Notons que l'existence d’une telle suite est assurée par ’assertion (3.2). En effet, il suit
de lexemple 2.12 que R(Vh) = IR".

La particularité de cette méthode est qu’elle remplace la résolution d’un probleme
linéaire par celle d’une suite de problémes non linéaires. De prime abord, ceci peut paraitre

assez étrange.

Cependant, nous disposons d’algorithmes “primal-dual” du type “action de ligne” tres
efficaces pour résoudre le probleme purement entropique [cfr 5]. Nous pouvons donc les

exploiter pour paralléliser l'itération (3.7). (Pour de plus amples renseignements, se référer

a [7])-

Par conséquent, la résolution d’un probleme linéaire par ’algorithme 3.2 implémenté
sur des architectures de calcul en parallele, pourra é&tre plus rapide que celle obtenue par
une méthode directe (comme par exemple I'algorithme du simplexe [9] ol1 les méthodes de

points intérieurs développées & partir de I’algorithme de Karmarkar [12]).
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Chapitre 4

Méthode des multiplicateurs

utilisant des fonctions de Bregman

Dans ce.chapitre, nous désirons définir une nouvelle méthode non quadratique des mul-

tiplicateurs dans le cadre d’un probleme de programmation convexe non différentiable.

Dans un premier temps, il nous semble utile de rappeler brievement en quoi consiste

cette méthode.

4.1 La méthode des multiplicateurs

La méthode des multiplicateurs combine la méthode de pénalité et la méthode “primal-
dual”. Elle est donc basée sur la résolution de problemes d’optimisation sans contraintes.
De plus, elle permet de résoudre le primal et le dual (au sens de Lagrange) d’un probleme

de programmation convexe.

Considérons tout d’abord les problémes de minimisation convexe avec contraintes d’égalités,

c’est-a-dire des problémes de la forme :

Minimiser  f(z)
(PE) e Ax=1b

z€ X
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olt f est une fonction propre, convexe et s.c.i., définie de IR"™ dans IRU {+o0}; X est un
ensemble convexe, fermé, non vide de IR"; A est une matrice appartenant a IR™*™ de rang
m et b est un vecteur de IR™.

Nous supposons également que dom f N {z € X tel que Az = b} # 0 et que ’hypothese
de qualification de contraintes - 0 € int {Az — b tel que = € X} - est vérifiée.

Définissant la fonction fx de IR™ dans IRU {+oo}, par fx := f + 8x, nous pouvons

réécrire le probleme (PE) sous la forme équivalente :

Minimiser  fx(z)
(PEy)
8.C. Az =0

La fonction lagrangienne associée & (PE) est donc définie de IR" x IR™ dans IRU {400}
par

L(z,v) = fx(z)+ <v,Az—b> .

En outre, le vecteur v est appelé multiplicateur de Lagrange associé a (PFE).

Dans la méthode classique des multiplicateurs proposée par Hestenes et Powell (1969),
le lagrangien augmenté L4 est obtenu en ajoutant un terme de pénalité quadratique a la
fonction lagrangienne du probleme (PE). Plus précisément, la fonction L4 est définie de
IR* x IR™ x IRY dans IRU {400} par

La(z,v,¢) = fx(z)+ <v,Az —b> -|——12ac||Aa: — b

L’algorithme de la méthode du lagrangien augmenté pour (PE) est alors le suivant :

Algorithme 4.1 :

A Ditération k, soient un vecteur v* de JR™ et un scalaire ¢ strictement positif connus.
1. Résoudre le probleéme de minimisation

o* cargmin __jpn {La(z, 0", )} -
2. Calculer l'itération des multiplicateurs

oFt = oF 4 ep (At —b) .
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Intéressons-nous & présent aux problémes de minimisation convexe avec contraintes

d’inégalités, c’est-a-dire,
Minimiser f(z)
(PI) 8.C. gi{z) <0 =1, m

ze X

ot fetgii=1,---,m sont des fonctions propres, convexes et s.c.i., définies de IR"
dans IRU {400}; et X est un sous-ensemble convexe, fermé, non vide de IR". Nous sup-
posons également que les fonctions fetgii=1,--,m ont une valeur finie sur X; que
dom fnN{z€ X tel quegi(z) <0 i=1,-- ,m} # 0; et que 'hypothese de qualification
de contraintes - il existe £ € X tel que ¢g;(2) <0 ¢=1,---,m - est vérifiée.

Par la suite, nous noterons les contraintes d’inégalités g(z) < 0 ol le vecteur g(z) est

défini par g(z) = (g1(z), - s gm(2))?

La fonction lagrangienne associée  (PI) est alors définie de IR™ x Qt dans IRU {+o0}
par L(z,u) = fx(z)+ < u,g(z) > ou la fonction fx := f + 6x et QF := {u € IR™ tel que
u>0}.

Dans son article [18], Rockafellar a défini un lagrangien augmenté quadratique L, ana-
logue & celui de (PE). Plus précisément, Ly est défini de IR" x Q0 x IR} dans IRU {400}

par

Bae,,0) = (o) + 52 3 {fmax{0,u; + egs(@)} = 15)

Enongons maintenant 1'algorithme de la méthode du lagrangien augmenté pour (PT).

Algorithme 4.2 :

A Ditération k soient u* un vecteur de QF et ¢ un scalaire strictement positif connus.
1. Résoudre le probleme de minimisation

a* €argmin __pr {La(z, v cr)} .
2. Calculer l'itération des multiplicateurs

uft! = max{0, uf + cxg;(z*)} pouri=1---m.
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Jusqu’a présent nous nous sommes intéressés & une fonction de pénalité quadratique.

Cette fonction couramment utilisée, n'est toutefois pas approprice a toutes les situations.

En effet, il se peut que le lagrangien augmenté quadratique L4 ne soit pas borné sur
IR™ alors que la fonction objectif est bornée inférieurement sur I’ensemble des contraintes
[1, exemple (a), p. 302]. Dés lors, P’algorithme de minimisation du lagrangien augmenté

diverge & moins que le point de départ ne soit proche de 1'unique minimum local de L.

De plus, la fonction de pénalité influence fortement le taux de convergence de la méthode
des multiplicateurs correspondante [1, p. 120]. Il est donc intéressant d’ajouter au lagrang-

ien une fonction de pénalité adaptée au probleme.

Dans son livre [1, chapitre 5], Bertsekas propose des fonctions de pénalité non quadra-
tiques appropriées aux méthodes des multiplicateurs.
Citons & titre d’exemple la fonction de pénalité exponentielle. Cette fonction, utilisée pour

des problémes ne contenant que des contraintes d’inégalités, est définie par :

plz,c) =c(e® —1).

Dans ce cas, le lagrangien augmenté est une fonction définie de IR™ x QF x IR} dans
IRU {400} par:

o |-

La(z,u,¢) = fx(e) + = w(e9® — 1),
=1

et la méthode exponentielle des multiplicateurs s’énonce :

Algorithme 4.3 :

A Ditération k, soient u* un vecteur de Q7 et ¢ un scalaire strictement positif connus.
1. Résoudre le probleme de minimisation

z* eargmin +cB" La(z,uf,cr) .

2. Calculer l'itération des multiplicateurs

[k E
uf—‘“ ___uipeckg.(w) Fos | cueng ,
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Pour terminer, remarquons que la méthode des multiplicateurs élimine partiellement

les désavantages de 'approche de pénalité et de 'approche “primal-dual”.

En effet, la convergence de la méthode des multiplicateurs ne nécessite pas de faire ten-
dre le parametre de pénalisation vers infini. On évite ainsi le mauvais conditionnement
qui altere la méthode de pénalité (ol le terme de pénalité est directement ajouté a la

fonction objectif).

De plus, dans le cas des fonctions de pénalité quadratiques, litération des multiplica-
teurs tend & converger vers une solution du probleme dual (au sens de Lagrange) plus vite
que dans la méthode “primal-dual” (ol 2* est obtenu en minimisant la fonction lagrangi-

enne traditionnelle associée au probleme).

4.2 Motivation

Comme ’a observé Rockafellar [17, p. 107}, le lagrangien augmenté quadratique des
problemes de minimisation convexe avec contraintes d’égalités (PE), ou avec contraintes
d’inégalités (PI), est lapprozimation de Moreau-Yosida de la fonction lagrangienne.

Plus précisément, pour tout ¢ > 0,2 € IR™ et p € IR™, nous avons que

Ly(e,p ) = max {L(z,€)—o-llE — 2} .
¢elR 2¢

Rappelons que dans le cas de (PI), le multiplicateur de lagrange est positif. Dans ce cas,
la maximisation se fait sur les £ € IR™ tel que £2 0.

Nous pouvons donc définir un lagrangien augmenté généralisé Lp en remplagant le
terme quadratique de ’approximation de Moreau-Yosida par un terme incluant la fonction
distance D; associée & une fonctionde Bregman h. Plus précisément Lp est défini de

IR™ x IR™ x IR par

Lo(e.pyc) = sup {L(z,€) = ~Da(6,p)} -
¢elR™ &

De nouveau, s'il s’agit d’un probleme de la forme (PI), nous imposons que § soit positif.
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Par ailleurs, comme nous le constaterons dans les paragraphes (4.3.1 et 4.4. 1), le
probléme dual (au sens de Lagrange) d'un probleme de minimisation convexe, soumis
3 des contraintes d’égalités ou d'inégalités, est équivalent & la recherche d’un zéro de I’
opérateur maximal monotone d(—d), (ot d(—d) désigne le sous-différentiel de 'opposé de

la fonction duale (au sens de Lagrange) du probleme considéré).

Ainsi, il suffit d’appliquer I'algorithme du point proximal utilisant des fonctions de

Bregman (algorithme 2.1) & I'opérateur d(—d), pour obtenir la suite de multiplicateurs

{p*}.

Tl est maintenant temps d’énoncer 'algorithme de la méthode des multiplicateurs util-

isant des fonctions de Bregman.

Algorithme 4.4 :

Soit h une fonction de Bregman de zone S C IR™ telle que D(d(—d)) € S.

A Ditération k, soient p* un vecteur de IR™ et \; un scalaire strictement positif connus
1. Résoudre le probleme de minimisation
k .
«* €argmin _ p" {Lg(z,p, )}

ou LB(mapa /\k) = Supgej_'R’“ {L($,€) - f\l:Dh(Eap)}‘

2. Calculer litération des multiplicateurs

P = ((Vh+ Med(=d) ™ 0 VA)(p") -
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4.3 Probléme de minimisation convexe avec contraintes
d’égalités
Dans ce paragraphe, nous désirons particulariser la méthode des multiplicateurs util-

isant des fonctions de Bregman au probleme de minimisation convexe ne contenant que

des contraintes d’égalités. Pour rappel

Minimiser  f(z)
(PE) $.C. Az =10

L zreX

ol f est une fonction propre, convexe et s.c.i., définie de IR™ dans IR U {+oo} ; X est
un ensemble convexe, fermé, non vide de IR" ; A est une matrice appartenant & [R™*" de
rang m et b est un vecteur de IR™.

De plus nous supposons que :
- Tensemble dom f N {z € X tel que Az = b} est non vide

- T'hypothese de qualification de contraintes - 0 € int {Az — b tel que z € X } - est

vérifiée.

Dans un premier temps, nous exprimerons le probléme dual (au sens de Lagrange) du
probléme (PE) en terme de la recherche d’un zéro d’un opérateur maximal monotone

(cfr paragraphe 4.3.1).

Dans un second temps, nous adapterons I’algorithme de la méthode des multiplicateurs

atilisant des fonctions de Bregman au probleme (PE) (cir paragraphe 4.3.2).

Ensuite, nous proposerons des conditions d’existence et d’unicité des itérés, et nous

analyserons la convergence de I’algorithme adapté & (PE) (cfr paragraphes 4.3.3 et 4.3.4).
Pour terminer, nous vérifierons que par le choix de la fonction de Bregman

h(z) = %||z||?, nous retrouvons la méthode quadratique du lagrangien augmenté

(cfr paragraphe 4.3.5).
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4.3.1 Le dual au sens de Lagrange du probléme (PE)

La fonction duale Lagrangienne du probleme (PE) est définie de IR™ dans IRU {—o0}
par
d(p) =inf _ p» {fx(e)+ <p,Az—b>}, (4.1)
c’est-a-dire

d(p) =inf . {L(z,p)}

ot L(z,p) est la fonction Lagrangienne associée au probleme (PE).

1l suit de Phypothése de qualification de contraintes que la fonction duale est propre.
De plus, puisque la fonction —d est convexe et s.c.i., nous obtenons que la fonction d est
concave et s.c.i. [19, p. 307-p. 308].

Enoncons maintenant le dual au sens de Lagrange du probléme (PE)

Maximiser  d(p
(DE) (»)
s.C. p € IR™

Une solution p* du probleme (DE) est appelée multiplicateur de Lagrange optimal pour
(PE).

En vertu de la condition d’optimalité de (DE)

0 € o(—d(p")) ,

nous concluons que la résolution du probléme (DE) est équivalente d la recherche d’un zéro
de lopérateur §(—d). Ce dernier est magzimal monotone puisque la fonction —d est propre,

convexe et s.c.i. (cfr exemple 2.5).
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4.3.2 Algorithme de la méthode des multiplicateurs utilisant

des fonctions de Bregman pour le probléeme (PE)

Soient h une fonction de Bregman de zone S C IR™ telle que D(8(—d)) € S, { ¢} une
suite de scalaires strictement positifs et p° un vecteur de IR™. Appliquant 1’algorithme de
la méhode des multiplicateurs au probléme (PE), nous obtenons une suite
{(z*,p*) 2 C IR" x IR™ telle que

a* € argmin ,gpn {Lp(z,p"% M)} (4.2)

P = (Vh+Md(—d) ™ o VA)(P) (4.3)

ot le lagrangien augmenté généralisé Lp est défini par
1
LB(:E)pka/\k) = sup {L(:I?,f) - _'Dh(gapk)} .
¢elR™ Ak

Avant d’adapter la relation d’itération de la suite {(z*,p*)} au probleme (PE), rap-
pelons la définition et quelques propriétés de la conjuguée de Fenchel d’une fonction con-

veXxe.

Définition 4.1 : Conjuguée de Fenchel.
Soit f une fonction convexe définie de IR" dans IR U {+oo}. Alors la fonction f* définie
de IR" dans IRU {+o0} par

f(y) = sup {<z,y>—f(2)}

we

est appelée la fonction conjuguée de Fenchel de f.

Proposition 4.1 :

Si la fonction f est convexe et propre, alors la fonction conjuguée de f, ie f*, est propre,

convexe et s.c.i.
Preuve : cfr [19], théoréme 12.2, p. 104.

Proposition 4.2 :

Si f est une fonction propre, convexe et fermée, alors Of* est l'inverse de df dans le sens

des opérateurs multivoques, c’est-a-dire
z € 0f*(z*) & z* € 0f(z) .

57



Preuve : cfr [19], corollaire 23.5.1, p. 219.

Réécrivons & présent les relations d’itération (4.2) et (4.3) en terme des fonctions fx,h
et h*.

Théoreme 4.1 : Forme de l'itération

Soient & une fonction de Bregman de zone IR™ telle que R(Vh) = IR™, {Ar} une suite de
scalaires strictement positifs, et p° € IR™.
Considérons la suite {(z*,p*)} € X x IR™ définie par

o cargmin e {fx(@) + B (VA(H) + M4z = D))
p*tt = VA*(VA(p*) + Ae(Azk — b)) .
Alors nous obtenons que

a* cargmin _jpr {Le(z,p*, M)}
Pt = (VA + \d(—d)) ' o VR)(p") .

Dans le but de prouver ce résultat, rappelons quelques notions théoriques relatives aux

fonctions essentiellement réguliéres et montrons quelques lemmes techniques.

Définition 4.2 :
Soit f une fonction propre, convexe, définie de IR" dans IR U {400}

Si f vérifie les trois conditions suivantes :

(a) int (dom f)#®
(b) f est différentiable sur int (dom f)

(c) limj_eo [V f(zi)| = +oo ot la suite de vecteurs {z;} Cint (dom f) converge vers un
vecteur z de la frontiere de int (dom f).

alors f est essentiellement réguliére.

Proposition 4.3 :

Soit f une fonction propre, convexe et fermée. Alors Popérateur df est univoque si et
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seulement si f est essentiellement réguliere. De plus, dans ce cas

5f(x) = Vf(z) siz € int (dom f[)

] sinon.

Preuve : cfr [19], théoreme 26.1, p. 251.

Définition 4.3 :
Une fonction f propre sur IR" est essentiellement strictement conveze si f est strictement

convexe sur tout sous-ensemble convexe de D(9[).

Proposition 4.4 :

Une fonction propre, convexe, fermée est essentiellement strictement convexe si et seule-

ment si sa conjuguée est essentiellement réguliere.

Preuve : cfr [19], théoréme 26.3, p. 253.

Lemme 4.1 :

Soit & une fonction de Bregman de zone S C IR™. Alors la fonction h* est différentiable

sur int (dom R*).

Preuve du lemme 4.1 :

La fonction h est essentiellement strictement convexe sur S. En effet, il suit de la
définition d’une fonction de Bregman (définition 2.11) que h est strictement convexe et
différentiable sur S. La thése découle alors de la définition 4.3.

De plus, la fonction h étant propre, convexe et continue, elle est fermée (cfr proposition

A.JIL4).

Nous déduisons donc de la proposition 4.4 que la conjuguée de h, ie h*, est une fonction

essentiellement réguliere.
Dés lors, la proposition 4.3 nous affirme que la fonction h* est différentiable sur

int (dom h*).

Ce qu’il fallait démontrer. n
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Lemme 4.2 :
Soient h une fonction de Bregman de zone IR™ telle que R(Vh) = IR™, et [Ar} une suite de
scalaires strictement positifs. Etant donné p® € IR™, considérons la suite {p*}52, € IR™

définie par

PP = VR (VR(pY) + Ae(A® — 1)) .
Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

; ; 1 ;
1. oFf cargmin _ppn {fx(z) + A—Lh*(Vh(p") + M\e(Az — b))}

2. —ATp*! € afx(a)
3. af € d(fx)*(—ATP)

Preuve du lemme 4.2 :

a) Montrons 1’équivalence des assertions (1.) et (2.).

- Remarquons dés & présent que dom A* = IR™. En effet, il suit de la proposition
AIV.9 que R(Vh) Cdom h* € IR™. Or par hypothese R(Vh) = IR™, ainsi
nous obtenons que dom h* = IR™.

- Comme

«* cargmin _jpr {fx(z) + j\l-;h*(Vh(pk) + Ak(Az — b))},

il suit que )
0€d[fx(.)+ A—kh*(Vh(Pk) + A(A. = B)](z") - (4.6)
Considérons alors la fonction définie sur IR" par

¥ i) = Xl;—h*(Vh(pk) + M(Az — b)) -

1 est évident que ri(dom fi) Nri(dom fx)# 0. En effet, d’une part
dom f; = IR™ car dom h* = IR™. D’autre part ri(fx) = ri(z) # 0 car
X C IR" est un ensemble convexe (cfr proposition A.IL4).

Ainsi, nous pouvons réécrire la relation (4.6) de maniére équivalente
0 € dfx(z¥) + O[R*(VA(P*) + M(A. — B))(z*)

ou encore, par la différentiabilité de la fonction A* sur int (dom h*) = R™ (cfr

lemme 4.1)
0 € fx (") + V[P (VAGH) + Ml(A. — D))(2*) (1)
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Or R(A)Nri(dom h*)# 0 car A est une transformation linéaire de rang m et

dom h* = IR™. Par conséquent, la proposition A.IV.13 nous assure que

V[ (VR(P*) + Me(A. = b))(a*) = ATVR*(VA(p") + Mk(A. - b)) (") .

Dés lors, la relation (4.7) est équivalente a
0 € dfx(z*) + ATVR*(VA(p®) + Ae(A2* — b)),
Cest-a-dire par la définition de pFt!,
0 € dfx(zF) + ATpH,

ou encore

_ATpk+1 & fo(:ck) )

b) L’équivalence des assertions (2.) et (3.) suit immédiatement du fait que les opérateurs

Ofx et O(fx)* sont deux opérateurs inverses (cfr proposition 4.2).

Lemme 4.3 :
Soit d la fonction duale (au sens de Lagrange) du probleme (PE). Alors

Vpe R™ 8(—d)(p) = 8[(fx)" o (~A"))(p) +

Preuve du lemme 4.3 :

1l suit des définitions de la fonction duale et de la conjuguée de Fenchel que pour tout

p€ IR™,

~d(p) = —inf __pr {fx(2)+ <p,Az—b>}
& —d(p) = g {< —ATp,x > —fx(z)}+ < b,p>
& —d(p) = (fx)"(-ATp)+ <bp>

Ainsi nous obtenons que pour tout p € IR™

A(—d)(p) = B[(fx)* o (AT )+ < b,. >](p)

ot 8, désigne I’ensemble des sous-gradients par rapport & la coordonnée p.

Définissons a présent les fonctions f; et f sur IR™ par fi(p) =< b,p > et

f2(p) = ((fx)" o (=AT))(p).
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Remarquons que ri(dom fi)Nri(dom f3) # 0. En effet, il est évident que dom f; = IR™.
De plus, I'ensemble ri(dom f;) C IR™ est non vide car dom f; est convexe (cfr proposi-
tion A.IL4).

Par conséquent le théoréme relatif au sous-différentiel d’une somme (cfr proposition

A.IV.12) nous assure que la relation (4.8) est équivalente &

* T
A(—d)(p) = Gpl(fx)"(—=A"))(p) + Vp(< b, >)(p)
La thése suit alors de la définition du gradient du produit scalaire. n
Nous disposons maintenant de tous les résultats nécessaires pour prouver le théoréme
relatif & la forme de I’itération de la méthode des multiplicateurs utilisant des fonctions de

Bregman pour le probleme (PE).

Preuve du théoréme 4.1 :

Pas 1 : Prouvons d’abord que
. - : 1
z* €argmin __pn {Lp(z,p*, M)} & 2" cargmin g {fX(:c)—l—)\—kh*(Vh(pk)-H\k(A:c—b))} ;

Comme :
LB(m7Pk7 Ak) = Ssup {L(:L‘,g) - }"Dh(é‘:pk)} 3
¢elR™ k
il suit des définitions du lagrangien associé a (PE) et de la fonction D) que

1 1
LB($1Pk5)\k) = sup {fX(m)+ < £!A$ —~b> "—k(E) T _h(pk)
eelR™ Ak Ak
1
F o Vh(p¥), € —p* >},

c’est-a-dire,

1 1
Lp(e,p* M) = fx(@)+ k(") — 1+ < VR(),p" >

Ak Ak
+ A osup {< VA(p*) + M(Az —b),& > —h(£)} .
¢elR™
Par conséquent, la définition de la conjuguée de Fenchel de h (définition 4.1) nous assure
que
1 1
Lp(z,p*, M) = fx(z)+ X;h(Pk) 5 Vi(p*), p* >

1

+)\k

R*(Vh(p*) + Mp(Az — b)) .
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La these suit alors de I'indépendance en @ du terme )\Lkh(pk) - 31: < Vh(p*), p* >.

Pas 2 : Montrons & présent que

si pFtl = VA*(VA(pY) + Mp(Azk — b)) alors pF*! = (VA + X0(—d)) ™" o Vh)(p*).
- 1l suit d’abord de la définition de p*+' que
L[Th(p) ~ VA = T-{VAG) — VHTH (VA + Mu(Az* ~ D))}
k

De plus VA et Vh* sont des opérateurs inverses car h est une fonction propre, convexe
et continue sur JR™ (cfr proposition 4.2). Ainsi, nous obtenons que
L[Vh(p) —~ Vh(pH)] = —(dek —b) (4.9)
k
- D’autre part, le lemme 4.2 (1 < 3) nous assure que
ot € O(fx)"(—~ATP).
Or il suit du théoréme (A.IV.13) que
A((fx)" o (—AT)) € (=A) 0 A((fx)* o (-4A"))
des lors

— Az* € 8,[(fx) o (-ATP))(P™) (4.10)

ol 0, désigne ensemble des sous-gradients par rapport a la coordonnée p.

- Par conséquent, nous déduisons des relations (4.9) et (4.10) que

A—lk-(w(p'“) _ Vh(pH) € 8,[(fx)" o (—ATp)) (5 +b.

Ainsi, comme par le lemme 4.3
a(—d)(p**") = B,[(fx)" o (=ATP))(P**") + b,

nous obtenons que

Ai(Vh(pk) - Vh(p*)) € o(=d)(p™")

k
c’est-a-dire

P € (VR + Md(=d)) ™! o VA)(")
ou de fagon équivalente,

P = (VR + Md(=d))™" 0 VA)(p") .

En effet, comme l’opérateur d(—d) est monotone il suit alors de la proposition 2.7
i

que Popérateur ((Vh + A 0(—d))

o Vh) est univoque. m

63



Tl est maintenant temps d’énoncer l'algorithme de la méthode des maultiplicateurs util-

isant des fonctions de Bregman dans le cas d’un probléme de la forme (PE).

Algorithme 4.5 :

Soient {\}$2, une suite de scalaires strictement positifs et h une fonction de Bregman
de zone IR™ telle que R(Vh) = IR™. A litération k, soient p* un vecteur de IR™ et A, un

scalaire strictement positif connus.

1. Résoudre le probléme de minimisation
; L,
o* cargmin __jpr {fx(z) + ~)~\—kh (Vh(p*) + M(Az — b))} .

2. Calculer l'itération des multiplicateurs

pHtt = VR*(VA(p*) + M(Az® — b)) .

Notons que par le changement de variable 1k = Vh(p*) pour tout k > 0, les itérés de

’algorithme 4.5 peuvent se réécrire

z* cargmin e {fx(z) + Aikh*(,uk + M\(Az — b))}
phtt = pk 4+ Me(Az® - b)}

La formule de mise & jour des multiplicateurs est donc de forme semblable a celle de la

méthode du lagrangien augmenté quadratique (cfr algorithme 4.1).
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4.3.3 Conditions d’existence et d’unicité des itérés

Intéressons nous d’abord aux conditions d’existence de la suite {(z*,p*)}52, générée

par la méthode des multiplicateurs avec fonctions de Bregman adaptée a (PE).

Théoreme 4.2 :
Sojent h une fonction de Bregman de zone IR™ telle que R(Vh) = IR™ et {\} une suite

de scalaires strictement positifs.

Supposons également que l'une des deux hypothéses suivantes est vérifiée :
(H.4.1) Pespace engendré par les lignes de A intersecte ri(R(0fx))

(H.4.2) la fonction f et ’ensemble X sont polyhédrals et I'espace engendré par les lignes
de A intersecte R(0fx).
Alors, la suite {(z*,p*)} générée par l'itération

z* €argmin _jpr {fx(z)+ Alkh*(Vh(pk) + M (Az — b))}
pktl = VR*(Vh(p*) + e(Azk — b))

est bien définie quel que soit le point de départ p° € IR™.

Avant de prouver ce résultat, rappelons la définition d’un ensemble et d’une fonction

polyhédrals.

Définition 4.4 :

Un ensemble de IR® est polyhédral convexe s’il peut s’exprimer comme 'intersection d’une

collection finie de demi-espaces fermée de IR".

Définition 4.5 :
Soit f une fonction convexe définie de IR™ dans IRU {4co}. Si I’épigraphe de f est un

ensemble polyhédral convexe de IR™! alors f est une fonction polyhédrale convexe sur IR".

Exemple 4.1 :

Gi X est un ensemble polyhédral convexe de IR" alors la fonction indicatrice de X, c’est-

A-dire 6x, est une fonction polyhédrale convexe.
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Proposition 4.5 :

Si f, et f, sont des fonctions polyhédrales convexes sur IR", alors f; + f2 est une fonction

polyhédrale convexe.
Preuve : Cfr [19], théoreme 19.4, p. 176.

Prouvons maintenant le théoréme relatif a I’existence des itérés de la méthode des mul-

tiplicateurs avec fonctions de Bregman.

Preuve du théoréme 4.2 :

Pas 1 : Montrons d’abord 'existence de la suite {p*}.

Nous savons par le théoréme 4.1 que p**! = ((Vh + M0(—=d))™ o VA)(p*). Or par hy-
pothése R(Vh) = IR™. Ainsi, le théoreme 2.6, appliqué & I'opérateur maximal monotone

d(—d), nous assure que la suite {p*152, existe pour tout p° € IR™.
Pas 2 : Intéressons-nous & présent a l'existence de la suite {aF}.

Dans un premier temps nous montrerons I’équivalence suivante :
; L *
a* €argmin _ jpr {fx($)+)\—kh (VR(p*)+(Az—b))} & —Aa* € A((fx)"o(=ATP))(P"") -
Ensuite, nous vérifierons que pour tout & > 0, il existe z* € IR" tel que
—Aa* € ((fx)" o (=ATP))(P*) -

(e qui nous permettra de conclure que pour tout k >0, il existe z* tel que

a* €argmin _pr {fx(z) + Aikh*(Vh(pk) + A(Az — b))} .

a) Montrons d’abord que
o cargmin o {fx(0) + 30" (VROH) + A(Az — B)}
& —Adt € d((fx) o (-ATp))(P") . (4.11)
o D’une part il résulte du lemme 4.2 (1 > 3) que
o cargmin e {fx(@) + A (VGY) + MelAz = D)}
o 2F e d(fx)* o (mATPHT). (4.12)
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e D’autre part, les hypotheses (H.4.1) et (H.4.2) sont nécessaires et suffisantes

pour que

A((fx)* o (—AT)) = (—A) 0 A(f% o (=AT)) . (4.13)
En effet

(i) Supposons d’abord que la condition (H.4.1) est vérifiée, c’est-a-dire :
{—ATz tel que z € R"} Nri(R(9fx)) # 0.

- Dans ce cas

ri( R(0fx)) C ri(dom (fx)") (4.14)

En effet, la fonction fx étant propre et convexe, il suit des propositions

AIV.9 et A.IL9 que
ri(dom (fx)*) C R(dfx) Sdom (fx)* (4.15)

et
dim (ri(dom (fx)*)) =dim (dom (fx)")

oit dim (A) désigne la dimension de I’ensemble A.

Ainsi, nous obtenons que
dim (dom (fx)*)=dim (R(9fx)),

d’ont, par la définition de la dimension d’un ensemble convexe [cfr 19,

p. 12],
dim (aff(dom (fx)*)) =dim (af f(B(8fx))) - (4.16)
Par ailleurs, il suit de inclusion R(8fx) Cdom (fx)* (cfr (4.15)) que
af f(R(8fx)) C af f(dom (fx)*) - (4.17)
Dés lors, nous déduisons des relations (4.16) et (4.17) que
af f(R(0fx)) = af f(dom (fx)7),

or par la relation R(8fx) Cdom (fx)*,
ainsi, il résulte de la définition de Iintérieur relatif (cfr A.IL.2) que

ri(R(8fx)) C ri(dom (fx)")
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- Par conséquent, puisque par I’hypothese H.4.1 :
{—ATz tel que z € R*} Nri(R(Ofx)) # 0
et par la relation (4.14)
ri(R(8fx)) € ri(dom (fx)),
nous concluons que
{—A"z tel que z € IR*} Nri(dom (fx)") #0.

La these résulte alors du théoreme A.IV.13.

(i) Supposons maintenant que la condition (H.4.2) est vérifiée, c’est-a-dire f
et X sont polyhédrals et {—ATz tel que z € IR"} N R(dfx) # 0.

Dans ce cas, il suit de exemple 4.1 et de la proposition 4.5 que la fonction
fx = f + 6x est une fonction polyhédrale.
Par ailleurs il résulte de 1’assertion A.IV.9

R(0fx) Cdom fx .

Dés lors, ’hypothése H.4.2 nous assure que la fonction fx est polyhédrale
et que
{—ATz tel que z € IR*}N dom (fx)* #0.

De nouveau, la thése découle du théoreme (A.IV.13).
e Finalement, nous déduisons de (4.12) et (4.13) que

. 1
¥ cargmin e {fx(e) + /\—kh*(Vh(pk) + Mi(Az — 1))}

&, mk € 3(fX)*(—ATpk+1)
& —Azk € A((fx)* o (—ATp))(P).

b) Montrons maintenant que pour tout k>0, il existe zF € IR" tel que
— Az* € 0((fx)" o (=ATP) (™) - (4.18)
o Nous savons par le lemme 4.3 que pour tout k > 0,

((fx)* o (—ATP)(P**) +b=(-)(*) . (4.19)
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o D’autre part d(—d)(p**') # 0 pour tout k > 0. En effet, le pas 1 nous assure
que pour tout k > 0, il existe pFtl tel que

P = (Vh+ Md(=d) ™ o VR -

Autrement dit, pour tout £ > 0, il existe pFtl tel que

1

- (Vh(") - Vh(p*)) € a(~d)(p*) - (4.20)

o Dos lors il suit des relations (4.19) et (4.20) que pour tout k=0

a((fx)* o (—ATp))(P**) #90.

Ainsi, puisque par hypothese la matrice A est de rang m, nous obtenons que

pour tout k > 0, il existe z* € IR" tel que
—Ac* € O((fx)" o (-ATP))(P™) -

¢) En conclusion, nous déduisons des relations (4.11) et (4.18) que pour tout k = 0, il

existe z* tel que
: 1.,
a* €argmin __pr {fx(z)+ )\—kh (Vh(p*) + Ax(Az — b))} .

Ce qu’il fallait démontrer. ‘ "

Pour terminer, remarquons que le caractere univoque de 'opérateur
((Vh + A\d(—d))~*Vh) assure ’unicité de p* pour tout k > 0.

Par contre, nous ne pouvons, en général, rien affirmer au sujet de I’unicité de z*.
Toutefois, lorsque la fonction f est strictement convexe alors la fonction définie sur IR"
par fx(z)+ ;—kh*(Vh(pk) + M\i(Az — b)) est elle aussi strictement convexe.

Dés lors il existe un seul zF € IR™ tel que

o* =argmin __jpn {fx(z) + -)}—kh*(VIz(pk) + A(Az — D))} .
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4.3.4 Convergence vers une solution des problemes primal (PE)
et dual (DE)

Enongons directement le théoreme de convergence de la méthode des multiplicateurs

atilisant des fonctions de Bregman vers une solution des problemes (PE) et (DE).

Théoréme 4.3 :

Soient h une fonction de Bregman de zone IR™ telle que R(Vh) = IR™, et {\}ilo une
suite de scalaires strictement positifs tel que inf x>0 {Ae} > 0.

Considérons la suite {(z¥,p*)}2o C R" x IR™ définie par

o cargmin _ ppr {fx(z) + /\lkh*(Vh(pk) + M (Az — b))}

prtl = Vh*(Vh(pk) + }\k(Aa:k — b))

et supposons que I'une des deux conditions (H.4.1) ou (H.4.2) est vérifice.

Sous ces hypotheses, on a les assertions suivantes :

- Si le probléme dual (DE) admet au moins une solution alors la suite {p*} converge
vers une d’entre elles. De plus, toute valeur d’adhérence de la suite {2*} est une
solution du probleme (PE).

_ §i au contraire le probléeme (DE) n’admet pas de solution alors la suite {p*} est non

bornée.

Preuve du théoréme 4.3 :

Pas 1 : Prouvons d’abord la convergence de la suite {p*}.

Par la proposition 4.3, nous savons que pktt = (VA + A0(—d)) ™" o Vh)(p*).
De plus, D(9(—d)) C 5 car I est une fonction de Bregman de zone S = R™,

Par conséquent, nous déduisons du théoreme 2.7, appliqué & I'opérateur d(—d) que la
suite {p*} converge vers un zéro de 'opérateur d(—d), c’est-a-dire une solution du probleme
dual (DE) s’il en existe une.

Dans le cas contraire, la suite {p*} est non bornée.
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Pas 2 : Supposons & présent que I'ensemble des solutions du probleme (DE) est non vide.

Notons 7 la limite de la suite {p*}, et T une valeur d’adhérence de la suite {z*}.
(s.p.d.g., nous notons {2*} la sous-suite qui converge vers 7). Nous désirons prouver que

T est une solution du probleme (PE).

a) Dans un premier temps, montrons que & est un point admissible pour le probleme (PE),
clest-a-dire AT =bet T € X.

- D’une part, comme la suite {z*} est contenue dans Pensemble fermé X, il est
immédiat que T € X.

- D’autre part, il suit de la définition de pFtl que
1 :
L(Th(h) = h(H) = 1 TAG) — TV (VHG) + 24" = D)) -
k k

Or Vh et VA* sont deux opérateurs inverses (cfr proposition 4.2), ainsi il résulte

que
2
Ak

De plus, puisque h est continiment différentiable sur IR™ et que limy_co P* =P
pusq b,

(Vh(p*) — VR(@H)) = —(A" = b). (4.21)

nous obtenons que

fim (Vh() — VAGH) =0,
et donc par la relation (4.21)

lim —Ax(Az* —0)=0.

k—o00

Or par hypothese inf 150 {Ax} > 0, d’ott limg—eo (Az* —b) =0,

cest-a-dire AT = b.

b) Dans un second temps, montrons que & €argmin g {L(z,p)} ot la fonction la-
grangienne L(z,P) associe a (PE) est définie par
L(z,P) = fx(z)+ <P, Az — b >.

- Montrons d’abord que

T Eargmin el {fx('E)—*— <z, Az —b >} = —AT]—J € afx(f) .
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En effet, la condition d’optimalité d’un probleme de minimisation convexe

(cfr proposition A.VILL), nous assure que

z € argmin o {fx(2)+ <P, Az —b>}
&0 e Jfx(z)+ <P, Az —b>](T) (4.22)

Or la fonction f; définie sur IR" par fi(z) =< P, Az — b > est propre, convexe
et ri(dom f;) = IR".

Par ailleurs ri(X) # 0 car X est convexe (cfr proposition A.IL4).

Dés lors il suit que ri(dom fi) Nri(dom fx) # @. Ainsi la relation (4.22) est

équivalente a

0 € 8fx () + Vi< ATp,z >|(@) ,

c’est-a-dire
0€dfx(z)+ AP,
ou encore

—ATp € dfx(T) .

- Prouvons maintenant que —A”p € 8fx(T).
D’une part, nous savons par le lemme 4.2 (1 < 2) que pour tout k£ > 0

__ATpk-}-l = an(ﬂik)

De plus 'opérateur dfx est maximal monotone car fx est une fonction propre,
convexe et s.c.i. (cfr exemple 2.5).

Ainsi nous déduisons du caractére fermé des opérateurs maximaux monotones
(cfr proposition 2.4) que —ATp € 8fx(T).

c¢) En conclusion, il résulte de a) et b) que T vérifie les conditions de Kuhn Tucker associées
au probleme (PE). En effet,

wge X

AT =10

et 7 €argmin __pn {L(Z,D)}

o P est une solution du dual (DE).

Par conséquent, T est une solution du probleme (PE). Ce qu’il fallait démontrer.
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4.3.5 Cas particulier : h(z) = ||

Nous désirons réécrire litération de I’algorithme de la méthode des multiplicateurs util-
isant la fonction de Bregman h définie de IR™ dans IR par h(z) = %||z||* dans le cadre

d’un probleme d’optimisation convexe ne contenant que des contraintes d’égalités.
Il est évident que la zone de la fonction £ est IR™ et que R(Vh) = IR™.

Soit p° € IR™. Puisque Vh(z) = z et que h*(y) = 3lylI> (cfr exemple A.VL3),
I’algorithme (4.5) génére une suite {(a*,p*)}2, telle que
¥ cargmin __pr {fx(2) + lekak + Me(Az — b)||?}

pk+1 — pk o )\k(A:L‘k _ b)

- % cargmin _ jpr {fx(z) + (P12 + Akl Az — b||2 4 2k < p*, Az —b>)}
Pttt = pF 4 Ay(Az® — )

o a* €argmin __jpn {fx(z)+ < p*, Az = b > +1a||Az —b]|*}
pk+1 = pk + /\k(A:Bk _ b)

Nous retrouvons ainsi la méthode du lagrangien augmenté classique pour le probleme

(PE) (cfr algorithme 4.1).
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4.4 Probléme de minimisation convexe avec contraintes

d’inégalités

Dans ce paragraphe, nous désirons étudier le probleme

{

minimiser f(z)
(PI)T 8.6 gi(z) <0 i=1,---,m

reX

\

ot f,g; i=1,--+,m sont des fonctions propres, convexes et s.c.i., définies de IR" dans
IRU {400} et X est un ensemble convexe, fermé, non vide de IR".

Nous supposons également que :
- les fonctions f et g; 4 =1,-++,m ont une valeur finie sur X
- Pensemble dom f N {z € X tel que gi(z) <0 é=1,---,m} est non vide

_ P’hypothése de qualification de contraintes - il existe & € X tel que g;(2) < 0

i=1,---,m - est vérifiée.

Notre analyse est structurée comme dans le paragraphe précédent.
Nous commencons par énoncer quelques propriétés relatives au dual lagrangien de (PI).

Ensuite nous adaptons l'algorithme de la méthode des multiplicateurs utilisant des

fonctions de Bregman au probleme (PI).

Enfin, nous vérifions que par le choix des fonctions de Bregman hi(p) = 3|p||* et
hao(p) = X%y (pilnp; — p;), nous retrouvons, respectivement, la méthode du lagrangien
augmenté classique pour (PI) (algorithme 4.2), et la méthode exponentielle des multipli-

cateurs (algorithme 4.3).
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4.4.1 Le dual au sens de Lagrange du probleme (PI)

Le probléme dual au sens de Lagrange du probléeme (PI) s’énonce

Maximiser  d(p)
(DI)
B.C; p=>0

ot la fonction duale lagrangienne associée a (PT) est définie de IR™ dans IRU {—o0} par

inf " {L(z,p)} sip=>0
d(p) =

—00 sinon

clest-a-dire en vertu de la définition de fonction lagrangienne L{z,p) de PI

inf g {fx(e)+ <p,g(z) >} sip=0
d(p) =

—00 sinon

Une solution du probléme dual (DI) est appelée un multiplicateur de Lagrange optimal
pour (PI).

Par les mémes arguments que dans le paragraphe 4.3.1, nous déduisons que la fonction
duale associée & (PI) est propre, concave et s.c.s.
Dés lors le probléme (DI) est équivalent & la recherche d’un zéro de l'opérateur mazimal

monotone 0(—d).

Etablissons & présent une relation entre les fonctions duale et primale associées au

probleme (PI).

Définition 4.6 :
La fonction ¢ définie de IR™ dans JRU {4oc0} par
q(u) =inf ,ex {f() tel que g(z) < u} est appelée la fonction primale associée au probleme

(PI).
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Proposition 4.7 :

Vpe R™ d(p) = —q*(—p), c’est-a-dire que —d=q*o(—1I).
Preuve : cfr [1, p. 317].

Pour terminer, énoncons une propriété du sous-différentiel de I'opposé de la fonction

duale.

Proposition 4.8 :
Soient N1 1= {p € IR™ tel que p > 0} et Ng+ : le cone normal a 8
Dés lors ¥V p € R™  8(—d)(p) = 8(—d)(p) + Ng+(p)-

Preuve de la proposition 4.8 :

Soit p € IR™ arbitraire.
_ 1l est tout d’abord évident que pour tout y € 9(—d)(p),
y +0 € d(=d)(p) + N+ () ,
dés lors d(—d)(p) € B(—d)(p) + Nt (p)-

- Par ailleurs 8(—d)(p) + Ngt (p) C A(—d)(p).
En effet, Vy € 8(—d)(p) et V¥ u € Ng+(p), nous obtenons que

—d(z) > —d(p)+ <y,z—p> ¥z €dom (—d) < ot

et
0> <u,z—p> Vuelt.

Par conséquent
—d(z) > —d(p)+ <y +u,z—p> ¥z €&dom (=d),

cest-a-dire y + u € 9(—d)(p)- u
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4.4.2 Algorithme de la méthode des multiplicateurs utilisant

des fonctions de Bregman pour (PI)

Soient h une fonction de Bregman de zone S C IR™ telle que D(9(—d)) € S et {Ax}

une suite de scalaires strictement positifs.

L’algorithme de la méthode des multiplicateurs utilisant des fonctions de Bregman
(algorithme 4.4) génere une suite {(z%,p")}520 C R* x Q telle que V>0

z* €argmin __ppe {Lp(z,p*, M)} (4.23)
pFHt = ((Vh 4 \0(—d)) ™" o VR)(p") (4.24)

ol le lagrangien augmenté généralisé Lp associé au probléme (PI) est défini par

La(a, 8%, M) = sup {1(z,€) = 3-Da(6, 7} -
£20 k

Avant d’adapter les relations d’itération de la suite {(z*, p*)} au probléme (PI), prenons
quelques conventions et énongons quelques propriétés relatives & la conjuguée monotone
d’une fonction de Bregman h.

a) Conventions :

Par la suite, nous désignerons respectivement les fonctions indicatrices des ensembles
0" = {p € IR™ tel que p > 0} et 0 = {p € IR™ tel que p < 0} par §* et §7, c’est-a-dire
6+ == 66-!- et- 5— = 5’5*.

Enongons de suite une propriété de la conjuguée de Fenchel des fonctions §* et 6.

Proposition 4.9 :

L. (65 =b~
2 [0 = 6t

Preuve de la proposition 4.9 :

a) Prouvons que (6%)* =6~
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- D’une part considérons y € I -
Il est immédiat que 6~ (y) = 0. De plus, par la définition de conjuguée de
Fenchel (définition 4.1)

(6") () = sup_{< 2y >—8 (@)},
zelR

ou encore
(6%)*(y) = sup {< @,y >},

cet
Puisque le suprémum, atteint en z = 0, vaut 0,
nous concluons que (67)*(y) = 67 (y).
_ D’autre part, considérons y & & .
1 résulte que 8~ (y) = +oo. Par ailleurs (61)*(y) = sup, g-{< 2,y >} =400
cary € 7. Dou 6~ (y) = (67)*(y)-

b) La preuve de (67)* = 6§+ est analogue A celle de la premiere égalité. u

b) Propriétés de la conjuguée monotone d’une fonction de Bregman h

Définition 4.7 : Conjuguée monotone
Soit f une fonction convexe définie de JR" dans IRU {+oo}. Alors la fonction f *+ définie

de IR" dans IRU {+o0} par

FHy) = sup {<py > —f(¥)}
p20
est appelée la fonction conjuguée monotone de f.

Proposition 4.10 :

Soit h une fonction de Bregman de zone S telle que Qt C 5. Alors
Bt (2) = (h+ 6%)*(2) = (h*087)(2) =inf up, {F"(w)}

otl O désigne opérateur de convolution infimale (cfr A.VL6).

Preuve de la proposition 4.10 :

Soit z € IR™ arbitraire
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a) 1l est évident que h**(z) = (h + §t)*(2).
En effet, comme
K (z) = sup {< p,z > —h(p)}

p20

nous avons que

t(z) = sup {<p,z>—(h+ §V)p},
pelR™

c’est-a-dire

BH(2) = (h+ %)z .

b) Montrons maintenant que (h 4 67)*(z) = (h*B67)(2). Par hypothese 2t Cdom &,
dés lors, il résulte d’une propriété de lintérieur relatif (proposition A.IL.8) (ot nous

identifions Pouvert D & Q1 et le convexe C' a dom h) que
QF C ri(dom h) .

D’autre part, il suit de la proposition AIL5 que Ot = riQd" = ri(dom &%).

Par conséquent, @+ C ri(dom h) Nri(dom &*).

Ainsi, déduisons du théoréme relatif a la conjuguée d'une somme [cfr A VLT] que
(h+ 61)* = *O(6%)". |

La thése suit alors de la proposition 4.9.

¢) Pour terminer, il suit de la définition de l'opérateur de convolution infimal (cfr A.V1.6)
que
(k05 )z =inf  pm (B2 —9) +6 @)}
c’est-a-dire
(h*067)z =inf yco h*(2 =),
ou encore

(R*067)z =inf yy, {h*(w)}.

Définition 4.8 :

Soit f une fonction convexe sur IR™. Alors d € IR" est une direction de descente pour f si

et seulement si
lim inf f(z + ad) < +4oco pour tout z edom f

Proposition 4.11 :
Soit h une fonction de Bregman telle que .S N QF £ 0. Alors la conjuguée de Fenchel de
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h, cest-a-dire h*, ne possede pas de direction de descente non nulle dans I’orthan positif o

Preuve de la proposition 4.11 :

Considérons un vecteur d € o \ {0} arbitraire, et montrons, que pour tout
pedom h*, limg e inf 2*(p+ ad) = +oo.

Soient u € QT NS et z = Vh(u).

- D’une part puisque S, Vh et VA" sont des opérateurs inverses (proposition 4.2}, 1l
suit que u = VA*(2).

De plus, étant donné que h* est une fonction convexe (proposition 4.1), il résulte que
h*(z + ad) > h*(2) + adt Vh*(z)

c’est-a-dire

h*(z + ad) > k*(2) + ad u . (4.25)
- D’autre part dfu>0carueQtNSetde '\ {0}, don

lim inf (h*(2) + adTu) = 400 (4.26)

_ Finalement en vertu des relations (4.25) et (4.26), nous obtenons qu’il existe z edom
h* tel que
lim inf A*(z + ad) = +o00. (4.27)

o— 00
Par ailleurs la fonction h* est fermée car h est propre et convexe (proposition 4.1).

Par conséquent, nous déduisons du théoréeme A.ITL5 que
Jim inf h*(p+ ad) = +oo V p €dom A (4.28)
En effet, si par Pabsurde, il existe p €dom A” tel que
Jim inf R*(P + ad) < +oo,
alors il suit du théoreme A.IIL5 que pour tout p €Edom A*,
all_{lQlQ inf R*(p+ ad) < 400,

ce qui contredit la relation (4.27).
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- En conclusion, le caractere du vecteur d € 0 \ {0} et la relation (4.28) nous assurent
qu’il n’existe pas de vecteur d € 01\ {0} tel que limyyeo inf A*(p + ad) < oo pour
tout p edom h*. Ce qu'il fallait démontrer. m

Proposition 4.12 :

Goit h une fonction de Bregman de zone S telle que 2 C 5.
Alors la fonction h*t est propre, convexe et fermée.

De plus pour tout z €dom h**, il existe w > z tel que h*t(z) = h*(w).

Preuve de la proposition 4.12 :

a) Remarquons de suite que pour tout z €dom h*t | h*t(z) = (h*067)z (cfr proposition
4.10).

b) Montrons maintenant que pour tout d € IR™ \ {0}
R* ot (d) + 6 o (—=d) >0 (4.29)

ot h*ot et 6~ ot désignent les fonctions de récession des fonctions propres, convexes,

fermées h* et 6~ (cfr définition A.VIIL3).

- D’une part, il résulte de la proposition A.VIIL.4 que pour tout y € IR™ et pour
tout z € O~

6§ (z+ My) — 6 ()
A

5 (z+ Ay)

—

(6 0Ty = Alim
& (§oM)y = )\lim
Des lors il est évident que

0 siye
(6 0% )y = (4.30)

+00 sinon

- D’autre part la proposition 4.11 nous assure qu'il n’existe pas de vecteur d €

o \ {0} tel que
lim inf h*(z + ad) < 400 pour tout z €dom h* (4.31)
Ainsi nous déduisons que
VdeT\ {0} h*ot(d)>0. (4.32)
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En effet, si par ’absurde il existe deq’ \ {0} tel que h* o™ (d) <0, il suit du
théoreme A.VIILS que limaoeo inf h*(z + ad) < 400 pour tout @ €dom A%,
ce qui contredit (4.31).

- Par conséquent il résulte du caractere propre de h*ot (cfr proposition A.VIIL.4)
et de (4.30) que pour tout d € Y\ {0} h*ot (d)+ 6 ot (—d) = +oo.
De plus il suit des relations (4.30) et (4.32) que pour tout de T\ {0} h*ot
(d) 4 6~ ot (—d) = h* o* (d) > 0.
Ainsi, nous obtenons que ¥V d € IR™\ {0} h*o* (d) + 6~ ot (—d) > 0.

c) Finalement, nous déduisons de (4.29) et de la proposition A.VIIL6 que la fonction
B*t — h*06~ est une fonction propre, convexe, fermée et que pour tout z edom h*t,

il existe 7 € Q tel que
b () = (067)(2) =inf g (B2 —9)+6~@) =P (=)
Autrement dit, pour tout z €dom h**, il existe w > z tel que Rt (2) = h*(w). =

Proposition 4.13 :

Soit h une fonction de Bregman de zone S C IR™. Alors h*t est une fonction croissante.

Plus précisément, si z < 2’ alors h*t(z) < B ().

Preuve de la proposition 4.13 :

Soient deux vecteurs z et 2’ de IR™ tels que z < 2'.
Puisque {w € IR™ tel que w > z} C {w € IR"™ tel que w > 2'},
nous déduisons que inf 5, {h*(w)} <inf ,>» {k*(w)}.
Ainsi par la proposition 4.10, nous obtenons que h*t(z) < h*H(Z). m

Proposition 4.14 :
Soit % une fonction de Bregman de zone S telle que O+t C Set Qf C R(VR).
Alors dom A*t = IR™.

Preuve de la proposition 4.14 :

- Remarquons d’abord que
dom A* Cdom A*'. (4.33)

En effet, il suit de la proposition 4.12 que pour tout 2 cdom h*t il existe w > z tel
que w €dom h* et hA*(z) = h*(w).
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- D’autre part, les propositions 4.12 et 4.13, nous assure que la fonction h** est propre

ot croissante. Des lors V z €dom h*t et V u < z, nous obtenons que
—oo < h*t(u) h**(z) < 400
Cest-h-dire V z edom h*t et Vu < z,u €dom A*F. (4.34)
- Par conséquent, nous déduisons des relations (4.33) ef (4.34) que
dom h*+Q Cdom A*t. (4.35)

En effet, Vy edom h*+8Q , 3 y €dom h* et y2 < 0 tel que y = y1 + ¥2.
Autrement dit, ¥y €edom h*+Q°, 3 y; €dom h* tel que y < y;. Des lors, il
suit de (4.33) que Vy €dom A~ +0°, 3 y €dom h* tel quey <y, et donc par
la relation (4.34), y €dom h**.

_ Par ailleurs il résulte de I’assertion A.IV.9 que R(Vh) Cdom A"
Or par hypothése QO+ C R(Vh), dés lors

QF Cdom h*. (4.36)

- Ainsi, regroupant les relations (4.35) et (4.36), nous concluons que
dom A*" Ddom A*+Q 2Ot +£0 =JR™.

Et donc dom R*t = R™.
Ce qu’il fallait démontrer. "

Proposition 4.15 :
Soit A une fonction de Bregman de zone S telle que OF C Set QF CRIVL).
Alors la fonction A*t est différentiable sur IR™.

Preuve de la proposition 4.15 :

Remarquons dés & présent que h** = h*06~ (cfr proposition 4.10).

- D’une part vérifions que la fonction ~* est essentiellement réguliere (4.37).
En effet, par la définition de fonction de Bregman, h est strictement convexe et
différentiable sur S. Dés 'ors, il suit de la définition 4.3 que la fonction h est esen-
tiellement strictement convexe sur S.

De plus la fonction h étant propre, convexe et continue, elle est fermée [cfr A.ITL.4].
La thése suit alors de la proposition 4.4.
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- D’autre part, montrons que
Qt C ri(dom A™)Nri(dom (67)%). (4.38)

En effet, il suit de la proposition 4.9 que (6-)* = é*. De plus h étant fermée, il
résulte de la proposition A.VL4 que h** = h.

Des lors
ri(dom A**)Nri(dom (67)%) = ri(dom &) N ri(dom &t) (4.39)

Or par hypothese, 2 C S =dom h. Ainsi, nous déduisons d’une propriété de
intérieur relatif (cfr A.IL8), que QF C ri(dom h). Par ailleurs, il suit de la propo-
sition A.IL5 que O = ri0" = ri(dom §F).

Dot QF C ri(dom k) Nri(dom &%)

La thése découle alors de I’égalité (4.39).

_ Par conséquent, nous déduisons de (4.37), (4.39) et dune propriété de la convolution
(cfr {1], corollaire 26.3.2) que la fonction h*+ = h*08~ est essentiellement réguliere.
Ainsi il résulte des propositions 4.3 et 4.14 que la fonction h*t est différentiable sur
int(dom A*t)= IR™. m

c¢) Forme de I'itération

Nous pouvons & présent exprimer les relations d’itération (4.23) et (4.24) de la méthode

des multiplicateurs utilisant des fonctions de Bregman en terme des fonctions fx, h et h**.

Théoréme 4.4 Forme de l'itération
Soient {\;} une suite de scalaires strictement positifs, et i une fonction de Bregman de
zone S telle que @ C S et QF C R(VR).
Considérons la suite {(z¥,p*)} définie par
o cargmin g {fx(@) + A (VAGH) + Meg(2)
phtl = Vh*(Vh(pF) + Arg(z*))
Alors
a:k Eargmin cclR" {LB(:E,pk, )\k)}
P = (VR + Md(=d) 7! 0 VR)(p")
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olt le lagrangien augmenté généralisé Lp associé au probleme (PI) est défini par

Lp(z,p* \e) = Séglg{ﬂ(w,é) — %Dh(é,_p’“)} :

Notons que I’hypothese 0" C S assure que D(9(—d)) C S. En effet, D(9(—d)) C o',
Dans le but de prouver le théoreme 4.4, énongons les trois lemmes suivants.

Lemme 4.4 :

Soient h une fonction de Bregman de zone S telle que Ot Ccset O C R(Vh), p un
vecteur de S et A un scalaire strictement positif.

Considérons 1'opérateur P défini sur IR™ par

P(u) = %h**(Vh(p) 1 Ji)s
Alors

1. L'opérateur P, de domaine IR™, est propre, convexe, fermé et croissant. De plus P
est différentiable et

VP(u) = VA (Vh(p) + Au) .
2. Pour tout v € 9, la fonction conjuguée de Fenchel de P est définie par

P*() = 1h(v) + 6*(2) — 0" Vh(p)]

De plus .
OP*(v) = X{Vh(v) — Vh(p)} + Ng+(v) ,

\ s e A « =+
ou Ng+ désigne le cone normal a ).

Preuve du lemme 4.4 :

a) L’assertion (1) résulte immédiatement des propositions 4.12, 4.13, 4.14, 4.15.

b) Soit un vecteur v € § arbitraire. Prouvons que P*(v) = }[h(v) + 6T (v) — IV h(p)).
1l suit de la définition de la conjuguée de Fenchel (définition 4.1) que

P*(v) = sup {vTu-— lh"‘*’(Vh(p) + Au)}.
uEIRm A
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Définissant alors w = Vh(p) + Au, nous obtenons que

P(o) = 5 sup, (4o = VAG) ~ (@)}
des lors g 1
P*(v) = +(W*)(0) = TV h(p)

A A

Or par la proposition 4.10, h*f = h*0é7, par conséquent il résulte que
1
P*(v) = 1067 () — o Vh(p)]

De plus, nous déduisons du théoreme relatif 4 la conjuguée d’une convolution (cfr
A VLT) que
P*(v) = $1h(0) + (67)"(v) = " Vh(p)]
Or h* = h car h est fermée (cfr proposition A.VL.4) et (67)* = &% (cfr proposition
4.9), finalement, nous concluons que
1

P*(v) = 5[h(v) + 87 (v) = v Vh(p)] .

c) Pour terminer, montrons que
. 1
dP*(v) = X{Vh(v) — Vh(p)} + Ngt(v) YveES
Qoit un vecteur v € S arbitraire. Par le point b), nous savons que
1
9P*(v) = Ol (h(v) + 6% (v) - v Vh(p))] -

Or par hypothese 2+ C Ot € § =dom A, ainsi, nous déduisons d’une pro-
priété de Dintérieur relatif (cfr A.IL8) que Q+ C ri(dom k). D’autre part QF =
rif0 = ri dom 6% (cfr proposition A.IL5). Par conséquent nous obtenons que
Ot Cri(dom A) Nri(dom &t).

Le théoreme relatif au sous-différentiel d’une somme (cfr A.IV.12) nous assure donc

que

OP*(v) = jl\w{Vh(v) + 06*(v) — Vh(p)} .

Or 86% = N+ (cfr A.V.2), de plus par la définition d’un céne $Ng+ = Ng+. Finale-
ment, nous concluons que

OP*(v) = +{Vh(v) = Vh(p)} + Ngs ()
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Lemme 4.5 @
Soient h une fonction de Bregman de zone S telle que Q" C Set QFf € R(VA), pun

vecteur de S et A un scalaire strictement positif.

Considérons opérateur P défini sur IR™ par
1
Pli] = Xh**‘(Vh(p) + u) .

Alors
inf yex {f(z) + Plg(2))} =inf g~ {a(w) + P(u)}

ot ¢ est la fonction primale associée au probleme (PI) (cfr définition 4.6).

La preuve du résultat se base sur la caractérisation de la borne inférieure d’un enserm-

ble, rappelons donc cette propriété.

Proposition 4.16 :
Soit S C IR alors

m=inf S& Ve>0 [mm+eNS#0

Preuve du lemme 4.5 :

Pas 1 : Dans un premier temps, prouvons que

inf sex {f(z) + P(9(2))} =inf e G(w)
ot G(u) =inf zex {f(z) + P(g(z)) tel que g(z) < u}; (4.40)

a) Puisque Vu € IR™{z € X tel que g(z) < u} C X, il est immeédiat que

Vue R™ infsex {f(2) + Plg(®))} <inf ex {f(2) + Plo(2))

(4.41)
tel que g(z) < u} = G(u)
b) Posons m :=inf ,ex {f(z)+ P(g(z))}.
I suit de la caractérisation de la borne inférieure (proposition 4.16) que
Ve>0 3 3€ X tel quem < f(&)+ P(g(&)) <m+e (4.42)

Posant # = g(&), nous obtenons que
G(&) < () + P(3) <m+e.
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Or par la relation (4.42), G(4) = m.

Ainsi, il résulte que
Ve>03 ac R telquem <G(4) <m+e.
La these suit alors de la condition suffisante de la proposition 4.16.
Pas 2 : Montrons & présent que
inf , g~ G(u) =inf . pm {q(v) + P(v)} .

a) Remarquons que

inf _jpm G(u) < q(v) + Plv)VveIR™. (4.43)

En effet, soit v un vecteur arbitraire de IR™.
1l suit de la définition de la fonction G (cfr (4.40)) et du caractere croissant de

Popérateur P (cfr lemme 4.4) que
G(v) <inf zex {f(z) + P(v) tel que g(z) < v},

c’est-a-dire

G(v) <inf zex {f(2) tel que g(z) < v} + P(v),

Ainsi par la définition de la fonction ¢, nous obtenons que G(v) < g(v)+ P(v), d’'ou
inf | g~ G(u) < q(v) + P(v) Vv e R™

b) Notons m :=inf _jp~ G(u) et vérifions que
Ve>0 [m,m+e[N{g(v) + P(v) tel quev € IR™} # ) (4.44)
- D’une part m =inf _jpm G(u), d’ott
Ve>0il existew € IR™ tel quem < G(@) <m+e (4.45)
- D’autre part il suit de la définition de G(@) (cfr relation (4.40)) que
Ve'>0 3 #e X tel que G(r) < (&) + P(g(#) < G@) +¢ (4.46)
- Finalement, en considérant &' = € dans (4.45) et (4.46), nous obtenons que
Ve>03 mwelR™et 3 £BX tel que f(2) + P(g9(2)) < G@) +e <m +2¢,
d’ott en posant © = g(&),
Ve>0 3 ¢ IR™ tel que f(&)+ P(9) <m+2¢ (4.47)
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Par ailleurs, il suit de la définition de I'infinimum que
inf zex {f(z) tel que g(z) < 8} + P(D) < f(&) + P(9) (4.48)

Par conséquent, nous déduisons de (4.47), (4.48) et de la définition de la fonction
primal ¢ que Ve >0 3 0 € IR™ tel que q(9) + P(d) < m + 2¢. De plus par la
relation (4.43),

q(®) + P(d) >inf  jpm G(u) :=m

En conclusion, V¢ > 0 [m,m + e[N{g(v) + P(v) tel que v € R™y# 0.
La thése suit alors de la caractérisation de la borne inférieure d’un ensemble (cfr

proposition 4.16). 0

Lemme 4.6 :

Soient {\;} une suite de scalaires strictement positifs et h une fonction de Bregman de
zone S telle que 17 C S et @ C R(Vh).
Considérons la suite {(z*, p*)} 32, définie par

o* €argmin v {fx(2) + 30 (VA(P") + Aig(2))}

pFtt = VA (VA(p*) + Meg(z*))

Alors q
g(a¥) = IR = VRG] € Now () ¥ k20
k

Preuve du lemme 4.6 :

Considérons 'opérateur P défini sur IR™ par

1
Pi(u) = Eh*Jr(Vh(pk) +Mu) VE=0

- D'une part, remarquons que
)

pFesS Vk>0 (4.49)

En effet, en exprimant la relation d’itération de p* en terme de I'opérateur P, nous
obtenons que pFt! = V Pi(g(z*)).

Or par le lemme 4.4 Py est croissant, des lors pFt1 >0, ie pFtl € ot

La thése suit alors de hypothése ntcs.

- D’autre part, il résulte du lemme 4.4 que lopérateur Py est propre, convexe, fermé
et différentiable.
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Par conséquent V Py et (Py)* sont des opérateurs inverses (cfr proposition 4.2), et

donc
pF1 = VP (g(z*)) & g(a*) € B(P)" (0*) .

Or par la relation (4.49) p*' € S,
ainsi nous déduisons du lemme 4.4 que

o(a*) € IVHEH) = RN + N (7).

Nous disposons maintenant de tous les résultats nécessaires pour prouver le théoreme
relatif & la forme de Ditération de la méthode des multiplicateurs avec fonctions de Breg-

man pour le probleme (PI).

preuve du théoréme 4.4 :

Pas 1 : Prouvons d’abord que

’ 2 ; 1 g
z* €argmin __jpn {Lp(z,p", M)} & o €argmin _fpe {fx(9:)+5\—h*+(Vh(p’”)+)\kg(m))} .
k

Comme, .
LB(x?pks Ak) = sup {L(:C,E) - "'_Dh(gapk)} ’
€20 Ak
il suit des définitions du lagrangien associé & (PI) et de la fonction Dy que

Lo pt M) = sup {fx(e)+ < Ergla) > —h)+ Sh(Y

+ L vty E-pt )

Ak
c’est-a-dire
1 1
Lg(z, 0% X) = [fx(z)+ /\—h(Pk) — 3 < Vh(p¥),p* >

k k

1

+ y-sup {< VR + Meg(z), € > —R(E)} -
k €20

ou encore

1 1
Lg(z,p*, \) = fx(z)+ )\—kh(Pk) bW < Vh(p*),p" >

+ /\ikh**-(w(pk) + hug(a))
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La these suit alors de l’indépendance en x du terme %kh(pk) — f: < Vh(p*), p* >.

Pas 2 : Montrons a présent que
siptt! = Vh*"'(Vh(pk) + Arg(z®)) jalors p"t = ((Vh + AO(=d)) o Vh)(p") .

a) Considérons 'opérateur Py défini sur IR™ par Py(u) = ;%h**‘(Vh(pk) + Apu)
¥V k > 0. Il est évident que

o* cargmin __ e {fx(2) + Pi(9(2))} (4.50)
pFt = VP (g(2%)) (4.51)

b) Définissons maintenant ub = g(2*) V k > 0 et montrons que
— € A(=d)(p*) (452)
e D’une part, il résulte du lemme (4.5) que
inf e (x(2) + Pu(g(@))} =inf e {g() + Pe(w)}

Ainsi, puisque par la relation (4.50), 2% minimise f(z)+ Px(g(z)) sur X, il est
immédiat que u* = g(¢*) minimise g(u) + Pi(u) sur k™.
Par conséquent

0 € 8(q + Pr)(ub) (4.53)

o D’autre part ri(dom ¢) Nri(dom Py) # 0. En effet, ri(dom ¢) C IR™ est non
vide car dom g est convexe (cfr proposition A.IL4).
De plus, il suit du lemme 4.4 que dom (P;) = IR™.
Ainsi la relation (4.53) et la différentiabilité de Py (cfr lemme 4.4) nous assurent
que
0 € dq(u¥) + VPi(u*) ,

c’est-a-dire
—VP(u*) € 9g(u*)
ou encore
~VPy(g(a*)) € dq(u")
et donc
—p**" € dg(u”)
De plus, puisque dq et d¢* sont des opérateurs inverses [proposition 4.2], nous

obtenons que
u* € 0q°(—p**) (4.54)
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e Pour terminer, remarquons que
(—d) = (=I) 0 dq* o (—I) ou I désigne I'identité (4.55)

En effet, il suit de la proposition 4.7 que —d = ¢* o (—1I).

Des lors 8(—d) = 9(¢* o (—1)).

Or (R(I) N ri(dom ¢*)) = ri(dom ¢*) est non vide car ¢* est convexe [cfr
proposition A.IL4).

Ainsi, il résulte de la proposition A.IV.13 que

d(—d) = d(q* o (—1)) = (=1) 0 dg" o (—I).

e Par conséquent, les relations (4.54) et (4.55), nous assurent que
uF € dg*(—p*t!) & —u € 9(—d)(p**) .

c¢) Montrons & présent que p*** = ((Vh + Aed(—d))~" o VA)(p*) pour tout & > 0.
Définissons w*+ = u* — J-(VA(p*t!) — Vh(p*)) ¥V k > 0.

Dés lors i

Ak
Or par (4.52) nous savons que —u* € 8(—d)(p**!), ainsi, il suit que
1

A_k(Vh(p") — Vh(p**1)) € 8(—d)(p**") + w*t .

Par ailleurs, il résulte du lemme 4.6 que w**! € N+ (p

k

—ut = —{-—(VA(E*) = VAH) + w1}

k+1)
Par conséquent nous obtenons que
1
Ak

De plus, la proposition 4.8 nous assure que V p

d(—d)(p) = 8(—=d)(p) + Ng+(p) ,

[VA(p*) — VA(E*)] € 0(=d)(**") + Nt (™) .

d’ott i
T (VARG = VRGH)) € A=A ,
ce qui se réécrit

P e (VA + MB(—d))™ o VA)(pY) .
Or Popérateur ((Vh + A\pd(—d))~! o V&) est univoque car P'opérateur d(—d) est

monotone (cfr proposition 2.7). Ainsi, nous concluons que
P = (Vh+ Md(=d)) ™ o VE)(pY)

Ce qu'il fallait démontrer. o
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1l est maintenant temps d’énoncer P'algorithme de la méthode des multiplicateurs util-

isant des fonctions de Bregman pour un probléme avec contraintes d’inégalités.

Algorithme 4.6 :

Soient {A\;}§2, une suite de scalaires strictement positifs, h une fonction de Bregman
telle que Nt cSet O+ C R(Vh).
A Dlitération k, soient p* € 0" et Ap > 0 connus.
1. Résoudre le probléeme de minimisation
. L.
o Cargmin e {fx(2) + A (VH) + deg(a)}

2. Calculer l'itération des multiplicateurs

PPt = VA (VA(P*) + Arg(zF)) .

4.4.3 Conditions d’existence et d’unicité des itérés

En vertu du théoréme 4.4, nous savons que la relation d’itération de la suite des mul-
tiplicateurs peut se réécrire p*+1 = ((Vh + A\d(—d))~! o VA)(p¥).
L’existence de la suite {p*} est donc assurée par des conditions semblables & celles du

théoréme 2.6, en I'occurrence :

R(Vh) = IR"
ou, R(Vh)est un ouvert et 0 € R(F(—d)) .

Par contre, nous ne connaissons pas de conditions d’existence de la suite {2*} dans le
cas général. Toutefois, lorsque la fonction f est fortement convewe, alors la fonction définie
sur IR" par f(z) + Alkh*‘*(Vh(pk) + Arg(z)) est elle aussi fortement convexe. Ainsi, il suit

de la proposition 3.2 qu’il existe un seul @ € X tel que

o =argmin ,ex {/(2) + A (VA(*) + 9(2))} -
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4.4.4 Convergence vers une solution des problemes primal (PI)
et dual (DI)

Enoncons directement le théoréme de convergence de la méthode des multiplicateurs

utilisant des fonctions de Bregman vers une solution des problemes (PT) et (DI).

Théoréeme 4.5 :

Soient {\¢}32, une suite de scalaires strictement positifs telle que inf x>0 {M} >0eth
une fonction de Bregman de zone S telle que of C S et QF C R(Vh).
Supposons que la suite {(z*,p*)}52, C IR" x (oM

z* €argmin IR {fx(=) + )\lkh*"'(Vh(pk) + Arg(2))}

pttl = Vfa*+(Vh(pk) + Aeg(2®))

est bien définie.

Sous ces hypotheses, on a les assertions suivantes :

- Si le probléme dual (DI) admet au moins une solution alors la suite {p*} converge
vers une d’entre elles.
De plus si les fonctions g; ¢ = 1,--+,m sont continues sur X, alors toute valeur

d’adhérence de la suite {z*} est solution du probleme (PI).

- Si au contraire le probleme (DI) n’admet pas de solution alors la suite {p*} est non

bornée.

Dans le but de prouver ce théoréme, nous énongons une propriété du sous-gradient de

la composée de fonctions convexes.

Proposition 4.17 :

Soient fi,-- -, fm des fonctions propres et convexes sur IR" telles que

Nm,ri(dom f;) # 0.

Notons f(z) = (fi(z)," ", fm(z)) € (=00, +o0]™ V z.

Soit fo une fonction concave et croissante, c’est-a-dire que u < v = fo(u) < fo(u), et
différentiable sur IR™.

Considérons un vecteur z° € N, (dom f;).
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Définissons une fonction G de IR* dans IRU {+oo} par

fo(f(2)) sif(z) € R™
400 si fi(z) =400 Vi=1,---,m

G(z) =

et une fonction L définie de IR® dans IR U {+oo} par L(z) = X%, wifi(z) o y =
V fo(f(2%))-

De plus nous prenons comme convention que yifi(z) = +oo si y; = 0 et fi(x) = +oo.

Alors
1. La fonction G est propre et convexe.

9. Vde R L'(z%d) = G'(z d) ot L'(2°;d) désigne la dérivée directionnelle de L en

20 dans la direction d.

3. 9G(z°) = =y [V fo( £ (2°))):0fi(2°) + Nigom 6)(2°)-

Preuve de la proposition 4.16 :

Pas 1 : [La fonction G est propre et convexe].

_ Soient u et v deux vecteurs de N, (dom f;) tels que u # v et A € [0,1].

Puisque Vi =1, --,m f; est une fonction convexe, nous obtenons que
FOu+ (1= M) < Af(w) + (1= N f().
Ainsi, il suit de la croissance et de la convexité de fo que
Fo(FOu+ (1 = Aw)) < fo(Af(u) + (1 = 2 f(0)) £ Mo(f(w)) + (1 = X fo(f(v)) -

D’ot,
Gu+ (1= A)v) < AG(u) + (1 = N)G(v) .

Ce qui prouve la convexité de G.

- D’autre part, GG est propre.
En effet, il est évident que G(z) > —oo V z. De plus par hypotheése dom fo = IR™
et il existe = € IR" tel que f(z) € IR™.
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Pas 2 : [G/(2% d) = L'(2% d) pour tout d € IR™
a) Remarquons dés & présent que Vde IR et Vte IR

Lz +td)e R & fi(a®+td)eR Vi=1,---,m
& fo(f(z®+td) e R
& Ga°+td) € R (4.56)

En effet, dom fo = IR™ car fo est différentiable.

b) Supposons d’abord que V¢ >0 3 1o <t tel que L(z° + tod) = +o0.
Nous pouvons alors construire une suite (tx)i2o C IR telle que

lim #; = 0 et L(z® + txd) = +o0 pour tout k > 0 (4.57)

k—oo
Or L(2°) € IR car par définition de 2%, f(z°) € IR™.
D’ot limg, o Mﬁ‘i'_ﬁ)“_r‘(ﬁl = +00.
Par ailleurs en vertu de (4.56) et (4.57), on a G(2° + txd) = +oo pour tout k> 0.
Or G(2°) € IR puisque f(z°) € IR™ et dom f° = IR™, dés lors
G(z° + td) — G(z°)

lim =400 .
tp—0 tk

Par conséquent, il résulte que L'(z% d) = G'(2°;d) = +oo.
c) Supposons maintenant que 3 %o tel que YVt < to L(z® + td) # +oo.
- Calculons d’abord G'(z% d). Par définition de G on a
0 _ 0 0 _ 0
Gt =G ol td) = ()

t—0 t t—0 t

Or f, est différentiable sur [f(z°), f(2° +td)] C IR™.
Ainsi, par le théoreme des accroissements finis et la continuité du produit

scalaire, nous obtenons que

G(a° + td) — G(z°) f(2° + td) — f(2°)

%i_l}% 7 — l]_r}% Vfo(ct),&_l.% ; > (4.58)
o ¢ €]f(2°), f(a° + td)[.
De plus,
lim ¥ fa(e:) = Vol (%)) (4.59)
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En effet, puisque fo est convexe et différentiable sur IR™, il suit de [19, théoreme
25.5] que V fo est continu. Or limsoc; = f(z°) car limy_o f(a® + td) = f(xo)
(cfr [19], théoréme 10.1).
Il découle donc des relations (4.58) et (4.59) que
(2% d) = lim G(2° + tdt) — G(2%) . Vfo(f(mo)),%gré f(z® + tdt) — f(2°) .
(4.60)

- Calculons ensuite L/(2%;d). Par définition de L, on a

m

L(a® + td) — L(2%) = 3 wi(fi(a® +td) — fi(a")) -

Ory = Vo f(°)), ot L(a®+td)— L(a®) =< VFo(f(2%), f(2°+1d) = [ (2°) >.

Ainsi, il suit de la continuité du produit scalaire que

L(z® + td) — L(z°) F(2° 4 td) — f(a°)

(e ) = lig LEH D=L (a0 lirg LG50 >
(4.61)
Par conséquent, il résulte des relations (4.60), (4.61) que (2% d) = G'(«%d).
Pas 3 : [0G(2°) = %, v:i0fi(2°) + Nidom a)(z°)].
Remarquons dés & présent que
y = Vfo(f(2%)) est positif car fo est croissante. (4.62)

Soit l’ensemble Q := {z tel que z € Y7 %:0fi(2°) + N(dom &) (z°)}

a) Prouvons tout d’abord que @ C dG(2).
Soient S* € 8f;(2°)i=1,---,m et S la matrice dont les lignes sont les vecteurs s'.

En vertu de la définition du sous-différentiel, nous obtenons que
Vee R fi(z) 2 fila)+ <shz—a’>i=1,-,m

autrement dit,

Ve R f(z) > f(z°) +S(= — z%)

Or la fonction fo est croissante et différentiable sur IR™, d’ou

Vae R folf(2) 2 folf(a®) + S(z — %) = folf (@) + [VIolFN S = =°)
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c’est-a-dire

Yz e R G(z) > G(z°) +y"S(z —2°) ,
et donc y7'S € 9G(z°).

Il suit alors du caractére arbitraire des vecteurs s* € dfi(z°) 7 =1,---,m que
m
3 yidfi(2®) € 9G(2°) .
i=1

Ainsi, puisque G (2°) = 0G(2°)+Naom c(2°) (cfr proposition A.IV.14) nous obtenons
que

Q=3 %dfi(a") + Naom ¢ € OG(a%)

i=1
b) Montrons ensuite par contraposition que dG(2°) C Q, c’est-a-dire, vérifions que Vw €

R\ Q,w ¢ 9G(a).

- D’une part remarquons que dL(z°) = Q. En effet puisque Vi=1,---,mles
fonctions f; sont convexes, y > 0 et N7 ri(dom f;) # 0, nous déduisons d’une

propriété du sous-différentiel (proposition A.IV.15) que
m
8L($O) = Z y,-Bf,-(:cO) -+ N(ﬂ:-’;ldom f'_)(wO) :
i=1

Par ailleurs
N(dom G)(.’BU) = N(n'.";ldom fa‘)(xo)
car f, est différentiable sur IR™, d’olt dom fo = IR™.

Par conséquent

L) = 3" 10i(a®) + Nom 0)(2°) (4.63)

i=1

La these suit alors de la définition de Q.
- D’autre part, montrons que Y w € IR"\ Q,w ¢ 9G(z°).

Soit un vecteur w € IR™ \ () arbitraire.
Puisque Q = dL(2°),w & L(z°), et donc par la proposition A.IV.10,

3 d € R" tel que <w,d > > L'(z%d').

Notons que s.p.d.g. [|d'|]| =1.
Or par le pas 2 L/(2% d") = G'(z°% d'), d’ott

3 d' e R ||d)| =1 tel que < w,d >>G'(a%d).
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De plus comme la dérivée directionnelle de G en z° est la fonction d’appui du

sous-différentiel de G en ce point, c’est-a-dire
G'(z% d') = sup{< z*,d' > tel que z” € oG ()},

nous concluons que w ¢ 9G(a°).

Ce qu’il fallait démontrer. "

Prouvons maintenant le théoréme de convergence associé aux problemes (PI) et (DI).

Preuve du théoréme 4.5 :

Pas 1 : Prouvons d’abord la convergence de la suite {p*}.

Par le théoreme 4.4, nous savons que pF+! = ((Vh + \d(—d) o VR)(p*).
Or il suit de la proposition A.IV.9 que

D(@(—d)) C dom (—d) SO,

ainsi, comme par hypothese 0" C S, nous obtenons que D(d(—d)) € S.
Par conséquent il résulte du théoreme 2.7, appliqué & I’opérateur maximal monotone d(—d),
que la suite {p*} converge vers un zéro de 8(—d), Cest-a-dire une solution du probleme

dual (DI), s'il en existe une. Dans le cas contraire, la suite {p*} est non bornée.
Pas 2 : Supposons & présent que le probleme dual (DI) admet au moins une solution.

Soient 7 la limite de la suite {p*} et T une valeur d’adhérence de la suite {z*}.
S.p.d.g., nous notons {z*} la sous-suite qui converge vers Z.
Nous désirons prouver que T est une solution du probleme (PI). Dans ce but, nous mon-

trerons que T vérifie les conditions de Kuhn Tucker associées au probleme (PI).
1. ’ ’ . m ]' ak
Considérons opérateur Py défini sur IR™ par Py(u) = )\_h H(VA(PY) + Mku) . (4.64)
k
1. Dans un premier temps, montrons que T est admissible pour (PI).

- D’une part, puisque la suite {z*} est contenue dans P’ensemble fermé X, il est
évident que T € X.
- D’autre part ¢;(z) <0 1 =1,---,m.

En effet, en vertu du lemme 4.6, nous savons que

g(") - /\ik[Vh(P"“) — Vh(p*)] € N+ (") - (4.65)
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Or la fonction h est continfiment différentiable sur S et inf g0 {Ax} > 0, des

lors
khm ,\—(Vh( p*tl) — VA(p¥)) = 0. (4.66)
— 00 k
De plus, puisque par hypothése les fonctions g :=1,---,m sont continues sur
X, il suit que
klim g(z*) = ¢(z) . (4.67)

Ainsi en vertu des relations (4.66) et (4.67), nous obtenons que
: o : : _
Jim {g(") - —[Vh(PHl) — Vh(p*)]} = 9(@) - (4.68)

Par ailleurs Ng+ est le sous-différentiel de la fonction propre, convexe et s.c.i.
% (cfr proposition A.V.2). Il s’agit donc d’un opérateur maximal monotone (cfr
exemple 2.5). Par conséquent, nous déduisons de (4. 65), (4.68) et du caractere

fermé des opérateurs maximaux monotones (cfr proposition 2.4) que

9(z) € N+ (P) (4.69)
ce qui signifie ¢;(T) <0i=1,---,m car Ng+ =,
2. En second lieu, montrons que

>0 et <p,g(@) > =0 (4.70)

- Puisque p*+! = VA*H(Vh(p*) + Arg(2")), il suit immédiatement de la définition
de Popérateur Py (cfr relation (4.64)) que p*+' = V Pi(g(z%)).

Or par le lemme 4.4 opérateur Py est croissant, dés lors pF*1 >0V E > 0.

(4.71)
Ainsi, comme la suite {p*} est contenue dans I’ensemble fermé O, il suit que
e’
- Définissons maintenant Pensemble J := {j = 1,---,m tel que g;(Z) < 0}.

Puisque par (4.69) g(T) € Ng+(P), nous obtenons que < g(z),z —p >< 0 pour
tout z € 0.
Autrement dit,

> ¢;(T)(2; —P;) <0 pour tout z; 2 0jed.
i€l

Ainsi, comme P € ﬁ+, nous concluons que p; = 0 pour tout j €S,
D’ou < 7, ¢(T) >=0.
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3. Pour terminer prouvons que ¥ €argmin __Jp" {L(z,p)} ou la fonction lagrangienne
associée & (PI) est définie par L(z,p) = fx(z) + XL, Pigi(e).

Dans ce but, nous vérifierons d’abord que

0 € 8f(z*) + Nx(2*) + Y pit'0gi(a*) VE20

=1

Ensuite nous montrerons que pour tout p € ﬁ+, Popérateur
Of + Nx + 3™, piJg; est maximal monotone.
Enfin, nous basant sur le caractere fermé des opérateurs maximaux monotones (cfr
proposition 4.4), nous concluerons que 0 € Jf (%) + Nx(Z)+ 2"y §;9:(T), autrement
dit, 7 €argmin _ pr {fx(2) + ZiZ1 Pigi(2)}-

a) Vérifions d’abord que

0 € 8 (%) + Nx(ah) + 3 pH10gi(e") VE>0. (4.72)
=1
- Comme
o corgmin e {fx(a) + 3" (VA0Y) + Mg )
il suit que

0 € Bu[f(-) +8x() + Pulg()N(=") - (4.73)

Or ri(dom f)Nri(dom éx)Nri(dom (Pyog)) # 0. En effet, par hypothese
ona X Cdom f et X Cdom g.
Dés lors, il suit des propositions A.IL.4 et A.IL.8 que

ri(X) # 0 et ri(X) C ri(dom f) Nri(dom &x) Nri(dom g),
d'ott ri(dom f) N ri(dom 6x)Nri(dom g) # 0. (4.74)

Or dom (P, og) =dom g car dom Py = IR™ (cfr lemme 4.1), ainsi,
ri(dom f) N ri(dom 6x) Nri(dom (Pyog)) # 0. (4.75)

Par conséquent, nous déduisons de la propriété de sommation du sous-

différentiel (cfr proposition A.IV.12) que
8f(2*) + Nx(a*) + a(Pr 0 g)(z*) . (4.76)

- Evaluons maintenant (P o g)(z).
D’une part Popérateur Py est différentiable et croissant sur IR™ (cfr lemme
4.4).
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D’autre part les fonctions g; 2 = 1,-+-,m sont propres, convexes et
N7, ri(dom g;) # @ (cfr relation 4.73).
Dés lors il suit de la proposition 4.16 que

5( Z VP,L ] 895(-17 )‘|’ Nnm ;dom g.)( k)
i=1
A= 8( Z [Vh*+ Vh ) + /\kg(l'k))]iag,;(l’k) + 1’\."(ﬁ:ﬂ=1 dom g,')
& 0(F Z k'Hagz )+ N(n ™ dom g‘)( k) : (4.77)

- Remplagant 9(P; o g)(2*) par sa valeur (4.77) dans (4.76) nous obtenons

que

0 € 9f(z*) + Nx(a*) + Z pt10g:(*) + Ninm dom g0 (2") -

i=1

La these suit alors d’une propriété du céne normal. En effet, par hypothese
X €N, (dom g¢;) d’our

Nx + Ny, dom g:) = Nx - (4.78)
(cfr proposition A.V.3).

b) Prouvons & présent que pour tout p € ﬁ+, Iopérateur

of + Nx + E p;0g; est maximal monotone. (4.79)
=1

En effet, nous savons déja par la relation (4.74) que

ri(dom f)Nri(dom &x)Nri(NZ,(dom gi)) # 0

Ainsi, la propriété de sommation du sous-différentiel (cfr proposition A.IV.12)
nous assure que pour tout @ € (dom f)N dom (6x) N (dom g),

B +6x+3 pig) (@) = 9F(2) + Nx(2) +8(3. pige)(a)

=1 =1

De plus puisque par la relation (4.74) N7 ri(dom g;) # @, il suit d’une propriété
du sous-différentiel (cfr proposition A.IV.15) que

m
Z pagt Z p:agz + N(rlzgldom gi)($) )
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des lors

a(f+5X+Z ptgz)(m) = af($)+NA +E pzagt +N(nm dom g;) (l) (4’ 80)
i=1
Or nous savons par (4.78) que Nx + N(am dom gi) = Ny,

par conséquent, nous obtenons que

O(f +6x + Y, pigi)(z) = 0f () + Nx( )+ pidgi(x) .
=1 i=1

D’autre part, comme les fonctions f,éx et pigi(p; = 0) sont propres, convexes

et s.c.i., il résulte de I'exemple 2.5 que 'opérateur Of + 6x + X0y pigs) est

maximal monotone.

La these suit alors de 1’égalité des deux opérateurs

Af+éx+Y_ pigi) et Of + Nx + > pidgi .

i=1

¢) Finalement, montrons que T €argmin . g~ {fx (z) + X%, pigi(2)}.

Remarquons dés & présent que les opérateurs f + Nx + 2272, P k194 et
df + Nx + X", p;0g; sont maximaux monotones car par les relations (4.70) et
(4.71) p* >0 VEk>0etp>0.

Ainsi, comme

0 € af(z*) + Nx(z +Z Pt 9gi(2*)

i=1
nous déduisons de la monotonie de 'opérateur Of + Nx + 312y i F19g:(z*) que
Y z,y, 2,7, 7™ € IR" tels que y € 0f(z),z € Nx(z) et
v edg(z) i=1,+,m
on a

<z-—=z ,y+z+z p"Jrl bl B0,
1=1

Fixons maintenant de tels #,9, 2,4 ++-4™. Lorsque k tend vers l'infini nous

obtenons que
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Par conséquent, comme les vecteurs &,79,2,4" -+ A™ sont arbitraires, il résulte
du caractére maximal de Popérateur 8f 4+ Nx + S, P,0g; (cfr définition 2.9)

que

0 € df(T) + Nx(T) + f} 7:09:(T) ,

=1
autrement dit

 cargmin g~ {fx(2) + 2 Pigi(2)} -
1=1
4. En conclusion, il résulte de 1), 2), 3) que T vérifie les conditions de Kuhn Tucker
associées au probléme de minimisation convexe (PI). En effet,

7 est admissible,
<y(®),p>=0
et T €argmin ,_jpr {L(2,P)} ot P est une solution du dual (DI).

Par conséquent T est solution du probleme (PI). m

Dans la suite de ce paragraphe, consacré aux problemes avec contraintes d’inégalités,
nous écrirons itération de la méthode des multiplicateurs utilisant des fonctions de Breg-

man h particulieres.

4.4.5 Cas particulier : la fonction de Bregman h est séparable

Soit A une fonction de Bregman séparable, c’est-a-dire
h(u) =2 hi(u)
=1
olt hy,-+, hy sont des fonctions de Bregman de zone respective .5; D [0, 00)
g == Lo b 60
Il est donc immédiat que ’hypothese 0" C 9 est vérifiée.
Remarquons des a présent que

Vhi(0) est un minimum global de A} sur IR Vi=1,---,m.

En effet, puisque les fonctions k] sont propres, convexes et différentiables sur

dom h* = S; (lemme 4.1), il résulte de la proposition 4.2 que
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Ce qui est évidemment vrai.
La thése découle alors du théoreme A.VIL3.

Evaluons maintenant la fonction conjuguée monotone de h, ainsi que son gradient. No-
tons que par convention pour tout z,y € IR™, max{z,y} désigne le vecteur dont chaque

composante est le maximum entre ; et y; ¢=1,---,m.

Proposition 4.7 :
Soit h une fonction de Bregman séparable. Alors h**(u) = h*(max{u, VA(0)}).

Preuve de la proposition 4.17 :

1. La définition de la conjuguée monotone nous assure que :

W (u) = ig}g{i it — i hi(pi)}

& hH(u) = Sff sup (s~ (20}
& ht(u)= fj At (w;) | (4.81)

2. Evaluons maintenant A}*(u;) pour ¢ € {1,---,m} arbitraire.

En vertu de la proposition 4.10, nous savons que
hit(w;) =inf woe bilw;) .
De deux choses 'une :
(a) Siu; < Vhy(0) alors
R (ws) =inf w>u, h(wi) = ki (VAi(0)) (4.82)

car Vhi(0) est un minimum global de A} sur IR.
(b) Siw; > Vhy(0) alors

Rt (ui) =inf wpu; B (wi) = i (w) (4.83)
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En effet, par une propriété des fonctions convexes (cfr proposition A.I1.13) on a

que pour tout w; > u; > Vh;(0)

hi(w;) — ht(Vhi(0)) N hi(u;) — h¥(VRi(0))
wW; — Vhi(O) - U; — th'((])

& [k} (ws) — RI(VAi(0))][ws — VAi(0)] 2 [Af (ws) — hi(VAi(0))][wi — VAi(0)]
(4.84)
D’autre part V w; > w; > Vhi(0) (w; — Vhi(0)) = (ui — Vhi(0)) 20

d'ott [~} (w) — h} (VAi(0))][wi — Vhi(0)] = [hi(ui) — hi(Vhi(0))][ui — Vhi(0)]
(4.85)
Ainsi, il résulte des relations (4.84), (4.85), et de la positivité stricte de (u; —
Vhi(0)) que

[hE(wi) — B} (VR:(0)][wi — VAi(0)] > [hF (us) — B (VRi(0))][ui — Vi(0)]
&  hi(w;) — ki (Vhi(0)) > i (w;) — ki (Vhi(0))
& hi(w) > hi(w)

Par conséquent, nous obtenons que

Vw; > u; > VAi(0), hi(w;) > hi(w) (4.86)

3. En conclusion, nous désuisons des relations (4.81), (4.82), (4.83) que

) = 3 )
o ()= i k¥ max(u;, Vh;(0))

& h**(u) = 1*(max{u, VA(0)})

Par un raisonnement analogue, nous pouvons prouver la proposition suivante :

Proposition 4.18 :

Soit A une fonction de Bregman séparable. Alors

Vit (u;) = max{0,VR;(0)} ¢=1,---,m.
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Nous disposons maintenant de tous les résultats nécessaires pour écrire I’algorithme de

la méthode des multiplicateurs utilisant une fonction de Bregman séparable.

Algorithme 4.7 :

Soient {Ax}52, une suite de scalaires strictement positifs; & une fonction de Bregman
séparable telle que 2+ C R(Vh). A Ditération k, soient P € 0" et Ap > 0 connus.

1. Résoudre le probleme de minimisation

o corgmin o {fx(2) + 30" (@ax{VA(O), VAE) + Mg(e)))}

2. calculer I'itération des multiplicateurs

pH*Y = max{0, VA*(VA(p*) + Aeg(2¥))} .

4.4.6 Cas particulier h(u) = %||ul]?

Tl est évident que la fonction A définie de IR™ dans IR par h(u) = §||u||* est une fonction

de Bregman séparable de zone IR™. De plus R(Vh) = IR™ puisque Vh(u) =u Vu € R™.

Soit p° € . Comme pour tout u € R™ h*(u) = %||u||* (cfr exemple A.VL3), la

méthode des multiplicateurs génére une suite {(z*,p*)} telle que

o cargmin ,_ppr {fx(2) + A" (max{VA(0), VA(*) + Meg(2)}))

p*t1 = max{0, VA*(VA(p*) + Arg(z*))}

- o cargmin . pr {fx () + 35 [lmax(0, p* + Arg(2))II*}

p*t! = max{0, p* + Arg(a*)}

- ¥ €argmin _pr {fx (2) + 7= Tk {max(0, pf + Argi(2))}*}
pf’"’l = max{0,pF + Megi(z¥)} i=1,---,m

Notre méthode est donc équivalente & celle du lagrangien augmenté classique pour le

probleme (PI) (algorithme 4.2).
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4,4.7 Cas particulier h(u) = T2 (u;lnu; — u;)

Ferivons Vitération de la méthode des multiplicateurs utilisant la fonction de Bregman
h de zone S = QF définie par h(u) = 17, (wilnu; — u;)
ot O = {u € IR™ tel que u > 0} (cfr exemple 2.9).

Notons que la fonction A ainsi définie n’étant pas séparable, nous ne pouvons pas ap-
5 P P

pliquer I'algorithme 2.7.

Evaluons donc la fonction conjuguée monotone de h.

En vertu de la proposition 4.10, nous savons que
V u €dom A**, h**(u) =inf 45 A" (w) .

Or par [19, p. 142] h*(u) = £, h}(u;) ol la fonction h; est définie par
h;(u;) = U In U; — Uj.
Dot en vertu de 'exemple A.VL3 (2) on a h*(u) = 372, €*.
Par conséquent, inf 4>, h*(w) = h*(u) c’est-a-dire
Vuedom B RH(u)=h*(u) =) ¥

i=1

Par ailleurs Vh(u) = (In )2, et [VA*H(u)];=e% 1=1,---,m.
Ainsi, nous obtenons les équivalences suivantes :

* eargmin e {fx(2) + R (VR(P*) + Aig(2))}
ptl = Vh*H(VA(p*) + Mrg(2*))

o cargmin _pn {fx(z) + & LR, it}

=
p:;+1 — elnpf-‘+)\kg.'(mk} i=1,---,m
" z* cargmin __pn {fx(z) + %k TRy peMe@])

o I B
Pt = phee®) =1, m

Ces deux formules sont bien connues sous le nom de méthode exponentielle des multi-

plicateurs (algorithme 4.3).
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Malheureusement, comme S = *, nous ne pouvons pas appliquer notre théorie a
cette méthode. En effet nous ne disposons pas de 'hypothese Q" C S. Plus précisément,
rappelons que la suite des multiplicateurs {p*} est obtenue en appliquant 'algorithme du
point proximal non linéaire (algorithme 2.1) a lopérateur maximal monotone d(—d) (ou d
est la fonction duale associée au probleme (PI)).

Ainsi, comme dans notre cas, I’hypothese m C S n’est pas nécessairement vérifiée,
nous ne pouvons pas utiliser le théoreme 2.7 pour prouver la convergence de la suite {p*}
vers une solution du probleme dual (DI) (cfr théoreme 4.5 pas 1).

D’otu lintérét d’affaiblir l’hypothéseﬁm C S dans 'analyse de convergence de I'algorithme
du point proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman (nous nous référons ici

3 la remarque 2.2 du paragraphe 2.4.4).

Notons que dans leur article [8], Gong Chen et Marc Teboulle ont défini la suite des
multiplicateurs {p*} en appliquant I’algorithme de minimisation proximale avec fonctions
de Bregman (cfr algorithme 3.1) au probleme dual (DI). Cette approche est bien siir
équivalente & la notre. En effet, le théoréme 3.1 nous assure que

1
/\_'Dh(p:pk)} :
k

Ainsi, ayant prouvé la convergence de ’algorithme de minimisation proximale sous

P = (VA + \d(—d)) ! o VR)(p*) & p**! =argmin ;50 {—d(p) +

'hypothése plus faible ri(dom d) C S (cfr remarque 3.1), ils ont pu prouver la convergence
de la méthode des multiplicateurs.

Citons leur théoréme :

Théoreme :
Soient & la fonction de Bregman de zone Q% définie par h(p) = i, (pi Inp; — pi) et { A}
une suite de scalaires strictement positifs tels que inf x»o {Ax} > 0.

Considérons le probléeme de minimisation convexe avec contraintes d’inégalités (PI), et
supposons que ri(dom f) N (N, ri(dom g;)) # 0.

Alors la suite des multiplicateurs de Lagrange {p*} définie par

/\ith (p,7")}

converge vers une solution du dual (DI) s’il en existe une. De plus dans ce cas, si les

p**! =argmin .50 {—d(p) +

fonctions ¢; i = 1,-++,m sont continues, alors toute valeur d’adhérence de la suite {z*}

est une solution du probleme (PI).

Preuve : cfr [8], théoreme 4.2.
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4.4.8 Cas particulier : h(v) =20 (ui + 1)[Inwi +1) = 1)]

Pour terminer réécrivons l'itération de la méthode des multiplicateurs utilisant la fonc-
tion de Bregman h de zone S := {p € IR™ tel que p; > -1 ¢ =1,---,m} définie par
h(uw) = 2™, (wi + 1)[ln(w; +1) = 1]

Comme @7 €S nous pouvons appliquer notre théorie a cette méthode.

1] est évident que VA(p) = In(pi + 1)iz1-

m

Par ailleurs h*(u) = Yy (e* — w;). De plus, nous prenons comme convention que le

vecteur e = (e™ - - - e*m) et que le vecteur 1 =(1 ...1).

Considérons un vecteur p° € 0", Dés lors la méthode des multiplicateurs génere une
suite {(z¥,p*)} telle que

ot cargmin e {fx(2) + & T, (max{L,eEiH M) —In(pf +1) = Akgi(2)})}

pFHl = max{o,e(w(p*)+/\kg(r")) ~1}

;

o* cargmin . {fx () + & Sy (max{1, (pf + Dede ) —la(pf +1) = Mgi(@)}))

| 1 = max{0, (pt + 1)eMo — 1)

I’algorithme résultant possede un désavantage non négligeable par rapport & la méthode
exponentielle classique des multiplicateurs classique (cfr paragraphe 4.4.7). En eflet, les
dérivées secondes de la fonction f(z) = Aik v (max{l,(pf + 1)eM9i@ — In(pF + 1) -
Mrgi(z)})} étant discontinues, nous ne pouvons pas utiliser la méthode de Newton pour

rechercher z*.
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4.5 Probléme de minimisation convexe avec contraintes
d’égalités et d’inégalités
Dans ce chapitre, nous avons étudié une nouvelle méthode des multiplicateurs. Pour des
raisons de clarté, nous avons séparé les problemes avec contraintes d’égalités et d’inégalités.

Combinons maintenant les deux approches.

Considérons le probleme

Minimiser f(z)
(P) s.c. gi(z) <0 i=1,---,m
T Az =0
L re X

ot fig; 1=1,---,m;A;bet X vérifient les hypothéses des problemes (PI) et (PE).

Soient hy et hy deux fonctions de Bregman définies, respectivement de S, C IR™ et
S, C IR™ dans IR.

Supposons également que

S;=IR™ et Vhy =IR"
S, 20" et QF C R(Vhy).
Etant donné y° € IR™ et p° € 0", algorithme de la méthode des multiplicateurs wtil-

isant des fonctions de Bregman adaptée au probléme (P) génere une suite {(z*,y¥,p*)} C
R" x B™ x O telle que

;

o* cargmin o {fx (@) + £HI(Tha(¥¥) + Me(Az — )
LR (Vha(p*) + Aeg(2)))}

yF+ = VRY(Vhi(y*) + Ae(Az* — b))

p+L = VR (VR(pY) + Aeg(a*))

\

Les propriétés de convergence de cette suite sont données par les théorémes 4.3 et 4.5.
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Chapitre 5

Méthode proximale des
multiplicateurs utilisant des

fonctions de Bregman

Dans ce chapitre, nous appliquons I’algorithme du point proximal non linéaire utilisant
des fonctions de Bregman (algorithme 2.1) & la formulation “primal-dual” d’un probleme
d’optimisation convexe. Nous obtenons ainsi la premiére méthode prozimale non quadra-

tique des multiplicateurs.

Afin de faciliter la comparaison avec le cas classique [17, paragraphe 5], nous nous

limiterons aux problémes avec contraintes d’inégalités, c’est-a-dire :

4

Minimiser f(z)

(PI) ¢ se g(z)<0 i=1,---,m
r€X
ou f,g; i = 1,---, sont des fonctions propres, convexes et s.c.i définies de IR" dans

IRU {+0co} et X un ensemble convexe, fermé, non vide de IR".

Nous supposons également que :
- les fonctions f et ¢; i=1,---,m ont une valeur finie sur X
- Pensemble dom f N {z € X tel que g;(z) <0 1= 1,---,m}#0
- 'hypothése de qualification de contraintes - 3 te€Xtelqueg(z)<0 1=1,---,m

- est vérifiée.
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Dans un premier temps, nous écrirons le probleme “primal-dual” associé a (PI) sous la

forme de la recherche d’un zéro d’un opérateur maximal monotone.
Ensuite, nous énoncerons ’algorithme “primal-dual” et nous étudierons sa convergence.

Enfin, nous vérifierons que par un choix particulier de fonction de Bregman, nous
retrouvons la méthode proximale quadratique des multiplicateurs proposée par Rockafellar

[17, paragraphe 5],

5.1 Formulation “primal-dual” du probleme (PI)

Soit L la fonction lagrangienne associée au probleme (PI). L est définie de IR" x IR™
dans IRU {—o0, 400} par

{

f(z) + T, pigi(z) sizeX pet

L(z,p) = { —o0 sizeX p_¢ﬁ+

+o0 sic g X

Notons que cette fonction est convexe - concave c’est-a-dire convexe par rapport a la
b
premiere variable et concave par rapport a la seconde.

De plus la fonction L est propre, s.c.i en & pour tout y et s.c.s. en y pour tout z.

Nous savons que T € IR" et p € IR™ sont respectivement solutions du primal (PI) et
du dual (DI) si et seulement si (T, P) est un point-selle de la fonction L (19, théoréme 23.8,
p. 281], c’est-a-dire

L(®,p) < L(z,F) < L(,p) Vo€ R, YyeR".

Dés lors les problemes (PI) et (DI) peuvent se réécrire sous la forme équivalente :
(S1) Trouver un point-selle de la fonction L dans IR" x IR™ .

De plus, en vertu de la caractérisation de la recherche d’un point-selle en terme du

sous-différentiel [16, p. 40], le probleme (S1) est équivalent a :
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(52) Trouver (z,p) € IR™ x IR™ tel que (0,0) € L(T,p)

olt L(z,p) := {(2",p") € IR" x R™ tel que L(u,p) = Lz, p)+ <z, u—T> VYue R
et  L(z,v) < L(FP)+ <pv—P> Yve R"}

cest-a-dire OL(Z, p) := 0, L(T,P) x 8,L(Z,P)-

Enfin, puisque & chaque fonction convexe - concave, propre, s.ci. en x pour tout y,

s.c.s. en y pour tout , est associé un opérateur maximal monotone [19, corollaire 37.5.2,

p. 396), nous concluons que le probleme (S2) est équivalent a

(S3) Trouver (Z,p) € IR™ x IR™ tel que (0,0) € K(7,7)
ot lopérateur mazimal monotone K(z,p) est défini par

K(z,p) = {(z*,—p*) tel que (z*,p") € IL(z,p)} . (5.1)

5.2 Algorithme primal-dual

Soient {\x} une suite de scalaires strictement positifs et 2 une fonction de Bregman de
zone S C IR" x IR™ telle que D(K) C S.

Considérons un couple (z°,p°) € S et applliquons Ialgorithme du point proximal non
linéaire utilisant des fonctions de Bregman au probleme (S3). Nous obtenons alors une

suite {(z*, p*)}2, telle que
(&, p41) = (Th + W)™ 0 VA)(a, ) (52)
Dans le théoréme suivant, nous adaptons l'itération de la suite {(z*,p*)} au probleme

(P1).
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Théoreme 5.1 : Forme de litération.

Soient {);} une suite de scalaires strictement positifs; hx une fonction de Bregman de
zone Sx C IR" et h, une fonction de Bregman de zone S, C IR™.
Nous supposons également X C Sx,ﬁdr C S, et QY C R(Vhy).
Considérons la suite {(a*,p*)}52, définie par
o* =argmin g {fx (@) + 5B (Vi (P*) + Meg(2))
+ /\l—k.th(CC,:Ek)}

prHl = VREH(Vhy(pF) + Arg(ah+h)) .

Alors -
(wk+'1’pk+1) = ((Vh+ Xy Lo Vh)(z*,p*) pour tout k>0,

oit h est la somme directe des fonctions hx et h, c’est-a-dire h = hx + hyp.

Notons que la fonction k ainsi définie est une fonction de Bregman de zone S = Sx x S,
(cfr théoréeme 2.3).

De plus, en vertu de la proposition A.IV.6, on a
D(K) = D(AL) Cdom LC X x T

Or par hypothese X x 0" C 8x x Sp, ainsi nous obtenons que D(K)C S,
Avant de prouver ce théoreme, évaluons le sous-différentiel de la fonction

convexe - concave L(z,p) par rapport aux variables z et p.

Lemme 5.1 :

Soient deux vecteurs z et p tels que z € X, g(z) <0Oet p € [
Alors 8,L(z,p) = {g(z)} — Ng+(p)-

Preuve du lemme 5.1 :

Evaluons d’abord 8,,L(z,p) ot i € {1,-++,m}.
Considérons la fonction €' définie de IRT dans IR par C(p;) = pigi(@).
I est évident que C est propre et concave. De plus 0, L(z,p) = aC(p;).
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Or, par définition, on a

9C(p;) = {yi € IR tel que zg;(x) < pigi(2) + iz — pi) ¥V 2 = 0}
& 9C(p;) = {y: € IR tel que (z — p)gi(z) <yi(zi —pi) V2 2 0} .

Par conséquent, il résulte que
{gi(x)} sipi>0
lg:(2),00[ sipi=0.

La thése suit alors de la définition du coéne normal Nﬁ+.

dpiL(z,p) = C(pi) =

Lemme 5.2 :

Soient deux vecteurs x et p tels que x € X et p € ot
Alors 8,L(z,p) = f(z) + Nx(z) + L2y pi0gi(@).

Preuve :
- Remarquons dés & présent

ri(dom f)Nri(dom g) Nri(dom 8x) # 0.

(5.3)

En effet, comme par hypothése X Cdom fN dom ¢N dom 8x, il suit d’une pro-

priété de l'intérieur relatif que (cfr proposition A.IL.3)
ri(X) C ri(dom f)Nri(dom g) Nri(X);

Or ri(X) # 0 car X est convexe (cfr proposition A.IL4).

- Par conséquent, nous déduisons de la relation (5.3) et de la propriété de sommation

du sous-différentiel (cfr proposition A.IV.12) que

0xL(z,p) = O(f(.) + 6x(.) + Z it

& 8,L(z,p) = 0f() + Nx(z +azp,g, ().

i=1
Or il suit de la proposition A.IV.15 que
(Y pigi(.))(e) = D_ pigi(x) + Nz, dom 4:)(@) »
= 1=1
ainsi, nous obtenons que

8:L(z,p) = 0f(z) + Nx(z) + i pi0gi() + Niam dom ¢2)(T) -

i=1
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- La these suit alors d’une propriété du cone normal. En effet, puisque X €N, dom

gi, la proposition A.V.3 nous assure que Nx + Ny dom gi) = Ny "

1=

Prouvons maintenant le théoreme relatif & la forme de I'itération de I'algorithme primal-

dual.

Preuve du théoréme 5.1 :

Pas 1 : Montrons d’abord que

1 .

X;(th(mk) — Vhx(2¥*1) € 8, L(z"*,p*) . (5.4)
Définissons les deux opérateurs suivants :

1
YueR™ Py(u)= X—h**‘(Vhp(p’“) + M)
k

Pi(g(z)) sig(z) € R™

+0o0 sigi(z) =4ooVi=1,---,m

VzeR" Gilz)=

- 11 suit des définitions de G et fx que

. I .. 1
a**! =argmin g {fx(z) + A—kh;(p(pk)) + Aeg(z)) + X;th($>$k)}

1
& o =argmin g {f(z) + 6x(z) + Gr(z) + j\;th(:ﬂ,wk)}

Ainsi, écrivant la condition d’optimalité d’un probléme de minimisation convexe,

nous obtenons que

0 € () +6x() + Gel) + 1-Dux (2} ) 65)

De plus, par hypothese, X Cdom f, X C Sx et X Cdom g =dom G} car
dom P, = IR™ (cfr lemme 4.1). Des lors il suit de la proposition A.IL.8 que

ri(X) C ri(dom f)Nri(dom Gi)Nri(dom Biiallst™)) «

Or ri(X) # 0 car X est convexe, d’ou
ri({dom f)Nri(X)Nri(dom Gy)Nri(dom Dpy (-, 2%)) # 0
Par conséquent, la propriété de sommation du sous-différentiel nous assure que
0 € F(EH) + Nx(a) + 0Gx(a) + L-Ou(Da(oaNDEH) (59

otl &, désigne ’ensemble des sous-gradients par rapport a la remiere coordonnée,
1
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_ Evaluons maintenant 9G (z**1).
D'une part Iopérateur Py est différentiable et croissant sur IR™ (cfr lemme 4.4).
D’autre part les fonctions g; ¢ =1,---,m sont propres, convexes et
N, ri(dom g;) # @ car ri(X) € N2,y rz(dom gi)-
Dés lors il suit de la proposition 4.17 que

0G(*) = 3 [VPu(g(2*))]i0gi () + N dom o0 (2" )
1=1
& 0G(a*) = 3 [VAHVhy(pY) + Aeg()]1:0g:(z™)
=1
=+ N(ﬂ:’lldom g,)($k+1)
& 3Gk($k+1) k+189‘;( k+1)+N(nm st g‘)($k+1) (5'7)

=1

- Ainsi, remplacant (G}) par sa valeur (cfr (5.7)) dans la relation (5.6), nous obtenons

que

0 € 3f(z**)+Nx( k+1)—|—z ptogi(a k+1)+N(nm oy 50 +1)_|_ (91(th( ) (@41 .

i=1
Or par définition Dy (z,y) = hx(z) — hx(y)— < Vhx(y),z —y >, d’ou
1 :
B1(Day (- 2*)) (@) = = (Vhx(a"*) = Vhx(z")) (5.9)
k

De plus puisque X C NZ, dom g;, il suit d’une propriété du coéne normal (cfr
proposition A.V.3) que
NX + N(ﬂf;ldom gi) = NX . (510)
Par conséquent, il résulte des relations (5.8), (5.9) et (5.10) que
b 1
0 € 8f(z"*1) + Nx(z*) + > pitagi(zF1) + A—(th(mk“) — Vhx(z¥)),
i=1 k
c’est-a-dire

1
Ak

(Vhx(a*) - Vhx(2*1) € Of (") + Nx () + Z pit1dgi(a*+)
La these suit alors de la définition de dxI(z*+1, p**1) (cfr lemme 5.2).

Pas 2 : Vérifions ensuite que

/\k(w( ) — Vhy(p*+1)) € —8,1(z*H, p**Y) . (5.11)
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Comme la fonction h%* est propre, convexe et fermée (cfr proposition 4.12), la propo-
sition 4.2 nous assure que Vh** et d(hyt)* sont des opérateurs inverses.

Ainsi, nous obtenons que

P = Vit (Vhy(0) + Aeg(a™))
& Vhy(p") + heg(a*) € A(R;F) (P™) - (5.12)

Or la fonction A3t = h, + 61 est fermée (cfr proposition 4.10), d’ou
(Ryt)™ = (hy + 8F)* = hy + 6t (cfr proposition A.V1.4).

Dés lors la relation (5.12) se réécrit
Vhy(p*) + Aeg(a*+!) € O(hy + 65)(P") - (5.13)

D’autre part 7i(S,) N rz(ﬁl') # (. En effet, comme par hypothese QF C .Sy, il suit
d’une propriété de D’intérieur relatif (cfr proposition A.IL.8) que Ot € rilb,)-
Par conséquent d(h, 4+ 61)(pF1) = Vh,(p*t!) + 06* (p**+1) (cfr proposition A.IV.12).

Ainsi la relation (5.13) est équivalente a
Vhe(p*) + Meg(a*F!) € Vhy(p™) + 08 (0") ,

ou encore

ATh(0") =~ Thy(p*)) € ~{{o(a)} = N (")}

La thése suit alors de la définition de 8,/(z*+*, p**1) (cfr lemme 5.1).

Pas 3 : Prouvons que
(2", p* 1) = (VA + MK) ™ 0 VR)(2%,p") VE20
Il résulte des relations (5.4) et (5.11) que

Vhy(z*) € A0 l(zh 1, pht1) + Vhx (z*+1)

Vhy(p*) € =Ml (a*, p**1) + Vhy(p*)
& (Vhx(a*), VA (p)) € MK (a1, pH0) + (Vhx (1), VA (p41))

& Vh(zk, p*) € (K + Vh)(eH, p**1)
4 (.’Bk+1,pk+1) &= ((Vh + )\kﬁr)—l o Vh)(:ck,pk) ’
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Or lopérateur (VA + A\ K)™' o Vh est univoque car K est un opérateur monotone (cfr

proposition 2.7). Ainsi, nous concluons que
(2", pF) = (VA + A K)™h o Vh)(zF, p*) .

Ce qu’il fallait démontrer. "

1l est maintenant temps d’énoncer l’algorithme primal-dual.

Algorithme 5.1 :

Soient {Ax} une suite de scalaires strictement positifs, hx une fonction de Bregman de
zone Sx C IR" telle que X C Sx et h, une fonction de Bregman de zone S, C IR™ telle
que U7 C S, et Ot C R(Vh,).

Etant donné (2%,p°) € X x ﬁ+, Palgorithme de la méthode prozimale des multiplicateurs
utilisant des fonctions de Bregman génere une suite {(z*, p*)}52, telle que

phtl =a,1“gmin selit” {Fx(z)+ ‘,il:h;-l-(v'hp(?k) + Arg(z)) + Xlgth (2 mk)}
P = VRS (Vhy(0%) + Meg(2*41)) .

Comparant cet algorithme avec celui de [17, paragraphe 5], nous remarquons que les
termes linéaires et quadratiques du lagrangien augmenté ont été remplacés par un terme
de pénalité plus général. De plus le terme proximal quadratique a été remplacé par une

fonction “distance” Dy.
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5.3 Conditions d’existence et d’unicité des itérés

Théoreme 5.2 :

Soient {)} une suite de scalaires strictement positifs, hx une fonction de Bregman de
zone Sy C IR" telle que X C Sy et h, une fonction de Bregman de zone S, C IR™ telle
que Tl S, et QY C R(Vh,).

Supposons également R(Vhx) = R" et R(Vh,) = IR™.
Alors la suite {(z*, p*)} générée par la méthode proximale des multiplicateurs utilisant des

fonctions de Bregman, c’est-a-dire

gh*! =argmin __pn {fx(z) + /\Lkh;-i-(v’lzp(lok) + Aeg(z)) + ,\l_thx (z,2%)}
pHH = VhsH(Vhy(0*) + Aeg(z"1)) -

est bien définie quel que soit le point de départ (¢°,p°) € IR X o
Preuve :

Par le théoréme 5.1, nous savons que
(", p**) = (VR + M)t o Vh)(2F, p¥)

ol la fonction h est la somme directe des fonctions hx et k.

De plus il est évident que R(Vh) = IR**™.
En effet R(Vhx) = R" et R(Vh,) = IR™.

La these suit alors du théoreme 2.6 appliqué & Popérateur maximal monotone K. =

5.4 Convergence vers une solution des problemes
(PI) et (DI)

Nous appelons couple solution du probléme (PI) tout couple (z,p) tel que T est une
solution de (PI) et ¥ une solution de (DI).

121



Théoréme 5.3 :

Solent {)\;} une suite de scalaires strictement positifs, Ay une fonction de Bregman de
zone Sy C IR" telle que X C Sx et h, une fonction de Bregman de zone S, C IR™ telle
que ot c S, et QF C R(Vh,).

Supposons également que inf ryo {Ax} > 0.

Alors la suite {(z*, p*)} générée par la méthode proximale des multiplicateurs utilisant des

fonctions de Bregman, c’est-a-dire

oM =argmin e {fx(2) + S5 (Vhy(PF) + Aeg(2)) + 5 Da (2, 2%))
pHH = Vhst (Vhy (p%) + Aeg(a*1))

converge vers un couple solution du probleme (PI) s’il en existe une. Dans le cas contraire,

au moins une des deux suites {z*} ou {p*} est non bornée.
Preuve :

Par le théoréme 5.1, nous savons que
("1, 1) = (VA + MK) ™ 0 VA)(2", p¥)

ot la fonction h est la somme directe des fonctions hx et hy.

De plus, il suit de la proposition A.IV.6 que

D(K)=D(8L) Cdom L C Sx X Sy .

Ainsi, nous obtenons que D(K) C S = Sx X 5.

La these suit alors du théoreme 2.7 appliqué & I'opérateur maximal monotone K. =

5.5 Cas particulier : hx(z) = 3||z]|* et hy(p) = L Ipl)?

Considérons les fonctions de Bregman hx et h, définies respectivement sur IE" et IR™
par hx(z) = jllz|* et hy(p) = 3llpI[*

Remarquons des & présent que X C Sx et 0 c S, car Sx = IR" et S, = IR™.
De plus R(Vhy) = IR" et R(Vh,) = IR™ (exemple 2.11).
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D’autre part, comme la fonction h, est séparable, nous déduisons des propositions 4.7
et 4.8 que hXt(p) = hj(max{p, Vhy(0)}) et VR (pi) = max{0, Vh,,(0)} olt max(z,y)
désigne le vecteur dont chaque composante est le maximum entre z; et y;.

Or h;(p) = %“P“z ) Vhp(p) =pet th(m,y) = %HIB - y|l2'

Par conséquent, pour tout (2°,p°) € X X ﬁ+, la. méhode proximale des multiplicateurs
utilisant les fonctions de Bregman hy = 3||z||* et h, = 1|Ip||* génere une suite {(a*,p")}
telle que :
aF+1 =argmin e {fx(2) + /\l—kh;"'(Vhp(pk) + Aeg(z))

3 + %thX(a:,mk)}

| P4 = TR (Thy(5*) + Meg(24))

4

a1 =argmin ,p {fx(2) + 57 Tita (max(0, pf + Aegi(2)))*
] + 3 T (i — @)}

PP+ = max{0, px + Aeg(z*+1)}

\

Clomme annoncé précédemment, il s’agit de la méthode prozimale des multiplicateurs

proposée par Rockafellar [17, paragraphe 5].
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Chapitre 6

Premiere approche de la
régularisation non linéaire d’une
somme d’opérateurs maximaux

monotones

Dans ce chapitre, nous désirons appliquer 1’algorithme du point proximal non linéaire

utilisant des fonctions de Bregman (cfr algorithme 2.1) au probleme suivant :
(P) trouver z € IR" tel que 0 € (A+ B)(z) .

ot A et B sont deux opérateurs maximaux monotones de domaine respectif D(A) C IR"

et D(B) C IR".

Cependant, cela ne peut se faire car la somme d’opérateurs maximaux monotones n’est
pas nécessairement maximale monotone. Nous allons donc régulariser le probleme (P).
Plus précisément, nous allons approximer l'un des deux opérateurs A ou B (s.p.d.g.

A’ =~ A) de sorte que l'opérateur A’ 4+ B soit maximal monotone.

Nous commencerons ce chapitre par un bref rappel d’une technique de régularisation

classique proposée par P. Mahey et Pham Dinh Tao [14].

Ensuite, nous présenterons les difficultés rencontrées lors de la généralisation de cette

technique & l’algorithme du point proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman.
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6.1 Technique de régularisation classique

Dans le cas classique, nous remplagons 1'un des deux opérateurs maximaux monotones

A ou B (par exemple A) par son approvimation de Moreau Yosida :

I—(I+XA)T
A

Puisque l'opérateur A, est monotone et lipschitzien [2, proposition 2.6, p. 28], nous

Ay = avec A > 0.

déduisons de la proposition 2.5 que 'opérateur Ay + B est maximal monotone. Ainsi, nous
q P

pouvons appliquer la théorie de Rockafellar (cfr paragraphe 2.3) au probléme régqularisé
(Pl trouver 2y € IR™ tel que 0 € (Ay + B)(z)) .

Le probleme (Py) est donc équivalent & la recherche d’un point fixe de l'opérateur

(I + c(Ay+ B))~! olt c et A sont deux scalaires strictement positifs.

D’autre part tout point fixe de (I 4 ¢(Ax + B))~! est un point fixe de 'opérateur
(I+AB)" I+ XA

En effet,
(I 4 ¢(Axy+ B)) H(z) = 2 avecc >0
Ty € (I—}-c(I_(I-)l:)\A)—l + B))(z») avec ¢ > 0
Y E3:,\-!—%@\—§-(I+)\A)_1(a:)\)+cB(a:A) avec c > 0

0€ (I+AB)(zy)— (I +AA)7 (zx)
(I+ )\A)_I(LEA) € (I + )\B)(:EA)
(I+AB)™Y(I + AA) (z) = 2»

t¢ ¢ ¢

En conclusion, résoudre le probleme (P)) revient a trouver un point fixe de I'opérateur
(I+AB)"Y(I+ XA
D’out I'idée d’écrire 'itération du point fixe

gt = (I 4+ AB)™}(I + AA)7'(a") . (6.1)
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Afin de mettre en évidence la dépendance vis & vis du parametre de régularisation A,

nous écrivons l'itération doublement indicée
A = (14 WB) (I + MA) ™ (ah) (6:2)

ol {\;} est une suite de nombres réels positifs.

Il ’agit donc d’une méthode en deux temps. D’abord, nous itérons sur l'indice ¢ pour

un k fixé. Ensuite nous augmentons k en générant ainsi un nouveau cycle d’itérations.

Puisque les opérateurs (I + AB)™! et (I + AA)™! sont des pseudo-contractions [22, p.
24], lopérateur (I + AB)™'(I + AA)~" résultant de leur composition est une contraction.
Dés lors pour Mg fixé, la suite générée par litération (6.2) converge vers une solution x
du probleme régularisé correspondant (Py,), si une telle solution existe (cfr [22, p. 25]).
Ensuite si nous faisons tendre la suite de parametres de régularisation {\} vers zéro, les

solutions des problémes régularisés convergent vers une solution du probléme général (P).

6.2 Technique de régularisation non linéaire

6.2.1 Forme de l’itération

Soient h une fonction de Bregman de zone S telle que D(A) C S,D(B) € S et
{A\x}2, une suite de scalaires strictement positifs. Par analogie avec le cas classique,

nous souhaitons que la suite définie par I'itération
att! = (VA + AB) ™' o VA)((VR + A A)7! o VR)(ah)

converge vers un zéro de l'opérateur A + B lorsque nous faisons tendre t vers linfini et la

suite {A;} vers zéro.

Par conséquent, nous remplagons 'opérateur A par son approximation :

Vh — VR(Vh + AA)VA
0]

Apx = ;) ui>0
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Ainsi, le probléme régularisé s’énonce :
(Piy) trouver z,) € IR" tel que 0 € (Apy + B)(xnn)

Vérifions maintenant que l'opérateur Ay est monotone et lipschitzien.

Proposition 6.1 :

Soient A un opérateur maximal monotone et & une fonction de Bregman de zone S telle

que D(A) C S.
Alors opérateur Ay, défini par

Vh—Vh(Vh+AA)'Vh

Apy = 3 uA>0

est monotone.

Preuve :
Considérons 'opérateur Py défini sur D(A) par Py := (Vh + XA)™ o Vh.

- 1l est tout d’abord immédiat que V z;,z, € D(A) = D(Any)

< ApaZy — Ao,y — T3 > = < Apa®y — Az, PAz1 — Pz, >

+ < Ah,\l‘1 = AMmg, (I - PA)$1 — (I — PA).’EQ (:@3)

- D’une part vérifions que
< Aprzy — AhALEg,P]\.’L’l — Pz >20.
11 suit de la définition des opérateurs Ay et Py que

P)\ﬁl = ((Vh + /\A)—l (&) Vh)iﬂl
=4 Vh(.'ﬁ) — Vh(PAZE-l) S /\A(P)\.’El)
=4 Ahg(fcl) € A(P)‘:Bl) .

De méme, nous obtenons que Apy(z2) € A(Pyz3).
La these résulte alors de la monotonie de 'opérateur A (cfr définition 2.7).

- D’autre part, montrons que
< Az — Ah,\:cz,(f — P,\).’E1 w— (I — P,\)acg > =20,
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Définissons z; = (I — Py)zy et zp = (I — P\)za.
Ainsi, comme Ay = %(Vh o (I — Py)), nous obtenons que

1
< AhA.’L‘l - AhA.’L’g,(I - P,\).’?Jl = (I = P,\)Ig >= X < Vh(.?f1) — VIE(ZQ),Z1 — Zy > .

De plus le membre de droite de cette égalité est positif puisque Popérateur Vh est

monotone.

_ Par conséquent, nous déduisons des relations (6.3), (6.4) et (6.5) que
V2,20 € D(A) ZD(Ah)\) < Apaxi — AppT2,T1 — T2 > =0

Ce qu’il fallait démontrer. u

Dans le but de prouver que l'opérateur Apy est lipschitzien, nous supposons que le
gradient de la fonction de Bregman h est un opérateur fortement monotone et lipschitzien.

Rappelons tout d’abord ces deux définitions.

Définition 6.1 :
L’opérateur A est fortement monotone de constante « s'il existe un scalaire o > 0 tel que
pour tout z, 2 € D(A)

< Az — Azg, 21 — 22 > 2 OL'HZ1 -—Z2H2 ;

Définition 6.2 :
L’opérateur A est lipschitzien de constante p sl existe un scalaire u > 0 tel que pour tout

Z1,%2 € D(A)

||Az — Az|| < pllz1 — 2|

Enoncons maintenant la proposition suivante :

Proposition 6.2 :

Soient A un opérateur maximal monotone et & une fonction de Bregman de zone S 2 D(A).
Supposons que Vh est un opérateur fortement monotone de constante « et lipschitzien de

constante .
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Alors Vopérateur Apy défini par

Vh — Vh(Vh + AA)"'Vh

3 avec A > 0

Ah,\ =

est, lipschitzien.
Preuve :

Soient @1,x, deux vecteurs distincts de D(A) et opérateur Py défini sur D(A) par
P i=(Vh + M)l o Vh.
1l suit de 'inégalité de Cauchy Schwartz que

[Anrzy — Apazzl| [|21 — 2|l = < Anr — Anata, 01 — T2 >,
ou de fagon équivalente :

l|Amaz1 — Annza|| |21 — 22| 2 < Aper — Aprza, Pazy — Prz2 >
4+ < Apzy — Aprza, (I — PA):El — (I — P,\)LE‘Q > (66)

- Montrons d’abord que
< Apaz1 — Appzg, Prazy — Paza > 2 0. (6.7)
11 suit de la définition de Py que

Pz, = (VR + )\A)_l o Vh)(z)
& Vh(z1) — VA(Prz1) € AA(Pyz1)
=4 Ah,\(ml) & A(PA:EI)

De méme nous obtenons que Apy(z2) € A(Pyz2).
La these suit alors de la monotonie de 'opérateur A.

- Montrons ensuite que
al
< Ah,\iﬂl — Ah,\:cg, (I — P,\)$1 = (I — PA).'BQ > > }L_ZHAh’\'Tl = A;ﬁﬂ?g“z ’ (68)

Définissant 2z = (I — Py)zy et z3 = (I — P)\)z,, nous déduisons de la définition de

Apy que

1
< Apar — Apazz, (I — Py)ay — (I — Pz, >= X < Vhzy —Vhzy,zq — 22> .
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Or 'opérateur Vh est fortement monotone de constante c, d’ou
1
< Ah)\fﬂl — Ah,\ﬂig, (I = P)\)Iﬂl — (I _ PA)QTQ > ?_ XO!HZ] — 2’2“2 5
c’est-a-dire
1
< Az — Appa, (I — Pz — (x— Py)zg > > XQH(I—PA)fﬁ —(I=P)a,|*. (6.9)
D’autre part
)2
(I = Pa)zy — (I = Phaa|* 2 I;HAM% — Anze||* . (6.10)
En effet, il résulte de la définition de Axx que
1
||Ah,\3:1 == Ah,\.’ﬂgl‘z = -)-\-EHV}L(I - P)\)Sﬁ = Vh(I = PA)ZUgHZ .
Or 'opérateur Vh est lipschitzien de constante p, par conséquent il suit que
(2
A1 — Anaea|[* < I = Pa)en — (1 - Py)as|I?
Ainsi regroupant les relations (6.9) et (6.10), nous obtenons que

oA
< Apzy — Amza, (I — Pz — (I — Py)ze > 2 F“Ah/\wl — Amaa||®.

En conclusion, il résulte des inégalités (6.6), (6.7) et (6.8) que
al 3
[[Apxz1 — Anrazl| |21 — 22| 2 ’FHAhAxl — Apaza||
autrement dit,
al

|| Anras — Anza|| < vllzr — To|| ou v == 'u,— >0.

Ce qu’il fallait démontrer. u
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Comme la somme d’un opémtéur monotone, lipschitzien Ay et d’un opé€rateur monotone
B est maximale monotone (cfr proposition 2.5), nous pouvons écrire l'itération du point
fixe
((Vh + c(Apy + B)) ™' o VA)(a') = ztoe>0

pour résoudre le probleme régularisé (Ppy).

De plus tout point fixe de 'opérateur (VA + ¢(Apy + B))™" o VA est un point fixe de
Vopérateur ((Vh + AB)™' o VR)((Vh + AA)™! o Vh).

En effet, apres simplification, nous obtenons que

(Vh + c(Ans + B)) ™" 0 VB)(zh) = Tia avec ¢ > 0
& Vh(zpy) € (VA + c(Apy + B))(zh)) avec ¢ > 0
o Vh(zn) € Vh(zm) + o= Vh(vi' FRATVE | o) avesensd
& 0e€ §Vh(mh,\) + cB(zny) — {f\-(Vh(Vh +AA)"IVR) (zh) avec ¢ > 0
& (Vho (Vh+AA)™ o Vh)(zh) € (VA + AB)(zhy)
<~

((Vh + )\B)_l 0 Vh)((Vh + /\A)—1 o Vh)(:ﬂm) = Th)

Notons que la derniere égalité suit du caractére univoque des deux opérateurs

(Vh+ AB) o Vh et (Vh+ AA)~! o Vh (cfr proposition 2.6).

En conclusion, résoudre le probléme (P)) revient a trouver un point fize de lopérateur
((Vh + AA)™1 o VR)((Vh + AA)~! 0 Vh). Nous pouvons donc écrire I'itération du point

fixe :
g = (VA + AB) o VA)((VA 4+ AA)™" o VR)(z?) . (6.11)

Comme dans le cas classique, nous écrivons l'itération doublement indicée pour mettre

en évidence la dépendance vis a vis du parametre de régularisation :
ettt = (VR + MB) 1 o VR)(Vh + A A)™! o VR)(z}) (6.12)

olt {\r} est une suite de scalaires strictement positifs.

De nouveau, il s’agit d’'une méthode en deux temps. D’abord nous itérons sur Iindice

t pour un k fixé. Ensuite nous augmentons k en générant un nouveau cycle d’itérations.

Dans le paragraphe suivant, nous appliquons notre technique de régularisation a la

programmation convexe.
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6.2.2 Application & la programmation convexe

Soit f une fonction définie de IR™ dans IRU {+oo}, propre, convexe et s.c.i.; et X un
sous-ensemble convexe fermé, non vide de IR".

Nous savons que le probleme de minimisation convexe

minimiser f(z)

(P1)
5.C; reX
est équivalent au probleme :
(P2) trouver @ € IR" tel que 0 € O(f + 0x)x

Pour les étapes intermédiaires, nous renvoyons le lecteur au paragraphe 2.1.

De plus, sous ’hypothése ri(dom f)Nri(X) # @, ce probleme peut se réécrire :
(P3) trouver x € IR" tel que 0 € df(z) + d6x(z)

ot les opérateurs df et 9(6x(.)) sont maximaux monotones puisque les fonctions f et dx

sont propres, convexes et semi-continues inférieurement (cfr exemple 2.5).
Régularisons le probleme (P3) en approximant 'opérateur A := df.

L’itération (6.12) est alors la suivante :
ettt = ((Vh + M0(6x)) ™ o VA)((VR + A0f) ™t o VA)(2h) (6.13)

ou {A;} est une suite de scalaires strictement positifs.

Fixons l'indice k et itérons sur l'indice t.
- D’une part, nous savons que
A = ((Vh + M0f)~ 0 VA) (o)

est 'unique élément de 'ensemble argmin | _jpn {f(2)+ 55 Dn(z,2})} (cfr paragraphe
i),

- D’autre part 'opérateur (VA + Ap38x)~" o Vh est 'opérateur de D), projection sur

’ensemble convexe fermé X (cfr proposition 2.7).

132



Deés lors pour k fixé, l'itération (6.13) se réécrit

. 1
22 —argmin el {f(2) + X;Dh(m,:ci)}
et

C 1/2
ait! est la D), projection de :L‘i-l- 2 sur X .

Ainsi une itération prozimale non linéaire sur la fonction f est couplée a la Dy projec-

tion sur ’ensemble convexe, fermé X.

6.2.3 Convergence vers une solution des problémes régularisés
(Pa)

Nous considérons ici la premieére étape de notre méthode, étape ou le parametre de
régularisation est considéré comme fixé dans les réels positifs.
Si nous posons A = ) et si nous omettons la dépendance de la suite {2’} vis & vis du

parameétre A, l'itération (6.12) se réécrit :
g = ((Vh 4+ AB)™ 1o VA)((Vh + AA)™ 0 VR)(2)

Malheureusement, nous ne sommes pas parvenus a prouver la convergence de la suite

{z'} vers un zéro de 'opérateur A,y + B.

En effet, nous avons d’abord essayé de suivre le schéma classique. Cependant il ne nous
a pas été possible de montrer que les opérateurs (Vh + AA)~! o Vh et
(Vh + AB)~! 0 Vh sont des contractions.

Nous avons ensuite tenté d’imiter I’analyse de convergence de l’algorithme du point
proximal non linéaire utilisant des fonctions de Bregman (Théoréme 2.7). Mais nos efforts

furent vains car nous n’avons pas pu vérifier la propriété suivante :

si z € S est un zéro de l'opérateur Ay,,,.,,. + B,
et Py = ((Vh+AB) o VA)((VA+ AA)"' o Vh)(y) .

Alors
Dh(zyPu) S Dh(Z,y) - Dh(Pyﬁy) :

En conclusion, nous pensons que les difficultés de généralisation sont dues a I'indépendance

de la fonction de Bregman h et des opérateurs maximaux monotones A et B.
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Chapitre 7

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié une généralisation non linéaire de ’algorithme du

point proximal de Rockafellar.

Apres avoir analysé les propriétés d’existence et de convergence de cet algorithme nous
’avons appliqué aux formulations “primal”, “dual” et “primal-dual” d’un probleme de

minimisation convexe.

L’application au “primal” a permis de définir une méthode de minimisation proximale
non linéaire. Implémentée sur des architectures de calcul en parallele, cette méthode peut
résoudre un probléme de programmation linéaire plus rapidement que les méthodes di-

rectes comme 1’algorithme du simplexe ou les méthodes de points intérieurs.

L’application au “dual” et au “primal-dual” a donné naissance a une nouvelle classe de

méthodes non quadratiques des multiplicateurs.
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Cependant, plusieurs questions restent en suspens, Notamment :

- La convergence de 'algorithme du point proximal non linéaire sous une hypothese

plus faible que D(T") C S.

- L’application de ’algorithme du point proximal non linéaire a la recherche d’un zéro
d’une somme d’opérateurs maximaux monotones. Dans le chapitre 6, nous nous
sommes intéressés a ce probléme. Malheureusement, nous n’avons pas pu concrétiser

nos recherches.

- La possibilité de calculer approximativement la suite des itérés. Ceci peut influencer

I'implémentation des méthodes d’optimisation des chapitres 3, 4 et 5.
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ANNEXE

Nous rassemblons ci-dessous quelques définitions et propriétés fondamentales de 'analyse

convexe.

I. Ensembles et fonctions convexes

Soient C un sous-ensemble de IR™ et f une fonction définie de IR" dans JRU{—o0,+0o}.

1.1. L’ensemble C est convezesi ¥ z,y € C et VA€ [0,1],0on a

M+(1-NyeC.

1.2. Le domaine de la fonction f est ’ensemble

dom f := {z € IR" tel que f(z) < +o0} .
1.3. L’épigraphe de la fonction f est I’ensemble
epi f = {(z,p) € R* x IR tel que f(z) < p} .

1.4. La fonction f est propre si

dom f #0et f(z) > —oco pour tout z € IR" .

I.5. La fonction f est convewze si son épigraphe est un sous-ensemble convexe de R,

1.6. Proposition : si la fonction f est propre, alors f est convexe si ef seulement si dom f

est convexe et ¥V z,y €dom f, V A €[0,1]
FOz+ (1= Ny) < Af(2)+ (1 - Nf(y) -

1.7. Si la fonction f est propre, alors f est strictement convexe si et seulement si dom f

est convexe et V z,y €edom f tel que z #y, V A €]0,1]
FOz+ (1= XNy) < Af(z) + (1 - A)F(y) -
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1.8. Si la fonction f est propre, alors f est fortement conveve de rapport ala > 0) si

dom f est convexe et V z,y €dom f, V A €]0,1]

FQha + (1= Ny) < M(e) + (1= N)f@) + 5er1 = Vlle =yl

Enoncons maintenant quelques propriétés des fonctions convexes.

1.9. Proposition :

1.10.

I.11.

a) Si f est une fonction propre convexe et ) un scalaire positif alors la fonction Af

est convexe.

b) Si fi et fz sont deux fonctions propres et convexes, alors la fonction f; + fo est

convexe.
Preuve : cfr [19], théoréme 5.2, p. 33.

Proposition : Soient (a,3) un intervalle ouvert de IR et f une fonction définie de
(o, B) dans IR deux fois continiment différentiable.

. . T " g
Alors f est convexe, sur («, 3) si et seulement si sa dérivée seconde [ est positive

sur (e, ).

Preuve : cfr [19], théoréme 4.4, p. 26.

Proposition : Soient C' un sous-ensemble convexe ouvert de IR", et f une fonction
définie de €' dans IR deux fois continiiment différentiable.
Alors f est convexe sur C' si et seulement si la matrice Hessienne

8‘2
Qe = (gij(z)) ot gij(z) = ag,-éfgj(‘f“ vony )

est semi-définie positive pour tout « € C.

Preuve : cfr [19], théoréme 4.5, p. 27.
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1.12. Proposition : Soit f une fonction convexe définie de I C IR dans IR. Alors

f(a) = fla) _ ()~ f(@) _ J() = F(=)

T —a - b—a - b—z

pour tout a, b,z € I tel que 0 <z <b.

De plus, si f est strictement convexe alors il s’agit d’inégalités au sens strict.

Preuve : cfr [21], théoreme 1.4, p. 2.

1.13. Exemple : Soit C un ensemble convexe non vide de Iit". Alors la fonction indicatrice

de C, c’est-a-dire la fonction définie de IR™ dans IRU {400} par

=0 sizelC
bo(z) =

400 sinon

est convexe.

IT. Intérieur relatif

Soit A un sous-ensemble de IR".

I1.1. La variété affine de A est le plus petit sous-ensemble affine de IR™ qui contient A.
Elle est notée aff (A).

IL.2. L’intéricur relatif de A, noté ri(A), est intérieur de A par rapport a aff (A).

Autrement dit,
ri(A) := {z € aff (A) tel que Je > 0, (2 +€B) N (aff (A)) C A}
ol B désigne la boule unité de IR".

I1.3. L’ensemble A est relativement ouvert si ri(A) = A.

Enoncons maintenant quelques propriétés de l'intérieur relatif d’un ensemble convexe.

I1.4. Proposition : Soit C un sous-ensemble convexe non vide de IR". Alors riC # 0.

Preuve : cfr [19], théoréme 6.2, p. 45.
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IL.5.

11.6.

IL.7.

I1.8.

II1.9.

Proposition : Soit C' un sous-ensemble convexe de IR". Alors ri(C) =Cetri(C) =

ri(C).

Preuve : cfr [19], théoreme 6.3, p. 46.

Proposition : Soit C' un sous-ensemble convexe de [R". Alors tout sous-ensemble

ouvert qui coupe C, coupe aussi ri(C).

Preuve : cfr [19], corollaire 6.3.2, p. 46.
Proposition : Soient C et D deux sous-ensembles convexes de IR™ et A un réel. Alors

(i) ri(AC) = Ari(C

)
(ii) ri(C + D) = ri(C) + ri(D)
Si de plus ri(C) Nri(D) # 0 alors

iii) ChnD=CnD
(iv) ri(C n D) =ri(C)Nri(D).
Preuve : cfr [21], théoreme 4.10, p. 47.

Proposition : Soient D un ensemble ouvert de IR" et C un ensemble convexe tels
que D C C. Alors D C ri(C).

Preuve :
Puisque D C C C C, nous déduisons de la proposition A.IL6. que DN riC # §.
Or ri(D) = D car D est un ouvert, d’olt par la proposition A.IL.7 (iv) :

ri(DNC) =riDNriC .

Par conséquent, comme D C C et ri(D) = D, nous obtenons que D = D N ri(C),
c’est-a-dire D C ri(C). n

Proposition : Soit C' un ensemble convexe de IR". Alors C et riC sont des ensembles
convexes de IR engendrant la méme variété affine. Leur dimension est donc égale a
celle de C.

Preuve : cfr [9], théoreme 6.2, p. 45.
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III. Semi-continuité inférieure et fermeture
II1.1. La fonction f définie de IR™ dans IRU{—o0, +00} est semi-continue inférieurement

(ou s.c.i.) en xg € IR" si

VA< fzo) 36 >0 tel que Ve IR llz — 20| <6 = X < f(x)

IT1.2. Proposition : La fonction f définie de IR" dans JRU {—00, 400} est semi-continue

inférieurement en g si et seulement si

f(zo) = lim inf f(z)

r—Tg
II1.3. On définit la fermeture de la fonction convexe propre f : IR™ —» IRU {—00, 400}
par ¢l f: IR* — IRU {—o0,+00} ou

(cl f)(z)= sup F(z)

F affine
F<f
Nous remplacerons dorénavant (cl f)(z) par ¢l f(z) (abus de notation).

IT1.4. Proposition : Soit f une fonction définie de IR" dans IRU {+oo} convexe et propre.

Alors on les quatre propriétés suivantes sont équivalentes

(i) f est semi-continue inférieurement sur JR"
(i1) epi f est fermé dans IR+
(i) V a € IR, I'ensemble de niveau {z tel que f(z) < a} est fermé dans IR".

(iv) ¢l f = f c’est-a-dire f est fermée.
Preuve : cfr [19], théoréme 7.1, p. 51.

IIL.5. Proposition : Soient f une fonction propre, convexe, fermée, définie de IR" dans
RU {400}, et y un vecteur de IR".
§’il existe z €dom [ tel que limy_ 400 inf f(z 4+ Ay) < 400
alors limy_, 4o inf f(z 4+ Ay) < +oco pour tout x €Edom f.

II1.6. Exemple : Soit X un ensemble convexe, fermé, non vide de IR™ et 6x la fonction

indicatrice de cet ensemble, c’est-a-dire

0 size X
5)((:8):

+oo sinomn.

Alors 6x est une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement sur IR".
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IV. Dérivée directionnelle et sous-gradients

A. Dérivée directionnelle

Soit f une fonction définie de IR" dans IRU {—o0,+0c0}, et @ € IR" tel que f(z) est
fini.

IV.1. Pour tout vecteur y de IR", la dérivée directionnelle de f en @ dans la direction y

1o T f($+)\y)—f($)
f(:t:,y)—hm 5

Alo

est la limite

si cette limite existe (400 et —oo sont des valeurs permises).

IV.2. : Proposition : si f est différentiable en =z, alors les dérivées directionnelles f (&24)

sont finies pour tout y € IR".
De plus, f'(z;y) =< Vf(z),y >, out Vf(x) est le gradient de f en z.

IV.3. Proposition : Si f est une fonction convexe, alors pour tout

y, f'(z;y) existe et f'(z;y) =inf y50 flz + )\1;\) — f(z)

Preuve : cfr [19], théoréme 23, p. 213.

B. Sous-gradients d’une fonction convexe

Considérons dorénavant une fonction convexe f définie de IR* dans IR U {—o0, +00}.

IV.4. Soit ¢ € IR".

Un vecteur z* € IR"™ est un sous-gradient de f au point x si

f(2) = fle)+ < a*,2—2l1 Vz,

IV.5. L’ensemble des sous-gradients de f en = est appelé le sous-différentiel de f en x. Il

est noté df(z).

IV.6. Proposition : df(z) est un ensemble convexe et fermé pour tout @ € IR". De plus
’ensemble df(z) est vide pour tout = ¢dom f.

IV.7. Le sous-différentiel de f est opérateur multivoque défini de /R" dans 'ensemble
des parties de IR" par df : & — 0f(z).
De plus f est dite sous-différentiable en x si f(z) # 0

141



IV.8. Le domaine effectif et "image du sous-différentiel de f sont respectivement définis
par :
D(8f) := {z € R" tel que 3f(z) # 0
et R(Df) := U{9f(x) tel que z € IR"}

IV.9. Proposition : Nous avons que

ri(dom f) C D(9f) Cdom f
et ri(dom f*)C R(9f) Cdom [~

ot la fonction f* est la conjuguée de Fenchel de f.

Les deux théorémes ci-dessous établissent un lien entre le sous-différentiel de f en z

et la dérivée directionnelle de f en z.

IV.10. Proposition : Soient f une fonction convexe et z € IR" tel que f(z) est fini. Alors

z* est un sous-gradient de f en z si et seulement si flmy)2<a*y> Vy.

Preuve : cfr [19], théoréme 23.2, p. 216.

IV.11. Proposition : Soient f une fonction propre, convexe et x € ri(dom f). Alors
df (z) est non vide, et f'(z;y) est une fonction propre et fermée en y.

De plus f/(z;y) = sup{< a*,y > tel que 2* € df(z)}.
Preuve : cfr [19], théoréme 23.4, p. 217.

Enongons maintenant quelques propriétés utiles pour le calcul des sous-gradients.

IV.12. Proposition : [sous-différentiel d’une somme]

Soient fi+ -+ fm des fonctions propres, convexes sur IR, et fi= fi,**+yfm. Alors
0f(z) 20fi(z) + -+ 0fm(z) Va.

De plus si N7, ri(dom f;) # @ alors
Of(z) = 8fi(x) 4+ -+ 0fn(z) V.

Preuve : cfr [19], théoreme 23.8, p. 224.
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IV.13. Proposition : Soit f(z) = h(Az) olt h est une fonction propre, convexe sur IR™ et
A une transformation linéaire de IR™ dans IR™. Alors df(z) 2 A*Oh(z) V a.
De plus si (image A) Nri(dom h) # 0,
ou si h est polyhédrale et image A) N (dom h) # 0

alors

0f(z) = A*Oh(Az) Va.

Preuve : cfr [19], théoreme 23.9, p. 225.

IV.14. Proposition : Soit f une fonction propre et convexe.
Alors
df(x) = 8f(z) + Naom s(z) pour tout = € IR"

Soit & € IR™ arbitraire.

~ Montrons d’abord que 9f(z) + Naom s(z) € 0f(2).
En effet, V u € 0f(z), ¥V v € Ngom s(2) nous savons que

f(2) > f(e)+ <w,z—z> \; Vz€&dom f (1)

et
<v,z—z><0 Vze&dom f (2)

Sommant (1) et (2), nous obtenons que
f(2) > f(z)+ <u+v,z—a> Vzedom f

clest-a-dire u + v € df ().
- D’autre part, il est évident que 8f(z) C 0f(2) + Naom 1()-
En effet,
Vyedf(z), y+0€df(z)+ Naom s(z)
- Par conséquent, il résulte que 0f(z) = 8f(x) + Naom 7(2)- m

TV.15. Proposition : Soient f; i =1---m des fonctions propres, convexes, définies de IR"
dans IR U {400}, et y un vecteur de IR" tel que y = 0.
Supposons également que N, ri(dom f;) # 0. Définissons la fonction L de IR" dans

IRU {400} par L(z) = X2, yifi(z).

De plus nous prenons comme convention que
yifi(z) = +oo siy; =0et f,(’L’) = 400
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Alors pour tout z° € N, dom fi,
AL(z%) = 3 yi0fi(z®) + N, dom 1(2°) -
t=1

Preuve :

e Puisque par hypothése les fonctions y;f; ¢ =1, -+, m sont convexes et
A ri(dom y;f;) = Nyri(dom f) # 0, nous déduisons du théoreme concer-

nant le sous-différentiel d’une somme (proposition A.IV.12) que
OL(2%) = Y A(yifi)(=°) (3)
i=1

o Evaluons maintenant d(y; f;)(z°) pour ¢ arbitraire.
Par convention, la fonction y; f; est définie de IR* dans IRU {+oo} par

,'_f,'( si EdO f,‘
ey = | P e sem
+o00 si z ¢dom f;

— Siy; = 0 alors 0f; = é(dom f;)» ainsi 3(0£:)(z°) = N(dom 0(2®).
— Siy; > 0 alors y; fi = yifi + O(dom 5> €t donc

B(yi fi)(2°) = %:0£:(2°) + Nigom 1)(z°)

D’autre part, il suit d’une propriété du sous-différentiel que
A(y:f;)(2°) = y:0fi(z°). C’est pourquoi N(dom 5(z%) peut étre négligé si
y; > 0.

Par conséquent, nous obtenons que

Ay f:)(2°) = yi0fi(2°) + Nigom 1)(=°)
olt Nidom 1;)(z°) peut étre négligé si y; > 0.

e Remplagant d(y;f;) par sa valeur, nous déduisons de (3) que
OL(z%) = Y. 50 fi(®) + - Nigom 1)(2°)
i=1 i=1
De plus, puisque N7 ri(dom f;) # 0, il découle de [corollaire 23.8] que

dL(z°) = Zyiafi(ﬂfo) + N, dom fe)(mo) .
i=1
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V. Céne normal

Soit K un ensemble non vide de IR" et a € K

V.1. Le céne normal 3 K en a est 'ensemble défini par

Ni(a) := {z* € IR" tel que <=z —a,2*><0Vze K}

—

(@)
0t

N

V.2. Proposition : pour tout z € K Ng(z) = 96k(z) ou 6x(.) est la fonction indicatrice
de I’ensemble K.

Preuve :

Par définition
2 € 06k (z) & bk(2) = Sk(a)+ <a*,z—z> Vze R
Ainsi, comme z € K nous obtenons que
z* € O (z) & 6k(z) 20+ < z*z—z> Vz€IR"

c’est-a-dire
* € Ig(z) & 0><a",z2—2> Vz € K.

V.3. Proposition : Soient A et B deux ensembles convexes de IR" tels que A C B.
Alors Na(z) + Np(z) = Ni(z)Vz € B.

Preuve : Soit un vecteur z € B arbitraire.
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- Montrons d’abord que N4(z) + Np(z) € Na(z).
En effet, V 21 € Na(z) et V 2, € Np(z), nous savons que

<t,z—z><0Vz€eACBHB (4)

et
<zgz—xz><0VzeRB (5)

Sommant (4) et (5), nous obtenons que
<z +zo,2—2><0VzeA.

Clest-A-dire Ty + T2 € Na(z).

- D’autre part, il est évident que Na(z) C Na(z) + Np(z) car
Vy € Ng(z) u+0€ Na(z)+ Np(z)

- Par conséquent, nous obtenons que N4(z) + Np(z) = Ny(z). n

VI. La conjuguée de Fenchel

VI.1. Soit f une fonction convexe définie de IR" dans IRU {—oo, +o00}. Alors la fonction
f* définie de IR™ dans IRU {—o0, +o0} par

f*(y) = sup {< 2,y > —f(2)}

€

est appelée la fonction conjuguée de Fenchel de f.

'VI.2. La fonction conjuguée de Fenchel de la fonction indicatrice 6x d’un ensemble con-

vexe, fermé X est appelée fonction d’appui. Elle est caractérisée par

8% (y) =sup < z,y > .
zeX
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VI.3. Exemples :
1. Si f(z) = 3||z|* alors f*(z*) = 2||z*||* ot ||.|| désigne la norme euclidienne sur
IR".
2. Si f(z) = e ou z € IR alors
z*lng* —a* siz* >0

f*('r,*): 0 siz*=0

+o00 sla® < 0
De plus **= .

Preuve : cfr [19], pp. 105-106.

Enongons maintenant deux propriétés importantes de la conjuguée de Fenchel.

VI1.4. Proposition : Si la fonction f est convexe et propre, alors la fonction conjuguée de
f, ie f*, est propre, convexe et fermée. De plus (cf) = f* et f* = clf ot clf

désigne la fermeture de la fonction f.

Preuve : cfr [19], théoréme 12.2.

VI.5. Proposition : Si la fonction f est propre, convexe et fermée, alors df* est I'inverse

de Of dans le sens des opérateurs multivoques, c’est-a-dire

2 € df*(z) & o € 9f(z) .

Preuve : cfr [19], corollaire 23.5, p. 219.
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Pour terminer, montrons que ’addition et la convolution infimale sont des opérations

duales.

VI1.6. Soient f et g deux fonctions propres et convexes sur IR™. Alors la convolution
infimale de f et g est définie par (fOg)(x) =inf {flz—y)+9(¥)}
De plus dom (fOg) =dom f+ dom g.

VI.7. Soient fi,- -, fm des fonctions propres et convexes sur IR™. Alors
(AD---Of)'=f+-+/n

et
(clfy -+ of fn) = cl(fiD---OF})

De plus si N2 ri(dom f;) # @ alors
(f1+...+fm)*xffﬂ~--Df;.

Preuve : cfr [19], théoréme 16.4, p. 145.

VII. Propriétés extrémales des fonctions convexes

Considérons le probleme suivant
Minimiser f(z)
s.C. z € R"
ol f est une fonction propre, convexe, définie de IR" dans IRU {+00}.

VII.1. Proposition : soit zo € IR".

20 est un minimum de f sur IR si et seulement si 0 € 9f(z°).

VII.2. Proposition : si la fonction [ est strictement convexe, alors ’ensemble des min-
ima de f sur IR", c’est-a-dire argmin __jp~ {f(z)}, est soit I’ensemble vide, soit un

singleton.

VII.3. Proposition : Soit f une fonction propre, convexe et fermée. Alors
argmin __jp~ {f(2)} = {7} & f* est différentaible en 0 et T = V f*(0).

Preuve : cfr [19], théoreme 27.1, p. 265.
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VIIL Cone et fonction de récession

La notion de cone de récession permet d’étudier les ensembles convexes, fermés et non

bornés de IR".

VIIL1. Soit C un ensemble convexe non vide de IR®. Le cone de récession de C est

I’ensemble des vecteurs y de IR"™ tels que
t+lyeC YA20etVzel

Il est noté 07 C.
Notons qu’un vecteur y non nul de 0tC est appelé une direction de récession de C.

Le thoréme suivant indique qu’un ensemble convexe fermé non borné contient au

moins une direction de récession, c’est-a-dire au moins un point a l'infini.

VIIL2. Proposition : Soit C' un ensembe convexe, fermé, non vide de IR". C est borné si

et seulement si 0+C' = {0} olt 0 est le vecteur nul.

Appliquons maintenant la notion de récession aux fonctions convexes.

Soit f une fonction convexe définie sur IR™. Supposons qu'il existe un vecteur de IR"

tel que f(z) # +oo.
Par définition, (y,v) € 0F (epi f) si et seulement si

(z,u) + My,v) = (= + Ay, u+ M) € epi f

pour tout couple (z,u) € ept f et pour tout A > 0.
Autrement dit, f(z 4+ Ay) < f(z) + v Vet VA>0.

Par conséquent, pour un y donné, les valeurs de v pour lesquelles (y,v) € 07 (ep: f)

.

forment un intervalle fermé, non borné supérieurement de IR, ou l'intervalle vide. Ainsi le

cone de récession 0+ (epi f) est le graphe d’une certaine fonction.

VIIL3. La fonction de récession de f, notée f0F, est la fonction dont ’épigraphe est le
cone de récession de epi f, c’est-a-dire epi(f0F) = 0t (epi f).

Pour terminer, énongons quelques propriéteés des fonctions de récession.
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VIIL.4. Proposition : Soit f une fonction propre, convexe, fermée sur IR*. Alors la
fonction de récession de f est une fonction propre, convexe, fermée, et positivement

homogene.
De plus, pour tout & €dom f, f0F est défini par la formule suivante :

x4+ Ay) — fla T y) — f(z
1) = gy LISy L) @)

Preuve : cfr [19], théoreme 8.5, p. 66.

VIIL5. Proposition : Soient f une fonction propre, convexe et y un vecteur de IR".
Supposons également qu’il existe @ €dom f tel quelimy— oo inf f(z+ Ay) < +oo.
Alors limy_, 400 inf f(z + Ay) < oo pour tout = si et seulement si (f0T)y < 0.

Preuve : cfr [19], théoreme 8.6, p. 68.

VIIL6. Proposition : Soient fi et f2 deux fonctions propres, convexes et fermées sur IR",

telles que
(f10%)(2) + (f207)(—2) > 0 pour tout z # 0

Alors la convolution infimale de f; et fa, clest-a-dire f10fa, est une fonction propre,
P

convexe et fermée.
De plus, pour tout z, I'infimum de ’expression suivante

(f10f2)(z) =inf 4 {filz—y)+ fa(y)}

est atteint par un certain vecteur .

Preuve : cfr(19], corollaire 9.2.1, p. 76.
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