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Résume

L’objet de ce mémoire est I'étude d’un algorithme de résolution de problemes d’op-
timisation convexe non différentiable. L’algorithme étudié est une combinaison de la
méthode affine et de la méthode du sous-gradient. Il est également une généralisation
de la méthode du point intérieur. A chaque itération, on associe au point courant une
transformation affine et on calcule un sous-gradient de la fonction objectif augmentée
d’une fonction barriere logarithmique. La direction de descente est obtenue en projetant
suivant la nouvelle métrique ce sous-gradient dans le sous-espace associé aux contraintes.
Le choix des pas est analogue & celui de la méthode classique du sous-gradient. On peut

montrer, sous la condition d’angle, la convergence de cette méthode.

Abstract

We propose an algorithm for solving nondifferentiable convex programming problems.
This algorithm combines the idea of the affine scaling method with the subgradient me-
thod. It is a generalization of the interior point method. At each iteration, we associate
a scaling and we calculate a subgradient of the objective function with a logarithmic
barrier term. The search direction is obtained by projecting on the scaled space this sub-
gradient. The stepsize choice is analogous to the stepsize choice of the classic subgradient

method. Convergence of the method is established if the angle condition is assumed.
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1.1 Définitions

Soit f: IR™ — IR une fonction convexe non différentiable et soit z € IR™.

Le sous-différentiel de la fonction f au point z, noté df(z), est défini de la maniere

suivante:
of(z)={z* € R*| f(2) > f(z)+ <z",z2—z> VzeIR" }.

Les éléments de 3f(z) sont appelés sous-gradients de f au point z.

Pour les fonctions convexes, le sous-gradient est donc bien une généralisation du gradient.

Voici deux propriétés du sous-différentiel que nous utiliserons par la suite:

1. Si f est différentiable en z,
alors df(z) = {Vf(=)}.

2. Si f et g sont deux fonctions convexes de IR" dans IR,
alors d(f + g)(z) = df(z) + dg(xz), pour tout x € IR".
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1.2 Les algorithmes

Nous allons commencer par traiter le cas des problémes sans contrainte c’est-a-dire

les problémes qui peuvent s’écrire sous la forme suivante:

min_ f(z),

TE ].Rn

ot f: IR® — IR est une fonction convexe non différentiable. On supposera qu’on peut
calculer un sous-gradient v de f en tout z € IR". En s’inspirant de la méthode du gra-

dient, nous obtenons ’algorithme suivant :
(a) 2@ € IR" et k=0.

(b) Trouver ~x € df(z®);
siy =0 — fin; z*) est un point optimal,

sinon s ) = R )y 2L
o7l
(c) Test d’arrét;
s'il est satisfait — fin,
sinon —s k = k+1; retour en (b).

Nous pouvons généraliser cette méthode sans trop de difficultés au cas d’un probleme

avec contraintes de la forme suivante:

min f(z

mip /(z),

ot X C IR" est un ensemble convexe et fermé et f : IR" — IR une fonction convexe,
non différentiable et pour laquelle on peut calculer un sous-gradient v en tout « € IR".

Dans ces conditions, I’algorithme de la méthode du sous-gradient est le suivant :
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(a) 2@ e X et k=0.

(b) Trouver vk € Af(z™);
si v, =0 — fin; z(¥) est un point optimal,

sinon — gt = Projx | z® — /\kl I
Al
(c) Test d’arrét;
s’il est satisfait — fin,
sinon — k = k+1; retour en (b).

A Détape (b), Projx(y) représente la projection orthogonale du vecteur y sur X.
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1.3 Convergence de la méthode du sous-gradient

Avant de démontrer la convergence de la méthode vers une solution optimale 2,
nous devons nous assurer de l'existence d’une telle solution. Dans ce but, introduisons

les deux hypotheses suivantes :
1) f(z) — oo lorsque ||z]| — oo,
2) X est borné.

Si au moins une de ces deux hypotheses est vérifiée, I’existence d’une solution optimale

z* € X est assurée en vertu du théoreme de Weierstrass.

Dans la suite de cette section, nous allons donc supposer qu'au moins une de ces deux
hypothéses est vérifiée et chercher les conditions a imposer sur les pas A pour avoir la

convergence de la méthode. C’est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 1.1
Soient f : IR® — IR une fonction conveze el continue et X C IR™ un ensemble convexe

et borné. Supposons que les pas N* vérifient les deuv conditions suivantes :

M — 0 lorsque k — oo,

Z A = +oo.

k=1

Alors la suite (z(®) engendrée par le second algorithme est telle que

. (k)Y _
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Dans ce cas, la suite des pas A se comporte comme une progression géométrique de
raison /1 — xZ2, ce qui revient a poser

a=+1-—x
M = Ao avec
do = xd(z®).

Le meilleur taux de convergence est par conséquent /1 — x? et il est obtenu lorsque
'on fait le meilleur choix pour ¢ & chaque pas. Cependant, en pratique, ni x ni d(2(9)

ne sont connus. Cela implique qu’en général, on a la convergence linéaire avec un taux:

a> 41— x2

Pour étre un peu plus précis, introduisons quelques notations fort utiles :

sy 2 _ (1 — a2
C_—_max{l;x X~ a)},

o 1 —a?

,+ /2_ 1—0[2
oo Xtvx ( ),
1 — a2
VIR six <L

- 1

1Y > V2,
2y X 2

Nous pouvons maintenant formuler le théoréme de convergence pour la méthode de la

série convergente.

Théoreme 1.2
Siz<a<letsidz®) e[ Ch, DX, alors, pour tout k, d(z*)) < o d(2()

(convergence linéaire vers un point optimal).

Siz<a<letsidz®) < Ch, alors, pour tout k, d(z®)) < oFC' Xy

(convergence linéaire vers un point optimal).

Si a < z ou sid(z(®) > D)o, alors Ualgorithme peut converger vers un point

non oplimal.
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Preuve

Commengons par majorer d?(z*+1)), Nous avons successivement

dZ(m(k+1)) - “ w(k-l-l) _ 5($(k+1)) ”2
< et — s(z®) |2
T 2
[l

T
i
= 120 =) I+ X~ 20 e (50 = s(a®))

< PE®)+ A7 -2 x || B - s(=®) ||
= d*a®) 4+ X2 —2) x d(zW)
= Pz + 22 o —2) of x d(z®)

puisque nous travaillons avec la méthode de la série convergente.

Montrons ensuite que
AM  tq  dz¥) <M = d®) < Mot
Supposons que d(z*)) = K o avec K € [0, M |. Dés lors,

2(z* D)) < 2(2®) + A2 o —2Xg oF x d(z®)
= K? o™ + )2 o® —2)\ x & K.

Le théoreme sera donc vérifié si on parvient a montrer que

IM t.qda®) <M = Ko™+ o —2) o x K < M? o®+,

Supposons d(z(®) < M sans préciser ce que vaut M et regardons quelles conditions

doivent étre vérifiées pour avoir 'implication désirée.

Considérons I'inégalité suivante:

K? o™ 4+ 2\ a® —2X x oK — M? o2 <0,
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Le membre de gauche étant une fonction convexe de K, cette inégalité sera satisfaite si

elle est vérifiée pour K =0 et K = M, c-a-d si:
/\g o ® — NP a2k+250, (1.1)
M? o 4 X2 o®* —2Xg x M — M? &2 < 0. (1.2)

Pour simplifier ces deux relations, posons

M —
el
Alors (1.1) et (1.2) deviennent:
l—wa <0, (1.3)
Wl —a®)+1—2xw < 0. (1.4)

Regardons & présent ce que nous obtenons pour les différentes valeurs possibles de o

1) e a1 — %2

Dans ce cas, nous avons

W(l-a®)—2xw+1 > Wl =1+ x%) — 2wy +1
= Wwx?—-2wyx+1
= (wx—-1)"20

et par conséquent 1’equation (1.4) n’est jamais vérifice.

2) a2 /1 —x*

Nous avons cette fois

Ww(1l—0a)—2wx+1<0.

En calculant le réalisant du membre de gauche, nous trouvons deux racines positives:

{x_\/xg—(lfag)} o {X+\/X2—(1—042)}_

(1-a?) (- o?)

'inéquation est des lors vérifiée si nous nous trouvons entre ces deux racines.
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Par conséquent, les équations (1.3) et (1.4) sont vérifiées en méme temps si et seulememt

si:
2 _ — 2
- xtyx*-(1-a) 1

(1—a?) T a

Réécrivons la deuxieme inégalité:

¥+ it (1 —a%) 5

1
(1 —a?) o

= a/xP—(1—a?)>1—ao®—xa

= l—af—ayxy <0
ou o[ x* — (1 - 0?) ] 2 (1 — o = ax)’

a> —x+\/2x§+4

1
uwe > —.
O _zx

En résumé, les équations (1.1) et (1.2) sont vérifiées simultanément si et seulement si

{02\/1m><2} et {[az—X+\/2x2+4]0u[a221x]}.

ce qui est équivalent a la condition z < a.

Revenons & I'hypothése faite au début de la démonstration, a savoir

dz) <A w we[C, D]
dz®) <M Me[C, D]

Le plus petit M possible donnera la meilleure borne de d(z(®).

Sid(z®)e[Ch Do ], alors M= d(z®) convient.

Si d(z(?) < Co, alors M = C'Ap convient.
Si d(z(®) > Dy, alors il est impossible de trouver un M qui
convient.

O
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La méthode de la série convergente peut étre interprétée géométriquement de la ma-
niere suivante. 7

Travaillons dans le cas ol I'ensemble des points optimaux € est un singleton, ce qui
. o . . ; ; i
signifie que loptimum 2™ est unique. Supposons que I'on connaisse un majorant Ry de

la distance entre le point de départ 2©) et la solution x”, c’est-a-dire que

Ro = || @ — 2.

Le point optimal est donc situé dans la sphére Sy de centre z(®) et de rayon Hp.

Soit 70 un sous-gradient quelconque de [ au point 2(%) et \ = cos @ la condition de ¥

interprétation géométrique de la méthode de la série convergente.
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En regardant le dessin, on constate que le point 2* est contenu dans I'intersection de
la sphére Sy et du céne de sommet 2(%) et d’angle au sommet 2. Notons Sy ’ensemble

ainsi défini.

Remarquons que dans le cas ot > 7/3, c-a-d x = cos@ < 1/2, ’ensemble Sy est
totalement contenu dans la sphére de centre (1) et de rayon R, calculés de la maniere

sulvante :
21 = 2@ _ ,\ol, avec Ag = Rgcos@ = Hyy,
ll7oll
Ry = Rosinfl = Rgy/1 — x2.

Nous avons donc localisé 'optimum dans une sphere S; de rayon strictement inférieur a
Ro. Nous pouvons répéter le processus en partant du point z(!). Soit 4; un sous-gradient
de f au point z(!). On constate que le point z* est contenu dans la sphere S; de centre

2@ et de rayon R, calculés de la maniére suivante:

() = (1) _ Alﬁ, avec Ay = Ry cosf = Roxy/1 — x?,
T

Ry = Risin0 = Ro(y/1 — x2)2.

En généralisant & I’étape k, la procédure revient a choisir les pas Ay de la maniere
sulvante :
Ao = Rox,
e = Aok avec
o= VT
Nous venons donc de montrer & nouveau, géométriquement cette fois, que la méthode

converge linéairement vers le point z* avec un taux de convergence égal a /1 — x*.



Chapitre 2

Méthode affine

Dans ce chapitre, nous allons étudier la minimisation d’une fonction convexe et diffé-
rentiable sur un ensemble défini par des contraintes linéaires. Nous utiliserons pour cela
la méthode affine dans sa forme la plus simple. A chaque itération, une transformation
affine est associée au point courant et I'itéré suivant est alors obtenu apres recherche li-

néaire le long de la direction opposée a celle du gradient projeté dans ’espace transformé.

La plupart des méthodes affines nécessitent une fonction objectif deux fois conti-
niiment différentiable dont les dérivées secondes sont Lipschitziennes. Pour notre part,
nous allons travailler avec I’hypothése de non dégénerescence primale et il suffira que la

fonction objectif soit continiment différentiable.

Nous allons commencer par expliciter le probleme & résoudre et définir la non dégéne-
rescence primale. Ensuite, nous présenterons 'idée de la méthode ainsi que ’algorithme.
La deuxiéme section sera consacrée aux propriétés des différentes suites engendrées par
’algorithme. Nous introduirons alors la notion d’estimateur des multiplicateurs en un
point z et terminerons ce chapitre par une analyse de la convergence de la suite engen-

drée par cette méthode.

Notons que Palgorithme et I’analyse de la convergence peuvent étre modifiés pour
s’accorder avec une recherche linéaire inexacte telle que les méthodes d’Armijo ou de

Golstein.
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2.1 Algorithme

2.1.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probleme suivant:

min f(z)
(F,) { s.c. Axz=b
z >0

avec A € IR™*"™ de rang m, b € IR™, ¢ € IR" et f : IR" — IR une fonction convexe et

continiiment différentiable.
Notons F'={z € IR" | Az =bet >0 }, 'ensemble admissible du probleme (F,).

Supposons qu’il existe un point z© ¢ [ dont les composantes sont strictement positives

el posons

S={zeF|fx)<f(z)} e S°={zeS|la>0}

Ces ensembles sont appelés respectivement ensemble admissible effectif et ensemble des

points intérieurs admissibles.

Nous allons maintenant nous intéresser aux conditions a imposer a ces différents en-

sembles pour pouvoir définir la méthode.
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2.1.2 Hypotheses

Le cadre défini par le probleme (P,) est un peu trop vaste. Les trois hypotheses
suivantes vont nous permettre de le restreindre, de définir la méthode affine et d’établir

Sa convergence.

1. L’intérieur relatif de F' est non vide,

clest-a-dire il existe (9 € F' t.q. z(® > 0.

2. L’ensemble S est borné.
Dans le cas ot f est convexe, cela revient a exiger que I’ensemble des solutions

optimales de (F,) soit non vide et borné.

3. Tout point de S est primal non dégénéré dans le sens décrit ci-apres.

2.1.3 Non dégénérescence primale

Considérons un point @ de 5.

Posons N={i=1,.,n|z;=0}et B={1,..,n }\N.

On notera Ap la sous matrice de A correspondant aux composantes dont les indices
appartiennent a B.

On définit alors la non dégénérescence primale de la maniere suivante :

z est primal non dégénéré <= Ap est de rang m.

La non dégénerescence primale étant peu utilisée, nous allons faire le lien avec une notion

plus courante, I’hypothese de qualification de contraintes.

Lemme 2.1
Le point z € S satisfait ’hypothése de qualification de contraintes si el seulement st

. Id s s ’
z est primal non dégénéré.
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Preuve

Commencons par traduire, dans le cadre du probléme qui nous occupe, les qualifications
de contraintes. Elles seront satisfaites si les gradients des contraintes d’inégalités projetés
sur le noyau de la matrice A sont linéairement indépendants. Les contraintes d’inégalités
pouvant se réécrire Il-T z > 0 ou /; représente la i-eme colonne de la matrice identité, nous
obtenons

les qualifications de contraintes sont satisfaites

si { Pal;}", sont linéairement indépendants,
ou P, représente la projection sur le noyau de la matrice A.
Passons & la démonstration de 1’équivalence. Utilisons pour cela les contraposées.

Supposons z primal dégénéré et montrons que z ne satisfait pas 'hypothese de qualifi-
cation de contraintes.

Par définition, z est primal dégénéré si la matrice Ag n’est pas de rang m, c’est-a-dire
s'il existe y € IR™ non nul tel que ALy = 0.

Posons Ay = ALy et Ag = 0. Nous obtenons
A= ATy

y#0
A de rang plein.

Donc A est non nul et P4A = 0, ce qui signifie que z ne satisfait pas les qualifications de

contraintes.

Réciproquement, supposons que z ne satisfait pas les qualifications de contraintes et
montrons que z est primal dégénéré.

Si z ne satisfait pas les qualifications de contraintes, il existe A € [R", non nul, tel que
Av # 0, Ag = 0 et P4A = 0. Cela implique qu'il existe y € IR" tel que A = ATy, en
particulier, \pg = ALy = 0.

Or Ay = ALy # 0, donc il existe y € IR™ non nul tel que ALy = 0, ce qui signifie que

Ap n’est pas de rang m.
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2.1.4 La méthode

L’idée de I’algorithme est de projeter, & chaque itération k, le gradient de f en x(¥)

sur le noyau de la matrice AX® ou X*) est la matrice diagonale

X®) = diag (mgk),:cgk), o TR,

n

L’opérateur de projection sur ce noyau, noté P,y , est donné par la formule explicite
suivante :
-1
Paxw =T — XWAT (A (X®)2 AT)" AX®,
Remarquons que cette projection est bien définie dés que la matrice AX?A7T est non

singuliere. C’est ’objet du théoreme suivant.

Théoréme 2.1

Soit x € S primal non dégénéré.

Alors la matrice AX? AT est non singuliére.

Preuve

Comme X est diagonale, nous avons immédiatement
AX2AT = AXXAT = (AX)(AX)T.

Deés lors, AX?AT est non singuliere si et seulement si AX est de rang m.
g g

D’autre part, par hypothése, z est non dégénéré et donc Ap est de rang m.
Comme Xpg > 0, la matrice AgXp est également de rang m et donc AX est de rang m.

La these est alors immédiate.
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2.1.5 L’algorithme

Soit donné 0 € 10,1[ et z(® € S° | k=0

Répétel E(k) = PAx(k)X(k)Vf(CL'(k)),

w2
|28

A = X6 G

AR — (X))t 5(6))

Am= sup { A |z + Xd® >0},

Choisir X € [0, A\n],

A € argmin{ f(z® + Ad®) | X € [0,1] },
R = X dF)

241 = 58 4 p),

k=Fk+1,

jusqu’a la convergence.

Avant d’aller plus loin, montrons que la recherche linéaire est bien définie. Notons
e=(1,1,..,1)7. Commee” = (1,...,0) et |d¥)]|| = 1, le vecteur e+d*¥) a toutes ses com-
posantes positives ou nulles et il en va de méme pour le vecteur z*) +d(®) = X&) (e4dH).
Dés lors, la direction d*) est admissible, A, est supérieur & 1 et l'intervalle [0, \,,[ est
non vide. D’autre part, comme la fonction f est continue, la longueur de pas Ay est bien

définie.
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2.2 Propriétés des suites engendrées par I’algorithme

Avant d’étudier la convergence de la suite (z(¥)) eIV engendrée par cette méthode,
intéressons nous aux propriétés des différentes suites produites par 1’algorithme précé-

dent.

Lemme 2.2

La suite engendrée par Ualgorithme est admissible.

Preuve

Nous procéderons par récurrence. Comme le point de départ z(?) est admissible, suppo-

sons que z(®) est admissible et montrons que 2kt Je reste.
Par définition de z(*+1)| nous avons
2D — ) 4 g8 = o0 4y, g

avec A € [0, An[. Dés lors, en vertu de la définition de A, nous obtenons a1 >,

D’autre part, nous avons successivement

AgteEll — 4 [w(k) + hF) ]

= A[2a® 4+ Xd® |

= A |z® - )\Xx® :
T T Py XV f(2®) ||

Or, par définition de Py, Paxt X®V f(z(*)) € KerAX®) et en particulier,
d®) € KerA. Mais puisque Az(®) = b par ’hypothese de récurrence, nous en déduisons

immédiatement que Azt = b.
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Lemme 2.3

A chague itération de l'algorithme, on a

VAT = || X2 .

En particulier, d*) est une direction de descente.

Preuve
Par construction de la suite (d*)), nous avons immédiatement que

V f(zNT X 8) z(%)
[

vf(:,;(k))Td(k) = vf($(k))TX(k)g(k) .

Comme 2(*) € Ker AX®) nous obtenons, par caractérisation de la projection orthogonale

sur un sous-espace vectoriel, la relation suivante
(Z"NT(u — Pyywu) =0 Yue IR
En particulier, pour v = X®)V f(2®), nous avons
()T XBVf(2®) = (29) Pixen XV f(2a®),

et par conséquent, en utilisant ’algorithme, (Z(k))TX(k)Vf(:n(k)) = | 2% |2
Finalement, V f(z()7d®) = —|| 28 || = —|| X®) 4 .

En particulier, V f(z)Td®) <0, si 2% £ 0.

Remarquons que par Palgorithme, A%*) = A d®) avec Ay > 0. C'est donc aussi une
direction de descente et on peut lui appliquer les différents résultats obtenus pour dt*)

dans la démonstration précédente, a savoir

A¥) € KerA  car KerA est un sous-espace vectoriel

V F(@®) T = (20T, (2.1)
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Lemme 2.4

La suite (f(z*))) est décroissante et bornée inférieurement.

Preuve

La suite (f(z(®))) est décroissante par construction de ;. Par conséquent, la suite (z*))
reste dans S. Comme S est borné et f continue, nous en déduisons immédiatement que

f(z®) est bornée inférieurement.

Lemme 2.5
Les suites (2%} et (h®)) sont telles que la suite (2(F)ThF) converge vers 0

lorsque k tend vers oo.

Preuve

Supposons, par I'absurde, qu’il existe une sous-suite d’indices K° C IN et § > 0 tels que
(z"NTh() < —§ < 0, pour tout k € K°.

Comme S est borné, la suite (m{k))kef(ﬂ est bornée et par le théoreme de Weiertrass, il
existe une sous-suite de (2¥)) cgo qui converge c’est-a-dire
IKCcK® 3ieS tq 2®W—z pour k € K. (2.2)
Par construction, h*) = z*+1) — z(¥) Des lors, en restreignant K, si nécessaire,
3he KerAtq h®) — b pour k € K.

Soit @ € J0,1[ fixé a D'initialisation et A € ]0, 0] choisi arbitrairement. Par construction
(recherche linéaire) et par différentiabilité de f, nous avons, pour tout k£ € K,
fE®DY < fa® 4 An®)
= f(=®) 4+ AV (") Th® 4 0($(k)’/\h(k))
= f(z®) + A ThM 4 O(m(k), /\h““))

ou la derniere égalité est obtenue par (2.1).
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En appliquant I’hypothése absurde, nous obtenons, pour tout k € K,
Fa®Y — f(a®) < =28 + o(a®, AbF), (2.3)

Mais, par le lemme 2.4, la suite (f (m(k))) est décroissante et bornée inférieurement, ce qui

signifie que f(z*+tD)— f(z(¥)) — 0 pour tout k € IN, et en particulier pour tout k € K.

Dés lors, si nous passons a la limite dans (2.4) en utilisant (2.2) et (2.3), nous obtenons
0 < —AS + o(#, AR).

Or ) ayant été choisi arbitrairement dans 'intervalle ]0, 6], nous pouvons le faire tendre
y p

vers 0 et par conséquent 3
T, Ah
tim 2524 5 55,
A=0

ce qui est impossible car f est une fonction différentiable.
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2.3 Estimation des multiplicateurs

Le probleme (F,) est défini par m contraintes d’égalités ( —Az+b=10) et
n contraintes d’inégalités ( —z < 0 ). Nous allons utiliser les conditions de Kuhn-Tucker
pour trouver la solution optimale de ce probleme. Comme 'hypothese de qualification

de contraintes est satisfaite, elles se traduisent de la maniere suivante:

dw*e€IR™ 32 R" t.q.
Vi) - ATw* —2* =0
zix¥ =10 P

x* est solution optimale <= X
=0 Az” = b,

™
*

Essayons de simplifier ces conditions en projetant la premiére sur le noyau de A.

Nous obtenons

P,Vf(z*) = Pa(ATw* +2%)
= PyATw* + Py2*
= Pyt car ATw* L KerA.

Ces conditions correspondent a la linéarisation du probleme autour du point z*.

Convenons d’appeler estimateur des multiplicateurs au point x € S tout vecteur z € IR

vérifiant

Pig= Pi¥ flz)

Nous obtenons alors les deux résultats suivants:

— z(%) est un estimateur des multiplicateurs au point z(*).

— () est un estimateur des multiplicateurs au point z(*) pour le probleme dans

I'espace de projection c'est-a-dire Pyym 2™ = Py XBV f(z)).
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En effet, nous avons par I'algorithme

Deés lors, XMV f(2®) = 2 4 X® ATy, avec 2H) € KerAX® et w € IR™.

Nous en déduisons:

ViE®) = (XW)1zk 4 (x G-t x k) gTy,
= 204 ATy

et en projetant sur KerA:

PaVf(®) = Pz 4+ ATw)
= PAz(k).

Pour établir le deuxiéme résultat, il suffit d’utiliser ’algorithme et le fait que
Z® € KerAX® et donc 2¥) = Pyym 2R,

Gréce a ces estimateurs, nous allons pouvoir démontrer la convergence de la suite.
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2.4 Convergence de la méthode affine

Avec les hypothéses retenues, nous ne pourrons établir la convergence de la suite
(z(*)) engendrée par I’algorithme de la méthode affine. Nous montrerons seulement que
tout point d’accumulation de cette suite est solution optimale du probleme (F,). Prati-
quement, nous allons choisir un point d’accumulation de la suite (z(®)) et montrer que

I’estimateur des multiplicateurs en ce point est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Soit * un point d’accumulation de la suite (.’L‘(k})keﬂv. Notons z* Pestimateur des

multiplicateurs au point z*:
Py = BaN J(al')

Pour montrer que le vecteur z* est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé

au point x*, nous devons montrer que les quatre équations suivantes sont vérifiées:

La premiére de ces équations est trivialement satisfaite puisque z* est un estimateur
des multiplicateurs au point z*; la seconde ’est aussi car z* est un point d’accumulation
de la suite et donc un point admissible. Le théoréme 2.2 va nous permettre de montrer

p
que la troisieme est également vérifiée. Ensuite nous introduirons deux ensembles ainsi
que quelques-unes de leurs propriétés. Cela nous permettra de vérifier la quatrieme équa-

tion.
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Théoréeme 2.2

Les suites (z®) et (2%)) sont telles que X®)2() converge vers 0

lorsque k tend vers oo.

Preuve

Supposons, par I'absurde, qu’il existe une sous-suite d’indices K° C IN et é > 0 tels que
| X&) || > § > 0, pour tout k € K°.

Comme S est borné, la suite (z(F),cxo est bornée et par le théoreme de Weierstrass, il
existe une sous-suite de (z¥)) o qui converge, c’est-a-dire
IKcK® 3ieS tq 2% —53F pourkek.

Par construction, 2 = (XUN71P, vy XBIV f(z®)) et d*) = — X (*) 2l

[PACPONTE
Dés lors, en restreignant I, si nécessaire,
dze IR" t.q. P pour k € K,
. —X23 .
A= ~”z t.q. d¥ —d  pour k € K.
I Xz ||

Soit @ € 10, 1[ fixé a Dinitialisation et A € ]0, 8] choisi arbitrairement. Par construction
( recherche linéaire ) et par différentiabilité de f, nous avons, pour tout k € K':
Fe®H) = f(z® 4 A d®)
< f(a® 4 adt)y
= f(z®) + AV f(a®N)TdE) 4 o(z®) Ad®))
— J@®) = A )| XB2H | 4 o(a®), A,

ol la derniere égalité est obtenue par le lemme 2.3.

En introduisant 'hypothese absurde, nous obtenons pour k € K
Fe®H) — fa®) < =26 4 o(2®) M), (2.4)

Par le lemme 2.4, la suite (f(z*)) est décroissante et bornée inférieurement, ce qui
signifie que f(z®+1) — f(2¥)) — 0 pour tout k € IN, et en particulier pour tout
g I
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Passons & la limite dans (2.5), cela nous donne:

0 < —A6 + o(&, Ad).

Or, A ayant été choisi arbitrairement dans |0, 8], nous pouvons le faire tendre vers 0:

lim o(Z, Ad)

>4 >0,
A—=0

ce qui est impossible car f est une fonction différentiable.

Intéressons nous maintenant a la quatrieme de ces équations.
Définissons, dans ce but, M = { i =1,2,..,n| 2z #0 } et M = {1,2,...,n}\ M. Notons
par zp les composantes du vecteur z dont les indices appartiennent a M. Par le théo-
réme 2.2, x¥zF = 0, et donc, par définition de M, z3; = 0. Le point d’accumulation z*

appartient par conséquent a la face de ’ensemble admissible caractérisée par x5 = 0.

Sur cette face, définissons 1’ensemble terminal par

'={ages

epm = 0et f(z) = f(z*) }
et un voisinage de I' par
Is={z€S||lz—ylo<detyel},

ol ¢ est un nombre strictement positif.

Commencons par étudier les propriétes de l’ensemble T'.
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Lemme 2.6

L’ensemble [' est convexe.

Preuve

Notons col' ’enveloppe convexe de I' et montrons que I' = col'.
Par définition de col’, il suffit de montrer que col’ C T'.
Soit z € col'. Comme z est une combinaison convexe de points de I', zpr = 0.

Mais, par convexité de la fonction f, f(z) < f(z*); il reste donc a montrer
f(z) = f(z7).
Considérons la direction h = & — z*. Par convexité de f,
F(@) = fla*) + V f(a")h,

Or, h € KerA car x et z* sont des points admissibles et z* est un estimateur des

multiplicateurs au point z*,d’ou
Yi(#* )k = (") h.

De plus, har = 0 car z et z* appartiennent a I et les composantes de z* correspondant

aux indices n’appartenant pas a M sont nulles.

Finalement, nous obtenons f(z) > f(z*).
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Lemme 2.7
Sott f: IR" — IR une fonction convexe et continiment différentiable.
Supposons que [ est constante sur un ensemble conveze I' de IR".

Alors V [ est constant sur [

Preuve

Soit epif = {u=(y,t) € IR" x IR | t > f(y) }, I'épigraphe de f.

Nous utiliserons le résultat suivant (cf. (8]): pour tout z, nous avons 1’équivalence

g=V f(z) gy B = (g,—1) définit un hyperplan fu = «
qui sépare (z, f(z)) de epif.

Notons par ri[' I'intérieur relatif de I'. Soit z € rzl.
Posons ¥ = { (z, f(z)) |z €T }.
Comme [ est constante sur I', cet ensemble est contenu dans ep: f.
Soit # = (Z, f(z)) € riV.
Nous obtenons que 3 = (Vf(Z),—1) définit un hyperplan fu = & qui sépare (Z, f())
de epif. Notons m cet hyperplan.

Comme ¥ est contenu dans epif, m sépare (z, f(z)) de U, ce qui signifie que
fu < a pour tout v € W,

Montrons que ¥ C .
Supposons par l'absurde qu’il existe up € W tel que ug ¢ 7, c’est-a-dire Bup < &.

Comme u € ri¥, il existe § > 0 tel que u = @ + §(u — ug) € W. Dés lors nous avons

Bu = fu+ 8pu— §Buo
= (148)a—6Buy > &

car Bug < a. Ceci est impossible puisque u € ¥. Donc ¥ C .

En particulier, pour tout w € ¥, nous avons Bu = &. Cela qui signifie que 7 sépare u € ¥

de ¥ ou encore que 3 = (Vf(z), —1) définit un séparateur en chaque point u de V.
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Montrons que § définit un hyperplan séparant (z, f(z)) de epif pour tout z € I', c’est-
a-dire
Bly,t) <G pour tout (y,t) € epif.

Procédons en trois étapes.

1) Le résultat est vrai pour les couples (y,t) € I' x IR tels que ¢t > f(y).

En effet pour de tels couples nous avons
Bly,t) < By, f(y)) = By, f(3)) = &,
car B = (Vf(2),~1) et (y, f(2)) € T.

2) Vérifions ensuite le résultat pour les couples (y, f(y)) € IR" x IR.

Pour obtenir une contradiction, supposons qu’il existe § € IR™ tel que 3(y, f(7)) > &
Dans ce cas, y ¢ I'.
Comme Z € ril", par convexité de T', il existe A € 0, 1[ tel quey = Az 4+ (1 —A)y € I.

Comme | est une fonction convexe, nous obtenons:

By, fy)) = B(Az+(1=Ng, AMf(@)+(1-2)f(7))

A
Mz, (@) + (1 =Ny, f(¥)) ]
F@) + =) B (5 f(5)

ce qui est impossible car y € I'.

3) Enfin le résultat est valable pour les couples (y,t) € epi f car:

By,t) < By, fly)) < a

En conséquence, 3 = (Vf(z),—1).

Comme par définition 8 = (V f(), —1), nous en déduisons que, pour tout = € I'

Vi(z) = Vf(z).
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Lemme 2.8

Si on note z(z) = X ' Pax XV f(z), pour tout « € IR", alors

pour tout x € I,

Preuve

Par définition de I’estimateur des multiplicateurs, nous avons
7 =Vf(z*)+ ATw  avecw € IR™,
Par le lemme 2.7, V f est constant sur [' et donc, pour tout z € I',
Vf(z) =Vf(z*) = 2* — ATw.
Introduisons cette égalité dans la formule de z(z). Nous obtenons

2(z) = X' I-XAT(AXPAT)'AX ) XV f()
= [I-AT(AXPAT)TAX? ][22 - ATw ).

Remarquons que Xz* = 0.
En effet, pour les indices 1 € M, z; = 0 car x € I, et pour les autres indices, 2* = 0 par
définition de M. Donc

(Xz*)f = J‘tz:k =0 pour 1= ].,2, ey 1T

On obtient finalement

2(z) = 2* — ATw 4+ ATw = 2~

Etudions maintenant les propriétés du voisinage I's de I.
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Lemme 2.9
Si on note d(z) = —Xﬁ%ﬁ, pour tout z € IR™,

alors il existe § > 0 tel que les deux relations suivantes sont vérifiées pour tout « € I's :

* . 4 . *
(1) () = | <€ oi €= min |7,

(2) si z > 0,di(z)z] <0 pour tout i € M.

Preuve

(1) 2(.) est uniformément continue sur S puisque z(.) est continue en chaque point de .5

et que S est borné. Il existe donc & > 0 tel que pour tout z,y € S,
lz—yllo<d = ll2(z)—2(y) | <e.
Par définition de I's, pour chaque z € T's, il existe y € I' tel que
lz = yllo <&
Par le lemme 2.8, z(y) = z* pour tout y € I', et donc
| 2(e) - 2" || <.
(2) Soit = > 0. Par définition de €, pour tout 1 € M,
* * 1 *
| zi(e) — 27 | < 2(2) — 2" [| S e < 5 |41

En utilisant cette relation, on peut montrer que pour tout ¢ € M, z(z) et 2 sont de
méme signe. Supposons le contraire, deux cas sont alors possibles:

a) z(z)> 0>z
Lor < z(x) — 27 < —Lz7, et donc zi(z) < 327, ce qui contredit ’hypothese.

z¥ < z(z), ce qui contredit 'hypothese.

Par définition de d(z), pour tout i € M, di(z) et z(z) sont de signes opposés, ce qui

termine la démonstration.
O
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Le résultat suivant va nous permettre d’établir un lien entre les points d’accumulation

de la suite et les ensembles I' et ;.

Lemme 2.10
Soit & un point d’accumulation de la suite (z(F)).

Alors ou z € ' ou & ¢ I's.

Preuyve

Supposons, par ’absurde, que £ € I's et & ¢ I,

Comme 7 et z* sont deux points d’accumulation, il existe deux sous-suites de (z*)) qui

convergent, I'une vers & et I'autre vers z*,

Puisque la fonction f est convexe et que la suite (f(2(¥))) est décroissante par le lemme

2.4, cette suite converge. Comme f est continue et par unicité de la limite,
f(@) = f(=").

Il existe donc un indice : € M tel que Z; > 0.

Appliquant le lemme 2.9, nous obtenons
di(£)z:(%) <0  pour tout : € M.

Nous en concluons que z(Z) # 0 pour tout 1 € M, et donc &;z;(Z) # 0 pour au moins

un indice ¢ € M, ce qui contredit le théoreme 2.2.
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Voici le résultat important de cette section, la vérification de la quatrieme équation citée

page 32.

Théoreme 2.3

Soit &* un point d’accumulation et z* un estimateur des multiplicateurs au point x*.
Posons M = {i =1,2,...,n | 2z # 0}.

Alors 23y > 0.

Preuve

Supposons, par I’absurde, que 2z}, a au moins une composante négative.

Supposons de plus que les deux assertions suivantes sont vérifiées :
(1) Tl existe K C IN tel que z(¥) — ' et g*+) — 72 on 2' € et @* ¢ Ts.
(2) Il existe j € M tel que 2} <0 et 27 > z; = 0.

Considérons le pas A*) = z(+1) — z(*) et étudions la suite (z(¥))TA%).

Par le lemme 2.5, cette suite converge vers 0. Passons a la limite dans K
(TR = GO (4 —a®) — (o7 (@ = 3') = (z2)" (@~ 2h)

puisque les autres composantes de z* sont nulles.

Par unicité de la limite, nous avons

(230 (@34 — 2y) = 0. (2.5)

Or, pour k € K suffisament grand, ) ¢ T car, par le lemme 2.10, z' € 5.

Rk _ (R )

v < 0, pour z € M.

Par le lemme 2.9, z,(

Passons a la limite dans K :

Z(Z2 —2!) <0  pouri€ M.

i
Mais une de ces inégalités est stricte, en vertu de la deuxieme assertion, ce qui contredit

I'égalité (2.6).
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Pour que la preuve soit compleéte, il reste a montrer que les deux assertions sont vérifiées.

(1) Par le lemme 2.10, il existe des points d’accumulation dans I' et a I’extérieur de I';.
Par conséquent, il existe K° C IN tel que, pour tout k € K°, 2 € T et 2+ & T,
Comme S est borné, la suite (z(")) cxo est bornée et par le théoréeme de Weiertrass, il

existe une sous-suite de (3:(’“)) reko qui converge c’est-a-dire
IKcK® 3z,2%t.q F — 7! et z®D 532 pour k € K.

Par définition, ['s est fermé. Il contient donc les limites de ses suites convergentes et en

particulier z'. Par le lemme 2.10, z* € T.

Supposons z2 € I's et donc z° € I' par le lemme 2.10.

Pour k € K suffisament grand, || z**t1) — 7% ||, < § car z(F+) — 32,

Cela signifie z(**1) € I's, ce qui est impossible.

Par conséquent, z* ¢ Ts.

(2) Comme z' € T, 7}, = 0.

Puisque la fonction f est convexe et que la suite (f(2*))) est décroissante par le lemme

2.4, elle converge. Comme | est continue et par unicité de la limite,

f(&@') = f(z*).
Or, 2% ¢ T, ce qui signifie qu’il existe un indice j € M tel que &} > 0.
Il reste & montrer z; < 0.

Considérons le pas ht¥) = g(+1) — 5(k),

Pour k € K suffisament grand, h;k) > 0 et z(*) € I's. Par conséquent,

Or, par le lemme 2.9, dgk}z;-‘ <0, et dés lors 2z} < 0.



Chapitre 3

Méthode du point intérieur

Une des difficultés liées a la méthode affine présentée au chapitre précédent est de
vérifier ’hypothese de non dégénérescence primale. Une fagon de contourner cet obstacle
est de résoudre un probléme dont tous les points admissibles sont primals non dégénérés.
Nous allons, dans cette optique, définir les fonctions barriéres. Nous nous intéresserons
plus particulierement aux fonctions barrieres logarithmiques dont nous étudierons les
propriétés plus en détails. Nous terminerons ce chapitre par une analyse de I'erreur
commise lorsque 1'on résout un probléme de minimisation avec contraintes ot I'on a

ajouté une fonction barriére logarithmique a la fonction objectif.
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3.1 Fonctions barriéres

Dans ce chapitre , nous allons nous intéresser au probleme (P)

min f(z)
(P) § s.c. Az=b
x>0

avec A € IR™*" de rang m, b€ IR™, z € IR" et f: IR™ — IR une fonction convexe,

non différentiable et Lipschitz continue de constante L.

Notons ' ={ z € IR* | Az =bet >0 }, 'ensemble admissible du probleme (P),
et [°={zeX|Az=betz>0}.

Notons aussi par 2, I'ensemble des solutions optimales.

Supposons que le probléeme (P) admet un minimum global, que I est borné et que

0 est non vide.

44

Nous dirons que la fonction B est une fonction barriére si elle vérifie les trois propriétés

suivantes :
1) B est définie sur ' et est continue.
2) B(z) > 0 pour tout z € F°.

3) Si (z(®) est une suite dans F° qui converge vers un point frontiere de F,

alors B(z*)) converge vers +oo.

Au lieu de résoudre le probleme (P), nous allons résoudre

{ min f(z)+ p B(z)

s.c. wxeF°

ou le parameétre y est un nombre réel strictement positif.
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3.2 Barriére logarithmique

Nous allons travailler plus particulierement avec la fonction barriére logarithmique

définie de la maniére suivante

n
B(z)=-)_lnz; pour tout z € F°.
=1
Comme F est borné, nous pouvons considérer B(z) comme une fonction barriere.

Posons, pour tout € F°,
fu(&) = f(a) — uY_ Ina
i=1

Puisque la fonction f est convexe et que le logarithme est stritement concave, la fonction

f,. est strictement convexe.

Le probleme & résoudre est alors

(P {min ful)

s.c. x € FO

Comme la fonction f, est seulement définie pour les vecteurs & € IR" dont toutes
les composantes sont strictement positives, la matrice Ag, définie au chapitre précédent,
correspond a la matrice A, pour tout « € [°. Par conséquent, tous les points admissibles

du probléme (P,) sont primals non dégénérés dans le sens décrit a la section 2.1.3.

Calculons maitenant le sous-différentiel de la fonction f,.

Comme la fonction f, est la somme de fonctions convexes, nous obtenons :

Of.(z)=0f(z)+ 5‘(h,ui Inz;) =df(z) + V(m,ui In z;)

i=1
car la fonction logarithme est différentiable.
Si nous notons X = diag(x1,Ta,...,%s) et e = (1,1,..., 1)T € IR", nous obtenons
finalement :

Ofu(z) = 0f(z) — pX e (3.1)
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Caractérisons ’erreur commise si I’on résout le probleme (F,) a la place du

probléme (P).

Théoréme 3.1

Si z* € F est une solution optimale du probleme (F,), alors

f(z") < minf(z) + np.

zelF

Preuve

Comme z* est une solution optimale de (P,), 0 est un sous-gradient de la fonction f,

au point x*.

De plus, par (3.1),
Bfu(z") = 0f(2") — p (X7) e,

et par conséquent, il existe ¥ € df(z*) tel que
,—YT_” GT (X*)—l =0

car (X*) est une matrice diagonale.

Par définition du sous-différentiel, nous avons, pour tout = € [,
f@) > (") + 7@ - 27),
et en particulier, pour z** € §,

min f(2) = f(*) > [(")+7" (=" ")
= fla®)+pe(X*) (@™ —27)
= f(a") +p [N (XT) 7T - (X)),



Chapitre 4

Résolution du probléme

Nous allons maintenant nous intéresser a la résolution d’un probléme de programma-
tion linéaire, dans le cas oli la fonction objectif est convexe, non différentiable et Lipschitz
continue. Nous allons pour cela généraliser au cas non différentiable la. méthode exposée
au chapitre 2 et nous l'appliquerons au probléme (P,) défini au chapitre précédent. Le

choix du pas sera analogue a celui de la méthode du sous-gradient.

Ce chapitre est structuré de la maniere suivante. Nous commencerons par resituer le
probleme et par présenter I’algorithme de la méthode. Nous établirons ensuite quelques
résultats importants pour la convergence. Nous analyserons alors la convergence d’une
sous-suite. Nous introduirons la condition d’angle et montrerons que, sous cette condition,

toute la suite converge.
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4.1 Algorithme

4.1.1 Position du probleéme

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probléme suivant

min f(z)
(P)S sc. Az =1b
z>0

avec A € IR™*" de rang m, b € IR™, z € IR", f : IR™ — IR une fonction convexe, non
différentiable, et pour laquelle on peut calculer un sous-gradient en tout z € IR™. Nous

supposerons en plus que f est Lipschitz continue de constante L.
Conservons les mémes notations qu’au chapitre 3.

Le probleme a résoudre est alors

(Py){ min f,(z)

s.c. z¢€F°

Nous supposerons, comme dans le chapitre précédent, que F' est borné et que F© est non

vide.

Comme nous I’avons vu précédemment, le probléme ( P,) a une solution unique que nous
p 3 i

noterons z*.
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4.1.2 L’itération

Nous allons nous baser sur la méthode affine pour construire ’algorithme. Nous savons
déja que tous les points admissibles pour le probléme (P,) sont primals non dégénérés,
Comme la fonction f n’est pas différentiable, nous allons généraliser la méthode présen-

tée au chapitre 2, en remplacant le gradient par un sous-gradient.

Supposons connu le point z(*) € FO et cherchons I'itéré suivant. Pour cela, nous

commengerons par chercher une direction de descente d(*), solution du probléme suivant :

min 47 d®
(A.S){ sc. AdW =
| (X®)~=1d® || <1

ou v € afu(x(k)).

La solution de ce probleme est la direction affine, donnée par la formule ci-dessous :

PAx(k)X(k)”Yk
| Paxon XEy ||

45— x®)
oit P,y représente la projection sur KerAX ¥,
51 nous choisissons une longueur de pas Ay, I'itéré suivant 2*+1) sera donné par la formule

2 = o) 4y g0,

Comme dans la méthode du sous-gradient, la suite (\;) doit satisfaire les deux hypo-

théses suivantes:

1) lim Ax = 0,

k—co
2) ZA& = Q.
k=1

De plus, si A, € )0, 1], z**1) est admissible pour le probléme (P):
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4.2 Résultats préliminaires

Nous allons présenter ici quelques propriétés utiles pour démontrer la convergence de

la suite vers la solution optimale du probléeme LPs)

Commengons par caractériser les sous-gradients de ¥

Lemme 4.1
Siy € 0f(z), alors
l¥l<L

ou L est la constante de Lipschitz de f.

Preuve

Par la définition de sous-gradient, ¥ € df(z) si et seulememt si, pour tout z € F,

f(2) = f(=) 27" (2 - 2).

Des lors, par définition de la norme, nous obtenons

171 = sup |F7(z—2)]
[lz—2]|<1

= sup ?T(z_:.!:)
llz—=||<1

sup (f(z) — f())

llz—=(|<1

AN

IA

sup Lz — z||
llz—=(|<1

< L

ou I'avant derniére inégalité résulte du caractére Lipschitz continu de f.
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Lemme 4.2

1l existe une constante c¢; strictement positive telle que, pour tout v € F°,

| X Pax Xy || <e |7

oty € fy(x).

Preuve

Nous savons® qu’il existe une constante o > 0 telle que

| (AXPAT)AX? || < o™ || (AAT) 1A ||
En utilisant ce résultat et Pexpression analytique de P, X, hous obtenons

I X7 Pax Xy |l = | X7 [1- XAT(AX?AT)TAX ] X 7 |
= I [1-AT(AXPAT)'AX? ) o ||

Iy = AT(AX?AT) T AX Py |
(L+[ATI I (AXPAT) T AX ) ||y ||
(L+ AT (AAT) T Al ot ) oy .

Al

I

[l suffit alors de poser
cr=1+[AT] || (AAT)'A | o7,

1. voir annexe A
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Lemme 4.3

Il existe une constante ¢, strictement positive telle gue, pour tout x € F°,

| Pax Xy || < e

oty € dfu(z).

Preuve

Comme, par (3.1), pour tout = € F°, nous avons

Ofu(z) = 0f(z) — pX e,

le vecteur y € 0f,(z) si et seulement si il existe 7 € 9f(z) tel que

Puisque la projection est une application contractante, nous avons

| Pax Xy |l < || Xv |

| X (7 —pX"e)|
| X5 [+ g lell

< XA+ pvn

Il

(AN

par définition de la norme FEuclidienne.

Or, nous avons supposé F' borné, ce qui signifie qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout
€ F, ||zl € cetdonc || X|| <e.

De plus, par le lemme 4.1, || 7 || < L.

Par conséquent, si nous posons
c2 = cL + p/n,

nous obtenons le résultat cherché.
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Lemme 4.4

Soit (z®)) une suite dans F° convergeant vers % lorsque k tend vers oco.

Alors lim Pyyme = P,xe.
k—oo

Preuve

Comme [ est fermé borné, il contient z.

Dans le cas ot Z € F°, en utilisant I’expression analytique de P, %, le résultat est

immeédiat.
Supposons donc & € F et 7 & F©,

Notons [ ={1=1,2,..,n|&=0}et J={i=1,2,.,n| & >0}.

L’ensemble [ est non vide.
Avec cette notation, tout vecteur z € IR™ peut sécrire z = (mri3.2):

Remarquons ensuite que § = Pyge et que y® = P,y e sont respectivement solutions
des problemes

(P){ min ||z — e/
s.e. AXz=10

et

(P(9) min ||z — el|?
se.  AXWz =y,

Le lemme sera démontré si on parvient & montrer que Llim y*) = g,
c—F00O

Nous allons procéder en deux étapes: nous établirons d’abord la convergence de la suite

(y&k)) vers g et ensuite celle de (y\") vers g;.
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1) Commencons par montrer que lim yf,k) = Gt
k— oo

Dans ce but, définissons la multi-application 6 : F° — IRV de la maniére suivante :

9(13) = { z e IRI'” I AJXJZ+A[XIyI =0 }

ot y = (yr,ys) désigne la projection de e sur KerAX.

Notons, pour tout z € F°,
O(z) = argmin { ||z — eJ|| | z € 0(z) }.

L’application ©(z) est continue sur F° puisque la multi- application 0(z) Pest 2.

Or, par hypothése, z*) converge vers z, ygk) = 0(z®) et g = O(2).

s i e B _
Par conséquent, par continuité, v conver e vers iy lorsque &k tend vers co.
q y P y Y g y q

2) Montrons maintenant que lim ygk) == i
k—co

Par définition de I, Z; = 0. Nous en déduisons 4; = ey, et donc

k k
ly® —el = |y —erl® + [y$ = es)?
k = k
Iy$ — gal|? + [y — e

Il

Si nous passons & la limite supérieure, nous obtenons
. k) : ; _
lim sup lyf" - g:]* = limsup [ly® — el* — ||g; — ey
k—co k—o0

ar Tim o® — -
car limy;” = gy.

Définissons la suite () de la maniére suivante :

?:/gk] = &l

957 = (XP) - 20) + (X)) g

2. voir annexe B

59

(4.1)
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Cette suite vérifie les deux propriétés ci-dessous

1) klim %) = § car ;nf,k) converge vers ;.
¢—+00

2) AX®)H(*) = 0 car g est solution de (P) et 2, z € F.

Comme §{*) satisfait les contraintes du probléme (P®) et que y*) est solution optimale

de ce probleme, nous obtenons par définition de (91,

ly® — ell < 15® —ell = 165 - eall < 13W - goll +llgs — sl (42)
Il résulte des inégalités (4.1) et (4.2) que

0 < liminf [ly;? — grlf? < limsup |y — g
*—00 k—oo

= limsup [|y™*) — e]|? — ||gs — e]|?
k—oco

< limsup |98 — gl + |lgs — e
k—o00
. ~(k = = =
— 2 limsup |35 — g5 197 — esll — llgs — es|?
k—oo
= 0

car la suite (7)) converge vers § quand k tend vers oco.

Par conséquent,
lim i) = gr.
k—o0

Ceci termine la démonstration.

Remarquons, par le choix de la longueur du pas Ay, 'itéré 2*+1) reste dans 0 lorsque
a®) € FO Pour suivre, nous allons montrer que les itérés vérifient une propriété encore

plus stricte. C’est 'objet du lemme suivant.
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Lemme 4.5

Il existe une constante cs strictement positive telle que

. . k
inf min :c,( ) > c3.
k>0 1<i<n

Preuve

Nous allons démontrer ce lemme par récurrence.
Comme F° est non vide, nous pouvons choisir le point initiale z(® ¢ F(©),
Supposons que, pour tout 7 € {1,2,...,n},

mi(-k) >0

et montrons que c’est encore vrai pour 1’itéré suivant.

Posons, pour simplifier I’écriture,

) _ _ Paxa XBy 4.3
g (k) (4.3)
| Paxon XFye ||

ol 1 € Af,(zM).

Dans ce cas, la formule donnant z(*+!) devient

2+ = g8 _ xR0,

Or, par (3.1), 0f,(2®) = af(a®)) — p(X®)1e,

Par conséquent, si 4, € 8f(z™*)), nous obtenons

Paxwy ( XWy — pe)

p®) =
| Paxon Xy, ||
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Supposons que (z(¥)) converge vers # = 0. Dans ce cas,
Pig =1 - XAT(AX?AT)'AX =1,

et pour tout : € {1,2,...,n},

(k) —H

T
(k) __, -
" | Pax X Ey, I €; Laxme

ou e; représente la i-éme colonne de la matrice identité.

Si nous appliquons le lemme 4.4, nous obtenons
lim Pyyme=ce
k—roo AX()

et donc, pour tout ¢ € {1,2,...,n} tel que azgk) converge vers 0, nous avons

N S R
' | Paxon XEye || | Paxon XEye ||

Or, comme I’ensemble admissible de (P,) est compact, il existe une constante ¢ telle que,

pour tout ¢ € {1,2,...,n},

.'r:l(-k) <e
et donc
A o0y, 00,0 5 0
car Ag, :c,(-k) et p sont tous strictement positifs.

La these est alors immeédiate.
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4.3 Convergence d’une sous-suite

Nous allons montrer qu’au moins une sous-suite de (z(®) converge vers la solution

optimale du probléme (F,).

Notons, pour tout & € IN,

Ly={z e | fu) < fu(=®) }.

Pour Z € riLy, définissons les deux quantités §*) et p*) de la maniére suivante

L (PN T (X =1z _ 3y, (4.4)
PP = || X (=™ — 7). (4.5)

Commengons par caractériser les points de 7, en fonction de R,

Lemme 4.6
St T € rily, alors
I XTIX W0 12 < (p0 41 2,

Preuve

Par définition de la norme Euclidienne et des matrices X et X nous avons

n (k) .
_ ” :L‘i
| X X@p0 = 5 (— pS"))

—~\ I
J,'(k) ) n (k) 2
- - \

© e, 2 ()

= [ XS E | p"

= || X |2,

= [ X7'=Y -2) +e|

< (XY ~2) floo+ | € floo )2

< (X0 -g) || +1)

et, par définition de p™*), nous obtenons le résultat cherché.
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Intéressons-nous maintenant aux propriétés de 6 et de p¥),

Lemme 4.7

Il existe une constante c4 telle que, pour tout & € rily,

88 > ey [ fule®) - fu(2) ).

Preuve

Commengons par écrire §(F) plus explicitement.

Comme la matrice X(*) est diagonale, en utilisant (4.3.), nous obtenons

(p*N7T = Ve XOPyxn
| Paxon X ®y ||

Puisque #*) et Z sont admissibles,
AX®E (XN e® —z) ] = AW —z) =0

et donc, (X®))~1(2® — 7) € KerAX(®).

5i nous introduisons (4.6) dans la définition de 6*), nous obtenons successivement

50 = (pUNT(X WY1 (50 _ 5
Y XB Py (XH) (2 — z)
| Paxo X By ||
FEXO(XO) 10— g)
“ PAX(k)X(k)'Yk ||

Fu(2®)) — fu(z)
T Paxon XEy ||

car y, € 0f (M),

En vertu du lemme 4.3, il suffit alors de poser

1
Cq = —.
Ca
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Lemme 4.8
Sl existe un ) tel que p® < 1, alors
: 1 A .
(07 < (0 =2 0 189 — (14 =)o) = £ (14 o) )
Preuve
Par définitions de §*) et p*), nous avons successivement
(p(k+1))2 = ” X-1 (l‘(k+l) _ w) ”2
= X7 [a®™ = M x®p® _ g ]2
= I X7 (@® —2) P+ 2% X_IX““’P“‘) I
— 2 Me(2®) — 2)T X2 x R k)
= (") + AL X x®p) 2 - M(2®) — )T X =2 x (K] 5(k)
— 2 M%) 20 (pUNT (x (-1 (w(k)—.@)
= (M) =2 08W 2 || X1 XG0 2
+ 2 M(e® = )T [(XW)7 - XX ] 0
— (p (k)) 2 Xpd® £0E I X~ lx(k) (k) Ik
+ 2 M(a® — )X [ X(xP) = X1 x0 ) k)
S (M) -2 MW 4 A | XX |
+ 20 (@™ -5 X (1- X1 x 0 )0
+ (e = 2)TX (X (XB)=1 — 1)pk) )
= (W [ - i&' | X1 xBp |2
- [(x(k)_:,;) XY I« X IX(k)) (k)l
= 1@® =T XX (X0t - @) ), (4.7)
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Intéressons-nous plus particulierement aux deux valeurs absolues contenues dans (4.7).
Nous allons utiliser les définitions de normes Euclidienne et infinie pour majorer ces deux

valeurs absolues.

Premiérement,
(=) = BT XH(1 = XA XORB] < | (1 - IX“%X (o —2) | o |
= (1= X7 X®) X1 - 5) |
< H-x le“)e oo | X2~ 2 |
= pW | X712® — ¢,
< oW X e

pW || X712 — X1z |
pM || X1 (z® — ) |
= (pW)? (4.8)

I

ou nous avons utilisé (4.3) et les définitions de X et de p(*)

Deuxiemement,

(2 = 2)T X (X(X W)= — 1)p®)]

IN

IXXO) = 1) X1 (2® —z) || || p® |
= H((X“Ul— ) X" -3) |

< I EE) T —Dello | X7 @ —2) |
= pO | (X2 —e|lo,

(p*))?

En introduisant (4.8), (4.9) et le lemme 4.6 dans I’inégalité (4.7), nous obtenons le résultat

annonce.
O

Comme nous ’avons déja annoncé, nous allons maintenant montrer qu’au moins une

sous-suite de (z(¥)) converge vers z*.
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Théoréme 4.1
Si (x*)) est la suite engendrée par Palgorithme et = la solution optimale du
probleme (P,), alors

liminf 2 = 2*.
k—o0

Preuve

Supposons, par I’absurde, que z* n’est pas une valeur d’adhérence de (xR,

Nous allons montrer que pour un € riLy bien choisi, la quantité pt¥) est strictement

négative, ce qui est impossible puisque c’est une norme.

Vu que z* est 'unique point qui minimise f, sur F'°, il existe f tel que, pour tout z € F°,
fu(@®) < f < fulz). (4.10)
Soit @ une valeur d’adhérence de la suite (z(®), c’est-a-dire
iKCIN tgq 2% 3 pour k € K.

Supposons que & minimise f, sur adhérence de la suite (z(*)).

Alors, pour tout a € ]0,1[, il existe k, tel que
Lu(@®) > (1 —a)fu(@) + af  pour tout k > k. (4.11)

Posons Z, = (1 — a)& 4+ az* ot a € ]0,1].
Le point Z, € riL; car & minimise (9:(’“)) sur son adhérence.

Par analogie avec (4.4) et (4.5), posons

8 = ()T (XD 12— z,),
P = | X0~ z0) .
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En utilisant le lemme 4.7, nous obtenons, pour tout k € IV,

0

v

Cq [ f.u.(m(k)) - fﬁ(jc:) ]
= o [ fu(a®™) = fu((1 - )3 + aa*) ]
2 [ fule™) = (1 - ) fu(®) - afu(z") ]

car f, est convexe.

Et donc, en utilisant (4.11), nous obtenons, pour tout k > k,,

8 > e [(1=a)ful®) +af — (1 - @) fuld) — afu(z”) |
= aa (f - fulz). (4.12)

Supposons que pt¥) vérifie les deux propriétés suivantes :

1) I existe K (a) C K tel que, pour tout k € K(a),
P = O(a). (4.13)

2) Il existe ap > 0 tel que, pour tout k € K (ay),

(14— ) ()7 < min{ 1, Lesa(  fu(a")) } (4.14)

1—,00:0

Notons par ko le rang correspondant & ag dans (4.11), ce qui signifie que, pour tout
k 2 kOa
f#($(k)) > (1 _O"U)fu(j)‘i”aof- (4.15)

Comme la suite (A;) converge vers 0, il existe k; € K(e), k1 > ko tel que, pour tout
k 2 kla
1 .
2, < §C4C¥g(f — fu(z™)) (4.16)

puisque, par (4.10), le membre de droite est stictement positif.

De plus, pour tout k > ki, la relation suivante est vérifiée:

(PP £ 22 o (F — fule) + (o)
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En effet, par (4.13), nous obtenons, pour tout k > k;,
P < 1. (4.17)

Les hypotheses du lemme 4.8 étant satisfaites, nous avons

AP S (=20 (38— (4 o) = F (14 )7
< (" = Do Lol ~ e~ (4 T~ 2 e )
< ()= D Lol l = ) = (04 ) () — 3 vl f - D))
< (o) 22 sl f - fu(a), (4.18)

3

ol nous avons appliqué successivement les résultats (4.12), (4.17), (4.16) et (4.14).
Or, Y " Ax = co par hypothése et (f — fu(2*)) > 0 par (4.10).
k=1

Finalement, le membre de droite de (4.18) est majoré par —oo, ce qui est bien entendu

impossible.

Pour que la démonstration soit compléte, il faut encore montrer que les relations (4.13)

et (4.14) sont bien vérifiées.

1) Par définition de z, et de p*), nous obtenons

P = I X3 (=W —za) |
< XD -@) |+ X7HE - 2a) |l
= | XZ' W =) | +all X3 -2 ||

Par la définition de la norme Euclidienne, nous avons

| X - o) [ = Jz(( %i — o )

. x
i \(l —a)&; + az;

Comme & et 2™ sont des points contenus dans le borné F, il existe une constante ¢ > 0

telle que
I XZH(& =) ||

IA
820
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4.4 Convergence de toute la suite

Nous allons maintenant montrer que, moyennant une condition supplémentaire, appe-

1ée condition d’angle, toute la suite (z®)) converge vers la solution optimale du probléme

(Pa)-

4.4.1 Condition d’angle

Soit (yx) avec v € df,(z™), la suite des sous-gradients engendré.
Nous dirons que la condition d’angle est vérifiée si Pangle 0). formé par les vecteurs . et
(2*) — x*) est uniformément borné par 7, c’est-a-dire s’il existe v > 0 tel que, pour tout
k,
Y
Ol < = — .
10x] < 5

La condition d’angle peut s'interpréter géométriquement de la manicre suivante:

N «7 '-lak
N \x rd |0k < 2 — v
N cos O > ¢c>0.
N .
\»
%

De fagon équivalente, la condition d’angle est satisfaite s’il existe une constante ¢ stric-

tement positive telle, pour tout &

e < (m(k) - 37*)T’Yk
e 2= ) |l

= cug O,

ou v, € df,(x*)) et ) est I'angle formé par les vecteurs e et (28 — z%),
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