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Résumé

La programmation convege consiste & oplimiser une fonction conveze sur un
ensemble conveze. Ce mémoire s’intéresse auz méthodes de points intérieurs
permettant de résoudre ce type de problémes. II étudie la théorie de base de
ces méthodes. Il examine ensuite le cas de la programmation conique ainsi
que la théorie de la dualité qui lui est associée, et en particulier, les cas de
la programmation semi-définie et de la programmation du second ordre. Lors
de Uétude des méthodes de points intérieurs en programmation conique, nous
nous attarderons sur une direction importante, la direction de Nesterov- Todd,
et présenterons un algorithme basé sur cette direction.

Abstract

Convez programming consists of optimising o convex function on a convex
set. This paper is interested in interior-point methods that allow to resolve
this type of problems. It studies basic theory of these methods. Then, the
case of conic programming and its duality theory are examined. In particular,
cases of semidefinite programming and second-order conic programming will
be studied. When studying interior-point methods in conic Programming, we
will look into an important direction, the Nesterov-Todd direction, and we
will present an algorithm based on .
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Introduction

La programmation convexe consiste & optimiser une fonction convexe sur
un ensemble convexe. Nous savons déja qu’il existe des méthodes efficaces
qui permettent de résoudre les problémes de programmation linéaire, et qu'il
existe, pour chacune de ces méthodes, une borne supérieure polynomiale sur
le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour atteindre un optimum
avec une précision donnée.

Le but de ce mémoire est d’obtenir des méthodes efficaces pour la classe
des problémes convexes. Pour cette trés large classe de problémes, Nesterov
et Nemirovsky ont développé en 1994 une théorie compléte des méthodes de
points intérieurs avec une compléxité polynomiale. Ces méthodes sont basées
sur l'existence d’une fonction barriére "self-concordante" qui permet de dé-
finir une trajectoire centrale menant a 'ensemble solution. Les méthodes de
points intérieurs les plus efficaces sont les méthodes primales-duales, qui pro-
duisent des solutions aux deux problémes, primal et dual. Depuis 1994, des
extensions de ces méthodes ont vu le jour afin de permettre de résoudre des
problémes convexes non linéaires. Du point de vue pratique, ces algorithmes
ont été mis au point pour des problémes convexes dont la fonction objectif
est linéaire et les contraintes sont soit linéaires, soit coniques.

Dans le premier chapitre, nous définissons le probléme de programmation
convexe et introduisons le concept de fonction barriére "self-concordante”, ce
qui nous permettra d’obtenir un premier algorithme primal polynomial pour
calculer les solutions optimales.

Les chapitres suivants sont consacrés a ’étude de la programmation co-
nique. Dans le chapitre 2, nous commencerons par définir le probléme et
étudierons la dualité. Nous nous attarderons ensuite sur les notions de fonc-
tion conjuguée et de cone self-scaled.
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Le troisiéme chapitre sera consacré & I'étude des problémes de program-
mation semi-définie et de programmation conique du second ordre, qui sont
deux cas particuliers de la programmation conique, et nous en donnerons

quelques exemples.

Dans le dernier chapitre, nous présentons une méthode de points intérieurs
primale-duale polynomiale pour résoudre les problémes de programmation
conique. Nous nous pencherons en particulier sur la programmation semi-
définie. Nous analyserons plus en détail une des directions de recherche les
plus importantes : la direction de Nesterov-Todd. Nous terminerons notre
étude par la présentation d’un algorithme basé sur cette direction.



Chapitre 1

Théorie de base des méthodes de
points intérieurs

1.1 Le probléme de programmation convexe

Un probléme d’optimisation convexe peut s’exprimer de plusieurs facons
équivalentes.

Considérons le probléme suivant :

{ min f(z)

sc.ze(’

o f :IR® — IR est une fonction convexe,
C C IR™ est un ensemble convexe.

Ce probléme est équivalent au probléme suivant, dont la fonction ob jectif est
linéaire :
min ¢
(z,t)elRp+1 .
{ s.c. (z,t)eC

ot C={(z,t) cR*xRtqze€C et f(x) <t} est convexe.

Nous constatons aisément que si z* est une solution du premier probléme,
alors (z*, f (z*)) est une solution du second. Inversément, si (z*,%*) est une so-
lution du second probléme, alors z* est une solution du premier et f @) =1,



Dés lors, nous pouvons supposer qu’un probléme convexe est de la forme :

minclz
(P) { sc.z el

o € € IR™,
C C IR™ est convexe.

Notre but étant d’étudier les méthodes de points intérieurs, nous suppo-
serons que l'intérieur de C' est non vide. Une maniére de représenter un tel
ensemble C est d’imposer que l'intérieur de C soit le domaine d’une fonction
convexe. Nous introduisons donc une fonction convexe étendue F : R"* —
IR U {400} et nous définissons C' comme la fermeture du domaine de F, i.e.

C =cl (dom F) = cl {z € R" tq F(z) < +oo}.

De plus, afin de générer des points & I'intérieur de C, nous allons également
exiger que F' soit une fonction barriére pour I’ensemble C'.

1.2 La notion de fonction barriére

Définition 1.2.1

Soit C' un ensemble convexe fermé dont Iintérieur est non vide. Une fonc-
tion F' : int C — IR est une fonction barriére pour I'ensemble C' si F' est
strictement convexe et F(z) — +oo lorsque z tend vers la frontiére de C.

Quand I’ensemble convexe C est défini & I'aide d’un nombre fini d’inéga-
lités, i.e. lorsque

C={zxcR"tq fi(z) <0, i=1,...,m}

oil chacune des m fonctions f; : IR™ — IR est convexe, il est souvent possible
de trouver une fonction barriére qui convient en utilisant la fonction barriere
logarithmique

m

F:int C =R, F(z)= —Zln(—fi (z)}:

i=1
Mais ce n’est pas toujours possible, comme le montre I’exemple qui suit. Fn
effet, si C = R" et fi(z) = —z°, alors F(z) = —zInz n’est pas une fonction
barriére pour C.



Soit F une fonction barriére pour I’ensemble des contraintes C'. Le pro-
bléme convexe est remplacé par une famille de problémes de minimisation

sans contrainte : .

s cC'Tr
(Py) Jn T‘FF(@

ot p € Rf (= R4 ) et est appelé paramétre barriére.

Le terme barriére a pour but d’éviter que les itérés sortent de I’ensemble
admissible C.

Si nous supposons l’existence d’une solution z(u) pour chacun de ces
problémes, nous appelons 'ensemble {z(u) tq > 0} C C la trajectoire cen-
trale primale associée au probléme (P). Remarquons que si une telle solution
existe, alors elle est unique car F' est strictement convexe.

Lorsque g tend vers 0, le terme CTT$ devient prépondérant dans la fonction
objectif. Dés lors, nous pouvons penser que la trajectoire centrale va conver-
ger vers la solution optimale du probléme (P).

La stratégie de la plupart des méthodes de points intérieurs est alors de
suivre la trajectoire centrale jusqu’a obtenir un point suffisamment proche
de la solution optimale.

Les questions sur lesquelles nous allons maintenant nous attarder sont les
suivantes : Comment calculer z(u) et comment choisir une fonction barriére
valable? Pour tenter de répondre & ces questions, nous allons introduire la
notion de fonction self-concordante.

1.3 La notion de fonction self-concordante

Avant de présenter le concept de fonction self-concordante, nous avons
besoin de rappeler quelques notations.

1.3.1 Quelques notations
Les dérivées premiére, seconde et troisiéme d’une fonction F' : IR" — IR

évaluées au point  seront notées par DF(z), D?F(z) et D*F(x) respective-
ment. Ces différentielles sont des applications linéaires.



Nous avons :

DF(.‘}E :IR*"—R:h — DF(.’E)[h.]_],
D2F(z) : R" x R™ — IR : (hy, hy) — D2F(z)[h1, ha,
D3F($) "R'"xR"xR"—=R: (hl, hg, h3) — D3F(Cﬂ)[h1,hg,h3].

Lorsque nous choisissons un produit scalaire { . , . ) sur IR", les premiére
et deuxiéme différentielles peuvent &tre représentées par un vecteur et une
matrice appelés respectivement le vecteur gradient, noté g(x), et la matrice
hessienne, notée H(z), de F' en z.

Nous avons DF(z)[h] = {g(z), h) et D*F(z)[hy, ho] = (h1, H(z)ho) .

Tl est clair que le vecteur gradient et la matrice hessienne dépendent du
produit scalaire utilisé sur IR". Notre but étant d’utiliser la méthode Newton,
nous introduisons le pas de Newton en z, noté n(z), ainsi que le produit
scalaire instrinséque, noté { . , . ),

n(z) = —H(z)'g(z) et (u,v), = (u, H(z)v),

qui sont tous deux invariants par transformation affine.

En effet :

e n(z) = —H(z) " g().
Appliquons la transformation linéaire = Zy ot Z est une matrice
non singuliére.
Alors, si f(y) = f(Zy), nous avons :
aly) = —H(y)3(v),
3(y) = 27 g(x),
et H(y)=ZTH(z)Z.

Dou Aly) =—H(y) '§(y)
— —Z'H(z)"' 27777 g(x)

I

= Z"n(z)
et donc, n(z) = Zn(y).
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o |In(@)||2 = (n(z), H(z)n(z)) = {n(z), —g(2))-
Appliquons & nouveau la transformation linéaire z = Zy o Z est une
matrice non singuliére.
Nous avons alors :

In(@)lz = —

qui est la norme associée & y et f.

Remarquons que {(u,v), = (u, H(z)v) est un produit scalaire & condition
que H(z) soit symétrique et définie positive. Par la suite, nous supposons
donc que ces hypothéses sont vérifiées.

Si nous notons respectivement par g, et Hy le gradient et le hessien de F°
relativement au produit scalaire instrinséque ( . , . )z, nous avons immédia-
tement que pour tout y, g.(y) = H(z) " g(y)-

En effet, F' est différentiable en y si il existe g(y) € IR" tel que

i S+ AY) = ) — W), An) _
1ag]|-+0 1Ayl

Le gradient dépend donc du produit scalaire choisi. Nous devons donc avoir
(9(9), Ay) = {(go(y), Ay)a, Cest-a-dire (g(y), Ay) = (g:(y), H (2)Ay), et par
conséquent, g,(y) = H(z) g(y).

De maniére similaire, nous avons H,(y) = H(x) " H(y).

De plus, nous avons :

n(y) =—H(y) 'g(y) par définition
= —H(y)'H(z)g:(y) par expression de g,(y)
= —H,(y) 9. (y) par I'expression de H,(y).

Enfin, nous notons par By(y,r) la boule ouverte de rayon r centrée en y, o
le rayon est mesuré selon la norme ||| .

11



1.3.2 Définition

Définition 1.3.1

Soit C' un sous-ensemble convexe de IR™ dont intérieur est non vide et
soit F' : int C — IR une fonction de classe C? dont la matrice hessienne
est définie positive sur intérieur de C. F' est dite self-concordante si Va €
int C, on a By(z,1) C int C et si, quel que soit y € By(x,1), on a Vh

D?F(z)[h, ).
(1.1)

M 2 2 & -
(1 — ||y — zll)° D*F(z)[h, ] < D*F(y)[h, h] < .~ ||y—$||m)2

Nous notons SC' la famille des fonctions self-concordantes.

La condition (1.1) signifie que le hessien en z peut étre utilise pour esti-
mer le hessien en n’importe quel point y € By(z,1).

Signalons encore que lorsque F' est de classe C3, F' est self-concordante
si et seulement si F est une fonction barriére telle que

D¥F(a)[h, h, ] < 2 [D*F(z) [, B]]*" (1.2)
Yz € int C et Vh € IR™.

Les fonctions linéaires et quadratiques satisfont évidemment cette condition.
Celle-ci signifie que la matrice hessienne change lentement, c’est-a-dire que
la fonction F' est presque quadratique.

Si nous introduisons la fonction Fy; : R — IR, Fyu(t) = F(z + th), ol
z € int C et h € IR", nous avons alors :

F", () = D2F(z + th)[h, h]
et F (t) = D3F(x + th)[h, h, A].

La condition (1.2) peut dés lors s’écrire
FI.(t) < 2F), (1Y%, Yz +th € int C, Vh € R™
La raison pour laquelle nous avons introduit la notion de fonction self-
concordante est la suivante. Bien que la méthode de Newton soit invariante
par transformation affine, 'analyse de complexité dépend du systéme de co-

ordonnées utilisé. En utilisant une fonction self-concordante, la complexité
sera indépendante des changements de coordonnées.

12
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1.3.3 Propriétés

Dans cette section, nous allons présenter quelques propriétés des fonctions
self-concordantes.

Proposition 1.3.1

1. Si F| et Fy sont self-concordantes sur Uintérieur de Cy et Cy respecti-
vement, et si int C1 N int Cy # 0, alors Fy + F; est self-concordante sur
int Cy N int Cs.

2. Si F est self-concordante sur int C C IR", b € IR™ et A : IR* — IR™ est
un opérateur linéaire injectif, alors x — F(ax —b) est self-concordante,
en supposant que le domaine {z tq Az — b € int C} est non vide.
(propriété d’invariance affine)

Preuve :

Nous démontrons les résultats uniquement pour les fonctions & une dimension
de classe C3.

1. Soient F; et F, deux fonctions self-concordantes.
Vz € dom (f; + fa), nous avons f{(z) > 0 et fy(z) > 0.
De plus, | f(z) + f3'(®)] <2 (=) + f5()*?)
< 2(f(2) + @),
ol la derniére inégalité vient du fait que (u*/? + v¥%)?3 < u + 9,
Yu,v > 0.

2. Pour prouver I'invariance affine de la self-concordance, nous posons
F(y) = fay +b) ot a # 0. Alors f est self-concordante si et seulement
si f Dest. )

En effet, f"(y) = a®f"(z) et f"(y) = a®f"(z), o & = ay + b.
Nous avons alors

@) < 2f(y)*?
= (@) < 2 @)
— Ifm(x)l < 2f”(m)3/2.

d

Etant donné le role important joué par la direction de Newton dans la
théorie des méthodes de points intérieurs, nous présentons maintenant une
proposition qui montre comment varie la norme intrinséque lorsqu’on passe
de z & 2, = x + n(z). Pour établir cette proposition, nous avons besoin du
lemme technique suivant, dont nous ne ferons pas la preuve ici.

13




Lemme 1.3.1
Soit F' : int C — IR tel que B,(z,1) C int C' Vz € int C. Alors les asser-

tions suivantes sont équivalentes :

1. F est self-concordante

2. 1 Ha()lle> 1 Ho(®) "l < L VoeintC,Vy€ By(s,1).
(1 - [ly — =lls)
1 ;
3. = He(W)lla» 1T = Ho(y) ™l < s —1, Vz € int C,
(1= lly — =ll)
Yy € By(z,1).

Proposition 1.3.2
Soit F' une fonction self-concordante et soit x4 = z + n(z).

Si [In(@)ll < 1, alors [ln(z4)lley < (1|T|||(FEH)T) |

Preuve :

Nous savons que

9a(z4) = H(z) " g(z4),
Hy(zy) = H(z)" H(z,),
et n(zy) = —Hy(zy) " ga(4).

D’oul

In(z )2, = 1Ho(z4+) " ge(z4)IZ,
= (Hm(m+)_1g$($+),H(I+)H$(:E+)_lg$(:‘{:+))
= (Hy(14) " go(w4), H(2) Ho(e1) Ho(w4) ™ 90(z4))

s

I

= (Hm($+)~1ga:($+)1 92(%+))s
< N Ha(z4)  lollga ()17

2
192 (24) I3 par le lemme.

<
= (1= lIn(@)lle)”

14




Comme g,(z) = —n(z), nous avons :

lgs(@)lle = l192(24) — 92(@) — n(@)lle
= || [ [Ho(z + tn(z)) — TIn(z)dt]le
< In(@)lls fy I = Holw + tn(x))lladt

: 1
< ||n(9:)||m/g ((1 STRE - 1) dt par le lemme

= |n(®)]|e (W)
_ @l

D’oil, en combinant les deux, il suit que

. ||gm(37+)Hm
Iz Mles < 7 @) )

IA

(i)

Afin d’étudier la complexité des méthodes de points intérieurs, nous avons
besoin de la définition suivante.

a

Définition 1.3.2
Une fonction F' : int C — IR est dite fonction barriére fortement self-

concordante si F' € SC' et

0p = sup |lgo(a)llZ < +oo.
z€ int C

Le paramétre O est appelé la valeur de complexité de F'. Nous notons SCB
la famille des fonctions barriéres fortement self-concordantes. Par la suite,
nous omettrons le mot fortement.

15



La proposition suivante sur les fonctions barriéres self-concordantes nous sera
utile plus tard.

Proposition 1.3.3
Supposons que F' € SCB. Si z,y € int C, alors (g(z),y — z) < OF.

Bien qu'il soit souhaitable d’avoir des fonctions barriéres self-concordantes
avec de petites valeurs de complexité, il existe une valeur minimale en dessous
de laquelle 6 ne peut pas descendre. Nesterov et Nemirovsky ont montré que
0r > 1VF € SCB.

Nous pouvons montrer que si Fj et F, € SCB et int CiN int Cy # 0, alors
F=F+F,ecSCBet fr < 9F1 +9F2 '

1.3.4 Quelques exemples

1. F:IR — IR, F(z) = z* n’est pas self-concordante.
En effet, F'(z) = 42°, F"(z) = 12z* et F"(z) = 24x.
Par la définition de fonction self-concordante, nous devrions avoir

" 2
F'@)”
4FH($)3 e

Or,
F'(z)?  (24x)* 1
AF"(z)3  4(12z2)3  12z%

qui tend vers I'infini lorsque z tend vers zéro.

2. La fonction barriére logarithmique f : Ry — IR définie par

f(z) = —Inz est self-concordante.
En effet, en utilisant f”(z) = & et f"(z) = —24, nous obtenons

@l 2
2f”(a;)3/2 2(1/332)3/2

16



3. La fonction f(z Zln (b; — af z)

ot int C' = {z tq a] z < bz, i=1,...,m}, est self-concordante.
En effet, — Iny est une fonction self-concordante par ’exemple qui pré-
céde.

Posons y = b; — a <.
Parla proposmon 1.3.1, — In(b;—a’ ) est une fonction self-concordante,

de méme que —Zln (b; — ol ).

i=1

4. Nous savons grice aux deux exemples précédents que Flx Z In z;

est self-concordante sur ]R’j_ 4 (’est aussi une fonction barnere self-

concordante.
En effet, g(x) est le vecteur & n dimensions ch,l et le hessien H(x) est

la matrice diagonale des —.
i
Dot

9o ()2 = g(z)"H(z) " g(z)

2 =1
L1 0 T1
= [=1 =1 : : ;
== L' T : : .
2 =L
0 78 —
— n
=n Yo cRy;.

Donc 0 = sup ||g.(z)]|Z = n.

1.4 Algorithme primal

Considérons le probléme convexe suivant :

(P){ min {c, )

sc. Tz€C
ce R,
oit { C CIR" est un ensemble fermé et convexe dont I'intérieur est
non vide.

Soit aussi F' une fonction self-concordante.

i ¢



Nous savons que les méthodes de points intérieurs de suivi de chemin
résolvent (P) en suivant la trajectoire centrale. Celle-ci est composée des
minimisants z(u) de la fonction self-concordante

1
Byl) = E(c, z) + F(x) pour u — 0%,

Nous démontrerons 'existence et 1'unicité de z(u) dans le chapitre sui-
vant, pour un cone convexe fermé C.

La proposition qui suit compare la valeur {c, z(y)) avec la valeur optimale
p* du probléme (P). De facon plus générale, compte tenu du fait que nous
suivons approximativement la trajectoire centrale, nous comparons la valeur
de {c,y) avec p*, pour y € C.

Proposition 1.4.1
Soit F' une fonction barriére self-concordante sur lintérieur de C' et soit

x(p) Punique minimum de F,.
Alors

1. {c,z(p)) < p* + pp.
2. (e, y) < p*+ e[l + lly — z(W)llo(w] Yy € C.

Preuve :

1. Par hypothése, z(u) est 'unique minimum de F, ().

Donc,
9(Fu(z)) =0,
c¢’est-a-dire ”
m +9(z(w) =0,
ou encore

¢ = —pg(z(p)-
De plus, nous avons Vy € int C
(e, z(w)) — (ey) = (—c,y—=(p))

= (ug(z(p),y — =(1)
< ufr  par la proposition 1.3.3

D’oil, par passage & la limite, (¢, z(p)) < p* + pfr.
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En particulier, pour £ = (i), nous avons

e,y) —p* < [ea(w) 21+ lly — 2(t)llagw)]
< pbr(L + [y — 2()|lew)]
ot la derniére inégalité est obtenue par la premiére partie de la propo-
sition.
O
Remarquons que lorsque x — 0%, nous avons {e,x(pn)) — p*, ce qui

signifie que la valeur optimale du probléme (P) est atteinte en suivant la
trajectoire centrale.

Etant donné qu'il est trop cofiteux de calculer les points se trouvant sur
la trajectoire centrale, nous allons imposer que les itérés restent dans un voi-
sinage imposé de la trajectoire centrale et nous ferons tendre le parameétre
barriére py vers 0.

Soit 7 le k¥™ itéré. Nous pouvons définir une mesure de proximité en uti-
lisant le pas de Newton en zj, en essayant de minimiser la fonction objectif

F, = -@f + F(z), i.e., de trouver ().

Nous avons donc (en omettant l'indice k) :
nu(z) = - (VQF#(CC))_I VE,(z)
= —H@)™ (& +9() (14
— —1H(5) e+ (o).

Nous pouvons alors définir une mesure de proximité &(z,p) de 2 au
point central z(x), comme la norme intrinséque du pas de Newton ny(z),

ie. 8(z, 1) = [Inu(@) -

Ce choix peut &tre justifié par le fait que le pas de Newton en visant
z(u) est supposé étre une bonne approximation de la distance 2 — z(1).

Le but d’une méthode au pas court est de suivre approximativement la
trajectoire centrale. Nous allons donc imposer que les itérés restent assez
proches de celle-ci.
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La méthode au pas court pour résoudre le probléme (P) a donc la forme
suivante.

Algorithme 1.4.1 (La méthode barriére au pas court)

Etant donné une fonction barriére self-concordante F' sur C, une borne
supérieure sur la mesure de proximité T > 0, un parametre de décrémen-
tation 0 < y < 1, un paramétre de tolérance € > 0 et un itéré initial 2o tel
que 6{xy, o) < T, poser k = 0 et répéter les étapes suivantes jusqu’a ce

que iy, < €:
1. Diminution du paramétre barriére
prr = (1 — )b
2. Prendre un pas de Newton pour F),
Thtl = Tk + Npyyq ((Eh)
3. ki=k+1

1l reste maintenant a résoudre le probléme suivant : comment choisir les
paramétres T et v de maniére & ce que la proximité de la trajectoire centrale
soit préservée et tels que 8(zy, ) < T = 8(Zpq, pry1) < 77 Grace & la
self-concordance de la fonction barriére, nous pouvons déja affirmer qu’il est
possible de trouver des valeurs de 7 et «y qui vérifient ces conditions.

Afin d’établir un rapport entre les deux proximités §(zx, i) et 6 (Zx+1, k1),
nous allons considérer une mesure intermédiaire & (zy, fx+1), 1a proximité d’un
itéré a la cible suivante sur la trajectoire centrale.

Si nous notons z I'itéré en cours et zy litéré suivant, u le parameétre
barriére associé & litéré z et py le paramétre barriére associé & l'itéré =y ,
nous allons considérer §(z, j1y) = |14, (©)|]o-

Nous allons montrer que

1 8(z,p) <7 <1=68(x,py) < %%— 'j’FE .

6(:57#’4-) ?

2 < | —) .
S, ) < 12 o, ) < (TogrE
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Dés lors, si @ < 1, nous aurons 6(Z4, p4) < (ﬁf 1l suffit donc de choisir
Tetytelsque 0 <7 <1,0<y <], (ﬁ)zgfr.Parexemple,T:%et

- 1 :
V= i conviennent.

Nous pouvons établir les relations suivantes entre ces trois mesures.

Proposition 1.4.2

Soit F' une fonction barriére telle que 8 < +00.
Soit x € int C et py = (1 —7y)u.

Alors

§(z, 1) + 1O

1~

6($: ,LL-|-) <

Preuve :

Par (1.4), nous savons que
nu(z) = = H(z) e+ n(z)
et ., (z) = —ﬁH(m)ch+ n(z).
En combinant les deux égalités, nous obtenons :
pmy (2) — pan(e) = —H(z) " ¢ = pny(z) — pn(z)-

En divisant par x et en utilisant p = (1 — y)u, nous avons :

(1 =Yy, (@) = (1= 7)n(z) = nu(z) - nlz),
ce qui est équivalent &

(1 = 7)1 () = ny(z) — yn(z).

D’oti
(1 =)y @)l < lInu(@)lle + YlIn@) e,

ou encore, par la définition de la mesure de proximité et la définition de
fonction barriére self-concordante,

(1 = 7)d(z, ps) < 8(z, 1) + 1V 07
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Proposition 1.4.3
Soit F' une fonction self-concordante et x € int C. Soit py = (1 — Y et
&4 = x + n,, (z). On suppose aussi que Oz, py) < 1.

§(z, py)?
Alors z4 € int C et §(z4, py) < a _(§(§+;+))2.
H
Preuve :
o 2, € int C. En effet, ||z — zlls = [Inu(2)lle = §(z,puy) < 1 par
hypothése.

Donc z4 € By(z,1) et By(x,1) € int C car F est self-concordante.

e Comme la fonction F),, est self-concordante, en appliquant la proposi-

tion 1.3.2, nous avons :
( (172 (@) )2
i~ ”nu+($)nw
— ( (5(32,#_[_) )2-
1 6(37: }"L+)

En utilisant les deux propositions que nous venons de démontrer, nous
obtenons que tous les itérés restent dans un voisinage de la trajectoire cen-
trale.

IA

[l @)l <1= ””M+(3’+)nw+

O

Tl reste maintenant 4 montrer que la seconde condition, & savoir §(z, 1) <
T = 6(z4, uy) < T, est également vérifiee lorsque les paramétres 7 et 7y sont
bien choisis. C’est le but de la proposition suivante.

Proposition 1.4.4
Soit F' une fonction barriére self-concordante et soit x € int C.
Si0<7<1et0<vy<1sont tels que

,"9 2

1—7 l—a

«

Il

alors 8(z, ) < T = 0{zy, py) < T
En particulier, 7 = § et v = mlJ—lE' satisfont ces conditions.
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Preuve :

Soit &(x, u) < 7. Comme 7 < 1 par hypothese, il suit que

o(x, V0 "
8z, uy) < & ul) +,;Y E par la proposition 1.4.2
Vo
s par hypothése
1=
< 1 par hypothése
§ 2
et Olpysmi) = (2, 4) s par la proposition 1.4.3
(1—0(z, p4))
(T+13{8F)2
L1—y
< 3
(1 _ M)
1-4
= (ﬁ)g par définition
< T par hypothése.

|

La derniére proposition s’intéresse 4 la complexité de la méthode barriére au
pas court.

Proposition 1.4.5
1. Soit {u} la suite générée par I'algorithme barriére au pas court avec

'yzij\/a—»;etsoitu<uo.
Alors, u, < p Vk > K, oﬁKz(Z)(\/HFlnfL—”) )

2. Soit € > 0 donné.
Alors

€

O (\/a;m (GF"”“)) (1.5)

itérations suffisent pour avoir x qui satisfait (c,x) < p*+e€.
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Preuve :

1. Nous avons gy, = (1 — ¥)pig—1 = ... = (1 —7)*po. Nous obtenons
e < psi (1 —9)fup < p cest-a-dire si kln(l — ) < In ﬁ Comme
"

Ko

In(1—7)
En utilisant la définition de vy et 'inégalité In(1 + ) > T% Yz > 0,

In(1 — 7) < 0, ceci est équivalent & k >

il suit que
“ln(l-1q) = 1n(1+ﬁ)
1 1
8/0r 1+ﬁ
1
8/0r + 1

1
= car 6p > 1.
TV P2
In £2 Lo
Finalement, nous obtenons —————+—— < 104/60r In —.
—In(1 —7) p

D’ou Vk > 104/8r In %Q, nous avons g < f.

2. Soit € > 0. Par la deuxiéme partie de la proposition 1.4.1, nous avons
que Yk,
(e, zx) — " < b (1 + 12k — () loun)) -
En utilisant la définition de fonction self-concordante, nous pouvons
montrer que chaque z généré par I'algorithme est tel que ||z —z(p)|l. <

Let ||z — 2(u)llog < 3
Nous obtenons alors

pi0F- (1.6)

ol o

(Ca :Uk) - p* S

; : 5
Dés lors, si py < 4555 {e,xp) —p* <e.
En utilisant la premiére partie de la preuve avec 1 = 6—35;, nous obtenons

69}? He
k> 104/0p1n | — = <p=—-—,
= Fn(5€ Mo) U = B 60,

ce qui est équivalent & 0 < €, ou encore, par (1.6), & (¢, zx) —p* < €.

d
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Nous terminons ce chapitre par quelques remarques. Signalons tout d’abord
qu’aucune méthode de points intérieurs n’a atteint de meilleures bornes de
complexité que (1.5), méme dans le cas restreint de la programmation linéaire
ot §r = n. Cependant, la méthode barriére au pas court n’est pas efficace
en pratique, comparé & d’autres méthodes de points intérieurs, comme les
méthodes primales-duales par exemple.

Mentionnons enfin le fait que nous avons supposé tout au long du chapitre
que I’ensemble convexe C avait un intérieur non vide, ce qui nous a permis
de définir les fonctions barriéres sur int C. Cette hypothése n’est plus valable
lorsqu'il y a des contraintes linéaires d’égalité comme en programmation li-
néaire.
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Chapitre 2

Programmation conique et dualité

2.1 Introduction

La méthode développée au chapitre précédent a deux inconvénients. Tout
d’abord, elle est inefficace pour la résolution de problémes pratiques, bien que
sa complexité soit la meilleure obtenue jusqu’a ce jour. Ensuite, elle néces-
site ’emploi d’une fonction barriére self-concordante qui est souvent difficile
3 trouver lorsque C est un ensemble convexe arbitraire. Cependant, cette
tache peut se révéler assez simple lorsque C' est un cone convexe.

Dans ce chapitre, nous allons donc nous intéresser aux problémes dont
’ensemble des contraintes C' a une structure particuliére, & savoir les pro-
blémes dont ’ensemble des contraintes C' est un cone convexe fermé pointé
dont Pintérieur est non vide. Ce genre de problémes sera appelé probléme de
programmation conique.

De nombreux problémes pratiques peuvent étre modélisés sous cette forme
et il est méme possible de montrer que tout probléme convexe est équivalent
4 un probléme de programmation conique. Nous distinguerons trois cones : le
cone du second ordre, le cone des matrices symétriques semi-définies positives
et 'orthant non négatif IR"} , donnant lieu respectivement  la programmation
conique du second ordre, & la programmation semi-définie et & la program-
mation linéaire. Pour ces trois cones, il est possible de construire une fonction
barriére self-concordante et d’établir un algorithme primal de suivi de che-
min au pas court avec la méme complexité qu’en programmation linéaire. Un
autre avantage de la programmation conique est que la théorie de la dualité,
que nous étudierons dans ce chapitre, est trés riche et assez semblable & la
dualité en programmation linéaire.
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De plus, il existe des fonctions barriéres ayant des propriétés intéressantes
qui nous permettront de définir une trajectoire centrale et d’établir des mé-
thodes de suivi de chemin primales-duales pour calculer les solutions opti-
males. Ces méthodes seront efficaces, non seulement du point de vue de la
complexité, mais aussi pour résoudre des problémes pratiques. Ces méthodes
sont en fait la généralisation & la programmation conique des méthodes de
points intérieurs pour la programmation linéaire.

2.2 Le probléme de programmation conique

Afin d’introduire le probléme de programmation conique, considérons le
probléme convexe sous sa forme la plus générale :

min ¢’z
)
sec. zeC
oiceR" et C CIR"

Nous supposons ici que C' est défini par des égalités et des inégalités li-
néaires, avec un ordre qui tient compte de la non linéarité de C. Par exemple,
nous considérons des contraintes telles que Az > b, mais avec un autre ordre
que Vordre habituel. Afin de définir correctement ce nouvel ordre, rappelons
pour commencer les propriétés principales de I’ordre classique.

L’ordre partiel des vecteurs de IR" est défini par :

a>b = a2>2b, i=1,...,n & a—beRL.

Cet ordre satisfait les propriétés suivantes :
e reflexivité : a > a.
e antisymétrie: a >betb>a=a=>0.
e transitivitt :a>betb>c=a>c.

De plus, cet ordre est compatible avec les opérateurs linéaires dans le sens
ol :

e a>bet A€Ry = Ada > Ab.

ea>betc>d=a+c>b+d.

Remarquons enfin que I'ordre est complétement identifié par I’'orthant non
négatif IR} .
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L’idée est donc de remplacer cet ensemble IR}y par un autre sous-ensemble
de IR”, noté K. Le nouvel ordre (associé & K) est défini par :

a>gb<=a—-bekK.

I’ensemble K sera I’ensemble des vecteurs non négatifs pour le nouvel ordre.

Afin que les propriétés citées ci-dessus soient vérifiées, K ne peut pas étre
arbitraire.

Définition 2.2.1

Un ensemble K est un cone s’il est fermé pour la multiplication scalaire
non négative, ie.z € K et A€ R, = Az € K.

Un cone K est pointé si K N (—K) = {0}, ot —K = {z tq —z € K}.

De ces définitions, il est aisé de voir qu’un coéne pointé n’est jamais vide
et ne contient pas de ligne droite. De plus, on vérifie facilement qu’un cone
est convexe si et seulement si il est fermé pour 'addition,

ie.z,yc K=>z+yekK.

En effet, si K est convexe et z,y € K, nous avons :

1 I
m+y—2(§x+§y) € K.

Inversément, si z,y € K et z +y € K, nous avons :
vte[0,1]:tz+ (1 —t)y € K,

et par conséquent, K est convexe.

Nous allons montrer que lorsque K est un cone convexe pointé, ordre asso-
cié & K est bien un ordre.

En effet,

e réflexivité :
a>xa < a—acK<+=0€K

ot 0 € K car K est pointé.
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e antisymétrie :
a>gbetb>ga — a—beKetb—aeK
a—beKeta—be (—K)
a—b=0 car K est pointé
= b,

1l

e transitivité :
a>gbetb>gc = a—beKetb—ceK
— a—b+b—c€ K car K est convexe
<~ ag—c€eK
< a’>kc

e compatibilité avec les opérateurs linéaires :

1.
a>gb << a-beK
— Ma—-b)eK car A€ Ry
<= JAa >x Ab.
2.
a>gbete>gd a—beKete—deK
— g—b+ec—de K car K est convexe
— (a+c)—(b+d) €K
— a+c>gb+d.

Remarquons enfin que Porthant non négatif n’est pas simplement un cone
convexe pointé, mais aussi un cone fermé dont I'intérieur est non vide. Le fait
qu’il soit fermé nous permet de garder le sens d’une inégalité lors du passage
4 la limite, i.e. si ax > by, avec ay — a et by — b, alors a > b; le fait d’avoir
un intérieur non vide est important pour définir 'inégalité stricte. En effet,
a>bea-belR],.

Dés lors, & partir de maintenant, nous supposerons que I’ensemble K est
un cone convexe fermé pointé dont I'intérieur est non vide.

Nous pouvons maintenant définir un probléme d’optimisation conique.
P

Soit K un cone convexe fermé pointé dont I'intérieur est non vide. Soit A :
IR® — IR™ un opérateur linéaire, et soit ¢ € IR™ et b € IR™. Alors, le probléme
primal d’optimisation conique s’écrit :

min ¢’z
(CP){ sc. Az =b
reK.
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Lorsque K = IR%, le probléme (CP) est exactement un probléme de pro-
grammation linéaire.

Nous considérons deux cas particuliers :

1. Le cone de Lorentz, défini par :

n—1

"= x:(xl,...,xn)TeIRn tq 1 > Zx?

i=1

Ce qui peut également s’écrire :
L = {(z,1) e R" x R tq ||zl < ¢},

ce qui montre que L™ est 'épigraphe de la norme euclidienne.

Lorsque ce cone est utilisé, le probléme d’optimisation conique cor-
respondant est appelé probléme de programmation conique du second
ordre.

Un exemple typique de ce type de probléme est le suivant :

( m
min Y ¢z + dits
SOCP 3
( I8 e Z Az +ait;=b
i=1
\ lzilla <, i=1,...,m
on z; € R™,t; € R,i=1,...,m sont les variables d’optimisation

et ¢ € R, d; € R,A; € R"™ a; € R" et b € IR™ sont les para-
métres du probléme.
ICi, K= I(} XX Km oll Kz = Lﬂi+1 = {(ﬂli,tz‘) tq “3’,‘1”2 S tz‘}.

2. Le cone semi-défini positif S. Ce cone est un sous-ensemble de ’espace
5™ des matrices n xn symétriques et est constitué de toutes les matrices
n x n symétriques semi-définies positives, c’est-a-dire les matrices telles
que AT = Aet 27 Az >0 Vz € R™

Lorsque le cone S7 est utilisé, le probléme est appelé probléme de pro-
grammation semi-définie. Dans ce cas, 'ordre est noté par le symbole .
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Un exemple typique de probléme de programmation semi-définie est :

min {C, X)
(SDP) S.C. <A3,X)=b.“ i:l,...,m
X=XTx»0

XyAi:CESn)biEIRJ izl:"-:m,
n
ol (C,X)= tr (CX): ZCijjk,

A5 R AK) = (A X)) (A X))

Ces deux cas particuliers seront étudiés plus en détails dans le chapitre qui
suit.

Nous pouvons montrer que la formulation conique nous permet d’exprimer
tous les problémes d’optimisation convexe sans aucune perte de généralité.

2.3 Dualité

2.3.1 La notion de céne dual

I’avantage de la formulation conique est que le dual Lagrangien d’un
probléme conique peut s’exprimer comme un probléme conique, grace a la
notion de céne dual.

Définition 2.3.1
Le céne dual d’un cone K dans IR" est défini par

K*={z* € R" tq zfz* >0, Vze K}

Un céne K est dit auto-dual si K* = K.

L’orthant non négatif IR} est auto-dual. Le cone dual d’un sous-espace
linéaire est le sous-espace vectoriel qui lui est orthogonal.

La proposition qui suit montre ce que deviennent les propriétés d’un coéne
lorsqu’on passe & son dual.
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Proposition 2.3.1
1. Le dual d’un céne convexe fermé est un coéne convexe fermé.

9. Le dual d’un céne convexe fermé pointé dont Dintérieur est non vide a
les mémes propriétés.

3. (K*)* = K est un cone convexe fermé.

2.3.2 Dualité faible

Le probléme dual associé au probléme primal

min ¢z
(CP){ sc. Az =b
r€eK

est défini par
max by

(CD) { sc. c— ATye K*.

Trés souvent, ce probléme s’écrit sous la forme équivalente suivante :

max by
(CD)Q sc. ATy+s=c
s € K*,

Lorsque K = IRY}, nous retrouvons le probléme dual classique d’un pro-
bléme de programmation linéaire.

La proposition suivante caractérise le probléme dual associé au dual.

Proposition 2.3.2
Le probléme dual associé au probléme dual (CD) est équivalent au pro-
bléme primal (C'P).

Preuve :

Tout d’abord, remarquons que le probléme dual (C'D) peut &tre écrit sous la
forme du probléme primal
min —bTy + 0Ts
sc. (AT I)(y s)' =c¢
(y,s) € R™ x K*.
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Comme (K*)* = K et (IR™)* = {0}, le cone dual de IR™ x K" est {0} x K
et le dual de (CD) est :

max c¢lz
{ sc.  (=b,0)— (Az,2) € {0} x K

max clz
‘= sc. Az+b=0
—ze K
En posant £ = —z, NOUS avons :
min ¢’z
sc. Ax=0b
zeK,

ce qui est exactement le probléme primal (CP).
O

Les identités qui suivent constituent une relation trés importante entre
les points admissibles des problémes primal et dual.

o"s = 2l (c— ATy) = 'z — (Az)"y = Tz — bTy.

Cette valeur est appelée saut de dualité. Comme z € K et s € K*, il suit que
2Ts > 0 et par conséquent, b7y < cTz. Cela signifie que la valeur optimale
du probléme dual est toujours plus petite que celle du probléme primal. C’est
la propriété de dualité faible.

Pour comprendre comment les problémes primal et dual sont liés d’un
point de vue géométrique, nous fixons # satisfaisant AZ = b et (9, §) satisfai-
sant AT{ + & = c. Soit L le noyau de 4, i.e. L = {z tq Az = 0}.

Nous avons

Te=(ATg+8) Tz =T A+ T = b +8w, VotqAz=D

—

constante

et
Az =b < A(z—-2)=0
— z-—2€L
+— zelL+13.
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En effet, si Az = b, nous avons A(z — 2) = Az — AT = b—-b = 0.
Inversément, si A(x —£) = 0, en prenant z = z — & + &, nous obtenons
Az = A(z — &) + AT =b.

Le probléme primal (C'P) est donc équivalent & une constante pres a :

min &'z
sc. z€L+12 (2.1)
z e K.

D’un autre coté, si (y, s) est admissible pour le dual, alors y est déterminé
de maniére unique par s.

Nous avons

My = (Af)Ty =i"ATy =2"(c—3) = s —4Ts, Y(y,s) admissible

constante

et
ATy+s=c <= (s—8§Tz=0
— g—FelLt
~— seLt+3s.

En effet, si ATy+s = ¢, nous avons AT (y—9)+(s—§) = 0 car ATj+3 = cpar
hypothése. Par conséquent, (s — §)Tz = (AT (§ — y))T:I: = (§—y)TAz = 0.
Inversément, si (s —8)7z = 0, en prenant s = s—§+35ety =y — i + 1, nous
obtenons :

ATy+s = AT(y—)+ATG+(s—3)+5 = (AT (y — 9) + (s — §)) +AT g+ =c.

~

—~
=0

Dés lors, le probléme dual (C'D) est équivalent, 3 une constante prés a :

min 27s
sc. ze€lLt+3 (2.2)
se K*.

Par les systémes (2.1) et (2.2), les relations géométriques entre les pro-
blémes primal et dual sont assez visibles. De plus, comme (LYYt = L et
(K*)* = K, on voit clairement que le dual du probléme dual est le probléme
primal, comme nous I’avons démontré dans la proposition 2.3.2.
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2.3.3 Dualité forte

Par la propriété de dualité faible, nous savons que si p* est la valeur op-
timale du probléme primal (CP) et d* est la valeur optimale du probléme
dual (CD), alors d* < p*. Nous allons montrer que sous certaines hypothéses,
nous avons I'égalité entre ces deux valeurs. C’est la propriété de dualité forte.

En programmation linéaire, la propriété de dualité forte était satisfaite
lorsque 1'un des deux problémes, primal ou dual, était admissible. En pro-
grammation conique, il faut imposer une hypothése plus forte pour obtenir
I’6galité entre les solutions optimales des deux problémes. Il faut que I'un des
deux problémes au moins soit strictement admissible.

Définition 2.3.2

Un point z (respectivement (y, s)) est strictement admissible pour le primal
(respectivement dual) si Az = b et ¢ € int K (respectivement ATy+s=c
et s € int K*). Le probléme (CP) (respectivement (C'D)) est non borné
si p* = —oo (respectivement d* = +00).

Par la propriété de dualité faible, nous avons immédiatement que si (CP)
est non borné, alors p* = d* = —o0. De la méme fagon, si (CD) est non
borné, alors p* = d* = +o00.

Théoréme 2.3.1 (Dualité forte)
Si le probléme dual (CD) est borné et strictement admissible, alors le
probléme primal (C'P) est soluble et p* = d*.

Preuve :
Comme d* < p*, il nous suffit de montrer qu’il existe une solution primale
admissible z* tq c'z* < d*.

Considérons ’ensemble convexe suivant :

M={c—A"ytqy e R", bry > d*}.

La preuve se fera en plusieurs parties.
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1. Supposons que b # 0 et montrons que M est non vide et M N int K*
est vide.

Supposons par l'absurde que M est vide. Dans ce cas, b’y < d* € IR,
vy € R™. En particulier, VA > 0, nous avons b"(Ab) = Alo))? < d*, ce
qui est impossible car sup b7 (Ab) = sup A[b||* = +o0.

A>0 A>0
A nouveau par 'absurde, supposons que M N int K*# 0. Alors 3y €
R™ tq b7g > d* et tq ¢ — ATy € int K*. Par définition de l'intérieur,
il existe un petit voisinage de §, soit (%), dont les points sont admis-
sibles pour (CD). Comme b # 0, il y a des points y dans ce voisinage
tq 6Ty > b77. En effet :
e SibTy>0, y=9+s7= (1 + %) ij convient car

Wy = (1 + -;-) b'g > br.
e SitTy<0, y=(1— %) convient car

by = (1 - g) b5 > bTF.
e Sibtly=0, y=g+ 5bconvient car

by = bTF +=|B|]® > 675 = 0.
—_—— 2
=0
Comme 57§ > d*, nous obtenons by > b"§ > d*, ce qui est impossible
car d* est la valeur optimale de (CD).

2. En appliquant le théoréme de séparation pour les ensembles convexes
4 M et int K*, nous obtenons :

Jz e Rz #£0tq supzfz < inf z" (2.3)
zeEM z€ int K*

3. Montrons que z € K et _inf z7z=0.
z€ int K*
Par (2.3), 7% est borné inférieurement sur int K*. Cette borne in-
férieure est positive. Sinon 3z € int K* tq ¥z < 0. Mais alors

lim z"(pz) = —o0, ce qui est impossible car pz € int K*, VYp>0
p—rtoo

et z7 (uZ) doit donc étre borné inférieurement. Donc, zfz > 0 pour
tout z appartenant & la fermeture de int K™, c'est-a-dire K*. Dés lors,
nous concluons que z € K** = K et que i_nth zTz =0 car

Z€ 1In *

0< inf a7z <inf wT(uE) =0, ot z€ int K"
z€ int K* p>0
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4. Montrons que 3u > 0 tq Az = ub.

Par le point précédent et par (2.3), nous avons sup,e 2Tz <0, clest-
a-dire, en utilisant la définition de M et en prenant z = ¢ — ATye M :

Vy € R™ du demi-espace tq bTy > d*, nous avons zle < (Az)Ty. (2.4)
Dong, le probléme de programmation linéaire

min{(Az)Ty tq b"y > d*}

est borné inférieurement et par conséquent, par le théoréme de dualité
en programmation linéaire, son dual

max d*Tu
s.c. byu=Ax
p=>0

est admissible, c’est-a-dire Ju > 0 tq Az = bu.
5. Montrons que u > 0.

Si = 0, alors Az = 0 par le point précédent, et par (2.4), e L0
Comme le dual (C'D) est strictement admissible, 3y € R™tqc— ATy €
int K*. De plus, si z € K, z # 0, nous avons z”(c — ATg) > 0 (sinon
le produit est nul par définition de K*).

Dot 27 (c — ATg) = 2Tc — (Az)Tf = &"¢ > 0, ce qui contredit le fait
que z7¢ < 0.

6. Montrons que z* = ﬁ est admissible pour le primal et ¢’z* < d*.
ezcK=—z*=2¢cKcarp>0.

o Az = pub= Az =b.
Par conséquent, z* est admissible.

Par (2.4), Vy € R™ tq b"y > d, "¢ < (Az*)Ty = bTy. Par consé-
quent, cf'z* < d*. Sinon d* < ¢T'z*. Nous obtenons alors

Yy € R™ tq bTy > d*,d* < c"z* < by,

ce qui est impossible.
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7. Pour terminer la preuve, nous considérons le cas ot b = 0.

Dans ce cas, la valeur optimale de (CD) est d* = 0 et z* = 0 est
admissible pour (C'P) et nous avons ¢ z* < d*.

a

Ce théoréme nous permet de savoir quand les deux problémes ont la méme
valeur optimale et quand cette valeur est atteinte par un des deux problémes.

Nous obtenons le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.1

Si les deux problémes, primal et dual, admettent un point strictement
admissible, alors le saut de dualité est nul, la valeur optimale est finie et
chaque probléme admet une solution.

2.3.4 Exemples

Quand le probléme primal n’est pas strictement admissible, il peut arri-
ver que la propriété de dualité forte ne soit pas vérifiée, comme le montre
I’exemple qui suit.

Considérons le probléme :

min —2;
(CPl) 8.C. To9+IT3= 0
zeK

ou K = L} = {z € R3 tq \/2} + 2% < x3}.
Comme K est auto-dual, le probléme dual est :

max Oy
(CLy) { s.c. —(1,y,y9)€ K.

En écrivant 22 + 23 < z2 comme z? < (22 + x3)(z2 — 23), on voit aisément
que p* = 0.

D’un autre coté, pour &tre admissible pour le dual, y doit satisfaire 1+y? < o,
ce qui est impossible.

Donc d* = —co et p* # d*, méme si une des valeurs optimales est finie.
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Dans le second exemple, nous illustrons le fait que méme si les deux
valeurs optimales sont finies, la propriété de dualité forte n’est pas nécessai-
rement vérifiée.

Considérons le probléme suivant :

min —a;
s.c. T14+x4=1
(CPQ) To+ T3 = 0
reK

ott K est le cone L? x IR..

Comme K est auto-dual, le dual est :

0w

max i
s.C. —(1+y1,yg,y2,y1) € K.

Comme pour 'exemple précédent, nous obtenons p* = 0. Pour que y soit
admissible pour le dual, il faut que

(T+y)*+vs <ws
-y = 0.

Tous les points admissibles pour le dual satisfont donc ¢ = —1, et par
conséquent d* = —1.

2.4 La fonction conjuguée

Pour établir des liens intéressants entre le probléme de programmation
conique (C'P) et son dual (C'D), nous devons supposer que l'intérieur de K
est le domaine d’une fonction barriére.

Afin de comprendre comment une fonction barriére f : int K — IR est en
relation avec la théorie de la dualité, nous considérons 'application gradient
négative z ~ —g(z). Cette application transforme I'intérieur de K en K.
En effet, par la proposition 1.3.3, si z, 2’ € int K, alors (g(z), 2’ —x) < 0. En
appliquant cela & tz' au lieu de 2’ et en faisant tendre ¢ — oo, nous obtenons

(g(x),tz' —x) < O
—= t{g(z),2") — (9(z),z) < O

gf + (g(a:),a:)

= (9(@), ') t
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A la limite,
(9(z),2") < O

ie. (—g(z),7) = 0 Va'eK

ie. —g(z) € K"
De plus, cette application est injective.
En effet, supposons que g(z) = g(z').
Soit Iapplication & ~ —{g(z),Z) + f (Z). Cette application est strictement
convexe car [ 'est. L’ensemble des minimums de cette application est donné
par {Z* tq —g(z) +9(z*) = 0}. z est donc un minimum. De la méme facon,
2 est un minimum. Comme la fonction est strictement convexe, le minimum
est unique et par conséquent, z = z'.

Nous verrons que I'application z ~» —g(z) n’est pas seulement injective,
mais qu’elle est également surjective, et par conséquent qu’elle est une bi-
jection entre 'intérieur de K et intérieur de K*. De plus, nous montrerons
que l'application inverse est également la fonction gradient négative d’une
fonction barriére, & savoir la fonction conjuguée de f :

fs) =~ inf ((@5) +f(a)-

Cette fonction a toujours eu un role prépondérant en optimisation, et ce bien
avant que la recherche sur les méthodes de points intérieurs ne se développe
et que la notion de fonction self-concordante ne soit introduite.

Remarque 2.4.1
Cette définition est un peu différente de la définition standard de la fonction

conjuguée : s ~ f*(s) = sup (z,s) — f(z). Le but de ce changement est
z€ dom f
de réduire le nombre de signes moins qui apparaissent et d’avoir le cone dual

comme domaine de cette fonction plutdt que le cone polaire.

Par la suite, il sera important de se rappeler que la définition de fonction
conjuguée, tout comme celle de cone dual, est basée sur le produit scalaire
sous-jacent. Par conséquent, si le produit scalaire change, il en est de méme
pour la fonction conjuguée.

La définition de la fonction conjuguée f* s’applique a chaque fonction f,
pas seulement aux fonctions barriéres. C'est une fonction convexe, car c’est
le supremum de fonctions convexes, ou plutdt de fonctions linéaires :

s~ —(z,s) — f(z).
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Le domaine de f* est défini comme ’ensemble constitué de tous les s pour
lesquels f*(s) est fini, i.e. {s tq f*(s) < 400}

Dans cette section, nous supposons que f satisfait uniquement les pro-
priétés suivantes, & moins qu’autre chose ne soit spécifié :

e feC2

e dom f est ouvert et convexe.

e H(z) est définie positive Vz € dom f.

Le théoréme qui suit donne différentes caractérisations équivalentes des fonc-
tions self-concordantes. Ce résultat ne sera pas démontré mais nous I'utilise-
rons dans les démonstrations qui suivent.

Théoréme 2.4.1
Pour une fonction f, les conditions suivantes sont équivalentes :

(1a) Vz,y € dom f, si |ly — z||s < 1, alors

llv]ly 1
s Yy ==0.
loll: = 1= ly — 2ll=

(1b) Yz € dom f, Yy € B(z,¢),

[[v1ly !
< Yo # 0.
lolls = 1[Iy — zlle

(1c) Yz € dom f,
b= Bl _

lim su
Yy ? ly — ==

De plus, les conditions suivantes sont aussi équivalentes :
(2a) Yz € dom f, By(z,1) C dom f.
(2b) 30 < r > 1 tqVz € dom f, By(z,r) C dom .

(2c) Si une suite {zy} converge vers un point de la frontiére de dom f, alors
fag) — oo.

D’oii, comme V’ensemble SC est précisément constitué de toutes les fonc-
tions satisfaisant les conditions (1a) et (2a), en choisissant une condition
du premier ensemble et une condition du second, on définit I ‘ensemble SC'
comme ensemble des fonctions satisfaisant les deux conditions choisies.
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Afin d’établir le résultat principal de cette section, nous avons besoin de
deux propositions et un théoréme.

Proposition 2.4.1
L’application gradient g : dom f — IR" est injective. Si f € SC, alors
dom f* = {—g(z): z € dom f} et dom f* est ouvert.

Preuve :

o Si —g(z1) = s = —g(x2), alors z1 et x5 minimisent la fonction stricte-
ment convexe z ~ {(z,s) + f(z).
En effet, le gradient de cette fonction est s 4 g(x), qui s’annule en z;
et z,. Comme la fonction est strictement convexe (car f l'est), le mi-
nimum est unique. Par conséquent, z; = 3 et g est une application
injective.

e La fonction z ~ (z,s) + f(z) a un minimum, soit s € dom f* =
{stq inf {{z,s)+ f(z)} > —oo}.
z€ dom f
D’ou
{—g(z) :z € dom f} C dom f*.
Pour montrer 'inclusion inverse, supposons que s € dom f* et f € SC.
Comme le domaine de f* est constitué des s tq f*(s) est fini, la fonction
(z,s) + f(z) est bornée inférieurement.
En effet meij})i;nf(x,s) + f(z) = —(z,g(z)) + f(z) € R car f est stric-
tement convexe.
Nous pouvons montrer que sous ces conditions ([3], p. 34), la fonction
admet un minimum z tq —g(z) = s.
Par conséquent,

dom f* C {—g(z):z € dom f}.

e Nous pouvons montrer ([3], p. 34) que le domaine de f* est ouvert.

Proposition 2.4.2
Si f € SCB et dom f = int K, alors dom f* = int K*.
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Preuve :

Nous avons vu au début de cette section que
{—g(z):z € int K} C K".

Par la proposition qui précéde, nous avons alors dom f* € K* et dom f* est
ouvert. Dés lors, dom f* C int K*.

Tl nous reste & montrer I'inclusion inverse. Pour cela, grace & la proposition
précédente, il suffit de montrer que si s € int K*, alors 3z € int K tq
—g(x) = s, c’est-a-dire il suffit de montrer que la fonction self-concordante
f(z) = {(z,s) + f(z) admet un minimum.

Comme s € int K*, 3o > 0 tq (z,8) > afz|| Vr € K.

Sinon Ve > 0 3y € K, |jy|| =1 tq (v, s) < c.

Comme s € int K*, 3e > 0 tq B(s,¢) C K™.

En particulier, pour 0 < o < ¢,3y € K, |ly|| =1 tq (y,5) < &,
ie. s —ey € B(s,e) C K*

ie. (s — ev,0) = (5,9) — ellyllP < — € <0,

ce qui est impossible car y € K et s —ey € K*.

Par conséquent, 3o > 0 tq (z,s) > a|jz|| Vz € K.

En particulier, si z € int K, alors

(@) + (9(z),2) = (z,5)—(9(«),0-2)
> «oflz|| — 6; par la proposition 1.3.3.

Si||z|| = %ﬁ, T est strictement croissante 4 chaque itération le long de {z+tz :
>0}
Dot inf{f(z) : € int K} =inf{f(z): 2z € int K et ||z| < oy,
Soit, I’'ensemble niveau suivant :
6, - =
L={z€ int K tq ||z|| < Ef,f(m) < f(Z) eR, ol T € int K}.

Si nous montrons que cet ensemble est compact, comme f est continue, nous
aurons que f admet un minimum.

I, est borné par définition. Il suffit donc de montrer que L est fermé, i.e. si
z; >z etx; €L Vj,alorsz € L.

o zje L=zl < %L Vi
Par passage 4 la limite, nous obtenons ||z|| < %f.
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e z € int K sinonz € K \ int K = 0K.
Or, par le théoréme 2.4.1, si une suite {z;} converge vers un point de la
frontiére de K, f(z;) — +00. Ce qui est impossible car f(z;) < f(%) € R.

e Par hypothése et par le point qui précéde, z; — = € int K, f est
continue sur int K et f(z;) < f(Z). Do, par passage & la limite,

f(z) < F(@).
O

Les identités que nous allons établir dans le théoréme suivant sont absolu-
ment fondamentales dans le développement des méthodes de points intérieurs
primales-duales.

Théoréme 2.4.2
Supposons que f € SC. Alors f* € C%. De plus, si x et s satisfont s =
—g(z), alors

—g*(s) =z et H'(s) = H(z)™,

ol g* et H* sont respectivement le gradient et le hessien de %

Preuve :

Par la proposition 2.4.1, Papplication —g : dom f — dom f* est inversible.
Vs € dom f*, soit z(s) le point de dom f tq —g(z(s)) = s.

Comme ¢ est de classe C' et que la dérivée premiére de g est inversible
(c’est-a-dire le hessien H(z) est inversible), le théoréme des fonctions inverses
implique que s~ z(s) est une application de classe C".

En dérivant les deux membres de —g(z(s)) = s par rapport & s, nous obtenons

—H(z(s))D,z(s) =1,

2.5
ie. Dx(s)=—H(z(s))™, (2.5)

ot D,z(s) représente la dérivée de z(s) par rapport a s.
Soit [D,z(s)]T ’adjointe de Dyz(s) : IR™ — IR™. Nous avons f*(s) = —(z(s), 8)—
f(z(s)).

Comme Papplication s ~ x(s) est de classe C1, il en est de méme pour la
fonction f*. En dérivant les deux membres par rapport a s, nous avons

g*(s) = —a(s)—[Dsz(s)]" —[Dsm(S)]Tg(in)) )
= —x(s).
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Donc, lorsque z et s satisfont —g(z) = s, nous avons —g*(s) = =.
De plus, comme I’application s ~ z(s) est de classe C!, par (2.6), f* € C%.

Finalement, en combinant (2.5) et (2.6), nous obtenons
H*(s) = —Dyz(s) = H(z(s))™"
c’est-a-dire, si —g(z) = s,

H*(s) = H(z)™".

Nous obtenons alors le résultat suivant.

Théoréme 2.4.3
Si f € SC, alors f* € SC. Si f € SCB et dom f =int K, alors f* € SCB
et dom f* = {—g(z):z € int K} = int K*.

Preuve :
Supposons que f € SC. Supposons aussi que z et s satisfont —g(z) = s. Par
le théoréme précédent, Yw,, wy,
(w,wa)y = (wr, H*(8)ws)
= (wy, H(z) 'wa)
= (H(z) ‘w1, H(z)  wy)s.

Cette identité sera utilisée plus tard dans la preuve. Nous avons également

la relation
llwl]l; = ||H ()™ w|le-

e Montrons que f* € SC. Pour cela, il suffit de montrer, par le théo-
réme 2.4.1, que si s € dom f*, alors

1
B (s, Z) C dom f* (2.7)
. I-H; As)||%
limsup L=+ As)lls o (2.8)
As—0 “AS”;
Supposons que As est un vecteur satisfaisant r = ||As||; < %, c’est-a-
dire ||v]|s < %, ot v = —H (x)~'As. Nous avons %72‘)_3 < 9rl.
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Sous ces conditions, nous pouvons montrer que ([3], p. 34)
Ju € By(v,9||v]l2) tq ga(z +u) = ga(z) + .

Or,
—g(z+u) = —H(z)g(z+u)

(
= —H(z)(g:(z) +v)
= —g(z) - H(z)v
= s+ As.
En conséquence, par la proposition 2.4.1, nous avons que § + As €

dom f*, ce qui établit (2.7).
De plus, nous avons

lullz < [lolls +9lloll7 = A5 +9(As]l5)*. (2.9)
Afin d’établir (2.8), observons que

1T — H(s+As)|l; = max [(z, [T — H:(s + As)]2)}|

: (PR
_ KH@w, [ - s+ As) H @)
: (IH (yull)’

en posant z = H(z)w

|(w, H(z)"[I — Hy(s + As)|H (z)w)a|

- (wll.)”
[ @) (s + A H(E)u)
w (lwlle)?

= |1 - H(z)'H} (s + As)H(z)l2-
(2.10)
Or,

H (s + As) = H*(s) " H' (s + As) = H@) H(z +w)™",
ce qui implique
H(z) 'H*(s + As)H(z) = H(z +u) ' H(z) = Hy(z +u)”". (2.11)
Nous obtenons alors
T — H¥(s+ As)||} = ||[I — Ho(z +u)||l. par (2.10) et (2.11)
L
(1 - [fulls)”

— 1 par le lemme 1.3.1

1
(1 - llasll; — 9 (1As]1z)?)?

—1 par (2.9).
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Dés lors,

. 1T — H;(s+ As)||;
limsu g 3
Fhere lAs|ly

IA

lim sup : : -1
aomo I188[l5 \ (1 |As]z — 9llAs]ly?)

1 (1= (- nasl —onasl)) (1+ (1 - lasl: - ollasl;’))

= limsup
e 1]z (1 — [lAs]z — 9]l As]z*)*
| N L))

= limsup (1+9||As|[}) 212
Asr0 (1 — [|As]l; — 9l|As]z)

< 2, ce qui est exactement (2.8).

Nous avons donc montré que f* € SC.

e Supposons que f € SCB et dom f = int K. Par la proposition 2.4.2,
dom f* = int K*. Il reste & montrer que f* € SCB.
Observons tout d’abord que

llgs ()5 = I ()7 g™ ()I} = N H ()[[5 = llzl.- (2.12)

Nous avons {g(z),0 — z) > 0 car —g(z) € K*. Comme 0 € K, nous
pouvons montrer que ([3], p. 38) ||z||. < 46f + 1.

Par conséquent, en utilisant (2.12),

* *2
0= sup |lgi(s)lli = Bup ll=]2 < (467 + 1)
* C] [s)

s€ dom *

2.5 Les cones "self-scaled" (ou symétriques)

Un cone self-scaled (ou symétrique) est un céne K dont I'intérieur est le
domaine d’une fonction barriére f ayant certaines propriétés. Afin d’établir
ces propriétés, nous allons introduire certaines notations ainsi que quelques
définitions.

48



2.5.1 Deéfinitions et notations

Définition 2.5.1

Pour z € int K, soit K} le cone dual de K par rapport au produit scalaire
intrinséque {.,.)z,

ie.

K ={s tq (z,8). >0, Ve K}
K est intrinséquement auto-dual si K} = K, Vz € int K.

Soit, f* la fonction conjuguée de f par rapport au produit scalaire (., .),
i.e.
* e *
fi(e)=—_inf (z,5)s + (@),
Si K est intrinséquement auto-dual, alors, par le théoréme 2.4.3, f et fr ont
intérieur de K comme domaine.

Définition 2.5.2
Une fonction barriére f : int K — IR est logarithmiquement homogéne si

Vz € int K et Vt >0, f(tz)= f(z)— 0;Int.

Le théoréme qui suit fournit une caractérisation importante de I’homogé-
néité logarithmique. Il ne sera pas démontré mais les résultats seront utilisés
par la suite.

Théoréme 2.5.1
Une fonction self-concordante f : int K — IR est une fonction barriére
logarithmiquement homogéne si et seulement si Yz € int K et Vt > 0,

g(tz) = 39(z).
De plus, une telle fonction satisfait les identités suivantes :

Hi) = 5 (@), 6:0) =3 et llga(e)le = VO,

Nous pouvons alors définir la notion de fonction intrinséquement auto-
conjugueée.
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Définition 2.5.3
f est intrinséquement auto-conjuguée si f est logarithmiquement homo-
géne, si K est intrinsequement auto-dual et si Vz € int K,

3 une constante C, tq f; = f+C,

ie.,

Vse int K, fi(s)= f(s)+C..

I intérét des fonctions intrinséquement auto-conjuguées est que pour chaque
produit scalaire (.,.)., les gradient g, et hessien H, de f pour le primal sont
identiques aux gradient g} et hessien H; de f; pour le dual.

Définition 2.5.4
Un cone K est self-scaled (ou symétrique) si Vintérieur de K est le domaine
d’une fonction barriére intrinséquement auto-conjuguée.

Dans la définition de fonction intrinséquement auto-conjuguée, il n'y a pas
de restriction sur le choix de la valeur de la constante C,. Mais sous certaines
conditions, la constante prendra une valeur spécifique, comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 2.5.1
Si f : int K — IR est une fonction barriére intrinséquement auto-conjuguée,
alorsVz € int K, C,=—(0f+2f(2)).

Preuve :

Le théoréme 2.4.2 montre que sans se soucier du produit scalaire utilisé, la
fonction conjuguée satisfait

5 (s) = —{z,8) — fl)
= {g*(s),8) — f(=97(s))-

Comme f est intrinséquement auto-conjuguée, nous avons

flz) = fiz)-C;
= (gi(z), ), — f(—g:()) = C;
= (gz(:c), m)z = f(_gz(x)) - C,.
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En particulier, pour = = 2,

f(z) = (9:(2)2): — f(=9:(2)) = Ca
= —0;— f(z) — C. par le théoréme 2.5.1.

D’ott
C, = ~(9f <k 2f(z))

Le théoréme suivant fournit une caractérisation utile des fonctions intrin-
séquement auto-conjuguées.

Théoréme 2.5.2

Supposons que K est un cone et soit f une fonction barriére logarith-
miquement homogéne dont le domaine est l'intérieur de K. Alors f est
intrinséquement auto-conjuguée si et seulement si Vz € int K, applica-
tion z ~» —g,(x) est une involution, ie. le domaine de Iapplication est
Pintérieur de K et —g,(—g,(z)) =z Vz € int K.

Preuve :

Si f est intrinséquement auto-conjuguée, nous avons
g:=g9, et H;=H,.

Dés lors, le théoréme 2.4.2 implique que 'application £ ~ —g, (z) est une
involution.

Inversément, supposons que Vz € int K, —g.(—g.(z)) =z Vz € int K.
Comme, par le théoréme 2.4.2, nous avons —g}(—g.(z)) =z Vz € int K, il
suit que g, = g. Dans ce cas, f différe de f; par au plus une constante, i.e.
f est intrinséquement auto-conjuguée.

|
Ce théoréme fournit un moyen assez simple de vérifier que la fonction

barriére logarithmique pour orthant non négatif est intrinséquement auto-
conjuguée.
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Soit e le vecteur composé de 1. Le produit scalaire associé, (., .)e est le produit
scalaire habituel et 1a fonction barriére est la fonction barriére logarithmique.

Nous avons
2

9:(z) = Heo(2) " ge(z) = - (z— —)T

7
T Tn

En conséquence, —g,(—g,(z)) = .

La famille de tous les cones self-scaled est limitée et est identique & celle
des cones symétriques. Il existe cing cones symétriques de base, tous les autres
étant des produits cartésiens de ceux-ci :

e le cone des matrices semi-définies positives.

le come du seconde ordre.

le co6ne des matrices hermitiennes semi-définies positives.

le cone des matrices quaternion hermitiennes semi-définies positives.
un cone exceptionnel 4 27 dimensions .

Pour chacun de ces cones, on peut développer une théorie des méthodes
primales-duales.

Par la suite, afin d’éviter les notations excessives, nous fixons e € int K
et nous posons (.,.) = {.,.)e. Le choix de e est arbitraire, ce qui signifie que
n’importe quel point de l'intérieur de K convient. Jusqu’a la fin de cette
section, lorsque K est supposé self-scaled, nous noterons [ une fonction bar-
riére intrinséquement auto-conjuguée dont le domaine est I'intérieur de K.
De plus, lorsque nous ferons référence & l'orthant non négatif, au coéne du
second ordre ou au cone des matrices semi-définies positives, nous prendrons
comme fonction barriére intrinséquement auto-conjuguée la fonction barriére
logarithmique.

2.5.2 Les points scaling

Supposons que K est self-scaled et soit z € int K. En nous rappelant que
(u,v), = (u, H(z)v), ot {,,.) = (,,.). avec e un point arbitraire appartenant
a l'intérieur de K, nous avons

K =K'= H(z) 'K* = H(z)'K.

La derniére égalité vient du fait que K} = K Vz € int K. En particulier,
pour z =¢, K; = K* = K.

En conséquence, H (z) est un opérateur linéaire bijectif de K dans lui-méme,
i.e. H(z) est un automorphisme linéaire de K, un scaling de K.
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Définition 2.5.5
w est un point scaling par rapport au produit scalaire (.,.)e pour la paire

ordonnée z, s si H(w)z = s.

Remarquons que si w est le point scaling pour la paire ordonnée z, s, alors
—g(w) est le point scaling pour la paire s, z.
En effet,

H(—g(w))s = H*(—g(w))s car H=H"
= H(w) s par le théoréme 2.4.2

= I.

n
Si K est I’orthant non négatifet e = (1,..., 1), nous avons f(w) = —Z In w;.

i=1
T
Dés lors, g(w) = —(wil,...,w—ln)
1
o 0
et H(w) = i T
B i w—l’%

et par conséquent, w est le vecteur dont la j*** composante est /%j—

Afin de comprendre le réle joué par le point scaling dans la théorie des
méthodes primales-duales, il faut se rappeler la dépendance des instances
primales et duales par rapport au produit scalaire utilisé.

Si pour le produit scalaire initial (.,.) = (., .)e, le probléme primal et son dual
sont donnés par

min ¢’z
8.6 Ap=Dh
zeK
max by
et sc. ATy+s=c
se K(= K*),
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alors, en termes du produit scalaire local {., -}w, le probléme primal et son
dual s’écrivent :

min  {(Cu, T)w

sc. Az =25
z€K
max by
et sc. ALy+s, =cy
sy € K(= K*),

| cow=Hw) e,
ot { AT = H(w)tAT.

En conséquence, si nous supposons que w est le point scaling d’une paire
, s, en rééerivant les instances en termes du produit scalaire (., .)w, la paire
est transformée en la paire z,s, = H(w) 's qui satisfait z = sy. Cela
signifie que chaque point de la paire est transforme en le point d’intersection
des régions admissibles des problémes primal et dual réécrits.
Les méthodes primales-duales que nous considérons sont invariantes sous la
tranformation considérée, dans le sens ou les itérés qu’elles génerent pour
les instances réécrites sont les transformations des itérés générés pour les
instances originales. Pour les nouvelles instances, les directions de recherche
primale et duale sont obtenues en projetant le gradient par rapport au produit
scalaire (.,.),, d’une certaine fonction sur le noyau de A et sur image de AL
respectivement. Comme ces espaces sont des compléments orthogonaux par
rapport au produit scalaire local, la somme des directions de recherche est le
gradient lui-méme.

Proposition 2.5.2

Supposons que f est une fonction barriére dont le domaine est Pintérieur
d’un cone K (non nécessairement self-scaled). Soit K* le cone dual de K par
rapport 4 un produit scalaire arbitraire (., ). Size int K et s € int K¥,
alors Jw € int K tq H(w)x = s.

Preuve :

Considérons la fonction 9(w) = (z, —g(w)) + (s, w) dont le domaine est I'in-
térieur du cone K.
Pour avoir la thése, il suffit de montrer que 3 admet un minimum.
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En effet, si 1) admet un minimum, le gradient de la fonction en ce point sera
nul, i.e. —H({w)z +s=0.

Pour montrer que ¥ admet un minimum, il suffit de montrer que si {w;} C
int K est une suite tq, soit ||w;|| — oo, soit w; — w € 0K, alors P(w;) — oo.
En effet, ceci revient 4 dire que les ensembles niveaux sont compacts. De plus,
la fonction 1) est continue et nous savons que toute fonction continue sur un
compact admet un minimum.

Supposons tout d’abord que |lw;|]] — co. Comme s € int K* et {w;} C K,
il suit que (s,w;) — oco. De plus, (z,—g(w;)) > 0 car —g(w;) € K*. Par
conséquent, ¥(w;) — 0o.

Supposons maintenant que w; — W € JK. Alors, nous pouvons montrer que
([3], pe 33) |lg(w;)|| = co. Comme —g(w;) € K* et x € int K, nous avons
donc (x, —g(w;)) — o0. De plus, (s,w;) > 0 car s € K* et w; € K. Nous
concluons que ¥(w;) — oo.

d

En appliquant cette proposition & un cone K self-scaled, nous avons pour
chaque paire ordonnée z,s € int K l'existence d’un point scaling w. Afin de
démontrer I'unicité de ce point scaling, nous nous appuyons sur le théoréme
suivant.

Théoréme 2.5.3
Supposons que K est self-scaled. Si z,w € K, alors

f(H(w)z) = f(z) + 2(f(€) = f(w)) (2.13)
g(H(w)z) = H(z) ™ g(x) (2.14)
H(H(w)x) = H(w) " H(z)H(w)™" (2.15)
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Preuve :

Posons C = C, ot la valeur de C. est donné par la proposition 2.5.1, i.e.
C = —(0; + 2f(e)).
Nous avons
f(Hw)z) = f{(Hw)z)-C
= —inf (v, Hw)z) + £(0) - C

= —inf((v,8)u+ f(v)) = C

= fulz)-C

= f(@)+Cuw-C

= fz)— (05 + 2f(w)) + (67 + 2/ (e))
= f(z)+2(f(e) - f(w)),

ce qui est exactement (2.13).

Pour obenir (2.14), il suffit de dériver les deux membres de (2.13) par rapport
& .
En effet, H(w)g(H(w)z) = g(z) et donc g(H(w)z) = H(w)  g().

De la méme facon, en dérivant les deux membres de (2.14) par rapport a z,
nous obtenons (2.15).
En effet, H(H(w)z)H(w) = H(w) " H(z) et par conséquent, H(H(w)z) =
H(w)™ H(z)H(w)™".

O

Le théoréme qui suit montre que 'ensemble des automorphismes linéaires
{H(z): z € int K} forme un ensemble complet de scaling, dans le sens ol
Vz € int K,{H(z)z:z € int K} = int K, i.e. pour tout point de I'intérieur
de K, il existe un automorphisme unique H (2) qui associe = & ce point.

Théoréme 2.5.4
Si K est selfscaled, alors H(z) est un automorphisme linéaire de K ,
Vz € int K. De plus, si z,s € int K, alors 3w € int K tq H(w)z = s.

Preuve :

Gréce & la proposition 2.5.2, il nous reste seulement a montrer P’unicité du
point scaling pour la paire ordonnée z, s.
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Supposons que H(w;)z = s et H(wa)z = 8.
Par (2.15),

H(s)H(z) = H(H(wi)z)H(z)= H(H(wo)z)H (z

= (H(w)'H(z)) = (H(wy)'H(z))".
En prenant les matrices inverses, nous avons

(HI ()™ H (wy))” = (H ()™ H (w))”

< Hy(w)? = Hy(ws)®.

Comme la racine carrée d’un opérateur linéaire défini positif est unique, il
suit que Hy(w1) = Hy(wa).
D’ou le (’UJQ) = Hm(wl)_lﬂm(‘U)g) =
Donc Gu, = Hw: ('wZ)—lgW1 = Gw; -
En particulier, si f est logarithmiquement homogéne,

W = —Guy (w2) = _g"au(wz)
et wy = —Ggu, (w1).

Si nous considérons la fonction w ~» |jw|l3, + f(w), le gradient selon

(., Y, en w est w + gu, (w). Comme wy = —Gw, (w1) et w2 = —gu, (w2), le

gradient est nul en wy et wp. Comme la fonction est strictement convexe, elle
admet au plus un minimum et par conséquent, w; = Ws.

O

2.5.3 Gradients et normes

Nous continuons & fixer un point arbitraire e € int K et (.,.) = (., .)e.

Le théoréme qui suit concerne Ierreur de I'application linéaire  ~ z —€
faite en approximant 'application gradient z ~+ g(z) — g(e). En terme de
la norme ||.|| = ||-||e, pour les fonctions self-concordantes, I'erreur est petite
lorsque z est proche de e. Ce théoréme donne un apergu de I’erreur pour tout
z, pas simplement pour z proche de e.

Théoréme 2.5.5
Supposons que K est self-scaled. Siz € int K, alors

(z —e) — (9(z) — g(e)) € K,

ie.
—g(z)ce—(z—e)+ K.
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Preuve :

Comme K = K*, il suffit de montrer que Vv € int K, {(z —€) — (g(z) —
g(e)),v) > 0, ce qui est le méme que ¥(z) > p(e), ou P(z) = (x — g(),v)-
Cela revient encore 4 montrer que e minimise la fonction 1.

Remarquons tout d’abord que ¥ admet un minimum. En effet, ¢ est conti-
nue. De plus, si {z;} C int K est tq, soit ||z;]| — oo, soit z; = & € 9K, alors
(2;) — o0, ce qui montre que les ensemble niveaux sont fermés et bornés.

Soit 2’ le minimum de %. En ce point, le gradient de la fonction est nul, i.e.
v — H(z')v = 0, ou encore H(z')v = v.

Comme H(e)v = Iv = v et que le minimum est unique par le théoréme 2.5.4,
nous obtenons z’ = e.

O

Par définition, les normes locales induites par une fonction self-concordante
f changent petit & petit. Si ||z — e|| <1, alors Vo,

T
t=lle—ell < < 1o =of -

De meilleures bornes peuvent étre trouvées si f est intrinséquement auto-
conjuguée, comme nous allons le montrer.

Soit B le plus grand ensemble symétrique centré en 0 et qui satisfait
e+ B C int K, ie.
B={v:etwve int K}.
Nous définissons la norme |.| sur IR" par

lv| = inf{t > 0: %’U € B}.

Cette norme est appelée la jauge de Minkowski de B.

Comme B(e, 1) = {z : ||z — || < 1} est un ensemble centré de maniére sy-
métrique autour de e et qui satisfait B(e,1) C int K, nous avons B(e,1) C
e + B, ce qui peut également s’écrire |v| < ||[v]| V.

58



Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.5.6
Supposons que K est self-scaled.
Si  satisfait z — e € K, alors ||v||s < [|v]| V.

Preuve :

Nous établissons d’abord I'inégalité moins restrictive
[vlle < (405 + D)]v]l. (2.16)

Observons que z—e € K et B(e, 1) C K (par la self-concordance) impliquent
que B(z,1) C K.

Comme Vv, nous avons soit {g(z),v) > 0, soit (g(z), —v) = 0, nous pouvons
montrer que ([3], pg 38) B(z,1) C Bg(x,46; + 1), ce qui donne (2.16).

Comme ||H (z)||'/? = sup o llelle I'inégalité 3 prouver est équivalente & affir-

lloll”
mer que ||H(z)|| < 1.
Soit zp = = et &; = H(zo) 'e. Comme g(e) = —e par ’homogénéité logar-
tithmique, nous avons

2, = H(zo) e = —H(zo) 'g(e) = —guo(e€)-

Donc, en appliquant le théoréme précédent avec Zo au lieu de e et e au lieu
de z, nous obtenons

e — 20 — (9zo(€) — guo(®0)) € K
— e+z— 2z € K.

Comme zy — e € K, il suit que &; — zp € K et par conséquent, 21 — e € K.
De plus, en utilisant (2.15), nous avons

H(z1) = H(H(z0)"¢) = H(zo) H(e)H(z0) = H(z0)".

En raisonnant par récurrence, nous trouvons Iy = H(zy_1) 'e qui satisfait
zp,—e€ Ket Hzy)=H m)zku

Done, || H(z)l| = ||H(z)|[*"

En appliquant (2.16) avec xj au lieu de z, nous obtenons

[[0lla,, < (467 +Dl[o]l,

ce qui entraine

lvllz,
il

89

|| H(z)|| = sup

< (485 + 1)



Par conséquent, ||H(z)|| < 1. Sinon ||H(z)|| > 1, ce qui entraine ||H (zx)|| =
| H (z)||** — 400 lorsque k tend vers I'infini, ce qui est impossible car H(zy)
est borné.

O
Nous avons alors
Théoréme 2.5.7
Supposons que K est self-scaled. Si x satisfait |z — e| <1, alors Vo,
1
Iy loll: (2.17)
1+ |z —e] lv]| = 1—|z—¢]
1~|x—e|§”ru|||\T_ﬁ($)§1+|m—e| (2.18)
Preuve :
1
Soit £y = ———— t —e-— —e).
oit 1 1+|$_8|:1: et Ta=e |w~e|(x e)

Comme |zo — €| = 1, nous avons z» € K.
Observons que

_ |z — el o = 3 " |z — e| . x—e
Y Yz —e] 7 T 14|z—e l+|z—¢ |z — e

z+elz—e|—(z—e)

1+ |z— e
e(1+ |z —e|)
1+ |z — e

= é&.

Dot e — z; € K. En conséquence, en appliquant le théoréme précédent avec
7y au lieu de e et e au lieu de z, ||v]| < ||v|le, V.

De plus, par ’homogénéité logarithmique de f, le hessien est homogéne de
degré -2, i.e. H(tz) = H(z), ce qui nous permet d’écrire :

lollz, = v"H(z)v
= v'H (1+I::—elx) v
= (1+ |z —e|)>"H(z)v
= (L+z—el)lllz-
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Par conséquent, |[v|| < (1+ |z —e])||v|l. Vv, ce qui donne la premiére partie
de (2.17).
De maniére similaire, pour établir la seconde partie de (2.17), nous définissons

(z —e).

! !
z;=(1—|z—¢l)e et z,=e+
|~ (1-fo—ele ot aj=c+——
Nous remarquons que z € K et z = 2} + |z — e|zh. Dot z — z7 € K.
Le théoréme précédent implique donc Vv, |jv||; < |[v]ls, et ’homogénéité
logarithmique donne

1
vlls < m”v” Yo,

ce qui établit 'inégalité voulue.

Pour établir (2.18), il suffit d’utiliser (2.17) ainsi que la relation H (—g(z)) =
H(z)™" établie dans le théoréme 2.4.2.

O

Les bornes (2.17) impliquent que le hessien de f varie petit & petit. Tout
comme nous avons établi les bornes dans le lemme 1.3.1, en appliquant le
méme raisonnement 3 la nouvelle norme, nous obtenons Vz tq |z —e| <1,

1
|11 — H(z)|| < (_1—_|x_—e_|)5 -

1.

Nous savons déja que si f est une fonction barriére et si z,y € dom f tq
(g(z),y — ) > 0, alors y € By(x,48; + 1). Lorsque [ est intrinséquement
auto-conjuguée, nous avons un résultat plus fort.

Théoréme 2.5.8
Supposons que K est un cone self-scaled.
Siz € int K satisfait (g(e),z — e) > 0, alors x € B(e,0y).

Preuve :
Supposons z € int K tq {g(e),z — e) > 0. Comme g(e) = —e, nous avons
(9(e),z—€) 20
= {(—e,x—e) >0
= (z,e) = le]* <0
= (z,€) < |lel”.
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De plus, comme z et e € int K(= int K*), (z,€) > 0. Par conséquent, nous

avons
0<(z,e) < l|e||2,

2
Donc le point Z = (” el ) « est un multiple scalaire de z, ol le scalaire n’est
T,

pas plus petit que 1. Nous pouvons également dire que z est une combinaison
convexe de 0 et T.

Dot
lz—ell < max{[|0—el, |z —ell}
= max{./0;,||Z —el|} par le théoréme 2.5.1.
=& e

Soit v = ”_

Comme ||v]| = 1 et K* = K, nous avons e —v € K et (Z,e —v) >0, i.e.
(e+ ||z —€|lv,e —v) > 0.

De plus, g
v,e) = ——(T—e,e)
) = o
= et T {eE))
- ||:E—e||\q,_/ \ﬂ’,../
lelP=0; 0

= 0.
Nous obtenons alors
{e+ ||z —e|lv,e—v) 20
= (e,e)—(e,v) +||T —e|| (v,e)—||T —e€
(e,e) — (e, v) +| | (v, e) |l II( v) >
05 0 0
Iz — el < 6.

Par conséquent, ||z — e|| < ;.
Par ouverture, 'inégalité est stricte, i.e. z € B(e,0y).

Théoréme 2.5.9
Supposons que K est self-scaled et x € int K.
Alors Vt € R, Az, € int K tq H(z) = H(z)".
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Preuve :
I’unicité découle du théoréme 2.5.4.

Définissons T = {t € R : 3z; € int K tq H(z;) = H(x)'}.
11 suffit de montrer que 7" est un sous-ensemble de IR fermé et dense.

e Pour prouver que T est fermé, supposons que ¢ est dans la fermeture
de T et montrons que t € T.

Soit {t;} C T une suite satisfaisant ¢; — ¢. Si la suite {z;} admet
une sous-suite convergeant vers un point ' € int K, par continuité du
hessien, nous aurons H(z') = H(z)".

En effet, {t;,} C T. D'out H(xy, ) = H(x)"%. De plus, zy, — @', &, = 1,
et le hessien est continu. Par conséquent, H(z') = H(z)". Dans ce cas,
teT et x; = 2, ce qui établit la fermeture.

Il reste & montrer que {zy, } admet une sous-suite convergeant vers un
point 2’ € int K. Cela revient 4 montrer que la suite est bornée et
n’admet aucune sous-suite convergeant vers un point de la frontiére de
K.

Si la suite (respectivement une sous-suite) satisfait ||z|| — oo, en
tenant compte du fait que H(z,) — H(z)!, nous obtenons

415, = (ze, H(@)"z4,) — 00
lorsque t; — 00, ce qui contredit le fait que ||zy,||2, = 07 par le théo-

réme 2.5.1.
Par conséquent, la suite {x¢; } est bornée.

Si la suite (respectivement une sous-suite) converge vers un point de
la. frontiére de K, i.e. z;, — © € K, et comme By, (z4,1) C int K,
nous en concluons que

x ¢ int K
= ¢ By, (24,1)
= llo = zyllz, > 1
= (z— @, H(zy,) (7 — 24)) > 1
—— e, e’
—+0 —+0
= ||H(zy,)|| doit étre non borné, i.e. |H(zy,)|| — oo.

Ceci contredit la fait que H(zy) — H(z)".
En conséquence, {z;} n’admet pas de sous-suite convergeant vers un
point 2’ € int K, ce qui compléte la preuve que T' est fermé.
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e Montrons que T est dense.
Remarquons tout d’abord que 0 et 1 € T car H(e) = I = H (z)° et
H(z) = H(z)'. Il suffit alors d’établir :

teT=—t,2teT

et
1
ti1 et o ETZ}E(h-l-tg) eT.

1. Supposons que ¢ € T'. Nous avons

H(—g(z;)) = H(zy) " par le théoréme 2.4.2
= H(z)™ carteT.

Dou -t €T.
En définissant 29, = H(—g(x,))e = H{z;) e et par (2.15), nous
avons

H(zy) = H(H(z:) "e) = H(zy) H(e)H(z:) = H(zy)? = H(z)*.

Dou2teT.

9. Nous admettons que pour chaque produit scalaire {.,.) et pour
chaque opérateur linéaire défini positif H, si t1 et {2 € IR, H4
est défini positif par rapport au produit scalaire défini par u,v ~
(u, H2v).

Supposons que %, et t; € 7. Par le point précédent, nous savons
que —ty € T. Soit w le point scaling pour la paire 2y, Z_s,, ie.
H(U))m‘tl =Tty

Dot
H(H(w)zy,) = H(z,)
— H(w) 'H(zy)Hw)™ = H(z_y,) par (2.15)
= (Hw)H ()" = H(z-t,)H(zs,)
=  (H@,)'Hw)" = H@"™"
— Hy, (w)™® = H(z)" ™.

Comme la racine carrée d’un opérateur défini positif est unique,

nous avons .
Hg, (w) = H(CE)E(tz_n)'
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En conséquence,
H(w) = H(wtl)vatl (w)
_ H(m)nH(w)%(tz—tl)
= H(z):itt),
Dot %(tl + tg) eT.

2.5.4 TUn théoréme utile

Nous terminons ce chapitre par un théoréme qui joue un role central dans
’analyse des méthodes primales-duales que nous considérons.

La preuve de ce théoréme s’appuye sur le théoréme et la proposition qui
suivent.

Théoréme 2.5.10
Supposons que K est un cone self-scaled.
Sixz e int K et A= max{||H(z),||H(z)7"|}, alors
| A—1
lz + g(@)l| 2 —F=

v

Preuve :
Si A <1, alors "—J—f < 0. Comme ||z +g(z)|| > 0, Vinégalité est toujours vraie.
Supposons maintenant que A > 1. Considérons le cas ou A = |H (z)], i.e.
X est la plus grande valeur propre de H(z). Pour 0 < € < A, NOus posons
ze == g(2).
Comme
H,(z) = H(z) 'H(z)
1
= ——H(- —1H
o @) H
4 H(z)
= H(z)?
(A —¢€)? (=)

la plus grande valeur propre de H, (z) est (ﬁ)2 ;
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En particulier, si 0 < € < A, la plus grande valeur propre est plus grande que
1, ie | H. |l > 1 H| > 1.

Par le théoréme 2.5.6, nous avons & — 7 ¢ K, i.e. ¢ + 5= 9(%) ¢ K.
De maniére équivalente, en supposant € # A — 1,

gELEE (m+ T%E(‘U +g(w))) ¢ K.

A—¢€

Comme K est un cone, si 0 < € < A — 1, nous avons alors

m+-)\_—11#—6(3: +g(z)) ¢ K.

En conséquence, comme By(z, 1) C int K et que € peut étre choisi proche
de 0, || + g(@)le > A — 1.

De plus,
|z +g(@)I2 = (o+g(2), Hz)(@+9(2)))
< Mz +g(2),z +9(2)
= Az + g(@)I>
D’oul

lz+g@)lle o A—1
z+ g(z)|| = > .
llz + g()l 7 7
Dans le cas oit A = ||H(z)™|| = [|H(—g(x))]], il suffit d’échanger les roles de
z et de —g(x).

O

Proposition 2.5.3

Supposons que f est une fonction barriére logarithmiquement homogéene
dont le domaine est l'intérieur de K.

Siz e int K, alors ||z + g(z)|| > min{3, [|z — el|}-

Preuve :

Considérons la fonction self-concordante
1
(e) = 3llal + 7(@)
ot ||.|| est la norme locale en e donnée par f. Le produit scalaire en e donné

par f' est défini par (.,.)" = 2(,.) . Si ¢’ désigne le gradient de f’ par rapport
au produit scalaire (., .)’, il suit que ¢'(z) = 2 (z + g(x)).
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Par hypothése, f est logarithmiquement homogéne, ce qui implique que
g(e) = —e et par conséquent, g'(e) = 0.

Soit z € B'(0,7) tq ||z| < rour < .
Nous pouvons alors montrer que ([3], pg 34)

_ 2
Jue B (IE, m) tq g’(e+u) = gf(e) +x =22

Soit @ = e + u. Alors

1@ —ell = llull’ < llu - 2l + o]l <
et ¢'(7) = g'(e +u) ==.

Par conséquent, I'image de la boule fermée B (e,r + T%) par applica-

tion @ ~» ¢'(z) contient la boule fermée B'(0, 7).

E_}n particulier, si 7 < ﬁ/ﬁ" alors 775 < 1 et I'image de B'(e, 2r) contient
B'(0,7).

Comme V’application z ~» ¢'(z) est injective, il suit que Yz € int K,
£ 1
(z ’>min{—— —|lz—e ’}
lg'(@)||" = 4\/5,2” |

i.e.

1 . 1 1
Tl 2 min{ s ol ef

Théoréme 2.5.11
Supposons que K est un cone self-scaled. Si x € int K, alors

[l + g(=)ll [l
max (TH @, [H@) 7} = {5’5”1” ”}-
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Preuve :

Par le théoréme et la proposition qui précédent, nous avons

e + g(@)] o [A-1 B
max (VE (@) 2], | (@)~ 2]} = { X 'ﬁ}

ot #=min {3,z — e||}

Soit la fonction § ~» ——. Cette fonction est croissante lorsque § > 0 tandis

4]

que pour 7 > 0 fixé, la fonction § ~ L est décroissante.

. : 6—1 ¢ . -
En conséquence, la fonction § ~» max 5 73 atteint son minimum

v+m)2
. |

d—1

T
= ——, i.e. lorsque § =
5 d (

lorsque

2y
La valeur de la fonction en ce point vaut ————.
Sieal L ks
Dés lors,
e + (@) .28
max {[|H ()2, [H(z)""?l} — B++/B2+4
s _B_
- 144
i Ll e}
= 141

— mind s, Sl —e| .
= 1 55.’176
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Chapitre 3

La programmation semi-définie et
la programmation conique du
second ordre

3.1 Les fonctions barriéres self-concordantes pour
le cone des matrices semi-définies positives
et le cone du second ordre

Nous avons vu dans le premier chapitre que la fonction barriére logarith-
n

mique F'(z) = ﬁZln z; était une fonction barriére self-concordante pour
i=1

I'orthant positif IR} | .

Nous considérons maintenant le cas du cone des matrices semi-définies posi-
tives ainsi que le cone du second ordre.

Proposition 3.1.1 n
La fonction F(z) = —In(dét X), o dét X = H)\j(X), définie sur le
j=1

cone S, des matrices définies positives est une fonction barriére self-
concordante avec une valeur de complexité 0p = n.
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Preuve :

Montrons tout d’abord que F' est une fonction barriere.

F(z) = —In(dét X)
= —In (ﬁ}‘J(X))

= —iln i (X).
j=1

Cette fonction est strictement convexe. Il reste donc a montrer que F(z) tend
vers l’infini lorsque X tend vers la frontiére de S%.

Pour toute suite de matrices symétriques définies positives approchant la
frontiére de S, au moins une des valeurs propres va tendre vers 0. Dés lors,
F(z) — +00 et F(z) est bien une fonction barriére pour ST

Montrons que F' est self-concordante, i.e.
D3F(X)[H, H, H] < 2[D*F(z)[H, H]/*.
VX € 8t et VH € S, grace aux notations introduites au paragraphe 1.3.1,
Nous avons
DF(X)[H] = (—X_11H>:
D?*F(X)|H,H| = (X"'HX™', H),
DF(X)|H,H,H] = —2(X‘1HX‘1,HX"1H).

ol {4, B) = tr(AB) avec A et B deux matrices symétriques.

Comme tr(AB) = tr(BA), nous avons
D2F(X)[H,H] = t(X'HX 'H)
— te(X"V2X-VPHXYAX P H)
- tr(X_1/2HX_1/2X_1/2HX_1/2)
e G L R
X2 HX g,
> 0.

Il

ot ||.||» est la norme de Frobenius d’une matrice.
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De la méme fagon, nous obtenons
DaF(X)[H: H? H] = _Ztl'(X—l/QHX_l/2)3.
D’ou ”
| — 2te(X2HX V23| < 2 (tn(XTPHXYA)H)T,

ce qui est équivalent & dire que F' est self-concordante.

Pour terminer la preuve, il reste & montrer que Op = n.

Par définition, 87 = sup |lgx(X)|%,
Xesn,
ott gx(X) est le gradient de F' en X,

(4, B)x = (4, H(X)B) = tt(AH(X)B),
H(X) est le hessien de F' en X.
Nous savons que
gx(X) = H(X) 'g(X) ot g(X) = = X=1
et H(X)Z=X'ZX"ie. H(z)'Z =XZX.

lox (X% = (H(X)'g(X), H(X) " 9(X))x
= (H(X)"g(X),9(X))

— (XXX, X7
— (XXX XY)
= tr(I)

=

|

Afin de considérer une fonction barriére self-concordante pour le céne du
second ordre, nous avons besoin du lemme suivant, qui est une caractérisation
des fonctions logarithmiquement homogénes définies au chapitre précédent.

Lemme 3.1.1
Soit F' une fonction self-concordante sur U'intérieur d’un céne convexe fermé
K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. g(az) = £g(z) Yo >0,Vz € int K.
2. 0r € R et F(az) = F(z) — Oplna VYo >0,Vz € int K.

En particulier, lorsque la premiére assertion est vérifiée, la fonction est une
fonction barriére self-concordante avec 8p = —(z, g(z)), Vz € int K.
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Preuve :

En dérivant les deux membres de la seconde assertion par rapport & z, nous

obtenons
ag(azx) = g(z)

ie. glaz) = Lg(a),

ce qui est exactement la premiére assertion.

Pour démontrer I'implication inverse, supposons que f est une fonction self-
concordante satisfaisant g(az) = Lg(z), Vz € int K et Vo > 0.

Montrons tout d’abord que ||z]|2 = ||lgz(z)||2 = —(=, g(x)) et que ces quanti-
tés sont indépendantes de z € int K.
En dérivant la premiére assertion par rapport & o, nous obtenons

1
H(oz)x = —?g(:c)
En particulier, pour o =1,
H(z)z = —g(z)
i.e. z=—H(z) 1g(z)
ou encore T = —g,().

Dot
2|2 = (2, 2)e = (z, H(z)x) = —(, 9(2)) = llga()Il5-

De plus, en dérivant —(z, g(x)) par rapport & x, nous avons

~g(x) ~ H(e)e = ~H@)H(E) "g@) +2] =0,

—T

ce qui montre bien que les quantités énoncées sont indépendantes de .

Comme 6p = sup ||gz(z)||% et ||g.(z)||2 est indépendant de @, nous avons
wcint K

Op = —(z,9(2)).
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Enfin, nous avons

flaz) = f(=) +] (g(tx),z)dt par la formule de la moyenne

1
a
1
= fx)+ E(g(m),x)dt par hypothése
1

— f(z)—0Op J/: L
= f(x)—(?plna,

ce qui termine la preuve.

Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition 3.1.2
La fonction F(x,t) = — In(t® — ||z||2) définie sur le cone du second ordre

K = {(z,t) € R™* tq ||zll. < ¢}

est une fonction barriére self-concordante avec une valeur de complexité
Az = 2. De plus, elle est logarithmiquement homogéne.

Preuve :

Lorsque ||z||2 — ¢, F(z,t) = —1In0 = +o00, ce qui montre que F(x,t) est une
fonction barriére.

Nous admettons que cette fonction est self-concordante (preuve technique).

Tl reste 4 montrer que F' est logarithmiquement homogene avec 6 = 2.
Pour démontrer ’homogénéité logarithmique, il nous suffit de montrer que
la premiére condition du lemme est vérifice.

1
Comme g(z,t) = 5——7 (22, —2t),
7= Tl
nous avons 1
Lot — _ (2az,-2at
slomet) = pp— ey 0% T2
1 1
e s [ 0
o Pl 25
1
= Eg(a:xt)?

ce qui montre que F' est logarithmiquement homogeéne.
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Enfin,
O = —((.’E,t),g(l‘,t))
2|j=ll3 — 2¢*
12 — ||=ll3

3.2 La programmation semi-définie

3.2.1 Le probléme de programmation semi-définie

Un probléme de programmation semi-définie est un probléme conique ou
le cone K est le cone S% de toutes les matrices symeétriques semi-définies
positives. Un tel probléme peut s’exprimer de la fagon suivante :

min (C, X)
(SDP){ sc. (A X)=0b;y i=1,...,m
X=XT>0

X, A, Ce8t, Vi=1l,...,m
ot belR, Vi=1,...,m
(D, E) = tr(DE).

Avant de donner des exemples de problémes de programmation semi-définie,
nous allons étudier son probléme dual. Pour cela, nous avons besoin de la
proposition suivante.

Proposition 3.2.1
Le cone ST est un cone convexe fermé pointé auto-dual dont Vintérieur est
non vide.

Preuve :

Nous devons seulement prouver que le cone S} est auto-dual, i.e.
St=(St)={SeS"tqtr(SX) >0 VX € St}

La preuve se fait en deux parties. Dans la premiére, nous montrons que
8% C (8%)*. Nous démontrons I'inclusion inverse dans la seconde partie.
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Afin d’introduire d’autres exemples, nous avons besoin du résultat suivant.

Proposition 3.2.2 (Complément de Schur)
Si A > 0, alors

A B :
( BT O ) > 0 (respectivement > 0)

si et seulement si C — BTA™'B = 0 (respectivement >~ 0).
La matrice C — BT A~1B est appelée complément de Schur de A.

Pour obtenir le résultat, il suffit d’observer que la matrice

A BY ( I o\[A 0 I A™'B
BT ¢ )=\ BTat 1)\ 0 C-B"A'B J\0 I

est semi-définie positive (respectivement définie positive) si et seulement si
C — BTA7'B a la méme propriété.

Exemple 3.2.2 : Minimiser la norme-L, d’une matrice

Considérons le probléme suivant :

{ min [|P(2)[]>

s.c. z€R™

Pour écrire ce probléme sous la forme d’un probléme de programmation semi-
définie, nous devons montrer que si P est une matrice m X n, alors A > | P]|2

P ) > 0 0t P12 = Amac(P"P).

si et seulement si la matrice ( I);:; AT

En effet, si A = 0, nous avons

|[P||2§0<:>P=0<:>(19T g)zo.

P

0 ) = 0 = P = 0 car toutes les

N ; 0
ous montrons uniquement que pr
autres implications sont évidentes.

Soit P = [Pyl, 1<i<m, 1s;f5ntq(19T 1;) - 0.
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Alors Vz € IR™,Vy € IR",

(27 yT)(IST ﬁ)(i)zo

= (yTPT :::TP)(;:)ZO

= yTPTz + TPy >0
= 22T Py > 0.

Done, zT Py > 0, Vz € R™, Vy € R".

En particulier, si z}; est le vecteur de IR™ composé de 0 sauf la i*™® compo-
sante qui vaut 1 et y; le vecteur de IR" composé de 0 sauf la 4éme composante
qui vaut 1, nous obtenons

:c"[l;]Py[J] = R;j > 0
et map(—ym) = —Fiy 2 0.

Dés lors, Py =0,Vi=1,...,m,Vi=1,...,n. D'git Pr'=1,

Supposons maintenant que A > 0. Par la proposition 3.2.2, nous avons alors

( o ;}) =0 < A —PT(A)'P >0
< M-3P"P>0
< XNI-PTP>0
= X2 Ana(PTP) = ||Pl3
= A2 ||P2

Nous pouvons alors résoudre le probléme de minimiser || P (2)||2 en résolvant
le probléme

max —A
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Exemple 3.2.3 : Programmation linéaire

Considérons le probléme de programmation linéaire

max by
(BE) { s.c. ATy<e

ot Ae R™" becIR™, ce R" et y € R™.

Ce probléme peut étre écrit comme le probléme de programmation semi-
définie sous forme duale

max by
s.c. diaglc— ATy) = 0

max by

= S.C. C - Z’y,,Az b 0

=1

ot C = diag(c) et A; = diag(a;) avec a; = ™ colonne de A”.

Exemple 3.2.4 : Un probléme de programmation non linéaire quasi-
convexe

Considérons le probléme

min (bTy)2
dTy
sce. ATy<e

oil nous supposons que d’y > 0 Vy admissible.

Comme la fonction objectif peut étre écrite comme (b7y)(d"y)~(b"y), nous
voyons la ressemblance avec le complément de Schur, et nous pouvons alors
vérifier assez facilement que (Vy admissible),

T,\2
,\>~(b—y)— = MTy—- (Ty)?>0

A by

Notre probléme non linéaire peut alors &tre écrit sous la forme

min A
s.c. diag(c— ATy) =0

A by
( bT'y dTy ) t 0
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Ce probléme a deux contraintes semi-définies positivies. Celles-ci peuvent
tre combinées en une seule :

. : AT A by
diag (dl&g(c A'y), ( Wy )) =0

oll C' et les A; sont des diagonales par blocs, avec m blocs de dimension 1 x 1
et un bloc de dimension 2 x 2.

Exemple 3.2.5 : Programmation avec contraintes convexes quadra-
tiques

Nous considérons Poptimisation d"une fonction linéaire soumise & des contraintes
convexes quadratiques, i.e. le probléme

max by
5.C. fz(y)SO: izl:"'am

ou fi(y) = yTCy — dly— &, avec C; = 0,1 =1,...,m.
Soit Cg:G}"Gi,izl,...,m.

Alors, en utilisant le complément de Schur, f;(y) < 0 peut s’écrire

I Giy
(?JTGzT diy + e ) =0

Dés lors, le probléme est équivalent &

max by

I Giy .
s.C. 0 d=1, . i
(yTG,éT d{y—i—ei)—

La contrainte peut également s’écrire

ey (1-dy—a
=0

1—d’{y—€i = -
( Ye 14+ dFy +¢

A=
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En effet, si 1 4+ dTy + ¢ > 0, alors

Ax0
1-dly—« ’ 13 - 1—dfy—e
; . — t : ; P
— 1+dly+e¢ ( e ) (1+diy+e) 1 e =0
par le complément de Schur
1

1+ dgy + € — [(1 - d;r’y — Ei)2 + 4yTG;+FG3-y] >0

= T+dly+e
= (+dy+ea)?-(1-dy-ea)-4"GGy=0
= 4dfy+e)—4yTCiy20
= (dfy+e)-y " Cy=>0

— fily) <0.

De plus, nous avons

fily) <0 = diy+e=0
= 1+dfy+¢>0

et A-0=1+d'y+e>0.
Sinon, si 1+ d¥y + ¢ = 0, alors

2
0 ( )
2G;
A= Gy =0

T
2 0
( 2Gyy )

avec un mineur principal négatif, ce qui est impossible.

L’avantage de la seconde formulation est que la contrainte semi-définie

al v
1)
peut &tre exprimée comme

(2)er={(2) mozt)

ot L? est le cone de Lorentz.

(Yest une maniére plus efficace de résoudre le probléme car les méthodes
de points intérieurs qui résolvent les problémes de programmation conique
du second ordre ont, dans le pire des cas, une complexité meilleure qu'une
méthode de programmation semi-définie.
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3.3 La programmation conique du second ordre

3.3.1 Le probléme de programmation conique du second
ordre

Considérons le probléme

4 m
. T
min E c; T; + dit;

=1
m

(SOCP){ <. S iyt =
i=1
\ llzillz <5, t=1,...,m
z,€eRYett; €R, i=1,...,msont les variables d’optimisation,

ot { ¢; € R%,d; € R, A; € R™™ a; € IR" et b € IR" sont les parametres
du probléme.

Tci, le cone K est le produit des cones Ky X ... X K, oll K; est le cone de
Lorentz
Lﬂi_H = {(Ilii,ti) tq “231” S ti}.

Tout comme pour la programmation semi-définie, avant de donner des exemples
de problémes de programmation conique du second ordre, nous étudions son
dual. Pour cela, nous avons besoin de la proposition suivante.

Proposition 3.3.1
Le cone L™ est un céne convexe fermé pointé auto-dual dont I'intérieur
est non vide.

Preuve :

Nous démontrons seulement que le cone de Lorentz L™ est auto-dual, i.e.
I = (MY = {(s,p) e R" x Rtqaz’s+tp >0 Y(z,t) € e,
Soit (s, p) € L™+, Alors, ¥(z,t) € L™, nous avons ¢ > |jz]| et p > ||s].

D’ot 2Ts +tp > z¥s + ||z]|||s|]| = 0 par Cauchy-Schwarz, et par conséquent,
(s,p) € (L™)".
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Inversément, soit (s,p) € (L™*)*. Nous devons montrer que (s,p) € L™,
ic. p > sl

Si s # 0, alors (_H—:II’ 1) € L,

D’otl Hﬁs +1.p>0,ie p> ||| et donc (s, p) € L™t
Si s = 0, comme (0,1) € L™ et (s, p) € (L"*")*, nous avons p > 0.
Dot z¥s +tp = p >0, i.e. (s,p) € L™
O

Comme le cone dual d’un produit de cones est le produit des cones duals et
comme les cones de Lorentz sont auto-duals, nous avons

(B e o DR = PRl R B,

Nous pouvons maintenant écrire le dual du probleme (SOCP).

max by
; T
max by

= (SOCD) { g ”c% N Afy” & di _ ag“y, 1= 1, wne g T

Lorsque A4; = 0 et ¢; = 0, Vi = 1,...,m, le probléme (SOCD) devient
un probléme de programmation linéaire. Si a; = 0, Vi =1,...,m, la ¢%m°
contrainte de (SOCD) se réduit 4 ||¢; — AT y|| < d;, ce qui est équivalent (en
supposant d; > 0) & la contrainte quadratique convexe ||¢; — Afy* < d2.

Nous avons vu dans la section précédente qu’un probléme de programmation
quadratique convexe avec des contraintes quadratiques pouvait s’exprimer
sous la forme d’un probléme de programmation conique du second ordre.
Donc, la programmation conique du second ordre inclut des classes impor-
tantes de problémes d’optimisation convexe telles que la programmation li-
néaire, la programmation quadratique et la programmation quadratique avec
contraintes quadratiques.

Remarquons cependant que la programmation conique du second ordre est
moins générale que la programmation semi-définie.
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En effet, le cone du second ordre peut étre imbriqué dans le cone des matrices
semi-définies positives car

i u
||u||5t<:>(uT t)to

i.e. une contrainte du cone du second ordre est équivalente & une inégalité
matricielle linéaire.

En utilisant ces propriétés, le probléme (SOCD) peut s’exprimer comme un
probléme de programmation semi-définie de la fagon suivante :

max b’y

T & . AT
s.C. (d_’_ a%y)_; c,. _A%y =0, i=1,...,m.
(i —Afy)' di—a;y

Cependant, résoudre un probléme de programmation conique du second ordre
via un probléme de programmation semi-définie n’est pas intéressant car,
comme nous I'avons déja signalé, les méthodes de points intérieurs qui ré-
solvent le probléme de programmation conique du second ordre sont plus
efficaces que celles qui résolvent le probléme de programmation semi-définie.

3.3.2 Exemples

Exemple 3.3.1

Beaucoup de problémes autres que les problémes de programmation quadra-
tique avec contraintes quadratiques peuvent étre modélisés comme des pro-
blémes de programmation conique du second ordre. C’est le cas par exemple
des problémes impliquant des sommes et le maximum de normes.

Soit A; € R™"*™ et b; € R™, i = 1,...,p, donnés. Le probléme sans
contrainte

p
min Y _ || Aiz + bil
i=1

peut étre exprimé comme un probléme de programmation conique du second
ordre en introduisant des variables auxiliaires ¢, ...,%p.
Nous obtenons alors

P
min Zti
i=1
scc. |JAiz+bll <t i=1,...,p
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De fagon similaire, les problémes impliquant un maximum de normes peuvent
atre exprimés comme un probléme de programmation conique du second
ordre. Le probléme
min max || 4;x + bs|
1<i<p

est équivalent au probléme de programmation conique du second ordre

min ¢
sc. ||[Aiz+b| <t, i=1,...,p.
Exemple 3.3.2

La programmation conique du second ordre peut aussi étre utilisée pour
résoudre certains problémes robustes simples d’optimisation convexe dans
lesquels il y a une incertitude sur les données.

Considérons le probléme de programmation linéaire suivant :

min ¢’z
sc. alz<b, i=1,...,m
dans lequel il y a une certaine incertitude ou variation des paramétres c, a;, b;.

Nous supposons ici que ¢ et b; sont fixés et que les a; sont connus et se trouvent
dans des ellipsoides :

a; € & = {@ + Pu tq ||luf| < 1}

ol Vi = 1,...,m, P; est une matrice symétrique semi-définie positive.

Dans le pire des cas, nous devons satisfaire les contraintes pour toutes les
valeurs possibles des paramétres a;. Nous avons alors le probléme de pro-
grammation linéaire robuste suivant :

min 'z

L ,
( R){ sc. alr<b, Va€¢, i=1,...,m
La contrainte peut également s’exprimer comme

max{al = tq a; € &} = & z + || P|| < by,

ce qui est une contrainte sur le cone du second ordre.
Le probléme de programmation linéaire robuste peut alors étre exprimé
comme un probléme de programmation conique du second ordre :

min ¢’z
s.c. @ilz+||Px||<b i=1,...,m.
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Chapitre 4

Méthodes de points intérieurs en
programmation conique

4.1 La trajectoire centrale primale-duale

Soit K un coéne convexe pointé fermé auto-dual dont I'intérieur est non vide.
Nous considérons les problémes coniques primal et dual :

min {c, )
(CP) g6 Az=1b
z €K,
max (b, y)
(CD) sc. A'Yy+s=c
s € K.

oll A est un opérateur linéaire de IR™ dans R™, b € IR™, ¢ € IR" et A" est
I'adjointe de A.

Dans le but de mettre au point des méthodes de points intérieurs primales-
duales pour résoudre cette paire de problémes, nous supposons qu’il existe
une fonction barriére self-concordante logarithmiquement homogéne F' sur
Iintérieur de K et Vu > 0, nous considérons les problémes barriéres primal
et dual correspondants :

min (c,z) + uF(x)
(CP,){ sc. Az =b
(z € intK),
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et
max (b,y) — uF(s)

(CD,)§ sc. A'y+s=c
(s € intK).

Théoréme 4.1.1

Si (CD) est strictement admissible, alors (CP,) a une solution unique
Yu > 0.

Si (CP) est strictement admissible, alors (CD,) a une solution unique
Yu > 0.

Preuve :

Etant donné que le probléme dual de (C'D) est le probléme (CP), la deuxiéme
partie est une conséquence directe de la premiére. Nous nous limitons donc
4 démontrer le premier point.

e Soit (f, 8) un point strictement admissible pour le probléme (CD).
Alors, A*j + § = c et § € intK. De plus, Vx € intK, nous avons
{e,z) = (A*]+3,x)
= (A*ﬁ:m> + <§’$>
= (§, Az) + (3, 3)

= @ +(8, ).

constante

Dot le probléme (CP,) est équivalent &

min (8,z) + pF(z)
(CP,){ sc. Az=b
(z € intK).

e Comme § € intK,
Ja > 0 tq {3, z) > of|z|| Vz € K. (4.1)
En effet, si ce n’est pas le cas,
Va>0,3ye K, |yl =1tq (5y) <o
Comme § € intK,

Je > 0 tq B(3,¢) C K = K* = {z* tq (z",z) > 0Vz € K}.
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En particulier, pour 0 <@ <¢, y € K, |yl =1, (3,y) <a
De plus, § — ey € B(3,¢) C K*.
D’ou
(3 — ey y) = (3,y) —ellyl’ <a—e <0,
ce qui est impossible car y € K et § —ey € K.
o ¥z € intK tq ||z|| > £, la fonction objectif de (C'P,) est strictement
croissante sur {z + tq ¢ > 0}. En d’autres mots, la fonction v(t) =

(3, + tz) + pF(z + tz) est strictement croissante pour ¢ > 0.
En effet,

v'(t) = (52)+ulg((1+1)z),2)

= (4,2)+ 1_l_t(g(:n) z) par le lemme 3.1.1

2 elel- L(g(z),0-3) par (41)
> aflz|| - P tﬂp par la proposition 1.3.3
> aflz|| — pbr car 1+1>1

6
> 0 carofz|| > — B,

Dés lors, le probléme (C'P,) est équivalent au probléme

min (§,z) + pF(x)

sec. Az =0b
2| < £
(z € intK).

Comme F est une fonction barriére, tous les ensembles niveaux de ce
probléme sont compacts. D’oit la fonction F est continue et le probléme
admet au moins une solution. L unicité découle de la convexité stricte
de 1a fonction objectif.

a

Définition 4.1.1
La trajectoire centrale primale-duale associée aux problémes (CP) et (CD)
est I’ensemble

_ x(u) est solution de (CPy)
U= {(m(u),s(u)) tq s(u) est solution de (CD,)’ BrEE 20 s
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¢ min (§,z) + pF(x)

(CP) { sc. ze€l+ A

L (z € intK),

( min (&,s) + pF(s) = f(s)
(CD;) § sc. sE€ Lt+3

L (s € intK),

ol L est le noyau de A.

Pour montrer que s est une solution du probléme barriére dual, il suffit de
montrer que s € intk, § —s € L* et &+ pg(s) € L (condition d’optimalité :
Vi(s) L (L))

Par le lemme qui précéde, —g(z(p)) € intK car z(u) € intK. D’ou, K étant
un cone, s = —pug(z(1)) € intK. Par hypothése, z(u) est solution de (CPR,).
Cela implique que z(p) € L + & et 3+ pg(a(p)) € L.

——

=—$8

Pour prouver que & + pg(s) € L, remarquons tout d’abord que

g(s) = g(—ng(z(p)))
= ig(«»—g(:r:(,u))) par le lemme 3.1.1

= -—-.tl:a:('u,) par le lemme qui précéde.

Par conséquent, & + pg(s) = & — z(pn) € L.
O

Une conséquence importante des relations s(u) = —pg(z(p)) et z(p) =
—pg(s(x)) est qu’en suivant une des trajectoires centrales {z(u) tq p > 0}
et {s(p) tq p > 0}, nous pouvons générer autre. Le probléme dual peut étre
résolu & I’aide du probléme primal et inversément. Le saut de dualité le long
de la trajectoire centrale est donné par la proposition suivante.

90



Proposition 4.1.2

Soit K un coéne convexe fermé auto-dual dont l'intérieur est non vide et
F une fonction barriére self-concordante logarithmiquement homogéne sur
Pintérieur de K. Le saut de dualité associé au point (z(p),s(p)) sur la
trajectoire centrale est

(e, z(p)) — (b y()) = (z(w), s(u)) = ubr-

En particulier, le saut de dualité tend vers 0 lorsque p — o+,

Preuve :

Comme z(u) et s() sont admissibles pour (C'P,) et (C'D,) respectivement,
nous avons :

(e, z() — By(r)) = (Ay),z(p) + (s(u), z(w) — (b y(1)
= (y(p), Az (i) + (s(u), z(1)) — (b, ¥ (1))
= (s(u),z(p))
= —plg(z(n), z(n)),

ot s(pz) = —pg((w))-
Comme F est logarithmiquement homogéne, par le lemme 3.1.1,

—(g(z(1), 2(1)) = O
O

Dans la proposition qui suit, nous caractérisons la trajectoire centrale au
moyen d’un systéme d’équations.

Proposition 4.1.3
Soit K un cone convexe fermé auto-dual dont I'intérieur est non vide et
F une fonction barriére self-concordante logarithmiquement homogéene sur
Pintérieur de K. Supposons que les problémes (CP) et (C'D) sont stricte-
ment admissibles. Alors (z(), s(u)) € C si et seulement si (z(u), s(1)) est
solution du systéme

1. Az = b, z € intK (primal strictement admissible),
2. A*y+ s =c, s € intK (dual strictement admissible),
3. s = —pg(z) (& & = —ug(s)),

avec la convention que y est défini de maniére unique lorsque s est connu
(car A est surjectif).
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Preuve :
La condition nécessaire a été démontrée a la proposition 4.1.1.

Supposons donc que les conditions 1. et 3. sont satisfaites par certains points
z et s. En particulier, z et s sont strictement admissibles pour les problémes
(CP.) et (CD),), ou (%, §) est le point admissible de (CP) et (CD) donné
dans P'hypothése.
Par la dualité, il suffit de montrer que « est solution du probléme (CP;), i.e.
que § + pg(z) € L+ (par la condition d’optimalité). Mais cela est immédiat
par le fait que s = —pug(x) est admissible pour (CD.), i —ug(z) € L+ +38.
O

Une fois la trajectoire centrale caractérisée, il reste & définir une sorte de
distance de n’importe quel point de K 4 cette trajectoire centrale. Afin d’ob-
tenir ’optimum, nous suivrons approximativement cette trajectoire centrale,
exactement comme en programmation linéaire. Comme la matrice hessienne
H(z) de la fonction barriére est supposée définie positive sur K, nous pou-
vons utiliser son inverse pour mesurer les distances entre les points de K.
Plus précisément, nous définissons la norme d’un vecteur y € K par

lylly = (H(z)"v,9)-

Pour un point z = (z, 8) strictement admissible pour (CP) et (CD),
1
z€C > s+ pg(x)=0, ,u>0<=>;s+g(m)=0, p> 0.

Une bonne mesure de proximité est

dist(z, 2(1)) = ll;s +9(@)llz = 0
= 0 ssis=—pug(z).

Bien qu’écrite sous forme non symétrique selon z, s, cette distance est symé-
trique en z, s, comme le montre le théoréme qui suit.

Théoréme 4.1.2
Yy > 0 et z, s € intK, nous avons

nf;sa-g(m)n; . ||io:+g(s)n:.
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Preuve :

Nous faisons la preuve uniquement pour le cone des matrices semi-définies
positives S¥.

Soient X et S deux matrices carrées symétriques de dimension 7 et soit
F(z) = — In(dét X). Nous savons que dans ce cas, g(X) = —X et HX)'U =
XUX.

Nous avons donc

(I25+900lx)" = (HEOTES +9(X)), 15 + 9(X))
= (X(E5- X)X, L5 - X7
= b (X(ES-XHX(ES - X))
= tr((XV25X - 1)?)
= EXY2SXV2 D)},

Donc, ;
(dist(z, 2(1)))" = IIEXWSX”Q — D% (4.2)

Pour prouver la symétrie, observons que
JLx 28X 2 ~ D3, = tr ((BX2SXY2 - 17?)
— (#Xlﬂsxllﬁxlﬂsxlfﬂ - 2X125X/2 1 1)
=t (HEXV2SXV2XSX2) = 2x (XS X + tr(])
= (;L%XSXS —2X8+ I) .

De maniére similaire, en remplagant X par S, nous obtenons

(l|1X+ (S)II"‘)2 = ( L sxex— 35X+I)
PR R T o '

Comme tr(AB) = tr(BA) pour des matrices symétriques, il suit que

1

1
=X V25X~ I, = 5,8 XSV = Il

93



La derniére proposition de cette section caractérise le saut de dualité de
points proches de la trajectoire centrale.

Proposition 4.1.4
Si Z = (X, S) est une paire de points strictement admissible pour (CP) et
(CD) telle que dist(Z, Z(p)) < 1, alors :

saut de dualité de (X, S) = (S, X)

< 2. saut de dualité de (X (p), S(1)) = 2ubF.

Preuve :
A nouveau, nous ne démontrons le résultat que pour le cone des matrices
semi-définies positives S7.
Par (4.2), la relation dist(Z, Z(u)) < 1 signifie que
1
|=X"2SXY2 — I|jF < 1
i
ie.
IX2SX M2 — pl|[, < .

Fn notant & le vecteur des valeurs propres de la matrice symétrique X /25X 12,
nous concluons grace a I'inégalité précédente que

1

> (6 —p)? <t

i=1
D’on
le saut de dualit de (X,S) = tr(X,S) = tr(X/28X1/2)

= Z&:Z(#H&-Hn))

i=1

np+ Y |8 —p| car & < p+ |0 — pl

<
i=1
n
< npt g (6 —p)? car |l < vl fle
i=1
< np4/n
< 9FM+9F,LL car BF:n

= QGF,!L
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4.2 TUn cadre de travail primal-dual

Notre but est maintenant de dessiner la trajectoire centrale primale-duale
associée aux problémes (C'P) et (CD) pour obtenir une solution (approchée)
4 ces problémes. Supposons que (, z, 5), avec p > 0, est I'itéré actuel, (z, s)
est un point strictement admissible primal-dual qui est une bonne approxi-
mation du point (z(u), s(1)) sur la trajectoire centrale. La question est :
comment mettre & jour ce point pour obtenir un nouvel itéré (fots T4y S4)
avec des propriétés similaires et une valeur plus petite du paramétre barriére

(g < p).

Afin de répondre & cette question, rappelons que le point (z(p), s(u)) est
I’'unique solution du systéme

A(z) =b, A*(y) +s=c¢,
z,s € intK, (4.3)
Gz, s) = s+ pg(z) = 0.

ol g(x) est le gradient de la fonction barriére F' en .

Nous supposons que A est surjectif (i.e. A* est injectif). Dans ce cas, y est
déterminé dés que s est connu. La premiére partie du systéme (4.3) étant
linéaire et la seconde non linéaire, nous linéarisons la deuxiéme partie autour
de (z, s) pour obtenir

oG oG
Gl 5) + 52 (2 ) @4 — ) + (@, 5) 54 = 9) =0

i.e.

s+ pg(x) + pH(z) (2 — 7) + (54 —8) = 0. (4.4)
Les corrections Az = z4 — z et As = sy — s doivent &tre calculées de
telle sorte que @ et s, satisfassent la premiére partie du systéme (4.3) et
’équation linéarisée (4.4).
En d’autres mots, les corrections résoudront le systéme

{ A(Az) =0, A*(Ay)+As=0

(4.5)
s+ As+ pg(z) + pH(z)Az = 0.
Remarquons que si nous écrivons la condition Gy (z, s) = 0 sous une forme
équivalente, par exemple z+ pg(s) = 0, la derniére équation du systéme (4.5)
change. Dés lors, les corrections Az et As sont différentes, ce qui donne lieu
4 un autre algorithme. C’est le cas en programmation semi-définie ol il existe
d’autres équations équivalentes 4 G(z,s) = 0 qui permettent d’obtenir des
algorithmes trés efficaces.
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A partir de maintenant, nous concentrons donc notre attention sur les pro-
blémes de programmation semi-définie. En premier lieu, rappelons les formes
primale et duale de ce type de probléme :
min (C, X)
(CP) sc. (A, X)=b, i=1...,m
X e 8%,
max b'y
m
(CD) s.C. ZyiAi + 5 = C

=1

S eS8t

Dans notre cas, g(X) = —X ! et le systéme d’équations non linéaires G,.(X,S) =
S + pg(X) = 0 peut s’écrire sous les formes équivalentes suivantes :

XS =upl, SX=ul

En choisissant la premiére forme, nous obtenons que la trajectoire centrale
associée & (C'P) et (CD) est définie par le systeme

([ {4;,X)=0b;, i=1,...,m

X, S € intS}

i 4.6
> nAi+S5=C (48)

i=1

| X8 =1I, ¥Yr>0.

Tout comme en programmation linéaire, nous utiliserons 7 = op ot o € [0,1]
et p est la mesure de dualité p = gx_;sg.

Avec cette forme pour la trajectoire centrale, les corrections (AX, Ay, AS)
sont solutions du systéme linéaire

(Ai,AX)IO, ’i:l,...,m

Z Ay,jAz' +AS5=0 (47)

i=1

AXS + XAS =opl — X8.

Une fois que ces corrections ont été calculées, nous pouvons calculer le nouvel
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Si P =1, en général X et S ne commutent pas, avec pour conséquence que
'unicité de la direction AHO n’est pas garantie. Nous devons imposer une
condition plus forte pour obtenir Punicité, par exemple ||SY2X SY2—vI||p, <
£, Vv >0.

Nous obtenons finalement I’algorithme de base des méthodes de points
intérieurs pour les problémes de programmation semi-définie.

Algorithme 4.2.1 (Un cadre de travail primal-dual)
Soit (X°,4°, S°) strictement admissible pour le primal et le dual.
Poiitk=0,1,2,.«

1. Résoudre le systéme

(A4;, AX¥)Y =0, i=1,...,m
m

> AyfA+AS =0

=1

Hp(AX*S% + X*ASF) = oI — Hp(X*S*)

ol oy, € [0,1] et py = 2(X*, SF).

2. (XkH1, ybtl Ght1y — (XF ok Sk) + o (AXF, Ay*, AS¥) en choisissant
oy, tel que (XF+L SF+1) > 0,

4.3 La direction de Nesterov-Todd

La méthode utilisant la direction NT est plus robuste que les autres mé-
thodes, dans le sens ot des problémes de stagnation, qui surviennent lorsque
nous prenons de trés petits pas, se produisent moins souvent.

4.3.1 Définition et calcul de W

La direction NT est obtenue en choisissant P = W~'/2, o

W = Xl/?(Xl/stl/2)—1/2xl/2
= 8—1/2(31/2X81/2)1/28_1/2.

La proposition qui suit établit les principales propriétés de la matrice W, ce
qui nous permettra de justifier le choix de P.
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Proposition 4.3.1

La matrice P = W~/2 est I'unique matrice P symétrique définie positive
telle que PXP = P~1SP~'. En particulier, W 'XW~' = S et WSW =
X.

Preuve :

Comme X et S sont symétriques et définies positives, W l'est également et
par conséquent, P est symétrique et définie positive.

De plus, PXP = P715P!,

ie. W-2XW-1/2 = W/25W/2,

i.e. WSW = X ou encore WIXW-1 =5,
ce qui est immédiat car

WSW = Xl/2(XI/QSXl/z)—1/2X1/2SX1/2 (X1/28X1/2)—1/2X1/2
LXK

D’un autre coté, soit P une matrice symétrique définie positive telle que
PXP = PSP~ et posons W = P2, La matrice W est aussi symétrique
et définie positive.

Montrons que
W = X1/2(X1/2SX1/2)-—1/2X1/2
S"l/z(SUZXSI/Q)HUZS_I/Q.

Comme PXP = P~1SP~1, nous avons W=2XW~1/2 = WY2SW'/2 i.e.
WSW = X et W-LXW~-! = S. En prémultipliant WSW = X par X~1/2 et
en postmultipliant par SX /2, nous obtenons
X-V2WSWSX'? = X~\2XSX'?
e X-V2WSXI2X-12WSXY? = XY2SXY? car XWX M2 =]
— xX-12wex1/? = (X1/28X1/2)1/2
— X-V2g-1w-1x1/2 = (X1/28X'/?)~Y2 en prenant l'inverse,

et en prémultipliant et postmultipliant par X 1/2 cette derniére équation, nous
avons

x12x-1/25-1W-1x1/2x1/2 = X1/2(X1/23X1/2)—1/2X1/2
e S-W-lX = X1/2(X1/23X1/2)—1/2X1/2
= - 8= Xl/z(X1/2,S’X1/2)‘1/’2X1/2 car WlXW-1=58
= W= X1/2(X1/2SX1/2)—1/2X1/2_
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Montrons maintenant que W = S~%/2(5%/2X §1/2)1/25-1/2, En prémultipliant
Péquation W' XW =" = S par S~'/? et en la postmultipliant par X S1/2, nous
obtenons
S12W-IXW-1XS? = §-1/28X S1/?
— S-lPW-lx§Y2s-12 -1 X Y2 = §-128 X 812
e S2W-LXSV2 = (SH2X S22,
et en prémultipliant et postmultipliant cette derniére relation par S~*/2, nous
avons
g-1/25-1/2p7-1 X §1/25-1/2 — 8‘1/2(5’1/2)(81/2)1/28”1/2
— S-W-lX = S‘I/Q(S”QXSVZ)U?S“W
e S-ISW = S-U2(S§V2XSV2)25? car WTIXW =S
= W= S“1f2(SI/2X.S‘1/2)1/28‘1/2.
O

Comme les deux matrices PXP et P~1.SP~! sont égales, elles commutent
et par la proposition 4.2.2, la direction N'T est définie uniquement par le

systéme
(Ai, AX)=0, i=1,...,m

> AyAi+AS=0 (4.10)

=1

Hp(AXS + XAS) = oul — Hp(XS)

on P=W-1/2
En utilisant 1a matrice W, il est possible d’écrire la derniére équation de ce
systéme en termes de W au lieu de P. Ce systéme devient

(A.“AX> =0, izl,...,m

m

> AyAi+AS =0 (4.11)
i=1

WIAXW-L+AS=opX'-S§

ol p=2(X,S).

Proposition 4.3.2
Les solutions des sytémes (4.10) et (4.11) sont les mémes.
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Ceci prouve que la solution de (4.11) est aussi une solution de (4.10). De
plus, comme par la proposition 4.2.2 la solution est unique, les systémes sont
équivalents.

O

La proposition qui suit indique comment calculer la matrice W.

Proposition 4.3.3

Soit X = LLT et S = RRT les factorisations de Cholesky des matrices sy-
métriques définies positives X et S. Soit aussi R'L = U DVT la décompo-
sition de RT L en valeurs singuliéres (U et V sont des matrices orthogonales
et D est une matrice diagonale). Alors W = GGT ot G = LVD™'/2,

Preuve :
e Q = L' X2 est une matrice orthogonale.
En effet, QQT = L' XV2X'2[~T = ["Y(LLT) LT =I.

o XIP5X'2 = (QTV)DX(VTQ).
Comme LQ = X2 = (X*/2)T = QTL%, nous avons
xl2gx1/2 — QTLT(RRT)LQ
= QU(RTL)"(R"L)Q
= QT(UDVT)T(UDVT)Q
_ QTVDUTUDVTQ
= (QTV)DX(VTQ).
® (X1/2SX1/2)—1/2 s QTVD‘WTQ.
Q et V sont orthogonales. Nous avons donc Q' = QT, V=1 = V7T et

QTV est orthogonale.
Par le point précédent, nous avons

(X1/28X1/2)—1 — (VTQ)—ID—2(QTv)—1 — QTVD_ZVTQ.
La racine carrée de QTVD™2VTQ est QTV D~ VTQ car

QTVD WWTQQTVD'WVIQ = QTVD*VTQ.
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Soit, I n’importe quelle matrice n X n inversible et considérons le changement
d’échelle ou X est remplacé par X = U'XU-T. Nous avons également
A, = UTAU, C = UTCU et S = UTSU. Ces nouvelles matrices mises &
échelle définissent le problémes mis & échelle

( min (C, X)
(SODP){ sc. (A, X)=0b;, i=1,...,m
X=0

(SﬁD) $ mie. Zyiﬁz- W G

\ S > 0.

Si (X,v,S) est admissible pour le probléme original et son dual, (X 1, 5)
est admissible pour le probléme mis & échelle. De méme, si (AX, Ay, AS)
est la direction de recherche associée au point (X,y,S) pour le probléme ori-
ginal, alors la direction de recherche en un point (f( .4, 5) mis a échelle est
(AX, Ay, AS).

La direction (AX, Ay, AS) est invariante par changement d’échelle si

(AX, Ay, AS) = (UTAXU™T, Ay, UTASU) (4.15)

La direction NT associée au probléme original vérifie le systéme d’équa-
tions (4.11), tandis que celle associée au probleme mis & échelle vérifie

(((A;,AX)=0, i=1,...,m
m B A
(NT){ > Ayhi+ A8 =0

i=1

| WoARW 4 AS = opR -

ot W =U"WU-T.

Montrons que (AX, Ay, AS) défini par (4.15) est solution du systéme ci-
dessus.
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En effet,

te(UT AUUAXUT)
= te(UTA4,AXUT)

= tr(4AX)

= (4;, AX)

= 0.

Il

L] (Aia AX)

o S AyAi+AS = ) AyUTAU +UTASU

=1 =1

Fi
= UT (Z‘ Ay A; + AS) U
i=1
= 0.
e WAIAXW-1+AS = UTW-WUAXU-TUTW-U + UTASU
= UTW-AXW-U + UTASU
= U (WAXW™ + AS)U

>
opuAX-1-8

= Gp,j(_l -~

Nous pouvons montrer que la direction HKM est également invariante par
changement d’échelle, ce qui n’est pas le cas de la direction AHO.

4.4 Un algorithme basé sur la direction NT :
’algorithme prédicteur-correcteur de Meh-
rotra

Dans les sections précédentes, nous avons défini la trajectoire centrale
primale-duale pour les problémes de programmation semi-définie ainsi qu’une
mesure de proximité par rapport & cette trajectoire. Nous avons également
défini des directions de recherche qui permettent de passer d’un itéré au sui-
vant. Nous obtenons alors des algorithmes analogues & ceux établis en pro-
grammation linéaire, et de méme complexité. Tout comme en programmation
linéaire, ces algorithmes peuvent devenir encore plus efficaces en choisissant
soigneusement le paramétre de centrage o.
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Conclusion

A travers ce mémoire, nous avons montré qu’il existe des méthodes effi-
caces pour résoudre des problémes de programmation convexe, et en parti-
culier des problémes de programmation conique. Ces méthodes sont connues
sous le nom de méthodes de points intérieurs primales-duales. Elles sont ba-
sées sur 'existence d’une fonction barriére self-concordante, qui permet de
définir une trajectoire centrale menant & 1’ensemble solution. Les algorithmes
existants permettent de résoudre des problémes convexes dont la fonction ob-
jectif est linéaire et les contraintes linéaires ou coniques.

Différentes directions de recherche existent. Nous n’avons cité ici que les
trois plus courantes, et une seule d’entre elles a été étudiée un peu plus en
détail. D’autres directions pourraient étre étudiées et une comparaison de
celles-ci pourrait étre effectuée.

Actuellement, des méthodes existent pour résoudre des problémes convexes
non linéaires. Ces méthodes pourraient également faire 'objet d’une étude
plus approfondie.
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La procédure peut se résumer 3 P'aide de I'algorithme suivant

Algorithme A.2.1 (Factorisation de Cholesky)
Soit A € IR™™ une matrice symétrique et définie positive.
pouri=1,...,n
Iy \/Ei;
pour j=i+1,...,n
lii < aji/ L
pourk=i+1,...,3
Lig < ajr — Ljilk
fin (pour)
fin (pour)
fin (pour)

Le cotit d’une telle factorisation est de n®/3 opérations. Cette factorisation
est utilisée pour résoudre des systémes linéaires de la forme Az =bou A est
une matrice symétrique définie positive et b € IR". En utilisant le facteur de
Cholesky L, le systéme peut étre écrit comme LITx = b et peut étre résolu
en deux étapes :

Résoudre Ly = b pour obtenir y par substitution progressive;
Résoudre LTz = y pour obtenir x par substitution régressive.

A.3 Décomposition en valeurs singuliéres

Soit A € IR™" et soit k = min{m,n}. La décomposition en valeurs
singuliéres de A est A = UDVT, ot U € R™™ et V € IR™™ sont des

matrices orthogonales, D € IR™ " est définie par di; = 0; > 0, 2 Tow 7 il
dij = 0, © # j. Les quantités oy, ..., 0% sont appelées les valeurs singuliéres
de A.

Théoréme A.3.1

Soit A € IR™ ™. Alors la décomposition en valeurs singuliéres de A existe,
les éléments diagonaux o; de D sont les racines carrées non négatives des
valeurs propres de AAT si m < n, ou de ATA si m > n, et les colonnes
de U et V sont les vecteurs propres de AAT et AT A respectivement. Le
nombre de valeurs singuliéres non nulles est égal au rang de A.
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Annexe B

Calcul différentiel

B.1 Gradient

Soit f : Dy C R™ — IR une fonction dont le domaine est Dy. Nous
supposons que Dy est un sous-ensemble ouvert de IR". Soit (.,.) un produit
scalaire arbitraire sur IR® et soit ||.|| 1a norme induite par ce produit scalaire.
La fonction f est dite différentiable en x € Dy si il existe un vecteur g(x)

satisfaisant
- flz + Az) — f(z) — {9(z), Ax) _0
|Az]l—0 | Az]] '

Le vecteur g(z) est le gradient de f en & par rapport au produit scalaire (., .).
La fonction f est dite différentiable si elle est différentiable en chaque point
z € Dy. Elle est dite de classe C" si la fonction z — g(z) est continue sur
Dy. Le gradient change lorsque le produit scalaire change.

Proposition B.1.1
Si S est défini positif et si f est différentiable en x, alors le gradient de f
en © par rapport au produit scalaire {.,.)g est S~lg(z).

La propriété d’étre différentiable et d’étre de classe C"' est indépendante
du produit scalaire. Le gradient dépend du produit scalaire, mais pas la
différentiabilité.
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B.2 Hessien

La fonction f est dite deux fois différentiable en & € Dy si f est de classe
C* et si il existe un opérateur linéaire H(z) : R" — IR" satisfaisant

- g(z + Az) — g(z) — H(z)Az _ 5,
lag]—0 [|Az|

Si 'opérateur H(z) existe, il est appelé le hessien de f en x par rapport au
produit scalaire (., .).

La fonction est dite deux fois différentiable si elle est deux fois différentiable
en chaque z € Dy. Si la fonction y — H(y) est continue en z, alors H(z)
est auto-adjointe. Si la fonction z — H(z) est continue sur Dy, alors f est
dite de classe C2. Si ce produit scalaire est le produit scalaire habituel et
que le hessien s’exprime comme une matrice, le fait d’étre auto-adjoint est
équivalent & étre symétrique.

La propriété d’étre de classe C* ne dépend pas du produit scalaire choisi,
tandis que le hessien en dépend.

Proposition B.2.1
Si S est une matrice symétrique définie positive et si f est deux fois diffé-
rentiable en z, alors le hessien de f en x par rapport au produit scalaire
(., )s est ST H(z).
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