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Abstract

La Transformée en Ondelettes est devenue en quelques années un sujet de re-
cherche trés débattu. On ne compte plus aujourd’hui les applications qui utilisent
cette technique. Issue de la théorie de Fourier, la Transformation en Ondelettes se
caractérise par le développement des fonctions de L?(R) sur une base d’ondelettes.
Ces ondelettes sont elles-mémes des dilatations et des translations d’une fonction
unique que I'on nomme I’Ondelette Meére.

Dans ce travail, je fourni une présentation des principaux concepts sous-jacents
a la théorie de la Transformée en Ondelettes. Je présente ensuite la Transformée
en Ondelettes Discréte ou Représentation en Ondelettes Orthogonales qui fut intro-
duite il y a une dizaine d’années. Il s’agit d’un algorithme permettant de calculer
une représentation d’un signal en bandes de fréquences indépendantes. Cette repré-
sentation est particuliérement utile pour le traitement d’images. Dans ce travail, je
montre un programme qui utilise cette technique afin de compresser des images na-
turelles. Ce programme fait partie d’'une toolkit écrite en JAVA et en FORTRAN90
pour servir au programmeur.

Enfin, je présente les algorithmes actuels de compression d’image par Transfor-
mée en Ondelettes et leurs performances comparées par rapport au standard JPEG.

¢

The Wavelet Transform became in a few years a very discussed subject of research.
One does not count today any more the applications which use this technique. Re-
sulting from the theory of Fourier, the Wavelet Transform is characterized by the
development of the function of L2(R) on a wavelets basis. These wavelets are them-
selves of dilations and translations of a single function which one names the mother
wavelet.

In this work, I provided a presentation of the main concepts of the theory of the
Wavelet Transform. I present then the Discrete Wavelet Transform or Orthogonal
Wavelet Representation which was introduced ten years ago. It is about an algorithm
making it possible to calculate a representation of a signal in independent frequency
bands. This representation is particularly useful for image processing. In this work, T
show a program which uses this technique in order to compress natural images. This
program forms part of a toolkit written i JAVA and FORTRANI0 to be used for
the programmer.

Lastly, I present the current algorithms of image compression per Wavelet Trans-
form and their performances compared to standard JPEG compression.
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Introduction

Lorsqu’en 1807, Joseph Fourier proposa de décomposer les fonctions périodiques
en sommes finies d’exponentielles complexes, il ignorait certainement toute I'impor-
tance que son geste allait prendre dans les années a venir. En effet, il n’est pas besoin
de rappeller 'importance énorme qu’a aujourd’hui la Transformée de Fourier dans
une variété inimaginable de domaines.

Cependant, dans un coin du nouvel univers que Fourier venait d’ouvrir se tapis-
saient les Ondelettes. Il fallut une centaine d’années pour qu’un pionnier les men-
tionne : il s’agit de A. Haar dans sa thése de doctorat en 1909. Les Ondelettes ne
semblent pas avoir intéressé énormément les chercheurs jusque dans les années 80.
Nous devons a Stéphane Mallat, Yves Meyer et Ingrid Daubechies d’avoir relancé
I'intérét vers 1985 en étoffant grandement la théorie et les applications possibles de
celles-ci. Depuis leurs travaux, le sujet a véritablement pris une ampleur considérable
et s’'introduit dans un grand nombre de domaines. Citons par exemple le traitement
de signaux bruités, 'intelligence artificielle, la synthése artificielle des sons, I’analyse
d’électrocardiogrammes [10], la détection et la prédiction de tremblements de terre
[7] et bien sir, le traitement d’images. Cette derniére activité, qui fait aussi 1'objet
de ce mémoire, est sans doute celle ot les Ondelettes ont montré le plus leurs perfor-
mances. Aujourd’hui, on s’en sert pour stocker les images d’empreintes digitales au
FBI, transmettre et stocker les images satellites, et notamment de Meteosat [22, 12],
analyser des images médicales [1] aussi bien issues de tomographes [11] que de scan-
ner RMN [47]. On s’en sert également pour compresser les images naturelles, ce dont
je vais parler dans la suite de ce travail. Le lecteur pourra trouver une description
plus compléte des applications de la Transformée en Ondelettes dans I'annexe C.

Lorsque Madame Saadaoui m’a proposé de travailler sur les Ondelettes, nous
ne savions ni I'un ni Pautre de quoi il retournait exactement mais le défi m’a paru
intéressant. Aucun autre travail n’avait été fait a I'Institut sur cette matiére et nous
envisagions celui-ci comme un premier pas susceptible d’en précéder bien d’autres
tant les applications semblaient (et sont) nombreuses.

Malheureusement, nous nous sommes rapidement heurtés aux difficultés liées a la
relative jeunesse de cette théorie. La documentation était trés pénible & trouver dans
un premier temps. De plus, il n’y a pratiquement pas d’introduction & la théorie faite
pour quelqu’un ne disposant pas de connaissances mathématiques trés poussées.

Nos objectifs de départ étaient donc de faire un travail comportant deux par-



ties : une partie théorique, sur la Transformée de Fourier elle-méme et une partie
pratique qui en montre une application. Le défrichage de la théorie élégante mais
touffue de la Transformée en Ondelettes me prit beaucoup plus de temps que nous
ne pouvions l'imaginer au départ. Ce qui retarda d’autant le travail sur ’application.
C’est donc tardivement que j’ai découvert la Transformée en Ondelettes Discréte et
toute la théorie qui lui est sous-jacente. Le tout était également & assimiler puisque
toutes les applications se font sur base de cet algorithme.

Ainsi, & ce moment, j’ai pu programmer une toolkit JAVA permettant de consta-
ter I'efficacité étonnante des Ondelettes pour la compression d’images. J’ai également
programmeé les mémes fonctionnalités en FORTRAN90 pour avoir plus d’efficacité au
niveau du temps d’exécution. Je n’ai cependant pas programmé les derniéres étapes
de compression effectives des images avec la Transformée en Ondelettes Discréte.
Celles-ci sont constituées d’algorithmes tout & fait originaux et trés variés qui sont
autant de matiéres indépendantes a assimiler. Je me contenterai donc de présenter
le premier et le plus important d’entre eux et de mentionner les résultats que 'on
peut obtenir avec les autres.

Ce mémoire se découpe donc en trois parties principales. La premiére sera consa-
crée & la Transformée en Ondelettes Continue. J'introduirai celle-ci en passant par
une courte révision de notions de traitement du signal et des outils usuels tels que
la Transformée de Fourier et la Transformée de Fourier Fenétrée. Je présenterai en-
suite les résultats fondamentaux de la théorie afin que le lecteur puisse avoir un bon
apercu des concepts manipulés.

J’exposerai ensuite largement la théorie de la Transformée en Ondelettes Discréte
telle qu’elle a été présentée par Stéphane Mallat. Ceci constituera la seconde partie
de ce travail.

Je présenterai alors la compression d’images telle qu’on la pratique avec la Trans-
formée en Ondelettes Discréte pour ensuite montrer les programmes que j’ai réalisés
avec leurs résultats. L’algorithme fondamental pour les derniéres étapes de compres-
sion sera présenté avec I'état de 'art en terme de performances pour les codeurs
actuels.




Chapitre 1

Transformée en Ondelettes Continue

Comme prévu, ce chapitre va constituer une présentation de la théorie de la
Transformée en Ondelettes. Mon propos n’est pas d’étre exhaustif : une matiére
aussi foisonnante que celle des Ondelettes remplirait des volumes entiers. Plus sim-
plement, j’ai abordé la théorie dans 'esprit d’une exposition des concepts fondamen-
taux, adressée au lecteur non mathématicien. Mon but premier est d’étre utile et
rapidement compréhensible. Le lecteur intéressé trouvera toujours des renvois aux
références contenant tous les détails voulus.

J’ai donc considéré que le lecteur ne posséde que des notions de base en ma-
thématiques et trés peu en traitement du signal. C’est pourquoi je commencerais
par un rapide survol des concepts fondamentaux de cette derniére matiére. On trou-
vera dans ’annexe A toutes les notations que j’ai utilisé ainsi qu’une syntheése des
concepts essentiels & la bonne compréhension du texte.

L’introduction de la Transformée en Ondelettes se fera via une présentation de
la Transformée de Fourier et de la Transformée de Fourier Fenétrée qui permettent
de mettre en valeur les avantages importants de 1’utilisation des Ondelettes.

Enfin, la théorie de la Transformée en Ondelettes Continue proprement dite sera
exposée dans I'esprit que j’ai décrit plus haut.

La structure de ce chapitre reprend les grandes lignes du tutorial de Robi Polikar
[32]. Les développements mathématiques sont principalement tirés des chapitres 1
et 2 de lexcellent livre d’Ingrid Daubechies [6] et d’autres présentations générales
[21, 15, 48, 8|. Les illustrations proviennent également de ces documents.

1.1 Notions de traitement du signal : Transformée
de Fourier et Transformée de Fourier Fenétrée

La plupart des signaux que nous rencontrons sont des signaux dépendant du
temps. Ainsi, la différence de potentiel aux bornes d’une prise de courant se pré-
sente comme une sinusoide que I'on caractérisera par sa fréquence : 50 Hz (partout
dans le monde sauf aux USA). En général, les signaux ne sont pas aussi simples.
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F1G. 1.2 — Signal contenant 3 fréquences et son spectre

Ils contiennent la superposition de plusieurs fréquences qui ont plus ou moins d’im-
portance. C’est pourquoi, lorsqu’on analyse un signal brut, 'une des informations
capitales que I’on peut tenter d’obtenir est son contenu en fréquences : son spectre.
Ainsi, si je prends le signal de la figure 1.1 , le spectre correspondant est trés simple
et comprend un pic & la fréquence de la sinusoide. Cependant, dans le cas de la figure
1.2 , il est plus difficile de constater que ce signal est composé de trois fréquences,
comme indiqué sur le spectre en-dessous. Cela signifie que ce signal est composé de
la somme de trois sinusoides dont les amplitudes relatives sont représentées par les
amplitudes des pics correspondants en fréquence. Ainsi ’expression mathématique

de ce signal est

f(t) = cos 2nt + 2 cos(27.2.t) + 4 cos(27.5.1)




Il existe une opération mathématique trés répandue et largement étudiée qui
permet d’obtenir le contenu fréquentiel d’un signal et que I’on nomme Transformée de
Fourier. C’est au XIXéme siécle que le mathématicien francais Joseph Fourier montra
qu’un signal périodique est exprimable comme une somme infinie d’exponentielles
complexes correctement pondérées. Chaque terme de la somme correspondant &
une fréquence dont le coefficient donne I'importance dans le spectre. Cette idée a
été généralisée pour les signaux non périodiques et puis pour les signaux discrets
(périodiques ou non). Aujourd’hui, un algorithme trés rapide, nommé Transformée
de Fourier Rapide, permet d’obtenir la Transformée de Fourier d’un signal de maniére
trés efficace.

L’étude des signaux discrets et de durée limitée dans le temps (c’est & dire tous les
signaux réels, échantillonnés sur un temps fini) ne se fait pas sans quelques artifices
mathématiques. Cependant, dans le cadre de cette approche introductive, nous allons
nous restreindre au cas de fonctions continues et définies de —oo a +00. Ceci sera
suffisant pour illustrer les propriétés saillantes de la Transformée de Fourier.

Ainsi, la Transformée de Fourier d’un signal z(t) se définit par

+o0
@D = [ al) e dt=a()
—00
Et, & partir de la Transformée de Fourier d'un signal, on peut reconstruire celui-ci
en lui appliquant une transformée inverse :

+o00

(F12)(t) = / #(f) Mt df = o()

—0o0

La composante f du spectre est donc obtenue en multipliant le signal par e~2"/*

et en intégrant ceci sur tous les temps de —oo & +00. Par conséquent, la Transformée
de Fourier ne rend pas compte de la maniére dont la composition en fréquences du
signal a évolué au cours du temps. Je m’explique : si un signal présente depuis un
temps 1 & un temps ¢, une composante de fréquence f et d’amplitude A, le spectre
de ce signal obtenu par Transformée de Fourier va rendre compte de cette fréquence
mais pas du moment ou elle est apparue. Ainsi, un autre signal présentant la méme
composante de fréquence & la méme amplitude et pendant un temps identique mais
& partir de t3 # t; aura le méme spectre de Fourier.

Donc, la Transformée de Fourier nous renseigne si une composante fréquentielle
est présente ou pas indépendamment du moment ot elle a été effectivement présente
dans le signal. Ceci n’a aucune importance pour les signaux stationnaires mais on
perd effectivement de I'information pour les signaux qui ne le sont pas.

En guise d’illustration, observons les deux signaux de la figure 1.3 tirés de [32]. Le
premier présente quatre fréquences a tout moment, ce dont son spectre rend compte.
Le second présente les mémes fréquences mais a4 des moments différents. On constate
que, méme si le spectre est fortement bruité (& cause des changements de fréquence




FI1G. 1.3 — Deuxz signauz présentant les mémes fréquences mais a des moments différents. On

constate sur leurs Transformées de Fourier que les spectres sont similaires.



brutaux)!, les quatre composantes principales sont présentes de la méme maniére
que pour le premier signal.

Il faut donc trouver une autre solution si I’on veut étudier ’évolution du contenu
fréquentiel d’un signal. Une solution possible est celle de la Transformée de Fourier
Fenétrée. Cette transformation se propose de découper le signal en "tranches" pen-
dant lesquelles celui-ci pourra étre considéré comme stationnaire et de prendre la
Transformée de Fourier dans chacune des tranches. On exprime ceci par la formule
suivante :

(FYmg)(f, 1) = / z(t)win(t — ') e 2"t dy

Cette fois, la transformée est a deux dimensions : temps et fréquence, ce qui
laisse présager 1'obtention d’informations sur ces deux grandeurs. En fait, il s’agit
simplement de la Transformée de Fourier de z(t)win(t — t'). win(t) est une fonction
de fenétrage que l'on considérera réelle (elle peut étre complexe mais on doit alors
utiliser le complexe conjugé dans la formule). Ce type de fonctions est trés largement
répandu en traitement du signal et celles-ci ont fait 'objet d’études poussées. Dans
le cadre de ce mémoire, nous retiendrons simplement qu’il s’agit de fonctions qui
permettent de sélectionner une partie d’un signal par multiplication avec celui-ci.
La figure 1.4 montre quelques exemples de fenétres couramment utilisées avec leurs
Transformées de Fourier. Ainsi, la Transformée de Fourier Fenétrée consiste & sélec-
tionner une partie du signal centrée autour de ¢’ avec une largeur égale a celle de
la fenétre et & prendre la Transformée de Fourier du résultat. On peut obtenir une
représentation temps-fréquence du signal en parcourant tout I'axe des temps avec
t'. Cette procédure est illustrée par la figure 1.5

La figure 1.6 donne un signal divisé en quatre intervalles de 250 msec dans
lesquels on trouve des sinusoides de 300, 200, 100 et 50 Hz. La Transformée de
Fourier Fenétrée, en trois dimensions, nous donne la représentation temps-fréquence
du signal (les unités sont arbitraires). On peut voir que cette figure est symétrique
par rapport au centre de I'axe des fréquences, ce qui est une propriété normale de
la Transformée de Fourier. Si on examine par exemple la partie droite, on constate
la présence des quatre "pics" correspondant aux différentes fréquences du signal et
situés & des temps différents, comme on le voulait.

Cependant, cet exemple bien choisi ne doit pas masquer le défaut principal de la
Transformée de Fourier Fenétrée ; la résolution temps-fréquence. Ce type de probléme
est bien connu en traitement du signal et est lié & une propriété fondamentale qui
du temps et de la fréquence : il est impossible d’avoir simultanément une résolution
infinie dans ces deux grandeurs. Je vais ici me borner a quelques considérations
générales sur ce probléme, le lecteur intéressé pourra se référer a la bibliographie.
Ainsi, dans le cas de la Transformée de Fourier, la résolution fréquentielle est infinie

Les changements abrupts dans le signal en temps introduisent du bruit et des hautes fréquences.
Tout ceci pourrait étre filtré par des techniques idoines




. Highest
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Half Cycle Sine
A sin 270.5UT
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FI1G. 1.4 — Quelques exemples de fenétres utilisées en traitement du signal avec leurs principales
caractéristiques.



Fi1G. 1.5 — La Transformée de Fourier Fenétrée consiste a multiplier le signal et a prendre la
Transformée de Fourier du produit. On répéte ensuite l'opération en translatant la fenétre.

mais nous n’avons aucune information temporelle dans le domaine des fréquences.
On sait que ces fréquences existent, on ne sait pas & quel moment. Cette propriété
est liée au fait que I'intégration de la Transformée de Fourier va de —o0 & +00. Dans
le cas de la Transformée de Fourier Fenétrée, nous réduisons l'intervalle d’intégration
par un fenétrage pour avoir des informations temporelles et donc, nous perdons une
partie du signal. C’est ce qui rend la résolution en fréquence moins bonne : ce que
I'on gagne d’un coté, on le perd de 'autre! Une fenétre étroite voudra dire une
résolution temporelle bonne mais une mauvaise résolution fréquentielle. Si on élargit
la fenétre, on gagne en résolution fréquentielle mais on perd en résolution temporelle.
Ceci est illustré a la figure 1.7 tirée de [32].

Donc, le probléeme de fixer la taille de la fenétre est a priori insoluble pour la
Transformée de Fourier Fenétrée et c’est ce qui en fait un outil peu utilisé.

1.2 La Transformée en Ondelettes Continue
1.2.1 Introduction : La Transformée en Ondelettes Continue
et la Transformée de Fourier Fenétrée

En guise d’introduction, anticipons un peu sur la théorie pour montrer les avan-
tages de la Transformée en Ondelettes sur la Transformée de Fourier Fenétrée.

La Transformée en Ondelettes de la fonction z(t) se définit par la relation sui-
vante :

(Tz)(a,b) =la|"2 [ z(t) v (L) dt
avec [(t) dt =0

Comme pour la Transformée de Fourier Fenétrée, nous considérons que 9 est une
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F1G. 1.6 — Signal présentant quatre fréquences et sa Transformée de Fourier Fenétrée.
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FI1G. 1.7 — Transformée de Fourier Fenétrée du signal précédent avec trois largeurs de fenétres
différentes. Une premiére fenétre, étroite, nous donne une bonne résolution en temps mais mavvaise
en fréquence. Les deux spectres suivants, pris avec des fenétres de plus en plus larges, montrent le

gain de résolution en fréquence mais la perte en temps.
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F1G. 1.8 — Ondelette de Haar

fonction réelle mais 1 peut étre complexe, auquel cas, il faut utiliser le complexe
conjugué dans l'intégrale de la Transformée en Ondelettes.

Dans cette formule, les fonctions **(t) = |a|~2¢ (1) sont appellées Ondelettes
(Wavelets) et la Transformée en Ondelettes Continue consiste a développer z(t) sur
ces fonctions. Les Ondelettes consistent simplement en dilatations et translations
d’une fonction unique %(t) que I'on appelle I’'Ondelette Mére (Mother Wavelet).
Cette fonction doit répondre, pour des raisons qui apparaitront dans la suite, & la
condition f1/)(t)dt = 0, ce qui I'oblige & étre "oscillante" d’une fagon ou d’une autre.
L’Ondelette la plus simple est I'Ondelette de Haar qui est présentée sur la figure
1.8 tirée de [48]. Mais il existe d’autres Ondelettes dont les propriétés sont trés
différentes et dont les applications varient. Citons encore le "Chapeau mexicain"
(Mexican Hat) qui est simplement la dérivée seconde d’une gaussienne

()= (1-£) e

La figure 1.9 donne son graphe. Cette fonction est bien localisée en temps et en fré-
quence. Ainsi, le paramétre a que I'on nomme le paramétre d’échelle (scale) va faire
en sorte que ¥™*°(t) couvre des gammes de fréquences différentes. Si |a| est faible,
1™° se "contracte"”, couvre des plus hautes fréquences a une échelle plus "fine". In-
versément, si |a| est grand, 1*° se "dilate", couvrant des plus basses fréquences.
Le paramétre b est le paramétre de translation en temps. En effet, 1)®" est centrée
autour de ¢t = b. En conséquence, la Transformée en Ondelettes Continue fourni,
comme la Transformée de Fourier Fenétrée, une représentation temps-fréquence!
Cependant, comme indiqué sur la figure 1.10 (a) tirée de [6], les fonctions sur les-
quelles on développe z(t) de la Transformée de Fourier Fenétrée ne sont que des
enveloppes (les fenétres) entourant une oscillation c’est-a-dire win(t — ¢')e="1"/t. Le
probléme étant, comme nous I’avons vu, que la largeur de I’enveloppe reste constante,
quelque soit f! L’avantage saillant de la Transformée en Ondelettes Continue est
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Mexican Hat

F1G. 1.9 — Graphe du chapeau mezicain (Mezican Hat).

(b)
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Fi1G. 1.10 — (a)Fonctions sur lesquelles la Transformée de Fourier Fenétrée développe x(t). (b)
Hllustration des changements d’échelle et des translations du chapeau mezicain.
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F1G. 1.11 — (a) Le signal a analyser; les deuz fleches indiquent la présence des cusp. (b) Trois
Tranformées de Fourier Fenétrées du signal avec des fenétres de largeur différentes. (c) La Trans-

formée en Ondelettes du signal.

que la largeur de ¥®® en temps s’adapte & la fréquence : les ¥*® correspondant &
de basses fréquences sont larges et celles correspondant aux hautes fréquences sont
étroites. Et ceci est particuliérement bien adapté a tous les signaux réels ou les
basses fréquences s’étendent sur la durée totale du signal qui présente quelques pics
a hautes fréquences qui sont intéressants. La Transformée en Ondelettes Continue
va s’adapter automatiquement & la détection de ces "cusp".

Dans [6], Daubechies nous donne un excellent exemple a titre de comparaison.
Le signal de la figure 1.11 (a) est donné par :

z(t) = sin(2mv4t) + sin(2mwvat) + Y[0(t — t1) + 5(t — t2)]

C’est-a-dire une composition de deux sinus présentant deux cusp (fonction delta)
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en t; et t5. Dans 'exemple, les paramétres sont :

1%1 =500 Hz
Vy =1 kHz
v =18

ty —t; =4 msec

Les trois premiers graphes (représentation en niveaux de gris (inversés) du plan
temps-fréquence) reprennent le module de la Transformée de Fourier Fenétrée de ce
signal calculée avec une fenétre de Hamming (cfr figure 1.4 ) dont la largeur vaut 12.8,
6.4 et 3.2 msec respectivement. On peut s’apercevoir des problémes déja mentionnés
pour la Transformée de Fourier Fenétrée. Pour une large fenétre, la résolution en
fréquences est bonne, mais pas celle du temps : on ne peut pas distinguer les deux
cusp. Inversément, une fenétre plus étroite permet de bien voir les deux pics mais
perd la résolution en fréquences : on n’arrive plus a distinguer les sinusoides. Le
graphe suivant est la Transformée en Ondelettes Continue du méme signal. On peut
constater que les pics sont aussi bien définis en temps que pour la plus petite fenétre
de Hamming tout en conservant une résolution fréquentielle équivalente a la fenétre
de 6.4 msec pour les deux sinusoides.

1.2.2 Théorie de la Transformée en Ondelettes Continue

Nous allons donc examiner certains des résultats fondamentaux concernant la
Transformée en Ondelettes Continue. Comme je 1'ai déja mentionné, mon propos
n’est pas de réaliser un traité de mathématiques mais de permettre au lecteur de
manipuler les principaux concepts des Ondelettes et ainsi de se familiariser avec cette
matiére. Tous les développements détaillés peuvent se trouver dans les références que
j’ai déja mentionnées.

Reprenons donc la définition de la Transformée en Ondelettes Continue.

TH@y =l [ 1) 8 (52) ds = (100

Nous avons vu qu’il s’agissait d'une décomposition de f sur une base d’Ondelettes
formées de dilatations et de translations d’une Ondelette Mére : ¥(t) € L?(R).

La premiére chose que nous allons voir est que la Transformée en Ondelettes
Continue est inversible : on peut reconstruire f(¢) & partir de sa décomposition.
Pour ce faire, nous écrivons la formule suivante :

+o0  p+o0 1
f=ctf 9 da db (1)
ot ¥*(z) = |a| 2y (x ; b) ; a,bER, a#0 (1.2)
+o0
et Cy = 27r/ |4(€)[?|e|~'de < o0 (1.3)
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Cette derniére condition est appellée condition d’admissibilité. Elle est nécessaire
pour que 1.1 ait du sens. Cette condition va nous permettre de donner une signi-
fication a fj;o Y(t)dt = 0 que nous avons rencontré tout & ’heure. En effet, si
Y(z) € LY(R) (comme c’est souvent le cas en pratique), on peut montrer que 1.3 est
satisfaite si ¥(0) = 0 ou si [(z)dz = 0. D’autre part, si [¢(z)dz = 0, on
peut imposer & 1 de légéres contraintes qui permettent de garantir 1.3. Il est donc
de bonne guerre de considérer que 1.3 est équivalente & :

+00
Y(z)dz = 0
— 0
Dans Pexpression de 1.2, la présence de |a|~2 nous assure que ||¢*?|| = ||4)||. Par

souci de simplification, nous considérerons que |[#|| = 1.
On peut aussi prouver que Vf, g € L%(R)

el ————— da db
[ [T enen Taen S = curo) (1.4
On peut alors lire 1.4 comme une méthode de reconstruction de f :
B +o00 “+00 da db
f=ct [T ey v 2 (1.

Ou la convergence de l'intégrale est assurée par le fait que prendre le produit scalaire
de chacun des deux membres par une fonction quelconque g € L?(R) conduise & une
formule vraie : 1.4. Daubechies montre dans [6] que I’on peut assurer la convergence
de maniére plus forte encore.

Il existe plusieurs variations de 1.5 dans lesquelles on restreint I’ensemble des
valeurs de a aux réels positifs (dans 1.5, a peut également étre négatif). On peut
alors imposer a v une condition d’admissibilité plus stricte :

+o0o . 0 R
Co=2r [ 1T 1B(OF de = 2 [ |7 [(e)P de < o0
0 =

o0

Cette condition est vérifiée si par exemple 9 est réelle puisqu’alors 1[3(—6) = 1(e).
L’équation 1.5 devient alors :

S | +o0
F=ct TG [ e anee

avec le méme type de convergence.
Si les supports de f et 1 sont inclus dans [0, +oo[, alors (Tf)(a,b) = 0et 1.5
se simplifie en

| ‘o0
o A T
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avec Cy définit comme 1.3.
Nous pouvons méme introduire une seconde Ondelette, différente de la premiére
et servant & la reconstitution. On aura que si ¥; et 1 sont telles que :

/ e ()] 1a(e)] < oo

alors, on sait prouver que, Vf, g € L%(R)

d
[ 5 [ u.e @50 = Comisio

avec Cy, .y = 27 [ |e]™" 1(€) a(e) de

Si Cy, w, # 0, on peut écrire la variante de 1.5 obtenue :

d
£ =iy [ [ avsun) ust (1.6

Remarquons que 1, et 1, peuvent étre trés différentes, elles ne sont méme pas
obligatoirement admissibles toutes les deux. On trouvera dans [6] une utilisation
intéressante de la liberté dans le choix de ces deux fonctions.

Intéressons-nous a présent a ’exécution de la Transformée en Ondelettes Conti-
nue & plusieurs dimensions. Il existe en fait plusieurs possibilités pour faire ceci.
Remarquons qu’il n’existe toujours qu’un seul paramétre d’échelle a mais que les
déplacements (qui ne sont pas seulement des translations) se font dans un espace
a deux dimensions au moins. Nous considérerons également que ¥ € L*(R") avec
> 1.

Ainsi, nous pouvons imposer que 1 posséde une symétrie sphérique. On traduit
cela par 'existence d’une fonction 7 telle que :

P(z) = 7(|z]) Vz e R

Il existe donc aussi une fonction 7 telle que :

P

P(z) = n(lz)

La condition d’admissibilité devient
n o dt 2
Cy = (n)" [ Fnw)? < oo

On généralise 1.5 par :

*d
o A T
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Il est également possible de choisir une fonction 1 qui ne soit pas de symétrie
sphérique. On peut alors introduire des rotations et des translations. Par exemple,

a deux dimensions :
—b
w“’b’e(m) = a1y (Rgl (3: , ))

avec a > 0,b € R? et ou Ry est une matrice de rotation, soit :

cos@ —sinf
Ry = (sinO cos 6 )

La condition d’admissibilité devient :
" s} dT 2 . ) "
Cy = {(2m) - dé |¢(rcosb,rsinf)|” < oo
0 0

et 1.5 se transforme en :

> * da 2m .
F=c; / —/ db/ d6 (Tf)(a, b, 0)y*
o @ Jre 0

Enfin, revenons un instant sur la Transformée de Fourier Fenétrée et faisons un
court paralléle entre celle-ci et la Transformée en Ondelettes Continue. En effet, la
Transformée de Fourier Fenétrée de f € L?(R) est définie par :

(Frf)w,t) = (f,9*)

ot gt (z) = e“*g(x —t)
et g(z) est une fonction de fenétrage

On voit immédiatement la similitude entre les Ondelettes et ¢**. D’ailleurs, de
la méme maniére que plus haut, on peut prouver que Vfi, fo € L*(R)

/ / dw dt (T ) (w, 1) T )@ ) = 2nllgllP(f, fo)

Ce que 'on traduira par

f = Crllgl) / / duw dt (T f) (w, )"

Ce qui nous donne une relation de reconstruction de f a partir de sa Transformée
de Fourier Fenétrée.

Les différences que nous avons déja mentionnées existent toujours : la largeur de
la fenétre est toujours fixée et ne change pas avec la fréquence. Cependant, il en est
une nouvelle, plus inattendue, qui est qu’il n’existe pas de condition d’admissibilité :
toute fonction g de L%(R) fait I'affaire! On choisi toutefois généralement g telle que
llgll = 1. L’absence de cette condition d’admissibilité n’est absolument pas triviale
et a déja fait 'objet de plusieurs études.
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Chapitre 2

L’Analyse multirésolution et
la Transformée en Ondelettes
Discréte

La rapidité de traitement des images par le cerveau humain reste un sujet d’éton-
nement & I’heure actuelle. En effet, nos neurones fonctionnent & des vitesses faibles
(~100 msec) et le cerveau peut, en quelques secondes, prendre des décisions sur base
d’images de plusieurs millions de points. Sachant que souvent les caractéristiques
saillantes d’une image apparaissent déja a faible résolution, on est tenté d’expliquer
cette efficacité par une forme de traitement multirésolution, hiérarchique, en quelques
couches. Le cerveau décomposerait I'image en plusieurs niveaux de résolutions qu’il
traiterait rapidement. Sur base de cette idée, plusieurs approches se sont construites
pour analyser les images. Elles ont donné naissance aux algorithmes pyramidaux
[30, 5]. En 1989, sur base des travaux de Meyer et Lemarié [26, 20, 31|, Stéphane
Mallat faisait le lien entre ces approches et les ondelettes pour donner naissance &
I’'analyse multirésolution [25]. Cet outil formidable a été trés vite raffiné et amélioré
pour constituer aujourd’hui I'algorithme de la Transformée en Ondelettes Discréte
qui est utilisé dans la plupart des applications informatiques de la Transformée en
Ondelettes.

Dans ce chapitre, j’ai choisi de suivre Mallat dans son article fondateur en y
insérant quelques-unes des améliorations ajoutées & son travail. Le lecteur intéressé
pourra trouver tous les renseignements possibles dans [25, 15] [6, chapitres 5 et 6],
[48, 8]. Encore une fois, toutes les notations et notions de base sont définies dans
I’annexe A.

2.1 Approximation Multiresolution dans L*(R)

Nous allons tenter de décrire les images dans une décomposition multirésolution.
En d’autres termes, nous allons approximer I'image & différentes résolutions : aux
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F1G. 2.1 — Une projection orthogonale.

résolutions basses, les "détails" de I'image correspondent & de "grandes" structures
et aux résolutions élevées, on peut observer des structures beaucoup plus petites.
Pour une suite de résolution (7;);¢z, les détails d’'une image a la résolution r; sont
définis comme la différence d’information entre I'approximation & la résolution r; et
'approximation & la résolution r;;;. Il parait logique d’analyser d’abord I'image a
basse résolution pour ensuite augmenter graduellement celle-ci. En régle générale,
'augmentation de résolution se fait par pas de deux, sous forme d’une progression
géométrique telle que 7; = 27. Les raisons de ce choix apparaitront plus tard.

Dans un premier temps, nous allons définir et étudier un opérateur qui transforme
un signal en une approximation & la résolution de 2/. Nous étudierons le cas & une
dimension pour I’étendre ensuite & deux dimensions.

Soit f(z) € L%(R) et Ay lopérateur qui approxime le signal & la résolution 27.
Mallat définit six propriétés fondamentales que doit respecter cet opérateur. Ces
propriétés sont les traductions des propriétés intuitives d’un tel opérateur.

1. Ay est une projection, c’est-a-dire que si on approxime une fonction & la
résolution 27 (Ay; f(z)), la réapproximation & la résolution 27 n’a aucun effet.
En d’autres termes : A, o Ayi = A,yj, ce qui est une caractéristique des
opérateurs de projection. On définira donc ’espace vectoriel Vo; C L%(R) tel
que Ay f(z) € Vyi. On peut alors interpréter V,; comme I'ensemble de toutes
les approximations possibles a la résolution de 27 des fonctions de L%(R).

Vg(x) € Vi, llg(z) — F(@)]| = |Agi f(z) — f()ll (2.1)

Soit Ay f(z) est la meilleure approximation de f(z) & la résolution 27, c’est-a-
dire qu’il n’existe pas d’approximation & la résolution 27 qui soit plus proche
de f(z) que Ay f(z). On traduira cette propriété par le fait qu’A,; f(z) est
une projection orthogonale sur V,; comme illustré a la figure 2.1 .
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Vi€Z: Vy CVyita (2.2)

Ceci est la traduction d’un principe de causalité : & partir d’'une approxima-
tion & haute résolution, je peux reconstituer une approximation a résolution
plus faible. Une approximation du signal & la résolution 2/*! contient toute
I'information pour constituer une approximation a la résolution 27.

VieZ - f(.’II) € Vy & f(QLL‘) € Vo (2.3)

Cette propriété traduit simplement le fait que chaque espace de fonction peut
étre dérivé d’un autre par une transformation d’échelle sur ses éléments.

. Ay f(z) peut étre caractérisé par 27 échantillons par unité de longeur. Lorsque
f(z) est translaté de k277 (k € Z), Ay; f(z) est translaté de la méme longeur et
caractérisé par le méme échantillonage translaté également. On traduira ceci
par :

a Caractérisation discréte :

3 un isomorphisme I entre V; et I*(Z) (2.4)
b Translation :
Vk € Z, A fi(z) = Arf(z — k) ol fi(z) = f(z — k) (2.5)
¢ Translation de I’échantillonnage :

I(A1f(z)) = (ti)icz © I(A1fi(2)) = (Qi-k)iez (2.6)
On étend ces propriétés aux espaces V,; grace a 2.3

. Approximer représente une perte d’information. Pour des résolutions tendant
vers +00, ’approximation tend vers le signal original et inversément, pour
des résolutions tendant vers —oo, ’approximation tend vers zéro, c’est-a-dire
aucune information.

On réécrit ceci par :

+o0
li g = 4 2 9
; _gnong] sz_Joo V,; est dense dans L*(R) (2.7)
+o0
et lim Vy = ) Vo = {0} (2.8)

j=—o0
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Mallat appelle tout ensemble d’espace vectoriel (Vy; ) jez satisfaisant les propriétés
2.2 - 2.8 une Approzimation Multirésolution de L?(R). L’ensemble des opérateurs
A,; satisfaisant 2.1 - 2.6 donnent les approximations des fonctions de L?(R) a la
résolution 27.

Donnons un exemple simple d’une telle approximation. Soit V; I’ensemble de
toutes les fonctions constantes sur tout intervalle |k, k+1] Vk € Z. Par 2.3, on sait que
Vy; est I’espace des fonctions constantes sur tout intervalle |k277, (k+1)277] Vk € Z.
2.2 est évidemment vérifiée dans ces conditions. L’isomorphisme I satisfaisant 2.4,
2.5 et 2.6 se définit en associant & f(x) € V; la série (o4 )rez avec « la valeur de f(z)
sur I'intervalle |k, k+1]. On peut prouver que I’ensemble des fonctions constantes par
intervalle est dense dans L?(R), donc, par extension, j:ioo Vi est également dense
dans L%(R). On peut voir facilement que ﬂ;"iw V,i = {0}. Donc, (Vy;)jez est une
approximation multirésolution de L?(R). Malheureusement, cette approximation,
bien que trés simple, est peu utile & cause de sa discontinuité.

Un premier théoréme important de ’analyse multirésolution est celui qui va
nous permettre de caractériser 'opérateur A,;. Pour ce faire, il faut trouver une
base orthonormale de V,; puisque A,; est une projection sur cet espace.

Théoréeme 1

Soit (Vai)jez une approximation multirésolution de L*(R). Il existe une fonction
unique ¢(z) € L2(R) telle que si on pose ¢y (z) = 27¢(2'z) Vj € Z (c’est-a-dire
que ¢y; () est une simple dilatation par 27 de ¢(z)), alors (\/5—_j¢2,- (z —277n))nez
est une base orthonormale de V,;.

La preuve de ce théoréme peut étre touvée dans [24].

Donc, pour une Approximation multirésolution, on peut batir une base orthonor-
male pour chaque ensemble V,; par dilatation d’une fonction ¢(z) d’un coefficient 27
et translation par pas de 277. Le coefficient v/2-7 est dd & la normalisation par rap-
port & L%(R). 1l est clair que les fonctions ¢(z) sont attachées & des Approximations
Multirésolutions données, des Approximations Multirésolutions différentes ont des
fonctions ¢(z) différentes. On nommera ¢(z) la fonction d’échelle (scaling function).
Pour I’exemple ci-dessus, ¢(z) est la fonction = 1 sur I'intervalle [0, 1] et nulle par-
tout ailleurs. Cette fonction n’est pas trés intéressante a cause de sa discontinuité.
Les applications pratiques demandent d’autres propriétés. Mallat donne un exemple
de fonction continuement différentiable et exponentiellement décroissante générant
une Approximation Multirésolution. Il s’agit de la fonction de Battle-Lemarié dont
la Transformée de Fourier montre qu’il s’agit d’un filtre passe-bas (figure 2.2 ). On
trouvera une description plus poussée de cette fonction dans ’annexe B.

A présent, nous pouvons exprimer l'effet de I'opérateur A;.

+o00

Vi(z) €LAR) :Anfla) = 279 S (f(u), dui(u—27n)) goi(x —27n)

n=-—0oo
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FIG. 2.2 — Un ezemple de fonction d’échelle ¢(z) et sa Transformée de Fourier ¢(z).

Ce qui exprime simplement la projection de f(z) sur la base définie par le théo-
reme 1. L’ensemble des coefficients qui caractérisent cette décomposition est notée
par Mallat A4, f avec

Af = ((f(w), ¢2i(u—2_j”)>)nez

et appellée approzimation discréte de f(x) a la résolution 27,
Réécrivons chacun des produits scalaires :

(f(), $ai(u—27Tn)) = [17 f(u)dai(u — 277n)du
= (f(u) * dy (—u))(—277n)
= (f(u) * $os (—u)) (277 (—n))

Comme n parcourt tout I’ensemble Z, on peut écrire :

AL f = ((f(u) * ¢oi (—))(277n)),

Comment interpréter cette formule? Rappelons qu’une convolution en temps
correspond & une multiplication en fréquence (cfr. annexe A). Donc, Agj f correspond
a la foncion f passée par un filtre passe-bas et échantillonné & la fréquence 27. Ceci
parait bien logique : en approximant la fonction, on perd les détails que constituent
les hautes fréquences. De plus, comme le fait trés justement remarquer Mallat, ¢(u)
nest pas un simple filtre passe-bas car la famille (V27 dy; (z — 2772)) ez forme une
base orthonormale de I’espace V,; ce qui constitue une propriété remarquable.
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2.2 Transformation Multirésolution

Ce paragraphe va décrire le remarquable algorithme proposé par Mallat pour
implémenter la Transformation Multirésolution.

Considérons un signal physique échantillonné. Pour des raisons de simplicité,
nous considérerons que ce signal posséde une résolution de 1, il constitue donc A4 f
(soit Agj f avec j = 0). Ceci parait logique : le systéme physique a approximé un
signal f avec une résolution de 1.

Nous savons par la propriété 3 que nous pouvons reconstruire toute approxima-
tion AZ f si j < 0: c’est cette opération que nous allons implémenter.

Soit (Vs )jez une Approximation Multirésolution de L?(R) et ¢(z) la fonction
d’échelle associée. On sait que Vn € Z, ¢o;(z —277n) € Vy; dont elle est un élément
d’une base orthonormale. Or, Vy; est inclus dans Vy;+:. Donc, on peut exprimer
¢2 (x — 277n) dans une base de Vy;+1, la base donnée par le théoréme 1, on écrit :

+oo
$oi(x —27n) = 27971 )" (hoi(u— 277n), dorr(u—277'k)).doina (z — 2777 k)

k=—00

Un rapide calcul va nous permettre de mettre en évidence une propriété remar-
quable du produit scalaire dans cette somme. En effet,

279" Y i (u — 279n), by (u—2777'k)) =
27971 [29¢(20u — n) 27H1 (27 u — k)du

Si on pose u' = 2(27u — n), on a dv’ = 2/*'du et du = 2777'du’ et donc u =
27771y — 2n).
En effectuant le changement de variable, on obtient :

oo — (k=) = (6rms(w), dlu— (b 2m)

Nous pouvons donc réécrire :

+0o

Boi(z — 277n) = D (o1 (), (u— (k —2n)))pw (z — 2777 'k)

k=—o00
En prenant le produit scalaire des deux membres avec f(u), on obtient :
+o00
(Fw), do(u—27n)) = 3 (gams(w), $(u— (k= 20))(f(w), B (z — 2778))
k=—o0

Soit H un filtre discret dont la réponse impulsionnelle serait donnée par

Vn € Z, h(n) = {(¢o-1(u), ¢(u —n))
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F1G. 2.3 — Les approzimations discrétes A.‘zi,» f pour 0 < j < 5. Chaque point correspond a un
produit scalaire (f(u), ¢oi (u — 277n)).

Soit H tel que h(n) = h(—n)
On peut réécrire I’équation précédente par :

+0o
(f(u), $oi(u—27n)) = Y h(2n—k) (f(u), $pirs(u—~27"k))

k=—00

On a donc :
(A% f)(n) = (Agsi f % h)(2n)

Ainsi, on peut obtenir A% f en convoluant A%, f avec H et en ne gardant qu’un
échantillon sur deux. On peut donc obtenir toutes les approximations A‘Z‘, fvje
Z, j < 0 en répétant cette opération autant de fois qu’il le faut & partir de AYf.
On appelle cela un algorithme pyramidal. La figure 2.3 , tirée de [25] illustre cette
procédure.

Il est un probléme qui se présente évidemment lorsque I'on veut effectuer les
calculs, qui est celui du nombre fini d’échantillons.

Ona Aff = (04 )ocign - Pour éviter les problémes avec frontiéres, on considérera
que A¢f est symétrique par rapport 4 i = 0 et i = N. C'est-a-dire :

o = 4 %n si—-N<n<0
" Q2N —n si N<n<2N

Alors que le théoréme 1 nous assure de I’existence d’une base orthonormale pour
une Approximation Multirésolution donnée, il ne nous donne aucune indication sur
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la fonction d’échelle ¢(z) dont les dilatations et translations forment cette base. A
la suite de Mallat, imposons deux conditions supplémentaires & ¢(z) pour pouvoir
proposer un théoréme quant & la caractérisation de la Transformée de Fourier de
cette fonction. On pose donc que ¢(z) doit étre continuement différentiable et que

6@ = 0@ et |42

ol O(z~?) & linfini

Nous sommes préts pour le théoréme 2.

Théoréme 2

Soit ¢(z), une fonction, d’échelle , soit H un filtre dont la réponse impulsionelle
est h(z) = (¢o-1(u), ¢(u — n)). Posons que H(w) ait la série de Fourier définie
par :

+00
H(w) = Z h(n)e~*"¢
n=—o0
Alors, H(w) satisfait les propriétés suivantes :

[H(0)] = 1 et h(n) = O(n?) a l'infini
[H(W)]” + [Hw +m)* = 1

Si on a de plus que
[H(w)| # 0 avec w € [0, g]

Alors,

est la Transformée de Fourier de ¢(z)

La preuve de ce théoréme peut se trouver dans [24] .

Les filtres satisfaisant les propriétés de ce théoréme ont été abondamment étudiés,
on les appelle filtres conjugés. Lorsqu’on connait un filtre conjugué, il est facile, a
présent, de calculer la fonction d’échelle grice & sa Transformée de Fourier donnée
par 2.9. 1l est clair que le choix de H(w) (et donc de h(n)) va influencer ¢(z). Si on
reprend I’exemple sus-cité, on peut montrer que :

H(w) = 72 cos(%)-)
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2.3.1 Calculer les détails du signal

Rappellons que les détails du signal & la résolution 2’ sont définis comme la
différence d’information entre les approximations de f(z) & la résolution 27! et 4 la
résolution 2. Ces approximations sont données par les projections de f(z) sur les
espaces vectoriels Vyi+1 et Vy; respectivement. Sachant que Vy; C Vy,+1, il est clair
que les détails du signal a la résolution 27 sont donnés par la projection de f(z) sur
le complément orthogonal de V,; dans Vy;+1. Posons @y, ce complément, on a que :

0, est orthogonal a Vy;
@21‘ @Vzi = V2i+1

Le théoréme suivant nous donne les moyens de trouver une base orthonormale
pour @,; de la méme maniére que le théoréme 1 nous permettait de trouver une
base orthonormale de V,;.

Théoréeme 3

Soit (Vyi)jez une Approximation Multirésolution de L?(R) et ¢(z) sa fonction
d’échelle dont H est le filtre conjugué.

Soit 1 (z) une fonction dont la Transformée de Fourier est donnée par :

bw) = GE)45)  avecG = e Hw+n)
Comme pour ¢(z), posons ¥y = 291)(27x). Alors, nous avons que
(V277 i (2 — 277n) ez
est une base orthonormale de @y et
(V277 b (2 = 277n))n ez

est une base orthonormale de L*(R).
On appelle ¥(z) une Ondelette orthogonale.

La preuve de ce théoréme peut étre trouvée, comme toutes les autres, dans [24].

Les conséquences de ce théoréme sont trés importantes. Il nous permet de construire
une base orthonormale de Oy & partir d’une Ondelette dont on connait la Transfor-
mée de Fourier. Cette base servira & exprimer les détails du signal et sera donc la
pierre d’angle de notre représentation. Si nous continuons sur notre exemple simple,
I’Ondelette 1(z) correspondante est 1’Ondelette de Haar, définie par

1 si0<z<}

PYz)=¢ -1 sig<z<1
0 sinon
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F1G. 2.4 — (a) Réponse implusionnelle du filire H associé a la fonction d’échelle de la figure 2.2
(b) H(w) pour ce filtre.

En effet,
h(n) = (¢2-1(u), ¢p(u—n))
= fj:; ¢o-1(u)p(u — n)du
= %fo d(u —n)du
Donc seuls deux termes seront non nuls : A(0) = h(l) = %

Hw) = 3+ e_;u = %(1 + cosw — isinw)
= 5(2cos® ¥ — 2isin ¥ cos ¥)
= co8 ¥(cos ¥ — isin &)

W
= COS ‘—;-e"z

Toujours dans ’annexe B, on trouvera la suite de la description de la fonction
de Battle-Lemarié dont la figure 2.4 nous donne le filtre H.

2.3 Représentation en ondelettes

Nous arrivons au coeur de la théorie. Notre but est de construire une représen-
tation multirésolution basée sur les différences d’information qui existent entre deux
approximations successives aux résolutions 27 et 2/*!. Nous allons montrer que cette
représentation peut étre calculée a partir d’'une base orthonormale d’Ondelettes.

29




W(x) y(w)

1 -

1 -
0.8 |

0.5
06 |,
o 0.4 |
05 L 0.2 [
.0

<1 1 L 1 ‘o 1 LS TR
-5 0o 5 x 7T 02w 0 T 2m 10N @

FIG. 2.5 — Ondelette de Battle-Lemarié et sa Transformée de Fourier. On constate qu’il s’agit
d’un filtre passe-bande.

Comme la fonction d’échelle, cette Ondelette n’est pas continue. La figure 2.5
donne I’Ondelette de Battle-Lemarié, dont nous avons déja vu ¢(z) et H(w). On
constate que cette ondelette se comporte comme un filtre passe-bande entre [—27, 7]
et [, 2m].

Nous sommes ici au coeur du probléme : la construction d’Ondelettes utilisables
en pratique. En effet, la méthode est la suivante : construire un filtre H(w) satisfai-
sant les conditions du théoréme 2 permet de déduire ¢(z), la fonction d’échelle. A
partir de ces deux constructions, on peut, par le théoréme 3, calculer 1(z). Les qua-
lités de ¢