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Considérons le pr oblème de programmation non li

néaïre : 

min f (x) 

g(x) ~o 

où f : Rn➔ R , g : Rn-.:> Rm 

qui consiste à trouver un point x tel que g (x) ~ O et 

f(x) ~ f(x) pour tout X satisfaisant g(x) ~ Ü. 

Pour résoudre ce problème , on connaît bien la 

méthode de pénalisation quadratique[ 6 ], qui consiste 

à minimiser la fonction de pénalisation: 

m 

f(x) + ~ tÀk ,,-max ( O , g. (x) ) ] 2 
i=l 2 U , 1 

pour une sui te de nombres ¾ strictement positifs et 

tendant vers l'infini . 

Cette méthode présente . un inconvénient : lorsque 

d k prend des valeurs très grandes, la matrice Hessien

ne de la fonction de pénalisation devient mal condition-

née et il devient de p lus en plus difficile de la minimiser. 

Pour éviter cette difficulté , Rockafellar (15] 

en 1970 d 'une part et Powell et Hestenes [14 1 7) en 1969 

d'autre part ont proposé une autre méthode que nous 

nous proposons d'étud i er dans une première partie. Cett& 

méthode est appelée mé thode des multiplicateurs mais elle 
j 

est connue aussi sou s le nom de méthode du Lagrangien aug

menté ou méthode du l agrangien pénalisé (nous.verrons pour

quoi quand nous la dé c rirons.)L'exposé de cette première 

partie est basé sur un article de P.Bertsekas t11 
Ensuite , dans l a deuxième partie , nous verrons corn-
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ment cette méthode va donner lieu à une méthode pour 

résoudre certains probl èmes non différentiables , dest-à

dire des problèmes où la fonction f(.) du problème ci- , 

dessus est non-dif f éréntiable. L'exposé de cette seconde 

partie sera également basé sur un article de P. Bertsekas [.l] 

Enfin, dans la troisième partie , nous montrerons 

comment nous a vons impl émenté la méthode des multipli

cateurs et nous donnerons quelques résultats. 



PREMI ERE PARTIE 

LA METHODE DES MULTIPLICATEURS -------------------- ·---------
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Introduction 

a . Des cri yi tion_de_l2 _rr.éthod e_et _:nrésentation _à. e_l ' anal yse 

Nous allons étu a ie r dans cette première ps.rtie une 
I 

méthode numérique pou r résoudre le :problème suiva nt de 

minimis8.tion avec contr8 intes 

où 

minimiser 

sous contr aintes 

f (x ) 

h. (x ) = 0 
l 

(1 ) 
i =l , ... , m 

n f: R _, R et h . : Rn - R • sorlt des f{onctions données. 
l 

Six est une solution optimale pour ce problème 

et y = Cv1 , ... , ym) le ve cteur optima.l des mul t ipl i ca 

teurs a_e Lagr ang e 2,ssocié , alor s le l s.grang i en du pro

bl ème : 

m . 
L0 (x , y ) = f (x ) + f=1yl h i (x) 

sat isfait au point (x,y )' les conditions néces sai r es 

d 'optimalité de Kühn- Tucke r , et en particulier : 

m 
'y ~ - i (-) '1 L 0 ( x , y ) :== f (x) + i=l y V hi x = 0 (2) 

où le symbole V indique que dans le gr adient, oh dérive 

pa r rapport à x. (Pour le détail, voir par exemple 

C 6 J , F i 8 . c c o et m c c o r m i c k ( 19 6 8 ) ) . 

Mais malheureusement x n ' est pas t oujours un mi 
nimum de L(.,y) sur Rn et · d ' ailleur s, on ne -conna ît 

ps,s - y . 
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En ef f et , on a i mer a it bien r am ener c e p r obl ème 

a v e c c ont r a inte s à un p r obl ème s a ns c ontr ainte s pour 

l e que l on c onna ît beouc oup d e méthod e s ef f i cien t e s a e , 

mini n:i s a t i on. (V oi r pa r ex emple (91 , Mu r ray (1 972)). 

Une i a ée cons i s t e è. minimise r par r apport à x G Rn, 

l a. fonc t i on 

m m 

f( x ) + [ 1 y i hi (x ) + ~k f 1 [hi ( x ~ 
2 

p our une suite d e vec t eurs yk = (yt, ... ,y~ ) et une 

suite de scalaires ick }· Cette méthode est souvent 

connue s ous le nom de méthode d es multiplica teurs. 

La fonc tion (3) u eu t être interprétée comme une 

fonction l agr ang ienne- ~(x) + ~l yki h. (x] à laquelle 
, . l - . . • l ~ m 2J 

on a a jou té u n terme d e p enal1sa 1:;i °.n [ c{2 ~l [}..i ( x D - . 

C'est l a r a ison pour le.quelle on l' a ppelle " l agr B.n g ien 

a u gmenté" . 

On a propos é p lusi eurs man ières d' a juster l es s ca 

l a ires ck : l'une d 'el les cons fs te à f a ire croître ck 

jusqu' à l'infini d 'une manière b ien dét erminée, pa r 

exemple en p osant 

où r>l 

Un e autre p os s ibi lité est de garder c k fixé a p rès 

un ce r t a in i n d ice. 

Apr ès cha que min i misa tion s a n s contr a intes , donnant 

le poin t d e mi nimum xk , le vecteu r Y1c es t aJu s't é par 

l'it ér ation sui vante 

i =l, ... , m (4 ) 

à c ona.i t i on que 
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d onné a.rbi tr2.ire ; 

t , i i d , . t 1 . ème t t. e ou yk, yk+l esignen al composa n e respec i-

vernent de yk , yk+l. 

Nous montrerons l a c onv e r g en ce de cette itération 

vers y, le multiplica teur opti□al de Lag r a n g e du pro

blème ( 1). 

g~~gg~~ 

Si pour le lagrangien augmenté 

m _m. 
·Li )_ ·· 

L(x,yk , ck) = f(x) + i =l yk hi (x) + i=l1hi (x)] 2 (5) 

après chaque minimisat ion sans contrainte par rapport à 

x, au lieu de mettre à. jour les yt par l'itération (4), 
i on garde yk = 0 pour t out k et i=l, • ... ,m : et que .la 

suite de scalaires \çk\tend· vers l'infini, on retombe 

sur la méthode de péna lisation quadratique qui consiste 

à minimiser la fonction 

m 

f(x) f1 • [hi (x)J -
2 (6) 

pour une suite non bo r née de scalaires \cik\· 

Cette remarque nous servira dans la suite pour 

compare r les résultats de convergence de deux méthodes 

celle des mul tiplica.teurs que nous étudierons plus en 

détail et celle de pénalisation quadratique. 

En effet, l' a naly se que nous allons faire sera 

celle d 'une méthod e p l us générale appelée méthode de 

pénalisation généra li s ée ; la méthode des multiplica 

teurs et l a méth ode d e pénalisa ti on quadrati que en se

ront des c a s particul i eis. La méthode d e p énalisation 

g énéra lisée cons iste en u n e mlhimisation du lagrangien 

augmenté p our une suit e de scala ires lck ~ et une suite 
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de vecteurs yk à laquelle on i mpose uni quement d'être 

inclue da ns S , un ensemble borné donné, arb itraire. 

• On pourra déduire les résu ltats des deux méthodes 

qui n ous intéressent en :9renant les cas pa.rticulier s : 

1) pour_la_méthode_des multiplicateur s 

i=l, ... ,m 

à c ondit ion que 

sinon 

2) Eour_la méthode_de_Eénalisatio~ 

quadr atique 

= 0 pour tout k 

clc tend vers l'infini quand k _tend vers 

l' infini 

L'ana lyse que nous a llons faire corn-portera quatre 

parties : 

A. Sous des hy_othèses que nous spécifierons dans 

la suite, nous montrerons que pour la méthode de péna.

lisation g énéra le décrite ci-dessus: 

il existe des sc81Bires c'II- et M positifs tels que 

p our tout c k plus g r2.n d que c~ et yk appartenant à S : 
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(7) 

( 8) 

o~ i , y sont respectiv ement l a so1u tion optimale et 1~ 

vecteur op timal de s mul tiplicateurs de La.grang e pour 

l e problème (1) , 

o~ x~ est un point minimi sant loca.lement le l agrang ien 

8.u gmenté ( 5) dans un vo isinage de x , 

y 1 , 1 est donné en te r1 es d e c k , yk et c 1 par l ' itéra tion ( 4 ) . 
K-r .-C 

Ce résultat montre que . dans l a. méthode des multi-

plicateurs la suite \\\ Yk - y l\\ conve :cge a u moins liné

a i rement si c 1 est borné sunér ieureBent et Qeunerliné-... c ... .J,. 

2irement si ck tend v e rs l ' infini . ( Pour les renseigne -

ments concern2nt l a. v i t e s s e de convergence, v oir pe.r 

exemple [11) Orthega. et Rhejro oldt ( 197 0) ) . P2.r contre , 

avec la méthode de pénalisation ··quadratique ( yk = 0 ) , 

l a vitesse de convergence est bea ucoup moins favor2.ble . 

B. Au point d e vue c a.lcul , il est intéressa.nt 

de ne f a ire la mi nimi ation a.u l a.g r a ng ien a u gmenté seu

lement qu ' approxima t i v ement , en a.u fÇI7'.ent2nt la récision 

ae l ' a~proxima.tion à chaque étap e . 

C ' est ce que nous c onsidérerons é galement et n0us 

obt i endrons des e s timations similaires à (J ) et ( ·~ 

p our deux critères d ' a rrêts différents~ 

C . Nous u tiliserons ces r ésulta t s pour cons -

truire une théorie de l a dua l i té gl obB.le dans 1 ' e snri t 

de cell e n r 0n o s é e n a r Rockafella r . 
.1. - .;.. 

·Nous montrerons 31 e la f onctionnelle duale est 
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continuement d ifférentiable et eue s a v a l eur, ains i que 

son ~radient peuvent @t re c ~lculés n a r une minimisa tion 

san s c ont rainte au l e. -rangien augmenté ( 5). 

n . Le p r obl ème (1) ne corn-aorte que des contra.in-

te s d ' égalité . 

L ' a n a lyse cependant s ' appliqu e r a dans son entièreté 

aux c ontrainte s d 'inégalité puisque celles- c i p euvent 

être c onve r tie s en c ont r a intes d ' égalité e ~ utilisant 

des var ia ble s d ' écart. 

b. Les _hYTJ othèses _-pour_ lesouelles _l ' anal yse _est _ v 2.l2ble 

où. 

Considérons le probl ème de pro r a~mation non linéair 

r:ünimi er f(x ) 

sous contra intes : 

f , h. 
l 

n : R -,. R 

h .( x)=O 
l 

• 1 l= _ , ... , m 

i=l , . . . , m 

Soit x une so l u t i on optimale du problème ( 9). 

(9 ) 

On f ait les hypothès s suivantes concerna nt f et h i' 

sur une boule ouverte B (x, E. ) : 

(A) : Le · point x, a vec son vecteur y d es multi

plicateurs d e Lagr ange , s a tisfa it le s c on ditions ~1f

fise.n tes a e second ora.re pour que x soit un minimu...,1:1. 

local , c ' est - ~ - dire : 

(Al }: Les fonctions f , h . i=l, ... ,m . l 

sont deux fois c ontinuemen t d ifférentia bles dans 

la boule B(i, E) .. 
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( A2) : Les gradie:.1.t s V hi(x) , i=l, ... , m 

sont linéa irement in~ép ena ents et il existe un 

vecteur uni ue d e s r.mlti:1licat eurs de La.gr anee 
- ( - 1 - m) y = y , ... , y tel que 

m 

'v f ( x) + f-1 Yi \{ hi ( x) = 0 

( Jl.3) : La mat rice Hessienne du l B.g rang ien 

L0 (x , y ) au ~oint (x ,y ) 

est définie positive sur 1~ pl a n tang ent carres- . 

pond 8 n t aux c~ntr2 intes , c ' est - ~- dire : 

2. 
w I V Lo (x ' y) 1/V 7 0 

n pour tout w G R tel que w -=/= o , w '~ h.(x)=O, 
l 

i=l , ... , m . 

( ) "e.f _,.2; t 1 • h • + B : Les matrices Hessiennes v , v ni son 1psc .. 1. .,z 

continues ?:!. l ' intérieur d ' une b oule ouverte B ( x,E..) , 

c ' est - à - dire qu ' il existe un K > 0 tel que 

pour tout x , x ' E. B ( x, f.. ) 

et 

K \\ x - x ' \\ 

où_ Il . 1\ dés igne la no me Euclidienne hs.bi tuelle . 
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c . L ' algorithme de la méthode de u énalisation g énéralisée ------------------------------· -----------------------

s ·0i t S un sous - ense:._ble borné 8 r b i trP. ire de Rm . 

Co nsid é r ons un s ca l a ire c ""7 0 et un vect eur Y. f;. S et 

le l a.g r 8n g ien augmenté 

L( x , y ,c) = f(x) + y 'h(x) + c/2 JI h( x )_ll
2 (10) 

où h ' ( x) = (h1 ( x ), ... ,hm(x)) , (" 'Il désigne la transpo

sition.) 

Pas 1 

P2.s 2 

Considérons l' a l g orithme suivant 

étant donné ck 'l' 0 , yk ~ S , 

trouver un point xk minimisant ( peut - être appro

ximativement) l a foncti on L(. ,Yk,c k ) définie 

par ( 10). 

déterniner c k+l7 0, yk+l~ Sen fon8tion d e 

xk ,Yk,ck suivant une ce r t a ine procédure. 

Retourner au pas 1. 

d . Inter:erétati on_de _l ' a l g orithme 

Il est facile de vérifier que pour tout x apparte~ 

n ,-int 'a_. Rn , - nous avons : 

En effet 

m 

L ( x , y k , c k ) = f ( X) + i~ l y! hi ( X ) + 
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= f ( x) + } ( ~k f1 y t hi ( x) + ~ ~1 [ hi ( x )] 2 + 

m 

= f ( x) + ck Z7 ( ·.1 h. ( x ) + '/1_ Yfc ) 2 -
2 l= - \J2 l ck -

[ ck [ h. ( x )1 2 
+ i=l 4 i J 

m 
~ ( i) 2 c·k Il hl. ( x) li 2 

~ f(x) - l i=l yk + 4 
ck 

Ainsi , l orsque ck tend ve r s l'infini , t(x,yk,ck) 

tend vers l'infini _, pour t outes les suites {Yk } incluses 

da ns Set t ous les ve c teurs non 2dmissibles x. 

On peut d onc imaginer une mêthode qui consisterait 

~ minimiser l( ■ .. , Yk , ck) pour une suite de scalaires \ck \' 

ck tend a nt vers l'infin i et une suite de ve c teurs !Yk l' 

yk appa r tenant à S . On espère ainsi obtenir un p oint 

admissible ( c a r s'il éte it no n- admissible, à l a. limite 

L (x,yk , ck) tendrait ve r s l'infini) qui minimise f( x) . 
Une ques ti on très intéressante également, est de 

déterminer des méthodes e v a ntag eus es pour ajuster yk, 

de f aç on à a vo i r une c onvergence plus r apide . 

Dans le cha~itre I , on verra qu 'il v eut mieux cho isir -

le vect eur y k aussi proche que pos s ible du vecteur optima l 

d e s multi -plic a teurs de L8gr an g e y . On montrera. que si 

x(y,c) minimise 1( .,y , c) alors le vecteur 

y= y+ c h [ x ( y ,cTI (11) 
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est une approximation du multiplic 2teur de Lagrange y 
da.ns le sens que 

-lim y = y 
C -> c,o 

Donc on -p eut pa r ticulariser le pas 2 de l ' algorithme 

en employant p our Bjus te r 

minimisa ti on donnant xk , 
C'e s t celle utilisée dans 

le s vecteurs Y1r , a _r ès une .• . 

l'i térati o:'.1 ci- ~essus (ll). 

la méthode des mul~iplicateurs. 

En plus on montrera que cett e itération è on,."le u...."1.e 

vitesse de c onvergence plus r 2pide GUe celle è e la □éthode 

de péna lisa t ion ordineire et que pour au'elle converge 

vers le multiplica teur y , il n'est n2 s nécessai re que 

ck tende vers l'infini ce qu i est égale~en~ un a vantag e 

car on sai t q_ue pour la méthode de pénalis.a,:;i.'.>n quad.r a 

tioue, on a l ' insta bilit é numé;r-i oue l orsc e c, te::id vers 

l'infini ( voir p8r exe~ple pour ce la [a] ~ o~ a (1970)) . 
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CHAPI'rRE I 

LA CONVEqGENCE DE L ' ~LGORITHhlE 

A. Proposition 1 

Il e x iste un scela ire c~)O tel que pour tout c ;;, c*1 
et t out y E. S , le lagr angien augmenté 

m m . 
> i c . L [ Q 2 c12 L(x , y , c) = f ( x ) + .-

1 
v • h. (x) + -

2 
·1 . 

1 
h. ( x ) 

- l = " l • : l= l 

a un point unique de minimum x ( y , c) par r apport à x 

dans une boule centrée en i. 
En outre , il exis t e un scala ire M1 -;, 0 , t el que . 

Il x ( Y , c ) - x JI ~ M 1 Il Y - Y li ( 13) 

et C - -

Il y ( y , c) - YI!~ jVi Il y - vil 
1 C 

( 14) 

t out 11- et t ou t y e s pour c > c1 
et oü le vecteur ,.., ( ) m . y y, C G R e s,:; donné par 

y(y,c) =y+ c h[x( y ,c }] (15) 

B. Inte rnr~t a tion de l a nronosition 1 

a ) Résultats_ ev _-po i nt _ de _ vue_ èe _l ' 8 justement 

~~~- l k 

1 ) métho de de pénalisa ti on qu adrati que 

( yk = 0 p ou r t out k e t en supposa.nt donc que · 0 E S ) 
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La proposition donn e le s estimations suiv antes : 

On a do nc la converg ence si ck tend vers l ' infini 
,.) 

et le s suites x ( O,ck) , y (O,ck) tenaent r espectivement 

vers x et y. 

2 ) méthode des multiplicateurs 

Le _vecteur est ajusté pa r l'itéra tion : 

c ette itérat ion est celle de la proposition ( voir 

(15)). 
D ' ap~ès celle - ci, 1 2 convergence e s t plus rapide puis 

au'on obtient les estimati ons suivantes 

Remar que 

Pour gua r antir que la suite yk reste b ornée, on 

effectuera l' • ajusternent u niQuement si 

Sinon 
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c'e s t - à - dire que yk e s t inchangé . 

b) Résu.l t 8ts _ 2u_:9oint a e _vu e_ a.e _ l ' é3 just~ment 

de s sc 2 l aj_res c 1 -- - ------- --- K 

1) méthod e de pén a lisat ion qu2d r a tique 

Com:ne on l' a déj à s igna l é plus h aut , pour a v oir 

l a conve r g ence , ck doit tendre vers l'infini. 

2) méthode des multiplicat eurs 

~ si c k tend vers l'infini 

lim 
k -o"' 

c ' est - à - dire que l a sui te f y 1,cJ converge vers y 

Q-sup erlinéa irement ( vo ir Orthega _et Rheinboldt (1970)). 

~ si c k tend vers c · , un scala ire fini ( où c est 
li-a s s ez grand pour assurer que c > M

1 
, c > c1 et que 

Y1c + c h(xkJ € à une coule ouverte centrée en y et 

contenue da ns s ) . 

lim Il yk+l - Y/1 L 
Ml 

sup --
k-.:, 1/Yk - Yfl C 

00 

c'est à - d i r e eue l e. suite f yk ! conve rge vers ;l au 

mJ ins linéa i:mnent avec u n c •Jeffici ent d e converg ence 

inversément urouortionnel à c. 
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c) Conclus ion : le 2v 2ntaue s a e lr m~thod e des 

mul tinlica.teur s ----- ·- ---- -----

1) Convergenc e g lobale 

La méth0de des mul tipli cateurs c onverge à. partir 

d 'un point de dépa rt arbitra ire à l 'intérieur d ' un en

s emble S borné pour vu e:.ue ck soit suffisamment g rand . 

2) c i_.. n' a pas besoin de cro ître jusqu'à ..... . ....................... . .. ........ 
l 'infini : on peut ains i éviter les problèmes d 'insta-
. . . . . . . . c.' e.s t le. eo.s · · · 
bi l i té numérioue commeYd 2ns l a méthode de p éne.lisa t ion 

quadr atique. 

3) la vit esse d e convergence est plus 

r 2pide q1e cel le de l a mét hod e de pénalisation . ouedr a ti

q_ue ordinai r e . 

Bxe::-nnle 

Si s >l 

. pour la méthode d e p énalisa tion, on a que 

- k s 

. p ou r la méthode a es mul tiplica.teu r s , a vec y O = 0 : 

Le r a p~ort des deux membres de dro ite des inég a lités 

ci-de s sus es t : 



I ' 

M
1 

\1 y\\ s-k k-1 
rr 

i=O 

i 
s 

Ml 
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Lorsque k tend vers l'infini, ce rapport tend vers 

l'infini également, d'où l'avantage évident de la méthode 

des multiplicateurs. 

d) Remaraue 

Pour éviter de créer des impressions fausses, il 

faut s ouligner que la propriété de convergence globale 

de la méthode des mul t iplicateurs dépend de ia méthode 

employée p our la minimisation sans contrainte de L(.,yk,ck). 

En effet, une méthode particulière employée pour 

la minimisation sans c ont rainte du l a grang ien augmenté 

génère une suite de p oints x(yk,ck ) qui sont des minima 

locaux de L(.,yk,ck) , proches dei. Mais L(.,yk,ck) 

peut avoir d'autres p o ints de minimum local vers lesquels

la méthode de minimisa tion sans contrainte peut être atti

rée et , à moins qu'après un certain indice la méthode 

de minimisa tion sans c ontrainte reste dans le voisinage 

du même point de minimum local du probl ème (9) , notre 

analyse de la convergence n'est pas valide et il n'y 

a pa s de r a ison de croire que la méthode des multipli

c a teurs soit meilleure ou pire que la méthode de pénali

sation qua dratique. 

Soulignons cependant qu'en pratique, on utilise sou-
• t d 1 kème • • • t· vent le de r nier poin x 1 e a minimisa ion comme 

K ' 
point de départ de l a (k+l)eme minimisation et que cela 

contribue beaucoup à pro duire des suites\xk1qui sont 

proches du même point de 'minimum local du problème (9). 
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C . . Démonstration de la proposition 1 

La démonstration se fait en deux étapes : d'abord 

nous démontrons la pr6position sous l'hypothèse supplé

mentaire 

( C) : La matrice hessienne de la fonction Jagrangienne 

ordinaire : 

est une mat rice défin i e positive ( c'est-à-dire qu'on 

a la convexité locale stricte). 

Après on étendra la démonstration au c a s général. 

Première partie 

On suppose donc que l'hypothèse (C) a lieu; 

pour tout X éB(x, f.) e t pour y fixé E: S . C 7 0, 

c onsidérons les variables auxiliàires : 

-p = X X 

q =y+ c h(x ) - y 

Voici l'idée générale de la démonstration dans le cas 

où. l'hypothèse (C) a lieu: 

pour c .., 0 et y€. S donnés , nous cherchons donc un point 

x (y,c) qui est un minimum de L_(. ,y,c). 
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l) ovr ce :a o i nt x ( y ,c) , on aura àonc eue 

VL( x ( y ,c ),y , c ) ~ J 

:;:;;n rem11l a çant à.ans V L ( x , y , c) , v' f ( x ) e t V h i ( x ) , i=l, ... , m 

par leur développ enent ~rrêté a u Dremie r ordre 1 on obtien-
~ t ' ... t ./' _t.... • ara un sys s rne a equ a~ions en p e ~ q . 

On démont re r a ensu i te en utilisant a.eux lemmes d e 

Po l yak [13] , que ce systèrr:e a u n e solu,ti on unique satis

f8- isant une certaine pro:9riété éi. e laquelle nous pourrons 

déduire le s estimations (13) et (14 ). 
Enfin, 04 montrera que cette solution e s t bien un 

mi n i mum lo c s.l du lagrangien au gmenté en vé r ifiant que 

s a m2.trice Hess ienne est déf inie positive . 

P our tout x _E B(x,E. ) nous avons : 

(17) 

01,1. .1.. i r
1 

e 1, r 
2 

sont des fonctions de p -~ valeurs dans Rn 

vérifiant : 

t. 
En effet r 1 ( :çi) = fil f ( x ) - y' f (x) 1 - \T f (x)p donc r 1 ( 0 )=0 

i ?. -
et '\] r 1 ( r) ) = 'v f ( x ) + O -'l f ( x ) 
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i d em pour v7 r~ ( p ) i=l , .. . , m 

Par l ' hypo t h~s e (3 ) ( condition de Lipsc h i t z) , nou s 

a v ons que p ou r tou t p tel qu e 11 p 11<f: 

li V r 1 ( P ) li. ~ K Il P Il 

Il v' r~ ( P ) 1/ .f K Il P Il i=l, • • • , m 

Consià. érons maint enan t le l agrangien au gmenté 

L( x , y ,c ) . En d érivant on a : 

m m 

( 20 ) 

( 21 ) 

V L b :: , y , c ) = '1 f ( x ) + E 1 YiV'.a.i ( x ) + c i~ l h i ( x ) y' hi ( x ) 

m 

= V f ( x ) + &1 ( Yi + c h i ( x ) ) 'y h i ( x ) 

(16) , (17) et (18 ) d onnent 

. • t. 
\/ L (x , y , c) = '1 f (x) + '\} f(x ) p + r 1 ( :9 ) + 

m 

+ f 1 ( q i + y i) ('\7 h i (x) +'v1h i ( S:: ) p + r~ ( p )) 

rn. 

= 'i:/-f (x) p + i;l ( q i + 

+'v f (x) + r 1 ( p ) + 

so it 

'\/ L ( x , y ,c ) 

oü 'V h ( x ) e st l a :matri ce n xm dont l es c ol onnes sont le s 

V h i ( x) , i = l , ... , m. 

On peu t év i de::irnent mettre L ( x , y , c) s ous l a fo:rme : 



25 

( 22) 

où r
3

( p ,q)6 Rn est le v e ct eur d é Î ini pa r 

m m 

r3 ( p , q_ ) = ri ( p) + f1 ( q_ i+ yi) r;( p ) + E1 q i ~lhi ( x)p ( 23) 

Nous a vons égalemen t que (16) i mplique : 

,, ' 
ou, ce qui revient au rn eme 

( 24) 

où l a fonction r
1
f : B ( O ,é) ➔ Rm vérifie 

r
4

{ o ) = 0 
( 25 ) 

V r! ( p) =:: V hi ( x) - 'v h'i ( x) i=l, ... , m 

Utilisons à nouveau l' h yp othèse ( B ) - cond ition de Lip 

s chitz~-, p ou r obtenir : 

où x ' est un p oint interrt!é 

d i a i r e ent re x et~ 

1. 

f. ( K • E ' + li V h i (X) Il ) --- IIP Il ( 26 ) 
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Combinons ma i ntena n t ( 22 ) et (23): en eff et, n ou.r ., 

qu 'un :9oint x E B ( x, E. ) satisfasse 

'v L ( x , y,c) = 0 

il e s t é quiva lent que le point correspon da n ts= (p ',q')', 
donné par (16) r é solve les é quations suivantes : 

1 .• . 1 -
Vh(x)' p - ë q = ë (y - y) - r 4 (p) 

ou sous fo r me plus compa cte 

As= t + r(s ) 

où on a utilisé les no tations s u ivantes 

où I = matri ce i dentit é m x m 

r,:aintenant, voyons qu e 

(

- r 3 ( P ' q)) 
r(s)= 

-r ( u) 4 ·- . 

p our r ( s) 
' 

on 

(27) 

8. des 
, .L. , 

eu e s 2.na.logues à c elle s ootel':11eS pour rl (. :pJ , r2 ( p) 

l) ( 1 9), ( 23) , ( 24 ) et ( 16) donnent 

r ( O) =O 

( 28) 

pro:pri-

et r4 (p) 

( 29) 
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En effet 

r
4

(o) = 0 

m m. 

r3 ( 0 , 0 ) = rl(O) + i~l ( 0 + yi) r;(p) . +i~l O. Yl1i(x)O=O . 

2) En outre, p our uns co r re spondant à un - -
x E.. B(x,t), ( 20),(21), ( 23 ),(26) et (28 ) dorn-1ent , 

:- iJY·ès c a lculs : 

ll'vr( s )II f:.qllsll 

où J. > 0 est u ne constante ne dép end a n t q_ue . d e t., . 

En effet : 

Il 'v r ( s ) Il 2 = Il V r 3 ( P ' q ) \l 2 
+ 11 V r 4 ( P ) \\ 

2 

L\1Vr3,(p,q) \l2 + ( K~=--IIVlhi(:x)\\)2_ IIP112 

1(30) 

~11vr3 ( p , q) \l 2+J 2 11s1\2 (31) 

où. f-, 2 
= ( Kt.+ llihi (x) Il ) 2 ne d épend que de E.. 

· 11 s 11 2 =UPn2
+11 q ll

2 

Il reste. à c a lculer Vr 
3 

( p , q) _ et à ma jorer l a norme · : 

_ V r
3 

( :9 , q ) 

m m 

( z i -i) ic ) L i z. (-) ) . y1rl p )+ i =l(q +Y 'yr2 p +i=lq \j hi_x _ 

=( [(r~( p ) ,' .. . r;(p)) +(Vt1 (X) p ; · .. ~fhm( X) p )r . ~ 
m m 

11vr3 ( p ,q) 112~ I\Vrl (p)_ ·+ :E1 . (qi+yi) r;J r~(p ) + ir;l qi •/hi (x)\j 2~ 

11 J_' ;( ) z. , (-) m( l (- \\ 2 + 1 r 2 p + V n1 x p . . . .. r 2 p ) + V hm x) p 



r11a jorons d ' abord le premier terme du membre de droite 

de l 'inégalité ci-dessus : 

m m 

( ) L ( i - i ) i ( ) L i l ( - ) Il 11v1r1 p + i=l q + y 'yr2 p + i=l q v7 hi X 

m m 

28 

LII Vr1 ( p) \I + {~i I qi 1-IIVr~(p)jj + f 1 1 Y1
l •ll 9r~c p)ll + 

m 

+ [-1 1 q
1

~ Il v~i <x) II 
m m 

L K Ii p Il + f1 1 qil-K IIPII + f1 1 yi\ K l! Pll + 
m 

+ f 1 Il q Îi ·11 V \ii ( x) li 

- m 

L K l~ Pll + cil q ll-K-\1 Pl!+ c ll~rll ·_K· JIPI/+ ll _qll I.;_11'7~i(x)II 
<~ • 

où C est la constante i ntervenant- dans l'inégalité ex-• 
primant l ' éqciivalence des no rmes : 

lx1 1 + _1x2 1 + •.• _+j xn l.fC 1/ x ll ' X 4i Rn 

m 

f K ll sll + CKII sll + C Il YII K 11 s11 + 11s11 l1ll_\l11i(x)II 
m 

s ( K + cK + c Il Y II K + f 1llv12.h1 (x)II ) Ils 11 

~ o lts 11 

rn 

où r = K + cK + c Il Y Il rc + f 1 Il ,/hi (x) Il 

et o ne d ép end que è.e é. . 

(32) è.onne a lors: 
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t 2 1 t 
b o li s li + li ( r 

2 
( p ) + Y h 1 ( x ) p 

r~ ( p ) + y/~ hm ( x) p ) Il 2 ( 3 3 ) 

s r, • • ' t i•,:8 Jorons ma.ini;enan le se cond terme ~u membre 

d e l ' inégalité ci - dessus : 

et on a que : 

où fa est d éÏini ,l pl us h2.ut . 

(33) et (3 4) donnent : 

m 

li V r 3 ( p ' q) Il 
2 ~ '( 2

11 s11 2 
+ t 1 /ô 2 11 s 11

2 

2 2 2 
f < 1 + ro f' ) 11 sll • 

On obt ient f i nalement : 

11 v' r ( s ) 11 
2 ~ ( y- + m p

2 
) 11 s 11 

2 + /' 2 
11 s li 2 

f cJ. 2 11 s11 2 

de dro ite 

(3 4 ) 

où. ~ = V'! 2 + ( IT,+l) f>
2 ? 0 et n e -<iépend que d e E:: . 
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Maintenant , on va démontrer que (27) a une solution 

unique à, l'intérieur du domaine de définition de s pour 

y E: S et c > cÎ , où ci est une constante suffisamment 

grande. 

Pour faire cela on u t ilise les 2 lemmes suivant s 

on trouvera leurs démonstrati ons dans Polya.k [13} 

Lemme 1 

La matrice A de ( 28) a un inverse pour tout c .., 0. 

En outre , l'inverse e s t uniformément . bornée , 

c'e s t - Èt - dire qu'il existe un scalaire rn1 ) _ 0 tel que 

pour tout c > 0 

(35) 

Lemme 2 

L'équation (27) , As= t + r(s) a une solution uni

que s~ dans la bo{ile o~~erte B(0,8M1 \ltll) c.B~O, E.) 

pour tout y e S et tout c suffisamment grand pour gua.

r a ntir que 

ltt Il 6 miil ' f.. ~ • 
8 l\'ll 

où~ et M1 sont défini s dans (30) et ( 3 5). 

La solution s * satisfait : 
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Ainsi d'après le lemme 2, pourvu que c soit suffi

samment gra.nd , il existe un s,.. unique satisfaisant 

l'équa.tion 

As = t + r( s) , 

ou d'une ma n ière équiva lente, d'après (27) il existe 

un point x(y, c) unique sa.tisfaisant 

v'L(x(y,c ) ,y,c) = 0 

En outre 

(36) 

a vec donc \1 t \\ = U Y ~ ill 

= 1\ x (y , c ) - x ~ 2 + \\ y + c h ( x ) y\l 2 _ 

_ On obtient donc , d ' a près (3 6 ) : 

li y + C h ( X) - y Il f: Ml \1 y ~ i 1\ 

Ce sont les inégalités qui étaient à prouver. 

Par conséquent pour achever la preuve de la pre

mièr~ partie de la proposition 1 , nous n'avons plus 



qu'à montrer que pour c suffisamment grand le point 

x(y,c) est un minimum l ocal de L(. ,,y,c). 

Pour cela , il suff it de mont rer q_ue la. matrice 

Hessienne du l agr ang ien a u gmenté en ce point x (y,c) 
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est définie positive p our tout y G S et tout c suffisam-
. - . 

ment gr and . 
. t 

Ca lculons d ' abord V L( x (y,c),y,c) 

t.. . l.. .. 
V L(x(y,c),y,c) = V f[x ( y,c)] + 

m 

+ l.. ( yi 
i =l + C 

l 
h. [x C y, c) 1 ) v h. [x C y, c )] 

l . . . l 

+ c v' h [x_ ( y, c )} • v' h [x ( y , c l ' ( 3 7 ) 

Le troisième terme du. membre de droite de l'égalité 

ci-dessus : 

c v' h [x (y, c )). V h f:x ( y, c )] ' 

•. 

est une mat rice semi-définie positive. Il suffit donc 

d e montrer que; 

est défini~ positive. 

Or, d' a près 1 1 hyp othès~ (C) , 

est définie positive et pe,r continuité, il e x i s te une 

boule ouverte B(x,J) et une boule ouverte B (y,.&) telles 

que pour tout X E: B(x,S ) et tout yEB(y,~)' 
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est définie ~ositive . 

Puisqu'on a déjà d émontré que pou r c suffisamment 

grand on a: 

Il X ( y ' C ) _; X Il 
M 

::- _l \IY - Y\I 
C 

et 

li y + c h [x( y, c )] - :VII 

si c est suffisamment grand x(y,c) 6- B(x,$) et y+ch[x(y,c)J 

~ B(y,$) et donc on a b ien que 

m 
t ) i • 2. 

"v f [x (y,c] + i=l (y +, c hi (.x(y,c)J ) V hi [x (y,c)] 

est une matrice défini e positive. 
t. - • 

Ainsi , 'y L Lx(y,c) ,y,c} est la somme d'une ma.trice 
. . 

définie positive et d' une matrice semi-définie positive 

donc est une matrice d éfinie positive et x(y,c) est 

bien un minimum local d e L(.,y,c). 

Nous a vons ainsi terminé la première partie de la 

démonstration, c'est - à~ dire que nous avons prouvé 

la proposition 1 sous l 'hypothèse supplémentaire (C). 

Etendons maintenan t la démonstration au cas ·générHl. 

Deuxième partie 

On va cha nger le probl ème (g) de programmation non -

linéaire général en un problème localement c onvexe équi-
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va lent pour lequel l a tondition (C) est satisfaite. 

On obtient la convexité loca le en aj outant un 

term~ de pénalisation ass ez grand~ la fonction objective . 

Il est évident que le problème ( 9) est équivalent 

pour tout f-~O a u problème suivant : 

. minimis~r f(x) +1 llh(x)II 2 

sous les contrainte s h.(x) = 0 
1 

i=l, ... , m 

Le problème (38) a x comme solution optimale et 
-y comme vecteur optima l des multiplicateurs de Lagrange. 

En effet 

L ),<-(X, y) = f (X) + ~ 1\ h ( X )\1 2 + y I h (X) 

et 

où L0 (x,y) est le l agr angien. ordinaire du problème (9). 

Maintenant , cons i dérons la. matrice Hessienne par 

r a pport~ x du Lagrangi en ordinaire du problème (38). 
Nous avons 

l. 
= 'v 1 0 ( x,y ) + r, [Vh(x)Vh(x) '] (39) 
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En utilisant l'hypothèse (À3) , on obtient le lemme 

suivant 

Lemrne 3 

I l existe un scala ire f,"' "!to tel que pour tout )A- .,, y"', 
t '. 

la m2,trice 'V Lt(x,y) définie par (39) est définie positive. 

Nous allons dé~ontrer cela, c'est - à - dire nous 

a llons démontrer que 

ou encore que 

w'V,.L
0

(x,y)w + }-W' ['v h (x) 'vh(x) '] w )'0 pour tout- w-/- 0 

et comme ceci est équiva lent à démontrer que 

w''vtLo(x,y)'!!_ + A w' ['v h(x) v1'h(x)~'!!., >O pour tout w-/0 G:Rn 
llW I! II Wll IIWII IIWII 

il suffira de démontrer qu'il e~iste_fa.#~O tel que pour 

* tout y- '7 r 
n pour. tout w €. R 

tel que Uwll =l 

1) Supposons d 'abord que w est tel que Il w \\ = 1 et 

w''vh(x)=O 

Alors on a que : 



36 

~ l 
w' 'v 1,-(x,y)w = w' 'vL 0 (x,y)w 

t 
or d'après l'hypothèse (A3) ,9 L0 (x,y) est définie 

positive et · donc la thè s e est démontrée pour tout}~?-

. l. 
2) Pa r c ontinuité de 'v L0 (x,y) , il existe~ tel que · 

pour tout w E V avec Il w \\ = 1 , où 

Ceci entraîne que 

et la thèse est démontrée pour tout f ~ O. 

3) Maintenant dans le cas où x f V, posons 

t. 
{ w' 'V 1 0 ( x y)w l = sup 

WfV 
I\W \\= 1 

~ - w' [ '7 h(xlv1 h(x) 'J w 5 

Comme on prend le s up sur un ensemble compact , il 

n'est pas infini et on a trouvé un f-"'~ 0 vérifiant la thèse. 

La conséquence imméd ia.te d e ce lemme est que le 

problème (38) satisfait la condition de convexité locale 

pour tout f- >f'. On peut alors appliquer le résultat de 

la proposition 1 qui a été prouvé sous la condition (C) , 
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* • 
en remplaçant c par c- j- pour le problème 

d 'où 

min f (x) + 1* li h(x)II 2 

h(x ) = 0 

En effet considérons 1/( x ,y,c). 

( 40) 

~ I\ h(x)II 
2 

,;::: f ( x) + y ' h ( x ) + c ; .t Il h ( x )li 2 

où L ( x,y,c) est le lagran g ien augmenté du problème (g). 

En appliquant la proposition 1 , on obtient le 

résultat suivant : 

• . -If • if 1t 

Il existe c >,,O te l q.ue p our .~01:1-t c -r >c et tou.t 

Y€ S , le lagrangien a ugmenté du problème (9) L(x,y,c) 
.. 

a un minimum sans contra int e unique x(y ,c) dans une bou-

le ouverte centrée en x. 
En outre , il exi s te une constante ,M >O telle que 

et 

Ux (y,c) - x i! !,, M \\Y - Y\I · 
C -)Al/.. 

(41) 

Il y + c h [x ( y , c )] - ;t h [x ( y , c )] - y\\ ~ ~ li ; =; \1 ( 4 2 ) 

Li i négalité ¼2) p eut encore s ' écrire 

Il y ( y , C ) - y - J ( y , C ) Il ~ M \l y - YII 
C -y~ 



où "' J ( y , c) = f- h [x (y , C )] 

e t y(y,c) = y + c h [x (y,cD 

Il a ( Y , c ) Il = }-"' Il h [x ( Y , c ) ) \1 = i' \1 h LX ( Y, c )1 - h ( x) \1 

e t comme 

il exist e une const2nt e B telle que 

\1 J <Y, c )\\ f. fl B \\_ ~ = JJl 

On obti ent l' estimation suivante 

Il y ( y ' C) - y Il = li Y ( y ' C) - y - J (-y ' C) + ~ ( y ' C) Il 

f-11-Y < Y , c ) - Y - J c Y , c ) li + Il i c Y , c ) Il 

L. M Il y_..:::_j_ li + ~ B. M •. Il ~;, ..;_' y u 
- C - p! F- C -r 
L ( M + i..."' B M_. ) li y - y Il 

/ C - )>-"" 

P os ons ma i ntenant : 

( 
._, 

) ( c.,,. + ;,-"') Ml = M + }-BM 
• C • 

... 
C ..._. + j>-_.,, cl = 

1t 
Pour t out c > c1 on a 

38 

(43) 
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M 

La première inégalité es t év id ente. Vérifions l a s e cond e . 

En rempla çant M1 pars~ val eur, on obtient l'inégalité : 

( 1'11 + ),t-~ B M)(c* +J1) 
C C"' 

qui est équivalente à toutes les inégalités suivantes 

1 .. IL4 

C +r 
·· c C" 

0 

ce qui est bien vra i p our tout 

D'après (41) et (43) , pour tout c > ci , on ob

tient donc les estimati ons suivantes 

11 Y - YII 
C 

Il Y Y Il 
C 

Ce sont les es timat ion s qu' on deva it prouver. 

La démonstra tion de l a proposition est dond tot a lement 

t e rminée. 



CHAPITRE II 

LA CONVERGENCE DE L' ALGORITHME DAN S LE CAS D'UNE 
MINIMISATION NON EXACT E DU LAGRANGIE0T AUGMENTE 

. . . ------------------------------------------------
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Nous allons donc mai ntenant analyser la méthode 

de pénalisation généra l isée dans laquelle, étant donné 
. . 

ck et yk, le lagrangien augmenté L(.,y1c,ck) n'est pas 

minimisé exactement ma i s où le processus de minimisati

on est considéré comme terminé lorsqu'un certain cri

tère d'arrêt est vérifié . 

Nous considérons d eux critères d'arrêt différents: 

1) la minimisation de L(.,yk,ck) est terminée 

au point xk satisfaisant : 

où 1 ok J est une sui te bornée avec . o k ~ 0 

2) ou alors la minimisation est terminée au 

point xk satisfaisant : 

où~ o k , \Y k ') sont bornées 

Les résultats conc ernant l e convergence de cette 

mé thode sont r a ssemblés dans la proposition 2. 
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A. Prouosition 2 

• Il existe un scala ire c; 10 tel que pour tout 
* - n c > c
2 

, pour tout y f. S et pour tout vecteur a E: R avec 

où ~Yk~ est une suite bornée de nombres positifs ou nuls, 

il existe un point unique xa(y,c) dans une boule ouverte 

centrée en x, satisfaisant : 

tJ L ( xa ( y , c ) , y, c ) = a 

En outre il exist e un scalaire M
2 

tel que 

\ 

\1 x8, (y' C) - x \\ f M2 
( li Y. - ;ZI\ 2 + Y1c 2 ) 'h . 

C 

"' - y\l· < Il y_ - y\\ 2 + Y1c2 
1/ 'L 

Il Y a (Y' c) f M2 ) 
C 

où 

Si en plus a et xa(y,c) satisfont 

p our tout c > c-lt 
2 

et pour tout y E. S , il existe M
2 

tel que 

Il ( ) - Il M \\ Y - y-\\ ( 1 + 4 ( 'Yk ' ) 
2 

)

11 
'L xa y' C - X 1::: _g O· 

C 

\1 Y a (Y, C ) - Y \\ ~ M 2 \1 Y - Y \1 ( 1 + 4 ( Y k' ) 
2 

) 1/1-
c 
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B. Interprétation d e la Proposition 2 

a) L'algo rithme 
------ ------

A l'itération k, xk est le point unique xa(yk,ck) 

correspondant à: 

c'est-à-dir~ que xk est le point g énéré par la procédure 

de minimisation sans cont r a inte du lagra ngien augmenté, 

celle - ci éta nt terminée lorsqu'est satisfait 

soit le critère d'arrêt 1 : 

soit le critère d'arrêt 2 

'iJ L ( xk , y k ' C k) ~ min \ ~ k , r k ' li h ( xk) Il } 
k 

Ensuite cke t yk sont ajustés d'une certaine manière. 

La propositon donne une procédure d'ajustement des 

multiplicateurs très a vantageuse puisqu'elle accélère 

la convergence. Cette :procédure est la même que celle 

proposée dans le ca s d ' une minimisation exacte et est 

donnée par l'itérat ion : 
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Cet ajustement aura lieu uniquement si le point obtenu 6 S. 

c) La=c onverg ence 

1) critère d' a rrêt 2 

D'après 1a proposition, la suite{( xk,yk)}générée 

par l' a l g orithme et cette itération, a insi que le cri

tère d' a rrêt 2, converge vers (x,y) pourvu que cksoit 

suffisamment grand et que y appartienne à S. 

De plus , 

* quand ck tend vers l'infini 

la suite lYk~ converge vers y au moins Q-superlinéairement 

* quand ck reste fixé après un certain 

indice ( en supposa nt qu 'il est suffisamment grand) , 

la suite iyk~converge linéairement vers y. 

2) critère d'arrêt 1 

* quand ck tend v ers l'infini , on a également 

la convergence Q-superlinéaire. 

* pa r contre quand ck est gardé fixé après un cer

tain indice , la convergence linéa ire ne peut plus être 

guarantie et de plus , à moins que \ o k} soit une- sui te 

convergente vers O, pour atteindre l a convergence glo

bale, il faut nécessairement f a ire tendre ck vers l'in

fini. 

C. Démonstration de la Proposition 2 

L'idée généra.le d e la démonstration est la •même 
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que c elle de la proposition 1· . Nous démontrerons d' a 

bord la propos ition sous la c ondition (C). Ensuite , on 

étindra l a démonstration au 6as général . 

Première partie 

Supposons que l' hypothèse (C) est vérifi ée . 

En reprenant le raisonnement de la démonstration de la 

proposition 1, et avec les mêmes not~tions , on a que 

i. t, 

V L ( x , y , c) = 'v L O ( x, y) P · + ~ h ( x) q + r 
3 

( p , q ) 

et 

pour t out XéB(x,f:) ' t out yGS et tout c>O 

Par c onséquent, pour que le point xa (y,c) 
. n 

, où a € R 

est tel q_u e 

satisfass e 

V L(x (y,c) ,y ,c) = a a . 

il f aut et il suff it que xa(y,c) soit solution du sys

tème suivant 

A 

Vh( x) ) 

-I -
C 

s r(s) 
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Pour démontrer que ce système ad~et . une solution 

et qu'elle est unique , nous a llons à nouve a u utiliser 

les lemmes 1 et 2 que n ous avons cités dans le chapitre I. 
Le lemme 2 peut être appliqué pui sque ~a il.$ ok: et qu'on a 

/ C 
supposé que {Yk \est une suite bornée . . 

On a donc qu 1 il ex i s te c1 ~ O et M1"7 0 tels que 

* pour tout y é S et tout c > c1 , 

il existe un point x
8

( y ,c) unique qui est solution de 

'vL(x,y , c) = ·a 

En outre le lemme 2 donne l'estimation suivante: 

' s~ est la solution du système As t a + r(s) ou = 

Ce qui donne : 

( Il P
11

11
2 '!: 

11 all 2 Il Y -,,2 'I 
+ Il q'lf \\ 2 ) i f::. Ml ( + 

- y ) 2. 

c2 

d'où 

ou encore : 

(51) 

11 .,J ( ) -Il • ( 1/Y - Y.-11 2 + Il al12 )yl y a y , c - y ~ M1 _ _ 1 

c2 
( 5 2) 
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On obtient finale ment . . 

Il :Xa (Y, c) -Il M - X f: _! ( \y - y\\ 2 + 
C 

'(k 
2 ) ½. 

li Y a (Y, c) - y\\~ l'/I l 
(\\Y - YU 2 

+ yk 2)YL -
C 

Ce sont les relations qui étaient à prouver 

concernant le critère d 'arrêt 1. 
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(53) 

(54) 

Maintenant supposons en plus que a et x
8 

sati s font: 

De (51) et (52) on déduit : 

JJ xa(y,c) - x Il f m1 ( ll_~/\\
2 

+ (ok' )
2 

llh[xa. (y,c)]ll
2

) 
C (55) 

IIYs (y,c) - yl! f l'/I l ( II Y -2Y\I~ + _(Ok')2I\h~a (y,c~\\ 2 ) 
C • (56) 

D ' autre part on a que 

Il c h [x
8 

(Y, c )1 Il = Il c h [xa ( y , c )1 + y - Y - ( y - Y)\\ 

f Il c h [xa (y, c )] + y - yl\ + Il y .- y \1 

L \\ Y a ( Y , c) - y\\ + Il Y - Y\\ 

~ l'/I l ( l\;i -jlll
2 

+ (ok')~lh(xa (y,c.)J\l 2f~uy.:.yl\ 
C 
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Ile h[xa(y,c)JII ~( : 1 + 1) j)y ~y//+ Ml r k ·l/h[xa(y,c)]~ 

d'où 

M 

li h [xa (Y, c )Jll f ~ ( ~ - l Ml ok • ) Il Y - y Il ( 57) 

Pour c ~ ( 1 + 2 Dk' )M1 
on a c + Ml ~ 2 

" ' ) 7 C C ( C - ~Il l Dk 

( en effet si c-?(l + 2\ 1 )M1 , on ac - 2Îk'M1 ~M1 

donc 2c - 2ok ' Ml~ c + Ml ou encore: 

c + Ml L 2 
c(c - M1 ik') - C ) 

Combinant ceci avec (57) , sic est suffisamment 

grand on obtient : 

\1 h [x (y, c )) Il ~ 2 \\y - Y Il 
a ~ C 

Ainsi d'après (5 5 ) et (56) , pour c suffisamment 

grand on obtient les estimations suivantes: 

llxa ( y,c) - xll {. Ml . ( \\Y -2Yl\
2 

+ (Yk 1) 2 4 IIY -Yll
2 

)X. 
C C2 

Il Y a ( Y , c ) - Y Il ~ M 
1 

( 1\ y - y 11 2 + ( ~k • ) 2 4 Il Y - Y Il 
2 

) Yz. 
2 c2 

C 

Ce qui donne finaleme n t : 

Il ( M 
xa y' c ) - x Il L _i - C 

Y: 
1 + 4 c rk • ) 

2 f II y - y li 
. ,J l\'I 

/1 Y a ( Y , c ) - Y Il ~ c 
1 

( 
y 

1 + 4 ( °ic ' ) 2 
) 2.11 Y - Y li 
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Nous avons a insi terminé l a démonstration de la 

propositi on 2 dans le cas où on a l'hypothèse (C). 

L'extention au cas général se f a it de la m@me manière 

que pour la propositi on 1. 

Deuxième pa rtie 

Da ns l a proposit ion 1, on a obtenu que le pro

blème (9) est équival ent au problème : 

pour tout }-~O 

min f ( x) + .,½" \\ h ( x) ! 2 

h.(x)=O 
l 

i=l, ... ,m 

Pour ce problème, on a démontré qu'il existe ;,t~o 
tel que pour tout p. >J-", la matrice Hessienne du la

gra.ng ien ordinaire pour ce problème est définie positive. 

Ce nouveau problème s a tisfait donc l'hypothèse (C) pour 

laquelle la. proposition 2 a déjà été démontrée. On obtient 

alors les résultats suivants: 

Il • t 1 • * ' 0 t 1 t t exis e un sca 21re c 1 ~ e que pour ou 
• * 

C -r"' >cl I e t pour tout Y é S 

VL(x,y,c) = a où 

a une solution uniqu e xa (y, c) a.ans une boule ouverte 

c entrée en -X. 

En plus , on obt i ent qu'il existe une constante 

M > 0 telle que : 
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Il X ( y C) - X Il t.. M ( Il y - y\\ 2 + Yk ' 2 ) Yz_ 
8 ' -.. C - J-y. 

Cette dernière i négalité , par un raisonnement 

analogue à celui fait pour l a proposition 1 , peut se 

transformer de la ma.ni ère suivante 

On a aussi qu'il ex i s te une constante B telle que 

\l~a(y,c)\l~/ B llxa(y , c) - xll 

!:.j}'B M ( Il y - Y\I 2 + y k:2) Y2. 

C -_y-'A 

On. obtient alors l'inégalité: 

Il - ( ) - y-11 L. ~·T ( HY - YII 2 

+ Ya y,c _ n . _ 
C - ~~ 

-Il 

~ < M + * B M ) ( Il Y - Y li 2 + rk~ /2. 
C -;-"' 

• Posons 

-1( 'lt JI 

c2 = cl ' +}- ~o 

* 
( 

'Ill r* 
M2 = (M + f" B M) Ct + ) 

C .,._, 
1 
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~ Pour tout c -, c
2 

, on a que 

et on o btient fina lement les inégalités qu'on voula it 

prouver: 

M2 
(\\Y - y\1 2 Vz. 

\\ x 8 (y, C) - x\\ ~ - + yk2) 
C 

\\ y 8 (y' C) - :v Il M2 - 2 2 Yz. 
!:: ( \\ y - y\\ + o k • ) -C 

Maintenant si en plus xa(y,c) et a satisfont . . 

alors on a les estimat ions : 

+ 

En combina nt les raisonnements employés .dans la 

prop osition 1 et dans l a première partie de la propo

sition 2, on obtient 

. ( Il Y - Yll 2 + ( o k' ) 
2 Il h (xa (Y, c )] 11

2 ) + 

<? · -f) 2 

+ li Y - YI! 
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Ce qui donne : 

'W , 

\\h[xa (y,c)~ll ~ (c+-;)ëc~ 1-•- M\3 ) \\Y - Y~ 

pour c -,-"" ~ ( 1 + 2 Ok' ) v1 on a : 

2 
C -,-tf 

donc 

Il h [x ( y c )]\\ f- 2 \\ Y - Y 1\ 
a ' C - }J-._ 

Pour tout c suffisamment grand, on obtient les estimations 

ou encore : 

.L 

ll xa(y,c) - x\l ~.J!._ IIY - y\1 ( 1 + 4(ok') 2 ) e.. 
·. C -;-" 

comme il e x i s te une c onstante B telle que 

on a 
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M li 
½ 

/1 xa ( y ' c) - x Il{:, - /'-~ y - y Il c 1 + 4('(k •)2)~ 
C 

- y~~ M l'/[ • ) 
• X 

Il Ya ( Y' c ) ( +)J-"' Be Il Y - Y Il ( 1 + ~ ( \ ' ) 2 

) ~ 
C /1< -r* 

Posons 

* C · 
2 = 

~ 1 

cl +j-"~o 
1E 1 'i( 

( 
.., 

) ( ci +P.) li,T = M +j-B M ·2 C ,t,I 
1 

alors pour tout * c .> c 2 

Et on obtient les inéga lités cherché e s , c'est - à - dire 

p our tout c > c2 et t out y 6 S : 

Il xa (Y' c) - x IJ ~ 
M2 IIY - y_ll ( 1 + 4 ( Ok') 2 )t 
C 

yj/ M2 .1-

1/ y a (Y' c) ~ - \1 Y - YI! ( 1 + 4Cfk') 2) t.. 
C 

Ceci termine la démons t r a tion de la proposition 2. 
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CH/PITRE III 

LA METHO DE DES MULTIPLICATEURS DANS UN CADRE DE 

DUALI'CE GLOBALE 

Introduction 

53 

Dans ce cha pitre , on va utiliser les résultats 

des deux chapitres précéàents pour construire un cadre 

de dualité pour le problème (9) . 

minimis e r f(x) 

sous le s contrai ntes h. (x) = 0 
l. 

i=l, ... , m 

Un des résultats les plus importants est qu~ l e 

fonctionnelle duale e s t une fonction concave à valeurs 

réelles (finies) et pe r tout définie. On d émontrera aussi 

une a utre propriété t rès importante : la différenti8-

b ilité de c e tte f onctionnelle. 

On verra également que s2 valeur et ses dérivées 

dans un ouvert arbitre ire peuvent @tre calculées par 

une minimisation locale sans contrainte du Jagrangien 

augmenté. 

Enfin, on interprétera la mé thode des multiplica

teurs comm e une itération du grad ient au sens global . 

A. Solution du problème non linéa ire a vec pertur-

bation des contrainte s 

Pour un vecteur u t:: Rm , considérons le problème 
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de minimisotion suivant : 

minimise r f (x) (61 ) 
sous les contrainte s u. 

J. 
i=l, ... ,m 

où f h. 
J. 

Pour ce problème, on a le r ésultat s uiva nt 

Lemme 4 

Sous l'hypothèse (A) , il existe des sca laires 

fi et J tels que pour tout u tel que Il u Il ~ F, le pro

blème ( 61 ) a une solution unique x(u) dans l a boul e 

ouverte B(i,J) , avec un multiplicateur de Lagrang e 

y(u) satisfaisant : 

·De plus , les fonctions x (u) et y(u) sont . co~ti

nuernent différentia bl es dans la boule ouverte B(O,~) 

et satisfont : 

x(O) 
y(O) 

= 

= 

-
X 

-y 

Ce lemme exprime que si le pro blème initial (g) 

a une solution vérifiant le s conditions suff i santes 

de sec ond ordre, le problème avec une petite pertur

bation sur l es contraintes , a aussi une solution 
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unique qui a une propriété importente pour la suite 

de notre analyse, à s a voiT la différentiBbilité conti

nue de cette solution par r apport a u pa r emètre mesu

rant la perturbation. 

Ce lemme e s t une a pplication immédia te du théorè

me des fonctions implicites dont on trouvera l'énoncé 

dans l'appendice A ( v oir pa r exemple Dieudonné [4] ). 

Pour appliquErce théorème, et par conséquent dé

montrer le lemme, il suffit de vérifier que les con

dit ions du théorème sont vérifiées , en faisant les 

correspondances suivantes: 

u ê Rm joue le r ôle du x du théorème 

- (x,y) e. Rn x Rm joue le rôle du y du théorème 

les n+m foncti ons · suivantes, à valeurs réelles: 

m 

(x,y) ~ V f (X) + ) Yi V h. (X) 
i=l 1 

(x,y) -i> h. (x ) - u . 
l 1 

i=l, ... ,m 

jouent le rôle d es gi du théorème. 

Elles sont continues et continuement différen-

tiables. 

Vérifions maintena nt le s hypothèses 

i) u = 0 jou e le rôle du Xo du théorème 

Cx,y) jo e le rôle du Yo du théorème 

m 

V f (x) + L 
i:C::l 

h . (x ) = 0 
1 

-i y '\Jh . (x) = 0 
1 

i=l, ... ,m 

et 

ii) Les dér i vées du système de fonctions ci

dessus pa r rapport à (x,y) existent et 
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sont continues . 

iii) Le J a cob ien .• du système est : 

J = 
'vh( x) ' 0 

J / 0 pu isque p2r l'hypothèse (A3) , 
v'iL

0
( x,y ) est déf inie positive sur le 

pla n tangent correspondant aux contraintes 

et que les gradients des contraintes a u 

point i sont linéa irements indépendants . 

Toutes les hypoth è ses sont donc vérifiées et on 

peut appliquer le théorème des fonctions implicites 

pour obtenir immédiatement le l emme 4. 

B . La fonctionnelle duale et ses propriétés · 

Définissons d' a bord la fonctionnelle primale : 

p : B(O,f ) ~R 

p(u) = min f(x) = f[x(u)) 

h(x)=u 

Xé B(x,~) 

(62) 

Comme par le thé orème des fonctions i mplicites, 

on a p our tout UE B(O ,fa) 

V f [_x ( u )] + v' h [x ( u l y ( u) = 0 (a) 

h[x (u)} = u (b) 
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en transposant l'égalité ( a ) ci-dessus et en la multi 

plian~ par la matr ice nxm ~9nt l es lign es sont les 

'y x
1 

(u) i=l, ... , ri. On obtient alo r s u 

V p ( u ) + y ( u ) t 9 h [ X ( u )} = 0 
u 

où \} u h [x(u)] est la mat rice m x m dont les lignes 

sont les \] h. [x (u)J i=l, ... :,:m. Or par l'égalité (b) 
U 1 

cette matrice est la ma trice i dentité m x m. 

On obtient d onc que pour tout u E B(O, J) 

v7 p (u) = - y(u) (63) 

Puisque y(u) est continuement différentialble dans 

l a b oule B(O,p) , p(u) est deux fois continuement diffé

rentiable dans la boul e B(O,p). Sans pert e de générali

té, nous pouvons supposer que la mat rice Hessienne de 

p (u) est u n iformément bornée dans cette boule ( en effet , 

puisque la matrice Hessienne de p (u) est c ontinue , elle 

est uniformément bornée sur toute boule fermée contenue 

dahs B( O,~) : il suff i t a lors de ~~nsidére r une boule ou

verte contenue dans une de ces boules fermées .) 

Maintenant , pour c ~ 0 considérons l a fonction : 

Pour c suffisamment g r and , lo me.trice Hessienne de p 
C 

e st définie positive e t do nc pc est strictement convexe 

sur B(O,p) . Pour un te l c, on définit l a forictionnelle 

duale : 

d 
C 

m 
R -> R 

dc ( y) = inf { p(u) + ~Il u\\ 2 
+ y ' u}= inf i Pc (u) + y'u\ (6 4 ) 

u é. -B ( 0 , f->) u €. B ( 0 , f ) 
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La foncti on d
0 

de (64) a le s propriétés suivante s 

Pro pos it ion 3 

Sous l'hypothè se ( A) , pour chaqu e c pour lequel 

la ma trice He ssienne d e pc e s t dé f inie positive sur 

B(O,fo) , nous avon s le s propriété suivantes 

( a ) La fonction de est une fonction concave, partout 

continuement différentiable , à v a leurs réelles. 

De plus , elle est deux fois continuement différenti

able sur l'ensemble ouvert 
, · ' 

(b) Pour y&A , l'inf imurn de (64) est atteint en un 

point unique u E- B(O,t-,) et on a : y 

-1 

(c) La fonctionnelle a a un point unique de maximum: 
C 

le multiplicateur de Lagrange. 

Démonstration 

Da ns la démonstra tion qui v a suivre , on utilisera 

des notions d'ana lyse convexe ( voir Rockafellar [16] ) 

mais on trouvera cepen da nt les références d 'une maniè

re précise. Pour une explication plus détaillée de l'u-
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tilisation des théorèmes d ' analys e convexe dans la dé

monstr2tion de l a différentiabilité continue de la fonc

tionnelle dua le , voir appendice B. 

(a) Considérons la f onction g(u) qui prend la v a leur 

sur B(O,fa) 

g (u) 

e illeurs 

Cette fonction est st rictement convexe. 

Consid érons aussi lB. fermeture de cette fonction: 

( cl g ) ( u) = sup (y' u - }'-"" ) 
(y' y" )~D 

La fermeture e s t strictement convexe sur B(O, ft,) (th.7.4) 

et le domaine effectif de cette fonction ( l'ensemble 

des points où (cl g)( ) est fini) est l a boule fermée 

~(O,f) , 1 qui est un ensemble compact. 

Considérons maintenant la fonction conjuguée de 

cl g 

* (cl g) (y) = sup ( y'u - (cl g )(u)) 
u 

cette derni ère f onction est .~ 

1) à valeurs réelles f inies;en effet : 

(cl g ) ( y ) = sup ( y ' u - ( cl g ) ( u)) u 

= su:e ( y ' u - ( cl g ) ( u)) 
uc B ( O,f) 



or y'u - (cl g) (u) est une foncti on continue sur la 

boule compa cte §(o,~) . 
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2) convexe et continuement différentia ble ( voir th.26.3 

e t cor. 25.5.l ) 

De plus on a que 

( cl g ) (y) = sup ( y ' u - p c ( u)) 
u f. B(O,p ) 

= - d (-y) 
C 

= - inf(p (u) - y'u) 
C 

ut B(O,p) 

On obtient donc que de est partout finie et continue

ment différentiable puisque (cl g ) (y) est convexe, 

d est concave . 
C------

En appliquant le cor. 23.5.1 , on obtient 

pour tout u e B(O,f) 

Puisque V d est cont i nue , A est l'imag e réciproque 
C 

de l a boule ouverte È:,( 0 ,/>) par une foncti on continue 

A est donc ouvert. 

..., 
Soient maintenant y un po int de A 

·, 
On a que 

e t ~ =Vdc(y) 

u € B(O,f->) 

,-J = - y 

(66) 
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Nous allons aplliquer l e théo r èm e des fonct i ons 

i mplic ites à cette équa tion ( voir énoncé appendide A) 

On f a it les c orrespondance s suiva ntes 

théorème no tre cas particulier 

,.., 
y ' y 
u 

/J u 

Toutes les hypothèses sont s atisfaites 

1) 

(
,._, ,.., 

p u ) = - y 
C 

l, 
2) 9 pc(u) exis te et est une fonction continue 

de y et de u 

3) 

puisque p 
C 

est définie positive 

4 ) pc(u) est continuement différentiable da.ns 

B(O,fa) 

fV 

Il suit qu'il existe un e boule ouverte B(y ,À) G A et 

une fonction continuement différentiable: 

telle que u(y ) ~ Ü 



(66) donne alors 

= u(y) 
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,Il,, 

pour tout yr::,B(y,>-) 

or u(y) est continuement différentiable sur B(y,~) 
donc 'v d (y) également. 

C 

Ainsi d est deux fois continuement différ~ntia ble 
<" C 

en y. Puisque~ est u n point a rbitraire de A, on a 

que de est d eux fois c ontim1ement différentiable sur A 
ce qu'on devait démont rer. 

(b) 1) montrons 'abord que pour cha que YG A 

l'infimum dans 

inf ~ p ( u) + ~ 11u11 2 
+ y' u ) 

ut B(O,f) 

est atteint en un point uni que uy €. B(O ,f) 

en effet 

pour chaque y~ A , il existe uybB(o,f') tel que 

d'où 

et on sait que 

est continue sur 

p (u) + u'y est 
C 

tement convexe . . 

B(o,f,) et 

egalement 

( u ) y 

strictement 

continue sur 

u e s t donc un minimum y 

convexe et donc 

B(O ,fo) et strie-

unique. 



Pour chaque y Cë. A , on obtient donc que . 

\/ d (y) = u 
C y 

'1 p (u ) = - y 
C y 

2) dérivons l'égalité : 

par rapport à u. Cele donne: 

63 

-pour tout u~ B(O,f) 

On obtient finalement que pour chaque y GA 

\?Ld (y) = - ( VLp (u ) )-1 
C C y 

Et comme y't;c(u) est définie positive pqur tout u~ B(O,f) 

y7e.dc(y) est définie négative pour t out y6A. 

(c) V pc(O) = 'v p (O) + ~ O =\7p(O) = - y(O) = 

donc u- = 0 et on a que y 

-- y 

et y est le p oint de maximum unique de de puisque celle

ci est strictement concave. 
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C. Calcul d.e l a v s leur de la fonctionnelle duale 

de ses dérivées oartielles a i nsi que de sa 

matrice Hessienn e 

Maintena nt , nous allons montrer que la v aleur 

et le s dérivées de l a fonctionnelle duale peuven t 6tre 

obtenues pa r une minimi sation du lagr a ngien a u gmenté 

1(. ,y,c) pourvu que c soit suffisamment grand. Ceci 

nous e s t donné par la proposition suivante : 

PrO:QOSition 4 

. m 
Soi t Sun s ou s -ensemble ouvert borné de R. 

Supposons que les hypothès es (A ) et (B) aient lieu. 

Alors il existe un s cala ire c* ~O tel que pour tout 

YE Set pour tout c )C~, la fonctionnelle duale sa

tisfait 

où x(y ,c) est le p oint qui minimise localement 

L(.,y,c). 

( b ) . / d c ( y ) == f [ x ( y , c )} + y ' h [ x ( y, c )] + ~ Il h [ x ( y , c JII 2 

== '. min L (x,y,c) 
X 

(c) d est deux f ois c ontinuement différentiable sur 
C l 

Set V dc ( y ) est donné par la formule 



Démonstra tion 

( a ) Soit Sun sous - e nsemble ouvert borné d e Rrn. 

Alors pour tout y G S, et pour tout C suffisa mment 

on a d ' a près l a proposit ion 1 . 
' 

. 

Il X ( y ' C) xi! ~ Ml I\Y Y. li < ~ 
C 

Il y (y' C) - Yll ~ Ml b: - YII t... ~ 
C 

où y(y,c) =y+ c h [x (y,c)] 

~ = h [x(y,c)] 

En outre , nous avons : 

m 

\l u \\ '-f 

'iJ f [ X ( y , C ) 1 + f l y~ y ; C ) \7 hi [x ( y , C )] = Ü 
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grand 

D ' a près le lemme 4 , x (y,c) est lè point de minimum 

unique pour le problème 

min 

h(x) 

f ( x ) 
..., 

= u 

x-= B(x,J) 

( 62) et (63) d onnent : 

p(u) = f [x (y , c)J 

Vp(Ü) = - y(y , c) = - y - c ~ 



l l 

Par cons ~~uent y E:.. A; et ';;_ a tteint l' infimum dans le 

membre de \droite de . . . 

dc(y) = inf ( pc(u) + u'y) 

ut B(O,(:,) 

et pa r la partie (b) de la proposition 3 

d (y) = u = h (x (y, c )] 
C 
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- f (.x ( y , c )] + y ' h t.x ( y , c )] + ~ JI h Be ( y , c )) Il 2 

où l a minimisation est locale au sens.'.',de la proposition 1. 

(c) Maintenant , il ne re st e plus qu'à c a lculer 

Dérivons par rapport à y l'éga lité : Vdc(y) = h[x(y,c)] 

l 
V d (y) = 'y h [x (y, c )] ''V x (y, c) 

C y 

où 'v h [.x(y, c )J est l a matrice n x m dont les colonnes 

sont les g r adie nts \i' hi [x(y,c)J i=l, ... ,met \Jy x(y,c) 

la matrice n x m dont les lignes sont les gradients 

V y xi(y,c) par r s.pport à, y i=l, ... ,n . 

On a que : 

'y L [.x (y, C ) , y, C] =Ü 
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c' est - à - dire : , 

I I 

v'f[x (y,c)] + Vh[x ( y ,c)] y+ c h[x (y,cTiv'h[x(y,c)} c 0 

Dérivons cette égalit é ps.r rapport à y 

m 

Vlf[x(y,c))Vyx(y,c) +'vh[x (y,cD + f 1 yi'V~hi[x(y,c)]\lyx(y,c) 

+ c 'i7 h [ x (y, c )] v' h [x (y, c TI' 'v Yx (y, c) + 

m L · 

+ i~l c hi[x(y,c)}V hi[x(y,c)]_\lyx(y,c) = O 

ce qui donne : 

m 

[,/-f[x(y,c)J+ f 1 (yi + c hi[x(y,c)] )Vti[x(y,c)J 

+ C \17 h [x ( y' C TI 'V h [x ( y ' C )j 1 1 v yx ( y , C) + v' h [x ( y' C )] = 0 

ou encore : 

2. -
'v_ L Lx (y, c ) , y, c] \/ Yx ( y , c ) + Q h [x (y, c )} = 0 

On en déduit '} : 

t 
Remplaçons cette v é leu r de V x(y,c) da ns va (y). 

y C ' 
On obtient 
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Interprétation d e l a méthode des multinlica teurs 

da ns le ca dr e d e l a dua lité 

Puisqu e par la proposition précédente , 

on peut écrir e l'itér2t ion de la méthode de s multipli

c a teurs , pour c suffisamment grand: 

Cette itération peut a lors être . interprétée com

me une itération du gra dient à pas fixé pour maximiser 

la fonctionnelle duale d . 
C 

Ainsi on peut obt eni~ des résult a ts sur la vitesse 

de converg ence en utilisant les résultats connus pour 

la métho de du gradient . 

En partic ulier, lors de l s . mis e en pr à tique de 

cette méthode , il f audra veille r à ce que c soit suffi

samment g r and pour assurer l a convergence, mais d' autre 

part, il ne devra pas ê tre trop grand pour ne p a s ob

tenir un problème dual ma l conditionné car les valeurs 

propres de D dépend ent étroitement de d. 
C C 

Cette interprétation primale-duale suggère aussi . 

d'autres possibilités pour ajust er les multiplicateurs. 

L'une d'elles r és ide dans l e fait que si les dérivées 

seconde s sont c a lculées durant un cycle de minimisation 

s a ns contrainte , alors on obtient la matrice Hessienne 

D (y) =V~ (y) en plus du g r adient Vd. Il est alors 
C C . C 

possible d'exécuter u ne itération de Newton pour 

maximiser d a u lieu de l'itération du gradient coffiJ!le 
C 

on le fait dans l a méthode d es multiplicateurs. 
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CHAPITRE IV 

TRAITEMENT DES CONTRAINTES D'INEGALITE ------------------------------------ · -

Le traitement de s contra intes d 'inégalité peut se 

faire d'une mani ère trè s simple en int roduisa nt des 

variables d'écart : 

le problème: 

min f(x) 

g . (x) ~o 
J 

( I} . 
1 

j=l, ... ,r· 

où f,g. 
J 

n . 1 R -> R j= , ... , r 

est équivalent a u probl~me suivant, qu i ne comporte 

que des contraintes d ' égalité : 

min f( x ) 

g . (x) + z. 2 = 0 J . J j=l, ... ,r 
(II) 

où z1 , ... ,zr sont !es variables additionnelles. 

A. Validité de l' analyse pour les problèmes ave c 

contraintes d' i négalité 

Supp osons que (x ,y ) est une paire de solution et de 

vecteur d es multiplica t eurs de Lagrang e as socié pour le 

problème (I) satisfaisa nt les conditions suffisantes de 

second ordre suiva nte s 
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(A') : Les f onct i ons f , g . j =l, ... ,r sont deux fo is 
J ' 

cont i nu em en t d i ffé r en t iables dan s l e boule ouverte 

B(x, t, ) . 

Le s gr ad i ent s de s c ontra i ntes 'v g .(x) , j E J(x) où 
/ J 

s ont linéa irement indép endants. 

Nous a vo ns que: 

r 
\/ (-) ~ -j r7 (-) -- 0 v f x + j=l y v g j x 

En outre 
' 

r 
[V

2
f (x) z:. -j 2. - J w' + 'Q g .( x ) w j=l y 

J 

pour t out w J 0 tel que 

>0 

w' 'v g. ( x ) = 0 pour tout j 6 J(x) 
J 

- ( - 1 ( - )1 Yt ( - ) \ '/ ~)' n+ r On voit que x , lg1 x , ... , lgr x f:R 

est so l ut ion optimal e du probl ème (II) . 
. • c c - , I (-),YL • < -)1 'l.t ) -.)' A. c c -, -,) -,)' Â Le po:irJ!:; x , g1 x , . . . ,l gr x , Y = x , z ,Y = 

€ Rn+rxRr 

En ef f et : 

s a ti s f a it l'hypothès e (A) de l'introduction . 
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( Al) : les foncti on s f, fi pour i=l, ... ,r où 
. n+r ( ) ( ) 2 fi. R R et fi x,z =g i x + zi 

sont deux "fois continuement différentiables da ns la ,.., 
boule B(x:s) par l'hypo thèse (A'). 

(A2) : les gradient s : V g j ( :ië) } é Rn . 

0 

0 
pour j = l, ... ,r 
sont linéai:œnent ind ép endants puisqu~ les y'gj(x) le sont. 

Il existe un vect eur des multiplicateurs de 

La.g r e ng e y unique tel que 

Vf (x) \fg .(x) 
J 

0 

0 r 0 

+ L -d . ·-· 
j=l 

y 
2\ i j (x)\'h 

= 

0 0 0 

ou encore 
\ 
: r 

V r(x) r -i \J g.(x) + i=l y 0 ]. 

2 yl l gl (X) 1 IJi 0 

= • . ½ 
0 

2 yr I g ( x) 1 i 
r 

;.;;. -J 

( -1 -r) probl ème y, = y ' ••• 'y exist e . c'e s t celui du . ( I) . 
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(t'- 3) La ma.tri ce Hessi enne du l agr engien or dina ire • • 

r 

10 cx ,y) = f(x) + r-
1 

yj c g. ( x) + z.~) 
J = J J 

est définie positive sur le plan t angent correspondant 

aux cont raint es . 

En eff et : 

L - 0 
l. 

Vf (x) V g . (x) 
r J 2 

0 
z_ N ,v 

'y): 0 0 +L -j 'ï/ L0 (x j =-1 
y 0 • 2 

r -j f (x) + j=l y g. Cx) 
J -1 -- 2 y 

0 

0 • -r 
2y 

Nous devons donc mont r er que 

' ,V 

w 
,.., n+r pour tout w é R tel que 
-Ir 
0 

,..J ' 

""' \7 f . ( x) = o j =l , ... , r 
J 

c'est - à - dire mont r ons que 
r 

~ [v\oci· ,y)J;, = w L'v~ 0 Cx,y)J w + t;1 2 Yj cW: .. j )2 ;, o 

,.., n+ r rv _1 ,...,; , ' rJ rv ) pour t out w ~ R , w r O , w = ( w, w 1 , ... , wn r 
n+ + 

tel que : 

12. 
(V 

w'v' g .(x) + w .. 2 1 g .( x)\ = 0 
J n+J J 

j=l, ... ,r 



Ce qui revient à montrer que 

\, 

w 'ïJL 0 (x,y) w 70 pour tout~/ 0 
1 . 

r.1 ,tJ r1 n 
w= ( w, w 

1
, ... , w ) , w 6. R tel que _ n+ n+r 

w' ï;J g. ( x) 0 j f;, J(x) = 
J 

..!--

n+r , w E:-R 
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( a ) 

{ 
w' îJ g .(x) 

rJ 
\ g "(x)\1= J~J(x.) , (b) + w 

n+j 2 0 
J 

C • t • d ' ' ( ) 1 • ,../ Rn+ r ' ec1 es vrai apres A' pour es w é qui ve-

rifient (a) donc à fortiori pour ceux qui vérifient 

(a) et (b). 

Par conséquent, nous pouvons aplliquer à ce nou

veau probl ème toute l a théorie que nous avons construite 

pour le problème à. cont r aintes ëf ' égalité à condition que 

l'hypothèse ( B ) de Lip s chitz soit également vérifiée. 

Ainsi on peut utiliser la méthode des multipli

cateurs pour résoudre le probl_èrne (II) au lieu du pro
blème ( I). 

Calcul a.u lagrangien augmenté, de l'itération 

des rnultipli criteurs et des critère s d ' arrêt . 

Remarquons que l es va riables d'écart ne doivent 

pas fi gurer explicitement dans les calculs. En effet, 

on peut faire la minimisation du l a.grangien augµienté 

L(x,i\y ,c) d'abord par r apport à z1 , ... ,zr. 

r 

L(x, z , y,c) = f(x) L i 2 
+ i =l Y ( g i ( x ) + zi ) + 



I\ 

L(x,y,c) = min L(x, z,y ,c) 
z 

r 
~ • ~ i + i =l nnn y z . 

l z . 

Cherch ons le • { i 2 min y z. 
l z 

2 

+ 
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C (gi(x) 2 2 J + 2 + z. ) . 
1. 

C ( g. ( x) 2 ) 2 } : 
2 + z . 

l .· l 

* dérivons le terme entre accola.des par rapport à z. 
l 

et annulons cette dérivée : 

on obt ient 

1) 

2) 

z . 
l 

i y 

d'où 

2 z. 
l 

2 

= 

+ 

racines 

0 

g . ( x ) C + C z. 
l l 

2 0 = 

* l a dériv~e sec onde d oit être strictement positive 

pour que zi soit minimum~ Cette dérivée seconde est 

égale à: 

= Yi + C g · (X) + 3 
l 

2 z . 
l 

2 2 
Z. + C Z. 

l l 

1) z. 2 = O es t solution si 
l 

c'e s t-à -dire si 

Yi+ c gi(x) ) 0 
i 

f- - gi ( x) < O 



i 
2 2) z. = _L - g. (x) est 

l C l 

i y + C g . (x) + 3 C (-
1. 

i gi(x ) 3 
i 

= y + C - y -

2 ( i g .(x)) ">O = - y + C 
l 

c 'est-Èt-d i re si 

En résumé la solution est : 

2 z. 
1. 

Ca lcul du lat2-ra,ngien augmenté 

r 
L(x,y,c) = f ( x ) + 2 i ( Er . (x) i = l y '-'l 

i 
L 
C 

3 
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solution s i 

- g. ( x )) 
l 

C g i (x ) 

+ % [ g i ( x) + max \ 0 , - ~ - g i ( x ) ~ 12 

1) si 

le 

2) si 

l e 

i 
L 
C 

te rme 

i y 

i _ y_ 
C 

terme 

g. ( x) ~ 0 
1 

correspondant à 

g . ( x) C g. ( x ) + 2 l l 

- g. (x ),,> O 
l 

correspondant ' a 

l'indice i dans la somme 

2 

l'indice i dans la somrne 

est: 

est . . 



• 2 
Yi g. ( x) _(y_:) 

l C 

C 
[ g i( x )] 

2 
+ 2 + 2 % g i (x) ( -

( i)2 C [g i(x)J 2 + 
S:(Yi)2 

= L +2 2 2 
C C 

i 
+ 2 ~ ~ gi (x) 

= - ( J.:_J 2 
C 
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+ 

i 
)2 L-g.(x) 

C l 

C - J 2 + 2 Lgi ex) · · 

Récapitulons : le terme correspondant à l'indice i dans 

l a somme est égal à : 

1) si i 
gi(x) ij o ( i g. (x) )2 (~)2 y + C y + C 

l--
2 C 2 C 

2) si i g. (x )~ O . 0 ( yi )2 y + C . 
l 2c 

On obt ient donc qu_e ·: 

"' 
L(x,y,c) = f(x) + 1 

2C · 

r f
1 

( [max \ 0, yi + c g i (x)}J<--(yi) 2 •• 

"' 
Ma intenant , on peut minimiser t( x ,y,c) par rapp ort à . x 

et on obtient un vect eur x(y,c). 

Ca lcul de l'itération d es multiplicateur~ 

i i ( g i [x (y, C )] + zi [x(y,c) ,y,c] 2 ) Yk+l = yk + C 

i =l, ... , r 
i 

i ~ 0' 
yk - 1 

= yk + C ( g i [x (y,c)] :+ max - - - g . x(y,c)J ) 
C 1 



1) si - - -
C 

gi [x ( y, c )J ~ 0 ( donc 

2) si - - -
C 

En résumé 

i 
== max i O, 

i 
g i [ x _(y, C ~} Yk+l yk + C 

Calcul du critère d ' arrêt 

V r A 

Ir V L ( xk' y k ' ck ) Il ~ min\ Yk ' )"k ' f1( gi (xk ) + 
c k 

-y i [l( . ~ Ok ~k' s min - g . ( xk ) + max{o,2 
. ck ' • l • . . • ck 
l 

Y1c 1) si - - -

2) si 

g. ( xl ) + 
l .C 

c, 
iC 

2 z . 
l 

i 

g. ( xk ) ~ 0 donc si 
y k 

l . ck 

donc si 

On peut rassembler ceci en écrivant : 

~ g i( xk ) 

17 

2 _2 )2 
l . 

} 
1/ 

- gi ( xk )J)21 
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D'où on obtient le critère d ' arrêt : 

r 

Il li' L (xk' Yk, ck l\l f mi ~ 111c , '(k' ( f,1 [max \ gi (xk), - Y~ }l2 ?tJ· 
· l k ck 

Et ceci termine termine l' an8lyse de la méthode 

des multiplicateurs. 



DEUXIEKE PART I E : 

APPLICATION A DES PROBLEMES NON DIFFERENTI ABLES 

UNE METHODE D' APPROXIMATION 
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Introduction 

a. Philis0Ehie_de_la_méthode_d' a:i2proximation_Ear_un_:ero

bl ~me différentiable 

Dans cette part i e , nous allons applique r l' a na lyse 

d e la mé thode des multiplicateurs à d es problèmes parti

culiers de minimi sati on où l a fonction objective tiest pas 

différentiable. 

Nou s considerons les probl èmes de la forme : 

minimiser g ( x) 

x E. Q c Rn (1) 

où g est non diffé rentiable mais seulement à cause de 

la présence dans son e xpres sion de t ermes de la forme 

o [ fi ( x ) ] == max i O , fi ( x ) ! i 6 I 

n f. : R - :> R 
1 

(2) 

On a i merait pouvoir appliquer les méthodes habi

tuelles de minimi sation ma is pour cela, il f aut que le 

problème soit différen tiable. Une métho de consisterait 

donc à approxi mer chaque expression de la forme Y[f i (x)} 

pa r une fonction régul ière et rés oudre le problème 

différentiable obtenu par des méthodes bien connues. 

En faisan t cela, on obt iendra une solution approchant 

l a solution du problème et en rendant l'approximation de 

plus en plus préci se , on e spère qu ' elle conv ergera 

v ers l a solution exa c t e. 
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b. Une_forme _d ' approximation_donné e_pBr_la_mé!h ode _d es 

multipl icateurs 

En eff et, con s idér ons l'expres sion f~( x ~. 
En utilisa nt une variable auxiliaire z , on peut écrire : 

'{ [ f ( x)] = min z 

f (x) ~ z 

z "?, 0 

Nous pouvons appliquer à ce problème l a méthode des 

mul t ipl ice,t eurs vue dans la première pa rtie. Ainsi, 

utilisant le lagrangien augmenté, on obtient un pro

blème de minimisation approximant Y[f( x)J : 

min \ z + i c ( [ ma x { 0 , y + c [ f ( x ) - z] 1 ] 2 - y 
2 ) • ~ ( 4 ) 

z ~ 0 

avec c ;> 0 et O ~ y f 1 ( nous justifierons plus loin 

pourquoi y ~l) 

Minimisons maintenant cette expression par rapport 

à z. 

1) Supposons que pour x ,y,c fixés y+ c f( x )~ 

Considérons la fonc tion: 

R -'> R 

Z 1-:> . Z + ~C ( [ Y + C (f ( X ) - Z 1] 2 - y 2 ) ( 5) 

et cherchons son minimum. 
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1. 
Annul ant l a dérivée , on obtient : 

1 + 2; 2 ( y + C [f ( X ) - z] ) . C . ( -1 ) = 0 

y+ C ( f(x) - Z) = 1 

Z=f ( X) - ( l - y) 
C 
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cette v a leur de z est donc celle qui minimise la fonction 

définie par(5) . On a deux cas 

(a ) f( x ) - ( 1 ~Y)~ O 

dans c e cas z = 0 sera l e. solution du problème 

(4) et on obt ient que : 

max ~ 0 , y + c [ f ( J.< ) - zJ ~ = y + c f ( x ) 

ce qui donne en remplaçant z par sa valeur dans(4) 

min \ z 
1 

( [ ma.x { 0 , y + C [f (x) +-2c 

1) 
( [ y + C , f ( x) ] 2 y2 ) = 2c 

1 ( c2 f x ) 2 + 2 y f(x) ) = 2c C 

C [f (x )] 2 + y f(x) = 2 

(b) f( x ) - (1 - Y.) q 0 
C 

a lors z = f(x) - (1 - Y) 
C 

est ·solution et 



2) 

max ~ 0 , y + c [ f ( x ) - z] } 

= m 8 X ~ 0 y + c [f(x) - f(x) + (l ~ Y.:)1 ) 

= ma.x ~ 0 1} - 1 

et on obtient pour ( 4 ) : 

f(x) - (1 ~y)+ 2; ( 1 - y2) 

= î(x) 2 (1 - y)+ 1 - y2 

= f(x) -

2c 

(1 - y)2 
2c 

Supposons maintenant que y+ C f(x) ~o 

Alors pour tout z ~o 

et . 

le 

y + C [f(x ) 

max~ 0 ' 
y 

problème (4) 

min 
Z? Ü 

- z] ~o 

C [f( x) z] } = 0 

réduit donc ' se a 

~ 
2c 

} 
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Le minimum par r apport à z est z = 0 et donc on obtient 

comme valeur pour (4) : 

- ~ 2c 
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Si on r a ssembl e t ous ces résultats , le l agr ang i en 

2,ugment é du problème ( 3 ) nous donne une approximation 

de o[f ( x)) qui s ' expri me de l a manière suivante 

f(x) ( 1 - y )2 si f(x) ~ 1 - y_ - 2c C 

N 
C 

[ f ( x~ 
2 -::Y_ f (x .) ~ 1 - Y:. Y[f( x ) , y ,c]:: f ( x ) si y + 2 C ~ C 

r_ 
si f(x) <. -

y 
2c .... C 

Remarquons que si f est différentiable alors 
N 

Y[ f(x),y,c] est également différeritiable. 

Son gradient e st donné par : 

Vf ( x ) si 

[y + C f ( X)] V f ( X) si - Y.. ~f (x) < 1 - Y. 
C ...._ - C 

0 si f ( x) ~ - y_ 
C 

• . . ~ 

c. M: esure_de_l'anp_roximation_de_Ylt)_;e.ar_ Y lt _,Yi.Cl __ 

Nous allons montrer que pou:2 tout t , c > 0, 0 !: y ~ 1 

('./ 

1) Montrons que Y (t, y ,c)~ o1t) p our tout t. 

Soit t appartenant ~ R , arbitra ire. 

1 er c a s .· 0 1 t ~ - y~ 
C 

(6) 

(7) 
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rJ 
- y) 2 f = Y(t) y (t,y,c) = t - (1 t 
2c 

2ème aas : 0 .f t ~(l :V ) 
.._ 

C 

)"(t,y,c) ty 1 / 2 
t( C t) L.. t = Y(t) = + 2 C t = y+ 2 -

c a r C t et < 1 y + 2 t.. y + -- ---

3ème cas : - Y.. ~ t ~o 
C 

r-' 1 ct 2 Y(t,y,c) = t y + 2 = t 
!:_{) 

car C t e t et y + 2 = y + -2 -----70 ~o 

4ème ca s : t S: - l 
C 

rJ 

o(t,y,c) = 

2) Montrons que 

,.., 
Ô(t)~ r( t ,y,c) 1 

+-2c max \ y 2 , (1 - y) 2 ) pour tout t 

Soit t un réel arbitra ire 

1er cas : t ~ (1 - y) 
C 

Y(t) = t 

,-J 

'o(t,y,c) = t - (1 - y)2 
2c 



""( +) ç,( t ) ( 1 - y ) 2 u v = a ,y,c + 2 c 

ème 
2 c a s: O{t~(l 

oCt) = t 

((t,y,c) = y t + C t 2 
-2-

:y) 
C 

montrons que ~ ~ (1 - y)2 
1 ( t) = t ~ 1 ( t, y, C) + 2 C -

86 

rv ., (l _ y)2 
,(t,y,c) + 2 c - t = y t + C t 2 + (1 - y) 2 - t 

2 2c 

1 ( 1 + y2 c2 t2 2 y - 2 t 2 y C t) = 2c + - C + 

= 1 ( 1 - y - C t )2 ~ 0 
2c 

3
ème ea s -~ ~t~O 

C---... "' 

oct) = o 

montrons que O = o(t) ~ rct,y,c) + 2; y 2 

I" 1 2 2 1 y2 Y(t,y,c) + - y = y t + C t + -2c - 2c 2 

1 ( 2 t c 2 t2 + y2 ) =2ë C y + 

1 2 = 2ë ( c t +y ) ~ 0 = Y(t) 
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' 
4

eme c a s : t ~- Y.. 
C 

y(t,y,c) = r_ 
2c 

/ 

Y(t) = 0 

,-J i: Y(t).:: Y(t,y,c) + 2c 

On p eut donc rassemble r les résultats des quatre cas 

en écrivant 

/ 
/ 

y ( c , y,c) l ' (c) 

y ( t ) 

I 
/ 

' ' 
I 

- - - y (c·, y , c ) 

t' 

! 
j 



1 1 

89 

Puisque y f 1 , de ( 6 ) on peut tirer 

f( t,y , c) ~ "1( t) s Y( t , y ,c) + 
2

} pour tout t 1:R 

donc le paramètre c mesure la précis ion d e l'approxi

ma tion: plus c est gra nd , pl us l' approx i mation est 

précise. Par contre , repren 2nt 1 ' expression de ~ ( t, y, c ) 

t (1 - y)2 
si t 1 y - 1' 2c C 

r (t,y,c) t C .,_ 2 si y_ 
~ t ~ 

1 - y_ 
= y + l, 

2 C C 

v2 
si t ~-

y 
:,,..__ 

2c C 

on voit que y détermine si l'approximat ion est plus pré

cise pour des valeurs p ositives ou négat ives de t : 

- Si y est proche de 1 , l' approx i mation est plus pré

cise pour des valeurs positives de t ,., 
pour y = 1 Y ( t , y, c ) = o ( t ) si t ~ 0 

- Si y est proche de O, l'approximation est plus pré

cis e pour des valeurs négatives de t 

pour y = O, Y (t, y ,c) = Y(t) si t ~ 0 

Nous pourrons nous serv ir de ces remarques pour inter

préter l'ajustement de s paramètres y etc da ns l' algo 

rithme que nous a llons considérer pour ré soudre le 

problème ( 1). 



11 

90 

d . DescriEt ion_de_la _Er océdure_d' BEEroximat ion_pour 

résoudre le uroblème (1) ------------¾-----------

Pas 1 

i Etant donné les para mètres ck,Yk, i~ I, 
i 

avec ck > 0 , 0 ~ yk ~ 1 , 

remplacer cha que t erme o (f. (x)l , i é I , dans l'ex-
1 ,..,_ i 

pression de la fonctionnelle g par'( [fi (x), yk' ck 1 

pour obtenir une fonction 
,,.,.,, , • ' 
gk et resoudre le probleme 

r.J 

min gk (x) 
X f. Q C RI)\. 

Pas 2 

Si xk e st une solu tion de ce problème, faire un 

ajustement de ck de te l le façon que ck+l > c1c 

( par exemple ' ck+l = fa ck avec p -, 1) 

et de 
i obtenir y k+l 

Pas 3 

i yk , i ~ I d ' une certaine manière , pour 
. i 

avec O f: y k+ l ~ 1 

Faire k = k+l 

et retourner au pas 1. 

e. L' a justement des paramètres yi , i ~ I -----------------------------k-------

L' analyse de l a méthode des multiplicateurs nous 
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i a fourni une procédure d'ajustement des paramàtres yk 

qui a.u gment a i t d 'une m2n i è re signific8tive la vitesse 

de convergence de la mé thode. On peut alors s ' attendre , 

si on utilise une proc édu r e analogue , à. obtenir éga

lemen t de s résulta ts ava n t a geux . Ceci sera discut é 

plus loin . On c ons i dérera donc la formule d'ajustement 

suiva nte : 

1 

0 
si 

Inter prétation 

- -Supp os ons que xk t end vers x où x est une solution 

(7) 

optimale du probl ~me (1) , et qu e p our k assez grand on a 

Ceci indi que qu'on aur a. f.(x) ~O et donc il v audrait 
l 

mieux qu'on approxime avec plus de précision o[f.(x)] 
l 

pour des v a leurs positiv es de f.(x). ri•apràs ce qu'on 
l 

a rema rqué dans le paragraphe précédent, on le fait en 

po san t : 

De même si 
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f .(x) sera négative et pour q_ue l' approximation so it 
l 

plus précise pour des v a leurs négative s de f 1 (xk) , 

on pose 

== 

Si 

on voudr a it ajuster l a précision de l' approximitiori de 

o (t) lorsque f . (x) passe de v a leurs positives à des 
l 

v a leurs négatives ou v i ce-versa. En effet , f.(xk ) 
. l 

est proche de zéro , et peut changer de signe d'une 

étape à l' autre. 

Si fi(xk) est fort proche de zéro , ~itération 

ne change pas beaucoup la valeur du pa r am~t re y et on ,... 
ne v eut donc aucune précision spécia le de r (t,y,c) 

pour d es valeurs posit i ves ou négatives de f 1 (x)~ 
Ma is si f.(xk) devient "plus 'positive" par exemple, 

· l 

fi(xk) se r a pproche de (1 - Yi)/ck plutôt que de 

- y!/ c k et donc fi( xk ) + ck fi(xk) se rapproche de 1. 

L'approximation devient de plus en plus précis e pour 

des v aleurs positives d e f 1 ( x). 

Si fi(xk) devient négat ive, par contre, fi(xk ) 

se rapproche plutôt de - y i et donc 
K 

c k 
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fi(xk ) + Yk se rapproche de zéro. L'itération 
ck 

contribuera donc ~ rendre l' approximation de p lus 

93 

en plus précise pou r l es v a l eurs négatives de f.(x). . 1 

f. Présentation_de_l' analyse_de_la_méthode_EroEosée 

p crur résoudre le probl ème (1). · ·------------ ----------------
La classe de probl èmes de la. forme (1) que nous 

a vons considérée est fort vaste. Par exemple , s'y 

trouvent des problèmes de là forme : 

max ~ f l ( X ) , ••• , f m ( X ) } 

En effet on peut montrer par récurrence que 

= f l ( X ) + 0 [ f 2 ( X ) - f l ( X ) + / [ . -~-. q [ f m - l ( X ) - f m _ 2 ( X ) 

Puisque cette classe d e problèmes est si v a.riée , il 

e~ impossible de fourn i r une description et des nota

tions vala bles pour t ous les problèmes et ceci est un 

obstacle à l' a n a lyse .de la convergence pour le cas 

général. 

Pour cette r a ison 

de problèmes suivants 

on v a se restreindre à la cla sse 

min g [ x , o[ f
1

(x)] , ... , Y[frn(x))) 

XE Q C.Rn 

où g ,f1 , ... ,frn sont des fonctions continuement dif f é

rentiables. 
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Remarqu ons que cet t e classe de problèmes c om

prend celui de résoudre des systèmes d'équa tions de 

la îorrne 

i=l, ... , m 

au moyen du problème d e minimisation 

m 

min f 1 \ hi [ x , Y [ f 1 (x)] 

Voici comment nous a ll ons procéder pour analyser la 

méthode : 

Da ns le chapitre I , on donnera l e s résv lta ts de 

convergence pour notre méthode d' a pproximation. 

Dans le chap itre I I , on montrera qu'on peut obtenir 

des qu8ntités qui jouent un rôle analogue à celui des 

multiplicat eurs de Lagran g e dans l a minimisation a vec 

c ontraint es. On verra ussi que nos résultats de con

verg ence peuvent être ut ilisés pour obtenir des con

diti on s d'optimalité pour l a classe de problèmes que 

nous con sidérons. 

Dans le chapitre I II ,on ;examinera la poss ibilité 

d 'accélérer l a convergence en utilisa.n t l'itération (7). 

On cla r i fiera auss i la c onnexion de cette mét h ode avec 

l a mét hode des multipl i cateurs. 
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CHAP I TRE I 

CONVERGENCE D~ LA METHODE 

Cons i dérons le problème (9) , où l'on s uppose que 

Q est non vide et que les fonctions : 

g 

i=l, ... ,m · 

sont partout continuement différentiables. 

Nous n oterons Vxg le vecteur colonne des n pre

mières dérivées de g. 

Pa r contre, on not era ~t~ i=l, ... ,m les dérivées à . 

t • 11 d t l ( • ) ème t par i e es e g par rappor au n+i argumen 

( ~ - ~g ) 
O t i - '.dY[f i ( x )] • 

Cons idérons maint enant le kème problème de mini

misati on approximant : 

min g [x, Y[f1 (x),yt , ck ] , ... ,i [fm(x),y~,ck]} (10 ) · 

X€Q 

où C _., C:P 
k 

i 0 f yk ~ 1 i=l , ... ,m k:::0-,:1 , ... 

et )' [fi (x) ,Y!,ck} e s t donné pa r (6). 

On peut ut~liser une règle pour aju~ter les y! 

(par exemple y~ est ga rdé constant ou y~ est ajusté 
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pa r l'itéra ti on (7).) 
Soit x k un e soluti on du probl ème (10) (. en supp o

s ant qu ' elle exi s te). 

On a l a prop ositi on s uiv ante : 

Pro p osition 1 

où 
'>1-

g = inf 

X !. Q 

m 

L = L 
i = l 

k=O , 1 , . . . ( 11 ) 

(12) 

SU p 1 ~ . ( X , t l , ... , t fi ) 1 
(x,t1 ,. .. ,tm)é:M 1 

• • 

(13) 

X (S Q , ~ i ( X)}- ~ CO ~ t i ~ 0 [fi (X~ 1 
l=l, ... , m J 

à condition que 1 soi t fini. 

Démonstra tion 

Par la formule de Taylor on a que pour tout x E Q 

- r,J 1 

- g LX' r [f 1 (X) 'y k' ckl ' ••• 

. . . ' y Lf m ( X ) ' y~ , c k11 

(~ ~) "t , ••• ' t 
o 1 ô m 1 

,V ~ (x,t1 ,. ~.,t) 
rn 
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m 

= LE1 ( ~ [fi ( x )] 

et d'après (8) . . m 

f:. I 1 ~ 
\( x , -f':

1 
, ... , t ) 

( a ) i=l 2ck at-
l m 

m 

f 1 ~ sup l ~ (x,t1 , ... ,tm)\ 
2ck i=l dt. 

M . l 
k 

où IVIk = l'ensemble de tous les points intermédiaires 

entre ( x , "ô[f1 ( x )1, ... , "o [fm ( x1 ) et 

(x, l" [f1 (x) ,yt, ck} , .•• , ~ [fm (x) ,Y~ , ckl ) 

Mk ~ \ ( x , t l' ••• ,tm) : nQ,'Y[_ri(X),yt,ck}ttif O [fi(x)l} 

i=l, ... ,m 

= Î( x ,t1 , ... ,t ) :xlQ, o [f. ( x)l - -2
1 

f t. f. off• ( x)} 1· 
\ m { l ck l l: l . 

i =l, .. ~ ,m 

C: \ (x,tl' ••• , tm): xEQ ,y[f i( x )}- 2~~{tiH[fi(x~} ,M 

i=l, ... , m 
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Donc , pour tout x (Ê Q , on a obtenu : 

lg(x,Y[f1 (x)] , .. . ,,[fm(x)] ) - g (x , i[f1 (x),y!,ck},··· 

... ' i [f m ( X) 'y~' C k 1 ) 

~..l.. 
- 2c k 

rn 
L 
i=l 

Ce qui entraîne également que : 

L 
2ck 

(15) 

Puisque xk est une solution optimale du problème (10), 

cette dernière inégalité peut s'écrire : 

En combinant (15) et (16) on va enfin obtenir (11). 
en effet 

L 
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--- 2c . k 

+ 
L 

2ck 
= 
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I 

On peut déduire de cette proposition plusieurs co-

rolla ires , d ont le suivant qui nous a s sure que l a 

méthode considérée converg e dans le c a s où Q est un 

ensemble borné. 

Corollaire 1.1 

Soit Q un ensembl e borné. 

Alors 

1 im g [xk ' 0 [ f 1 ( xk ) J ' ... ' 0 r f m ( xk )1 l = g (17) 
k _, c,.o 

Démonstration 

Puisque Q est born é , l'ensemble M de la proposi 

ti~n 1 est ensemble c ompact et comme les dérivées par

tielles de g par rapport aux t. i=l, ... ,m sont continues 
l 

i:::l, ... , m 

sont finis d'où Lest fini. 

Puis que ck tend v ers l'infini, en passa nt à l a li

mite dans l ' inégalité (11) , on obtient : 
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Le corolla ire suiva n t nous donne un r é sultat inté

r e ssant dan s un ca-s pa r t iculier c a r il nous procure 

une borne à priori de l 'err eur d' approxima tion. 

Corolla ire 1.2 

Supposons que g a la forme particulière suivante 

m 

g [X' r [ f 1 ( X)] ' ••• ' 0 [f m ( X ~1 == g O ( X) + E 1 * i ( X~ 

où g
0 

: Rn~ R 

Alors 

Démonstra tion 

Reprenons l'inégal ité ( a ) de la proposition 1. 

P our tou t x é Q , on a : 

m 

L 
i==l 

g[ x, )[_f 1 (x) ,Y~, ck} , • • • \ 

•... , i\fm (x) ,Y~, ck1 
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~ ,V 

où ( x ,t1 , ... ,t ) est un point int erm édiaire entre m . 

(x,(~1 ( x )} , ... ,)"[_fm(x )J ) et (x ,~[f 1 (x),yt,ck} , ... 

• • . ' j ~ m ( X ) , y~ ' C k] ) 

or ½fi ( x, t 1 , •.• , tm) = 1 pour tout (x,~1 , ... ,tm) 

Ceci nous donne : 

g [ x ,o[f1 ( x )], ... ,'o[fm(x )~ - _ _ • .· • • 

_ - g [x , y [f 1 (x) ,Yt, ck1, ••• , r[fm (x) ~Y~, c k11 \ f 2~k 

et donc aussi 

l * [ "Ç~ 1 } ,., - • m , \ 1... _.!!!._ g - g xk , t!1(xk ),yk,ck , ••• ,o\_fm( xk ),yk,ckJ ..... 2ck 

d'où 

g*- g [xk,Y[fl(xk)} , • •• ,"o[rm(xk )]] 1 

~ / g)/, - g [xk ,~[fl( xk) ,yt,ck], ••• ,f[fm( xk ),y~,ck]]I+ 

g [xk, 'i[r1 ( xk ) ,Yt,ck] , ••• , ~[fm(xk) ,Y~,ck]] -

- g [ xk' '( ~ 1 ( x k )] ' • • • ' Ô ~ m ( xk ~j 1 · 

l __!!!___ 
- 2ck 

m 
+ 2ck 

m = c 
k 
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Le coro l l a ire suiva nt prouve que chaque point d'ac 

c umulation de l a suite ~ xk ) est une solut ion du pro

blème (g) , dsns le cas où Q est un ensembl e fermé. 

Corollaire 1.3 

Soit x un point d' a ccumula tion de l a suite \ xk~ 

et so i t Q un ensemble f ermé. 

Alors 

g[x,r[f1 (x)], •.. ,)'[_fm(x)] = min g [x,'o[f1 (x)} , ..• ,f[fm(x~] 

X éQ 

Démonstration 

Sans perte de généralité, supposons que l a s u ite 

toute entière {xk\ converge vers x et soit Sune boule 

fermée contenant la sui te ~ xk ~ -; 

Alors, on a que xk est une solution optimale du 

problème 

min g [x, Y[fl(x) ,Y~ ,ck1 ' ... 'f[rm(x) ,Y~,~1c1l 
X~ Qf'tS 

et comme Q () S est un ensemble borné , on peut appliquer 

le corollaire 1.1 et on obtient 

:::.i~f g l x, o [:r 1 ( x) 1 , ... , o-- [r m ( x )}] = 
x_~ Qns 
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= lim g [ xK' a [f 1 (xJ}, ..• , ?5 ~m ( x)]Î 
k ➔ o-

Or, on a aussi que: 

1 im g [ xk, 1 l f l ( xk )} , . •• , ~ [ f m ( xk ) J] 
k -> .,,D 

= g(x,Y[f1 (x)j , ... ,o[fm (x )J] 

En rassemblant ces d eux résultats on trouve : 

glx, r [f 1 cx)J , ... , 6"[ fm cx)J] = i n f g [x, r[f1 ex)} ~ ~ .. , o [fm< x ~ 
xe Qns 

= min g [x, o[f1 ( x )} , ... , o[fm( x )]] 
X €..Qf\ S 

pui sque , Q étant fermé et S compacte , Q n S est compact . 

= 

I l reste à montrer que: 

min g [ x , r[r1 (x)] , •.. , êr[fm(x~} 
xE:.Q ()S 

min g [ x , o (_f 1 ( x )} , .•. , o [f m ( x ~] 

X é Q 

(18) 

Mais c omme S est une b oule fermée cont enant la -suit e {xk r 
arbitraire on peut la prendre de rayon aussi g r and 

que l'on veut et l'éga lité (18) est donc vraie : le 

corollaire est démontré . 
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On a ainsi démontré que chaque p cint d ' a ccumula tion de 

la _suite { xk } e s t un point de minimum _du problème (9), 

mais rien n e di t qu 'il existe un po int d ' accumulation . 

D ' aut re · pa rt si Q est un ensemble c ompact , comme 

l a fonction ob jective g l x , o[f1 ( x)} , .. _., t[fm(x)J] est 

continue par r apport à x, le problème (g) possède au 

moins une solution. De plus cha que point de la suite 

\ xk} est solution du p roblème : 

Q étant fermé , \ xk)~ Q et comme Q est borné , cette 

. sui te possède a.u moins un point d 'accumulation et par 

le corollaire qu e nous venons de voir, ce point est 

une solution du probl ème (9). 

La proposition 1 e t ses corollaires justifient donc 

l'emploi de l a procédu re d ' approximation telle que 

nous l'avons construit e , pour résoudre le problème (g). 

Remarquons que pou r prouver la convergenc e de la 

méthode , on a dû imposer aucune condition sur les pa

r a mètres y! ,i=l, ... , m et ceci nous laisse totalement · 

libres d e choisir une procédure d ' ajustement qui accélè

rerait l a converg ence ( voir chapitre III). 
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CHAPI '.I.'RE I I 

CONVERGENCE DES r,m LTIP LICAT EURS 

ET CONDI T IONS D ' OPTI~AL I TE 

Puisque l a procédure d ' a pproximation proposée est 

étroitement liée à la méthode des multiplicateurs , on 

s'att en d à c e que le ve cteur yk 1:. Rm , s'il est a j usté 

d'une ma ni è r e a.p-propri é e ( par une itéra tion analogue 

à celle employée dans la métho d e des multiplicateurs), 

converg e vers un vecteu r qui jou. e un rôle similaire à 

celui du vecteur optima l des multiplicateurs de Lagran

g e pour le problème d i ff érentiable avec contraintes. 

Da ns ce cha pitre , n ous verrons que ce vecteur des 

multipl i c a teurs e x ist e eff ectivement et nous établi

rons l es c ondit i ons d ' optimalité p our le problème (g). 

On supposera da ns c e chapitre que Q est un ensemble 

convexe fermé. 

Con s i dérons à nouv e a u le problème _appro x imant : 

min g [ x , )' t l ( x ) , y~ , c kJ , .•• , ~ [f m ( x ) , y~ , c 1c]) 
x~Q 

On a le résultat suivant 

(19) 
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Proposition 2 

Soit Q un ensemble convexe fermé 

et soit (i,~) un point d ' accumulation de la suite 

i (xk,Yk)} où Yk = ( yt( xk ), ... ,y~(xk))' est défini 

de l a manière suiva nt e : 

1 si 1 t.. i .._ yk + ck fi(xk) 

si i 
fi(xk) 0 f yk + ck 

0 si i 
fi (xk) f 0 yk + ck 

Alors x est une s olution optimak au problème ( g ) 

et y est un vecteur d es multiplicateurs vérifiant : 

m 

< <v L }__g yi 'v f
1
.\ , (x - x))~o pour tout xg + i=l "'t . -

o 1. • X = X 
X 6. Q 

où l'on a adopté les n otations du début du chapitre I, 

où<·,·> désigne le produit scalaire dans Rn 

et où 
-i 
y = 0 
-i 
y = 1 
-i 

O!:-y .fl 

Démons trat ion 

s i fi (x) L..0 

si f . (i)>O 
1. 

s i f. (x) = 0 
1. 

fl 

Cal culons le grad i ent par rapport à x de la fonct ion 

object iie au probl ème (19) 
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v' g. [ X, Y [f l ( X) , y~ , C k1 , ... , Y [f m ( X ) , y~ , C 1J] 
m 

= ~ L ?If ""'[ < i ~ • V g + . l t V o f . X) , y, , Ck 
X l= ' • l .l{ l d l • X 

Vf . (x) 
i . 

si 1 ~ Yk+ C 1 f . (X) 
K l l 

Le gradient par r apport à x de la fonction objec

tive peut al ors s'écri re · : 

m 
L ~ N i 0 

y'x g + i =l t yk(x) v f ·: j 
:) i • l X 

(20) 

i=l, ... , m est donné par : 

1 si 1 i f. (x) ~yk + ck l 

,.,.î ( i 
ckfi (x ) si i f.(x) ~l yk x) = y k + 0 ~ yk + ck l 

0 si i f.(x) t..O yk + ck l -

Puisque Q est un ens emble conv exe e t que xk est 

u ne solution optimal e du problème (1 9 ) , on a l a c on

dition nécessa ire : 

( 21 )' 
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( 22) 

pour tout x €. Q . 

-vers ::x: . 

Puisque , par hypothèse , Q est fermé , d'après le 

corollaire 1.3 , i e st une solution optimale du pro

blème ( 9). 

yk étant une fon c tion continue de x, la suite 1 y r 
)·k1KE.~ 

\ yk \:x \ (y! ( xk) ' ••• ,y~ (xk) )

1

~k f. K 

( -1 - m) a au ss i une limite j = y , ... ,y ' 

si f. (x) >o 
l .. 

y si fi(x) = 0 

0 si f 1 (x)(O 

t1 Il 

En passant à la l i mite dans (2 2) , on a que (x,j) 
a ait· vérifier : 

pour tout x '- Q 
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Ma intenant , avant d 'établ ir les c onditions néces

saires d ' optimalités, d éfinissons le s no t ions de mini 

mum local et de minimum loca l isolé pour le probl ème (9). 

Définition 

x est appelé minimum l ocal pour le problème ( g ) si 

x minimise g (x ,y[f 1 ( x)j, ... , y[fm (x)]1 sur un ensemble 

de l a forme Q n { x : Il x - x Il b E. ~ 

où Il . Il dés igne l a norme euclidi enne et E.> 0 e s t un scala ire 

x est appelé minimum_l ocal _isolé pour le problème (g) 

six est un point de minimum unique de 

g [ x , o[f1 ( x )] , ... , Y[fm ( x )]j sur Qn ~x: llx - x 11 ~ f..) 

Proposition 3 

(cond.Îtion nécessaire d 'optimal~té pour le problème (g)) 

-Soi.t Q un ens embl e convex e · fermé et x un point · de 

minimum local isol é p our l e problème (9). 
Alors il existe· u n vecteur des multiplicateurs 

- c-1 - m) y= y , ... ,y ' vérifiant 

m 

< vx g + t 1 v f. l 
• l X = X 

pour t out x 6.. Q 

-i 0 si r.(x) ,o y = 
l 

-i 1 s i f. ( x) :>O y = 
l 

0 f -i<l y ... s i f. ( x ) 
l 

= 0 
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Démonstration 

Soit Q un ensemble de la forme Q f\ { x : llx - x Il ~ l } 

c ontenant x , un point de mi nimum unique de g sur Q. 
Considérons la procédure d ' approximat ion pour le pro

bl ème suivant : 

mi n g [x , r [f 1 (x )J , ... ,o [fm ( x )]] 
XE:. Q 

puisque Q. est compa ct 'la s u i te ~ Xk } est b ien 

définie et possède au moin s un point d ' a ccumul a t ion , 

qui d ' apr~s le corollaire 1.3 est une solut ion opti 

mal e du problème ci - de s sus . Puisque c e l le-c i est uni 

que , on a , que l a suite\xk) conve r g e vers x. 
Considérons maintena~t la suite \ yk ) où yk est dé

fin i c omme dans la proposi t ion 2. Puisque ~ xk 1converg e 

la suite ~ yk \ a égal ement une limite y. On peut mainte

nant appl iquer la proposi t ion 2: (x , y ) satisfait : 

m 

< .\Jxg + f1 
pour t out x '- Q 

- i y = 

- i y = 

0 ~ -i < 1 y .... 

1 

0 

- i y 'iJ f. \ l -X=X 
, ( x - x )) ~ 0 

si f. ( x) ) 0 
l 

s i f. ( x ) 
l. 

t.. 0 

si f. (x) 
1 

= 0 
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Remarque 

Lorsque Q = Rn 
' 

l a condition nécessa ire ci-dessus 

donne : 

m 

V g + ~ 
d g 

yi Vf i \ 0 Ï=l = X ?>t . -1 X = X 

Cette remarque peut être utile en pratique car on 

p eut l'utiliser da ns un programme comme crit~re d'arrêt. 
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CHAPi r RE I I I 

L'ITERATION _DES EU LT I P LICArrEURS _ ACCELERE 

LA CONVERGENCE 

Da ns l'introduction , nous avons déjà donné une 

formule d'ajustement des multiplicateurs ( voir (7)) 
qui est analogue à cel l e employée dans la méthode des 

multiplicateurs. Nous en a vons déjà donné une inter

prétation. Maintenant, nous a llons voir que , comme 

dans la méthode des mul tiplicateurs, cette méthode 

d'ajustement est très a vantageuse ca r elle accélère 

l a converg ence. 

Pour le faire, nous envisagerons d ' a bord un càs 

particulier du problème (g) , puis nous ferons deux 

généralisations. 

Nous nous intéressons donc à la formule d'ajuste

ment des multiplicateurs suivante : 

1 si 1 L i 
-Yk + ck fi(xk) 

i i 
fi( xk ) si 0 (. i ck fi (xk) ~ 1 Yk+l = yk + ck -Yk + 

0 si i f 1(xk) ~ 0 yk + ck 

( 23) 

a.) Considérons d'abord le cas pa rticulier du problème (g) 

m m 

min { g 0 (x) + f 1ai Y[f i (x)]5 = min~g 0 (x) + f:,1<5[aifi (x)1J 

X X 
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où a . , i=l, ... ,m sont des scalaires strictement 
l 

positifs. 

En introduisant des va riables supplémentaires 

z1 , ... ,z , ce problème est équivalent au probl ème : 
m 

m 

min 
x,z 

~ go ( x ) + i~l zi } 

a . f.(x) (z. 
l l " l 

0.:.. z. 
..... l 

( 24) 

qu'on peut résoudr e par l a méthode des multiplicateurs, 

c'est-à-dire minimiser par rapport à x et z le problè

me suivant : 

min 

1 
+ 2c 

k 

m 

f 1 [[max \ O, y! + ck 
2 • 1 ( a . f . ( X ) - Z . ) lÎ - ( y

1
: ) 2 

l l ' , l Jj .. 
· (25) 

pour une sui t e croissante { ck t de ·scalaires strictement 

positifs et une sui te i yk) yk 6. Rm , où yk est ajusté 

par l'itération suivant e 

= yki + ck(a
1
. f

1
. ( xk ) - z. ) s i y1~+ck( a. f. (x1 )-z . ) ~ 0 

lk \. l l C lk 

sinon 

où xk , z i i=l, ... , rn est solution optimale du pro -

blèrne ( 2.5 ) k 

( 26 ) 
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Mainten a nt par une procédure analogue à celle em

ployée dans le paragraphe b de l'introduction, on peut 

mi nimiser 1 ~;, fonction obj ect ive du problème ( 25 ) par 

rapport à z et l e problème ( 25) se réduit au problème : 
m . 

. ~ ~- i ~ nnn I g 0 ( x) + . 1 Y l a. f. ( x ) , y1 , ck ] J l = l l { 

X 

= min 
~ 

( 27 ) 

qui est le problème approximant de la procédure que nous 

étudions. 

Voyons ma intenant comment se transforme l'it éra

tion ( 26 ). Si xk est une solution du problème approxi

mant ( 27 ), on a troi s ca s : 

i si y 1 + ck a. f . ( x 1 ) >,. 0 
,C l l ,C ' 

(1 i) 
et a .f. ( x )- ±=ilk- LO 

1 1 k ck -

ce qui est équivalent à avoir 

dans ce ca s on a vu que l a solution de la minimisation de 

+ 2~J [max \ O, 
i 

( a. f . (xk ) 2 • 2] ( 28) z. yk + ck - zi)}1 -(y~) l l l 

par rapport Èt z. était z. = 0 
l l 

Da ns ce c a s l'itérat ion (26 ) donne . . 
i i 

fi( xk ) pu,isque Yi fi ( xk ) ?, 0 Yk+l = yk + ck a. + ck a. 
l l 
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2ème cas 

Dans c e cas , l a solution de la minimisation de ( 28 ) 

pa r r a pport à z . e st : 
1 

et l'itéra tion (26) donne : 

La solution de l a minimisation de ( 28) par r a pport à 

z. était : 
1 

z. = 0 
1 

= 0 

En rassemblant le s résultas des troi s ca s , on 

obtient que l'itération (26) donne l'itéra tion . . 

l 
1 si i 

fi ( xk ) ~ 1 yk + ck 8 . . 
1.. 

i i 
fi(xk) si i a . f.(xk) 6-1 Yk+l = yk + ck a . 0 f. yk + ck 1 l l 

0 si i a. fi ( xk) f: [) yk + ck l 
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qui est identique à l'itération ( 23 ) que nous étudions . 

Donc l a méthode d ' appr oximation a v ec l'itération ( 23 ) 

est équivalente à l a mé t h ode des mul t iplicat eurs dans 

le cas où le pro blème (g) a l a forme particulière que 

nous a.vans considérée ici. Donc , comme l'it érat i on des 

multiplicateurs ( 26 ) a c célère l a convergence et que 

pour c ette i tération, on a pas be s oin de f a ire croître 

ck v ers l'inf ini : p our que l a métho d e converge, on 

gardera c es avantages en a jus t a nt les multiplicateurs 

par l'it ération ( 23) dans l a procédure d ' appro x i mation 

pour le pro blème particulier cons idéré. 

b.) Premiè r e généralisation 

n Suppos ons que Q = R. 

Cons i dérons le cas particulier du problème (9) où 

la fonction objective a l a forme sui vante : 

m 

g [ x,y[f1 (x)} , .. . , 0 [fm ( x)1] = g 0 ( x ) + [ 1gi·( x )o[fi( x)} (29) 

où g . : Rn➔ R i=l, . .. , m 
l 

Supposon~ q~e x es t un minimum locc l 1sol8 du pro-

bl ème (29) dans u ne boule ouve r t e B( x,E..)' 

Nous définissons 

r+ = \ i f.(x)>O 
l 

,i=l , ... ,m } 

I = ~ i . fi(x) LO , i=l, ... , m j . 
0 

~ f. Cx) ,i=l, ... ,mt I = i = 0 
l 
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Supposons que f e s t suffisamment petit nour assurer -" . 

f.(x)> O 
]. 

pour tout X"--B ( x,E ) i t. r+ 

f.(x)~ O 
]. 

pour tdut x~B (x,E.) iGI 

0 
Supposons aussi que g. (x) /. O pour tout i t, I . ( 30) 

l 

Il existe un voi sinage V de x inclu da ns B ( x ,~) pour 

lequel le problème ( 29 ) peut s ' écrire ··J.ocalement : 

que 

g . ( X ) f . ( X) + ~ 0 max J O ' g . ( X) f . (X)~ 
1 1 i 6 I + ) 1 1 

(31 ) 

+ X. 0 

i ~ I -
mi n 

où 
O+ 

) i gi (x)>O, f. (x) 0 } I = = 
l 

·o_ 
\ i g. (x)Lo, f. Cx) 0 J I = : = ]. l 

En effe t, Si i f. I -;- g . ( X) 0 [f . (X)] = g . ( X) . 0 = 0 
l l 1 

p0~T tout x~B(x,é.) 

Si i ~ I+ , g . ( X ) ô [f . ( X )] = g . ( X ) f . ( X ) 
1 1 1 J. 

pour t out XE.. B(x, ~) 

et il existe un voisina ge V de -X inclu ,- '(- ) tel 
\ 

dans 'B, x,E, q1:1e 

g.(x) > 0 tout x~v . ro+ pour 
' 

1 E-
]. o_ 

g . (x) LQ pour tout X GV , i e.. I 
1 donc 

p Our i € I 
O 

+ g . ( X ) '6' r f . X 51 = g . ( X ) f . ( X) 
l L l J. 1 

si f . ( x ) g .(x)~O 
1 l 

si f.(x) g. (x)~O 
1 1 
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d ' où g . ( X ) yr f . ( X )1 = max ( 0 ' f . ( X) g . ( X) 1 
l . L i :J ) l l 

pour i b r 0
- si f. (x) g. (x) f. O 

l l 

= g. ( x ) . 0 
l 

si f.(x)g.(x)~O 
l l 

Le probl~rne (31) es t encore équivalent au probl~rne 

min 
x,z 

g .(x)f.(x) 
i G I+ l l 

iGI 
o_ 

o_ '\ 
Remarquons que c omme pour i f. I • 

et 

on a que 

Lo rn in 1o , g. ( x )f.(x)) ~ 2-. ,-,0_ 
i ~ I - ') l l 

i 6 I 

pour tout sous-ensemble 

De plus , 

"' D O_ 
I - CI 

g .( x ) f .( x ) 
l l 

(32) 

z. D minlo, g .(x)f . (x)~,, 2.. 0 g .(x)f.(x) = 0 
iGI- 1 l 1 i~I-1 l 

-Alors , on peut conclure que x est également une solu-
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tion opt ima le du problème : 

L z_ + g. ( x)f. ( x ) + 0 z
1
. + 

i é. r+ 1 1 i c; I + 

,..,0 0 _ 

p our tout I - G I 

Si on feit l'hypo thèse que 

g. ( x )f . (x)J l • l 

0 
, i b I (34) 

sont des veciecirs linéairement indépendants, alors I
0

-

est vide. 

En eff et , puisque x est une s olution du problème 

(33) , il doi t satisfai re l a condition nécessaire d e 

Kuhn- Tuc-kèr : 

·-i 'V .,.Lg. ( X) f . ( X )11 - = 0 
;\ l l X=X 

r-o o_ 
pour tout sous-ensemble I -c de I 

où ;i est le multiplicateur optimal d e Lagrange p our 
0 

l a contrai nte g. (x)f. (x ) - z. !:: 0 , if.. I + 
l l l 

Puisque les ~[g. ( x )f.(x)]\ - , it.I
0 

sont liné -
1 l X=X 

a irement indép endants, l'égalit é (35) entra îne que 

(33) 
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NO_ O_ 
tous les sous-ensemble I de I sont vides et donc 

o_ 
que I est vide . 

Finalement , le problème ( 29) dans un voisinage V 

de x est équivalent a u problème : 

min 

g . (x) f. ( x ) 
l l 

0 
0 ( Z., i6I .... l 

2- 0 

i~I 
(36) 

Nous allons r ésoudre ce problème pa r une méthode 

analogue à celle des multiplicateurs ma is où le para

mètre de pénalisation dépend de x . Cette méthode possède 

les mêmes a v a ntages que l a méthode des multiplicateurs 

que nous avons étudié e dans la première partie ( pour 

la description et l' analyse de cette nouvelle méthode, 

voir appendice C). 

Cette méthode , a ppliquée a u problème (36) consiste 
0 

à trouver xk et zi , i €. I résolvant le problème : 

min J g 0 ( x) + L g. (x)f.(x) + L z . + 
) i ~ r+ i i i E.. ra i 

x , z. 
J 

0Lz . ,if-I 0 
... l 

+ L 
i € r 0 

où on a pris 

et si xk, zi i €. r 0 est une solution du problème ( 43 ) ,poser 
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Minimisons d ' abord ( 43 ) par rapport à z. i €. r 0 
1 

121 

Soit if. I 0 ,- x G.B(x, t) fixés et cherchons le minimum 

p a r r app ort à z. du terme 
1 

min \ zi + ~ ([max \ O, y! + ';'!( x) 

zi ~ 0 2c~(x) 

1) supposon~ d'abord que 

donc 

alors pour t out z . 4 0 
l 

L gi ( x )f i (x) - zJ~f.. -y! ~l 
( 44 ) 

et l a solution au problème ( 44 ) est z~ = 0 
..L 

et le terme correspondant à i €. r 0 du problème ( 43) se 

réduit à :-'· 

1 
- 2 

i 
ou encore que yk + c k fi (x) ~ 0 
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Cherchons d'abord le minimum par rapport à z . , z. ~ 0 de 
1 1 

z. + 
1 

, I ' 

Dérivons cette expression par rapport à 

cette dérivée 

z . = 
1 

z . et annulons 
1 

On trouve donc comme solution du problème (44 ) 

* si 

z. = 
1 

et dans ce cas 

+ g. ( x)f. ( x) 
1 1 

( 47,) 

et donc le terme corre spondant à i b I 0 dans 1 ,·expression 
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du problème (43 ) se r éduit à 

yki - 1 + ~ki(x)g.(x)f. (x ) 
- 1 1 ) 

= 

= g. ( x ) f. ( x) - g. ( x) 
1 1 l 

alors c'est z . = 0 qui est s olution du problème ( 44 ) et 
l 

et le terme corrspondant à i € 1° 

problème (43 ) se rédui t à : 

,_} [f yki ~'-. ;ki ( x ) g. ( x) f. ( x )] t -
2 1 ( ) L, . 1 • • l l 

c k X - · • . 

dans l'expression du 
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Se r appelant l'express ion d e Y[fi ( x ),y!,ck] (voir(6)), 

le problème ( 4- 3) peut s 'écrire . . 

min go (x) + L g.(x ) f .( x) + I.. 
gi (x)~[ri (x) ,Y!,ck} i €. r+ l l i G JO 

X 

Maint enant voyons ce que devient l'itéra tion des mul

tipl icat eurs si xk e st une so luti on optimal e du pro
blème ( 48 ). 

1) si 

i 'd ' après (45) on a y = 0 
k+l 

2) si 

d ' après (46) on a 

3 ) 

(48 ) 
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Maintena nt, on vo i t cla irement que si on est assez 

proche de x, résoudre le problème ( 29) par l a procé

dure d ' approxi mat i on e t l a mé t hod e d ' ajustement de s 

multiplica teurs u ti l isant l'itérat ion (23) r evient à 

résoudre le problème é quivalent (3 6 ) par l a méthode des 

multiplicateurs où le paramètre de péna lisa ti on dépend 

de x . 

D' aprè s ce que nous avons vu sur cette derniè r e mé 

thode ( voir appendi6 e C) on a donc de grands avant a -

g e s à utiliser cette i téra t ion ( 23 ) puisqu 'elle accé

lère l a conve rgence et qu ' on a pas besoin de f aire cro î 

tre ck vers l'inf ini, évitant a insi les problèmes d'ins

t a bil ité numérique. 

Tout ceci est ,i'ala ble uniquement pour des p r oblèmes 

de l a forme ( 29 ) . Nous a llons maintenant faire une 

dernière géïiéralisa ti on , montrant que l' analyse de ,. 
ce cha pitre est égal ement v a l a ble pour le cas général 

du problème (9) . 

c.)Deuxi ème général isa tion 

Consid6ro'1.s l '..; prnblèr,1e ( 9) 

où g et fi i=l, ... ,m s ont des fonctions diff érentiabl e s 

Pou r faciliter le s c e lculs et sans p erte de géné.ra

li té -, supposons que I 0 =~l, ... , m~ 

Développons la fo n ction objective autour de 

, t = <Y[f 1 ( x)} , ■-. •• , 0[_fm( x)}) 
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= g[x, Y~l (x)] , ••• , o(_frn(x~1 + 
m . 

+ i~l ~i[x,'o[_f1(x)] , ••• ,'([fm (x)]].o~i(x)j+ 
m 

+ ÜX ( f l O [fi ( X)} ) ( 4 9) 

où Ox est une fonction de x , o~ i ( x ~ i =l, ... , m telle que 

pour tout x: m 

lirn 
0 X ( 1= 1 ô [fi (X)} ) 

= 0 (50) 

Maintenant, remarquons que la fonction ( 49) est de 

la forme de la. fonction objec tive du problème ( 29) sauf 

des termes d 'ordre plus grand ou égal à 2 . On s'attend 

à c e que ce s terme s supplémenta ires soient néglig eable s 

si on est ass ez proche de x et qu 'il s tendent vers 0 

lorsque xk tend vers i. Ainsi , tout ce que nous avons 

dit dans le paragraphe précédent sera it valable asymI? 

tot iquement pour le bas général . 

C'est ce que nou s allons voir un peu plus en détail. ,., 
Considérons la fonction G( x) du type de l a fonction 

object ive du problème (29) du paragraphe précédent : 

G ( x) = g [ x , o [f 1 ( x )j , . . . , 1 [f rn ( x )] + 

m 

+ f 1 ~ . [ x , o (! 1 ( x 51 , . . . , 'o (f rn ( x 51] o [fi ( x )} 
l 
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Puisque i est une solution optima le du probl ème (49 ) 
on a d ' après l a propositi on 3 du chapitre pré c édent, 

l a c ondition néces sai r e : 
- (-1 -m) Il existe un vect eur y = y , ... , y ' a vec 

Ofyifl tel que : 

m 

'vx g1 --x- + L. à g Yi V f. \ = 0 
X i =l ,t" . l -

o l X=X 
(51) 

L'expression (51 ) ci-dessus peut encore ~écrire : 

Vx g [i, Y [f1 ( i)] , ... , 'o[fm (x~J + 
m 

f 1 1{ i Li , ôÎf 1 ( i )1 , ... , ~ [f m ( x )~ y i V f i ( i) = 0 ( 5 2 ) 

r-J 

Remarquons ma intenant que G( x ) est auss i une fonc-

tion de o rf . ( x )} véri f i ant également la canai tian ( 51 ) l: l . 

En effet : 

m 
+ L 

i=l 

= 

+ 

~ ~ i [ x , o [f 1 ( i )1 , . . . , ô' L f m ( i ~ 

= 0 d ' après ( 52 ) 

- ·-_11[f . ( X )1 - + 
X=X l ~ X=X 

-i 1 y 'y f. \ - . l X=X 

-Supposons ~lors qu e x est aussi u n e solution optima le 

du probilièrne : 
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,-J 

min G( x) ( 53) 

(Cette hypothèse n'e s t évidemment pas toujour~ ,vérifiée 

ma i s a li eu cependant dans l a plupart des cas .) 

Si nous utili'sons la pro céd1..tre d ' appr oximation pour 

minimiser ~ (x) , al~rs à l'étape k, le gra dient de l a 

fonction objective approxima nte se r a nul au point xk. 
Puisque 

m 

G ( X ) = ~ (X) + 0 X ( f l )"[f i ( X)] ) 

a lors le gr adien t de la fo nction approxi mante du pro

blème ( 53) sera égal à : 

_y 
X 

Comme Ox ne conti ent que des termes d 'ordre 2 ou 

d'ordre plu s g r and e t que xk _., x , yk ➔ Y 
m m 
~ ,-; i v ~ J 

Vxoxk ( i=l ô [fi ( xk ) ,Yk ,ckl ) -) X ox ( i=loTf i ( x ) ) = 0 

'V ··. 

e +- donc la minimisBtion dP. G( ,' ) -?st asyrnpt ot io 1 rnment 

exa cte. Nou s pouvons d onc c onclure qu ' a symptotiquement 

l a pro cédure d ' approximation pour le problème général est 

équivalente à l a procédure d'approximation p ou r le pro

bl ème (53), qui est de l a forme de celui ;.'du paragraphe 

précédent, pour lequel on a établi les avantages d e l'i

tération ( 23) pour ajuster les multiplicateurs. 

On dé duit donc que dans le ca s général également, 

on a intérêt à employe r l'itér~tion proposé e pour aju s t~ 

les multipl icat eurs puisqu 'elle possède les propriétés 

que nous connaissons bien . 
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Ceci termine le chapitre III a insi que notre analy s e 

de l a procédure d' approximati on proposée pqur résoudre 

une classe particuli~re de probl ~me s d 'optimisation 

non différentiables. 



TROISIEME PARTIE : 

L'IMPLEMENTATION DE L'ALGORITHME 

DE. LA METHODE DES J\füLTIPLICATEURS 
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Introduction 

Dans cette troisi eme partie, nous décrirons comment 

nous avons implémenté l'algorithme de la méthode des 

multiplicateurs , en s 'inspirant du programme de 

D. A. Pierre et M.J.Lowe ( voir [4~ ). 

Nou s a écr:irons d'abord comment est c onstruit le 

programme et le rôle des différentes sous-routines. 

Ensuite suivront quelques renseignements utiles 

pour l'utilisateur, n otamment l'entrée des données. 

Et enfin, nous donnerons des résultats numériques. 
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CHAP ITRE I 

L' Irr:P LEHENTATI ON DE L 1 .A LGORI TIDt E 

1 ) L 'alg orithme_g énéra l 

Si nous nou s rapp e lons l' a lgorithme d e la méthode 

d es multiplicateurs, n ous c onstatons qu'il est une sui te 

de cycles comport ant chacun deux pha ses 

1. une phase de minimisation s a ns contra inte 

du l agr a ng ien augmenté L(., yk,ck ) où yk 

et ck sont fixés 

2 . une phase d'ajustement des pa ramètres de 

pénalisat i on et des multiplicateurs yk . 

a) La phase de min imisation s a ns contre inte du l e -. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
grangien augmen té 

* une direction de de s cente est d'abord générée 

-soit par la méthode DFP 

-soit par une méth ode DFP- self-scaling 

sel on l'option de l' u tilisateur 

On peut aussi faire une réinitia.lisation à la direc

tion du gradient aprè s chaque cycle. 

* Lorsqu'on a une direction de descente, on recherche 
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le point qui minimise le l agr a n g ien 2- u gm enté da ns cette 

d irecti on , à partir du p oint d onné ~ l'ét a pe précé den te; 

autrement dit on f a it une r e cherche unidirectionnelle. 

On obtien t a insi un n ouvea u po i nt x. 

On effectue alors p lusieurs tests dan s le but de 

d étenniner si l a pha s e de minimisation du l a grangien 

aumenté p eut être cons idérée comme terminée ( auquel 

c a s on pa sse à la phas e d'ajustement ) ou non. Da ns ce 

d erni er ca s, il f aut r ecommencer le processus , c'est-à 

dire ch e r c h er une nouv elle d irection de descente, etc. 

On p a sse à l a ph2se d' ajustement dans le c a s où: 

(1) le point trouvé n'app orte pa s bea ucoup de 

chang ement pa r r a pp ort au point précédent ( l a 

phase de minimisation peut al ors être consi

dérée comme t erminée ) .C'est le cas lorsque : 

et 

où VLk = v' L (xk,Yk,ck) 

t 3 est donné par l'utilisateur 

au d ébut du programme 

lors qu'apr~s une phase d'ajustement 

on a eu Il VLII ~10. E.
2 

(2) ou bien on a atteint le nombre ma ximum 
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de recherche s unidirectionnelles à l'intérieur 

d'un cycle : ce nombre est donné par l'utili

sateur ( en g énéral 2n+l ). 

(3) ou bien on a fait plus den recherches 

unidirectionn elles dans le cycle et le gr~dient 

du lagrangien augmenté est suffisamment petit 

Il \7 Lk li ~EPV 

~O\J 
(4) ou bien encore lorsque plusieurs recher-

ches unidirectionnelles ont été faites en ne 

produisant aucun point donnant une plus peti

te valeur du lagrangien augmenté. 

b) La phase d'ajus tement 
•· ............. . ..... . 

Les multiplicateurs sont ajustés par la formule: 

dans le cas des contra intes d'égalités et 

dans le cas des contra inte d'inégalité 

Les paramètres de pénalisation sont ajustés par la 

formule 
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où w est donné w ~ 1 ( en g énéral w = 2 ) ainsi que c 0 • 

On effectue cette itération uniquement si ck+l 

ne dépasse pas une limite donnée wMAX. 

2) Construction_du_Erogr emrne_- DescriEtion_sommaire 

des sous-routines 

Le programme suivra donc l'organigramme suivant : 

k = k+l 

résultats 
finau x 

l 
G 

Ini tia lisa t ·ion 
k = 0 

CRl~u l d 'une direc 
tion de recherche 

!)1,ir?-,i m;i. sati on 
unidirectionnelle 

ev2l ue tions au 
point trouvé· 

ré su ltats intermédiaires 

ajus tement 
des paramètres 
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L'organigramme ser a exécuté par la s ous - routine 
LPNLP. Chacune des éta pes de l'organigramme est exécut é e 

par une ou plusieurs sous-routines. 

LPNLP , su ivant l e schéma donné par l'organigram
me, les appelle tour à tour jusqu'à la convergence ou 

l'arrêt du programme. Reprenons toutes ces étapes : 

i) Initialisation de l'algorithme 

( effectuée pa r la sous-routine I NIT L) 

ii) Calcul de la direction de recherche 

(sous-routine DFPRV ) 

iii) Minimisation unidirectionnelle 

(sous-routine SEARCH) 

' iv) Evaluation du gradient du lagrangien augmenté 

au point xk+l 
(sous-routine GALAG) 

Evaluation de s fonctions objectives et des con
traintes 

(sous-routine FXNS, DELTA) 

v) Impression des résultats intermédiaires ( en option) 

(sous-routine OUTPUT) 

vi) Tests pour dét erminer si la minimisation du 
lagrangien augmenté est terminée 

vii) Si oui, on f ait un ajustement des multipli

cateurs et de s paramètres de pénalisation 

(sous-routine UPDATE) 
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viii) Si non et a p rès la phase d'ajustement, on 

fait les te s ts de convergence 

ix) s'ils sont sat isfait on imprime les résultats 

finaux ( sous - routine OUTPUT) 

et le programm e est terminé 

x) sinon on retour ne à l'étape ii) 

La sous-rou tine INITL 

C'est cette sous-r outine qu i initia lise l'algorithme. 

Elle initialise certai ns paramètres et lit les autres. 

(1) Tous les gradient s et les multiplicateurs sont 

d'abord mis à zéro . 

(2) Lecture du point i nitial 
,, 

des parametres de pénalisation 

(3) Evalua tion des fon ctions du problème en ce point 

du lagr angien augmenté 

et de s on gradient 

(4) Impression des con ditions initiales 

et de toutes les variables importantes 

La sous-routine CONGR 

Elle est appelée par la sous-routine INITL et 

imprime les composantes constantes non nulles des 

gradients des fonction s objectives et des contraintes. 

La sous-routine DFPRV 

Elle calcule une direction de recherche par la 
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méthode de Davidon-Fl et che r -Powell ( vo i r[~ Davidon (195 9) 

et [s) Fletcher et Powell (1963)) 
principa les étapes de l a sous-routine : 

(1) Tests pour détermi ner si la directi on de descente 

est engendrée pa r l a méthode DFP ou est éga le à 
l'opposé du gradi ent du lagrangien augmenté. 
Ce dernier cas arr ive : 

* si à l'étape précédente, on a pa s trouvé de 

de point xk donnant une plus petite valeur 
du la.grang · en augmenté 

* si on se t r ouve au début d'un n ouveau cycle 
et qu' on a chois i un e variante de l a méthode 

consistant à réinitia liser l a direction de 

descente à l'opposé du gradient a près chaque 
cycle 

(2) Si la direction n ' est pas celle de l'opposé du gra

dient, alors elle est engendrée par la méthode DFP 

ou une variante DFP-self-scaling (voir~o]) 
(3) On vérifie si la direction engendrée est bien une 

direction de desc ente (rk·V ~k ~O) sinon on_ po9.e_ .. 
rk = - V Lk et on ca lcule la norme de cette direction. 

La sous-routine SEARCH 

Cette sous-routine calcule le pas t k pour lequel 

xk + tk rk minimise L(xk+t. __ rk,Yk,ck) en utilisant une 
procédure d'approximat ion quadratique. 

La sous-routine VALUE 

Elle est it.ilisée pa r la sous-routine SEARCH 
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dans la recherche unidirectionnelle. 

D 'abord elle évalue les fonctions au problème en appe

lant la sous-routine FXNS en un point-test xt=xk+drk 

ou d est une valeur d pas. 

Ensuite, elle évalue le l agrangien augmenté en 

ce p oint, en appelant la sous-routine AULAG. 

Cette valeur du l a grangien augmenté est alors com

parée à la meilleure v a leur obtenue dans la. recherche 

jusqu' à présent et si elle est meilleure, on la retient 

à la place de l'autre . 

La sous-routine DIVI IN 

Elle calcule le p oint de minimum de l'approximation 

quadratique locale du lagrangien sugmenté dans· la direc

tion de recherche. 

La s ous-routine DELTA 

• Elle est appelée p a r la s ous-routine LPNLP lorsque 

la recherche unidirec t ionnelle est terminée. 

Elle calcule les diff érences 

qui seront utilisées dans DFPRV à la prochaine étape. 

Elle calcule aussi les normes de /:),, xk Ll~Lk et 'vLk 

puisqu'on en aura bes oin dans les tests de convergence 

et pour déterminer s' i l y a l~eu d'ajuster ck et yk. 
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La sous-routine AULAG 

Elle est appelée par INI TL dans l'initialisa tion 
de l' a l gorithme 

par SEARCH dans la recherche uni
directionnelle 

a r LPNLP après la phase d'ajustement 
Elle évalue tout simplement le lagrangien augmenté 

en un point (xk,Yk,ck ) . 

La. sous-rou tine GALAG 

Elle est appelée également par les sous-routines 
I NITL,SEARCH et/ LPNLP . 

Elle évalue le gra dient du lagrangien augmenté. 

La sous -routine UPDATE 

C'est la sous-rout ine d'ajustement. 

Elle donne les valeurs de yk 1 et ck 1 suivant la pro-
. + + 

cédure décri te ·plus h aut -. 

La sous-routine OUTPUT 

Elle imprime les r ésultats intermédiaires après 
k recherches unidirec t ionnelles ( ·où k est choisi par 

l'utilisateur) et à l a fin du programme , elle imprime 

les résult ats finaux. 
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CHAPI TRE II 

L' UTILISATION DU PROGRAMME 

Nous allons expliquer dans ce chapitre comment l'u

tilisateur doit procéd er s'il veut résoudre un problè-

me de programmation n on linéaire avec contraintes à l'aid~ 

du programme. 

Le programme a ét é conçu a fin de faciliter au maxi-

mum l'utilisation du p rogramme. En effet, pour passer 

d'un programme à l'aut re, on ne devra. modifier que quel

ques cartes , dans le pr ogramme principal pour donner les 

dimensions exactes de s vecteurs spécifiques au problèmes et 

donner l'expression a nalytique des fonctions objective 

et des contraintes ain si que leurs gradients dans deux 

sous-routines; les au tres paramètres sont entrés dans 

les données. Toutes · l e s autres sous-routines décrites 

précédemment n'ont be s oin d'aucune modification~ 

Voyons cela un peu plus en détail. 

Il est très c·ourt et comportera les cartes suivantes: 

1 IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
2 DIMENSION DLX (N),DLG(N),GAL(N),GF(N),GO(N), 
3 1 IX ( N ) , R ( N ) , X ( N ) , XT ( N ) , H ( N *N ) 
4 DIMENSION HI(NE),HIS(NE),EMULT(NE),GE(N*NE) 
5 DIMENSION GI( NI),GIS(NI),OMULT(NI),GIN(N*NI) 
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6 DIMENSION C(N ) ,D(N) ,XMULTL(N) ,XMULTU(N ) 

7 CALL LPNLP(C, D,DLX,DLG,HI,HIS,GI,GIS,GAL,GE,GF, 
8 1 GIN, GO , H, EMULT , OMULT , XMU LT L, Xl\'IULTU , IX, R , X, XT ) 
9 STOP 

10 END 

Il n'y a que l es cartes comportant l'instruction 
"DIMENSION" qui doivent être changées : l'utilisateur 
remplacera les lettres N,NE,NI, N*N,N*NE, N~I par les 
valeurs effectives propres au problème ; 

N = nombre de variables xi 
NE= nombre de contraintes d'égalité 
N1I = nombre de contraintes d'inégalité 

Remarque 

Les contraint es du genre : 
C . ~ X . f d . OU C . ~ X . OU X . ~ d . 

1-.. l l l l l l 
ne sont pas con-

sidérées comme des contraintes d'inégalité en ce sens 

qu'elles sont traitées à ~art dans le progr~mme. 
NI ne comptera donc pa s le nombre de contraintes de ce 
type. 

Si NE = 
Si NI = 
S'il n'y 
bornée 

' 

0 

0 

, on aura pas besoin de mettre la carte4 
, on aura pas besoin de mettre la carte 5 

1 

a pas de contrainte du genre variable 
on a pas besoin de mettre la carte 6. 

En procédant de cette manière , il ne faudra 
faire aucune modification dans les autres sous-routines 

puisqu'on peut utiliser l'instruction 
DI MENSION VECT(l) 
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2) La sous-routine FXNS 

On y exprime l es fonctions du problème. 

Elle comporte les cart ès suivantes: 

SUBROUTINE FXNS (X,F,HI,GI) 

DIMENSION X(l ) ,HI(l),GI(l) 

F= 

HI(l)= 

. 
HI(NE)= 

GI(l)= • . 
. 
GI(NI)= 

RETURN 

END 

On exprime d'abord la fonction objective (F), 

puis les NE contraint es d'égalité ( si NE=O , on ne met 

rien) et ehfin les NI contraintes d'inégalité ( si NI=O 

on ne met rienJ. 

Remarques 

1) Rappelons que les variables bornées ne sont pas con

sidérées comme des contraintes d'inégalité : elles 

sont traitées dans le programme par l'intermédiaire 

des données. 

2) On considère des c ontraintes de la forme: 

hi(x) = 0 
g . (x) ~ 0 

l 

pour l e s contraintes d'égalité et 

pour l e s contraintes d'inégalité. 
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Donc si on a des contraintes de la forme : 

hi(x) = ai pour les contraintes d'égalité ou 
gi(x) ~ bi pour les contraintes d'inégalité , 
il ne f audra. pas oubl i er de faire passer la constante 

~i ou bi dans le membre de gauche quand on exprimera 
les fonctions dans le programme. De même on veillera 

à ce que pour les cont rairms d'inégalité, le signe d'iné

galité soit tourné da s le même sens que ci-dessus. 

3) La sous-routine GRAD 

On y exprime l es composantes non constantes des 

gradients des fonction s du problème. Elle comporte les 

cartes suivantes : 

SUBROUTINE GRAD (X,GF,GE,GIN ) 
DIMENSION X(l ) ,GF(l) ,GE(l) ,GIN(l ) 
GF(l)= 
GF(2)= . . 
GF(N)= 
GE(l)= . . 
GE(N*NE)= 
GIN(l)= . 
GIN(NJENI) 
RETURN 
END 

On exprime d'abord les n composantes du gra

dient de F (GF). Si l'une (ou plusieurs ou même toutes) 
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est constante , on ne la met pas. 

Ensuite , de l a même manière on exprime les com

p osantes non constant e s du gradient de~ contraintes d'é

galité en commençant par les N composantes du gradient 

de la première contrai nte d'égalité, puis suivent les N 

composantes du gradien t de la deuxième contrainte ,etc. 

Enfin, on tra ite de la même manière les compo

santes non constantes du gradient des contraintes d'iné

galité. 

Remarquons que pour un problème linéaire , cette 

sous-routine est vi~e . 

4) Les données 

Nous décriron s dans l'ordre quelles variables 

vont figurer dans les données et suivant quel format 

il faut les écrire. 

(a) Sur la première ca rte, l'utilisateur écrira un com

mentaire : le tit r e du problème ou son numéro ou tou

te autre informat i on comme l'auteur, la description 

du problème, s~il est linéaire ou non, avec contrain

tes,etc. 

Attention! on ne dispose que d'une seule carte 

pour ces commenta i res mais cette carte doit obli

gatoirement figure r en tête des données ( on peut 

la remplacer par une carte blanche). 

(b) Sur la deuxième ca rte on indiquera suivant le 

FORMAT (10I5) le s variables suivantes : 



N,NE,NI,NBV,IMAX, NPRINT,NUP,NSRCH,ISS,IRESET 

N= nombre de variable s xi 

NE= nombre de contrai ntes d'égalité 

NI= nombre de contrai ntes d'inégalité 
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NBV= nombre de variabl es bornées ( soit inférieurement, 

soit supérieurement, ou soit des 2 manières) 

NBV est au maximum égal à N. 

IMAX = nombre maximum de recherches unidirectionnelles 

permises par l'ut ilisateur: le programme s'arrête 

lorsque IMAX rech erches unidirectionnelles ont été 

faites. 

NPRINT : Le programme imprime automatiquement les in

formations disponibles au début du programme et 

les résultats finaux. St l'utilisateur ne désire 

rien d'autre il pose NPRINT = O. S'il veut l'im

pression des résu ltats toutes les J recherches, 

il pose NPRINT = J où J f. i 1, 2, 3, ... , IMAX 1 
NUP = si NUP=O, le pr ogramme imprime les informations 

après chaque phas e d'ajustement des multiplicateurs 

et des paramètre s de pénalisation. 

si NUP = 1, le programme n'imprime pas ces infor

mations. 

NSRCH = nombre maximum de recherches unidirectionnelles 

pour un cycle ( d 'habitude on pose NSRCH = 2N+l) 

ISS = 0 : l'utilisate r choisit la méthode DFP comme 

méthode de recherche d'une direction de descente 

= 1 : il choisit l a méthode DFP-SS. 

IRESET = 1: l'utilisa teur choisit de réinitialiser 

la direction de d e scente à l'opposé du gradient à 

la fin de chaque cycle à condition qu'au moins 
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N recherches unid irecti onnelles aient été faites de

puis l a dernière réini tialisation. 

IRESET = 0 : l'utilisa teur choisit de ne pa s réinitiali

ser. 

(c) On indiquera suiva nt le FORMA T (7I5) les variables 

IGF,IGE,IGI,IEMULT ,IOMULT,IXMLTL,IXMLTU 

IGF = nombre de c omposantes constantes non nulles 

du gradient de la fonction objective. 

IGE= nombre de c omposantes constantes non nulles 

des gradient s des fonctions exprimant les con

traintes d' égalité 

IGI = idem pour l es contraintes d'inégalité 

IEMULT = nombre d e multiplicateurs des contraintes 

d'égalit é qui ne sont pas initialisés à 0 

( = 0 si NE= 0 ou s'ils sont toue initi

alisés à zéro, ce que l'on fait généralement) 

IOMULT = idem pour les contraintes d'inégalité 

IXl'li:LTL = idem pour les multiplicateurs des variables 

, bornées i nférieurement 

IXMLTU = idem pour les variables bornées supérieurenœnt. 

(d) On indiquera suiva nt le FORMAT(3Dl0.5) les variables 

EPS1,EPS2,EPS3 

EPSl = partie du critère de convergence 

on a la convergence lorsque : 

En général 10-B ~ EPSl ~ 10-4 
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EPS2,EPS3 = parti e du critère d 'a justement 

on fa i t un ajus tement quand : 

et 

où EPV = EPS2 au début du programme 

puis est réduit dynamiquement à EPSl. 
EPS2 peut être différent de EPS3 et 
en gé éral 

(e) Sur les cartes sui vantt.son indique les composantes 

du point de départ X suivant le FORMAT(8DlO.5 ) ; 
on met donc 8 compo santes par carte et on utilise 
autant de cartes qu 'il le faut. 

( f) Si NE+NI+NBV=-0, c' est-à - dire si le problème est sans 
contraintes aller en (g). 
Sinon suivant le FORMAT(5DlO.5) indiquer les variables: 

Wl, W2, WlMAX, W2MAX ,WF 

Wl = paramètre de pénalisation initial pour les con
traintes d'égalité 

W2 = paramètre de pénalisation initial pour les con
traintes d'inégalité 

WlMAX = valeur maximale que peut prendre le paramè-

tre de pénal isation pour les contraintes d'égalité. 
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W2NiAX = v a leur max imale que peut prendre le paramè-

WF = 

tre de pénalisation pour les contraintes d'iné

galité. 

facteur d ' accroissement du paramètre de péna

lisation 

(pour avoir une i d ée des valeurs à donner à ces pa

ramètres voir le chapitre suivant) 

(g) Si IGF = 0 aller en (h). 

Sinon, suivant l e FORMAT( 4 (I5,Dl5.5)) , indiquer 

la valeur des comp osantes constantes non nulles du 

gradient de Fen i n d iquant chaque fois avant cette 

valeur le numéro de la composante. On peut donc mettre 

4 données par cart e. 

(h) Si IEIVIULT = G) aller en (i). 

Sinon, suivant l e FORMAT(4(I5,Dl5.5)) , indiquer 

la valeur des mul t iplicateurs initiaux non nuls en 

écrivant· chaque f ois avant cette valeur le numéro 

de la contrainte 'égalité correspondante. 

(i) Si IGE= 0 aller en (j). 
Sinon, suivant le FORMAT (4(I5,Dl5.5)) , indiquer 

en procédant de l a même manière que décrit en (g) 

les composantes c onstantes non nulles des gradients 

des contraintes d ' égalité. 

(j) Si IOMULT = lD all e r en (k) 

Sinon, en procédant exactement de la même manière 

que décrit en (h) , indiquer la valeur des multi

plicateurs non nul s correspondants aux contraintes 

d'inégalité. 
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( k) Si IG I = 0 a ller en (1 ) 

Sinon, en pro c éda n t exa ctement de l a m§me ma nière 

que décrit en (g) , ind i quer les comp osante s c ons

tant es non null es des grad ients des fonctions expri

mant les contraint es d'inéga lité. 

(1) Si NBV = 0 , on a t erminé d'entrer les donné es. 

Sinon, suivant le FORMAT(2(I5,I5,Dl 5 . 5 )) , on va 

exprimer les contraintes du type variable bornée en 

proc édant d e l a m n ière suiv a nte : 

, 
- on ind ique d' ab or d le numero de l a composante: K 

- ensuite on ind i u e le code corresp ondant IX(K) 

I X(K ) = 0 la varia ble X(K) n'est 

pas bornée 

I X(K) = 1 . X( K) e s t bornée inf é-. 
rieurement uniquement 

I X(K ) 2 . X(K) est bornée 
, 

= . supe-

rieurement uniquement 

I X(K ) = 3 . X( K) est bornée inféri-. 
eurement et supérieurement 

- puis on indique la borne inférieure C( K) - s'il 

n'y en a pas on l aisse 15 blancs - et enfin la bor

ne supérieure D(K). Remarquons que seules les va

riables n'ayant pas le code IX(K)eO sont ainsi 

représentées dans les données ~ 

(m) Si ·rXMLTL = 0 alle r en (n). 

Sinon, en procédant exactement de la mime manière 

que décrit en (h) , indiquer les multiplicateurs 

initiaux non nuls c orrespondant aux variables bornées 

inférieumnent. 
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(n) Si IXMLTU = 0, on a terminé d'entrer les données. 

Sinon, en procédant exactement de l a même manière 

que décrit en (h ) , indique r les multiplicateurs ini

tiaux non nuls correspondants a ux v a riables bornées 

supérieu rement. 
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CHAPI TRE III 

RESULTATS NUMERIQUES 

Nous avons testé l e programme sur 4 problèmes de 

petite taille ( le co de ne donne pas de résult a ts sa

tisfaisants pour un plus grand nombre de variebles et de 

contraintes) avec des c onditi ons initiales différentes 

(voir tableaux et résultats commentés plus loin). 

Problème, P. 

minimiser 

Point optimal X~= ~ ~ 0.666667 

* 1 x 2 = 'IJ ~ 0.57735 

pour lequel la valeur de la fonction objective est 

F* = - 0.3849 
les multiplicateurs opt imaux valent : 

* y 1 = O. 

y; = J ~ 0.57735 

Conditions initiales c ommunes à tous les tests effec

tués sur le problème A : 
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- point de départ : x1 = 1., x 2 = 1. 

- multiplicateurs de départ y1 = y 2 = O. 

- EPSl = 10-6 , EPS2 = EPS3 = 10-2 

- nombre maximum de r echerches unidirectionnelles per-

mises dans un cycle = NSRGH = 5 

Autres_conditiom initia les_Eortant 

a) sur la méthode d e recherche d'une direction de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
descente 

les paramètres de p énalisation sont les mêmes pour 

les quatre tests , à savoir: 

- paramè~re de péna lisation de départ : C0 = 2. 

- facteur d'accroi s sement du paramètre de pénalisa-

tion : WF = 2. ( ck+l = ck • WF ) 

- limite du paramètre de pénalisation: CMAX = 100. 

On a testé les quatre méthodes suivantes : 

Al: DFP-SS avec réini t ialisation à la direction de l'op-

A2 . . 
A3 . . 
A4 . . 

posé du gradient a près chaque cycle 

DFP-SS sans réini t ialisation 

DFP avec réinitial isation 

DFP sans réinitial isation 

b) sur différentes manières d'ajuster les paramètres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
de pénalisation . . . . . . . . . . . . . . . . 

pour les quatre tests , la méthode de recherche 

d'une direction de descente est la même , à savoir 

DFP-SS avec réinit ialisation 



154 

On a fait le s quat re tests suivants 

Al Co = 2. , WF = 2. ' 
CMAX = 100. 

A5 Co = 2. WF = 2. CMAX = 16. 

A6 Co = 3. , WF = 3 . CMAX = 81. 

A7 Co = 3. , WF = 2 . CM.AX = 24. 

Problème B ( proposé par D.A.Pierre) 

minimiser - x2 

2 
xl + x2 

2 + x 2 
3 = 1. 

2x2 - xl ~ 1 . 

A l'optimum . * 3 * 4 * o. . xl = 5 ' x2 = 5 ' x3 = 

F* 4 = - 5 
* 1 * 3 

Y1 = 4 ' Y2 = 10 

Conditions initiales communes 

- point de départ : x1 = - 0.1, x 2 = -1. , x
3 

= 0.1 

- multiplicateurs de départ y1 = y 2 = O. 

- EPSl = 10-6 , EPS2 = EPS3 = 10-2 

- NSRCH = 7 

Autres_conditions_initiales_Eortant 

a) sur la méthode de recherche d'une direc-......................... •·• ........... . 
tion de descente 

5 avec C0 = 0.25 , VrF = 2. , CIWAX = 10 
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Bl : DFP-SS avec réinit ialisat ion 

B2 : DFP-SS sans réinit i a lisa tion 

B3 DFP avec réini t i al isation· 

B4 DFP sans réinitial isat i on 
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b) sur diffé rentes manières d' a juster les . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
paramètre s de pénalisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

avec DFP san s réinitialisation 

Bl 

B5 

5 C0 = 0.25 , WF = 2 . , CMAX = 10 
5 C0 = 0.5 , WF = 2 . , CMAX = 10 

B6 C0 = 1. , WF = 2 . , CMAX = 10 5 

B7 : C0 = 2. 

Problème C ( 

5 V{F = 2 . , CMAX = 10 

Beale ) 

min -8x1 - 6x2 - 4 x 3 + 2x2 
+ 2x2 

1 2 

+ 2x1 x 2 + 9 

xl + x2 + 2x
3 ~ 3 

x1 ~ 0 ' x 2 ~o ' x3 ~ 0 

A l'optimum . * 4 * 7 * . xl = 3 ' x 2 = 9 ' x3 = 

F* 1 
= - 9 

* 2 * * * 
Y1 = 9 ' Y2 = Y3 = Y4 

Conditions initiales c ommunes -----------------------------

= 

+ 

4 
9 

- point de départ . xl . = x2 = X3 = 0.5 

x2 
3 

0 --

+ 2x1x 2 + 
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- multiplica teurs initiaux: y1 = y 2 = y
3 

= Y
4 

= 0 

- EPSl = 10-6 , EPS2 = EPS3 = 10-2 

- NSRCH = 7 

a) sur la méthode de recherche d'une direction de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
descente 

avec C0 = 1 , WF = 2, CMAX = 104 

Cl DFP- SS avec réini t ialisation 
C2 . DFP-S S sans réini t ialisation . 
C3 . DFP avec réinitial isation . 
C4 . DFP sans réinitialisation . 

b) sur différentes manières d'ajuster les para-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
mètres de pénal i sation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

avec la méthode DFP avec réinitialisation 

C3 Co = 1 
' 

WF = 2 ' CMAX = 104 

es . Co = 1 WF = 4 CMAX = 104 . 
C6 . Co = 5 WF = 2 CMAX = 104 . 
C7 Co = 10 

' 
WF = 2 ' 

CMAX = 104 

C8 Co = 20 WF = 2 CMAX = 104 

cg . Co = 50 WF = 2 CMAX = 104 . ' ' 
C10 . Co = 100 WF = 2 C.MAX = 104 . ' ' 
Cll Co 1 WF 2 CIVT.AX 

, 
104 

= ' = ' = 
Cl~ Co = 1 WF = 2 ' 

CMAX = 104 

c13 . Co = 1 ' '. :i'IF = 3 Cl\'IAX = 104 . ' 
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Problème D ( Fia cco e t Mc Cormick) 

min 1 
(xl 1)3 

3 + + x2 

xl ~ l ' x 2 ~ 0 

A l'optimum . * 1 * 0 . xl = ' x2 = 
F* 8 = 3 
* 4 * 1 Y1 = ' Y2 = 

Conditions initiales c ommunes 

- point de départ : x1 = 1.125 , x2 = 0.125 

- multiplicateurs de d épart : y1 = y
2 

= 0 

- EPS3 = EPS2 = 10~~ . , EPSl = 10-6 

- NSRCH = 5· 

~~!~~~-~~~~!!~~~~-~~~!~~!~~ portant 

a) sur la méthode dé- recherche d'une direction de . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
descente 

4 Avec C0 = 1 , WF = 2 , CMAX = 10 

Dl . DFP-SS avec réinitialisation . 
D2 . DFP-SS sans réini t ialisation . 
D3 . DFP avec réinitialisation . 
D4 . DFP sans réinitialisation . 

b) sur différentes manières d'ajuster les paramè-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
tres de pénalisa tion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

avec la méthod-e DFP san s réini tialisation 
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D4 . Co = 1 WF = 2 CMAX = 104 
• , 

D5 Co = 1 , WF = 4 CMAX = 104 

D6 Co = 5 WF = 2 , CMAX = 104 

D7 . Co = 3 WF = 2 CMAX = 104 . , 

LES RESULTATS DE TOUS LES TESTS DECRITS CI-DESSUS 
SE TROUVENT A LA FIN DU CHAPITRE. 

1 ) la méthode de re cherche d' une direction de descente 

nb. nb .rech. nb. a.ppels nb . appels 
Problème cycles uni dir. FXNS GRAD 

Al 9 30 109 31 
A2 9 30 109 31 

A3 7 22 70 23 
A4 7 22 70 23 

Bl 15 100(*) 398 101 
B2 15 100 .{*) 398 101 

B3 11 31 89 32 
B4 11 31 89 32 

( *) : limite du nb. de recherches unidirectionnelles 

Cl 10 56 189 57 
C2 10 56 189 57 
C3 7 28 88 29 
C4 7 28 88 29 
Dl 11 27 90 28 
D2 11 27 90 28 

D3 11 25 76 26 

D4 11 25 76 2.6 
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On const a te une s i militude import ante entre tous 

les tableaux : 

1) du moins pou r l es problèmes que n ous avons testés 

f aire une réin i tialisation s près cha que cycle 

ou ne pas en f a ire revient au même 

2) La méthode DFP donne de meilleurs résultats 

que DFP-SS . 

Pou r le pro~l ème B, on n'a même pas atteint 

la converg enc e en 100 itérations avec DFP-SS. 

P our le probl ème C , il a fallu le double de 

recherches un i d irect ionnelles et le double d 'é

valua tions de s fonctions. 

2) La manière_d 'ajust e r _les_paramètres_d e_Eéna lisation 

Problème A 
nb nb. nb. 

' 
nb. rech. a ppels a ppels 

Pb. Co WF CMAX cycl es unid . FXNS GRAD 

Al 2 2 100 9 30 109 31 

A5 · 2 2 16 12 45 158 46 

A6 3 3 81 12 50 169 51 

A7 3 2 24 20 100* 361 101 

* on a att~eint 1,ë nombre maximum de recherches unidirec

tionnelles sans avo i r la convergence 

Interprétation 

- En comparant Al et A5 , on constate qu'on a choisi 

la même manière d'ajus ter les pa ramètres de pénalisa-
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tion sauf que l a limi t e maximum du paramètre pour A5 

est plus petite que celle de Al . On constate que la 
convergence est plus rap ide pour Al que pour A5 : 
c'est bien ce qu'on a tt endait puisque la convergence 

est linéaire avec un coefficient de convergence in

versément proportionnel à CMAX. 

- La meilleure manière d 'ajuster les paramètres parmi 

les 4 proposées est l a première. Ce n'est pas surpre
nant puisque c'est cell e qui a le plus grand CMAX. 

Probl ème B 

nb. nb. nb. 
nb. rech. e,ppels appels 

Pb. Co WF CMAX cycles - unid . FXNS -GRAD 

Bl ' 0.25 2. 105 15 100* 3 98 101 

B5 0 . 5 2. 105 6 25 65 26 
B6 1. 2. 105 8 35 111 35 
B7 2. 2. 105 9 47 157 48 

* on a a tteint le nombre maximum de recherches unidi

rectionnelles sans avoir la convergence. 

Ici ona l a issé croître le paramètre de pénali

s a tion puisqu'il n ' a jama is atteint la limite maximum 

(voir les résultats plus loin). On a concentré l'atten

tion sur les va leurs ae départ. La théorie nous dit que 
le paramètre de pénalisation doit être assez grand pour 

satisfaire le s théorème s et cependant il ne doit pas 
être t r op grand pour ne pas produire un problème mal 

conditionné. Da ns le ca s présent, si WF = 2. , la meil

leure valeur de départ est 0.5 . 
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nb. nb. nb. 
nb. rech. a ppels appels 

Pb. Co WF CMA X cycles unid. FXNS GRAD 

C3 1. 2. 104 7 28 88 29 

C5 1. 4. 104 11 41* 180 41 

C6 5 . 2. 104 5 18 52 19 

C7 10. 2. 104 11 31* 178 28 

es 20. 2. 104 21 85 407 84 

cg 50. 2. 104 19 80 349 81 

ClO 100. 2. 104 19 61 337 61 

Cll 1. 2. 50. 7 28 84 29 

Cl2 1. 2. 100. 7 28 88 29 

Cl3 1. 3. 104 5 16 43 17 

* le programme a été a rrêté avant d'avoir la convergence 

(4 fois de sui~e, la recherche unidirectionnelle 

n'a produit aucun poin t donnant une plus petite valeur 

du lagrangien augment é) . 

1) Point du vue des valeurs de départ (VIF = 2) 

Comparons C3,C6,C7,C8,C9,Cl0 

C'est pour C0 =5 que le test produit le meilleur résul

tat. Pour C0 plus petit (C 0 = 1) les résultats sont bons 

aussi. P our C0 plus gra n d , le problème devient plus ma l 

conditionné et la convergence, si elle est atteinte, 

est plus lente. 

2) Point de vue facteur d'accroissement 

Comparons c3,c13,c5 

C'est WF=3 qui donne le meilleur résultat. Pour 

WF plus petit (WF = 2) le résultat est bon .aussi 

mais pour WF=4 , le paramètre de pénalisation gran

dit trop vite et produit un problème mal conditionné. 
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3) Point de vue de la limite supérieure du paramètre de 

pénalisation 

Comparons C3,Cll et Cl 2. 

On obtient à peu près les mêmes résultats. Ceci est 

dû au fait que lorsqu ' on laisse croître le paramètre 

de pénalisation de ce t te manière , et pour ce problème 

particulier, la convergence est atteinte assez rapi

dement et donc le para mètre de pénalisation n'a pas le 

temps de prendre des valeurs très grandes ( CMAX = 128 ) 

Problème D 
nb. nb. nb. 

nb. rech. appels appels 
Pb. Co WF CMAX cycles unid. FXNS GRAD 

D4 1. 2. 104 11 25 76 26 

D5 1. 4. 104 8 20 69 21 

D6 5. 2. 104 16 27 115 27 

D7 3- 2. 104 9 21 71 22 

- Comparant _D4,D5 , on voit qu'on multipliant par 4 _ , 

on obtient' un meilleur résultat qu'en multipliant 

par 2. 

- Comparant D4,D7 et D6 , on voit que c'est pour C0 = 3 

qu'on obtient le meill eur résultat. Pour C0 = 1. , le 

résultat est bon auss i mais pour C0 = 5. , la convergence 

est nettement moins rapide. 

Conclusion 

Il n'y a pas de manière "optimale" d'ajuster les 

paramètres de pénalisation qui soit valable pour tous 

les problèmes; mais l ' analyse des résultats semble indiquer 
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que : 

1) le paramètre de pénalisation de départ doit être 

choisi assez petit ma · s encore une fois cela dépend 

du problème. On peut cependant remarquer, d'après nos 
observations qu'il vaut mieux le choisir trop petit 
plutôt que trop grand . De plus, les tests nous donnent 
une idée de l'interval le où il sera choisi. 

2) le facteur d'accro i ssement ne doit pas être trop 

grand non plus. Il semble qu'une bonne valeur soit 
WF = 2. ïais il se peut que dans certains cas une plus 

grande valeur (3 ou 4 ) de WF donne des résultat s un peu 
meilleurs. Comme pour le choix de C0 , il vaut mieux le 

choisir trop petit pl tôt que trop grand. 
Remarqu e très importa te 

Ces conclusions o tété tirées en observant les 
résultats de quelques petits problèmes. Mais on ne sait 

dans quelle mesure il s sont valables pour les autres 

problèmes et ne présentent donc aucun caractère d'univer
salité ou de véracité. Il faudrait encore beaucoup d'ob

servations pour pouvo i r en faire des règles générales. 
Et de toutes façons , le program.me ne donne des résul
tats satifaisants que pour les problèmes de petite taille. 

Dans les pages qui suivent , on trouvera les résul

tats finaux complets de tous les problèmes que nous avons 

testés. 
Pour chaque test , nous avons rappelé les conditions 

initiales non communes à tous le s tests effectués sur 

un même problème. Nous avons aussi ajouté le nombre de 

cycles complets effectués par le programme pour chaque 

problème-test. 
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Lecture des résultat s 

Table des variables 

SEARCH POINT : nombre total de recherches unidirectionnelles 

FÀ"NS CALLS : nombre t otal d'évaluati ons des fonctions 

du problème 

GRAD CALLS : nombre t otal d'évaluations des gradients 

des fonctions du problème 

F = valeur finale de l a fonction objective 

AUG .LAG . : valeur final e du lagrangien augmenté Lk 

Gt'lAG: norme du gradient du lagrangien augmenté calculé 

au dernier point Il v'Lk Il 
SEARCH DIRECTION TO THI S POINT 

nière direction de rec h erche r k 

composantes de la der-

RHO: valeur du pas : xk = xk-l + RHO rk 

DELX: norme de la dif f érence entre les deux derniers 

points Il xk - xk _1 11 

DELG: norme de la dif f érence entre les gradients du 

lagrangien augmenté évalués en le s deux derniers 

points Il TJ'Lk-l - 1v'Lkll 

X VALUES : valeur du point final 

EQUALITY CONS TRAINT STATUS 

J : numéro de la contra inte 

GI(J) : valeur de la c ontrainte au dernier point 

OMULT(J) : valeur du multiplicateur à la dernière itération 

INEQUALITY CONSTRAINT STATUS : idem 
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CONSTRAINT VARIABLE STATUS 

K : numéro de la variable 

165 

C( K)-X(K) : différence entre l a composante et sa borne 

inférieu r e 

XMULTL(K) : multiplicateur associé à cette contrainte 

X(K) - D(K) : différence entre la composante et sa 

borne supérieure 

XTl ULTU( K) : multiplicat eur associé à cette contrainte 

Wl : val eur finale du par amèt re d e pénalisation pour · les 

contraintes d'éga lité 

W2 valeur finale du paramètre de pénalisation pour les 

contraintes d'inégalité. 



______ ,: 11 ~ iÎJ!.!!.tJlll/)ffa ii i iiltiïïiîï ëô NVE RGE·N-cE-·c RI_TE.R I QN . ~AJI s__FJ ~~_.!! /Ill tJ 11u111111111u1_'!_t1 t!J!" ""=-" --___,1~6~6~ ----- - ------- - ---~-
• •• • • • • • • • • • • • -- ··FINAL SE AR CH POINT VALU ES TO FOLLOW ••••••••• • •••••••• 

- ------ --------- ------
__ R_e~' s~ul ta t s a~_JlFobl~è~m~r'--'A~lcc.-_______________________________________ _ 

( 
FXNS-- CALLS ••• ----109 -- . GRAD CALLS.•---- 31 --- RHO = 

·- --- ---·. -----------
0.10000(1!>-02 . -

##Il F = -0. 38 49000 00 AUG. LAG. = -0.3849000 00 GMAG ~ 0 . 9129710-06 

( ... -- --·--·--- •..• - ··- --···- - SEAR CH Ill RE CHON TO . THIS POINT., R (1) , •• _,R(Nl------NG,-~----1----------------------- ------
. ---- ---- ------·----· - . -- -0.1061 400 -05 -0.305 452D-0 <----

( OELX = 0.1061920-08 DELG = 0.1667370-06 
- - - -- -- -----

. x VALUES,X(1), ••• ,X(N) -· 
0 . 6666670 00 0.5773500 0 0 

- -·· -INEQÙALITY CUNSTRAllH -..SJATUS . : --
··- J - GI {J) . ------ OMULT(J) 

1 - 0.5217460 - 09 0. 57735 10 00 
2 -0.124 4020 01 0 .0 000000 00 

W1 - . O.OUüOOOD 00 - -- W2 - -"-- 0.1000000 03--. 

• RMAG = 0.1061920-05 

--- ----------------------------------- ----------------, 
* mlthode dé recherche ~•une di r ec t i on de descente 

DFP- ~S avec r éi n it ial i sat ion ------···- ------ - ··- ---·-- .. ------- ·- • -· -- - - ---- ·--------------------- ------- -----------------, 
l -- -·--· --· - ------ - - ··-- - * pe.r arr-èt re de pénal i sa tion- de-dépar-t~-e,-0-c--;2------

f a ct eur d ' a ccroi ssement : WF = 2 
\. ----· - __ _ - -p~ramè tre a e péna lisa-tion-i imi t-e-:-CMMC-=-10◊"--.---------------------------------< 

Nombr e de cyc les 9 

···-------·--·-·---------------- -------------------- - -------------------, 

- ----- -------------------------- ------------ - ------ ------------
-- -- ----- ----- ---· -----

- '- -- --·------ - · -- - --- --- ------------------------------------- --- - -------- - --- - - --1 
--- ----------------- ---------------------- - - - ----- - - - ----< 

l. 
- ------------------- -·---------------------------------------------------------- ------------------- --------a 

---- ----·----- --· - ------ ------

--C--------------------------------------- ---------------------------- ----------1 • 
... . 



---------------------------------------------------------------------------------------------~ l.)-· ·-----·--- - --- - ·-· - ---··- ·- - ·-- · -- - - -- ·-- -- -·--·- - ·• - . --·-- - - - - --------------------------------,--
) ·- _ _ __ _____ _ . #Jl_fljllt__ll#tlli#l!_tl~llllll#lt/111 . C0NVERGENCE . CRITERl0li_SAUSFIE..D _ Ul.lt/l#LiLJl1d/Jtltll1'_lJL#JUI 167 ..,, 1 -~, '· ·- • .-__L__.1 

,,. •••••••••••••••••• FINAL SE.A RCH POIJ~T VAI.UE.S TU FOLLOW -••••••••••••-•••• ~ ·--r --.: io • 
, Résul tat~ au problème A2 

/~--=-~ - -- --·- - ---- ---- - --- - - --- ----------- --- - --- - --- ------- ------------------------'~•- --
~ C 
i 

----- ------ - - ------ FXNS -- C-ALLS .... - - - 109- - --GR AD -CAL.LS •.. _ __ _,_31---RHO-;;_Q_1QOOOOO~□ .,_:, _ _ _ ____ _ __________________ ~_~ 

##Il F = -0.3 84 9000 00 AUG . LAG. = -0.3849000 00 GMAG = 0.9129710-06 

( - ---· --·- ··---- - -- - -· . - --SE .8.R CH- -01 RE CTlON TO- - THIS POIN T-,R ( 1-)-,.~~rR (.N,-) -------<Nu-"-----,1....------ -----------------------

··----- - - - ---·· - ·-- - --- ·- - ---0.1-06-1430-05 --0.3054 520 .,,..07- -------------- ------- ----------------------

(_ 

DELX = 0.1061920-oa DELG = 0.1667370-06 RMAG = 0.1061920-05 
·-··- -·- ··---- - - -- - --- -··- - ---· -·· - - · ---· ·- ---- ·--··- ---- ------ - - - ------------------------------------

-·-·· - - - X- VALUES,X (1) , ••• ,X ( N) 
0.66 66670 00 0.577350D 00 

I NEOUALITY LCNSTR AlNT STATUS ~ 

J Gl (J) --- - -- 0 fl! Ul TCJ) - ------ ------ ---------- - - - ---- ------------
1 -0.5217 460 - 09 0.5773510 00 

· 2 -0.1244020 01 0.0000000 00 
- -------- - ------ -- -- -- --- ---------------------- ---

- W1 = - 0.000000~ 00-- --· W2 -= -- 0.1000000 03---------- --

• - -·-··-- - -- --- ------------- ------------- -----------------
••• - ----- · - ----- --- - ----------- -------------------* méthode ae recherche d ' une direction de descente 

DFP- ~S sans réinitiel i sa tion 
• --- --- ----- -- -- ------- --

-- * pa ramètre a e pénalisati on . de_départ.. .:_C 0 _ _ =_-2.... _______ ----------- - -------------------1 

facteur d ' a ccroissement : WF = 2 

parar;,ètre de péna.l-isation . .J. i mi.te - .:- CMAX .- .lQQ ____ - ------------------------------, 

-- -- -· --·--·-- - ------- ------ --- -- - -

No~bre de cycles : 9 

-- ----- ···-· •--- -------- - - - - - - ------ ---- --- - - -------------- ---- ----------------1 

- - --- ·-·----- ----- - ------------ - - ---------- ---- ---------------- ------1 

--- ··-- - - -- -·---------- - -------- ----------- --- -------------------------1 
- ---- --·--· --- ------ - ··-· - -·-·-- --- - - ---- ---- ______ ____ _________________ ___ _ _ ______________________ __, 

- ··- ---- - ··--- - - -- --- - - - ---- - - - ------ --- - ----- - - - --- --- --- - ------- --- - - ----- -------------- ----
-c - - -- - - --- - --------------· -··- ----------------- - --- -------- - - ------------------------j 

-~c-·· ----- --------- --------- --- - -- ---- ---- ----- - - --------- - ----- - - ----- ---------------------- ---
:- C - - --- - --------- ---------~- - -------------- - - ----------------------"..,,_,- _----1 

' - 1- ----------- --------- - ------ ----- - -----------------~-----------------~-----, --- -1 
.. ,. ! ,,.. t 



------- -----------------
QCQ0000QQCCCcaaccccoc o ea SEARCH POlUT OOQ 

- --f-X NS-C-A LLS-- - -70 - ~ R J\ [)__ CALLS-- ~ --2.3- -----RI-IQ__;;_0. 2C 0522-t)_eo() .,___ ______________ ___________ _ 

--- - - ----- ---- ----------------------------- - ---------------------
#UU F = -0 . 3849000 00 AUG. LAG. = -0.3~49000 00 GMAG = C~781346D-06 

______ ___ __ _ _ __ ____ S EAR CJ-L lll REC lIO N__ TO TH 15-P QlJU ~(_1} ,~.,_fUN_l -----~H~G•- - -~---------------------- ------
-- -- ---- -- -- -----~ .0 . 10200Z0::::05 -= 0..1-16055CL-e05- ----- -------- --

DELX = 0.32J8200- 08 OELG = 0 . 7544780 - 06 RMAG = 0.1545100-05 

_ X V ALUES,XC1l, ••• ,X(t0 ______ _ 
0.6666670 00 0.577350D 00 

----!NE QUAll TY CO NSTRA lNT-STA TUS . - ---------------------------------------------
-- J - Gl(J) --- - .O MULT(J ,_ __________________________________________ _ 

1 -0.6122970 - 10 0 . 5773510 00 
2 - 0 . 1244020 01 0.0000000 00 

- - -- ----- -·-- --- -- ____________________________________ ! 

W1 = 0.U00Gü0D 00 -- W2 -;;- 0 . 10U0000 -03 ------

* rréthode de-- recherchë - d ' une direction de descente : 

DFP avec ré i nitialisation 

_ ____ __ __ -~- rax:a_mèt r e _ae __ pénalisaj;_i_o_n de dénart C~ = 2 

facteur d ' accroissement : WF = 2 

pa.r amèt r e _ a e __ péna 1 i sa t i on _l_imil_e_;_lQ_Q ____________ --- --------------------~ 
- --·- ----- ---------------------------- ------------------- -

Nombre de cycles : 7 
- --- --- -·- ---- ----------------------------------------------------1 

----------------------- --------------------- -------- - ----1 

---------- -------------------------------------- ----1 

·-· - - - -- ---- ·--- - --------------------- ---------------------------- ---1 
---· - -- --- -· - ---- - - -- --------------------------- ------- ----- ------------------1 

- - - - - - ----- -- -------------- - ---------------------------------------------------1 
- ---- --- ----------------------------------------------------- ---1 

- - ------ ---------------- ------------------------ ------------- -------------- -----------------11 

-- ( _ _ _____ ------ - ----- ----------------- --------------- ------------------------------11 

.. 

__ ( _ ____ ----------------------------------------------------------------------



t i-1..... i_ ----- - --- ----------
# 1111_11 !/_J/_tl_lltl_!l_ll tl li tJtl titi IJl:tl CO I':! VE RG Eli CE _c R IT~R I O ~ - SATI H _l EQ_/!_lt Il tJ Il !!!_D .!.!J.IJJ! tl_!!_l!JJ_lJ ' =-tl _ _ __,_1,:,6_,.__ _____ _______ _ ~ --~-• '------ ---------..;: 1 

~- l ~ 
-~· l--

• • • • • • • • • • • • • • • • • • FL'i.AL SEARCH POINT VA LUES TO FOLLOW •••••••••••••••••• . 

Résulta_ts _ _du_pr:.o.bl.èlllJLÀ..,_ ______________ ~'---- ---------- ------- -~ 
- --- ------- ---

- -- --- -- -----FXNS - CALLS ••• - -7 0---GRAD- CAL LS-- - --~-"3- --8~ ~ -209-5.7-9~0-~ - --------------- -------
•. ( ------- ·----·- -------- ·- -

##Il F = -0.384900 0 00 AUG. LAG. = -0.3 84 900D 00 GMAG = C.7813460-06 

__ ( - ---- SE ARCH - OlRECTlO N .TO THIS P OI N.T,.IH1)_,, •• _,.RlN~----_,,LQ...~=~-_._ __________ _______ _ _________ _ 
__ _______ _ ____ ____ - o . 102.oo20-os -o.116osso,:-Ds ______________________ _ 

DELX = 0.3238 20D-08 DELG = 0.7544780-06 RMAG = C.1545100-05 
--·-· ---· - ----- - --- ·------------------------------------------ ----------------

·-· . --- - . .... X VALUES,.X(1) , ••• ,X (N) __ _ 

0.6666670 00 0. 577350D 00 

INEQUALITY- CONSTRAlN~- STATUS 
-·-···-- J -·- -- -- GICJ) Ol'I ULT(J) _______ _______ ___________________________ _ 

1 - 0.6122970-10 0.577S51D 00 
2 -0.124402D 01 0.0000000 00 

. W1 - - 0.0000000 00 W2 -"' - 0.1000000 03 ------------

- ·- ------------------
- --·--- ------ ----------- -·----- ----------- --- ----------, 

* méthod e de recherche d ' une direction èe descente 
DFP sans r éin i tia lisation 

--------------
- * pa r &mèt r e- de-pénalis8.t i -0n- de-dépar-t-:- C-0- =-c-,s-------------------------- - - --- --1 

facteur d 'acc r oi ssement : WF = 2 

· ----par amètre de - péne l i se.t i on-l i mi te-:-Cr.i AX-=-100---
- - --- -- -- - ---------------

Nombre de cycle s : 7 
'· 

_( 

·------ .. ·------·-· ---- -----------------------------------------------------------------1 

-·--- -- ----- - - ------------------ - ----------------------------------------------1 

l 

--- -----------·---- - ---·--------------------------------------------------1 

--·- -- --- - - ------------- ----------- ---------------

__ c_ _________ _:__ _____ _ _ _____ _ 



•l • • •- •--- •-·•----·------ - ·-- ---- - ----- -- ---- -- -- -· ·--- ---- - --

\ ------,-- ______ #IU#~llttl#~ILJJJtdUU#Y# CONVE RGEN CE CRlTERlOH . SATISilED_ ###Dl######A###UJJ.### _ ___ 11..x....---------'-- --------
i •••• • ••••• ••••••• • FlttAL SEARCH POINT VALUES TO FOLLOW ••••••••••••• ••••• 

;/- C , 
-------·----- -·- -- --------·------

Ré ~~l_j; a ts du_probl.ème_A.,__ _____________________________________ _ 

·· - -------------- -------------- - ---------------------

-- -------- ------ -----· FXNS- CALI..S •• • --153---GRAO... CAL~S •• ~--~6---RH().._:_..0.347.Z530-,.01--------- ------- ---------
- (. 

( 

__ ( 

- (_ -- - ------- - -- ·---

---- - - -- ------ -----
### F = -0. 3849000 00 AUG. LAG . = -0.3849000 00 GMAG 0 -9960450-06 

SEARCH OIRECTION -TO- THIS PO I NT,R(1), ... , R(N,----- NG -
-----~0 -103 4080..,.0 5 -- 0.4055120-06 - ---------------------- -----------------------

OELX = 0 .3863780 - 07 OELG = 0.1253120-05 RMAG = 0.1110750 - 05 

X . VALUE S.,X ("1), ••• ,X (N) - --·-·----------------------------------------- ------
0.6666670 00 0.5773500 00 

INEQUALITY-CONSTRAlNî- STATUS . - -
-- J - - - GI (J} -- - -- - Olo!U LTCJ} 

1 -0.23 87 710-07 0.5773500 00 
2 -0.12 4 4020 01 O.OOOOOOû 00 

W1 - - 0.0000000 00 .. -- W2 =- 0.1600000 02----------

* méth1de de recherche d 'une direction de descente 

DFP- SS avec réinitialisat ion 

_ * para,nètre de. pénalisa t i on - de-..d.éparl__;__C.,- -= -2--------------- ---------- -------; 

facteur d ' a ccroissement : WF = 2 

-- paranètre de pénalisat ion- limit e--:-CMA-X-=-16------
·- ------·- -----------------------------------------------1 

Nombre de cycles : 12 

·- ·- ----------------------------------------- ------------1 

_____________________________ __, 

--------- - ----------------------------------------------------~ 
------- --- - --· 

----- --- ---- ---- --------------------------------------------------------.1 

__ ( - - ----------------------- ---------------------...,----------------1 
,.\ - --- -------,-------------- - ------------------------ -~----~----------------------! 
' r 



_________ ·---------###.#_,lJL11 11~ fl#J1..II IJ!#_#111111 coNvERGE_rice _ cRni;~iï10N..:S11r.1...u..IE0 ti"ïi,Tiiïiiïï111iii1i11m11 11_11~"- -~1_,_ _ __________ _ ______ .,,, 
•••••••••••••••••• FI NAL SEARCH POINT VALUES TO FOLLOW •••••••••••••••••• 

Résultats èu pr oblème A6 
------------------- ---- . ----- ----·----- -· 

---------·----- -

--- - FX NS-.CALLS--- - - 169---GRAD--CALLS----Yj ___ RHO = 0- 5~n69 0 -02-------------------------

Il## F = -0.3349000 OU AUG. LAG. = -0.3849000 00 GMAG ~ 0 5382150-06 

, - - - --- .• -- -- --- - - SEAR CIL 0lR E C îlO IL TO...-l HLS-P Ol NT-,-ll1 ).., -----..!UN ,__ ____ ~,~~--------------- ----------------
·--- - - -------- --___Q-25.823U 0-04-D-3.U8620D-:04 _______________________________ ____________ _ 

----- - ·-· 
! 

DEL)( = 0.~135520-06 DELG 0.4028790-04 RMAG = 0.4024040-04 

. - ----- --- _)( _ VALUES,X(t) ,_ •• ,X ( N) 
0.6666670 00 0.5773500 00 

-- INEQUALlT Y CO NSTRAlNLSTA.TUS • --
- ___ J ·--- __ GlCJ) _____ _QMULTCJ ,__ _ ________ ________________________________ _ 

1 0 . 5048050-09 0.5773500 00 
2 -0.1,44020 01 0.0000000 00 

W1 ;, _ 0 .0000000 00 -- _ W2- ~ D-810000!LQ _ _____________ --------- ---------------

. ------ - -------------------

* méthode ·de rëchercne d ' une- cîirection e - desceiite:

DFF- SS avec réin it ialisa ti on 

* paramètre - de :pénatisa_-t) :::on-_"!e dé~ p t C = 3-------------- - ---------------------< 
facteur d ' a ccro isse ment : WF = 3 

pa r adt r e dL!Jén9.]j.ê_~t_i .9 n l i1li te : _ CMAX = 81=----- ----- - --- ----------------------, 
- - - -- -·-------- ------- -------

Nombre de cycles : 12 

---·- --------~- ------------------------------------- -----1 
--- - ------··------------------------------------------------

-------------- -------------------------------------------, 
---------------------- ---------------------------l 

- -- .. -------
-----··- - ---- -· - -- . -------· ----- ·------------------ - ------------- ----------------------1 

-· . - ---·------- - ---------------------· --------------------------------------- ---------------, 
-- ------- ----------------- ---- ------------------- -----------------l 

_.( __ _ ----·----------- ----- ------

.-- ( _ _ _ _______ _ 



u 

\ -----

____ l 

----------tl-llÏÎflll_/lllll~/JlllllHl]Lll#IJllllll#IIII MAXIMUM- lTERATJ.ON _ll!:11.T l/llfl/JflfJtlYIIIJ#ll~tÙJ~llllll/lllllllll ___ 1t-L.,..__ _ _ ____ __________ _ 

•••••••••••••••••• FINAL SEARCH POINT VALUES TO FObLOW •••••"•••••••••••• 

______ Résultats du probl ème A7 

·------· -----·---

---·-·------------------------------------------
111111 f = -0.3849 00D 00 AUG. LAG. = -0.384900 D 00 GMAG = 0.134818D-04 

--· - S [AR CH - Dl REC TlO ~• TO..- THIS-POINT ,R.( 1).,... . --,R- CN ,-) -----.N,,,_ __ ___.,__ __________________________ _ 
---- .. --- -=O .77 l5 990-05 _,.. 0.2861 .t6D=04 - -------------------------------------- ----

DELX = 0.648783D-06 DELG 0.327351D-04 RMAG = 0.2963640-04 
- ---------. ··- ·- ---· . ·----- ·-- --· ---------- ------------------------------------------

•• -- - - - -- X VALUES . X ( 1) ,, •• • •X CIO -- ----------------------------------------------
0.666060 D 00 U.577355D 00 

INEQUALIT'I' COtJS TRAlNT-STATUS 
J _ -----· C.l(J) --- OMULTCJ) 

1 -0.38 25660-06 0.577352~ 00 
2 -0.1 24 402D 01 0.000000D 00 

W1 =- - 0.0000000 - 00 -- - W2 =- 0.2400000 - 02--------

- --· ---· ---------------- -----------------------------------< 

* ~éthodc de recherche d'une direction de descente 

DFP- SS avec- .r.éini tialisat-ion-- ------------- - - - ----------- ----- -------1 

* p.:..ramètre de 'pénal i sâ.tfon - ïfe--d-épart : C
0 

=3 

facteur d ' accroissement : WF = 2 

};arametre de pénal isation limite __ : ërvfp~X_ = 24_-=-~~~=----

____ Nombre de _Q~1_eê_ _: ~2~0f--_____________________________ _______________ _, 

. - - ----- --- ------------·--- ------------ ---------------------i 

. ---- -----

------------- ----·- -----------------------------------------------------------------------1 
·---- ·-- ---- ·--------···-----·· - -- ------------------------ -

------ --- ------- ------------------------------------------------------
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' 
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#1#141111#Ml#l#l##ll llllll# ~AXI HUM IT~RATION Li fIT ~##l#hl#####ll##########ll 
••• ••• • • ••••• • •• •• FINA L SEAkCH FOINT VA LU ES TO FOLLOW •••• • • ••••• •• ••• • • 

Résultats du problème Bl 

FXIJ~ CALL S • •• 398 CHAD CALL S •• • 1 0 1 

AUG . LAG . = -0 . BOGOùOD 00 

SEAfiCH DIRECTIO N TC THIS POINT , f.: (1), ••• , R( N) 
- C. 167760D - 04 0 . 28641UD - 03 ü .1 37 263 D- 03 

DFLX = n . 7274 85D - 0& üE:LG = C.352495D- 03 

X V ~ L 11 f. S , X ( 1 ) , ••. , X ( I·• ) 
0 . ~10U0~D 0U 0 . 8CUGGGD GC - 0 . 27l5 92 D- 03 

EOUA L!T Y Cù NS T~ AI NT ~TATU: : 
I H I ( I ) ~ MU l. T ( I ) 

~ . 42 07220 - D~ U. 2499R4D OU 

I ~E~UJ LIT Y co~~T RtINT ~T~TUS : 
J GJ( J) 011l• LT(J) 

ti . 394 41 6D - f ~. L· . ?.999Z6 l> (JU 

wl W~ = G. 319200 D 04 

RHO= 0 . 2287360-04 

C.MAG 0 .1 52370D-03 

NG = 

HMAG = 0 .31 8046D - 03 

* méthode de recherche d 'une direction de descente : 

DFP- SS av ec réinitia lisa tion 

* paramèt re de pénalisation de départ : C0 

fac teur d 1 2cr roissement : WF = 2 

par amètre de pénalisation limite 

Nombre de cycl es 15 

0 .25 
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ff####ffff#########ffff####ffN MAXIMUM ITERATION LirIT ff#ff##ff####ff ## ff#Nffff#ffff### 

•••••••••••• •••• •• FI NA L SE AR CH PO I NT VALUES TO FOLLOW •••••- • •••••• •• ••• 

Résultats du problème B2 

FXNS CALLS ••• 39 1: G~'. AD CALLS ••• 

ff#O F = - 0.BUOuUOD 00 AUG . LAG . = -0 . 800U00D 00 

SEA~CH DIRECTIO~ TO ThlS f0 I NT, RC1J, ... , R( N) 
- ü . 16776 0D - 04 0 . 28A 41üD - 03 0 . 137263D- 03 

DELX = 0 .7 274E5D - 0f PfLG = ü . 352495D - C3 

X VALUt.S , X(1J , ••• , xcr, ) 
0 . 6JOOOGD 00 D. S( OGOG D 00 - ü . 2745920 - 03 

E~UALITY CO NS TPA I NT STtTU~ : 
I HICJJ 

0 .4 2C7?2D - f:!à 
F/·' UL T ( lJ 

G. é:499 1! 4D 00 

l "JECl 11A L!TY COl l~ T f1/'1t1T STIITUS : 
J GI( J) ù"UL T(J) 

0 . 3~ 4416 r - ü~ L. 2999 t 6D 00 

L1 • 8 19 2 Li O D O 4 

Rl!O = ü . 228736D - 04 

GrAG = 0.1523700-03 

NG = 

RMAG = J. 3180460 - 03 

* méthode de recherche d'une di r ection de descen~e : 

DFP- SS sans ré initialisation 

* par amèt re de pénalisation de départ : C
0 

= 0 . 25 

f a ct eu r d ' ar croissement : WF = 2 

paramètre de pénalisation limit e 105 

Nombre de cycles 15 

174 
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#ff#ff##ff#ffff## ffffll##ff ffµ Cù NVERGEN CE tRIT EN I ON SATISfIED ###llff~#ff### #ffffllff#ffff# 175 
••--•o••••••••• •••• FI NAL SEARCII PO IHT VALUES TO FOLL OW •••••• •••••••••••• 

Résultats du problème B3 

FXi~S CALL S .•. 3'i GRA D CALLS •.. 32 

AUG . LAG . = -0 . 800000D 00 

SEH<CH DIHEC Tl Of'.I Tü ThlS POINT , R(1) , ... , R( N) 
- ü . 3?5 08 2D - 06 0 . 24 12C 9D - ù5 0 . 29 4154D -1 U 

DE LX = 0 .1 47~75D - û2 DELG = ü .24 5288D-05 

X VJ\ Ll1F.S,X(1) , ... , X (l i ) 

n . ADOUUûlJ /),J u . eOuflfiOIJ t"'(,• - (J .5 88 '13 1 D- 10 

EQUA LlTY CONS TF ft JNT STAT US : 
I H I ( I ) E f' lJ L T ( I ) 

U. 419993D - L9 D. 25000CP ne 

J NEOUA LJTY COHSTFAI~T S TAT US : 
J r, 'rcJ) OMU LT(J) 

o . 447364D - 09 G. 30GGO(D ~G 

() . 5121.)0[1[' c,3 ~~ = G. 5120UGC 0 3 

RHO = 0.602321D-03 

GM AG = 0 . 8708 80D -06 

NG = 

RM AG = O. 44512D-05 

* méthode de r echerche d'une direction de descente : 
DFP avec réinitialisa tion 

* par amètre de pén8lisation de départ : C
0 

= 0 . 25 

f a ct eur d'accroissement : WF = 2 

par amètre àe pénalisati on limite CMAX = 105 

Nombre de cycles 11 

' . ' 
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i#ffll#l##l#l#####~#ff CONVEPCENCE CRITEkION SATISF1ED ff###h#ff#####hffU##### 
•••• • •. • • ••••••••• f INl'I L SEA Il CH POINT VALUES TO FO LLOW .....•• ■ •••••••••• 

Résultats du problème B4 

FX'IS CA LLS ... 89 GRAD Cf<LLS ... 32 

#ffff r = - J . 8üoc □ n~ ao AUG. LAG . = -0 . 80 000D 00 

5 ë' A q C n O IR F. C T I N 1 T O T fi I ~ Pû ItlT , P ( 1 ) , u •, R ( N) 
- :J . 305082D - 06 û . 24129% - 05 C. 2?4~54D - 10 

DELX = 0 . 147275D - OS DfLG = ü . 245288D -GS 

'( IIALUES,X (1),ooa, X(t' ) 
•l . 610!.lUrJD uù G. fl(;(;CJOGD üO - r, . 5U,13 1 D- 1(; 

EijU~ LITY CO NSTkFINT ~T~TU~ : 
I HI(!) ~MULT(I) 

0 . 419998~ - 0 9 Ca 250G0LD GO 

i NF~Ut LI TY CON~TR~ I NT ~T hTUS : 
J GI (J) OMUL TCJ) 

G. 41,7::.64[1- lJC:, 0 . 300CICUD 00 

~2 = u . s ,2 000 0 03 

RHO = 0 . 602 321 D- 03 

G~AG = 8 . 870880D - 06 

NG = 

RM AG = J . 244 5 1 2D - 05 

* métho àe de reche rche d ' une direction de desc ente : 

DFP san s réinitialisa tion 

* paramètre de pénal isa tion de départ : C0 = 0 . 25 

f a cteur d ' accroisaement : WF = 2 

paramètre de pénalisation l i mite : CMAX = 165 

Nombre de cyc l es 11 

❖ .. "' "' L .... ~-. . 
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JJl/#fll/llll#r////ll/11#/1#11//lflf CO NVERGENCE CRITER!ON SATIS FIED fll! J/lfll/, #tll/llJ/f/1111#11/t#II # 17 7 
• • • ••• •• •• • • • •••• • Fil!AL SEAH CH F'O INT VALUFS TO FOLLOW ••• • , • w•••• • • • • • •• 

Résultats au problème B5 

FXN S CAL LS ... 65 GRP.D CALL S ... 26 RHO= 0 . 19 1085D - 01 

fi r//1 C = - :J . 80 Q(;(JOD (;(_1 AUG . LAG . = - D. 800(U0 D QO 

~EAR~H DIRE CT I ON T0- TPI S POIN T, R(1) , . 0 0 , R( N) 
- l . 174 B66D - 04 0 . 216P4PD - ü 5 0 . 10169 4 D- 10 

GMAG 

NG = 

D. 95 8504 D- 06 

2 

DE LX = 0 . 36 d&ùUD - Ol DELG = G. 2156 6 1D - 0 4 RM AG = 0 . 193U0 3D - u4 

X VALUFS,X(1) , ... ,X(f.) 
0 . 61GuJGD ou ü . Eü LL nu o 00 - L. 201109D - 10 

EOU ALITY CON ST ~A I ~T STA TUS : 
I HIi l ) E~ULT(I) 

IJ. 13 55130 - 1;7 P . 25u üüuD 00 

! NE~U ALITY C0N5 T~ Ai rT STATUS ; 
J GI(J) ùMU LT ( J) 

- il . 137 01, 9 D- u? 0 . 1 0C,J0 (j t, 00 

~2 = G. 32UGüD D 02 

* mét hode de r echerche d ' une direction a e des cent e : 

DFP sans r éini tial i sation 

* pa r amètre de pénal i sation de départ : C0 = 0. 5 
fac teur a 1 accr0issement : WF = 2 

par a~èt re ae pénalisa tion limite : C~AX = 105 

Nombre de cycles 6 
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ll#######ffll#U#ff#Mll#ff# CONV~RGENC E CRI TER ION SAIISFIED· #llN#ll#N######ll###### 

••••••••••••••• ••• FINAL SEARCH POI NT VALUES TO FOLLOW •••• ~· •••••••••••• 

Résul tats du probl ème B6 

FX'lS OLLS ... 111 GP.AD CALLS ... 36 

AUG . LAG . = -0 . 800Gü0D 00 

SEAUCH DIAECTIJ~ TO THIF PûINT , N( 1), ... , R( N) 
- 0 . 54';'li' PD - r:R - i.; .1 6[I6l-4u - l •8 Oa2C232 3D- ü6 

D•LX = G. 224 o8 2D - G6 OELG = 0 . 236 4 34D - 05 

X V••LUtS,X{1) , ... , XOI ) 
J . 6 iJG 0G D GG J o800LOGD OU - üo1t1350D - 09 

1:ounrrv 
I 

CCNS TPPJNT ~TATUS : 
H I { I ) l"lil.T ( I) 

U. 251..,t., () (!t, UO 

IN EO UALITY C0~S TRA I~T STATUS : 
J r, I { J l 0:,1 U LT ( J ) 

- 1 . 54h 436ü-10 G. 30 UUUG D Dl 

w 1 w2 = G. 2:-6 00 0D 03 

RHO = o.111 onao 01 

MG = 4 

RMAG 0 .2 û2 402D - 06 

* méthoae ae recherche d ' une direction de descente : 

DFP s ans réinit i alisation 

* peramè tre de pénalisa tion de départ : C0 = 1 

facteur d ' accrnissement : VIF= 2 

pa ramèt re de pénalisation limite 

Nombre de cycles 8 

178 
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Ml#I M#l#~#l # # # h#h### CON VERC[ NC l CRl T lRION SAT I Sf l E D #########ll##ff####### 

• • ••• • • ••••••••••• F INAL SE AR Cf: POHI T VALUE S TO FO L LOW •• •• • ••• • •• •• •• • •• 

Résultats du p r obl ème B7 

F XN S CAL LS .,. 157 GR AD CA LL S • • • 48 

AUG . LiG . = -C . 80 , 000D on 

RHO = 0 . 79434 9 D- LJ 3 

GM AG = 0 . 53 6 1240-07 

S ': A PC H l> l P f C T l f' t·• T O T f-' l S F O I I lî , R ( 1 ) , a a a, fl ( N ) 
- 0 . 191 9 '.-1 0 - u ,, li . 9 4',1 2u - r,r, • C: . 25 44 79 o- C9 

NG 2 

DE L X = C' . 15 2:,t,(J() - C? OEL G = G.1 93 4 40D - 04 RM AG = l . 19 21 83 D- 04 

X VALLIES , X(1l , ••• , YO: ) 
f1 . 6 -1')1G()O •iG 0 . F. ·:Jflf)()(, G (;0 •J . 51;8 7360 - 09 

EOU ALIT Y CCNS T Pfa I NT ST ATUS : 
l f-' I( I) 

l''f: GIJ' LI T Y C0 11S Tfi~ !IT 
J GlC J ) 

- :1 , 11965H. - 1 11 

w' = -~ . 1 l24 ' l :c, G4 

Ef' Ul T(I) 
:_; o 2 5 l , 0 r, GO O 0 

~ T ATUS : 
01'L' L T (J) 

û . 3 Ci(1U!!LJ I: LO 

wz = 0 .1 12 4 0C D C4 

* métho~e de r e cherc he d ' une direc t ion de de s cente : 

DFP sans r éinitia l i sation 

* pa ramètr e ~e pénalisat i on de départ : C0 = 2 

fac teur d ' a c c roissement : WF = 2 

paramètre de p énali sa ti on limi te : CMAX = 105 

Nombre de cycl e s 9 

179 



___ .( 

------- - - - --,---,-----,-------,-"C""'.C-,-,---:c-c-:,--:--:,--:--------- - - -------- - -- - -- -
---- ______ _JLfUI JI lt;; Il /Hl 1111 llJ/J/ li /JIU!// Il . CONVF. PGENC E Cf<ITE RION SA Tl S FIE.O . . II_JL/1 Il t/11 Il li// J/_l/__ll_ljjf /1 IIJl_//1/ li ___ _ __ _ _____ •·--

---~•~•~•~• • ••••• • ••• • _ ••• flNAL _SEARCH __ POINT _ VALUl:S _ T0 F0LL0W • ••••.•• •••• ••••••. _ 180 _ 

Résul tats du problème Cl 
- - ----------

FXNS C.ALL~ . . • 1E9 GRA0 CALLS ••• 57 RHO= 0.3250S~D-03 
--- - -- - ----- - - - - - - -------

Il Il fJ F = 0 . 111 ·j 1 11.l ü tJ _AUG. U,C. . - =- .. D •. 1. 'i 1 n -1 D_ oo ___ fül/1 G _=:._ Q_.j' Q_2__fü_D_-Ob ______ -- -- - - ··--- -----·. -·- -- -- ---- - · ---- -· ··- --

SEARCH t;;hEC THN TU THIS P0INT ,R(1) ••.•• 1Ht) NG = 
. _______ _ __ - __ __ - C . 76-IJ d;-L.4 _ -:(J .75 'i:S42!l.-:D4 ~ •. 15:1 7-3{.D..::.03 

- ------··- - - -- ·------· - - - ------------------ -- -------------- -- - --- ---
DE LX = C. u04o5 7D- U7 0 EL(, 0 . 1e6033ll - U3 RMAG = 0. 136018D-03 

__ l( V4 L UE5 . Xd) •• • •• x uo _ ---· .. _ --- ----------------- ----- ----- . 
□ .13 :S3~iC C1 0.277 77 8D 0 □ .- ~ .444 444D _QQ ___________ _____ _ . --- - --------------- - - ---- - -·-

I NEQUALlTY C0NSTRA1NT STATUS : 
J Gl (J) . .. 0'1ULT (J) 
__ 1 U . ~!)5iJ?'/.l) - U9 . _ --□ ~ 22~ .:2i:.D OU __ _ 

C~N~TkAI~L~ VARIABLl STATU S : 

- - --- ------·- ------ - --- -----
LOWER BOUNOlLX (K) _ I/.ARIAbLE S ____ W'.f.E.R __ . ____ -··-- - -- - ------------------ -; 

XfWLTL(K) 
[) . OOt,JLUl. L'O 
o . r:10..;uuu uu 
'.:i . OOGUOUC l;C 

C(K)-X(!() K X(K) - D( K ) ' ' MU LTU(K) 
- U. 1'3)33D Oi 1 
- □ . 7 77 77 8D Oli ___ _ 2 ____ _ ___ ____ _ _________ _ ____ _ 
- C.4 44',4',0 00 ____ 3 ___ _ 

W1 : 0 .L OüüLGu OU W2 = 0 .1 0000 0D 04 

* méthod e de recherche d 'une è irection de descente : 

DFP- s 0~ avec _::r_:é_ini tiaÜsat_fë_n __ _ 

* paramètre de pénalisation de départ : C0 = 1 
_fac teur -9_'._accroissement _ _:__fili'._ =:__2 ______ _ 

----- -- - -- ------ -------

--- - -- -·- ______ __, 
-- --- ·----- --- - ------ - - -- - paramètre-· a-e-1Jénalisat i orr· limite- ~- Cm2x- = -10~ -------- • - -- ----·--- - - - - --····-·- -------

( 

( --- -· - ---- -- ---•-· - - . . 
-------- ---------! 

-------- --- ---- -- - --- ------ ---- ----- ·· 

- ----- - - -------·---------- -------- --- ---

l 
------------------ -----

------------------ ·- ·-- ------------------- - -------1 

•_( ·---------- ---- - ------- -



(~- __ __ _______ ____ __ /L/!JUUI //fi.Ili/ //tlj!_lj_/l//_f,j/ 1111 Il CONVEP. GFN C E CRI TERI ON S~T l S F !E D __ //1111_.l!J!.ll ll/l //ll.' ' 11111/111111 llt/ _11 ___ _ ----------- ------
________________ ._. • -~~-.! ~ •-• ••••••• _f_J._Nf\_L_ g _A RCH__ f'_O__!_tH_ V_A~U ES __ TO_!_O LLOW •.• • •• • -=.°"-~ • •. • • • • • 18J ________ ___________ _ 

Résultats du problème C2 
---- ------ - ·---·-·-------------- -- ----- ·- -- -- -- . -· ---------- ------ -------- - --- ------------ ----·•--------·-

FXNS \:ALL$ •.• 1d9 GR A O C. ALL S ..• 57 RHO = 0. 325052D - 03 

... If #ILF. =--- .O.-'i 111110 . OU __ AUG. . _LAG . _ _;c ___ Q .11 LU ·1 D_QD._GM.AG-=--Q. 102.6J4D.-06. __ _ 

SEARCH 1,;lRLCTlO T THIS PO INT,R(1) , •••• R(N) NG = 1 
_ ( -------------- - _ -0 . ?6.;42.::.D -.OL -=G _7..'.,;9_34.2.Q:..lli+_.=0. . 151.D4.D--=.0.3 ________ _ 

... ··---- ·---·-- ---- - --·- -----·-- ·-. - ---
DELX = O.o 04057D - 07 ~ELG = 0.1860 53Li-U3 RMAG 0 . 186018D -03 

( 
__ _ X V ,6, LU l $ • X ( U , .. _. • X (1-1) _____ _ 

_J 

1 
- -· -·-----·---

l_ _______ _ 

- - -------

D-13.5 .B~li C'J_ U. z.777780 _QO __ □ -4444.HD_Q ..,__ _______ _ 

I NEGU~LITY CUN~TRAlNT STA T US : 

___ J ___ Ll(J) ---·- Q'1ULTCJ)_ _ 
. 0.~0507.JD --: 0 2__ _0.?.2c:222D__DQ _________________________________________ ------- -···----------· 

CONST RAIN~C VACIA OLE STATUS : 

LV\.. lR. UOLINOEl) X ( K) VAR_lAf}Lf:.S _ UPPER 
Xl-i l,LTL (K) C(K) - X ( K ) K X(K) - D(K ) X~:ULTU ( K) 

0 . '.lOGü iJL u uv - U.133 333D 0 ·1 1 
0 . 00 v00~ 1, CU - o. 7777780 no 2 -

_ D . OOÜUL,(,O (;L, - 0 .4 44444.D 00 _ 3 -----

w1 = O. üvLuüLC ou W2 = 0 .1000000 04 

* rué thoae de rec herche d'une directi on ae descente 
---- nFP-SS - sa ns- r éini tiaTîsatiôn·- ---

* Paramètre Ce pénalisation de départ : C
0 

= 1 

facteur d ' ac croiss ement : WF = 2 
paramètre de pénalisation limite -:- 104. _____ --- - - ---- - ----------- -· -

- -- Nombre de cycles : ·7 ---- ---- - ·-- ------•-- -- ---·-·-----1 

-------------· 
----·--- ---------------- ----·-----------· 

--- ---------------------------1 
L----·- ----- -------------·--·------- .. ----- ·--· -----

_J_ ---------



__ _ _jf_ jl_#_#ll_fJUlf/Jl /1# /1!/J!./lllll// f; CONV ERGENCE CRITERl Ct1 SATISFIF:..D_ IIJ{_/////lllllllt:fl_ll///ll/_/lll/111_11_//____ _ ···----------- --·-·· _____ _ . 
_._._._._.~--•• ·•o.•-•·• ·•-". ~ - F. l Nltl_ S_EA RCH __ PO I NJ __ VALU ES . ...I.Q ...fQ..Ll,O_W __ • - ~ •..._ ._. •~•...._ • .., -~ •- •-- 182 _ __ _:_ _______ ____________ _:. ____ -

Résultat s du pr obl ème C3 
- - - - ------- ·- ·-·----·--· ------------ ----------

FX NS C.ALLS ..• 83 GRAO CALLS ••• 29 RHO= 0.100000D-10 

--- - - -- - - - - - ----·- ----------··· ··- ------- -·------- - - ----- ----- ----- ·---
- ----· ·--- -- _l,'._/1/I __ F_:: __ 0 . 1 IJ111v _üü ___ !\UG . _L_i\G . = .. :J_,_LI 1-:LUD 00 G\lf\G = 0.598119D-07 _ - - --- -----

SEAR CH üllllC TlG t1 Tv THIS PO P H , R(1), •••• R(N) NG 1 
.-l . --------····-- _. •- _______ - Q..60.592 "1 ~-:O o._- C . 5::: t...223 D- 06_:- 0_ • .1142'.i?.!>...:: 0,...,_ ___ _ ______________ ______________ _ 

DELX = 0.140U24C-1o DE LG = O. OOOUOO D 00 RMAG = 0 . 1 40024D - 05 

- - -----·- -----·- -----· ----- X VALUl5,X (1), ... ,X( IJ ) ··----- -----------•·---
----·- _______ _ __ .... _ 0 .13J3::.31.1 u1_ U. 777Z78D _ QQ_ J .4 4.4444lL 0.0, _ _ _______ _ 

- - ------- ---·-· 

INEOUnllTY CCIJ!>TRA~tH STATUS 
__ J_ Gl(Jl _______ Q_'IULT(J ) _ _ __________ --·-----------·-- ·-· --··----···--- ·•·----

. 1 - 0 . 4jt.·l41D - U8 __ 0.22Z.:23LO ~ ----------------- ___ ---------------- ___ -- ------ _ _ ___ _ 

CONSTRAINL~ VAWlA ELl STA TUS : 

X 11 UL TL ( K) 
O. OOuUOull [;lJ 
0 . OO ùOGU~ ll ü 
0 . 00UU0C:u UU 

LCW[R BOUNDED 
(.(K)-X(n 

- G.1 33333D O! 
___ - (J . 777778 D Où _ 

- 0 . 444444D OG 

X( Kl Vî,RlABl [ S ___ . ___ UPPlR_ 
K X(K) - D( K) XMU LTL( K) 

1 
2 --------- --·- --··-- --- -
3 ---------- - -- -

w1 = O. Uù LLUU ~ OU W2 = G. 123000 D 03 
-- - . - ~ -

_ ~-:;(J \.) 0 .J"1 ,:.r..:.: ::..\J 'i)\J ·:i-:.i';,J ~.:; -:i-~ '-' *?û o<.i * Oô ~?â\}~ûO· ... ·o •:.i{.]9._C! C.·\-:?C: ~ ~ôOOOôC'~ '7t)êù~ ôtJC-·~ ·::n'.)C,\J~!O_t?~ ---- -- ---

* méthode cle reche rche d ' vne d_i~_cction d ~ d escent e 

DVP a v ec réini t i al isat ion 

* par a::-,èt r e a e pénalisat i on _d~_g_é:part_ ; __ CO = _ l __ _ 

- f a c t eur d ' a ccroiss e;;i ent·- : WF ··= • 2---· -------·-

par arr è tre de péna lisati on limite CMAX = 104 

---- -- --- ---- -- - --------------··---
- ------ ··-· - ------·- .. -- ·-· ••• - --·-· --· ·- - -------

Nombre de cycles 7 

·- - --- - ··-- -- . ·-----------

------- ----- ·------ -- . ---- --- ------- - - ------- ---- -------- -- ----
----------·----- - -------- - - --- ---1 

( ·----------- - ----· -----·--· -----

_ ( ----- ----- --·- ------ ----·· 



(_ 

_ ___ _ ____________ ______ tt_l{ //...li. /1 Il li /Ili /Ill tftJJJ 11 Il l/ ti ti il CON V f RG EN C [ CR I TE RI ON ~A Tl S FIED _Il_//// #1/11/i Il 1111/1# 1111/l tl_t/_t/ 11 11_ ______ . _ _ __ 
-----· -- ---· --~•- •_.........._ -~ •••• -~ - · -· .,__ F.l !l_AL _ S_t ARC_H_ eo IN_T __ VAL_U __ E;~_ J :O_LQ..LL OW_ . ~ - ••.•. • ·- •• __._.__..._-~ .,. • ___ _ 1_e_ 3 ____ . - ------··-- --- --· ·-· -·- ·- ·--

Résultats du problème C4 

FXNS l.ALL S •.• GRA D Ct\ LLS •.. 29 RHO = 0. 1000 0 0- 1 0 

_______ // # ILf _: _ O. 11 111 ·t lLJJlL._ . AUG • . LA G . __ :,_ Q . 1111 1 1 IL O_Q__G..118~- - □ ~5 9..8..U 9 C> - 0 7 ___________ __ _ 

S~ -RCH i.Jif-1:.CTlùt. TU THIS POINT , fl(1 ) , • • • , R ( N ) N 
______ --------- - ---- .. --- 0 . 6"° .:, 9..-i c- ûu _- i.; . 5 3t.9 5 30-- .06 -=- 0-114·2:i .7 1l.-:c.0 5 ----------- - - - -·----------

--- --- - ---

·-------- ------·- -------- ·--- - - --------- --------- --- ----------
OE LX = CEL G = 0 . 000 00C D 00 RM AG = o.1 .. 0 024D - US 

... J VALU(S,._X ( 'I) ••• _. ,X on ___ -·-· - -------···-·- - --- ---------- -------------
0 - -133.33j [J G1- O. 7777780 .0 0 o_ .. 44444D __ Q..,_ ____________ _______ ___ _____ _ 

I NFOU~ LlTY CC,~~T k Al ~T ST-TUS : 
J . C, l(J) 0 '1U LT (J) - - -··--····---- __________ _ 

- û . 43 4141lJ - U3 _ 0 . 22üi3D 00 _________ _ 

CONST kAI ~lLJ VAk lA 8 L E STA T US : 

X~1 UL TLC K) 
CJ . OOuüC 1.- ü Uü 
O. OO U , GU.l Uu 
fl . OO(J U L,(,(J _ou 

LOI. LR SO UND El) 
C(K )- X( K) 

- lJ . 13 333 3D 01 
- [; . 7 7777 f:.D Oli 
- o . .. 44 4 44 D nu 

X ( K ) 1/All l AHES __ UPPCR 
K X (K )- D ( K ) 

1 
2 
3 

1,1 1 = G. U UL Gü C; C Du W2 = J .1 280UO D 03 

* méthode de reche rche d ' une direction de 

dcscc!ltc : .,i-'F s a ns réin i tial isat-ion ---

XMU L TL:( K) 

* parnmètre de pé~alisatlon de dépar t : C0 = 1 

facteur d~accroisse~c nt_ : WF = 2 

para:.1ètre - de pénal isat i '.m l imi te=~ CM~.X = 104 
-- --- - - - - ----·---- - --- -·-·-·- -----1 

- -- •-- ---- - ... ----- - --- - ·- -· -----·- -- -- -- -- ·----

-·----- - ----

------ --·--------· 
--------- - ---- -- -------- ~------- ·--------------

- -- ------ - - ---- -- ----·------------------

_(_ ______________ _ 
----- ---·- --- -------------- - - - -------------- - - - ----------1 



û 

TIRR A s MALLEf< VALU E OF TH l:. /\UCJ'll:.N TED LA GRAN_G_IAN CUU_Lll NOl BE 
fOUNO lN 4 C:ONHCUTIVE SEAl!CHt: :i ____ _ _ ________ 18 4__ __ ·-·-· · --- ------·- ·- _ .. 
YOU MAY ~ANT TO lllNUN THE PRObLEM WlTH A DIFFENENT STARTING P01N7 
AND/OM DI Ff[Rl:.NT SEAkC H PARA MET LRS AND/DR A DIFFERENT MODE OF SEARCH 
DlRECTIUN 61:.NERATI~N ---- --------· --- •· --------

f lNA L SEAR CH POIN T VALU ES TO FO LLOW ••••••• •• • • ••••••• 

Résulta ts cl u pr obl èrr. e C5 ----- -
•··--· -------

FXNS LAL LS .. , Hl\i GRA[) CA LLS ••• _ _ 41 __ RHO ~ O.OOOOOUD _00 _ _____ _ 

----- -- ·- --
0 . '1 11 ·1 'I 1 D Ul., I\ UG. LAG . = 0.1111110 UO GMAG = 0.6 6~6U8D - 05 

5EAR CII DH LCTl (;N TU TH I S PO I NT. R( 1 )., ..... l< ( N) _ _ _ _ NG = 1 
- n . 2 77Uj~L - U5 - u . ~7~4290 - 05 - Q. 5j79 70D - 05 -----

Df LX = U. UUULUuD GU • DE LG = 0. 000000 U 00 RM AG = Q. 66 3o08 D- C5 

X V AL U L S. X ( 'I) ••••• X ( 1, ) 
0 . 11j333U U1 ü .7 177 7 RD 00 0 . 4444 44D 00 

INEQUAL lT Y C0 N~TkAl ~T STATUS 
J Ll( J ) O~UL T( J ) 

C. l757u 9D- U!.i n . 22a230 00 

CONSTKAJ~LW VAklhULL STATUS : 

X l•: U L TL ( I; l 
fJ. UUUÜULL UU 
n . rOùC u Lil> uu 
D . PDuUUL;o LL 

ll:1.'ER BO ll"lill l; 
L( K )-XCI<.) 

- u. 1333~5 0 01 
- U. 777778D 00 
- U. 444444C rJU 

X(Kl VARl/\ l> LES 
K X( K)- D ( K) 

1 
2 
3 

w1 = O.ü CLUuL~ vü ',/2 = U. IGJOOOD D4 

UPl-'LR 

H ~éthorl e de reche rch e d 'une direction de desc ente 

1,/ P ave c r éini t ialisati on 

* Pa r2 ~èt re de pf na lisati on de départ_ : C0 = 1 

f acteur d ' accroissement : \VF = 4 

para~ètre de pénalisation limi te : 104 

No~brè de cycles : 11 

XMü LTU(K) 

-----·---- --- - - ·-··-----

- - - - - - ------- -- - - --

---- -- ----- 1 

---·----··-- --- ··--- -- ----- - ---- - ----- - --------·-
- . ----·· -- ---- . - · -----------------· - ·--- -

----- ·----·- ------ ----------------' 
- -------· --- - ---------------- ---- ----

----------------------- --------------1 



--·-·· --·- ---- - - - _ 1/ fi# llll ll l! !T/1 Il til/JU/11/J li// li// CO NVE RG Er.CE. rn ITER IUN ::iAT I SF H .I> /11/JIIIIIIT/t 1111 ///Ill/I ll /lf/J//11/11. ___ _ 
--- ~••_._.__. ••••••••• _ ••• f!NI\ L_ SEARCH POINT __ .l/.A L!J ç__LTj)_fQ L_LO~ ~--.__~ • ..,,,,_ •• _.•••••••• __ _ 185 _ _______ _ . --· ---·- - --- --- --,,_ 

.< . 

Ré s ultats du pr oblème C6 

F XNS CALL S •.• 52 GRAD '.:A LLS ••• 19 RHO= 0.204 81 6D-02 

----------
( \ -------·- -- -· - - .. __ /1111/ __ f ':.. 0 .1 i 1111 D 00 __ AUG. LI\G. = Q.1111111:LOO GMAG~ 0.607}t45D-Q6 - ----- ----- ----·--------

SfARCH UlKLC Tiü ~ TC THIS POINT,R(11, . . . ,R(N) NG = 
_ = □ . 620lJ4::iu - 05_-:0.6;:.UU6_4D..-Q5 _.:: 0 • .1~4.013J)_::.O.i.. ____________ __ _ ----·---- ----

--- -- ---------- --- --

_( - -

DELX = U.3110B 1D- 07 ~f LG = D.15 0773D-04 RMAG = 0.1 518831>-04 

---·-·• ----- -- x VALUlS,X(11,._ •• _, xun ---- ·-------- ----------------
-- 0 .1 3:.ï J.5 3D U l _ 0.7_7777!3LOO _ 0 . 4 44.444.DJ _ ____ _ __________ _ 

INF.QUA LITY CL'l,SH:AINT STATIJ5 : 
J l,I(J ) OMULT(J) _______ ---· ______ _ 

1 _ G . . 1~51 950 - 0ô _ 0 .22Uê2D DO ________________ ______ ·--

CONS TRAl~EL VARIABLE STATUS : 

Lül. L R '.lOIJNJED _X(K) VARl_AULE ~ --- ___ l,JP_PlR 
C( '< )- X ( K) K X( K)- D( K) XMU LTL,(K) 

- U.1~3 333D ~ 1 1 
-o. 77777 8!> _00 ____ 2 _ _ 

X ,•l U L T L ( K ) 

O. OrJU(JUlJD uU 
0 . 00u00UD GO 
O • .DO1.,üCili0 UU - 0 . 444444P DG 3 -------- - - -----· - -

1 1 = O. UC!.,CL liD LO "1 2 = O. loOO OOll 03 

- - - -----·· -- - ------
- *** *·-"l -:.t-t.: ::.:-.:, -.~·.:t\:vi:~·:.:u~-:.;-:.i~-:r_~ * (1"1 ûf.l ** ~*::.:**·* ***..-="'!\.l'~*~':*_~~-'!~**:"~~*~*?' *~ :!tû -tr2 ~*~~"t** __________ _ 

. * tlé thode de recherche d ' une- direction de . descent e _; 

• DFP avec r é initialisation --

* paramètre d e pénalisation de dépa rt : C0 5 
facteur a ' accro ïssement -y,,7p --;,- 2-··--- -

----- ···----- - -------

- paramètre d e · péna l i saÙon- l i ~ite - :- io4--
- --- -+- --- -- - ---· - - -·-----< 

Nombre de cycles : 5----

_l ·---------------
-----------·-- - --

( 
---- -----·-- ------ - ------------ - ------------------

(_ - . -··--------------------

--- -----· - ·- ---
__ (_ -- ·--- ------- --· -·- ---· ··-------

_( ------------ -----

-----------------



.. , .... :- '-'--------
- --- --- - ----; ---. J ·---- - • ----

,· (J_ 
########## A S~ALL~R VALUE OF T HE AUGMENTED LAGRANGIAN CCULD ~O T BE 
FOUND IN 4 CONSECUTIVE SEARCHES 

186 

1 ,. ---·------- ·----Y-OU MAY WAN T TO -HRU tJ --îH E-- PROaLEM -1rl-ITH - A-- Ol-F-f -ER-UH--S-î-AR-T-I.-N-{; - • ).l.,...... ______ _ _ _ 
~ - -----A-N D-/ OH - -O·H Fl=-RE ~"f---S-E Afl-<:-H-f' AR A '1E-îE--R s-AND I-OR-A-IH F-F-E~-f:N-î- -M OD-E--0-f -S-E-A-RC-H 
V DIRECTIO N GEN ERA TION 

( ------- --- ~ I NAL - SEAR CH- PO Hl-T - VAUJ E-S-TO-f OL-LO-W--....-• --• •••• -• •• •-· -----

( 

( 

.. ( 

_ i_ 

( 

- .. ----- --··- -· --------··-··-··--- ---------------- ----
Résultat s du pr obl è me C7 

--- _ t:;..'.:: C"'~--.,,)û.c.?ûOùC-i::e:oc:.:.:,:,;_u::,..c,.:,_CL_5 EA-RC H--P O.I NT t- r, ... 31 C:C:OCzCWt:l.li.C:CW::Z_til;:C.C:C:.ùO~.:i.ûCL.__ _______ _ _______________ _ _ _ 

---·-·--

FX'-JS CAL LS .•. 17ü GRAD CI\LLS ••• 28 RHO = 0 . 00 0 000D 00 

fi/il/ F- =- 0.11 i "i1-1 D-- 00- AU G.- LAG __.;:...-::J~ 11+111-0-00--G-MAG-:- 0 ~733951 D- DS.----
-- -·-- --- -··-~·--· ------------------------------- ------

SE,ACH ~IRE CTIJ N TC T~IS PO I NT, R(1), •••• R(N) NG 
0 . 30Sî33D - 05 0 . 29 70 74D- 05 0 .5 977670 - 0S 

- --------···-·--- •• - --------- - - ----- ---
DFLX - = .. O. DGOOOOD 00 -··-- OEL;-.....::._ Q.O:JOO.OOD - 0 □---RMAG---"'-0.7339510 - as - ---------

X VAL UES,)((î) , ... ,XOll 
0 . 1 3:5 33.:i{; 01 0 . 7777780 oo --0 .44 4444!> --00--- -----

I NEOU~LlTY CU NSTkAl~ T STI\TUS : 
J GI (J) 0'1ULT(J) 

- 0 .17-7i. nu -u f: --- 0 . 2 2, 2210- 00 ---------- --------·--·--- ---------------------1 
- - - - -

CONSTIU\Itlll, VARHOLL STATUS : 

LO WER -- - --aO UNOEb X<IO - V-ARlA!:LE S- - ---U PPER -
x i;UL TL(K) .• i;(l()- X (K) - - - K- --- CKkO(K )- - -- -- n:ULTU(K) ___ ·----------·------------ - - - --< 

0 . 00COOOD 00 - U.1 33 3330 01 1 
~ . OOG □ OO C> GO - 0 . 7 7777 8 0 00 2 
J . )OJGOOC> oc, ·- - '.l-. 4444440 no----3------------- - -- ---- - -----· 

---------- ---- -- - -·----· ----
W1 = C. CUüOUOD 00 w~ = D.100000D 04 

_ -!.l ~ ~ s:: :O:.:J.:l '!;(! \; ~ 1..-..:~ "'-' \'..r ·:-:!.tt.:\..:'..•,:.•ùû'.J.~**ô" û~\J ,.;\.lû-:Z'1";1--\iù..ù.~~.\Jù~Q !i* '!.:*{.:-ll.:.Z "-.S.:û "\l!.~\.l~~Q\J'1V!.:ùâ --•--· __ ____ ______ _ 

-- -- --- -·-· ·------~----· 

* r.;é t nod e de r echerche d ' une direction de descente 

DFP a-ve c r é i n it-ia-tisa·t::i:-on-----------

r. pa; a ~ètre de pénalisation de départ:C o = 16 

facteur d ' 2cc r oissement : ~F = 2 

' 

--·· -- ···-- ·-- --·-·· ----- ·--, - ·-- ·-··. ----. -- . .. . . ----- 4----------------- - -----------l 
··---· _____ __ _ __________ pa:i;-arr:~_tr? _ _ è1LJ2...@c!-lisat1 on limite : ClvlAX = 10 

Nombre de cycles : 11 

----------------- ---- ·· - --· -
-T - --------- ---•- ---•--------- ------

( --- ·- -------- - ·-- ··· ---------·----··----

• __ ( ____ _ ______ _ 



---------------------- - - ------------------------- - ----- --- - - ------- ----- ---- -. 

,,_c-, ___ • ·-- ------- ......: 
-- - - ·- ---- - -···---- -- - -·--·- ·------------- -------

1
·: _______ _ _ ____ _____ ______ ------ -- --- - ------

1/ /l ll tl/JJJ tl tl tl /l JJt/lJ/I II III//JII /J CO NVE R&-EN CE CR ITER I ON S ATI S F IE D // // ////////11// fi!! ll ff llflllllfllllfll 
------- ·- --· ------- - - -- ----- -

187 
"' . .. .. . .. . ...... .. . F HJAL SEARC H POI NT VA LU ES TO FOLLO W ..... . . ......••• •• 

-·------ - --

( 

Résultats du pr oblème C8 
o~~~****~u~ u~*u**~*~*o** SEAR CH PO I NT *** 

·---- -------- --------- - -------·--- -
FX"IS CALLS . . . -- 407 -- GRAD CALLS ... ---- 84---RH0 - -- 0. 25D0 00D-11 --- ---- -----·-------- -

(_ -------·------- -------
11 # /1 F = U. 11 11 10 OU AUG. LAG . = J.1111 110 00 GMA G 0 . 69 0 95 9 D-06 

- . .. - - - - -···--- -- S F O. R..Ui -DIRECTI ON TO-- T H-IS.. POUH ,R..U-) .. , • .• ~,R (..N..,-_ ___ _,._,G,-...,=~ - - 1~ -

( 

- -7 ·---

' 

___ i_ 

0 . 22~ 08 1D - 05 0 . 22591SD - 05 0 . 4~3 7470 - 05 

- ·---·· - DEL )(._ ;:; - D . 1.3l:: 550D-= 16 ---0.U-G - -0_0:ioouo-0,__._.o.vD----' Q...5..5_4~99D..=.0 5- - --- ---- --- --- - - ------

)( V~LUES , X(1), . . . , X( N) 
0 . 1333]j(J 01 0 . 77777 ! 0 0 0 0 . 4444440 00 

- I Nf QUALlTY CON STRAII\T STATUS ; - - -·· 
J Gl( J) OMU LT(J ) 

1 0 . 19 6059D - C8 0 . 2 22 22J D J O 

CONSTR AHH.CJ VARI AEJ LE. STATUS _; _ ____________ _______ _ 

LO WER 80UNDED X( K) VARIA8LES UPPER 
X i-J U L TL ( K) - C ( K ) -X o :.) -- -----K---- {.K) -e. [).(.K-,-------4,--11\-U L TU ( K ) ------------ --- - - ----- - - - ----< 

·- n . OO üO OLD G0 ------- - o . 1 , .n 1,o 0.1------1 --- -------
~-O OLOGOO uü - 0 . 77777 ~0 0 0 2 
~ . OO OüU CD 00 -0 . 4 44 444D no 3 

----------- - -- ---- - -·- -- ------- ------------ ---- --< 
w1 =_ 0 . üGuUUO IJ 00 __ ,n = ___ 0 . 1UODJ OD_ o_4 _________ _ 

* méthode de r e chèr°chê · _4 ~ n e_~clfr-èc t ion- cfo- oes~c~J:2te - . =~- ~- ~~- ·=----~------- --------- - - - ---1 

Df~ av ec ré initia l i s a ti on 

* par , mè t r e _de pénalis~ i_9n _de d ~:Q.?-I~C0 _=:_20 ____ _ 

f a cteur d ' ac cro i s s ement - : WF' -= -· ?------ -

par amètre d e pénali s a tion limite Cl\lAX 

- . ---· ----- ------ ----- ------- ----. --·-----
----- - -------- ---- ·---

Nombre de cycles : 21 

--- - ----- --·- ------•- --- - ---·---------------- ------------

(_ 
----·-- -------------- -----------

----- -·--- ------ - - ------------------ ----------------------- ------ ------ ---- - - - --1 
-------- · ----- ------------- --- -------

._( __ 



- - - --------------- - -------
( 

############ff##ff#### CO NVERGENCE CRITERIO~ SATISFIED ##################~# 
••• •·•••••••••••• • FI NA L SEARCH POINT VALUES TO FOLLOW •••••••••••·•••••• 

188 

ésul t ·at""s- -dirprci"bJ:--ème-c --- ---------

### F = 0 . 111111D 00 AUG . LAG . = 0 . 111 11D 00 G~AG = 0.326418D - 06 
-- ------- - --- - ------- -- - -- -- ------- ----------------- -

_ (._ _____ -------- --

( 

. -·· --- ---------·---SE AR CH -- Cl H CTIO tJ--Tv----THI S-PO--ItH --,R (-1 l --,. ~-,RU,--,-- ---~NG -
0 .1 4U846u-05 0 .14 3759D - 05 0 . 279428D - 05 

DEL X _;= ___ 0 .f..60 90 2 C.=--1-J ____ D-EL~ -1J1J__Q __ ü.0JL.00 
-- - - - - - - -- -- -- ---·-· ------------- -------- - ----

X V AL u E s , X ( 1 l , ••• , X un 
0 . 133333 C 01 0 .77777 00 00 0 .444444D 00 

- --- -- - -------- -----
I N F. OU All TY CONSTRAIUL STATU$_ : _ - - ---------- ----- ----

<,J(J) OMU LT(J) 

0 .15382 0D-0 8 0 .2 22~21D 00 
------- ----- ---- - --- -----· - -- -- -

ONSTRAINEu \L ARlhBLE _STATU$ _ : --------- - ---- - -------- ----·----- ------ -------- - - ------

LOWER 80 U~ ~E D X(K ) VARIA&LES UPPER 
X:.\uLTL<K l ---- C(K)-X(K) ----- K --- - - - X< K) - i)(K l --- -- - XMUL TU(K) ---- --------- ------- --------------, 

!J . 0%Ci0(;C UU - - - 0 .1 333330 01 -- - - 1 ------------- ------- ----------- -- ------ - - ----- ---------1 
~.OO~OUUu Uü - 0. 77777 8D 00 2 
O. JOODODu 00 -0 . 444444D 00 3 

- ---- ---------- ---------------< 
- W1 = O. DOOOOOli Oü - -- - W2 =-- 0.100UDDD -04 - ------ --- - ----- ----------------- ----------- - -1 

---- ---· -------------- ---- -------- ---- -- - ---- ·-- - - -----------1 
* r.iétho a e de recherc:1e il ' une direction--ae -acscente : ----

~~P avec r éinitial i sat i on 

-- - ----- --- ------- ------------< 

* parc•mèt r e de ---pénal isat ion a--e- -départ - :--c ë -= - 50 
... - ---· 

--- -- --- - ----- --- - - - ·------- -------- - - - --------1 
- -- ---- --- ·-·-·------- ----------------- - ~ 

facteur d ' ac croiss ement : WF = 2 

para mèt r e de pénalisa tbn limit e ; cr,iAX 104 
. - ------ --- -------------------- ----- ---1 

-------------- -------- - ---· ------------- ------------ -------1 

Nombre de cycles 19 

- ----- - - --- ---- -------------- - - ---- - - - ------ - -----------------1 

------- ------ ----. ---·- - - - ---------
- ( - ----·-•--- ·------ - -·------- - --------- -------- --- - - --- --- --- - - --- - ------ - -------- -------------

--·-------------------- ----------- -------- --------- ·--- --- - --~ 

_ ( ___ __ _ _______ _ ___ ________ _______ _________________ _ 



_(.i ___ - -- --------- ---- - ---- ----·-- ·-------- --- ·--- - --------- - - - --------~--------------:---,-.,:-~ 
- - ----- - - - - -------- - ·•- - - -·--- ---- - - ----- -------,-~~-

u ################ ## llM CO~V ERGENCE CRITERlJN SATlSFIEO ########## # i#####M## 
••••• • •••••••••• •• FINAL SEA RCH PO I NT VALUES TO FOL L OW •·•••••• · ~•••••••• 189 

------------------------:Usul-tatS-du --IJr.obl.è.......__.,.....,._~------------------------------- ---------

(_ ·---=~=---=-- - ------ -- ----- f X "l S - C. AL L S ••• --337--GR AD- CAL LS . - - --é-1----Rl-l O--- 0...2.500 00 0=.1 ._... _ _______ _ ______________ _ 

### F = 0. 111111u 00 AUG . LA • = 0 . 111-i,10 00 GMAG = 0.809717D-06 

- ---- ----·· --S-E-A R C 1-1- D ~ R( C T I -0 N--T 0 - T-H.I-S-- f!.0.I NT-, R C-1 ) -,-..~~rR..C--N-1--------.u--~--+--------- ---- --- ---------- ------
0 . 107105~-05 0 .1 07749D-OS 0 . 22047 70- 05 

X VALUES , X C1) • ••• ,X( t, ) 

0 .1 3i33~D 01 0 . 77777 80 00 0 .4 44444 ) 00 
- --· - -- - -- ---------------------

1 NE QU AL lT Y CuNS TR l.11,T- STATUS ; ____ - ----------- - ---------- - --------------------
J Gl( J) 0!14 JLT(J) 

0 . 7b2 7 23D - ü9 0 . 2222l1~ 00 

CONS TI-U;. U,Ui. li ARIA BLE . ST A TU S.-: - -

LOWER 80UN DE O X(( ) VARI Ab LES UPPER 
XMULT L(I() 

O. OOLOOGD UO 
0.00l:000ll l:ü 
0 . 0DUOGUC 00 

C. (!()-X ( K ) ---- 1<---- UK)..,,_I)..( K...,) _____ X.Mu L T-U C.K) -- ---- - ---- - - ---------------, 
- U.133 33 30 01 - 1------------ ----- --•--------- ---·--- -----------------, 
- 0. 77777 ~0 OJ 2 
-U . 444444D 00 3 

----- - - ---------------- ---! 
w1 -= o. oo ·uoou □□ -- w2 = - :i.100000D-D 4--------------------

-- ------ ---- --------------- ------------ -- ---------------------------< 

* méthode de r ec-herche d'unè d irection·ae de s c-en·te _:_ 

DF? avec r éinitial isat ion 

* par ~mètre - de p-énalisation- dedépà r t_ :_ ë_ --;-_100 ________ _ 
------------ ----------------------1 

facteur d ' accr oissement : WF = 2 

par amètre de _p_énalis.a ti.mL..li mij;_g__:_ Qfl1}.X = 10,,_
4 
_______________________ --------------~ 

Nombre d e cycles 19 
-- --------- -- ·---- - - ----- ---- ----------------------------- - -------------------- ---1 

------------ -- --------- - ------------------------------------- ------------------ --1 

- ---------- -------- - --------------------- - --- ----------------------------- ------------1 

- ------- - -- ------ ------------ - - - -------------

------ ---- - - --- - - ------------ ---------------------- ----------------------------------1 
(. . ---- ---------------------------------------------------- - -1 



-· - - -- --- --- --- ------- - ·- - -· - ------
# # #llllll#ll##ll###ll##llllll CON VERGE NCE CRIT ER I QN SA TIS f lE O ll ll ll#ll # llll h llll##llll##### 19 0 
•• ••• ••• • •• • •• ••• • F I NAL SEAR CH POINT VA L ~ES T O FOLLO W •••••• •• •••• • ••• • • 

l .:.· 
_____ ___ _______ ________ __Ré.suli.a:ts___O..u._probl èJll.,_e"-C"--"'l ""l _ _ _______ _____ __________ ________ ____ __ .-J::l 

C.-- - ----- ______ ------;~-;s-_-c-·Ai.Ls ••• ____ 34 ___ GRAD . c ALLs • • • - --2 9------R Ho- =-0 . .1.000000.:-02---_____ ____ ____ _ ___ _ _ ____ _ 

( 

_(. 

M## F = 0.111111 0 00 AU G. LAG . = 9.111 11 10 0 0 GMAG = 0 . 416 8 770 - 06 

·---- - ----·-----S E ARC H-- 0 If< E C îl C tl-îO- THIS - PO.I N r , R.(-1 ) .-- - -~R.(-N,_,_------N-G-;;__. :,_· - -----
- 0 . 5 1 ~652 D- 0 6 - 0 . 45l7 c 00 - 06 - 0 . 972 8 3 3D- 06 

DELX =- 0 . 11904 90..=0 8 ---- - DEL ' 0 . 36 2..5 ;16 O.dl.6---- R.11.A Ü.-=- 0 . 11..2114..90 -,.05 ______________________ _ 
----- - ------------------- ------------------- ------- - --- - ---- -

X VA LUE S. X( 1) , . . . , X(N ) 
0 . 13J 3 33ü 01 0 . 77 777 ~D 00 0 .444444D 0 0 

IN E Qu 1. Ll TY - CO ris TRA.IJ-IT_ S TA TUS .; __ _ 
J GI(J) OMU U(J ) 

- 0 . 1013900 - 0 7 0 . 222 , 23 D 00 
- ----------------·---------------- --

COtJ ST f< AI NED II Al<I ABL E ST ATUS -=··----------------

LOW ER 90 UND ED X ( K ) VAR I ABLES UPPE R 
P 1ULTL( Kl 

() . OOUO OOD 00 
O. '.JOG OüU D UU 
IJ . OOUUG GD G(J 

C ( K ) - X ( K ) - --K-----X~-!<)~ D( K)----- XM UL TU( K) 
-·- - 0 . 1 3 33 33D ()1 - 1 ------ ----. - -----·---------- . ------------- - -----' 

- 0 . 7777 7 8D ()0 2 
- 0 .4 444 44 D no 3 

----·---- -- --- ---- - ---------
11 1 = U. UOU üC UD QQ ___ IJ 2 . = - 0-S OOO OO!L.0 ------- --- - -- -- --------------- --- ----- ------< 

* métho a e a e re-cherche - a-•une--êfireë:t i on--de--de-sêënte 

DFP a ve c réin i t i a li s ation 

f a cteur d ' a cc r o i ss em ent : WP = 2 

• _pararmèt r e de _péna l i s a t i.on_limil..e_ :_s_o ___ _ _ __ _ 
----------- ·- --····-

No mbre Ce cycles : 7 
·- -- - - - - - --------

-·- - -------- --- ------------ ·---------- ---1 

-----------------1 

------- ----··-- ------ -----
--··---------- -- - - ---------- ·-- ------ - - - --- ------ - -1 

----------- - - - - ----- ---------- ------------------ - ----- - --------- - -1 

_( - - ----- ----------------------- - - ------------- - - --------- --- - - ------ --1 



~'----------- -- - -- -- -·-·------ ----------------- ~ 
t ------ - -- ---- - - -- - - - -·--------------- -~---

############ ######## CON VERGENCE CRITERION SATISFIED ### # ##### ########### 191 
•·•••••• ••·••• ••• • F NA L S APCH POINT VA LUES TO FOLLOW •••••• · •·••••••••• 1-,. ...... .. . 

i--~----- - - ----------------------n ésuJ.-ta.t-S-d.U--probLèm.e.-C,~ ---------------- ----------------------

' 

-- - ---- - --- - - - -
- -- FX NS - CALI. ~~- - - . ae - - GRAD - c..ALLS~~----29----R..HO-- 0.1000000=.lu.----------- ------------

### F = 0 . 111111D 00 
( -- -- - ----- ----- --- - - ---- --- --- -- - -

~UG . LAG. = :J.1111110 00 G'1AG = 0.3391860-06 
- - - ------ - -------------------------------------------

(· 

- -- - - - SE ARC H- D IR[ C..Tl ON T Q __ TH I 5- POINT, R C 1J,. ~-, R...(.N.,_ ____ ~ ,.,_~ _ __. ________________ ____________ _ 

- 0.603921D-U6 - 0.538953D -06 - 0.1142570 - 05 

- D.E.LX -~ 0 .140 02.4 D -·J 6---DE LG._a;_ ..0....0:J 01.J_{J 0.lL.~O~D----8 ,11A1i._=_Q. li_QQ2...4..tl..=.0~---- - --------------------

X VA.LUES,X{1) , ••• , X (N) 

0 . 133333D 01 0.7 77 77 8D 00 0 . 4444440 00 

I~E~UAL ITY CG NS TR~INT _ STATUS 
<, l ( J) 

- O . 434 '141 D- 08 
OMU LT(J) 

ll .2 222230 00 

CO~ST RA I NED - VARIAOLE - STATUS- : --- - - -----------

LO WER BOUNO ED X CK) VARIABLES UPPEH 

- - --- ---- - - - ----

Xf'.ULTLCK) -·- - t(K) - X ( K-) - --K - ---A (K )-=D-(KL - ---- -XMULTU (KL .. - - - ·---------- ----------- ----; 
_(1 . 0000C OD 00 ----- -0.1.333330_ 01 ---- 1------------- --- .. ---------

ll . OOOOGOC oc -L . 77777 80 o □ 2 
n.oouuuuv ou - 0 .44444 40 oo 3 

------------ - ---- - --- •• • ·--- -- - ·---·-- - - -·---- ------ -- --------, 
1,11 . := .. 0 . OUOGUOD .. DO ___ W 2 = □ -1000000 _0.3 _ ___ _ -- ·- ·- · - -- - - --• - -- - -- ------- --- - ----------! 

* méthode de r eche~c he d ' une - direction de descente 
~FF avec r éi nitialisat i on 

- - · -·- ·- - - _______ ____________ __, 

* pD ramètre de pénalisation- ·a-e-départ--:- C0 = · 1 - - - ------- ---- ------
--------· ---·-- ----- -- - ----- ----- --·- ·-· -· --- --------------- ----< 

f Rcteur d ' accroisse~ent : WF = 2 

par amètre de pénalisation limite : CMAX = 100 
- ---- ---- ----------- ---

------- - - --- ----- - --- - -- - - ---- - - --·-- ·-- ------------------j 

Nombre de cycles : 7 

·-- --- - · ----------·-----------------, 
l -- ---------- ----- - --- ---·· - - - · - - - -

· - --·-----
------- - - --- - - --- ----- -------- ------------------ - --- ·--------- - - - ------------------j 

•·. ____________________________________ _______________________________ _;:_ _______ --j 



/·· _( ,; 
~------ · ----------

{. 

( --- .. 

( -----·· ------- - --

--- ------ - - -- --- ----. -- --- - ----- -----------= 
' 

. - - -- -- -------- ------------------'------
############ # ####### CONVERGE~CE CP.ITERJON SAlISFIED #ftUft##ftOLUDUU #U ## ### 
•••••••••••••••••• FINAL SEARCY POINT VALUES TO FO LLO W ••••••• .•••••••••• 

- ::ésultat s duprob"1.èl!le-C-n 

***"*""**"*'.:t***'H'***"*;*"' SEAR CH POINT *** 16 **********.-*"***"""*"t,,:, r, 

# ## F = 0.1111110 00 AUG. LAG . = ) . 1111110 00 GMAG = 0 . 8492860 - 06 

192 

-· -- - -----. ·- -- -- - - . ----- --- ------ ---------------------------------
----- SE Ail CH O IRl:. C TI ON - TO- TH 1S POINT ,R ( 1) ,- ---r R- C.N1.J' - -----N "G -

- 0 .3 579640 - 04 - 0 . 357956D -04 - 0 .715 8980 - 04 

Ol'LX - =- - 0 .17 946éD - 06 ---DELG-==--0 . -880-592D- 0c...4------><R'IA G - 0~ 3768020,...0 
------- · - ----------- ------- --------- - --------- - - --------------- ------

X V A LU E S , X ( 1 ) , •.. , X ( 1/ ) 
0.133333v 01 0 .7 77778D 00 0 . 444445D 00 

-------- ------- ---·--- ------- - -----------------------
INEQU ALITY CO N~ TRA I NT STATUS ---------- ----- - ------- ----·-~------

J Gl (J) O~U LT(J) 
0.1 8 ë351D-0 8 0.22222 2D 00 

--- -· - •• ------ --------
CO NST RAIN ED VARIABLE STATU$ : - - - .. - ------------- ------- -- ~--- -- -------------- - ---< 

LOWER BOUNDE D X( K) VARIABLES UPP ER 
XMlJL TL (K) -- -

11 . :rnooouo oo -
o. on o u □oD oc 
o. noouooo oo 

L(K)-X( K) K - ---XC K)- D-(K) _ _ __ --~MUL TU(K ) -- ------ -------- - - ------------! 
- 0 .1 33333D 01 1 
- 0.77 777 ~0 00 2 
- 0 . 444445D 00 3 

--------------- --- ·- · -· ... -· ---·- - ·----~- - - --· -------- - ------------l 
111 ,, _ 0 . OOUOuOD 00- - - W2 = -- O. 2430 00 D-- 03<------------

* méthod e de r e cherche d ' un"e· ·a. i recfion--de descentë -: -- -----· 

DPP a v ec réin i tia lisa tion 

* pa ra:nètre- de péna_li"satli n __ ge { ép ar:-L :_j; ~: . .:= -1 

fa cteur d ' accroissement : WF = 3 

----- --- --- - -----! 

paramètre de pj naJisa~i9n limite__:_Q -AX = 194 - - ---- ·- --· __________________ _____ _. 
----- - -- -- - - -·---·--------·----- ------ --- - ------ - -------- - ----- ---------- - --1 

Nombre de cycles : 5 
- . -- --- ..,_ __________ _______________ __________________ ________ _ ___., 

- -· ----- -------------------

- - - ----- ------ ·------- ----- --- - -- - --- ------------- ------------ ----- -- ________ __________ ___ _ _ _ __ ____, 
. . ---------- - - -- ----- -- - - - - --------- --- ----------- -- - ----------- - -------- -------~ 

. --- -----------· -- ----- ---- ··-- ----- --------------------------------------------------------1 

__ (._ _____________ ----------------------------------------------·-------------------- -----------------1 

__ (_ ______________ _____ ________________________ ______________ ___ __________________ ---! 



--- --- --·---// Il lf/1 ·In: 1111 1/7; lfll Il Il 10n, /111 CONVERGEN CE CR 1 TE RiôN - S AT fSî rnr- 11 Il Il Il #ll1f fi If 1111/f# /Tif# If// If Il 193 -··-
,_,: ( _.- ••••••••••••• ••••• fINAL SEA~CH POINT VALUES TO FOL L OW ••••• • ••• • •••••••• 

1' 
{ ------ - --- ·-- ·-- · - - - ·------------- -- • -- ·- --- - --·------- ---- - - - ---------•. 

, ! 

( ·- ----· -· 

( 

---Résul tats - dU--'E)roblème-1).J.-. ___ ____________ _ __ __:_ __________ _____ _ 

ff#~ F = Q. 26666 7 D 01 AUG. LAG . = J . 266667D 01 

X VALUES , X(1 ), ••• , X ( N ) 
n .1 000u0D 01 - 0 .1 425600 - 09 

GMAG 0.3354750-06 

----------------- . -- ·-··------ --·- ·-----·-···-·- -•-·-· - -- - .. - · 

X ;1 L LT L ( K) 
1. 1.ouooco 0 1 
o . 1 nGUL1.1 L1 

L:)WE.P. 30U~OE~ X ( K ) VAR l Aj LES UP P E R 

C( Y.') - X ( K) 1( __ _.:.X ( K ) - ~'>.2 __ _ 
:. o -~976 131) -09 --·- 1 

0 . 1 4~560~ - ny z 

0 . 100000D 04 

_. XM UL TU ( 0 . ·--·---·- --------··------ ---

* mi-thoae de reCherëh~ • è~_E.~~a~irëët-iorî -_d_è_ ae_e_s_c_e_n_t_e_-_._: ______ -~~~-- - ----· 

DFP- SS avec réinitiul i s8tion 

*- pr, r an ètre pe pén.alis§l_:HQ.n_ c'!~_jéuart : C = 1 

- f?cteur d ' a ccroissement- :- i'/F - =-2-:--··· • 

poran1ètre de pénal i sation limite : CMAX = 1 04 

-··--. -· - -------------·----
Nombre de cyc l es : 11 

- ·------·-- ------

-·-- ---- ---- ----
--- ······--·-··-··· - - - ... ---- --- -··-- -·•• -

------- ·- . - --·---- -- ·- ---- -- ----·---
- ---·---·- - -·-·---·-------------·----·------

<... 

.. C------------ --------------------·----------------------- -----------------------1 



"-··-- - - -- ----- - --. ·- ·- ··--·----·---- -
- --- - - -- - - - - --·· ·-- --tfflfi ttîf tl Il ttü Il Il### li #11-11 tl Il CO-NVE RG E fi C Ë - C. RI TERI ON SÂ T I SF I ED-· lfflti## Il# #lt t: tlïtli 1/"/IJI fi## #·-- -- 194 ---

Q .....••.•.•...•... FI NA L SEARCH PO I NT V4LUES JO FOL LOW •••••••·•• •• •• •••

- ··-- - ·-·-- - - •-· Résultats- du - pr obl ème -D2- --------

' l , 

FXNS CALLS ... ·- --------- -·- -- -------- ----· - · 

__ l 

- l --·----·-· ·-· -·- ··---- ---

AUG. LAG. = D.2S6667D 01 GMAG = J •. 354750-05 

- - - ----- ---··-· ·--·- ·--· ---------- ---·---•-- --·-- -

DéLX = o . ~1~ o3~D - 0t DF LG 0.21327DD -05 RM~G = 0. ?12830D -OS 
• -•- ·--·- - • •• c....c... ___ .c._c_cc_·.___ _ .c.._.c...c.. _ __ -'-'-'------ --- -------·-·---· ------------··--·· -·-- ---- --

X VCL U[::,,X(1 ) •• .. , X ( N) 
·n .1 ocucu~ 01 - D. 142560 0- 09 

------·-- - --·------- - · ----

------·--------------------- ------ ----~.----------·------·-- -- -

LO~ER 30UNDE D X(K) V4RIABLES UPPER 
X MLl l Tl ( t: ) C ( K) - X ( K) K X ( K) - _tl_(_K_) ______ XM UL TU (Ki __ ------·---· _ 

0 . 4 i:1uJOli D C 1 - - □-.297 6130 -09-----~~- 1 __ _ ----- -- ·-·--··-·--·· -

n .1 0 GO ùC~ 01 0 .1 4~560 D- 09 2 

W1 = O. OO LUO O~ UU - -- ---- -·- ·-- ------------------- ----- - - --··- ··---- ----·-------. 

* méthode de re cherche d ' une d irecti on de descente : 

D:?P- ~;s s ans r éini tialis2.tion_ _______ _ 

* p8 r a~èt re de péna lisAti on <l e départ : C0 = 1 

f ac teur d ' ac crois sernent ... : - Wt' = 2 -. -------- -

pa r ar~èt.re de pénalisati on- lîrn i të-- : - CMAX- = - 104 ·- -

------·-·----------------

·--- - --·---------------------- ------ ------ - - ---------------1 
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·-·· -·---···--·- -·- · ·-·-·-----·----- ---------··--- - · - ··-· •. 
•• ---- - - - -·--:---- - - - # lrfi11 # iJ/IÏ/11 Il /{f{/{/lfl /f/ll!i/11 ·t oNVE RG EN CE CR I TE RÎO N •·s ,;.n:sHrolflllrllif### /l#lf1f#î/ If/fi/ l/1{/T-- ,-95--:- ··-- ------· -· .... ·- · - -- . -· . 

• • • • • • • • • • • • • •• • • • FINAL SEARCH POIN T VA LUES TO FOLLO W •••••• • ••••••••••• 

- ------··- --·- --·------·-··____R.é.sul:tats d;;,,._p_r_ol:>liclme_ "'-'------------ ----- ------ --------

---- ---· 
FX~S CALLS... 76 GRA D CALLS ... 

### F = 0 .2oéoo7D 0 1 

X V üu [ :; ~X ({) , .. -., X o;-,- ----· 
1.1 nu~ uuc 01 □ .1 321360 -11 

CONS Tl< Il Hl ED V AR I A 3 LE S .T A_T US _ : .. 

GMAG = Q.!857560-06 

RMAG = 0.28350bD-05 --------

LL i,; ER 90U~DE~ X(<) VARIABLES UPPER 
X '·I U L T L ( K ) 

'l . 4n UCJOO C. 01 
0 . 10 1.J UülJ ~ 01 

C(l() - X ( K ) K ._. __ X(K )-D( K) --·-- .. XMUL TU(K > .. ---··---· _ 
- O.E744~7D- 09 1 
- O. 1321360-11 2 

• 1 = ü . ü Gl OULU J O J.100 000 D 04 

-- - · ·--- -------

.•. - ·- ----- --- ------··- ···---· ---- ·- - ··----···-- --

* mtthode de rech erc he d 'une direction de desce nte : . --- ------- ------------- - - ··--- -·--

DFF avec réini tia lisa ti ,m --··-··--·---· •---·- - -· •--· 

* pa r emè tre de pénal i sa tion de dépa r t : C0 = 1 
facteur d ' acc r oissement : ~WF = - 2----

- ----· - - ------------ - ·-------- - -- ·- ---- ------ ----------·-
Nombre de cycles_ ë_ll 

--·---· ·---· ---- - ---- - ------ ---·--· ----- --· ·- ·--··· 

, 
---- - ----------------- --·-----

-·- -·- ----------·-·----- ·-----·-----·- -·---·--·--·- ·· ··--·-- -·--•·-·---· -··---· ······ -··-

..l -· ---- - ·- ----------------------·-- · •- -- ·-- ·--- --·----
-- -------- ----------·------------- ---- --- ----- -



---·-·-------------·- Il 1111 # fi// u Il ~ 7f t{fT/1 If# #-11 /Tif if - CONV ERG EN CE -c R Ii t R I O SATI "SF rn,-it lllfll1flflr#1f7rll 1ftnr/l lfll il" i/---196 
Î () •••·•• • ••••••••••• FlNAL SEAR CH POINT V~L UES TO FOLLO W •••••• • •• • •••••••• 

- ·-·---·- · ----•---'-.. 
{--·-----, __ _ 
i ,_.. 

' ,. - -·- --- -------· 

-- - -· --·· -

' -·• \ 

_( - - ·- --

l 

------ -----Résul t at 5-d11._pro b.li.me_D,.,._ ______________________ _ _____ _______ _ 

FXNS CAL LS... 7o GRAD CALLS ... 26 -------- ---- ---------- ·- --- -

// Ili/ F = 0 . 266667D U1 AUG . LAG . = □ . 26566 7 0 01 G~AG = O. P. 857560 - 06 

DE L G = 0 .2 846 3 90 - 0 5 HM AG = 0. 2835080-05 ---- --------- ------- ----
X VALUES , X ( 1), ••• , X(N ) 

0 .1 0 00000 0 1 0 .1 3i136D -1 1 

L GWER aOUNDED X( K ) VAR I AB L ES UPPER 
XMUL TL (K ) C ( K)- X ( K ) K X( K )-D( K ) X'l UL T U (K) 

~ . 40üOGOt L1 - 0 . 6 744270 - 09 1 
ri • ·1 n i.l o or, 1; c ï - u . n 2 1 3 .sc -11 -- - z -- ------- ··-- ------ -

,11 = O. OCuül;OO 00 W2 = □ .1 000 ) 0D J4 
------ -- - -- - -- - -- -- ---- - -- - ·-- ···- ---- •• ----

---·--- -··- -- * méthode d e recherch'ii--d·1 unë~--é 1. recffon e escent(~ 

DFP san s réinitialisation 

--- * _paramè~re _de_péi:iali3~ ti.9~ _j_e_ dé a_!'!_:_Ç = l ___________ _ 
- facteur d ' ?-c croissement -· :--WF-=- 2·----- --·---·- ·---------·---

peramètre de pénalisation l i ~ i t e : CMAX = 104 

- --------- ----

Nombre de cycles : 11 

---·--------------------------------- ------- -------- ·------
---- - - - ----------------------------

------------------------------------- - ----- ----------
--------- --- - --------------·- ---------------· --------

------- --------- ---- -----· -- --- - ------------------------------------------
-·-- ---- -- -- --·--•---~- -------------- --------------------------·-----------, 

--- ---- --------------------------------------------------------------~ 
__ (_ ____ -----

__ J __________________________________________________________ _, 



( 

( 

··- ·-·- ·- --···-··--- - - ----- --- ---··--·· ·----·--··--· ··-·-·•--- - ------ - ---- ·-- - ----- - - --· - -- - -- - ·· -

··-- -----

---- -· - - - - - ---- ---- --- ---- - -
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X( K)-D (K ) 

UF·PER 
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Dans les pages qu i suivent , on trouvera un lis

ting des différentes sous-routines décrites sommaire

ment dans le chapitre I ainsi qu'une table alphabéti

que de toutes les varia bles. 
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TABLE DES VAR I ABLES 

AL: lagrangien augmenté 

ALF: minimum de l'appr oxima tion quadra tique locale du 

lagrangien augmenté 

C : borne inférieure de X 

CONl DLX' . DLG 

CON2 DLG 1
• R 

( GP.L 
I 

CON3 . DLG) DLX . 
CON4 (GAL - DLG)' R 

CON5 0.5 CON2 

D : borne supérieure -d e X 

DELG norme de DLG 

DELX: norme de DLX 

DIF 

DLG 

DLX: 

variable intermédi a ire dans l e calcul de ALF 

DS : valeur intermédia i re du pas dans la recherche uni -

directionnelle 

DT : idem 

Dl ,D2 ,D3 : idem 

D21 : D2 - Dl 

D31: D3 Dl 
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El\l!ULT'" : vecteur des mult iplicateurs a.e Lagrange pour 

les contraint es d 'égalité 

EPD : 0.1 EPSl 

EPSl : utilisé dans le test de convergence (GMAG <:.EPSl ) 

EPS2: valeur initiale de EPV 

EPS3 utilisé dans le test de convergence et dans le test 

d'ajustement (DELX <:.EPS3) 

EPT : 10. EPS2 

EPV d'abord égal à EPS 2 

égal à EPSl lorsqu'après une phase d'ajustement on 

a obtenu GMA G '-. EPT 

ETEfili : norme de HI 

F : fonction obj ective 

FS : valeur intermédiai re de la fonction objective dans 

la recherche unid i rectionnelle 

FLAG : HI '. EMULT 

GAL: gradient du lagra ngien augmenté 

GJU/IA : - CON3/CON4 

GE: gradient des cont r aintès d'égalité 

GEWl variable intermédiaire dans le calcul du gradient 

du lagrangien augmenté 

GEW2 idem 

GF gradient de la fonction objective 

GI : vecteur des cont r a intes d'inégalité 

GIN: gradient des cont raintes d'inégalité 

GIS: vecteur intermédiaire des contraintes d'inégalité 

dans la recherche unidirectionnelle 

GLAG: variable intermédiaire dans le calcul de gradient 

du lagrangien a u gmenté 

GMAG: norme du gradien t du lagrangien augmenté 

GN : gradient du lagra g ien augmenté évalué en un point 

intermédiaire dan la recherche unidirectionnelle 
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GO idem 

GT : v ec t eur intermédia ire utilis.é dans CONGR 

H : matrice approximant la matrice Hessi enne du l agrangi en 

augmenté soit par l a méthode DFP , soit par DFP- SS 

HI : vecteur des valeurs des contraintes d'égalité 

HIS : vecteur intermédiaire d e s contra intes d'égalité 

dans la recherch e unidirectionnelle 

I : indice compteur 

IBSD: compteur des mau~a ises directions de recherche, 

initialisé à O e t remis à O après chaque phase 

d 'ajust ement 

ICONV égal à O au d ébut du programme 

1 qua n d les condit ions de converg ence sont 

satisfaites 

ICl compteur des éta p es dans la recherche unidirection

nelle ( on en fa i t au maximum 10) 

ID ut il isé pour la lecture et l'impression d 'un commen

taire 

IEMULT : nombre de mul t iplicateurs des contra intes d'é

galité non ini tialisés à 0 

IFAIL 

IGE 

I GF . . 
I GI . . 

0 au début et chaque fois qu'un a trouvé une plus 

petite valeur du lagrangien augmenté 

incrémenté de 1 chaque fois que la recherche uni

directionnelle n 'a pas produit de plus petite 

valeur du lagrangien augmenté; le prog:tamme 

stoppe lorsque IF AIL~ 4 

nombre de composantes constantes non nulles du gra-

dient des contraintes d 'égalité 

idem pour · le gradi ent de la fonction objective 

idem pour le gr adient des contraint es d'inégalité 
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I ~AX : nombre ma x i mum d e recherch es unidirectionnelles 

I J\TDX ·: ind ice compteur 

I ŒtïULT nombre de mult iplica teurs des contra inte s d' iné

galité qui n 'ont pas été initial isés à 0 

I RESET vaut 1 si on choisit de réinitialiser l a direc

tion d e desc ente à l'opposé du gradient après 

chaque cycle à condition qu'au moins N recher ches 

unidirectionnelles a ient été faites depuis l a 

derni ère réinitialisation 

vaut O sin on 

ISS v aut O p our l a métho de DFP 

v aut 1 p our la mé thode DFP-SS 

I STOP : initialisé à O , le progr a mme s 'arrête lorsqu'i l 

v aut 1 

IT : nombre d 'appel s de la sous -routine SEARCH de pui s 

le d ernier a pp el • d e la sous-routine OUTPUT 

IT OT nombre total d ' a ppels de l a s ou s-routine SEARCH 

ITRN i n d ice compteur 

I UP : v aut O au dé·but d e la s ous-routine SEARCH 

v aut 1 lorsque dans la sous-routine VALUE la recher

ch e a pro duit une plus petite valeur du l agr a n g ien 

au gmenté 

IVAR : indice intermédi aire 

IX: code employé pour déterminer si une varia ble e s t 

bornée ou non, e t de quelle manière 

I XJVILTL : nombre de mul t i plicateurs des variables bornée s 

inférieurement qui ne sont pa s initialisés à 0 

IXMLTL: idem pour les variables bornées supérieurement 

Il , I2 : indices compt eurs 

J ,K: i d em 
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KSRCH nombre de re ch erches uni directi onnelle s d enuis 

la dernière phase d ' a justement s auf si I BSD = 2 

dans ce cas KSRCH = N 

L : ind ice compteur 

N : nombre d e composan tes de X 

NBV: nombre de variables bornées 

NE: nombre de contra · ntes d'égalité 

NEPI : nombre total de contra intes 

NFE : compteur des appel s de la sous-routine FXNS 

NG: v aut 1 si l a direction de recherche dans DFPRV est 

l'opp osé du grad i ent 

sinon, NG est i n crémenté d e 1 

NGE : nombre total d ' appels d e la s ous-routine GRAD 

NI : nombre d e contra i nt es d'inégalité 

NN N. N 

NPRINT la sous-rout ine OUTPUT est appel ée lorsqu e 

•. I T = NPRINT 

NSRCH : nombre maximum d e recherches unidirectionnelle s 

à l'intérieur d ''un cycle 

NT : ind ice intermédiai re 

NUP: s'il vaut 1, on imprime des informations après 

chaque ajustement 

OI\'IULT 

OTERM 

vecteur d es mul tiplicateurs des contraintes d 'in é

gal ité 

v a riable intermédiaire dans le calcul du lagran

g ien augmenté 

R : direction de descen te 

RHO: v a leur optimale du-pas dans la direction de descente 

RMAG: norme de R 

SLOPE : R'.GAL 
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TEr·ïP : v a riable inte rméd i a ire utilisée dans le calcul du 

l a gr a n e;ien a ugmenté et d e son gr adient 

TFhl : v a riable inte rm édiairë u t ilisée dans DFPRV 

TF1 , TP 2 : v a riables i ntermédiaires utilisées dans DL~I N 

VL : C - X 

VU X D 

VIF : facteur d'accrois s ement du paramètre de pénalisation 

Wl : paramètre de pénalisation pour les contraintes d 'égalit, 

WU1ttl .. X : par2mètre de pénalisation limite pour les con-

traintes d'égal ité 

W2: paramètre d e pénal isation p our les contraintes d 'iné

galité 

W2I\'IAX : paramètre de p énalisation limite pour les contre.in-

tes d'inégalit é 

WlD2 Wl/2 

W2D2 1/(2 W2) 

X: la variable du pro blème 

XMULTL: multiplicateur pour les variables bornées infé

rieurement 

XJ\'lULTU: idem pour les variables bornées supérieurement 

XN, XO: points intermédiaires dans la recherche unidi

rectionnelles 

XT : idem 

Y,YS,Yl,Y2,Y3 : valeurs intermédiaires du lagrangien 

augment é dans la recherche unidirectionnelle 



1 
2 
3 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 C 
2n 
2 1 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 2 
31 3 
32 
33 4 
34 5 
35 
36 C 
37 C· 
38 
39 10 
40 
41 14 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 15 
49 
50 C 

SUBROUTINE LPNLP(C,D,DLX,DLG,HI, HIS,~:,6IS,GAl,GE ,GF,GIN,GO,H, 
1 EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX#R,X,XT) 

COM MAND PROGRAM ; ORGANIZATION AND OPERATIO N OF ALGORITH M 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIMENSION C(1),D(1),DLX(1),DLG(1) ,H I(1),HISC1),GI(1),GIS(1) 
DIMENSION GAL(1),GEC1),GFC1),GIN(1), G0 (1),X(1),XTC1) 
orr.ENSION H(1),EMULT(1),0MULT(1),XMULTL(1),XMULTU(1),IX(1),R(1) 
CO MMON/C 1/N,NE,NI,NBV,NEPI/C2/NFE,NGE/C3/W1, W2 
CO M~ ON/C4/ W1MAX,W2MAX,WF /C6/DELX, DELG 
COMMON/C9/~SRCH,JBSO/C20/NUP 
COM MON/ C10/EPS1,EPS2,EPS3/C11/ISTOP,: TO T 
COMMON/C12/NSRCH,IT,NPRINT,IMAX 
CO MM ON/C13/RMAG,RHO,G MAG ,SLOPE/C21/F 4 AL 
CO MM ON/C17/DS,FS,YS/C1 8/NG,IUP,IF AJL 
COMMON/C25/ISS,IRESET,NN 

... 
IIU TI ALIZ AT ION 

CALL INITL(C,D,Hl,GI,GAL,GE,GF,GIN,GO,EMULT,OMULT, 
1 XMULTL,XMULTU,lX,X) 

ICONV=O 
IFAIL=O 
EPD=0.1-tEPS1 
fPT=1•l .•EPS2 
EPV=EPS2 
IF (NE .EQ .0) GOT03 
DO 2 I=1,NE 
HISCI)=HI(I) 
IFCNI.E0.0) GOTO 5 
DO 4 I=1,NI 
GIS< I>=GIC J) 

FS= F 

GENERATE SEARCH DIRECTION R ; CONDUCT UNIDIRECTIONAL SEARCH; 
AND UPDATE SEARCH-POINT STATUS 

IF(ITOT.E Q.IMAX) GOTO 80 
CALL DFPRV(GAL,H,DLX,DLG,N,R) 
CALL SEARC~(C,D,HI,HIS,GI,GIS,EMULT,rMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT, 

1 R) 
IFCRHO.EQ.0.) GOTO 15 
CALL GR ADCXT,GF,GE,GIN) 
NGE=NGE+1 
CALL GALAGCC,O,HI,GI,GAL,GE,GF,GIN,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX, 

1 XTl 
CALL DELTA(XT,X,GAL,GO,DLX,DLG,N) 

INCREMENT COUNTERS; TEST FOR OUTPUT AND TEST FOR UPDATE 
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52 
53 
54 
55 
56 20 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 24 
65 
66 
67 26 
68 2 8 
69 
70 
71 30 
72 
73 35 
74 
75 
76 C 
77 
78 40 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 60 
88 
89 
90 70 
91 
92 
93 
94 C 
95 
96 
97 75 
98 
99 C 

100 

ITOT=ITOT+1 
KSRCH=KSRCH+1 
IT=IT+1 
IF(IT.EQ.NPRINT.OR.RHO.EQ.O.) GOTO 110 
IF<IUP.EQ.0) GOTO 24 
IF AI l='J 
IF (DELX.GT.EPS3) GOTO 28 
I F ( G "! AG. l T. E P V l GO TO 4 0 
IFCDELG . GT.EPV) GOTO 2 8 
IF<NG.E0.1> GOTO 26 
IFCDELG.LT .E PD .AN D.K SRCH. EQ .1) GOTO 80 
G01 0 26 
IFAIL=I FAIL+1 
IF(IFAIL.E0.4) GOTO 80 
IF( NG.E Q.1.0R.RHO.EQ.0.) GOTO 40 
IBSD= IBS0+1 
IF(KSRCH.GT.N) GOTO 30 
IF(IBSO ~EQ.2) KSRCH=N 
GOTO 1(] 

IF( KSRCH.EQ.NSRCH) GOTO 40 
IF(GMAG-EPV) 40,40,35 
IF(I BSD.LT.3) GOTO 10 
RHO=O. 

UPD ATE MULTIPLIERS AND PENALTY WEIGHTS 

IF (NEP I .EO .0) GOTO 70 
IFCNUP.EQ.0) PRINT 1000 ,ITOT 
CALL UPOATE(C,D,HI,GI,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X) 
CALL AULAG(C,D,HI,GI,E~ULT,OMULT ,XMUL TL ,XMUL TU,IX,X,F , AL) 
CALL GALAG (C,D,HI,GI,GAL,GE,GF , GIN , EMU LT, OMU LT, XMULT L,X MULTU, 
IX,X) 
GMAG=O. 
00 60 1=1,N 
GO(I)=GAL(I) 
GMAG=G MAG +GAL(l)~GAL(l) 
GMAG=SORT(GMAG) 
IF( NUP.E0 .0) PRI NT 1010,F,AL,G MA G 
KS RCH=O 
IBSD=O 
IF(G MA G.LT.EPT) EPV=EPS1 

TEST : CONVERGENCE CRITERION 

IF(G MA G.GT.EPS1.0R.DELX.GT.EPS3) GOTO 10 
I CO NV=1 

STOP : CONVERGENCE OR ITERATION LIMIT FINAL SEARCH POINT INFORMATION 



80 

85 

90 

95 

100 
110 

10 1 
102 
10 3 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
11 2 
113 
1 14 
11 5 
1 16 
117 
11 8 
119 
120 
12 1 C 
122 
12 3 
1 2 4 
125 
12 6 
12 7 
128 
129 
130 
131 
13 2 
13 3 
134 
135 
136 
137 
13 8 
139 

1000 

14 0 
141 
14 2 
14 3 
144 

' t • ... ,. 

1 
1 

1010 
1 
1 

1020 
1 

10 30 
1 

10 40 
1 

1050 
1060 

1 
1 

10 70 
1080 

1 
1 
1 

1STOP =1 
PR INT 1050 
If (I CO NV.E0. 1) GOT O 90 
IFCIF AIL .E0 . 4) GOTO 95 
IF<ITOT.NE.I ~ AX ) GOTO 8 5 
PR I NT 1020 
GOTO 100 

PRI NT 10 70 
PR I NT 10 80 
PRIN T 1030 
GO TO 100 
PRIN T 10 60 
PRIN T 1080 
PR J NT 1040 
CALL OUT PUT(C,D,HI, GI ,E MUL T, OM ULT, XM~LTL ,X MULT U,IX, X, R) 
IT =O 
IF CI STQP . E0.0) GOTO 20 
RETURN 

FORM ~T(///,2 0X,' #####lt#########lt###ff### #######lt## ###### ######## ', 
' lt####ll#######lt###ltlt#### ## ',l, 20X ,' MU LTI PLI ER S AN D PENAL TY ' , 
' WE I GHTS UPD AT ED AT SEARCH POI NT i ',1 6,' •• ') 
FO RMA TC/, 2l)X ,' ltll# F :c ',D13.6,3 x,•AuG . LAG. = ',D13.6 , 3X, 
' GMAG = ' ,D13. 6 ,//20x,• ff#llllll####ll## # lt# #########ll###ll###llll##IIII##' , 
' lt###ll### ### ll# # ##### ###l########I' ) 
FOR MAT ( 20X,' #ltl#l###U######f######## MAX I MUM I TERA TIO N LIMI T ', 
' #####11###1111#11#####111/lt#ltlt ') 
FORMAT< 20X, ' ##ll####ltlt ####II ### ## # CONVERG ENCE ', 
' CRITERION SATISF I ED ############ ### J #### ') 
FORMAT ( 20 X,' •••••••••••••••••• FI NA L SEAR CH POI NT VALUES TO ', 
'fOLL OW ••••••••oo•oo•••oo') 
FO RM AT<'l') 
FO RMAT(20 X,'##### #### # A SMAL LER VAL VE OF THE AU GMEN TED ', 
' LA GRANG I AN CO ULD NO T BE ' ,/ ,Z OX, 'FOLIN D IN 4 CO NSE CUT IV E ', 
' SEAR CHFS •) 
FOH MAT ( 20 X,"LAC K OF AC CU RA CY OR POOR CON VE RGE NCE RAT E DETE CTED: ' ) 
FORM AT(ZO X,'Y OU MAY WANT TO REHUN THE PROB LEM WI TH A ' , 
' DI FF EREN T ST AR TI NG POIN T' , l,20 X,' AN D/ OR DI FF ERENT SE ARCH •, 
' P AR AME TERS AND/ OR A DI FFER ENT MODE OF SE AR CH- • ,1 , 2 ox , 
' DI RECTIO N GENERA TIO N' , /) 
END 

: -~ .. '-; 
.,· \ . ...... .. ;;' . \ ,':- .. t 
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1 SUBROUTINE INITLCC,D,Hl,Gl,GAL,GE,G ~,GIN,GO,EMULT,OMULT,X MULTL, 
2 XMUL TU,lX,X> 
3 
4 C RE ADS DATA AND I NITIALIZES ALGORI THM ; 
5 C OUT PUTS INITIAL CONDITIONS 

( 6 
7 IMPLICIT REAL•8 CA-H,O-Z) 
a DIMENSION C ( 1) , D ( 1 ) , HI ( 1 ) , G I ( 1 ) ,GAL C 1 ) , GE ( 1 ) , G F ( 1 ) , G IN ( 1) , GO ( 1 ) 

{ 9 DI MENSION E M Ul T ( 1), OMU L TC 1), XM U L TL( 1) , XMUL TU ( 1) , I X ( 1) , X ( 1) , I O ( 1 8) 
10 COMMON/C1/N,NE,Nl,NBV, NEPI/C2/ NFE:,NG _/C3/W1,W2 

{ 
11 CO MM ON/C4/W1MAX,W2MAX,WF/C9/KS RCH,I C, D/C20/NUP 
12 CO MM ON/C1 0 /EP S1,EPS 2 ,EPS3/ C1 1 /IST OP ,I TOT /C 21/F,Al 
13 CO MM ON/C12/NSRCH,IT,NPRINT,IMAX/C13/ ~MAG,RHO,G MAG,SLOPE 
14 CO M~ON/C25/ISS,IRESET,NN 

\ . 15 
16 C INIT·IAL CONDITIONS 
17 
18 fl HO=O. , 
19 GMAG = 0 . 
20 IBS D='J 
21 ISTOP= O 
22 IT=O 
23 ITOT =O 
24 "°SRCH=O 
25 NFE=1 
26 - NGf.=1 
27 REAO 1170,CIDCI),1=1,18) 
28 READ 1000,N,NE,Nl,NBV,IMAX,NPRINT,NUP,NSRCH,ISS,IRESET 
29 NN=N*N 
30 READ 1000,IGF,IGE,IGI#IE~ULT,IOMULT,IX MLTL,IXMLTU 
31 READ 1J10,EPS1,EPS2 , EPS3 
32 READ 1010 ,CX(I),I=1, N) 
33 NEPI=NE+NI+NBV 
34 lF(NE:Pl.NE.O) READ 1010,W1,W2,W1MAX,W2~AX,WF 
35 PRINT 1160 
36 PR INT 1180 , (IDCI),I=1,18) 
37 PR INT 1020 
38 PRINT 1030,N,NE,NI , NBV 
39 PRINT 1300,IGF,IGE,IGI,IE MULT,IO MULT,IXMLTL,IXMLTU 
40 PRINT 1040,EPS1,EPS2,EPS3 
41 PRINT 1050,IMAX,NPRINT 
42 IFCNUP.E0 . 1) PR INT 1210 
43 IF (NUP .Ea .o> PRINT 1220 
44 • PR INT 1060, NSRCH 
45 PRlNT 1310,ISS,IRESET 
46 IF (NEPI .Ea.O) GOTO 5 
47 PRINT 1O70,W1,W2,WF,W1MAX,W2MAX 
48 
49 C COST FUNCTION INITlALIZATION 
50 

' 1 
~,~ -·it:'fi .... \.., 
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,51 5 
52 10 
53 
54 
55 
56 20 
57 
58 C 
59 
60 
61 
6 2 
63 
64 30 
65 
66 
67 40 
68 
69 
70 
71 50 
72 
73 
74 
75 
76 60 
77 
78 C 
79 
80 70 
81 
82 
83 80 
84 
85 
86 90 
87 
88 
89 
90 100 
91 
92 
93 
94 
95 110 
96 
97 C 
98 
99 120 

100 

DO 10 K=1,N 
G F(K >=O. 
IFCIGF.E0.0) GOTO 20 
READ 1090,CK,GFCK),L=1,IGF) 
CALL CO NGRCGF , GO,IX,H,1) 
CAL L FXNS(X,F,HI,GI) 

EQUA LITY CONSTRAl NT I NI TI ALIZATIO N 

PRI NT 119 fJ 
IFC NE.EQ.0) GOTO 60 
XMUL TU(K ) =O . 
DO 30 I = 1, NE 
EMULTCI)=O. 
K=N•NE 
DO 40 I = 1,K 
GE ( I) =O • 
IFCIE MUL T. NE.0) REAO 1090,CI, EMU LT(I),L=1,IE MULT) 
PRINT 1200 
DO 50 1=1, NE 
PRINT 1150,I,HICI>,E,..ULTCI) 
IF (IGE . EQ .0) GOTO 70 
REA O 1090,CI,GE(I),L=1,IGE) 
CALL CONGR(GE,GO,IX,N, NE ) 
GOTO 70 
"PRINT 1140 

INEOUA~ITY CONSTRAINT INITIALIZATION 

PRINT 1230 
IF (N I .EO .0) GOTO 110 
00 80 J =1 , NI 
OMULT(J)=O. 
K=N*NI 
00 90 J=1,K 
GINCJ>=O. 
IF(IO ~U LT.NE.0) READ 1090 ,(J,OMULT(J),L=1,IOMULT) 
PRIN T 1240 
DO 100 J=1,NI 
PRINT 1150, J,GICJ),OMULT(J) 
IF(IGI.EQ.0) GOTO 120 
REAO 1090,CJ,GIN(J),L=1,IGI) 
CALL CONGRCGIN,GO, IX,N,NI> 
GOTO 120 
PRINT 1140 

BOUNOED VARIABLE INITIALIZATION 

PRINT 1250 
IF( NB V. E0 .0) GOTO 180 



1( • 

DO no K=1,N~-

130 

102 
103 
104 
105 
106 
107 
108 
109 
110 
111 
112 
113 
114 
115 
116 
117 
118 
119 
120 
121 
122 C 
123 
124 
125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 C 
139 
140 
141 

• IX ( K) =O 
CCK>=O. 
DCIO=') . 
XMUL TL( Kl= O. 

14 2 
143 
144 
145 
146 
147 
14 8 
149 
150 

14 O 

150 

160 
17 0 

180 

RE AD 1100, ( K, IX ( K), C ( K ) , 0 ( K), L = 1, NB V) 
If(IX MLTL.N E.0) RE AO 1 090 ,( K,X MULTL( K) 7 L=1,IXMLTL) 
IF(IXMLTU.NE.0) READ 1090,(K,XHULTU(K),L=1,IXMLTU) 
PR INT 1260 
DO 170 K=1,N 
IV AR=IX(K)+1 
GOTO (17 0,140,150,160),IV AR 
PRINT 1270,XMULTL(K),CCK), K 
GOTO 17') 
PRINT 12 80,K,O(K),X MULTU( K) 
GO TO 170 
PRINT 1290 ,XMULTL( K),C(K),K,O( K),X MULTU{K) 
CONTINUE 
GOTO 19 0 
PRINT 1140 

190 

FO RMULATE AUGMENTED LAG RANG IA N AND GRADIENT 

CALL GRAD(X,GF,GE,GI N) 
CALL AULAG(C,D,HI,GI,E MULT,OMULT,XMUL~L,XMULTU,IX,X,F,Al) 
CALL GALAG (C,D,HI,GI,GAL,GE,GF,GI N,E MULT,O MU LT,XMULTL,XMULTU, 

1 IX,X) 

200 

1000 
1010 
1020 

1 
1030 
1040 
10 50 

1 
1060 

1 
1 

00 200 K= 1,N 
GO(K)=GAL{K) 
GMAG=G~AG+GA L(K>• GA L(K) 
GM AG= SORT (G "IA G) 
PR I T 1110 
PRI NT 1130,CX(I),I=1,N) 
PRI NT 1120,F,AL,G MA G 
PRINT 1160 
RETURN 

FOR MA TS 

FOR MAT (1015) 
FOR MA TC 801 0. 5) 
FORMAT(//,20X,•########### ############~#### 
'## ###########1 # ############# ') 

INITIAL VALUES ', 

FO RMAt (/,20X,4X,'II= ',I5,8X,'NE= ',15,PX,'NI= ',I5,8X,'NBV= ',I5) 
FOR MA T(20X,'EPS1= ',010.3,10X,'EPS2= ', D10.3,10X,'EPS3= ',010.3) 
FO RMA T(/,20X,' ~AXI MUH ITERATIO N LIMIT ••• •,1s,2x, 
'; OUTPUT PRINTED EVERY',14,' lT ER~ Tl /'\N (S)') 
FO RMA TC/,20X,15,' IS THE MAXIMUM NUMBEI, OF UNIOIRECTIONAL ', 
'S EAR CHES DURI NG EACH',l,20X,'MINIMIZATlON PHASE ( MUL TIPLIER$ ', 
•~ND WEIGHTS ARE HELD CONSTANT WITHIN' , l,20X,'EACH SUCH PHASE>. ' > 

.. ' 
~-.;~-.'J~ ·/:; ; _: ~:-
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" r v~ , ~~N •v lVt N Lj8J SOURCE LISTING: lNlTL SUBROUTINE 
151 1070 
152 
153 
154 1090 
155 1100 
156 1110 
157 11 20 
158 
159 
160 1130 
161 1140 
162 11 50 
16 3 11 60 
164 11 70 
16 5 11 80 
166 1190 
167 12 00 
16 8 121 0 
169 122() 
170 1230 
171 1240 
172 12 50 
173 12 6') 
174 1 
175 1270 
176 12 80 
177 129() 
178 1300 
179 1 
180 1310 
181 

1 
1 

1 
1 

FO RMA TC/,20X,'INITIAL PENALTY llEIGH TS ARE ' , 2CF7. 2,2U,/,20X, 
' RE SPECTlVELY,ANO ARE UPOATEO BY A FACTOR OF ',F7.2, 
'UNTIL THEY EXCEE0',/,20X , 'VALUES OF ',2C0 10.3 , 2X )) 
FORMAT ( I5,0 15. 5,I5,D 15.S,15,015.5,I5,D15.5) 
FOR MATCJS,I5,D15.5,D15.5,IS,15,D15.S,D15.5) 
FO RMA T(/,20x,•x VALUES,X(1>, ••• ,X(N)') 
FORMAT( /, 20X,'### F = ',D13.6,3X,'AUG. LA G. = ',D13 .6,3X , 
'G ~AG = ',D13.6,l,20X,'#N#NM###########################M#######' , 
' #ffD### ########################## ') 
FORMAT C20X,D13.6,1X,D13.6 , 1X,D13.6,1X, D1 3

0
6,1X ,D13

0
6) 

FO R~A TC20X,5X ,' UN CO NS TRAI NEO') 
FORMAT(20X,I S,2(3X,D13.6)) 
FOR MA TC '1 ') 
FOR~IAT C18A4) 
FOR MA H20X,18A4) 
FO RM ATC/,20X, 1 EQUALITY CONS TRAINT STATUS') 
FORM T(20 X,.2X,'l',9X,'Hl(I)',12X,'E MlJ LT(I)•) 
FO RMA TC20 X,' WE IGHT/ MULTIPLIE RS UPDATE INFOR MATIO N SUPP RESSE D') 
FORl'IA TC20X,' IH IGHT/ MU LTI PLH R UPDATE INFORMATION IS PRINTEO') 
FO RMATC l,2 0X,"I NEGUA LITY CONSTRAINT STATUS.') 
FOR MAT(2QX,2X,'J',9X,'GI(J)',12X,'O MU LT(J)') • 
FORMATC/,28X , 'C ON ST RAINED VARIA BLE STATUS : ') 
FO R1" AT ( 20X , 4 X, ' X M Ul TL ( K ) ' , 9 X, 'C O:) •, 9 X, 'K •, 10 X, ' D (K ) ', 9X, 
' XMUL TU(K)•) . 
FORMATC20X,D13.6,4X,D13 . 6,4 X,I3 ) 
FO RMAT C 2 0 X, 3 4 X, I 3, 4 X., D 1 3 06 , 4 X, D 13 .6 ) 
FOR MAT (2 0X , D13 . 6,4X, 013 . 6,4X, I3,4X , 013 . 6 ,4X,D13 .6) 
FORMAT ( /, 2 ')X , 3 X, ' I G F 1 

, 5 X, ' 1 GE •, SX,' l G I ', 3 X, ' I EMU L T ', 2 X, 'IO M Ul T ', 
3X,'IXMLTL',3X,'JX"ILTU ' ,/,20X, 7C I ,3X) , /) 
FORMAT(/ , 20X , ' ISS = ' , I1 , 10X , 'IRESET ; ',11) 
END 

. 
•' 

!, • - - ~• • • • r -..., • • 1 , 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: CONGR SUBROUTlNE 

1 
2 
3 C 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 

10 

20 

SU-BROU TINE CON6R(GT ,GO, IX, N, NT) 

PRlNTS CONSTANT GRADIENT COMPONENTS 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIMENSION GT(1},GOC1),1X(1) 

PR IN T 1000 
00 20 1=1,NT 
INOX= 0 
11=Cl-1)*N+ 1 
12= 1 *N 
00 10 K=11,I2 
IFCGT(K).EQ.0.)GOTO 10 
INDX=INOX+1 
lX(lNDX)=K 
GOCINDX)=GTCK) 
CO NTI NUE 
IFCINOX.EQ.0) GOTO 20 
PRlNT 1010,(IX(L),GO(L),L=1,INOX) 
CONTINUE 
Rt TU RN 

24 
25 

C *~***k**kk FOR MA TS ****~*•a~~ 

26 
27 

1000 FO RMA T(/,20X,' CONSTANT GRADIENT CQMPONENTS OF THE 
1010 FORMATC20X,I4,D14.6,14,D14.6,14,D14.6,14,D14.6) 

END 

214 

FUNCTION CS)') 
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C 

A FORTRAN IV (V ER L3 8 > SOURCE LIST ING: DFPRV ·suBROUTINE 

1 
2 
3 C 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 10 
16 
17 C 
18 
19 
20 
21 20 
22 
23 
24 
25 
26 
27 30 
28 
29 
30 
31 C 
32 
33 40 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 4 5 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 50 
50 

CO MPU TES SE ARCH DI RE CTI ON R, VIA DFP MET HOD WITH RESETS OF 
R = GAL BASED UPON UPDATE CRITERION, ETC. 

I MPLICIT RfAL•8(A-H,O-Z) 
DIME NSI ON GAL(1 ), DLX ( 1),DLG C1), R(1) , H(1) 
CO NMON /C 9 / KSR CH,18S0/C13/R~AG, RH O,G MAG,SLOPE 
COM MON /C1 8 / NG,IUP,IFAIL/C25/ISS , IRESET, NN 
NG = NG + 1 
IF ( RHO.EG .0.) GOTO 10 
IF( KSRCH. EG.0 .AND.IF.AIL.GT.0) GOTO 10 
IF (I RESET.EG.0) GOTO 40 
IF( KS RCH.NE.0.0R.NG.LE.N) GOTO 40 
NG = 1 

R = GAL 

SLOP E = 0. 
DO 20 I = 1,NN 
H(I) = C. 
INOX= 0 
DO 30 I = 1, N 
fHINDX+I) = 1. 
R(I) = -G AL(I) 
SLOPF = SLOPE + R(J) ~R (I) 
I NOX = INOX + N 
RMAG = SQR TC SLOP E) 
RETURN 

R VIA OFP OR DfPSS 

CO N1 
CO N2 
CO N3 
CON4 
IN DX 
DO 50 
TFf" = 
DO 45 

= 
= 
= 

o. 
0 . 
o. 
() . 

ü 
I = 
:i . 
J = 

1, N 

1, N 
TF f" = TF M + H( l NDX + J)~DLG(J) 
R(I) = TFM 
CON1 = CO N1 + DLX(I) ~ DLG CI) 
CON2 = C0 ~2 + DLG(I)~R (l) 
IF (ISS.EG.0) GOTO 5() 1 ' 

TE MP = GAL(!) - DLG(I) 
CO N3 = CON3 + TE MP*DLX(l) 
CON4 = CO N4 + TEMP*RCI> 
INOX = I NOX + N 
IF(CON1.EG.C0.).0R.CON2.EG.0.) GOTO 10 

215 
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C 

A FORTRAN IV (VER L3 8 ) SOURCE LISTI NG : OFPRV SUBROUTINE 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
7 0 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
8 4 
85 
86 

IFCISS.EQ~O.OR .C ON4 .E G.0 .) GOTO 56 
00 55 I = 1,N 

55 DLG(l) = R(I)/CON2 - OLX(l}/CON1 
CO NS = .S*CON2 
GA MA = - CON3/CON4 

56 INOX = 0 
DO 70 K = 1 ,N 
JTRN = (K-1>-kN 
DO 6 0 J = K ,N 
L = INOX + J 
IFCISS. EQ . 1J .OR0CON4. EG.Oo) GOTO 57 
HCU = CH(U - RCK>*R(J)/CON2 + CON5*DLG(K)*DLG(J)}*GAMA 

1 -DLX( K) aOLX(J) /CON1 
GO TO 58 

57 HCL) = HCL) - DLX( K)~DLX(J)/CON1- R( K)*R(J)/CON2 
58 H(ITRN+K) = H(L) 
60 ITRN = ITRN + N 
70 I NOX = INO X+ N 

INDX = 0 
DO 8,J I = 1, N 
TF M = ,). 
DO 75 J = 1,N 

·75 TFM = TFM + HCINDX + J) * GAL(J) 
RCI) = -TF/11 

80 INDX = INDX + N 

C TES T FOR A 6000 R ; IF R EA D,SET R = GAL 
RM AG · = O. 
SLOPE = O. 
DO 1 00 l = 1 ,N 
RMAG = RMAG + P (I)•RCI) 

100 $LOPE= $LOPE+ RCI)~GAL(I) 
RMAG = SQRT(RMAG) 
JF(SLOPE.LT.O.) RETURN 
GOTO 10 
END 

216 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTI NG : SEARCH SUBROUTINE 217 

1 suaROU TIN E SEARC H<C 1 D, HI, HlS,GI.GIS,EMULT,OMULT,XMULTL , XMULTU , 
2 1 I X, X, XT, R> 
3 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 C 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 1 
30 
31 
32 C 
33 
34 
35 
36 20 
37 
38 25 
39 
40 
41 
42 
4 3 30 
44 
45 
46 50 
47 
48 
49 
50 

CO NDU CT S SEARCH ALONG R TO FIND STEPSIZE RHO THAT MINIMIZES THE AUGMENTEO 
LAG RANG I AN AL= F(X+RHO *R > 

I MP LICIT REAL*8 (A-H,O-Z ) 
DI ~ENSION C{1),D(1),HI(1),HIS(1),GI (1),GIS(1),EMULT(1),0MULT(1) 
DI MENSION XMULTL(1),X MULTU(1) , I X(1), XT(1),R(1) , X(1) 
co~~ON/C1/N,NE,NI,N BV,NEPI/C2/NFE,NGE/C3/W1,W2 
CO ~MON /C13/R MAG , RHO,GMAG ,SLOPE/C1 8 / NG ,IUP,IFAIL .. 
COMMON /C 9 / KSR CH,I BSD /C17/DS,FS,YS/C21/F,AL 

SAVE STARTING POINT (Y1,01) , SET INITIAL STEP D2, EVALUATE Y2 

t'S =O. 
YS =AL 
D1=0 . 
IC1=0 
Y1=A L 
I UP=O 
D2=1. 
IFCNG.F.Q.1) D2=.1 
IF{ KSRCH.EQ .0.A ND .IFA !~ .GT.0) D2=0.05 
IF(R MAG .LT.2 00. ) GOTO 1u 
D2 =10 ./ RMAG 
IF<D2.GT .C.001) l GOTO 10 
D2= . 00 1 
CALL VA LUE<C , D, HI , HIS ,G I , GI ,EMULT,OMULT,X MULTL , XMULTU ,IX,X,XT, 

1 R,F,D ~,Y2) 

UNIDIRECTIONAL SEARCH 

CALL D~IN(D1,02,03,Y1,Y2,Y3,SLOPE,1;D3) 
If(Y2-Y1) 20,200,50 
Jf(03.LE.O.) GOTO 200 
If(D3.GE.(.9A02) . AND.D3 .LE.(1.1 -.11 02)) GOTO 410 
If(D3.LE.(5.*D2))GOTO 340 
IFC03.GT.{100.*D2)) D3=100 . *D2 
CALL V~LUE (C,D,HI,HIS,GI,GIS,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT, 

1 R, F, D3 ,Y3) 
IF(Y 3-Y 2> 30,200,20G 
D2=D3 
Y2=Y 3 
GOTO 300 
IF(D3. GT .< n.Z•D 2>> GOTO 100 
IF{03.LT.{0.0~ • D2)) 03=0.01~D2 
CALL VALUECC,O,HI,HIS,GI,GIS,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT,R, 

1 F,D3,Y3) 
02=03 
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A FORTRAN IV {VER L38) SOURCE LlSTlNG: SEARCH SUBROUTINE 

51 
52 
53 
5 ,. 

55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
7 9 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
8 7 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 C 
96 
97 
98 
99 

100 

Y2 =Y3 
!F(Y2-Y1) "300,200,60 

60 IF(IC1.GE.10} GOTO 410 
1C1=IC1 .. 1 
CALL DMIN (D1,D2,D3,Y1,Y2,Y3,SLOPE,1,D3) 
GOTO 50 

100 CALL VALUE (C,D,Hl ,HlS,GI,GI S,E ~ULT,O MtLT,XMULTL,XMULTU,lX,X,XT, 
1 R,F,D3,Y3) 

1F(Y3-Y1) 350,410,120 
120 D2=0.2tD3 

IC1=IC1 .. 1 
CALL VALUE (C,D,HI,HIS,GI,GIS,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,lX,X,XT, 
R,F,D2,Y2) 
IF(Y2-Y1) 240,410,150 

15 0 IF(IC1.GT.10) GOTO 240 
160 D3=D2 

Y3=Y2 
GOTO 120 

200 D3=5. ~D 2 
IC1=I C1+1 
CALL VALUE (C,D,Hl,HIS,GI,GIS,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT, 

1 R,F,D3,Y3} 
IF(Y3-Y2} 210,210,220 

210 IF(IC1.GT.10) GOTO 240 
D1=D2 
Y1 =Y 2 
D2=D3 
Y 2=Y 3 
GOT O 200 

220 IF(IU P) 410,410,240 
240 CALL D~INCD1,D2,D3,Y1,Y2,Y3,SLOPE,2,RHO) 

r, OTO 400 
300 CALL DMIN (D1,D2,D3,Y1,Y2,Y3,SLOP E, 1,03) 

IF(D3.GT.(0.9*D2).AND.~3.LT.(1.1•D2)) GOTO 410 
IF(D3.LE.O.> GOTO 200 
IF<IC1.GE.10) GOTO 410 
IC1=IC1+1 
GO TO 2 5 

340 CALL VALUE CC,D,HI,HIS,GI,GIS,E~ULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT, 
1 R,F,D3,Y3) 

IF<Y3-Y2) 35 0 ,350,240 
350 CALL DMI NCD1,D2,D3,Y1,Y2,Y3,SLOPE,2,RHO) 

IFCRHO.GT.C.9•D3).A ND.Rt!O.LT . <1.1-203)) GOTO 410 

OEST STEPSIZE RHO FOUND FOR THIS SEARCH 

400 CALL VALUE CC,D,Hl,H1S,GI,G1S,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,X,XT, 
1 R, F,RHO,AL) 

410 RHO=DS 
DO 420 I=1,N 

218 



A FORTRAN IV <VER L38) SOURCE LISTING: SEARCH SUBROUTINE 

101 420 
102 
103 
104 430 
105 440 
106 
107 450 
108 460 
109 
110 
111 

XT{I)=X(I)+RHO*RCI) 
IF(NE.E0.8) GOTO 440 
DO 430 1=1,NE 
HICI>=HIS{I) 
IFCNI.E0.0) GOTO 460 
00 450 1=1,N I 
GI<I)= GIS(Il 
F= FS 
AL=YS 
RETURN 
END 

219 · 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: VALUE SUB ROUTINE ' .. 220 

1 SUBR OUTINE VALUE CC, D, HI, HI~,Gl,GIS EMULT, OMULT, XMULTL,XMULTU,IX, 
2 1 X, XT,R,F,OT,Y) 
3 
4 C EVALUATES AUGMENTEO LAGRANGIAN Y, AT STEPSIZE O, ALONG SEARCH DIRECTION Ri 
5 C SAVES POINT IF BETTER 
6 
7 I MPLICIT RFALà 8 (A- H,0-Z) 
8 DI MENS ION C(1),D(1), HI (1),HIS(1),GI(1),GIS(1),EMULT(1),0MULT(1) 
9 DI MENSION XMULTL(1) ,XMUL TU(1) , I X(1), X(1), XT(1), R(1) 

10 CO MM ON /C1/ N, NE,Nl,NBV,NEPI/C2/NFE,NGE/C3/W1,W2 
11 CO MMON /C1?/ûS,FS,YS/C18/NG,IUP,IFAIL 
12 
13 DO 5 1=1, N 
14 5 XT(I)=X(l)+DT*R(l) 
15 CALL FXNS(XT,F,HI,GlJ 
16 NFE=NFE+1 
17 CALL AULAG(C,D, HI,GI,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX,XT,F,Y) 
18 IFCY-YS) 10,15,60 
19 10 IUP=1 
20 15 IF(NE.EQ.0) GOTO 30 
21 DO 20 I=1,NE 
22 20 HIS{I)=HI(I) 
23 30 IFCNI.EG.0) GOTO 50 
24 DO 40 1=1,N I 
25 40 GIS{I)=GI(I) 
26 50 FS =F 
27 DS=DT 
28 YS=Y 
2 9 60 RETURN 
30 END 

' a': Crltl +i 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTI NG: DMIN SUB ROUTINE 

1 
2 
3 C 
4 C 
5 C 
6 
7 
8 
9 

10 C 
11 
12 
13 
1 '4 
1 5 
16 
17 
18 C 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 C 
31) 
31 
32 
33 

SUBROU TlNE DMI N(D1,D2,D3,Y1,Y2,Y3,SLOPE,K,ALF) 

ASSU ME S QUADRATIC FORM Al=A-à(D1-ALF)H2+B11(D1 - ALF)+C 
MINI MUM ALF=D1-B/(2*A) FOUND BY QUADRATIC FIT OF DATA 
(POINT/SLOP E,POI NT) OR (3 POINTS) 

IMPLICIT RE~Lô8 (A-H,O-Z) 
GOTO (1 0 ,.20),K 

OUADRATIC FIT; PSP 

10 TP1=-SLOPE *D 2 
DIF=Y2-Y1+T P1 
lF(DlF.Ea.o.> GOTO 30 
AL F= ( . 5 1tTP11tD2) /DI F 
RETURN 

QUADRATlC FIT; 3P 

20 D21= 02-D1 
D31=D3-D1 
TP1=03 1 ~(Y2-Y1) 
TP2=D21 1( Y3-Y1) 
DIF=TP1-TP2 
IF(DIF.EG.0.) GOTO 30 
ALF=D1-.511(D21*TP2-D31*TP1)/DIF 
RETURN 

ZERO DIVISOR 

30 AL F=25. •02 
RETURN 
END 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: DELTA sue ROUTINE 

1 
2 
3 C 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
11\ 10 
19 
20 
21 
22 
23 

,. -

SUBROU T INt DEL TA CX N, XO ,GN,G O,DLX , OLG , N) 

CO MPU TES: NOR M(XNEW-XOLD),NORM(GNEW-GOLD), 
NOR M(G NEW) 

I MPLICIT REAL •S <A-H,O-Z) 
DI MENSIO N XN(1),X0(1),GN(1),GOC1),DL X(1),DLG(1) 
CO MM ON/C6/D ELX,DELG/C13/RMAG,RHO,GMAG,SLOPE 

DELG = O. 
GMAG = O. 
DO 1 fJ I = 1, N 
DLX(I) = XN(I) - XO(I) 
DLG (1) = GNCI) - GO(I) 
DELG = DELG + DLG(I) *DLG(I) 
GMAG = GMAG + GN(I) * GN(I) 
XO(I) = XN (I) 

GO C I) = G N CI) 
DflX = RHO• RM AG 
DELG = SQRTCDELG) 
GMAG = SQRTCGMAG) 
RETURN 
END 

222 
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A°FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: UPDA TE SUB ROUTINE 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

SUB ROU TINE UPDATE(C,D,HI,Gl,EMULT,OMULT,XMULTL ,X MULTU ,IX,X) 

C MULTIPLIERS AND PENALTY WEIGHTS UPDATED BY UPDATE RULES 

IMPLICIT REAL*8CA-H,O- Z) 
DIMENSION C(1), D(1) ,Hl(1),GI(1), EMULT(1}, 0MU LTC1} 
DIMENSION XMULTLC1) ,X MULTU C1),IXC1),X(1) 
COM MON/C1/N,NE,NI,NBV,NEPI/C3/W1,W2 
CO MM ON/ C4/W1 MAX , W2MAX , WF/C20/NUP 

C EQUALITY CONSTRAINT MULTIPLIERS 

If(NE.E0.0) GOTO 20 
DO 10 I=1,NE 
TEMP=E MULT (I)+ W1•HI (I) 
EMULT(I)=EMULT(I)+W1*HI(I) 

10 CONTINUE . 

C INEQUALITY CONSTRAINT MU LTIPLIERS 

20 If(Nl.E0.0) GOTO 50 
DO 40 J:1,NI 
TEMP=OMULT(J)+w2MG!(J) 
OMUL T (J )=OMAX1 CO.OD1, TEMP) 

40 CONTINUE 

C BOUNDED VARIABLES 

50 IF( NB V.E0.0) GOTO 200 
DO 11 IJ K: 1 , N 
IV AR:JX(K) 
IFCIV~R.E0.0> GOTO 110 
IFCIV4R.E0.1.0R.IVAR.EQ.3) GOTO 70 

60 IF(IVAR.E0.2.0R.IVAR.E0.3) GOTO 90 
GOTO 110 

C LOWER SOUND MULTIPLIERS 

70 TEMP=X-,UL TL (K) +W2 ·t (C (K )-X ( K )) 

XMULTL(K)=DMAX1(0.0D1,TEMP) 
GOTO 60 

C UPPER SOUND MULTIPLIER$ 

90 TE MP=X~ULTU(K)+W2•CXCK)-D(K)) 
X~ULTU(K)=DMAX1(0.0D1,TEMP) 

110 CONTI NUE 

C PENALTY WEIGHT UPDATE 

223 
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A FORTRAN I V ( VER L38) SOU RCE LISTI NG : UPOATE SU BROUTINE 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
5 8 C 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
7 8 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
8 5 
86 
87 
88 
89 C 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 

100 

200 IFCNEoE0.0 ) GOTO 210 
If(W1.LT . W1MAX ) W1 =W1*WF 
IFC W1.GT.W1MAX) W1=W 1~h X 

210 IF((NI+NBV).E0.0) GOTO 3 00 
IF(W2oLT.W2MAX) W2=WF*W2 
IF(W2.GT.W2MAX) W2=W2MAX 

PRINT UPOATE STATU$ IF NUP=O 

300 IF( NU P. E0.1 ) RE TURN 
IFC NE .E Q.0} GOTO 310 
PRINT 1000 
PRINT 1ü40,(HICI),I=1,NE) 
PR INT 1010 
PRINT 10 40,(EMULT(I),1=1,NE} 

310 lf(NI.EQ.0) GOTO 320 
PRINT 1 ')20 
PRINT 1 0 40,(GI(J),J=1,NI) 
PRINT 1 030 
PRINT 1040,(0MULT(J),J=1,Nl) 

320 IF(NBV. E0 .0) GOTO 370 
PRIN T 1'.l50 
DO 360 K=1 ,N 
IV AR=IX(K)+1 
GOTO (36 0 ,33 0,34 0,35 0), l VAR 

330 VL =C(K)-X(K) 
PRINT 106 0, XMU LT L(K ),VL, K 
GOTO 361') . 

340 VL=CCK)-X(K) 
PRINT 1070 , K,VU,XMULTU(K) 
GOTO 360 

350 VL=C(K )- X(K) 
VU=X(IO -O( K) 
PR I NT 1080, XMUL TL( K),VL, K,VU, XMUL TU( K) 

360 CONTINUE 
370 PRINT 1090 , W1 , W2 

RETURN 

1000 
1010 

1 
1020 
1030 

1 
10 40 
1050 

1 
1 

FO RMA T(/,20X,'EOUALITY CONSTRAIN T VALUES, HI(1), •••• HI(NE )') 
FORMAT(/,20X,'EQUALITY CO NS T RA I NT MU LTIPLIERS, EMULT(1), .•. ,•, 
'E MUL TCNE>') 
FOR MA T(/,20X,'INEOUALITY CO NSTRA I NT VALUES,GI(1), • •• , GI( NE )') 
FOR MAT(/,20X,'INEOUALITY CO NS TRA INT MULT I PLIERS , OMULT(1>,.oo,', 
'OMUL T<NI) '> 
FOR MA T(20X,D13.6,1X,013.6,1X,013.6,1X,D13.6,1X,D13.6) 
FORMA T(/,2 0X,1 3X,'LO WER ',7X,'BOUNDE O X(K) VARIABLES',?X,'UPPER', 
/, 2 OX, 4 X, 'X M UL TL ( K) ', 6 X, ' C ( K) -X ( K )", 7 X,' K ', ' X ( K )-0 ( K) ', 7X, 
' XMUL TU( K)') 
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(_ 

( 

C 

10 1 
102 
103 
104 
105 

1060 
1070 
1080 
1090 

FORMAT C20X , 01 3 .6 ,4X ,013 .6,4X, I 3) 
FORMATC20X,34X,I3,4X,D13.6,4X,013.6' 
FORMAT(20X1 013.6,4X,013.6,4X,I~,4X,C13.6,4X,D13.6) 
FORMAT(/,20X,•w1= •,o13.6,5X, '~ 2= · . ~13 .6) 
END 

·, . 



A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: AULAG SU BROUT INE 

1 
2 
3 C 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
, 5 
16 
17 
18 C 
19 
20 5 
21 
22 
23 
24 
25 
26 C 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 C 
35 
36 
37 
38 
39 
/,f) 

41 
42 
43 
44 C 
45 
46 
47 
48 
49 
50 

SUBROUTINE AULAG(C,0 1 Hl,GI,EMULT,OMULT,XMULTL,XMULTU,IX, X,F,AL) 

FOP.MULATES AUGMENTEO LAGRAN~iAN -AL 

lMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIMENSION Hl(1),GI(1),EHULT(1),0MULTC1) , X(1) 
DIMENSION CC1),0C1),XMULTL(1),XMULTUC1>,IX(1) 
COMMON/C1/N,NE,NI,NBV,NEPI/C3/W1,W2 

IF(NEPI.EG.O)GOTO 200 
FLAG=O a 

EH. R"1=0. 
OT ERM =O. 
W102=W1/2a 
IF CW2.E0.0.) GOTO 5 
W202=1./(2.*W2) 

EQUA LITY CO NSTRAINT COMPONENTS 

IF(NE.EQ.0) GOTO 20 
· oo 10 I=1,NE 

TEMP=HI(I) 
FLAG=FLAG+EMULT<I>•TEMP 

10 ETERM=ETERM+TEMP•TEMP 

INEOUALITY CONSTRAINT COMPONENTS 

20 lF(NI.E0.0) GOTO 50 
00 4-J J=1, Nl 
TE M P= 0 ·'1 U L TC J ) + W 2 *G I ( J) 
TE r•P= D '1 A X 1 ( 0. 0 o 1, TE M r) 

40 OTER 'l =OT ERM +TE MP*TEMP-OMULT (J)*OMUL TCJ) 

BOUNOEO VARIABLES 

50 IF (N3V oEQ o'.l) GOTO 12(; 

DO 110 K=1,N 
IVA~=IX(K) 
IF(IVAR.EG.0) 60TO 110 
IF (IVAR.E0.1 .O R .IVAR.EQ.3) GOT070 

60 lf(IVAR.E0.2.0R.IVAR.EG.3) GOTO 90 
GOTO 110 

LOWFR BOUNO COMPONENTS 

70 TEMP=XMULTL(K)+W2•(C(K)-X(K)) 
TE MP=DMAX1 co.001, TEM P) 
OTERM=OTERM+TEMP*TEMP-XMULTt(K)tXMULTL(K) 
GOTO 60 • 



A FORTRAN IV (VER L38) SOURCE LISTING: AULA6 SUBROUTINE 227 
51 C UPPER BOU ND CO MPONENTS 

J 52 
( . 53 90 TEMP=X MULTU(K)+W2*CX(K)-D(K )) 

54 TEMP=DMAX1(0.001,TEMP) 
55 OTER"=OTERM+TEMP•TEMP-XMUL TU(K>*X,WL TU (K) ( 56 110 CONTINUE 
57 
58 C AL ( 59 

EQUALS THE SUM OF THE COMPONENTS 

60 120 AL=F+FLAG+W1D2*ETERM+W2D2•0TERM 
( 61 RETURN 

62 200 AL= F 
63 RETURN 
64 END 
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(_ 

(_ 
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(_ 
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C· 

2 
3 
4 C 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

• 12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 C 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 10 
26 
27 C 
28 
29 20 
30 
31 
32 
33 
34 
35 40 
36 
37 C 
38, 
39 50 
40 
41 
42 
43 6 0 
44 
45 
46 C 
47 
48 70 
49 
50 

L G(C,D,HI, GI ,GAL,GE,(r,GIN,EMULT,OMULT,X MULTL, 
1 XMUL TU,IX,X> 

FORMULATES THE GRADIEN T OF THE AUGMENT ~D LAG RA NGIAN - GAL 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIMENSION CC1),D(1),HI(1l,GI(1},GAL(1) ,GE(1),GF(1),GINC1> 
DIMENSION EMULTC1>,0 MUL T(1),XMULTL(1),XMULTU(1),IX(1) , X<1> 

CO MMON /C1/ N,NE,Nl,NBV , NEPI/C3/W1,W2 

IF ( NEPI. ~G.0) GOTO 20 0 
DO 11 0 K = 1 ,N 
GLAG=O. 
C,EW1=0. 
GIW2= 0 . 

EQUALITY. CONSTRA INT COMPONENTS 

IFCNE.EG.0} GOTO 20 
INDlt'=K 
DO 1 D I =1, •ff 
GLAG=GLAG+EMULT(I )*GE (IN DX ) 
GE W1=GEW1+HICI}*GECINDX} 
INDX=INDX+K 

INEOUALITY CONSTRAINT COMPONENTS 

IFCNI.E0.0) GOTO 50 
INDX=K 
DO 40 J=1,NI 
TE~P=O~ULTC J}+ W2 *GI (J) 
IF(TE MP.L E.0.) GOTO 40 
GIW2=GIW2+TEMP*GINCihDX) 
INDX=INDX+N 

~OUNDE D VARIAB LES 

IF(NBV.E0.0} GOTO 11 0 
IVAR=lX(K) 
If{IVAR.E0.0) GOTO 110 
IFCIVA R.E 0 .1.0R.IVAR.EG. 3) GOTO 70 
IF(IVAR.E0.2.0R.IVAR.EQ.3) GOTO 90 
GOTO 110 

LOWER SOUND CO MPONENT S 

TEMP=XMULTL(K)+W2~(C(K)-X(K)) 
IFCTEMP.LE.0.) GOTO 60 
GIW2=GIW2-TE MP 



( 
52 
53 C UPPER SOUND COMPONENTS 
54 

( , 55 90 TEMP=XMULTU(K)+W2*(X(K) -D(K)) 
56 l FCTEMP .LE .O.) GOTO 110 
57 GIW2=GIW2+TEMP 

( 58 
59 C GAL EOUALS THE SUM OF THE COMPONENTS 
60 

( 
61 110 GAL(K)=GF(K)+GLAG+W1•GEW1+GIW2 
62 RETURN 
63 2GO DO 210 K=1,N 
64 21 0 GALCK)=GF(K) 
65 RETURN 
66 END 

l 

l 

( 

{ 
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A FORTRAN IV (VER L38> SOURCE LISTING: OUiPUT SUBROUTINE 

1 
2 
3 C 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12. C 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 C 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 10 
3 3 20 
34 
35 
36 
37 30 
38 40 
39 
40 
4 1 
42 
43 
44 50 
45 
46 
47 60 
48 
49 
50 70 

SUBROUTINE OUTPUT(C,D,HI , GI,EMULT,C MULT,X MULTL,XMULTU,IX,X,R) 

OUTPUTS GENERAL AND TERMINAL SEARCH POINT INFORMATION 

IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Z) 
DIMENSION CC 1), DC 1> ,HI (1) ,Gl C1) ,E,,. UL T (1 ),Ol'IUL T (1) 
DI MENSION XMULTL(1),XMULTU(1),IX(1),XC1),R(1) 
COM MON/C1/N,NE,NI,NBV,NEPI/C2/NFE,NGE/C3/W1,W2 
COMM 0 N/C6/ DE LX,D ELG/C11/ISTOP,IT0T/C21/F,AL 
CO MMON/C13/RMAG,RHO,GMAG,SL0PE/C18/NG,IUP,IFAIL 

GENERAL SEARCH POINT INFORMATION 

PRINT 1000,IT0T 
PRINT 1010,NFE,NGE,RHO 
PRINT 1050,F,AL,GMAG 
lFCIST0P.E0.0.AND.RHO.EG.0.) GOTO 110 
PRINT 1030,NG 
PRINT 104J,(RCI),I=1,N) 
PRINT 1020~DELX,DELG,RMAG 
PRINT 1060 
PRINT 1040,(X(I),1=1,N) 
IF(ISTOP.EQ.Q) RETURN 

TERMINAL INFORMATION 

IF(NEPI.E0.0) GOTO 100 
IF(N E.E0.0> GOTO 20 
PR INT 11 9 0 
PRIN T 120!) 
DO 10 1=1,NE 
PRINT 1150,I,HI(I),E~ULTCI) 
IF(NI.E0.0) GOTO 40 
PRINT 123 0 
PRINT 124 0 
DO 30 J=1,NI 
PRINT 1150,J,GI(J),O~ULT(J) 
IF(NAV.F0.0) GOTO 90 
PRINT 1250 
PRINT 1100 
DO 80 K= 1 ,N 
IVAR=IX( K)+1 
GOTOC80,50,60,70>,IVAR 
VL=CCK)-XCK) 
PRINT 1090,XMULTL(K),VL,K 
GOTO 80 
VU=XCIO-D(IO 
PRlNT 1070,K,VU,XMULTU(K) 
GOTO 80 
Vl = C ( K) - X ( K) 

230 
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A FORTRAN IV (VER L38) SOU RCE LISTING: OUTPUT SUBROUTINE 

51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 C 
6 2 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 

VU =XCK)- O(K ) 
PRINT 1080,X MULTL(K),VL,K, VU,XMULTU(K) 

8(J CO NTINUE 
90 PRINT 1130,W1,W2 
100 PRINT 1110 

PR IN T 1120 
RE TU H N 

110 PRINT 1260 
RE TURN 

1 
1010 

1 
1020 

1 
1030 

1 
1040 
105 0 

1 
1060 
1070 
108 0 
1090 
111J O 

1 
1 

1111) 
1 

1120 
11 30 
115 0 
11 90 
1200 
1230 
1240 
1250 
1260 

1 

• ···• •t • t• * **** •· · ····•~*') 
FOR MATC/,2 0X,'FXNS CALLS ... ',16,SX,'Gl<AO CALLS ..• ',16,SX, 
'R~O = ',D13.6) 
FO R'1AT(/,2 0X,'DELX = ',D13.6,6X,'OELG = ',D13.6,6X,•RMAG = ', 
D13 .6) 
FO RM AT(/,20X,'SEA RCH DI RECTION TO THIS POINT,R(1), •.. ,R(N)•,1ox, 
'NG = ',14) 
FORMATC20X,D13.6,1X,D13.6,1X,D13.6,1X,D13.6,1X,D13.6) 
FOR MATC/,Z OX,'11 #11 F = ',D13. 6,3X,'AUG. LAG. = ',D13.6,3X, 
'G MAG = ',D13.6) 
FO RMAT(/,20X,'X VALU ES,X(1), ... ,X(N)') 
FORMAT(20X,34X,I3,4X,D13.6,4X,D13.6) 
FOR MATC2U X,D13.6,4 X, D13.6 ,4X,I3,4X,D13.6,4X,D13.6) 
FORMAT( 20X,D13.6,4X, D13.6, 4X ,13) 
FOR MAT(/ ,2QX, 13X, ' LOWER ' , 7X, ' OUN ED X(K VARIABLES' , 7X , •UPPER ' , 
I, 2 0 X , 4 X , 'X M UL TL ( K ) ', 6 X , 'C C K ) - X (K ) ' , 7 X, 'K •, 7 X, 'X ( K )- D ( K) ', 10 X, 
'Xf"ULTUCK)') 
FOR MATC/,2JX,'••~••k ~•~• • ••** *************************•******", 
'*****••· ·~~·-·~···••*•~·• ·> 
FO Rf" ATC'1') 
FOR M',TU,20X,' W1 = ',D13. 6,SX,'W2 = ',013.6) 
FOR MATC2ùX,I5,2(3X,D 13.6)) 
FO R~A T(/,2 0X,' EQU ALITY CON STR AI NT STATUS : ') 
FO R t,t AT C 20 X• 2 X, ' I ', 9 X,' H 1 ( I ) ' , 1 2 X, 'E M UL T ( I) ') 

FO R MAT C/ , 2 IJ X , ' I N E a UA L 1T Y CONS TRA I NT STATU S : • ) 
FORMATC20X~2X,'J',9X,'Gl(J)' ,10X,'OMULT(J)') 
FOR MATU,20X,'CO NSTR AIN!:D VA RIAE'LE STATUS: ') 
FO RM AT(/,20X,'SEARCH FAILED TO FIND A SMALLER VALUE OF THE ', 
'AUG~ENTED LAGRANGIAN•) 
END 

231 
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Enoncé du théorème des foncti ons i mplicites 

Soient .n.. , (re s pectivement .!1 ) un en semble ou-
n n m 

vert d e R (respectivement de Rm) . 

Considérons m fonc tions r éelles g . (1 4i , m ) défi
J. 

nies et continues dans An x ~: 

( X , y ) i-+ g i ( X , y ) = g i ( x1 , . . . , Xn ; y l , . . . , y m ) ( 1 ~ i ~ m ) 

De plus supp osons que : 

1 ) g i(Xo1,···,xon;yo1' · ·•,Yom ) = 0 pour i = l, ... ,m 

2) pour i=l, -~-.. ,m et pour k=l, ... ,m , l a dérivée pa r

tielle D g.(x, y) ex iste 
yk i 

et e s t une fonction continue de (x, y )~ .a.. xJL n m 

3) le déterminant su iva n t , a pp el é Jacobien est diffé-

rent d e O au (x 0 , y 0 ) x n m 

J(x,y)= 

Dans ces conditions, il existe une boule ouverte Br(x 0 )~f1..n 

e t un système de m fonc t ions réelles fi : 

Xl-i> fi(x1 , ... ,xm) dé f inies et continues dans Br(x 0 ) t.q. 

\ 

fi (xo1,xo2'. •. ,xom) = Yoi 
(I) 

gi(x1,···,xn;fl(xl , ••• ,xn ) ' ••• ,fm(xl, ••• ,xn)) = 0 

p our tout x G Br(x 0 ) et p our i=l, ... ,m 
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De plus : Xt-:>(f1 (x),f 2 (x), ... ,fm(x)) est la seule appli

cation de Br(x 0 ) dans une boule ouverte Bs(y 0 )~J2.n qui 

vérifie les équations ( I) pour tout xéBr(x0 ). 

Si en plus , les m fonctions gi sont continuement diffé

rentiables dans ./2.. x .Q , il existe une boule B,(x0 ) n m ~ 

dans laquelle les fonctions fi(l ~if m) sont continue

ment différentiables. 
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APPENDICE B 

Explica tions concernant l'utilisation des théorèmes d'ana

lyse convexe dans la preuve de la différentiabilité 

continue de la fonctionnelle duale 

Préliminaires -------------

Soit f : Rm➔ R 

1) Définissons la fermeture de f 

( C 1 g ) ( U ) = SU p ( y ' U - f'-4

) 

(y' J-*) '- D 
où D =\(y,,-•): Y'-Rm y'u -}--1 ~g(u) pour tout u•Rm ~ 
2) Le domaine effectif de f (=dom f) est l'ensemble 

des points où f(x) est finie 

3) Une fonction essent i ellement strictement convexe est 

une fonction strict ement convexe sur tous ·les sous

ensembles convexes de 1 xi ;) f (x) /; <p) = dom d f 
où J f (x) est le sous-différentiel de f au point x. 
Une fonction strict ement convexe est donc essentielle

ment strictement convexe. 
4) Définissons la fonc t ion conjuguée f~ de f: 

f~ (y) ; su p (y' - g ( u) ) 
u 

5 ) Une fonction essent iellement régulière est une fonc-

tion convexe propre qui satisfait 

2) C = int (dom f) ~ c:p 
b) f est différentiable sur C 

c) liml'vf(xi ) I = + c..0 

i -:> oO 

pour ixi \ une suite de points de C avec 
x. ~ x un point de la frontière de C 

l 
i .... C)é) 
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Théorème 7.~ : 12 fermeture d'une fonction strictement 

convexe est strictement convexe sur son domeine effectif. 

Théorème 26 .3 : une f onc ti on convexe propre fermée est 

essentiellement stric tem ent convexe si et seulement si 

sa conjuguée ·est essent iellement régulièr~. 

Corollaire 25.5.1 : Si une fonction convexe propre finie 

sur un ouvert convexe est différentiable alors elle est 

continuement différent ie..ble. 

Démonstration 

Consid érons la fo n ction g(u) qui prend la valeur 

g ( u ) = 1 p c ( u ) sur B ( O , f->) 
) + o-o ailleurs 

Cette fonction est stri ctement convexe. 

Consièérons ma.inten2nt sa fermeture : d'après le th.7.4. , 

celle-ci est également strictement convexe sur son domaine 

effectif ( qui est la boule fermée B(O,?) ) donc d'après 

3) la fermeture est es s entiellement strictement convexe. 

Considérons maintenant sa fonction conjuguée : 

- celle-ci est partout f inie ( voir page 59 ) 

d'après le th. 26 .3 , elle est essentiellement régu

lière et donc possède les trois propriétés a),b) etc) 

et en particuber comme C = Rm, elle est différenti

able sur Rm. Il reste à remarquer que le cor.25.5 ol 

assure qu'elle différentiable continuement. 
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APPENDICE C 

La méthoae aes multiplicateurs avec paramètre a e pénali

sation aépendant de x 

Consid Érons un pro blème ae minimisation avec con

traintes de la forme 

' Rn➔ R ou Po,Pi : 

min Po\X) 
pi(x) ~o 

-

i=l, ... ,m (37) 

Supposons que 

problème. Etudions 

x e s t une solution optimale de ce 

PAS 1 

PA S 2 

la méthode suivante : 

définir c!+l : Rn➔ R et ajuster yk par l'ité

ration suivante : 

( 3 9) , où xk min (38) 

Retourner au pas 1. 

~t: Rn--'>R est une fonc t ion à valeurs strictement po-

sitives pour i=l, ... ,m et k=l, ..... . 
et 

Ni Ni 
ck+l (x) ~ ck(x ) pour tout x 
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(par exemple ~t(x) = c ! ri(x) où ~c!~ i=l, ... ,m 

est une suite croissan te de scalaires strictement po

sitifs et r.(x) une f onction à v a leurs strict. positives. 
l 

P our cette métho de on a le résultat suivant : 

Lemme 1 

Supposons que le problème (37) vérifie les hypothè

ses ( A') et (B) de la première partie. 

Dans une boule B( x ,E) on fait les hypothèses sui

vantes : 
rvi 
ck: 
ment 
,....i 
ck+l 

Rn_,, R i=l, ... , m 

positive 
..,,i 

( x) ~ ck ( x) p our 

k=l,2, ... est une fonction stricte-

t out Xé.B(x,e.) 

.,.,..i -
ck est continuement di f férentiable dans la boule B(x,E.) 

il existe un scalaire~ strictment positif tel que 
,-. 'i ~ 
ck (x),c pour tout xf-B(x,t..) 

Si xk est une solu tion optimale du problème (38 ) 
et que yk est ajusté pa r l'itération (39) , la suite de 

p oints ~(xk,yk)~ conve rge asymptotiquement vers le vec

teur optimal (x,j) d~ problème (37). 
De plus l'itéra ti on d'ajustement (39) accélère la 

convergence et on a pa besoin de faire croître la va

leu r de la fonction ~!(x) indéfiniment quand k 

Démonstration 

Supposons donc que xk est une solution optimale 

au problème (3 8 ). 
D8ns ce cas posons 
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m 

ok =Il~ i~l [max( - ( 4 0) 

. Puisque pi( . ) es t une fonction c ont inue et que 

c~(. ) i=l, ... ,m est c ontinuement dif f érent iable , si 

(xk,yk) est suffi s amment proche de (K,y ) alors 

i 
yk 

max (- . , pi(xk)) e s t petit et on p eut s up-
c~(xk ) 

poser que r'(k1 est une suite bornée. 

min 
X 

Considérons le problème suivant 

rv "-'i 
P(x,yk,ck(xk)) = 

min 
X 

Po(x) + J1 .., 1
1 

([max~o,y!+c!(xk)p i (x)JJL- y! 
2

) (4 
2~k(-xk ) 

t.J • 

c~(xk) étant une conste nte suffisamment gr and e , d ' aprè s 

la prop osition 2 de l a première partie, il existe un point 

unique ~k qui minimise a pproxime tivement le problème 

(41) ci-dessus de la f aç on suivante : 

2 
, pi ( xk) ) ) V c! (Jck) 

(42) 
r,.J 

en f a it xk = xk 

Calculons en effet le gradient de la fonction objective 

du problème (41) au point xk 

fV • 

V P ( xk, y k, c~ ( xk) ) = 'v p O ( xk) + 

i 2bt(xk) 

i=l 2~!(xk) 

Calculons aussi le grad i ent le la fonction objective 

du problème (38) qu i es t nul au point xk: 
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rn 

VP (xk,yk,~t(xk) ) = v'p o (xk) + i~l 

= 0 

239 

,J• 

Or VP(xk,Yk,c~(xk )) peut encore s 'écrire , d'après (43) : 



11 

2.40 

On p eut r a ssembler 1) et 2) en écrivant 

,.J. 1 

d' où V P ( xk, y k, c~ ( xk) ) = - 2 

~ N 
Comme x k est une solut i on unique xk = xk 

On peut donc conclure que cha que point xk minimisant (3 8 ) 
minimise aussi (41 ) approximativement avec une a ppro-

ximation égale à 

- 1 
2 

m i 
~ ) - y k )2. • i 
._1 (ma x, - . - ,p . (xk)~ ~ck(xk) 
l- l( ) l • 

ck xk . 

La proposition 2 de la première partie assure également 

qu 'il existe un scala i r e M > 0 tel que 



et la suite~yk(xk) }c onverge vers y 
et l a suite~Xk)vers x 
Remar quons que d' aprè s (39) y!+l = ;!(xk ) 

et donc l'itération (39) accélère la converge. 

2.41 

On peut donc conc l ure que la mét hode des multi

pl icateurs avec paramè t re de pénal isation dépendant de x 

possède les mêmes avant8ges que la méthod e des multi 
pl icateurs telle qu e nous l'avons étudiée dans l a premiè 
re partie. 
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