
RESEARCH OUTPUTS / RÉSULTATS DE RECHERCHE

Author(s) - Auteur(s) :

Publication date - Date de publication :

Permanent link - Permalien :

Rights / License - Licence de droit d’auteur :

Bibliothèque Universitaire Moretus Plantin

Institutional Repository - Research Portal
Dépôt Institutionnel - Portail de la Recherche
researchportal.unamur.beUniversity of Namur

A starting-point strategy for nonlinear interior methods

Gertz, Michael; Nocedal, Jorge; Sartenaer, Annick

Published in:
Applied Mathematics Letters

Publication date:
2004

Document Version
Peer reviewed version

Link to publication
Citation for pulished version (HARVARD):
Gertz, M, Nocedal, J & Sartenaer, A 2004, 'A starting-point strategy for nonlinear interior methods', Applied
Mathematics Letters, vol. 17, pp. 945-952.

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

            • Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
            • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
            • You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?
Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 02. May. 2026

https://researchportal.unamur.be/en/publications/4614c171-751a-4f56-a6da-02d1c4f64007


�����������
	���
�������	�����������������
�������� ���!��"#	����$����	������$��	%�!�
&'�(��)��!*��

+�,.-0/21�304657308:9�;=<?>A@�B28�573DC7B7-03FE21�40GH>JIJKJL612C�C2,.-0MON%128:9J3FC21�308QP

R�SUTWVWX?YHZ�V\[�9J]H^`_7aHb�adcWeJaHefcW_fcWg%h._Jb�_fh.efb�hfcWi�j#kml�eJno]Hl%l�_.^`gHi#hf]HcQ^`gH^`h.^`b\pHaql�^`g%hW>H_fp`b�nor%_Jb�gHs�t�uHp`hf^`aHp`^`cWef_
^`g$^`g%hfcWef^`l�eFt�cvh.]Hl%sH_=kwl�eJgHl�gHp`^`gHcvb�e:aHefl�i�efb�t�t�^`g%iHxq,yhJnvl�gH_.^`_fhf_Fl?k=zqe._fhJnWl�t�aHuHhf^`gHi�b�C2cW{Jhfl�g%|yp`^`r�c�_fhfcWa$hfl
cW_fhf^`t�b�h.c2h.]Hc7t�b�i\gH^`h.uHsHcJl?k:hf]HcW_fc7h.]HefcWc2}~b\e.^`b��Hp`cv_Fb\gHs$hf]HcWg�_f]H^ kwhf^`gHiQh.]Hc�_.p`b�nor%_0b�gHs$t#uHp`h.^`aHp`^`cve._=_.l�hf]Hb�h
hf]HcWj$b\e.cQ_fu%��nW^`cWg%hfp`j�aql�_f^`h.^`}\c�xJ9J]Hc�gHcv{�_fh.efb�hfcWi�j�]Hb�_2h.]Hc�l�aHh.^`l\g$l?kJe.cv_.adcWnvh.^`gHiQhf]HcQ^`gH^`hf^`b�pqcv_.hf^`t�b�hfc7l?k
hf]HcQ_.l\p`uHh.^`l�g�i\^`}�cWg��%j$hf]HcQuH_.cveW>%b�gHs�b�hfh.cvt�aHh._0h.l(b?}�l�^`s$hf]HcQ^`g%h.efl%sHuHnWhf^`l~g�l�kFb�efh.^ zqnv^`b�pHgHl�g%|ynWl�g%}�cv��^`hy^`cv_Wx
C�uHt�cve.^`nvb�pHcW�%aqcve.^`t�cvg�hf_:l�g$b#p`b�efi�c�hfcW_fhJ_fcWhJ^`p`p`uH_fh.efb�hfc�hf]Hc�aqcveykml�eft�b�gHnWc0l?k:h.]Hc7_fh.efb�hfcWi�j\x

�0� 	����%�H�����Q�����f�F� ���o�7�m���#���m�����=�H�����W�F���7�w���v���W�m�q�2�����v�:�� :�J¡f�q���m�m�:�����A���: £¢�¤F�� :�~���W�m¥
¦ �v�q§q�?�H�����m�:§ ¦ �\�o¡.�d�W� ¦ ���q�v�m¨ª©.���: �¥��H����«d����¡¬���m�®­��¯¡A�v�:���W�?�H�v�W�m�:§ ¦ �q�m�����w��¤=��¡¬�%«q�d�~��°:�m�q±
² ���H«q���v¥��q�����W�=�w� ¦ �W�d°:�m���ª³=�m�$�m�$¥��d�����q���W����� ¦ �w�H¨��=��¤:�W�m�v�W�m¥���¡.�d�$¥?�:���q�v�m�:§��H���m�:�m�v�®���
«q�H�m¤:��¡.�d�A�v�:�$«q���W�y�H°=�w�\��³H�v�®��¥?���#�H�: ���¤:�m�W� ¦ �m�m���W�#©y�v���$�q± §0±�´`µ�³:¶d³q·%¸.­�± ² �:���v�$�:�\¤:�W�m�W�v�m¥����0�%«q�
¦ �v�H«q�� ¹�v��°F��§d���:���?�H�m�m¨��W¤=¥�¥����v�o¡.¤:�(�m� ¦ �?�H¥��v�m¥��º���: ¹�F�%«q��°0�����D�m�:¥\�q� ¦ �q�?�H�v�� D�m���W��¥��d��»
���\�W¥��y�H�J�m�m�:����� ¦ �W�d§q�?�H�����m�:§ ¦ �H¥?�q�H§d����±#�o���v�:�m� ¦ � ¦ �����#���v�W¤: =¨��m�:�m�W�y�H� ¦ �d�m�����v�W�?�H�W�\§q�m���
¡.�d�A�=�q�:�m�m�:����� ¦ �W�q§d�~�������m�:§0± ² �:�m�7�W� ¦ �m¥��F�H�7�:�d�Q�W�\¥����m«q�� ���¤:¥?�£�H�v�W�����v�w�d���m�£� ¦ �m�W���H¡J�W�=�
¡¬��¥����W�F�����=�q�:�m�m�:�������m���W�\�W�m�q�(�����v�:�� :��¥��H�¼°F�������W���:�v�m�W�m«q�������v�:���m���m�w�=���H��¥��d¤:���W��� ¦ �H�v�W�
�W��� ¦ ���d���m�:�m�W�y�H�0§q¤:�\�W��±
² �:���:��¤=�W�m�W�v�w¥\�º =��«q���m� ¦ �� ½¡.�d���m�w�=���H���H�: ¾¢�¤F�� :�~���W�m¥ ¦ �W�d§q�~�������w�=§º¥%�H�:�:�d��°F����¿d»

�W�\�: :�� ¹ :�m�v��¥��W�m¨��W���:�d�:�m�m�:���H� ¦ �W�q°=�w�\����±�À2�m�W�W����¡Á�H�m�o³:�m���m�m�:����� ¦ �v�q§q�?�H�����Â�=§£�H���m�:�m�v�®���
���v�W�m�º���W���H¡$�v�:���W�d�m¤:�W�m�q�¹�m���o¨ ¦ �m¥����m�w¨��:�q� ¦ �W�H«��m :�� D°�¨¼�W�:��¤:�W�\��±ªÃÄ�q�W�\�H«q���%³Q�W�m�:¥\���W�=�
�q°qÅ���¥��W�m«d��¡.¤=�:¥��W�m�d�Æ���: �¥��d�:�W�v�~�H�m���W�����W�� :�?ÇF�:�\ ¹��«q���v¨����:���W�d³7�W�:���v���m�$§q�v���H�(¡.�v���� :�d� �m�
�W�\�w�\¥��W�m�:§��m�:�m�W�y�H�H«q���m¤:����³d�H�: ��v�q���A��¡F�W�=�����q�W� ¦ � ¦ ¤:�y�H���v�W�?�H�W�\§q�m���Q��¡.�W���
¥~�=���d�W�#«q���v¨��y�H�v§q�
«q�H�m¤:�\��¡.�d���W�:��«q���W�y�H°=�w�\��³:�v�y�H¥?�����H�= D© ¦ �q�v�W�m°:�m¨:­���¤:�m�W� ¦ �m�¯���W�%È��W����´m¶q¶v¸��H�: ��v�:�£�v�?¡.���v���:¥��\�
�W�=���W���m��±
�o�¾¥��q���v�~�H�v��³#�:�d�:�m�w�=���H� ¦ �W�d§q�?�H�����m�:§º���w§d�q�v�w�v�:���
¥��q� ¦ ¤:�W���q�:�m¨¹�m��¥��H�����m�:�m���wÉ\���W�

�H�= º�H¥\¥�� ¦ �(¤:�W���Ê»¬�v¤ ¦:¦ �m�m�� ��m�:�m�W�y�H�=���W�v�w���H�v�����v�F�H����¡.�W�\���m�m�$�m���v�:��«��m¥��m�:�m�o¨��H¡A�����w�=�w���¯É����
�H¡#�w���v���W���v��± ² �:���v�?¡.�d�W���m�:�m�W�y�H� ¦ �d�m���(�W�v�~�H�v��§q�m���
�W�:�d¤:�m ����m�W�:�\���W��� ¦ �\¥��£�v�:��¤:�W���Ê»¬�v¤ ¦:¦ �m�m�� 
���v�W�m�º���W�Q�d��¥��d� ¦ ¤:�v�Q�q�=���v�F�H�7�m���:�d���v���( :�m�W�?�H���2¡.�W�d�'�w�%±�Ë7«d���£�y���W§q���w�=�w�v�y�H�q«q���m¤:������¡F�W�=�
��¤:�m�W� ¦ �m�m���v���v�:�q¤:�m ¼°F���%«q�d�m :�� ��v�w�=¥��£�v�:��¨����%¨��m���W�v�� =¤:¥���¤:�:�:��¥\���W�?�H�W¨¹�=�q��»o¥��q��«d��¿��w�v�m���
�m���W�=� ¦ �v�q°:�m���¼³:�H���#�� :�m�W¥�¤=�W���y�H�v���$�d��± ² �:�£�m�:�m�v�®��� ¦ �d�m���(�:��¤:�v�m�W�W�m¥�� ¦ �v���W�\���v�� D�m���W�=�w�
¦ � ¦ �����H�m�Ì�W� ¦ �v���W���v«q��¤:�W���Ê»¬�v¤ ¦:¦ �m�m�� ¹�m��¡.�d�W���H�W�m�d��³:�H�v���W���� :�m�w¨�¥��d� ¦ ¤=�~�H°=�w�d³Í���: ¹�H�m�m�H�
�m���W���v�w�d�������v�:�� :�#�W� ¦ ���o¡.�d�W���?Î�¥��m�����W�m¨��q�º�����m :���?�H�:§d����¡ ¦ �v�q°:�m������±

ÏÐ� 	����%Ñ��H�f�0���(�0�.�2�$�J�HÒ:Ó¹Ñ�Ô��0�HÕ �$Ö¹�(���w�m�:¥\�q�:�v�w =�����v�:�$�v�q�m¤:�v�w�d���H¡��:�d�:�m�m�:���H� ¦ �W��»
§q�?�H�����Â�=§ ¦ �W�q°=�w�\���#�H¡A�v�:��¡.�d�W�

���w�=�w���mÉ�� ×2©.Ø0­
�v¤:°qÅ?��¥����v� Ù�©fØF­ÛÚ Ü

Ý ©.Ø0­ßÞ Ü:à
©.á=±m¶�­

<?-0l�t�aHuHh.cve:N%nW^`cWgHnvcFE7cvaHb�e.hft�cWg%hv>¬â2gH^`}�cWef_f^`hyj7l?k�ã�^`_.nvl�gH_.^`g�b�hF+�b�sH^`_fl�g�>?+�b�sH^`_.l\g�>~ã�^`_.nvl�gH_.^`g#ä?å�æ?ç�è�x
GoEAcvaHb�efh.t�cvg�h2l?kA30p`cWnvh.ef^`nWb�p=b�gHs!-0l\t�aHuHh.cveA30gHi�^`gHcvcWef^`gHiH>qC�l\e.hf]�{0cW_fhfcWefg£â2gH^`}�cWef_.^`héj�>�3F}?b�gH_fh.l\g�>�,y40>
è�ç�ê�ç�ë?|yåHì�ìWë�>¬â7N%1QxH9J]H^`_0b�uHh.]Hl\e:{Fb\_J_.uHaHadl�e.hfcWs���j�C2b�h.^`l\gHb�píN%nv^`cWgHnvcFîHl�uHgHsHb\h.^`l�g�i�e.b\g�hf_Í-J-08Ð|yï�ï�ë�æ?ë�ìWëH>
1:9J+(|yç�ç�ë�è%ä�æ?ïQb�gHs�-J-08J|yç�ê%ìvï�ð�åQb�gHs(E7cWaHb�efh.t�cvg�h�l?k03FgHcve.i�j#i�efb�g%hFE73=|®î:57ç%êv|yë�æ?308Aê�ä?ç?ð�æ~|w1�ç\ç�ðHx
PoEAcvaHb�efh.t�cvg�h%l?kH+�b\h.]Hcvt�b�h.^`nv_W>fîHb�nWuHp`h%ñcW_Hâ2gH^`}�cWef_f^`h.b�^`efcW_HC2l�hfe.cÊ|®E7b�t�c�sHc0p`bJò:b�^`�d>WèHì�>?efuHc:sHcFóJefuH�%cWp`p`cW_v>
ó0|.ä?ç�ç�ç(C�b�t#uHev>�óJcvp`i�^`uHt�x$9J]H^`_#b�uHh.]Hl\eA{0b�_Q_fuHaHaql\e.hfcWs��%j£hf]Hc�óJcvp`i�^`b�g�C2b�hf^`l�gHb�p0îHuHgHs�kwl�e#N%nW^`cWg%hf^ zqn
8�cv_.cvb�efno]�x

ì



���:���v�Æ×���� �����	� ��³�Ù
��� ������� ���¹�H�:  Ý ��� ������� ��
��H�v���o���m¥���¥��d���v�m��¤=�q¤:�v�w¨
 :���J���W�����v�®��°:�m�q±7�o���W�v�� =¤:¥��m�:§���«q�\¥��W�d�$�H¡7�W�y�H¥?��«q�H�W�y��°:�m����³��q³=����¥������W���v�~�H�v�º©fá:±m¶�­#�H�

���m�:�m���mÉ�� ×�©fØF­
�W¤=°qÅ?��¥��(�W� Ù2©.Ø0­ Ú Ü

Ý ©.Ø0­���� Ú Ü:à
� Þ Ü��

©.á=±`áq­

² �:�(ÇF�v�W�o»o�q�v :����� ¦ �W�m�º���w�m�o¨�¥��d�: :�m�W�m�q�=���H¡Á©fá:±`áq­�¥����º°0�����v�w�v�W�������

� ©fØ�à��:à��:à��qà��0­AÚ Ü:à ������Ú Ü:à �dà���Þ Ü:à
���:���v� � �w����«q�\¥��W�d��¡.¤:�=¥��W�m�q�����:�q�v��¥��d� ¦ �q�:�����v�Á���W�

� � ©fØ�à��:à��q­7Ú"!�×�©fØF­#�%$�©.Ø0­ � �&�('�©.Ø0­ � �©.á=±*)q�q­
�,+ ©fØF­7Ú Ù�©fØF­©.á=±*)H°F­

� - ©fØ�à���­7Ú Ý ©fØF­#�.�©.á=±*)H¥�­
�0/ ©1�:à��F­7Ú"���2�3�©.á=±*)H F­

4 �\�W�5$£©fØF­����: .' ©.Ø0­$ =���:�q�v���W�:�56��H¥��d°:�y�H�����H�v�W�m¥������H¡�Ù¹�H�:  Ý ³2�W��� ¦ �\¥��W�m«q�\�w¨�±57$���W�:���
�W�0�H�¾¤:�W�m�:§¹�v�:����¢�¤F�H�v�m�q�'©.á=± )� F­
�W�¹���m�m���m�F���W�8�2³Á�����m���H¡.�v���¾ :�q�:�d³��#�����m�w���d��� ¦ �W�=�w�
��¢�¤F���W�m�q�D���: ¹�º���w���?�H�m���W� ¦ �H�?�H�W��«q���w¤=�����H¡9�¼�H�= 2�D�v�ª�H���W���F�%«q�����q�W�;:0��¿��w°=�w�m�m�o¨��m�
¥?�:���q�v�w�=§!�����w�=�w�v�y�H�:«q���w¤=��¡.�d���:±7�o���W��¥��v�m�q�<)
�#�$ :���v¥��W�m°0���:�H�¾�W��� ¦=¦ �m¨£�v�:���w�=�w�v�y�H� ¦ �q�m���
�W�v�~���W��§d¨º�v�£�m���W�\�W�m�q�������W�:�� :�#�W�0�H�� :���:�d��¤:�W�
�W�:�m�#¡.�d�W��¤:�y�H�v�m�H��±

= ¦ �W�m�º���¯»¬ :¤0�H���m���W�\�W�m�q�������v�:�� ¹¥��q� ¦ ¤:�v���£�� :�m� ¦ �y�H¥�����������°�¨D� ¦:¦ �w¨��m�:§?>$�\���W�q��@ �
���\�W�:�� ��v���W�:���v¨��v�W���

� ©.Ø2à��:à��:à��qà��F­7Ú Ü:à©.á=± A��q­
B ��ÚDC3Eqà©.á=± Aq°F­

���:���v�£�v�:���W¥����®���FCHG Ü �w�(�W�:�
°F�H�v�W�m��� ¦ �H�?�H�����W���%³ B �m���� :�y�H§d�q�F�������H�W�v�m¿����:�q�v�£ :�y��§H»
�q�0�H�Q�����v�W�m���£���W��§q�m«d���ª°�¨��v�:��¥��d� ¦ �q�:�����v���H¡I�d³Q�H�= .E �w���v�:��«q��¥\�W�q�
�H¡$�H�m�Q�q�=����± ² �=�
 :�m� ¦ �®��¥���������� ¦ �v�� :¤:¥��� �°�¨��W�:�m��>(�����W�d�º�m�v���~���W�m�q���W�d�m«q�����v�:���W¨��W�v���

J ©fØ�à��:à��q­LK�ØM�.$�©.Ø0­1�NK5�&�('�©.Ø0­1�NK5��ÚO�F!�×2©.Ø0­3PH$£©fØF­Q�R��PS' ©.Ø0­1�T�
$£©fØF­LK�Ø�ÚO�$Ù2©.Ø0­

' ©.Ø0­UK�ØM�2K5��ÚO� Ý ©fØF­�PV�©.á=±*Wq­
K5���(K5��ÚO�F�FPH�

X K5�YP B K5��ÚO� X ��PHC3EZ�
4 �\�W� J ©.Ø2à��=à��d­�ÚO!5[��\ ©.Ø2à��:à��q­�³=���:���v� \ ©fØ�à��:à��q­#Ú ×2©.Ø0­]�2� � Ù2©.Ø0­]�2� � Ý ©.Ø0­�³0�H�:  X �m�
�
 :�y�H§q�d�F�H�=�º�H�v�W�m¿����:�d�W�( :�y�H§q�d�F�H�=�����W�W�m���$���W�(§q�m«q����°�¨£�v�:��¥��q� ¦ �d�:�����W�#�H¡^�2± ² �:�$�=���
�m�W���?�H�v���m��§d�w«d����°�¨

©.Ø`_#à��Z_�à��Z_#à��a_#à��`_Q­7Ú ©fØ�à��:à��:à��dà��0­bP2c#©dK�Ø2à�K5�:à�K5�:à�K5�qà�K5�F­\à©.á=±*eq­
���:���v�fcHG'Ü��m�����v�W� ¦ �w�\�:§q�v���W�F���$���=�W¤:�v���� :��¥\�W�����W���H¡��������v�w�#¡f¤:�:¥��v�w�d�ª�H�=  ¦ �d�W�m�W�m«��m�o¨
�H¡7�W�:�
«q�H�W�y��°:�m���I�d³g�2±
² �:�m���W�m� ¦ �w��¡.�q�v��¤:�y�H�W�m�d� ¦ �v�H«��m :�\���W�:��¥\�q�:¥�� ¦ �W¤F���Q¡f�~�H�����#�q�W��¡.�d���º�H��¨��:�q�:�m�m�:�����

�m���W���v�w�d�Á���m§q�q�v�m�W�:����³%°:¤:�#���� :�¯ÇF¥����W�m�q�=�A�d�Q�W��¡.�q�v��¤:�y�H�W�m�d�!���W�$�v��¢�¤:�m�W�� ��W�� :�����F���m�W���:�q�U»
¥��d��«d��¿��m�o¨£�H�: ��v�m�:§q¤:�y���W�m�W�m���%ÈH�W���(�q± §F±#´*W\¸Ê±]h��m�:¥����#�����m�W���W� ¦ �W���v�������v�:���:���¾�W�v�~���W��§d�w�\���m�
�W�=�£���q�W�#§q�\�:���~���2¡.�~�������#�q�v�Í³=���
���w�m�J�m�:�m�W�y���w�m¨����W�W¤=�����W�F���$�v�:�£�m�v���~���W�����H�v��¥��d� ¦ ¤:�v�� 
°�¨º���º�H�m§d�q�W�m�v�:� �H¡7�W�:�(¡.�d�W� ©fá:±*Wq­¬»�©fá:±*eq­\±

ê



�Ð� � � 	?�7�f���fÒ��é���Q�0�y�J���J���HÒ:�%Ñ����
	W�0�º���0���.�f�7Ñ�Ò=�����A�%�fÓ¹��
dÒ:���é�F� ���o���v���W�m�q�������W�U»
�� :��¥�����°0��«d���W¨��W���=�W�m�W�m«q���v�£�v�:���w�=�w�v�y�H�:¥?�:�d�w¥\����¡A�v�:�$«q���W�y�H°:�m���#°0��¥��H¤=�W�q³0�m��¤:�U¡¬�%«q�d�~�H°=�w�
¥��m�W¥\¤:���v�~�H�=¥�����³#�v�:� ¦ �v�w���H�¯»o :¤F�H�7 :�m�v��¥��W�m�d� ©fá:±*Wq­
�m�� :�~���W�v�w¥%�H�m�m¨¹�W�:�d�W�W�\�:��  °�¨¹�W�=���:�q�U»
�:��§��H�v�w«��m�o¨��W��¢�¤:�m�W�\���������qà��?G Ü£���:  ¦ �v�� =¤:¥����(�:��§q�m�m§q�m°:�m� ¦ �v�q§d�W���v���W�H���H�W ��W�:���v�q�m¤:�W�m�d��±
² �:�m��°0���F�%«��m�q��¥��H�¹°0���W¤:�v�~���w�=�� ¹¡.�d���º����¨��m�W���?�H�W�m�d�:��³2�W���= :���W�m�:§¹�v�:���v�q�m¤:�v�w�d� ¦ �W��¥��\�W�
�m�:�?Î�¥��m�����%±��o���W�:�m�$�v��¥��v�w�d��³0��� ¦ �W���v�����£���:��¤=�W�m�W�v�w¥��W�0�H���#���F�%«q��¡.�q¤:�= º��¡.�W�\� ¦ �W�� :¤=¥����
��§q���� ��v�~�H�v�W�m�:§ ¦ �q�m����¡.�d��°F�d�W���=�q�:�m�m�:����� ¦ �W�d§q�~�������w�=§����: �¡.�d���W�:���W�m� ¦ �m����¥\�®���W�v�����H¡
�m�m�:���H���H�= º¢�¤F�� :�~���W�m¥ ¦ �W�d§q�?�H�����Â�:§ ¦ �v�q°:�m������±
Ö¹���H�W�v¤:�����W�0�H������������������������«q�H�m¤:����Ø! qà��" Hà��# dà��# Hà��! ��H�W�����W�v�w§d�:�� ¹�v�Ä���m�A�v�:��«q���W�¯»

�H°=�w�\��± ² �:���m�:�m�W�y�H�0���v�W�m�º���W���H¡7�W�:���W�d�m¤:�W�m�q�2³:Ø  ³=�m�����m�v�:��� ¦ �W�H«��m :�� �°�¨��W�=��¤=�W���(�q���m���W���
�W���$ =�?¡¬�H¤=�w�7«q���w¤=��©é�W¤:¥?�º����Ø  Ú Üq­\³����: £�#�$�H�v�W¤:�����v�F�H���W�:���m���W���v�m�q�Q�����W�:�� �¥��q� ¦ ¤:�v���
�W�=����¤:�m�W� ¦ �m�m���Q���v�W�m�º���W���F�  à��  ± ² �:��«d��¥��W�d�W�&�  ���:  �  ���w�m�J°0���W�\�$�W����¥\�q�:�v�~�H���(«q�H�m¤:�
$ G6Ü��m���d¤:���W���v�W�%±

% �v�m�:§$�v�:���W� ¦ �v���m�w���m�F�H�v¨�«q�H�m¤:���%³H����¥��q� ¦ ¤:�W�#�H���%Î��:��»¬�v¥��H�m�m�:§$�v�W� ¦ ³NK'&)(�³�°�¨��W�\�W�W�m�:§
C�Ú Ü��m���W�=� ¦ �v�w���H�¯»o :¤F�H�d�W¨��W�v��� ©fá:±*Wq­\±+*(�:¥�� K'& ( Ú ©dK�Ø ( à�K5� ( à�K5� ( à�K5� ( à�K5� ( ­7�F�H�
°0������¥��d� ¦ ¤=�W�� �³��#�� :�?ÇF�=���W�:��«d��¥��W�d�W�

, Ú ©d�) YPVK5� ( ­.-#à / Ú ©d�! YP2K5� ( ­.-�à

���:���v�£Ø - Ú ���H¿�0íÜ=à,�$Ø21�± ² �:��«q��¥\�W�q�v� , ���: 3/ �W� ¦ �W���v�������v�:��«��m�q�y�H�v�m�q�:�Q��¡A�v�:� ¦ �v�w���H�
�H�= � :¤F�H�=�:�q��»o�:��§��H�v�w«��m�o¨�¥��q�=�W�W�?�H�m���W�#¥��H¤=�W�� �°�¨��W�:�#¡.¤=�w�0�%Î��:�#�W¥����m�w�=§��v�W� ¦ ± ² �:���2³q§d�w«d���
�W¥%�H�y�H�v�54�6�G Ü����: �4 [ Þ ¶#�#��¥\�q� ¦ ¤:�W�#�m�:�m�W�y�H�d«q�H�m¤:���%³N�"6����: 5��6H³H°�¨��q�=����¡F�W�:�#¡f�q�m�m�H���w�=§
�o�#�£�v¤:�m���0�

7 ¤:�m�£¶N�(�87:9�;6 Ú �º��¿F©�4 6 à"< �"7:9�; PVK5�87:9�;( < ­�à ��7=9>;6 Ú �º��¿:©�4 6 à?< �27:9�; PVK5��7=9>;( < ­�È
7 ¤:�m��á��(� 6 Ú �  P2K5��(<P@4 6 PA4 [ , à � 6 Ú �  P2K5�B(<P@4 6 P@4 [ / �

Ö �:�m¥?�:��«d�����H¡$�v�:���v���W¤:�m�����m��¥?�:�q�v����³Q�#�� :�?ÇF�=�Æ©fØ 6 à�� 6 à�� 6 ­�Ú�©.Ø  à��  à��  ­����: D�v�����W�=�
�m�:�m�W�y�H�0«q�H�m¤:�(�H¡7�W�:��°0�H�W�v�m��� ¦ �H�?�H�����W�����v�5C 6 Ú � � 6 � 6�CED ±

= ��� ¦ �~��¥��W�m¥����J�º�H�v�W���%³q���H��¨��m���W���v�m�q� ¦ �d�w���Q�m� ¦ �m���������?�H�W�m�d�:�� :���:�d�����H�m���~�H�m���v� ¦ »
�H�?�H�v��«q���m¤:���#�H¡#���H�=  �2³��o± �q±��v�:��¨� :���:�q�#�m�:¥��m¤: :�(�W�:�
��¢�¤F�H�v�w�d�ª©fá:±*)H F­ �w���W�:�
�W�~���W���������
�H¡#�W�:��� ¦ �v�m�º�H�m�m�o¨�¥��d�: :�m�W�m�q�=��³J�H�: (���w���:�d�$ :��ÇF�:�� �±�Ö¹���v��¥��d�����\�: ��W�F�����v�:���v��¥��� :���
¥��d� ¦ ¤:�v�f�86�°�¨ª�d�:���H¡��W�:���v¤:�m���£�������W�m�q�=�� ª�H°0�H«q�d³J���m�W�2� ¦ �y�%¨��w�=§��W�=���W�q�m����¡ �2±�Ö¹�
�H�m�v���W��¥\�q�������: ��v�F�H�Q�v�:� 4 ���v�W�y�H� ¡.�q�#�W�=� ¦ �v�w���H�¯»o :¤F�H���v�W� ¦ ©.á=±*Wq­Q���Q�W�:���m�:�m�W�y��� ¦ �q�m���F&�6
°0�� :�?ÇF�=�� �¤:�W�m�:§8�) ��H�= º�=�q���"6H³:�o± �q±m³

J 6 Ú J ©.Ø  à��  à��  ­,�

² �:���v���H�v���W�:�v�����W�����W�d�:��¡f�q���º�����m�:§��W�=�w�
¥~�=�q�m¥��q± = �¼��¿:�H���m�F�H�v�w�d���H¡��W�:� ¦ �v�m�º�H�¯»o :¤F���
�W¨��v�W���Û©.á=± )d­��W�\«q�����w���v�F�H���¯¡ J 6£ :�������:�d�£ :� ¦ ���=  �q�2�86í³��W�:�\�D�:���m�v�:���� :�������v�:���v�W� ¦
©dK�Ø26�à�K5��6�à�K5�"6�à�K5�86�à�K5�26~­\± ² ��¤:��³0���m�W���v�:��¥~�=�q�m¥�� J 6�Ú J  H³0�H�m���H�m§d�q�W�m�v�:���Q���m�m�J¥��d��»
¦ ¤:�v���W�:���?�H�����W�v� ¦ ���w�¼�W�=� ¦ �W�m�º���A���: ª =¤F�H�7�W�y��¥~���%³����:�\�W�:�����q���:�d���W�:��¨¼�º���m���?�H�m�<�
�H�= 2�D�H���W� ¦ �H�?�H�W��«q�H�v�®��°:�m����± ² �:���W��¥��d�: D�v���H�v�q�½�w�
�W�F��� � 6 ¥��q¤=�w ¹°0��«d���W¨¹�y���W§q�����: 
�m���W�W�� :¤=¥��$�H��¤:�= :���W�m�?�H°:�m�� :�m�W�v�q�v�W�m�q���m�£�v�:��¢�¤F�H :�?�H�v�w¥����� :����¤:�W�\ �°�¨;>$�\���W�q��@ �������v�:�� �±
�o� ¦ �H�W�v�m¥�¤:�y�H�Q�¯¡��d�:���H¡��W�=�$¥��d� ¦ �q�:�����v��³d�~�%¨8� 9 6 ³��m�Q�y�H�v§q���H�: ��W�:�(¥��q�v�W��� ¦ �d�: :�m�:§ 4 �\�W�W�y���
�W�\�W� !5[#G 6 ©.Ø 6 ­#�m���m�: :�?Ç0�:�m�W�q³=�W�:� 4 �\�W�W�y��� J 6 ¥��H��°0��¥��q�����w�= :�?ÇF�:�m�v�q³:�v�w�H���m�:§� :�H�����W�=�
�m�W���?�H�v�w�d�D©y�#���F�%«d�£��¡.�W�\���q°:�v���W«d�� ¼�W�:�m� ¦ �:���=�q���\�:�q���m� ¦ �?�H¥��v�w¥\�q±`­ªÀ2�m�F�H�m�m¨�³��W�:��¥��q�v���H¡
��«q���w¤0�H�W�m�:§ J ©.Ø2à��=à��d­#�m���~�%«q�\ �±
Ö¹�$�v¤:�����H�v�wÉ\���q¤:���m���W���v�m�q� ¦ �q�m�����v�W�~���W��§d¨��w���W�:��¡.�q�m�m�H���m�:§ ¦ �W��¤= :��¥��� :�q±

å



�'� �0�F�H�f� � Ó �Ð�y�0�������	�
���	�
�����������
� �:���q�v��¥��q�:�v�~�����v� $ G Ü:³�4�6�G Ü��H�:  4 [ Þ'¶q±Ø! $�m� ¦ �v�H«��w =�� �°�¨��v�:��¤:�v����È=�q�v�:���W���m�v���m���w�#�W�\�$�W���� =�?¡¬�H¤=�w�#«q�H�m¤:�(�W¤:¥?�ª���$Ø� �Ú Ü:±
� �q� ¦ ¤:�v�$�m�:�m�W�y�H�0«q�H�m¤:�\����¡ �v�:����¤:�m�W� ¦ �m�m���W� �" ��H�: ?�# d±
Ë7«q���w¤0�H�W�(�W�:��¡.¤:�:¥��v�m�q�:�$×0à?Ù�à Ý ���: ��W�:�\�w�� =���W�m«q�H�v�m«q���$���$Ø  ±
� �\�F� 7:9�; �� $ �H�:  � 7:9�; �� $ ±
� �q� ¦ ¤:�v�$�W�=���íÎ��:���W¥����m�w�=§£�v�W� ¦ K'&)(½°�¨��W�q�m«��m�:§��W�:���v¨��W�W�\� ©fá:±*Wq­#���m�W� C�Ú Ü:±
� �\��©.Ø26íà���6~­ � ©fØ� �à��" %­�±
� �:���q�v� �"6����:  ��6(°�¨��d�:���H¡Q�W�=���o�#���W¤=�w�\��§q�m«q������°F�H«d�q±��(�?Ç0�:� C�6�Ú"� � 6 ��6 CED ±
� 	 �W�:�����w§d�q�v�w�v�:� �º���w���?�H�m�:�Q�v� ¦ �H�?�H�v��«q�H�m¤:���#¡f�q�����H�:  � � � Ñ��

� ���&� 6 � �  ±Yh��~���W���v�:���m���W���v�w�d�Á���m§q�q�v�m�W�:� ¡f�W�q� & 6 Ú ©fØ 6 à�� 6 à�� 6 à�� 6 à�� 6 ­\±
Ñ����\Ñ

� ���&� 6 � � 6 ±Yh��~���W���v�:���m���W���v�w�d�Á���m§q�q�v�m�W�:� ¡f�W�q� & 6 Ú ©fØ 6 à�� 6 à�� 6 à�� 6 ­�±
Ñ��Q�D� 	
�(�?ÇF�:�
�W�:���m�:�m�W�y�H� 4 �\�W�W�y���º���H�v�W�m¿ J 6 Ú J ©fØ� Hà��" dà��) �­�±

>$�d�W���W�0�H��³#���:�\� �W�:�¼�H�m§q�d�W�m�W�:� ���H�m���~�H�m�:�
°F�d�W� �¹�H�:  �2³#����¥���� ¦ �H�v�W�m�W�m�d�D�W�=�
«q�H�v�y�H°:�m���7�H¡��v�:� ¦ �W�q°=�w�\� �m���W���o�#��¥��y�H�W�v����± ² �:�#ÇF�v�W�#¥��q�:�v�m�W�W�#�H¡��v�:�$«q���W�y�H°=�w�\� Ø2³����H�: 8�
���:�m¥?�£�H�v��¤=�:�W���v�W�v�w¥\�W�� ��w���v�w§d�!���: ����:�m¥?�£���W�#�:���� :�\ ��W�$�\«q�H�m¤F�H�v�Q�W�=� ¦ �v�q°:�m��� ¡f¤:�:¥��v�w�d�:��³
�m�:¥��m¤: :�m�:§��v�:� � �H§q�?�H�:§d�y�H� \ ©.Ø2à��:à��q­�± ² �:���W�\¥��q�: ¼¥��y�H�v��¥��q�:�v�m�W�W�(�H¡��v�:��«q���W�y�H°:�m���F�����: 
�¼���:�m¥?�ª�H�v�£�v¤:°qÅ?��¥\���W���:�d��»¬�=��§����W�m«��w�o¨�¥��q�=�W�W�?�H�m���W�%È��v�:���W�����W���W�:���q�=�w¨�«q���W�y�H°:�m���(�W���v���
°�¨��v�:���w�=�w�v�y�H� ¦ �d�w���#�W�v�~�H�v��§q¨�±

�2� & �0�%�� �Ò:�%�.�0� � ² �:�$�m���W���v�m�q� ¦ �d�w���Q�����W�=�� �¡f�q�W������¢�¤F�� :�~���W�m¥$���� =���:�H¡��v�:���:�q�U»
�m�m�:���H� ¦ �v�q§q�?�H���H���W�=� ¦ �v���m�w���m�F�H�v¨ ¦ �d�m����©.Ø! Hà��" Hà��# %­�±"!#��¥��H¤=�W���v�:�m�£¢�¤F�� :�~���W�m¥����� =���
�W� ¦ �W���v�����W�£���m���W�=���m��¡.�q�v�º���W�m�q���%«q�H�m�y�H°:�m���H���W�=���W�?�H�W�%³0�w�����H�d�����W���=�W���W��¥��d�:�W�m :�������F���
«q�H�m¤:�\���H¡ &�6$Ú ©.Ø26�à���6%à��86íà��86�à��26�­#���d¤:�m º¥\�q�:�v�W�m�W¤:�v�!��§d���� ��m�:�m�W�y��� ¦ �d�w���#¡.�d�����m�:�m���mÉ��m�:§
�W�=��¢�¤F�� :�~���W�m¥����� :���o± ² ��¤:�%³:�d¤:���m�:�m�W�y�H� ¦ �d�m���#�W�v�~���W��§d¨��m�����d�W�m«q�H�v�� �°�¨��W�:���W�=���q�v¨Ä���: 
¦ �?�H¥��v�w¥\���H¡7�w���v���W�m�q�������W�=�� =�Q¡.�d��¥��q��«d��¿�¢�¤F�� :�~���W�m¥ ¦ �W�d§q�~�������Â�:§0±
Ã�����¨��m���W�\�W�m�q�#�����v�:�� :��¡.�q�#¢�¤F�H :�?�H�v�w¥ ¦ �W�d§q�?�H�����m�:§$¥�����°F���W�\�����H� ¦ ���W��¡f�q�m�m�H���w�=§

���\�W�:�� :�%± *(�:�����%¨��H¡J¥?�F�H�?�H¥��v���W�mÉ��m�:§
�W�:��¥��\���v�~��� ¦ ���W���m�Q°�¨��������:�7�H¡J�W�:���=���m§q��°F�d�W�:���� 

# -%$ © 4Qà $ ­�Ú 0"&3<�& � © &q­'& C)(+* 4Q´,& � © & 6 ­�& C)(�6 ¸Wà�©d�dà��0­ G Ü:à�� 7=9>; � 7:9�; Þ $ ( 1�à

���:���v� 4 Þ ¶q³ $.- ©fÜ:à%¶�­��H�:  ( Ú � � � C�D ±¹�o���F�H��°0�����¾�v�:�H��� ´m¶q¶v¸$�v�F�H�
¡.�d�£¥��\�W�~���m�
¦ �v�w���H�¯»o :¤F�H�������v�:�� :��³��Â¡��W�:���W�W� ¦ c0/¼�m���W���v�W�W�m¥��v�� '�H������¥~�¾�m�W�\�~�H�v�m�q�D�v�¹�W�F��� &
/ _ 6 -
# -%$ ©�4Qà $ ­�³��v�:�����v�:���W���m�Q�v�:�$�v��¢�¤:���:¥�����¡��W�W� ¦ �m���:§q�v�:� 0Tc0/�1$�W�0�H�Q�m�Q°0�q¤:�= :�� º�%���%¨�¡.�v�q�É����v�F±QÃ��d�W���H«d����¡.�q����¡¬���w�v�m¨����m :���~���:§q�(�H¡��m�:�m�W�y�H� ¦ �q�m���W�Q�v�:���W��¢�¤:�\�:¥���01& � ©�&
/q­�& C)( /�1$���m�m�
�W�\�º�H�m��°0�q¤=�: :�� �³7�v�:���W�\¢�¤=���:¥����?� 7=9>;/ � 7:9�;/ C)( / ���w�m�Q�v���º���m��°F�d¤:�: :�\ D�%�Á�%¨�¡f�W�q� É����v��¡.�d�
��«d���W¨+2A���: 43����: ��v�:�$�m�v���~���W�m�q�����w�m�:¥\�q��«q���v§q�q± ² ��¤:��³�¡.�q����§d���� �¥~�=�q�m¥��$��¡A�m�:�m�W�y��� ¦ �q�m����³
�W�=���m�v���~���W�m�q���W�?�%¨����w� # -%$ © 4Qà $ ­\³�¡.�d���v�q��� 4D�H�:  $ ±² ¨ ¦ �w¥%�H�:�v�~�H�v���v�W�?�H�W�\§q�m���#¡.�d�A�m�m�:�������H�= �¢�¤0�H :�?�H�W�m¥ ¦ �W�d§q�~�������Â�:§�´m¶H³�e:³�µ\¸Ð���W�W�\� ¦ �Q�v�
¥?�:���q�v��� ¦ �q�m�������:�m¥?���m�#¥��m�q�v���v�£�v�:��¥������W�?�H� ¦ �H�v��³��m���W�=�������W�v�m¥��W¤:§d§q���v�W�� �°�¨��v�:�� :�?Ç:»
�:�m�W�m�d�£��¡ # -�$ ©�4Qà $ ­�± ² ��¤:��³d�W�=��¨��H�v�W��� ¦ �7�W��ÇF�= �� ¦ �d�m��� ¡.�q�7���:�m¥?�5& � © &�6�­'& C)( 6��m�Q�v�º�H�m��H�= �¡f�q�����:�m¥?���:�d�:���H¡Q�W�:� ¦ �W�� :¤:¥\�W� � 7=9>;6 � 7:9�;6 �m����¤:¥?���v�º�H�m�m���#�W�F��� ( 6H± = �m�W�:�d¤:§q���W�=���W�
�W�?�H�v���W�W�?�H�v��§q�m�����H�v���:��¤:�v�w�v�W�m¥q³=�W�:��¨��H�v�����J��¥��W�m«d���m� ¦ �?�H¥��v�w¥\�q± ² �:��¨��v���: ��W� ¦ �W��«d�����$�W�=�
�W�v� ¦ �m���:§d�W�%c 6 ¡.�v�q��°F���m�:§��v�º���w�J�H�= º�v���: ��W��°0�q¤=�:  01& � ©�&
/q­'& C)( /�1�°�¨º���W���H�m�0��¤=��°F���%³
���:�m¥?���w����¡.�W�\�6& � © & 6 ­'& C7(�6 ±

7�¤=�w�\�!¶�»Êá ¦ �y�H¥������:�d��»o�:��§����W�m«q�
�w�H�#����°0�q¤:�: ¼�q�(�¹�H�= .�d³����=�w¥?�¼�m���W¤:�v� ¦ �y�H¥��\�£�
�m�H���\�$°0�q¤:�: ¼�q�����H¥?�¹�H¡#�W�:���m� ¦ ���w�v���m�W� ¦ �v�� :¤:¥��v��±57�¤:�m��¶
�m��°0�H�W�\ ª�d�ª�v�:�£�d°:�W�\�W«q�H�v�m�q�

ð



�W�0�H���W�=�£�%Î��:�
�W¥����w�m�:§��W�v� ¦ �H¡.�v����¥�� ¦ �v¤:�W�\���v�:���v¥��H�m����¡ �v�:��«q���W�y�H°:�m�����H�= ��W��¥?�:���q�v�����
¦ ���W�v¤:�W°0��  ¦ �q�m�������m�v���W�:���~�������v¥��H�m�q± 7�¤:�m����á
�m��°0�H�W�\ º�d���v�:�$�d°:�W���v«q�H�v�w�d���v�F�H� & � © &q­�&
§q�v�H���$�m�m�:�����W�m¨��m� &d©d�dà��0­�&
°:¤:� ( §q�v�H���$¢�¤F�� :�~���W�m¥��H�m�m¨�³:�H�: ��W���v�:�¯¡.�W�m�:§����w�2�W�:�
«q�H�W�y��°:�m���
���m�m�:�W���= º�v�£�m�:¥\�W�����W� ( 6#¡¬���W�W�\���W�F�����m�Q�m�:¥��v���H�v��� � © &�6�­\±7�o�87�¤:�m��á
�W�=�$�W¥%�H�m���H¡��W�=���íÎ��:�
�W¥%�H�m�m�:§£�v�W� ¦ �w���m�:¥\�q� ¦ �q�?�H�v�� ��w���v���W�:���W�=�Â¡f��±

4 �H�#��«d����³��m�7�m���m� ¦ �q�v�~�����2�W���d°:�W�\�W«q���v�F�H�7¡f�q�Q�v�:� ¦ �v�m�º�H�¯»o :¤F���q�W¨��v�W��� ©fá:±*Wq­\³q�=���m�W�:���
K5���=�q� K5�¹ :� ¦ ���= :�£�d�¹�W�:��«q���m¤:�£��¡ Ø2³]���q� �=±�Ã��d�W���H«d����³7�v�:���º��¿��m��¤:���W�W� ¦ c¾¡.�d�
���:�m¥?�8�bP c]K5���H�= 8��P c]K5�º���W�(�:�q�:�=��§����W�m«q�� :�����#�:�d�� :� ¦ ���= ��q��Ø�³����H�: 8�=±7�o�Q�m���:�d�
 :�¯Î�¥�¤:�m���v���W�����W�F���#¡.�q�(���d�W�#¢�¤0�H :�?�H�W�m¥ ¦ �v�q§q�?�H�����m�:§��H�m§q�d�W�m�W�=����³d�W�=�������W�m�W�
�W��¢�¤:���=¥��
�H¡0�w�v���~���W��� 0�©d� / à�� / ­.1� :�����7�:�q�7 :� ¦ ���= ��H�Q�H�m���q��©fØ�6Hà���6�à��86�­�± ² ��¤=�A�v�:�#�W�mÉ����H¡ & � ©�&�6�­�& C)( 6
�m�7�:�q�7�m� ¦ �q�v�~�H���J�m�£���!��°:�W�d�w¤=�W�#�W���:�v�q±Q�o�7�m�7�q�:�m¨��m� ¦ �q�v�~�H���J�v�F�H�2¡.�d�A�v�:�#¥~�=�q�W�\��©d� 6 à�� 6 ­�³
�W�=���W���\¿��m�v�W���
¥?�:�q�m¥��
�H¡Á©fØ 6 à�� 6 à�� 6 ­#�v�F�H�����H�q�\���v�:���~���W�m�+& � ©�& 6 ­�& C7(�6 �v�º���w�o±
�o�D�=�q�:�m�m�:����� ¦ �W�d§q�?�H�����Â�:§��m���m�£���m�W���W��¥?�:���d�W�¹©.Ø26�à���6íà��"6?­£Ú ©fØ� dà��" �à��) �­�³��~���W�:���

�W�0�H��¤:�v�m�:§��W�:���%Î��:���v¥��H�m�m�:§�«q���w¤=����³U¡.�q�(�W�:��¡f�q�m�m�H���w�=§��W�����W�d�:��±$À2�m�W�v��³0�#� ¦ �W�\�W���v«q���W�=�
¤:�v���o»o�W¤ ¦=¦ �m�w�\ ��W�?�H�v�W�m�:§ ¦ �q�m���QØ� H³��H�= ����$�%«d�q�m ��W�=�$�W�m�v�£�v�F�H�Q�v�:� ¦ �v�q°:�m��� ¡.¤:�:¥��v�m�q�:�Q���%¨
�:�d��°F�� =�?ÇF�:�� ¹�H���v�:��«q���w¤=�$§q�m«d����°�¨��W�:���%Î��:���W¥%�H�m�m�:§��W�v� ¦ ±�Ã��q�v���H«q�\��³0�q¤:���=��¤:�W�m�v�W�m¥��
�H�v�£°0�H�W�\ ¹�q�ª� ¦ ���W�W�m¥�¤=�®���$¢�¤F�� :�~���W�m¥£���� :������¡Á�v�:� ¦ �W�d°:�m���ª± � �F���:§q�m�:§�©fØ�à��:à��q­����w�v���W�
�W�=�w��¢�¤F�� :�~���W�m¥����� :���o³d���:�m¥?� ¦ ¤:�v�$�m���W��¢�¤:���W�v�m�q���W�:�
¤:�W�?¡f¤:�m�:���W�(�H¡7�W�:���v�£�=��¤:�W�m�v�W�m¥���±

�Ð� ���HÒF�H�%�¬��Ò���	�Ó � �fÑ�Ó¹Ñ����%Ò:���é�F� �$Ö¹�£���m�m�7�W���v���q¤=���m�:�m�W�y�H� ¦ �d�w�����W�v�~���W��§d�w�\�£¤:�v�m�:§��������	�
 ´*)�³$¶%Ü%¸W³��¼�W��¡.�o�Á���W� ¦ �H¥?�q�H§d�º�v�F�H���m� ¦ �m���������v�!�¼�:�d�:�m�m�:���H���m���W�\�W�m�q�������v�:�� �±
Ö¹�����m�m�7¤:�W� ��������	�
��
��	������ ³0�W�:��«d���W�v�m�q�¼�W�F����¥\�q� ¦ ¤:�W���(�W�:���v�W� ¦ ¤=�W�m�:§� =�w�v��¥����m�m�:�����
�H�m§d��°:�~�=±
² �£ =�����d�:�W�v�~�H�v���W�=��§d���:���?�H�Q� ¦=¦ �m�w¥%�H°:�m�m�m�o¨��H¡Q�q¤=�$� ¦:¦ �v����¥~�2³:�#�����m�W���W�\�W�$�m��¤:�v�m�:§��

�W�m� ¦ �m���m���W�\�W�m�q�$���w§d�q�v�w�v�:�� :���W�m§d�:�� ¼� ¦ ��¥��¯ÇF¥����w�m¨�¡.�d�$�W�=�w�(�W�v¤: :¨�± = �w§d�q�v�w�v�:� W=±w¶
�q¤:�v�m�w�=���
�W�=�w� ¦ �W�m�º���Â»o :¤F���:�m�W���?�H�v�w�d��± ² �����%�H�W¤=�W� ¦ �W�d§q�v���W�%³F�#����� ¦ �w�H¨��W�=�������v�m�7¡.¤:�:¥\�W�m�q�

��� ©.Ø2à���­7Ú ×�©fØF­#�.C�� �w�d§�� 7:9�; P�� &Q´ �,+ ©fØF­\à � - ©fØ�à���­¬¸ & [ à©dW=±m¶�­

���:���v���5G Ü��m���v�:� ¦ ���F�H�m�o¨ ¦ ���~�������v����±

�'� �0�F�H�f� � Ó �Ð�y�0��� ����� ��� � ��!)�	�#"��
���$�%� �1�#�&"(')!+*,*�!.-�/10 �2� �)�#��!.�
� �:���q�v���W�q�m���?�H�:¥\��� (43�576 à � 3�576 à98J±
h���� 3 � ¶��H�: ��w�=�w�v�y�H�m�mÉ��:�0±
� �q� ¦ ¤:�v� &�6�Ú ©.Ø26�à���6Hà��"6�à��86íà���6?­��H�: ?C�6�¤:�W�m�:§ = �m§q�q�v�m�W�:� ):±m¶
� �q� ¦ ¤:�v� ( 6�Ú � � 6 ��6 CED ���:  � 6�Ú � © &�6�­\³:���:�\�W� � �m�� :��ÇF�:�� ��m�¹©.á=±*)q­�±
Ô � � �fÑ ( /�Þ (;3#596 �F� & � ©�&
/�­�& $ Þ � 3�576 �2�

h��q�m«d���v�:� ¦ �W�m���H�¯»¬ =¤F�H�:�v¨��W�W�\��©.á:±*Wd­7¡.�d�IK'&
/:±
� �q� ¦ ¤:�W�=<c / � �º�H¿�0 c - ©.Ü:à%¶?¸ <�� / PVc]K5� / Þ>8�� / �H�= <� / PSc]K5� / Þ?8�� / 1�±
% ¦  F�H�v���W�=� ¦ ���F���m�o¨ ¦ ���~�H�����W�\�@���Â¡7�:��¥��\�W�~���W¨�±
% �v�£���m�w�=�?»¬�v���H�v¥?� ¦ �W��¥��� :¤=�W���W��¥?�:���q�v� & / _ 6H±� �q� ¦ ¤:�W� ( / _ 6ÁÚ � � / _ 6 � / _ 6 C�D �H�:  � / _ 6�Ú � © & / _ 6�­�±��	 & � / _ 6	& $BA C / Ò=� � ( / _ 6 A ¶%Ü C / � � Ñ��C�/ _ 6 � �º��¿�0 ( / _ 6.C ¶q¶dà�¶%Ü - [@C (;3�576 1�±
Ñ����\Ñ

C / _ 6 � C / ±
Ñ�� �½� 	
3 � 3&P ¶d±

Ñ��Q�6�2�
ä



² �:���H�m§q�d�W�m�W�=� �q���w�v���W��«d���~���Q�q�\¨��(�W�v� ¦ ���:�\�� :�� ¹�v�����:�v¤:�W��§d�m�q°F����¥��d��«d���W§d���:¥��d±��o�
¦ ���W�W�m¥�¤=�®����³%�m��¥������q�=�w¨�°0�Á� ¦:¦ �m�m�� ��W�(¥��q��«q�\¿ ¦ �W�d°:�m�����J�v�m�:¥��#�w�2 :�������=�q�7�m�:¥��m¤: :���Á¡.�����W¤:�v�
¡.�d���F���: :�m�m�:§¹�:��§��H�W�m«d��¥�¤:�v«q�H�W¤=�W�q±
>(�q�:���v�:���m���v��³��#��ÇF�=  �v�F�H���W�:�m���v�m� ¦ �m���H�m§q�d�W�m�W�=�
�m�£¤=�W�?¡.¤=�#¡.�q���m�w�m¤:�v�W�?�H�W�m�:§��W�:�����Í�\¥��W�m«q�\�:���W����¡$�W�:���m�:�m�W�y�H� ¦ �d�w�����:��¤:�v�m�W�W�m¥��%È��:�d��»¬¥\�q��«q��¿
¦ �v�q°:�m���������m�m�F°0���v���W�v�� ����m�W� ��������	�
 ±

�Ð� ���7Ó¹Ñ��H�¬��Ò��������QÑ��H�.Ó¹Ñ��2� � � = �m�Q�v�:���W�\�W¤:�m�W�
�w�¼�W�=�w�
�W��¥��v�m�q�¹���m�m�A°0� ¦ �v���W�����v�� 
¤:�v�w�=§��W�:���m�d§��H�v�m�W�:���w¥ ¦ ���Ê¡.�q�v�º�H�=¥�� ¦ �W��ÇF�m���$ :�\�W¥��v�w°0�� ¼�m�Æ´ A%¸W±Q�o���v�:��ÇF§d¤:�W���%³0�W�:��¨d»W�H¿��m�
¦ �m�q�v��� / ©��~­#���:�m¥~���m�� :�?Ç0�:�� ª���

� / ©��~­QÚ
�:�F±2�H¡ ¦ �v�q°:�m���������:�\�W���m�d§ [ © ���
	 / ­ * �

�W�d�~�H�J�=�F±7�H¡ ¦ �W�d°:�m�����
à ��Þ Ü=à©de=±m¶�­

���:���v� � �
	 / �w���W�:�(�~�H�v�m��°F�\�o�����\���W�=�$�W�m�����v���W�d�w«d� ¦ �W�d°:�m������°�¨£�v�q�m«q�\�I� �H«q���#�W�:�(�m�H�����v�
�W�m���$�W�\¢�¤=�w�v�� �°�¨º�H��¨���¡ �v�:���W�d�w«d���W�%± ² �:��¿d»W�H¿��m� ¦ �m�d�W�
��±
Ö¹��ÇF�W�v���v���W� = �m§d�q�W�m�v�:� W:±m¶��d�6�v�:�ªÃ����W�d�o»WÃ���É����W�q���v������¡�¢�¤F�� :�~���W�m¥ ¦ �W�d§q�?�H���%È

�W�\���������
���������������
���� !��"��!�#�%$&���������
��'
(�(�(��
)���*%+, ��%-&.��%-&"
��-&��./���
��-& 0±Q�o�¼À��m§d¤:�W�5e:±m¶��#�
¥��d� ¦ ���W���v�:����¤:��°F�\�£��¡$�w�v���~���W�m�q�=���W��¢�¤:�m�W�\ 6°�¨ = �w§d�q�v�w�v�:� W=±w¶ ¤:�W�m�:§(7�¤:�m����¶��H�= 6á:³
�H�= D¤:�v�w�=§��:�¼�w�=�w�v�y�H� ¦ �q�m�����W�v�~���W��§d¨ © >(�q�o�:�m�?­�± = �m§q�q�v�m�W�:� W:±m¶��0�H��°F���\�6�m� ¦ �m���������W�� 
�m�ªÃ = ² � = ! ���: �¤:�v�����W�=� 4 h � �W�q¤=�W�m�:�10�2�3�4¼´65\¸ �v���W�q�m«d���W�:� ¦ �v�w���H�¯»o :¤F�H�J�v¨��W�W�\�ª±��f¡
�:��§��H�v�w«d��¥�¤:�v«q�H�W¤=�W���m�Q :���v��¥��W�\ �³:�v�:�����w§d�q�v�w�v�:� �v�W� ¦ ��± ² �:� ¦ �H�?�H�����W���v����¡ = �m§q�q�v�m�W�:�
W:±m¶
�#���W���v��������´ ( 3�576.à � 3�576yà98d¸FÚ ´m¶�Ü -87 à%¶�Ü -87 à~Ü � ÜdÜNWí¸Ê±

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 4 8

log2-scaled no of iterations

Rule1
Rule2
NoInit

9;:6<�=�>?=A@�x8B!C?DFEHG�I�JLKNMAOPG�IHQROLM�JTS�U&KRJTI/VXW YZJTI�M[OL\]D_^R`LabJTSdceCfQhgRIiQROLMkjNl�I#JmYRIiQRD
U�`

>$�\¿����#�£�v���W� = �m§q�d�W�m�W�:� W=±m¶��q�(Wqµ ¦ �W�q°=�w�\����¡f�W�q�Ì�v�:� � %$² Ë7��¥\�q�m�m��¥��W�m�d�D´`á\¸ �v�F�H�
�#���W���W���m��¥\�W�� ¾�H��¡f�q�m�m�H����±�Ö¹���m :�����W�¯ÇF�� ¼�H�m� ¦ �v�q°:�m�����$���m�W���w�=��¢�¤F�H�m�m�o¨�¥��d�:�W�v�~���w���v���v�F�H�
¥��d¤:�m ª°0�£�v¤:�¼�w���w�\�W���v�F�H�%)dÜ����m��¤:�W���%± ² �=���ª�#���W�����H«q�� ª���m� ¦ �W�q°=�w�\�����W�0�H��¥��q¤=�w ¼°0�
�W�d�m«q�� ¼°�¨ª�H�m�7�W�v�~�H�v��§q�m���
�w�¼�m���W�
�W�F���6¶%Ü��m�v���~���W�m�q�:�%³��H���#���m���H� ¦ �v�q°:�m������¡.�d�����:�m¥~�¼�W�=�
��¤:��°0�����H¡�«q�H�W�y��°:�m��� ¦ �m¤:�
¥��q�:�v�W�?�H�m���W���m���m���v���W�F���.WdÜ:±�Ö¹���H�m�v�º�v�����H«d�� ª���w� ¦ �v�q°:�m�����
�m�����:�m¥?���:��§��H�W�m«d�$¥�¤:�v«q�H�v¤:�W�����H�# :���v��¥��v�� �± ² �:� ¦ �\�o¡.�d�W�º���:¥����H¡ = �m§q�d�W�m�W�=� W=±m¶$�d���W�=�w�
�W�\�W�Q�v�����H�v� ¦ �W�\�W�����W�\ ��m�£À2�m§q¤:�v�Fe:±`á:±�Ë «q�����W�:�d¤:§q���W�=�w�7�v���W�Q�v���Q¥��d���~�H�m�:�7���H��¨ ¦ �v�q°:�m�����
�W�0�H��¥��H�¹°0���W�q�m«d�� ª¢�¤:�m¥?���m¨º¤=�W�m�:§��W�:�� =�?¡¬�H¤=�w���v�~�H�v�W�m�:§ ¦ �q�m����³J�#�£�=�q�W���v�F�H���v�:�£�m�:�m�v�®���
¦ �q�m�����v�W�~���W��§d�m���$¨��m���m ����v�w�m§d���#�m� ¦ �v�H«q���������Q�m���v�q°:¤:�v�W�:�\�W���H�: ��?Î�¥\�w�\�:¥�¨�±

è



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 4

log2-scaled no of iterations

Rule1
Rule2
NoInit

9;:6<�=�>?= �%x8B!C?DFEHG�I�JLKNMAOPG�IHQROLM�JTS�U&KRJTI/VXW YZJTI�M[OL\]D_^R`LabJTS��������8I l%I#JRE�W6G�D
U�`

À2�m�F�H�m�m¨��#�£�v���W� ��������	 

	���
 �q� eNe�¥?�F�H�m�m���:§d�w�=§ ¦ �W�d°:�m�����(�W���m��¥��v�� D� ¦ �\¥��¯ÇF¥��H�m�m¨�¡.�d�
�W�=�w���W�W¤= :¨�± ² �:�(�W���Q¥\�q�:�v�w�v�W�#�H¡J���d�W�7�H¡J�W�:� !��v¤:�:��� ¦ �v�q°:�m������³H«q���W�m�q¤:�7 :�¯Î�¥�¤=�w� ¦ �v�q°:�m�����
�#���0�%«q���m :�����W�¯ÇF�� 2³:�H�: ��W�d��� ¦ �W�d°:�m������¡.�W�d� �W�=��������� 	 �W�\�W�$�v����±
�o�£À2�m§q¤:�v��e:±*)#�#�Q�W� ¦ �d�W�7�W���v¤:�m�W�2¡.�d�^7�¤=�w��¶(©y���:�m¥?��§q�m«d�����v�:��°0���v�A�v���W¤=�w�v�2¡.�q� ��������	�
 ­

�H�= ¹¡.�d���W�:�� :�?¡¬��¤:�m�£�v�F�H��¤:�v�����:���m�:�m�W�y��� ¦ �d�m���
�W�W�?�H�v��§q¨ © >$�d�o�:�m�~­\±�Ö¹���W�\�'4 6 Ú ¶��m�
7�¤=�w��¶q±�>$�d�W���W�:�� :�?�H���H�W�m¥#�m� ¦ �v�H«q���������A�m� ¦ ���Ê¡.�q�v�º���:¥�� ¦ �W�H«��m :�� �°�¨��v�:���w�=�w�v�y�H� ¦ �q�m���
�W�v�~���W��§d¨�± = �����W���v¤:�m�£��¡$�W�:�m���W���v�W�m�:§0³7�����W��¥��d�������: ¼�W�:�m�£���!���¹� ¦ �v�w�d�¹�m�¹�:�q�:�m�m�:�����
�m���W���v�w�d�������v�:�� :��±

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 4 8 16

log2-scaled no of iterations

Rule1
NoInit

9;:6<�=�>?= �Hx&B!C?DFEHG�IbJ�K M[O�GeIiQROLM�J S�U&K JTI�� S�M[OLI#JT`
æ



���%ÕJ�7�:Ô��fÑU� �0Ñ�Ó¹Ñ��2� � �£Ö¹���#�q¤:�m ��m�m�q���W���v�F�H�:�?6d�q���� � ¤:�m��Ã��q�?�H�m���(¡.�q� ¦ �v�H«��w =�w�=§��W�=�
Ã = ² � = !¾¥��� :������� ���=�w¥?���W���v«q�� ª�����v�:�$°0�H�W�m��¡.�q� = �m§d�q�W�m�v�:� W:±m¶q³q���: <7 �m¥~�0�H�W �ÖD���m�WÉ
¡.�d���w� ¦ �m���������W�m�:§��v�:���w�=�w�v�y�H� ¦ �d�w�����v�W�~���W��§d¨��m� ��������	�
 	���
 ±

823Fî:308�30CA-03JN
� ì
	$32xíE#xH1�gHsHcve._fcWg�>�@íx�5 l�gHs��W^`lH>�-2xH+�ñcW_
��ñb\e.l�_v>�b�gHs��Qx���u�xJ,yt�aHp`cvt�cWg%hyb�hf^ l�g#l?k:^`g%h.cve.^`l�e0aql\^`g�h0t�cWhf]%|

l�sH_Ðkwl�e7p`b�efi�cQ_fnWb\p`cQp`^`gHcWb�e2aHe.l\i�e.b\t�t�^`g�iHx2,yg�97x�9�cWefp`b�r%j�>qcvsH^`h.l\eW>���S�OPG�I�MPJTI��!JTMAS�O��1G�OL\fJegRU MAS
�1QROL\ZG�D QROLMkjHQRW��8I�JPYRIHQRD D
MASZY�>AaHb\i�cW_�ìvë�ï��íê�ä\ê%>:E7l�e.sHefcWno]%hv>�9J]Hc(C�cWhf]HcWefp`b�gHsH_v>Fìvï�ï�èHx:M7p`u%{Fcve
1�nvb�sHcWt�^`nJò0uH�Hp`^`_.]Hcve._vx

� ê�	$,oxqóJl\gHi�b�efh��\>�1Qx�8Qx�-0l�gHg�>HCQx�,oxq+�x�57l�uHp`s�>Hb�gHs�ò0]�xq40xq9�l�^`g%hWx�������� ��-0l�gH_fh.efb�^`gHcWs(b�gHs�â�gHnvl�g%|
_.hfefb�^`gHcWs�9�cW_fhf^`gHi�30g�}%^`efl�gHt�cWg%hWx�V �!� �%IiQRS�U�Q]jeOkMPJTS�UFJTS"�1QROL\ZG�D QROLMkjHQRW�#�JLK�O%$8QRIiGÊ>�ê%ì'&fì)(*�`ì~ê?å��
ìWè�çH>Hìvï�ï�ä%x

� å�	$8Qx�/�x�óJj%e.s�>?+�x�32x�/�ef^`�Hb�ev>~b�gHs�@%x�C2l�nvcWsHb�pmxH1�g�^`g%hfcWef^`l�e�aql�^`g%h:b�p`i�l\e.^`hf]Ht�kwl�e0p`b�efi�cF_fnWb\p`cJgHl�gHp`^`gHcWb�e
aHe.l\i�e.b\t�t�^ gHiHx�#+�HV��-,�JTC?I�S�QRW&JTS/.�l�OLMAD
M 0RQROLMPJTSH>Hï�&wð1(
� ë�æ\æ���ï�ç?çH>%ìWï�ï�ï�x

� ð�	$32x�E#xqE7l�p`b�g�b�gHs�@%x�@%x�+�l�e%ñc�x7óJcWgHno]Ht�b\e.r%^`gHiQl�aHhf^`t�^2�Wb�hf^ l�g�_.l�kwhy{0b�efcQ{J^`h.]
aqcWeékwl\e.t�b�gHnvc�aHefl?zqp`cW_vx
�1QROL\ZG�D QROLMkjHQRW!� I#JPY IiQRD
D M[SZY435#�G�I�MkGeU/V7>HïHì6� ê?çHì
�íêíìWåH>~ê?ç\ç�ê%x

� ä�	$1QxHîHl�ef_fi�e.cvg�>�ò:xH32x�5 ^`p`pm>�b�gHs�+�x /Qxdã�e.^`i\]�hvx�,ég�hfcWef^`l�e0t�cWhf]Hl�sH_�kml�eJgHl�gHp`^`gHcvb�e:l�aHhf^`t�^2�Wb�hf^`l�g�x�#+�HV��
7 G*8�MLG
$0>íð\ð�&wð1(
� ä�ê\ä��íä?ï?ëH>�ê?ç�ç�êíx

� è�	$32x�+�^`no]Hb�cWp757cWefh���b�gHs�Ndx�@%xJã�ef^`i�]%hWxDB2�19.cWnvhy|yl�ef^`cWg%hfcWs�_.l?kmhy{0b�e.c(kml�e�:%uHb�sHefb�h.^`n(aHe.l\i�e.b\t�t�^ gHiHx
9�cWno]HgH^`nWb\pHe.cvaql�efhW>�-0l�t�aHuHhfcWeJN%nW^`cvgHnWcW_=EAcvaHb�efh.t�cvg�hv>~â2gH^`}�cWef_f^`hyjQl?kFã�^`_.nvl�gH_f^`g�>�ê?ç\çHì�x

� æ�	$/�b\e.{0cWp`pHN%uH�He.l\uHh.^`g%c�4�^`�Hefb�efj�x V jHQROPQRWAJPYRC�G JLK U�CfEeI#JTC?OLMAS�G�U<;%=5#+>@?BA'A'A
C?x%1�301�9Jcvno]HgHl�p`l�i�j\>./�b\e.{0cWp`pm>
B2��kml�e.sH_f]H^`efc�>?3FgHi�p`b\gHs�>�ê?ç\ç�ê%x

� ë�	�Ndxq+�cW]Hefl�hfe.b�x B2g�h.]HcQ^`t�aHp`cvt�cWg%h.b\hy^`l�g�l?kJb$aHef^`t�b�p |ysHuHb�pH^`g%h.cve.^`l�eJadl�^`g%h�t�cWhf]Hl%s�x�#+�HV��D,%JTC?I�S�QRW
JTS/.�l�OLMAD
M 0RQ OkMPJTSH>qê1&mð+(
� ä\æ�ä���è?çHì�>\ìWï�ï�ê%x

� ï�	$8Qx�@%xFE:b�gHsHcve.�dcW^Hb�gHs�E#xqîJxqN%]Hb�gHgHl�xÍ12g�^`g%h.cve.^`l�e0aql\^`g�hJb�p`i\l�e.^`hf]Ht¼kwl\e�gHl�gHnvl�g�}\cW�#gHl�gHp`^`gHcWb�e0aHefl?|
i�efb�t�t�^`gHiHx�� JTD!l�C?OPQROLM�JTS�QRWG.�l�OLMAD
M 0RQ OkMPJTSdQRS�g V l]l�W MkjHQROLM�JTS�Uo>:ìvå�� ê?åHì
�Hê�ä�ê\>�ìvï�ï�ïHx

� ìWç�	�8Qxd1QxHã�b�p`h
�Qb�gHs�@%xHC�l%nWcWsHb\pmxFM7C�,y9J8�B uH_.cve4H _Jt�b\g�uHb�pmx:9�cvno]HgH^`nWb�pd8�cWadl�efhÍB29�-¼ê?ç�ç�å+I�ç�ä%>�B2aHh.^ |
t�^2�Wb�hf^`l�g#9�cWno]HgHl�p`l�i\j�-0cWg%h.cveW>%C�l�efhf]�{0cW_fh.cve.g#â�gH^`}\cWef_.^`hyj\>�3F}?b�gH_fhfl�g�>~,é4F>Hâ7N%1Q>H1�aHef^`p�ê?ç\ç�åHx

� ì�ì
	$Ndxí@íxíã
e.^`i�]%hvxJ� I�MAD QRW KMLNCfQRW���S�OPG�I�MPJTI
KM�!JTMAS�OG�1GeOk\�J�gRUoxJN%,y1�+�>�ò0]H^`p`b�sHcvp`aH]H^`bH>~â7N%1Q>�ìWï�ï%æ%x

ë


