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Enseignement a I'Université, perspective institutionelle et contrat didactique.
Le cas de la dualité en algebre linéaire
par Martine De Vleeschouwer

Résumé :Notre travail de recherche a pour objet d’étuddualité en algébre linéaire. |l
positionne dans une perspective institutionnell@sCainsi la théorie anthropologique
didactique qui sert de cadre théorique principabtie travail, et qui nous permet de propg
une description deecteur dualit&lans le domaine de l'algebre linéaire, en le démsant en
cing themes. Une analyse de la dualité comme saveinseigner est réalisée a différe
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nts

niveaux, avec entre autres l'introduction et lard&#bn decing finalités outilpour ce secteut.

Sur base de cette présentation, une enquéte cantdéardualité a été congcue et menée au
d’étudiants inscrits en premiere année d’univergité mathématiques ou en physiqu

res
a

'université de Namur (Belgique). Nous en préseatdes résultats en catégorisant [les
difficultés rencontrées par les étudiants. Nous tnoms de quelle maniére nous pouvons
parler de transition a propos de dualité, et contnes difficultés identifiees peuvent éfre

interprétées comme des conséquences d’'un changememntrat didactique institutionng
Enfin, nous formulons des propositions pour licwotion de la dualité en algebre linéai
L’énoncé de différentes perspectives conclut nivéeail.

Teaching at University, institutional point of view and didactical contract.
The case of duality in linear algebra
by Martine De Vleeschouwer

Abstract: The object of our research work is the study oalidy in linear algebra. Ar
institutional point of view is adopted. The anthotgmical theory of didactics has been cho
as main theoretical framework. It allows us to g a description of theuality sectorin
the linear algebra domain, by decomposing it inte themes. An analysis of duality as

b,

re.

knowledge to be taught is realized at various Eweith among others the introduction gnd

the definition offive purpose tooldor this sector. Drawing on this presentation,uavey
concerning duality was elaborated and submittestudents enrolled in first-year univers
mathematics or physics programs at the UniversitNamur (Belgium). We present th

results by categorizing the difficulties met by ttedents. We show how we can speak

transition about duality, and how the identifieffidulties can be interpreted as consequer
of a change of institutional didactical contracindfly, we formulate propositions for th
introduction of duality in linear algebra. The staent of various perspectives concludes
work.
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Introduction

La dualité a joué un réle central dans la mise au fe notions élémentaires en algebre
linéaire (Dorier 2000). Cependant, aucun travadadtique a ce jour ne l'avait encore
considéréee comme un sujet de recherche, alorsauerseignement, dans un cours d’algebre
linéaire, est souvent redouté par les professdtssofier 2006), et les étudiants (Merlin

1995). Escofier écrit par exemple :

Le chapitre 10 est un peu a part. Il présente déens sur I'espace vectoriel

formé par les hyperplans d’'un espace vectorielel#ppspace dual. Certaines
et certains pourront le trouver un peu difficile, peu abstrait ; si sa lecture
peut-étre différée jusqu’au chapitre 16, il senpiles a sa place ici. (Escofier
2006, p. 175).

Et Merlin commence le chapitre sur la dualité emteemes :

Nous ne sommes absolument pas certains que l'etesel®b possesseurs de
ce livre (que nous saluons au passage) aurontuleage de lire ce chapitre,
répugnés qu’ils sont par ce phénomeéne étrange eappelité. (Merlin 1995,
p. 61).

Notre travail constitue donc une premiére rechemheéidactique concernant I'objet dualité.
Or, le sujet est vaste. Nous ne pouvons évidemmpasitaborder, dans ce travail, tous les
aspects de la dualité, dont I'étude sera a pousuiv

L’origine de notre sujet de recherche a pour cidreversité de Namur en Belgique :
la dualité y est enseignée dans un cours d’algéifaire destiné a des étudiants inscrits en
premiere année dans une filiere spécifique pouuargutmathématiciens ou physiciens.
Plusieurs travaux didactigues ont déja mis au jdas difficultés recensées lors de
I'apprentissage de premieres notions d’algebrealegDorier 1997). Des pistes ont ainsi été
dégagées afin d’améliorer leur enseignement. Méass que I'apprentissage de la dualité en
algebre linéaire pose des problemes récurrentsnéé&aren année pour les étudiants de
I'université de Namur, aucune étude n’avait encéeeffectuée a ce jour pour en cerner les
causes ou présenter des propositions en vue daeéla situation.

C’est ce constat initial, fait en tant qu’enseigeamui a motivé notre intérét pour la
dualité en algebre linéaire. Bien que la dualitésgel prendre d’autres formes (dualité
topologique, etc.), nous ne nous y sommes pasest#ée dans notre travail. Il faut donc
comprendre « dualité en algébre linéaire » ou d4tdualgébrique » lorsque le terme
« dualité » est utilisé sans autre précision dandravail. De plus, nous considérons trés
souvent le cas de la dimension finie, qui est soule cadre d’introduction des notions de
dualité (Halmos 1974, Merlin 1995, Etienne 20086,)eméme si nous précisons la portée des
résultats quand ils ne sont valables qu'en dimensime. En effet, certains amalgames
peuvent engendrer des probléemes spécifiqgues emdiameinfinie.

Les guestions initiales que nous nous posons & paot donc :

- Quelles sont les difficultés que rencontrent lesdi@ints lors de l'apprentissage des
notions liées a la dualité ?

- Quelles interprétations peut-on faire de ces diffes, quelles hypothéses sur leurs
causes,

- Que peut-on mettre en ceuvre pour y remédier ?



Pour tenter d’apporter des éléments de réponss gumstions, nous nous plagcons dans une
perspective institutionnelle (Chevallard 2007). @@nt de vue nous permet de parler de
phénomenes de transition (Gueudet 2008, Artigue620inslgw 2008) auxquels les
étudiants sont confrontés en passant de lingtituénseignement secondaire a l'institution
université ou la dualité est enseignée.

Ainsi, dans un premier temps (chapitre 1), nousemtons tout d’abord les cadres
théoriques qui nous permettent, d'une part de pdas&ansition secondaire-universite, et
d’autre part de nous éclairer dans notre rechesahéa dualité. Ceux-ci nous sont déja utiles
afin de donner une premiere description du sectlualité, faisant apparaitre différents
théemes de la dualité. Nous présentons ensuite rd@auk déja réalisés en didactique
concernant l'algebre linéaire sur lesquels noussvwis appui dans notre recherche. Nous
sommes alors en mesure de préciser les questionscherche auxquelles notre travail se
propose d’apporter des éléments de réponse.

Nous proposons tout d’abord (chapitre 2) de préselat genése historiqgue de la
dualité en algebre linéaire, pour nous permettre pimse de recul par rapport aux enjeux
didactiques présents dans linstitution d’enseigmein Cette genése est susceptible de
constituer un appui ou une référence lors de Remgaties difficultés des étudiants.

Nous étudions ensuite (chapitre 3) la dualité aigéle considérée comme un savoir a
enseigner. Pour ce faire, nous nous penchons suanalyse de manuels variés qui traitent de
cette matiere. Cette analyse est éclairée paalires théoriques retenus pour notre recherche.

Nous nous tournons ensuite (chapitre 4) vers larohéhation des difficultés des
étudiants avec la dualité. Les éléments dégagéstagstres précédents nous permettent de
proposer une enquéte qui sera menée a l'univatsitdamur aupres d’étudiants (débutants et
confirmés) suivant un enseignement de dualité. daslyes théoriques servant de support a
notre recherche nous permettent alors d’analyserrésultats de cette enquéte afin de
proposer une classification des difficultés obsesvé

Les difféerents éléments mis au jour dans notre enatte sont ensuite (chapitre 5)
mobilisés pour établir des propositions d’enseigaeinconcernant I'introduction de différents
thémes de la dualité. Certaines de ces proposibah€té mises en ceuvre a l'université de
Namur. Nous décrivons celles-ci et présentons naéyse des données récoltées suite a leur
mise en place, et leurs conséquences sur les gtsidia

Nous donnons en conclusion une synthese des i8soldenus et indiquons les
perspectives ouvertes par notre recherche.



Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reche  rche

Nous avons décrit, dans lintroduction, la problémee initiale sur laquelle nous nous

sommes penchée dans ce travail. Nous nous propasatien planter le décor. Ainsi, nous

présentons tout d'abord (8 1) les cadres théoriquésious ont permis de travailler. Nous

sommes alors en mesure de décrire ce que nousdengerpar « notions liees a la

dualité » (8 2). Nous présentons ensuite (8§ 3) td@gux didactiques réalisés en algébre
linéaire, dont certains traitant de dualité. Enfirmus affinons la problématique qui nous
intéresse (8 4) en précisant nos questions dendehect en indiquant en quoi le contenu de
ce chapitre nous sera utile dans la suite de agaux.

1. Cadres théoriques pour penser la transition seco  ndaire supérieur

Nous allons présenter, dans cette section, legrdiffs cadres théoriques dont nous nous
sommes servie dans nos travaux. Aprés une introgugrrésentant une synthése sur les
travaux concernant la transition secondaire-supgriaous abordons successivement la
théorie APOS (Dubinsky & Mc Donald 2001), la didigae outil-objet et les jeux de cadres
(Douady 1986), les registres de représentationatéues (Duval 1995), les praxéologies et
les niveaux de détermination introduits dans laotiieé anthropologique du didactique
(Chevallard 2007). Nous abordons ensuite le codidatctique (Brousseau 1986) et le contrat
institutionnel (Chevallard 1989). Enfin, nous prite@s la maniére dont Winslgw (2008)
parle de transition a lintérieur d'une méme ingtdn. Nous terminons cette section en
montrant la fagon dont ces différents cadres thées peuvent s’articuler entre eux.

1.1. Introduction : la transition

Nous I'avons dit, notre travail s'intéresse a uateer de I'algebre linéaire qui est enseigné, a
I'université de Namur, a des étudiants de premaeree d’'université. Ces étudiants sont donc
naturellement confrontés a un phénomeéne de transifar le simple fait qu’ils changent
d’institution. Nous parlons ici bien entendu densiion entre deux institutions que sont
l'institution enseignement secondaire et l'instdat enseignement universitaire. D’autres
formes de transition existent, nous y reviendr@s.6).

Intéressons-nous dans cette section & la transigonndaire-universitéElle a déja
été abordée dans de nombreux travaux, dans dif§épatys, et selon différentes approches.
Gueudet (2008) choisit de classer ces difféerenpgsoaghes selon cing themes principaux.
D’autres classements sont possibles (voir par ekemptigue 2006), mais les thémes
proposés par Gueudet constituent une introductidaptée a notre questionnement,
fournissant une structure des cadres de rechereheents. Les cinq approches de la

transition proposées sont les suivantes (Gueud)20

* Les questions sur les « modes de pensée®n peut se dire que le changement
d’institution se caractérise par un changementadpeinsée mathématique. Tall (1991)
utilise le terme de « transition » pour parler djpgssage d'une « pensée élémentaire »

! Précisons qu’en Belgique, lieu principal de nateeherche, I'université est linstitution qui décerles
diplémes les plus « cotés », contrairement a land&apar exemple ou les grandes écoles supplargent |
universités.



vers une «pensée mathématigue avancée (AMT powanked Mathematical
Thinking) » :

The move from elementary to AMT involves a sigrafi¢ transition: that
from describing to defining, from convincing to pnag in a logical manner
based on definitions (Tall 1991, p. 20).

Nous ne rentrons pas dans le débat, non encor@degour, d’essayer de définir ce que
I'on entend par « pensée mathématique avaneé@ertains auteurs, comme Edwaeds
al. (2005) lient FAMT a des notions mathématiques ne nous sont pas accessibles a
travers nos cing sens (p.17). Mais tous les autearpartagent pas ce point de vue.
Dreyfus (in Tall 1995), par exemple, précise qua lpeut penser de fagcon élémentaire a
propos d'objets mathématiques avancés et penséaco@ avancée a propos d’objets
mathématiques simples. Nous dirons donc que nousops, tout au plus, tenter de
donner quelques caractéristiqgues de 'AMT : ellaisdasée sur des définitions d’objets
mathématiques, et non des descriptions ; des déraboss seraient présentées plutét que
des exemples ou contre-exemples ; des conceptaigdbseraient utilisés, etc.

On peut donc dire que le passage d'une pensée mmaily@e €lémentaire a une pensée
mathématique avancée ne s’opére pas nécessairamemhoment du changement
d’institution. Nous n’avons pas dit que la tramsitisecondaire-université se situait
uniguement pendant les deux ou trois mois sépdaaarniere année du secondaire du
début de la rentrée universitaire : la transitientgs’étaler sur plusieurs années, et on peut
imaginer qu’elle commence jusqu’'a deux ans avanfifadu secondaire, pour se
poursuivre jusqu'aux deux premieres années dedignement universitaire. De méme, le
passage d’'une pensée élémentaire a une pensé€aysut étre un processus qui s'étale
dans la durée.

En centrant le regard sur les modes de penséechdesheurs étudient les modes de
construction des connaissances chez les élévessaiddiants, adoptant ainsi un point de
vue cognitif sur la transition. Selon les cherchkeudifférentes caractérisations de la
pensée des étudiants sont proposées (Dubinsky 1@, & al. 1999, Sfard 1991,
Sierpinska 2000), éclairant ainsi les raisons difisultés rencontrées par les étudiants et
pouvant alors proposer des dispositifs d’enseigm¢radaptés. Nous développons plus
avant la théorie APOS, élaborée par Dubinsky gréepe RUMEG, qui reléve de cette
catégorie, dans la section 1.2 ci-apres.

* Les questions sur l'organisation des connaissance®s étudiants Plusieurs travaux
traitant de la transition (implicitement ou expiéznent) relévent de cette catégorie. Nous
n'en précisons qu’'un en particulier, qui constituee référence pour de nombreux
travaux : Robert (1998). Cette auteur fait 'hypsth que lors de la transition (au sens
temporel large) du secondaire a l'universite, lesh@matiques enseignées vont de plus en
plus ressembler aux mathématiques « des expert&est-&-dire des mathématiciens
professionnels). Pour analyser cette situation,elRofd998) distingue troigiveaux de
mise en fonctionnement des connaissances

2 « Pensée mathématique avancée » ou Advanced MatibahThinking (AMT) est aussi le titre de grouptss
travail présents dans différents groupements (PRHyc¢hology of Mathematics Education), CERME
(Conference of European Research in Mathematicat&ttbn),etc.) ol la question de définir cette AM@éja
été abordée, sans qu’un véritable consensus peissertir.

¥ RUMEC est I'acronyme de Research in UndergradMatihematics Education Community. Il s’agit d’un
groupe informel d’enseignants et de chercheursatit le cadre d’APOS pour des recherches sur
I'enseignement des mathématiques au niveau postidare.



Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reehe

- Le niveautechnique qui se référe a des mises en fonctionnementesotgettant en
jeu des applications directes de théorémes, prégriétc.

- Le niveau mobilisable ou des adaptations peuvent étre nécessaires, soais
indiquées ;

- Le niveaudisponible qui correspond a la résolution sans indicatianis, recherche
par soi-méme des connaissances qui peuvent aideésolution.

Les mathématiciens experts ont un niveau de misefoactionnement de leurs
connaissances qui est disponible, et certains ggefes a I'université pourraient penser
que les étudiants entrant a l'université disposntconnaissances « disponibles » par
rapport aux notions enseignées en secondaire, glese n’est pas toujours le cas. De
plus, alors quils attendent un niveau disponibletarme de leur enseignement, c’est
parfois paradoxalement le caractére technique guiuaiquement atteint par le type
d’enseignement dispensé a l'université. En effemm si des exercices variés sont
proposés dans les travaux dirigés associés a urs,ctes évaluations (internes a
I'université) questionnent généralement le niveachmique de mise en fonctionnement
des connaissances des étudiants.

Ces niveaux de mise en fonctionnement des conmassasont davantage explicités au
chapitre 3 de notre travail, dans la section 2.#4ssont utilisés.

* Les questions sur les « pratiques mathématiques £es questions attirent I'attention
sur le fait que les pratigues mathématiques (lgoreiement, le langage et I'écriture, les
démonstrations, etc.) ne sont pas nécessairengenidmes d’'une institution a une autre.
Praslon (2000), dans sa these, parle de microtepentre les institutions du secondaire
et de l'université, dont I'accumulation va aggraves difficultés des étudiants. Ainsi,
dans l'institution université, un langage formel eslis€, le temps didactique s’accélere,
une autonomie plus grande est demandée aux étsidiapta une séparation entre cours
théoriques et exercices, il n'y a plus de répétitaystématique de taches, I'étudiant est
confronté pour la premiére fois a plusieurs prafass de mathématiques, etc.

On peut donc aussi parler la de transition, erafdiséférence aux pratiques attendues
(mais non toujours explicitées) dans une institugarticuliére, ce qui est généralement
évoqué par les termes de contrat didactique etratomstitutionnel. Nous aurons
I'occasion de développer plus en détail ces temams la section 1.5 ci aprés.

Pour expliquer ces changements de pratiques atendwus aurons aussi recours a la
notion d’ « organisation mathématique » (Chevall&@d07) que nous développons
davantage a la section 1.4. En effet, les orgaaisatmathématiques sont le résultat d'une
structuration institutionnelle, pour un contenu s#oir donné. Des lors, leur prise en
compte et leur analyse peut aider a expliquer i#sudtés liées a la transition, comme
passage d'une organisation mathématique a une. aDist d'ailleurs a travers les
organisations mathématiques que nous pourrons magateparler de transition au sein
d’'une méme institution, grace au cadre proposé&\finslgw (§ 1.6).

* Les questions sur des notions particulieresCertains travaux en didactique des
mathématiques se penchent sur un domaine mathémadtign particulier, généralement
source de difficultés observées auprés des étslli@es difficultés peuvent provenir du
caractére formalisateur, unificateur, généraligatetiou simplificateur des notions
abordées (Robert 1998). Le degréfalenalisationattaché a une notion peut varier selon
gu’un nouveau formalisme soit (ou non) utiliséfaenalisme pouvant s’exprimer par des

* Notre travail reléve majoritairement de cette gaté du classement.



mots (par exemple : « famille libre », « vecteurgdirement indépendants ») ou des
symboles mathématiques (par exemple :,00, etc). Par ailleurs, certaines notions

mathématiques permettenudiification de notions antérieures (par exemple : le terme
« vecteur » en algébre linéaire unifie sous un meoeable une fonction, une équation et
un n-uplet). Le degré dgénéralisationd’'une notion mathématique par rapport a des
notions précédemment introduites mesure la fa@Wec laquelle la notion mathématique
en question s’insére parmi les notions antérie(leepassage d®> a R*® est plus aisé
que celui deR® a R"). Enfin, le caractérsimplificateur d’'une notion mathématique
découle généralement de I'attribution des autregactares précédemment décrits. En
effet, I'introduction d’'un nouveau formalisme peting de faciliter le langage ou les
écritures mathématiques ; une notion mathématigiiem unifie plusieurs permettra un
méme raisonnement sur des objets mathématiquésedhité, simplifiant ainsi la tache du
mathématicien. On peut distinguer, dans le camcgmplificateur, le fait qu’'une
nouvelle notion permette de donner une réponsepabieme que I'on peut décrire, mais
pas résoudre avec les connaissances préalablemmuises ; du fait qu’'une nouvelle
notion permette de résoudre d’'une maniére différemt probleme dont on pouvait déja
établir la solution auparavant, au moyen d’auteelniques connues.

Une notion mathématique revétant les caractéresalmateur, unificateur, généralisateur
et simplificateur (FUGS) cumule ainsi des diffi@dtpour les étudiants. C’est le cas par
exemple des notions d’algebre linéaire. Considémangarticulier les espaces vectoriels
pour illustrer nos propos : bien que ces derniersaient pas enseignés en tant que tels
dans I'enseignement secondaire, on peut tout deengarier de transition lors de leur
enseignement a l'université, de par le caractéigcateur (entre autre !) de cette notion.
En effet, pour unifier, il faut des éléments a &sdy et en ce qui concerne les espaces
vectoriels par exemple, ces éléments peuvent dengia des polynédmes, des équations
d'un systéme linéaire, des vecteurs geomeétriquéiel(997), des fonctions, etc. Ces
notions sont enseignées dans l'institution secoadai Belgique. C’est dans ce sens gu'il
est permis de parler de transition a propos denstrUGS.

Un autre domaine des mathématiques ou des notid@SFsont régulierement abordées
dans des travaux de didactique est le domaineath@l)se. Nous pouvons par exemple
citer les travaux de Praslon (2000), Bloch (20@®ch & Ghedamsi (2004), Bridoux
(2009).

Gueudet distingue de plus une cinquieme approchia tlansition basée silgs questions
sur I'enseignant de l'université mais nous ne faisons pas spécifiquement référarute
catégorie de travaux traitant de la transition deotse travalil.

Développons maintenant les différents cadres ar@snc

1.2. La théorie APOS

Certains travaux en didactique des mathématiqued (@usieurs relatifs a I'algebre linéaire)
utilisent comme cadre de référence la théorie ARDSinsky 1991), développée par des
chercheurs des Etats-Unis et du Mexique (Dubingkie egroupe RUMEE). Nous nous
proposons dans cette section, de présenter cétteighqui s'intéresse a la maniére dont les
concepts mathématiques se construisent et s’'imedeas un réseau de connaissances. Suite
a la description de la construction de connaissnades propositions concretes
d’enseignements sont élaborées, toujours dansdee aie cette théorie, mettant ainsi en
évidence la relation étroite existant entre la eeche en didactique et I'enseignement
(Trigueros & Oktag 2005).
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APOS est I'acronyme de Action-Processus-Objet-Sehé&appuyant sur la théorie
de Piaget, la théorie APOS propose un modéle destmmtiion des connaissances
mathématiques passant par différents stades :mAdimcessus, Objet, Schéma. Se basant sur
le principe dabstraction réfléchissantgelon lequel les actions (physiques ou mental€sig
sujet opere sur un objet agissent, par réflexian e sujet lui-méme (ou en tous cas sur la
construction de ses connaissances), la théorie Ad@@fnence par proposer des Actions sur
la ou les notions que I'on souhaite enseigner.

Une Action est une transformation d’Objets que pi@mant opére sous demande
extérieure Ainsi, ce que l'apprenant doit faire est clairemexplicité dans ce qui lui est
demandé ; il doit «juste » agir. Dans la théori®@OS, les Actions déterminent le
commencement de la compréhension d’'un concept.i,Aosir I'apprentissage de la notion
d’espace vectoriel par exemple, une Action consigta vérifier si pour un ensemble donné
et une loi donnée, cette loi vérifie la propriét@sgociativité. L'apprenant n'a « qu’a »
appliguer la définition, ce qu'il doit faire estei précisé dans la demande.

Un Processus est le résultat d’une répétition dokst et d’une réflexion sur celles-ci.
II'y a alorsintériorisationde I’Action qui devient un Processus. Alors qu’ukaion n’était
que le résultat d’'une demande externe, le Processysercu par I'apprenant comme quelque
chose d’interne, qu'’il contréle. Dans notre exenguel’'apprentissage des espaces vectoriels,
une connaissance-Processus serait acquise lorsqppienant serait capable d’expliquer,
sans nécessairement le faire, comment vérifier m@nsemble donné muni de lois qui
auraient été définies, constitue un espace vettorie

Le stade d’'Objet est atteint lorsque I'apprenangna réfléchi sur les opérations
portant sur un certain Processus, prend consci@ada globalité du Processus. Ce dernier
peut alors étre considéré comme une transformafioimale. On dit alors que I'apprenant a
encapsuléle Processus pour en faire un Objet cognitif. Aipar exemple, on pourra dire
gu’'un apprenant a une connaissance-Objet des aspactoriels s'il arrive a démontrer par
exemple qu’'un espace engendré par un ensemble aeurs est aussi un (sous-)espace
vectoriel.

Remarquons qu’'a ce stade de connaissance, l'apyprezst aussi capable de
désencapsulelfObjet pour travailler de nouveau avec le Proasdsrs de la résolution d’'un
probleme. Des allers-retours sont possible, ladmiAction-Processus-Objet n'est pas a sens
unique.

Enfin, le Schéma d’'un concept mathématique corms@o'ensemble des Actions,
Processus, Objets et autres Schémas qui sont egltés eux de facon a déterminer pour
'apprenant un ensemble cohérent. Arrivé a ce stideonnaissance, le sujet est capable de
reconnaitre les situations dans lesquelles le gdmoathématique peut étre appliqué de celles
ou il n'est d’aucune utilité. Ainsi, un étudiantyyoa penser utiliser tel théoréme lorsqu’il sera
en présence d'un ensemble muni de lois qu’il readirem comme constituant un espace
vectoriel.

Un nouvel Objet peut aussi étre constitué par fFapant lorsqu'un Schéma est
considéré comme un objet sur lequel on peut faeattions. On dit alors que le Schéma a
etethématisé
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Intériorisation

Désencapsulation

Schéma

Figure 1-1 : Schématisation de la théorie APOS

Pour mettre la théorie APOS en pratique, le cycBEA (Activités-discussions en Classe-
Exercices) est préconise. Il s’agit tout d’abord miévoir des Activités a proposer aux
étudiants, dans un environnement ou ils peuvergirwa C’est pourquoi I'environnement
informatiqué est recommandé, de méme qu'un travail collaborfitiivaux en petits

groupes). Ces deux composantes favorisent la tianafion des Actions en Processus.

Suite aux Actions, des Discussions en Classe soganszées pour permettre
I'institutionnalisation : les concepts mathématigjgent nommés et présentés en tant que tels.
La représentation graphique et géométrique faitipantégrante de la construction de
concepts. Elle est systématiquement présente @anldtivités ou dans les Discussions en
Classe.

Enfin, des Exercices classiques (résolution écsib@} proposés aux apprenants.

Remarquons qu’en pratique, avant de pouvoir prapdse cycle ACE, une
décomposition génétiquéu concept visé par l'apprentissage est réalisée’agit d’'une
analyse eépistémologique, visant a comprendre lactsire du concept afin de mettre en
évidence les Actions, Processus, Objets et Schi@sagu concept visé. A titre d’exemple, le
lecteur pourra consulter (Trigueros & Okta¢ 2006umpune décomposition génétique du
concept d'espace vectoriel, dont nous ne reprenignsque la figure illustrant la
décomposition (Figure 1-2).

® En anglais, ACE signifie Activities - Class dissigss - Exercices.

® Le langage ISETL (Interactive SET Language) estmamandé car sa syntaxe, selon ses concepteurs,
ressemble a la syntaxe mathématique. De nombrewgtaf¥pements dans ce langage ont déja été misiau po
concernant I'apprentissage de notions d’algebésalie (voir Trigueros & Oktag 2005).
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Opération

ﬁﬁ ordination

Ensemble
de n-tuplets

coordimation

Espace vectoriel

Coordination
des processus
particuliers

Figure 1-2 : Schéma de la décomposition génétique doncept d'espace vectoriel proposée par Trigueros
& Oktag (2005)

Bien que nous n’utilisions pas le cadre théoriqueO& a proprement parler dans nos
analyses, nous avons tenu a le présenter dansapérehétant donné que la dualité a été
utilisée par Dubinsky pour illustrer des notionseléppées dans ce cadre théorique. Nous en
parlons dans la section 3.2.a) . Le cadre théortyBPOS est, de plus, utilisé dans plusieurs
études portant sur I'algebre linéaire.

1.3. Dialectique outil-objet, cadres et registres

Dans cette section, nous présentons un cadre quéoproposé par Douady (1986), a propos
du statut des notions mathématiques et des ditoares susceptibles d’intervenir pour une
méme notion. Nous nous servirons régulierement elecadre théorique au fil de notre
recherche (voir en particulier chapitre 3, § 1)ubldaisons également le choix de présenter
brievement ici la notion de registres de représemaemiotique (Duval 1995), qui complete,
dans notre travail, la notion de cadre. Précisoemblée que la notion de registre, bien
gu’initialement retenue comme un des criteres di@mea dans notre recherche (voir
chapitre 3), ne s’est pas révélée étre pertinemtedes dépouillements effectués dans notre
recherche, qu’il s'agisse de dépouillement de mianuede productions d’étudiants.

Dialectique outil-objet

Les mathématiciens professionnels (chercheury, madent généralement d’'une question ou
d’'un probleme, et développent des outils permeiti@nnener a bien la ou les taches qu’ils
s'étaient fixées. lls développent ce que I'on paitrappeler desutils conceptuels. Pour des
besoins de diffusion, ces outils sont ensuiteé@gtde leur contexte initial (décontextualisés)
pour intégrer un corpus de savoirs (a prendre as général) déja établi, voire parfois méme
pour remplacer certains savoirs déja mises en plBés lors, ces outils conceptuels
acquierent le statut dbjet Le corpus de savoirs ainsi établi peut étre appebavoir
savant » ; ce savoir savant de référence peut lweat varier au cours du temps et des
cultures.

Lorsqu’un concept sera mis en ceuvre pour résoudpEableme, il aura alors le statut
d’outil. Bien entendu, un méme outil peut étre mis en eedans différents problémes ; un
probleme peut étre résolu par difféerents outilsuéxty distingue encore l'outil explicite de
I'outil implicite, selon que le concept visé estsnen ceuvre explicitement (on peut en justifier
I'emploi) ou de maniere implicite.

Pour illustrer nos propos, tournons-nous tout d'dbeers les sous-espaces vectoriels.
C’est sous le statut dbjet que I'on considere un sous-espace vectovigld’'un espace



vectoriel E construit sur le champ K) a travers sa  définition:
Ox, yOV,Oa,f0K:ax+ fyI V. A partir de cette définition, des propriétés sétablies,
voire démontrées, et incorporées a un corpus darsagéja mis en place. Un sous-espace
vectoriel est donc bien ainsi considéré sous keitstBobjet: on ne considéere pas de contexte
particulier, on reste dans un contexte de savdié®riques décontextualisés. Par contre,
lorsque I'on cherche a résoudre un systéme d'émpmtlinéaires homogéne et que I'on
transforme volontairement la problématique soufotane : « déterminons le (sous-espace)
noyau de I'application linéaire représentée paykteme d’équations linéaires », la notion de
sous-espace vectoriel (a travers le noyau) ess akidisée de maniére explicite. La notion de
sous-espace vectoriel a alors le statoutll explicite permettant explicitement la résolution
d’un probléme dans un contexte bien particulier.

lllustrons & présent la notion alitil implicite au moyen d’'un théoreme d’algebre
linéaire. Pour expliciter une relation de dépendariméaire entre les polyndmes

IC+H2X+6x-2, 2x3+3x°-2x—1 et -5x°+18x-1, les étudiants recourent parfois
directement a I'expression suivante :

3 2 0) (0
2 3 -5/ |0
e TP o1 18l o
-2 -1) (-1 (o

En résolvant le systéme de quatre équations aitroasnues issu de la relation ci-dessus, ils
trouvent alors les solutions suivantegllR , a = -2y et f=3y. lls concluent en disant que
comme a, B,y ne sont pas obligatoirement nuls, les polyndmemés dans I'énonceé sont
linéairement dépendants. En agissant de la sateéludiants utilisent implicitement le
théoréme affirmant que tout espace vectoriel deedgionn construit sur un chamid est
isomorphe aK" (ici en I'occurrence I'espace vectoriel des polyedntde degré inférieur ou
égal a 3 est isomorphe R*), puisqu'ils effectuent tous leurs calculs daR8. Ainsi, le
théoreme assurant I'isomorphisme entre un espatenat de dimensiom (construit sur un
champkK) etK" est ici unoutil implicite dans la technique de résolution utilisée.

Dans notre recherche, nous avons été amenée aé&emlpl notion d’outil introduite
par Douady présentée dans cette partie. Nous iesions nos propos a la section 1 du
chapitre 3.

Cadres et jeux de cadres

Apres avoir introduit les statuts outil-objet paur concept, Douady préconise de varier les
cadresdans lesquels ces concepts interviendront soudezesstatuts. Le terme « cadre » est
a prendre au sens large : un cadre est constitipgets mathématiques, de relations entre ces
objets, des symboles (y compris des représentatimmgales) permettant de les représenter.
On parlera de cadre algébrique, géométrique, neltrietc. Ainsi par exemple, en prenant
pour base un systeme d’équations linéaires aitromnues, on peut dire que I'on se situera :

» dans un cadralgébriquesi on s’intéresse a résoudre algébriquemgst $ubstitutioh le
systéeme d’équations linéaires donné ;

» dans un cadrdonctionnel si on interprete chaque membre de gauche des igugiat
présentes dans le systeme considéré par I'expreasadytique d’une fonctiorf; ;
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e dans un cadregraphique si on s’intéresse a résoudre graphiquement leemst
d’équations linéaires donné€, apres avoir donn@idel d’'un logiciel adapté, le graphe (en
trois dimensions) des fonctions dont les expressiamalytigues sont données dans le
membres de gauche du systéme considéré, et en dgtarminé les (éventuelles)
intersections ;

 dans un cadregéomeétriquesi on considere que les différentes lignes duesyst
d’équations linéaires sont des plans de I'espacguetl’on s’intéresse des lors a leur
(éventuelle) intersection.

Afin de favoriser la construction de connaissanBegjady (1986) recommande de faire jouer
la dialectique outil-objet en faisant varier leslies dans lesquels les notions mises en jeu
sont présenteées :

Le changement de cadre est un moyen d’obteniratesufations différentes
d'un probléme qui, sans étre nécessairement touaita équivalentes,
permettent un nouvel acces aux difficultés renéasret la mise en ceuvre
d'outils et de techniques qui ne s'imposaient pamsdla premiéere
formulation. (Douady 1986, p. 11).

Nous nous appuyons sur cette recommandation ddresnecherche (voir chapitre 3, 8 2.4 et
chapitres 4 et 5).

Duval (1995) propose le concept de registres deeseptation sémiotique, que nous
introduisons brievement maintenant.

Registres de représentation sémiotique

Le concept de registres de représentation sémetidgveloppé par Duval (1995) se
différencie du concept de cadre introduit par Dguagn méme registre peut étre utilisé dans
différents cadres, et un travail mathématique damscadre donné peut mettre en ceuvre
différents registres de représentation sémiotiQ@s. derniers sont les registres des signes que
nous utilisons pour désigner ou manipuler des shjedgistres graphiques, verbaux, etc).
Reprenant une idée de Granger (1979), Duval insigtée lien étroit unissant Eemiosisa la
noésis(l'ensemble des actes cognitifs de discriminatota,compréhension et d'inférence).
Duval souligne toute l'importance des registressdanfonctionnement cognitif. En effet, il
estime que l'activité deonversiond'une représentation sémiotique d'un registraudré est
une des conditions essentielles de la concepttialisa

A titre d'illustration, nous nous basons sur levéid de Paviopoulou (1993) et
d’Alvés-Diaz (1998), pour proposepour les vecteurs les registres de représentation
sémiotique suivants :

* le registre de représentation graphique : le veasureprésenté par une fleche;

* le registre de [I'écriture symbolique: le vecteust e@eprésenté par une lettre
(éventuellement surmontée d'une fleche) ou par eorabinaison linéaire de lettres
représentant d'autres vecteurs du méme (sous-gspac

» le registre de coordonnées : le vecteur est repi@par une matrice (éventuellement ligne
ou colonne) correspondant a la représentation dtewe par ses coordonnées dans un
repere.

» le registre explicite : le vecteur est décrit egipiment. Par exemple, un élément de
I'espace vectoriel complex€ sera décrit comme = X + iX,.
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Au cours de ce chapitre, nous serons encore anmemeler brievement des registres de
représentation sémiotique lorsque nous évoqueemsravaux d’Alvés-Diaz (1998) faisant
référence a la dualité (voir § 3.2.c).

1.4. Praxéologies et niveaux de détermination (TAD)

Dans notre recherche, nous avons en particulieiilis®lun point de vue institutionnel, qui
nous parait particulierement pertinent pour repétes attentes spécifigues dans
'enseignement supérieur. Pour ce faire, nous neaommes basée sur la théorie
anthropologique du didactique (TAD, Chevallard 2007%t notamment sur ses
développements récents a propos des niveaux demigdtion didactique. La TAD éclaire
notre recherche, étant donné que cette théorig@adoppoint de vue institutionnel, en ce sens
gu’elle considére que les pratiqgues relatives aobjet (mathématique ou autre) sont
différentes d’une institution a une autre.

Rapport et ostensifs

Chevallard considere que les objets mathématidqelsdes fonctions ou les espaces vectoriels
par exemple, ne peuvent pas « étre posseédés wggun ou quelque chose (une institution
par exemple). Par contre, on peut parlerradpport qu'une personne a a un objet ou du
rapport qu’'une personne occupant la positiop dans une institutioh devrait avoir a
I'objet 0. On comprend bien que dans cette derniére phiages les lettres, p, |, 0 ont leur
importance et que le rapport considéré sera maglifién change le représentant d'une de ces
lettres. Ainsi par exemple, pour un méme objées fonctions par exemple), le rapport qu’un
étudiant a l'université de Namug, , aura a I'objet mathématique« fonction » ne sera pas le
méme que le rapport qu'un professeur de cette ménwersité,x, aura & ce méme objet

« fonction », la personne et la position n’étarg [saméme par ailleurs. Et il faudrait encore
préciser que l'Institution ici peut étre plus siiécie car ce rapport ne sera vraisemblablement
pas le méme pour un professeur de la Faculté den&s Economiques que pour un
professeur du département de mathématiques parpéxdhien que tous deux travaillant a
'université de Namur). Dans ce sens, on pourra@ma dire qu’une Institution pourrait
consister en une classe (c’est-a-dire un ensemddivds et un professeur) bien déterminée.

Chevallard qualifie daon-ostensif'objet 0 « qui ne peut étre possédeé par personne »,
en opposition auwstensifautilisés pour sa représentation. Ainsi, le norewsif « fonction »
peut étre représenté a travers les ostendifs « f: A - B, a—> f(a », « Sinus », ou a travers
I'ostensif que représente le graphe d'une fonctiéelle, ou encore la représentation
ensembliste d’'une fonction, etc.

Remarquons que les ostensifs peuvent étre de natate, écrite, gestuelle ou
consister en un autre objet matériel.

Rapport et praxéologies

Pour Chevallard, ce rapport qu'une personne a@bjat dans une institution donnée ne peut
naitre ou évoluer qu'a des travers des activité&affd intervenir cet objet. Il précise ce point
de vue en introduisant les notions type de tachesde technique de technologieet de
théorie:

Pour espérer observer la naissance ou I'évolutiom chpport & un objed, il
faut, si je puis dire, observer I'individuou I'institution| « dans son rapport a
0 », dans les activités deou de sujets de qui « activent ». De la prirent
progressivement forme les notions cléstylge de tachesde technique de
technologieet dethéorie (Chevallard 2007, p. 6).

12
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Ainsi, dans une institution donnée, la TAD préseetesavoir sous forme d’organisations

mathématiques (appelées praxéologies), avec 4 ganf@s : type de taches, technique,
technologie, théorie. Ainsi, pour accomplir uneh&d'un certain type, une technique est
utilisée ; et cette technique est justifiée padistours, appelé technologie. Cette technologie
est a son tour justifiée par une théorie.

Par exemple, pour accomplir uté&che du type « Déterminer si un ensemble rde
vecteurs d’'un espace vectoriel de dimengian constitue une base », comme par exemple

« Déterminer si 'ensemble des vecte(ts2,3 ( 0,5,7 ( 10,6,X forme une base d&° »,

unetechniqueconsiste a résoudre un systeme homogeéne de traggiéns a trois inconnues,
ou le coefficient de 1§ inconnuedans 1a“™ équation est I&™° composante djf"¢vecteur
donné (Figure 1-3). S’il y a une solution unique ysteme, 'ensemble de ces vecteurs

constitue effectivement une base®g,

a, + 10,
20, +50,+ o,
3a,+7a,

] ] 1
~ O

Figure 1-3 : Systeme homogéne a résoudre dans I'exgle donné

Pour justifier cettetechnique on utilise un discours : pour établir le systediéguations

3
repris a la Figure 1-3, nous partons de la rel iEafix :Oj, ou lesx sont les vecteurs
i=1
donnés dans I'’énoncé de la tdche a accomplirySdilune solution unique, comme il s'agit
d'un systeme homogéne, cela signifie que =1,...,3:a, = C. Cela implique que la

3
proposition(Zaix =OJ:> (0i=1,...,3n = Q est vraie ; ce qui signifie, par définition, que
i=1
les vecteursx sont linéairement indépendants. Or, dans un espacBmension trois, trois
vecteurs linéairement indépendants en constitueaitbase. Ce discoussir la techniqueest
appelé laechnologie Cettetechnologieest a son tour justifiée par utigorie: latechnologie
énoncée ci-dessus est justifiee par la définitiam censemble de vecteurs linéairement
indépendants, et par la démonstration de la pr@paffirmant que dans un espace vectoriel
de dimensiom (en I'occurrenceR® de dimension 3)n vecteurs linéairement indépendants
forment une base de cet espace. Ceci fait partia tthéorie Elle justifie bien laechnologie
utilisée ci-avant.

Bien entendu, une autre technique aurait pu éiliségt pour mener a bien cette méme
tache « Déterminer si 'ensemble des vectr®,3 ( 0,5,7 ( 10,6,k forme une base de

R® » : il s’agit de vérifier si les vecteuss donnés sont d’une part linéairement indépendants,

et d’autre part générateurs @&&. Pour ce faire, il faut alors résoudre deux systnte trois
équations a trois inconnues : le systtme homogeéoet dlans la Figure 1-3, et un systeme
non homogéne dont seuls les seconds membres diffdeeceux de la Figure 1-3. Mais cette
autre technique pour étre expliquée, nécessite a son tour I'emglane technologie qui
permet d’interpréter les résultats trouvés lorslaleésolution des systemes d’équations
linéaires. Enfin, cettéechnologieest elle-méme justifiée par unleéorie expliquant d’ou
viennent les expressions utilisées :
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3
{x}", linéairement indépendants :( ax :OJ:(Di =1,..30,=0 et

i=1

3
{x}’, générateurs d&* : (DvDR"‘,Dai OR:v=>a )'(j :
i=1
Il s’agit ici principalement de la définition d’'unkase d’'un espace vectoriel qui est un
ensemble de vecteurs linéairement indépendantgnétrgteurs de I'espace en question. C’est
la théorie associée qui permet aussi par exemple d’expliquerlesa; intervenant dans la

définition du caractére genérateur dgs appartiennent au champ des scalair®s €n
I'occurrence) sur lequel est construit 'espaceaeel R>.

Remarquons que les deux techniques présentéesinpasoles seules permettant de
solutionner la tache « Déterminer si 'ensemble wiEgeurs(1,2,3 { 0,5,7 ( 10,6, forme

une base d&®® ». Citons encore par exempletéghniquequi consiste a résoudre le systéme
« transposé » du systeme repris a la Figure 1F3'agit du systeme homogéne a trois

équations et trois inconnues, ot le coefficientadi€™ inconnuedans 1aj°™ équation est la

i*™ composante dii™vecteur donné[: a,+2a,+3, = G
&+ 7, =
100, + 6a, =

S’il y a une solution unique au systeme, I'ensardds vecteurs donnés dans I'énoncé de la
tache constitue effectivement une baseRfe La technologieet lathéorie associées a cette
techniquefait intervenir la dualité algébrique. Il s’agit it de voir si la seule forme linéaire
qui s’annule sur les trois vecteurs donnés esoilmd nulle. Si c’est le cas, ces vecteurs
constituent une base d&®. Nous ne développerons pas maintenantetinologieet la
théorieassociées a cettechnique Elles sont suggérées a la section 2 de ce chapitr

Pour ne pas avoir 'ambiguité du choix de techrsqulefaudrait préciser davantage le
type de taches, et différencier par exemple le dgtiched « Déterminer si un ensemble de
n vecteurs d’un espace vectoriel de dimensi@m constitue une base », Brx Déterminer si
un ensemble da vecteurs d’'un espace vectoriel de dimensioen constitue une base, en
utilisant des propriétés du cours » Tet « Déterminer si un ensemble devecteurs d’un
espace vectoriel de dimensioren constitue une base, en vous basant sur lataéfid’'une
base ». Bien entendu, la distinction peut étre fihes encore et aboutir a ce qu’un type de
taches soit associé a une seule technique. Ooestdaun niveau d’un sujet bien particulier,
dans des organisations mathématiques ponctuelbess fieviendrons sur ces notions dans un
instant). Remarquons que cet « affinage » des tgpetfiches est possible en théorie, mais
gu’'en pratique, certaines taches pourront toujadtre résolues au moyen de plusieurs
techniques, sauf si la technique est préciséeldatescription de la tache a accomplir.

On note usuellemerni le type de taches; la technique,@ la technologie, eP la
théorie. Comme nous l'avons vu ci-dessus, ces guaments forment un tout, appelé
organisation mathématique ou praxéolog[é,:r,@,@]. Ici, le terme praxéologie n'est pas a
prendre au sens étymologique (« I'étudedie) de la pratigue humaineraxéa) »), mais

bien comme la cohabitation de deux entitggaxis (pratique en grec) dbgos (raison,
discours raisonné en grec). En effet, on peut dénsi que les deux premiéres parties d’'une

praxéologie[T,r] forment une entité que I'on peut qualifier Bc practico-technique
(parfois simplement désigné comme « pratique »yorggant un type de taches et une
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Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reehe

technique associée, qui doivent étre travailléesn «pratique ». On peut aussi noter
M =[T,7]. Les deux derniéres composantes d’une praxéo[éy@] forment elles aussi une
entité, a laquelle on pourrait adjoindre I'adjecttiéorique. Chevallard nomme cette
associatiorbloc technologico-théorigyeet la note/A :[9, O]. Bien entendu, ce dernier bloc
est indissociable du premier, étant donné quedantdogie @ est le discours qui justifie la

technique 7 se trouvant dans le premier bloc. Ainsi, une poéogie, ou organisation
mathématique (puisque les savoirs visés sont ithémaatiques), est 'union de deux blocs,

l'un practico-technique, l'autre technologico-thiéoe : [M,A]=[[T,7],[6.0]]. Cette

décomposition nous sera utile, entre autres, darsedtion 1.6, lorsque Winslgw parle de
transitions en se basant sur les praxéologies.

Echelle des niveaux de co-détermination didactique

Nous devons encore préciser que les organisatiomshématiques ainsi définies
(praxéologies) sont présentes a différents niveduxplus général au plus spécifique, en ce
qui concerne les contenus mathématiques en jeu.eSeconceptualisé par une échelle des
niveaux de co-détermination didactique, reprise Bigure 1-4.

Civilisation
)
Société
)

Ecole

g
Pédagogie
g
Discipline
g

Domaine

g

Secteur

g

Théme

g
Sujet

Figure 1-4: Echelle des niveaux de co-déterminatiodidactique (Chevallard 2007)
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Intéressons-nous a la moitié inférieure de cettelés; et illustrons-la. On peut considérer,
dans la discipline mathématique, que plusieurdomaines co-existent: I'arithmétique,
I'algebre, I'algebre linéaire, I'algébre non-lingai la géométrie euclidienne, les nombres
complexes, etc. Pour urdomaine donné, par exemple l'algébre linéaire, plusieurs
secteurgeuvent étre définis : les espaces vectorielsapgdications linéaires, la dualité, etc.
De méme, ursecteurpeut étre décomposé en plusietimdmes(on trouvera par exemple la
structure de champ, ou les bases comme théemesspases vectoriels), et un ménmeme
pourra étre composé de plusieatgets(dans le theme des bases, on retrouvera par exempl
comme sujet la dépendance linéaire, etc).

On comprend bien que le découpage entre ces différéveaux n’est pas univoque.
Par exemple, les applications linéaires qui peugémrt considérées comme un secteur a part
entiere dans l'algébre linéaire pourraient auss &tes comme un theme ou un sujet du
secteur des espaces vectoriels, étant donné qeeiiile des applications linéaires, munis
des lois adéquates, peut étre considéré commepateyectoriel, et en constitue donc un
exemple. Nous considérons cependant les applicaliodaires comme un secteur d’algebre
linéaire ; mais nous nous souviendrons que lacdifié qu’il peut y avoir a classer certaines
notions peut aussi étre source de difficulté augessétudiants lorsque, considérant un certain
concept, on est amené a passer d'un secteur eel'damns un méme domaine (voir chapitre 4).

Il est évident, nous I'avons déja évoqué plus hanst de la présentation des types de
taches, que ces derniers ne sont pas tous du m@&esunOn dira que le type de taches
« trouver les solutions d’'une équation du secondgrée par exemple releve du théeme
équations du second degré du domaine d’algébrecddre, le type de taches « trouver les
solutions d’'une équation du second degré dont dtorfi@ation est possible au moyen de
formules d’'un produit remarquable » releve d’'uneaiv plus spécifique, positionné plus bas
dans I'échelle des niveaux de co-déterminationatigae (Figure 1-4) : au niveau du sujet.
Ainsi, on peut dire que les organisations mathémas (OM) ou praxéologies sont présentes
a différents niveaux, du plus général au plus $ijpée, en ce qui concerne les contenus
mathématiques en jeu. On parle alors :

» d'organisations mathématiques (ou praxéologms)ctuelleslorsqu’elles se situent au
niveau d’'unsujet En nous rappelant les réserves évoquées a lmrsecRapport et
praxéologies » (8§ 1.4), on peut alors supposerl@spécificité est telle qu’'a un type de
taches déterminé est associée une seule technique ;

« d'organisations mathématiquisaleslorsque le savoir visé correspond atbheémedans
I'échelle des niveaux de co-détermination didadiqili s’agit en fait de 'ensemble des
praxéologies ponctuelles rassemblées autour déératifes technologies mettant en
ceuvre lehemecorrespondant au savoir visé. On peut écriregprenant les notations de

Chevallard (2007, p.10), qu'une OM locale équivadt’ [T, /7,/6/0)] ;

» d'organisations mathématiquesgionaleslorsqu’elles concernent wsecteurdéterminé. |l
s'agit donc de I'ensemble des organisations matligoes regroupées autour d’'une
méme théorie concernant kecteur concerné. On peut écrire qu'une OM régionale

équivaut &y’ [T, /7,16 /0] (Chevallard 2007, p.10).

16



Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reehe

Les différentes organisations mathématiques rétgersont quant a elles inter-reliées lorsque
I'on considere uomainespécifique dans son ensemble.

Le schéma suivant (Figure 1-5), fourni par BoschG&scon (2003), résume ces
propos.

Organisations ou praxéologies Mathématiques: OM

Domaine —»  Secteur — Théme — Sujet

OM régionales oM OM OM
interreliées régionale locale ponctuelle
[T/l

[Tu/wil0]  [Tyn] |

[Ton/tnn/0m/ @1 [Ts/t:]

___________________________________________

Figure 1-5 : Praxéologies (OM) a différents niveaux

L’échelle des niveaux de co-détermination didacigtablie par Chevallard nous permet de
proposer une structuration de la dualité (8 2). hesxéologies associées sont analysées au
chapitre 3, aux différents niveaux. De plus, leaxpologies sont mobilisées dans un cadre
théorique proposé par Winslgw (8 1.6) que noussatis dans I'analyse des difficultés des
étudiants en apprentissage de la dualité (chapjtre

1.5. Contrat didactique, contrat institutionnel

Nous l'avons explicité dans la section 1.1 en déleute chapitre, les difficultés rencontrées
dans les enseignements de mathématiques par ldmrdtu entrant dans l'enseignement
supérieur peuvent étre vues et interprétées avératits regards (Artigue 2006, Gueudet
2008). Certains chercheurs en didactique des matigues (Praslon 2000, Artigue 2004,
Boschet al. 2004) se centrent ainsi sur les phénoménes liéshangement d’institution
(Chevallard 2007). En effet, les difficultés ne yemnent pas seulement du fait que de
nouveaux savoirs sont rencontrés. Elles peuveatd@usées par le fait qu’'un méme savoir
sera abordé differemment dans linstitution ensemgent secondaire et dans linstitution
enseignement supérieur. Ainsi un méme type de taohea étre effectué avec une nouvelle
technique; une méme technique sera justifiee diff@gnent. On peut considérer plus
généralement que lI'entrée a l'université signifieur un savoir donné, I'entrée dans un
nouveau contrat didactique institutionnel.

Le concept deontrat didactiquedétermine ce que, par rapport a un savoir paiicul
chaque partenaire (enseignant et enseigné) a fmonssbilité de gérer, et dont il sera
responsable devant l'autre (Brousseau 1998). Leepbrecontrat institutionnekelatif & un
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objet de savoir, présent dans une institution denasét défini par Chevallard (1989) comme
le systeme des rapports institutionnels a I'obgetsdvoir. Ainsi, le contrat didactique est
I'instanciation dans la classe du contrat institatiel. L'institution université conditionne la
maniére dont les savoirs sont présentés. Nous rzartionc decontrat didactique
institutionnel

Nous proposons d#éfinir différents niveaux de contrat, ces derniers éaerttement
reliés aux niveaux de co-détermination didactigiteblis par Chevallard (8 1.4). En effet, en
changeant d’institution, les praxéologies rencas®réont également modifiées, et cela a
différents niveaux de détermination didactique. $l@bordons ici les niveaux définis par
I’ école la discipline et ce que nous nommons un « contenu particulieossespondant aux
niveaux duhémeet dusujet.

Ainsi, en nous plagcant au niveau décble avant méme de parler de contrat
didactique institutionnel, nous pouvons déja parler de caninsgtitutionnel (Chevallard
1989), indépendamment de tout savoir en jeu. dis@éja la d’'un premier niveau de contrat,
que I'on peut nommer contrat institutioniggéinériqueou contrat pédagogique (Sarrazy 1995).
En effet, le contrat en vigueur dans linstitutioniversité est différent du contrat en vigueur
dans I'enseignement secondaire. Par exemple, &empcé au cours n’est plus obligatoire, la
responsabilité de la prise des notes est entieedémolue aux étudiants, des interrogations
certificatives ne sont généralement pas organipéadant la période d’enseignement d’un
cours, etc. Tous ces changements peuvent effeaiviesusciter des difficultés d’adaptation
auprés de certains étudiants. Précisons déja guaemier niveau de contrat, si des éléments
peuvent étre explicités, d’autres n’en restentrpass implicites. Nous reviendrons sur cette
notion d’'implicite inhérente a la notion de contdilactique (Brousseau 1998) apres avoir
défini les autres niveaux que nous nous proposamsatiuire.

A coté de ce premier niveau de contrat institut@nmous pouvons, lorsque nous
parlons de contratlidactique institutionnel (c’est-a-dire lorsqu’'un savoir essé), encore
percevoir deux niveaux :

» Le niveau de la discipline(mathématique, physique, chimie, etc). En mathigues par
exemple, quel que soit le secteur abordé, un lanffagel est systématiquement utilisé a
I'université ; ce n'est pas nécessairement le eas dlenseignement secondaire. De plus,
la responsabilité de I'étudiant par rapport au Bavoathématique se modifie a
I'université : les énonceés sont non repétitifs, madirectifs, etc. L'institution universitaire
a de nouvelles attentes, en termes de responéabilé I'étudiant vis-a-vis du savoir
mathématique en jeu. Celui-ci doit d’'une part goester les textes mathématiques qui lui
sont proposés, le texte du cours en particulieforS®reyfus (1999), il s’agit pour
I'étudiant de changer d’attitude, pour passer djuestionnement du type « Quel est le
résultat ? » a « Est-il vrai que... ? ». Par ailldigsudiant doit apprendre a développer
une véritable autonomie mathématique, pour abod#er probléemes nouveaux, dans
lesquels il est nécessaire de prendre des ingmtiet non d’appliquer une méthode
apprise.

* Le niveau d'un contenu particulier. En prenant les vecteurs par exemple, on s’agercoi
gue dans l'enseignement secondaire, ils sont paf@ment vus comme vecteurs
géomeétriques (Hillel 1997, p.236), alors que danscaurs d’algebre linéaire, ils sont
présentés comme des objets abstraits, faisané plutie structure algébrique bien définie
gu'est un espace vectoriel. En prenant I'exemple fnctions, on s’apercoit que
I'institution secondaire met en avant des fonctistendards a connaitre, alors que les
fonctions sont davantage vues a travers leurs igtegra I'université (Praslon 2000).
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Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reehe

L’étudiant entrant dans [linstitution université est pas nécessairement préparé a ce
changement de contrats. Les difficultés rencontpéeses étudiants sont renforcées par le fait
que, s'’il est possible d’expliciter une partie dwnirat institutionnel aux différents niveaux, il
n’en reste pas moins qu’une part de ces contrate maplicite (Brousseau 1998). Et la part
d’'implicite sera d’autant plus importante qu'onssiie a un niveatin du contrat didactique
institutionnel, lafinessedu contrat étant déterminée par la position dweanvassocié sur
I'échelle de co-détermination didactique de Chewdll(2007). En effet, s’il est possible de
rendre explicites les conditions d’'un examen (mhetla note associée a la théorie, aux
exercices ou a la remise de travaux), il est piffigite d’expliciter les attentes de I'institution
lorsqu’un contenu particulier est abordé.

Nous avons deéja cité, a la section 1.1, les cdostatfaites par Praslon (2000)
concernant les modifications du contrat didactiqetitutionnel dans le cadre de I'analyse,
lors du passage du secondaire a l'université. B&dBhedamsi (2004) ont poursuivi cette
réflexion en identifiant des variables permettaatd#terminer le contrat en place dans les
institutions concernées par la transition: autoeondegré de formalisation, mode
d’intervention de la notion, etc. En identifiantngii les différences entre les contrats en
vigueur dans les institutions concernées par lasitian, Bloch (2000) identifie non
seulement des difficultés éventuelles, mais propesepistes pour améliorer la situation dans
le domaine de I'analyse, en agissant des le segendiéais des pistes pour aider les étudiants
a entrer dans les différents niveaux de contrat &galement envisageables dans I'institution
université : nous présentons, au chapitre 5, se@jain dispositif permettant d’apporter des
éléments en ce sens. Pour plus de renseignementsecleur pourra se référer a
(De Vleeschouwer 2008).

1.6. Transitions selon Winslgw

Se basant sur les praxéologies définies par ClagdaNVinslgw présente un cadre théorique
permettant d’expliquer que des types de transitexistent aussi a I'intérieur de linstitution
université.

Winslgw considere qu’'a l'arrivée dans l'institutioniversité, I'étudiant est confronté
(au moins !) & deux types de transition. Se basantes praxéologiefn,A] = [[T.7].[6,0] ]

(Chevallard 2007), Winslgw estime qu’en simplifis&g choses, on peut considérer que dans
I'enseignement secondaire, la technolofi@st souvent réduite a une simple description des
techniques, et ne correspond pas vraiment, du mupdns I'éleve, & un discours sur la
technique ; discours qui y est souvent laisséchdage du professeur. Ainsi peut-on dire que
dans cette institution, le bloc technologico-thgoe A n’est pratiquement pas présent, du
moins dans le topos de I'éléve, Chevallard défarnisde topos de I'étudiant ou de I'éleve
comme étant I'ensemble des gestes d'étude que-aehira a accomplir en autonomie
didactique (Chevallard 2002, p.9). Les organisatiomthématiques (praxéologies) y sont
donc souvent incomplétes, puisque, en caricatlégerement, elles se résument pour I'éleve
a la reconnaissance de types de taches, et emslitentification et I'application d’'une
technique appropriée.

Par contre, dés son entrée dans l'institution ugite I'étudiant est généralement
confronté, en mathématiques, a des praxéologieplétes, ou le bloc technologico-théorique
N\ est associé au bloc practico-technidquie En effet, un langage et des définitions formelles
sont adoptées, des démonstrations sont régulieteprésentées, etc. Et non seulement
I'étudiant est maintenant en face de praxéologmaptetes, mais en plus les différentes
praxéologies sont davantage structurées entre glladles ne I'étaient dans l'institution
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secondaire. Ces différences constituent pour WAwmsla premier type de transition auquel
I'étudiant entrant a l'université est confronté.

Bien entendu, nous caricaturons légerement latg&ituan présentant ce premier type
de transition comme correspondant a I'entrée aivarsité. Nous I'avons mentionné dans
I'introduction de ce chapitre (8§ 1.1), la trangitiest un phénomeéne relativement étalé dans le
temps, et il est tout a fait probable qu’un étutligqun abordera un cours de mathématique a
l'université, aura déja été confronté, en sortansdcondaire, a des définitions formelles ou
des démonstrations. Mais dans le secondaire, petrtagu bloc technologico-théorique n’est
certes pas systématisé comme a l'universite.

Mais, alors que tous les étudiants ne se sonté&egittou certainement ?) pas encore
adaptés a ce premier type de transition, Winslgwace qu’'une deuxieéme transition survient
tres rapidement : les éléments nouvellement initedgui intervenaient dans des blocs

technologico-théoriques\, (des concepts, des définitions, des démonstratietes) vont
maintenant constituer des éléments sur lesquel/des de taches et des techniques vont étre
développés ; autrement dit, des éléments de blechnologico-théoriquesA, qui
complétaient les praxéologies dés I'entrée a l'ersité constituent maintenant les éléments
de blocs practico-techniqué@, de nouvelles praxéologies, qui sont a leur tounmétées par

un nouveau bloc technologico-théoriggs Ainsi, par exemple, les démonstrations ne sont

plus simplement données par le professeur commstit@ant d’'une théori®, mais elles
deviendront des objets que 'on demande aux éttgl@construire (ce qui constitue un type
de taches particulier). De plus, ce nouveau typecoestruction des praxéologies est
susceptible de se reproduire dans le parcourstigiant. C'est ce que schématise la Figure
1-6:

transition ¥ type
[I'Il] - [I'Il,/\l]

I/ transition 2me type
[

I/ transition 2me type

Figure 1-6 : Deux types de transition selon WinsloW2008)

Enfin, Winslgw montre que les objets (non-ostehsifdervenant dans un bloc practico-
techniquell, provenant d’'un bloc technologico-théorige ne disposent plus guere d’une

variété de représentations (ostentifs). Une fonassue d’un bloc technologico-théorighe
par exemple, n’est plus guére représentée queosensif «f » ou «g ».

On peut ainsi se demander si les deux types dssiticars sont présents dans
I'apprentissage de la dualité en algébre linéalherdversite.
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Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reehe

1.7. Articulations entre les cadres théoriques prés  entés

Le lien entre le cadre théorique concernant lassitians présenté par Winslgw et la théorie
anthropologique du didactique (Chevallard 2007) esplicite (8 1.6). Cependant des
articulations existent également entre des cadréseptés dans cette section (8 1) qui ne
réferent pas explicitement les uns aux autres. [goésentons ici ces articulations.

Différentes perspectives sur I'objet

On peut tout d’abord constater que les différeadres théoriques présentés (APOS, TAD,
Douady) comportent la notion d’ « objet ». Seloradelre théorique auquel on se référe, cette
notion est abordée sous différentes perspectivesnqus tentons d’expliciter maintenant.

Dans la dialectique outdbjet, Douady adopte un point de vépistémologiqugour
la notion d’objet, étant donné qu’ici I'objet esh savoir qui est d’abord intervenu comme
outil conceptuel, mis au jour par les mathématgiprofessionnels, puis décontextualisé et
incorporé a un corpus de savoirs. Il s’agit donmdjoint de vue épistémologique sur I'objet.

Dans la théorie APOS, un Objet est une constmatmgnitive d'un sujet. Deux
manieres sont possibles pour qu’un Objet mathémmatyisse apparaitre ou évolgbez un
individu : en encapsulant un Processus, ou en thématisé&théma (voir § 1.2).

Dans la TAD, qui sert aussi de base au cadre péopas Winslgw, tout peut étre
considéré comme « objet », et un objet de savan-gstensif) n'existe que parce que
quelqu’un (dans une positiom a I'intérieur d’une institution) ou qu’une institon a un
rapport a cet objet, ce qui correspond au pointuganstitutionneladopté par la TAD.

L’ objet de savoir dont parle Chevallard (2007) dans la TA® correspond pas
totalement au terme « objet » utilisé par Doua®B8@) dans la présentation de la dialectique
outil-objet. De méme, dans la théorie APOS (Dubm&kMc Donald 2001), I'Objet
représenté par le « O » contenu dans l'acronyms pas exactement le méme que celui de
Douady ou de Chevallard. Les points de vue étdférdnts dans ces trois approches, il est
normal gu’'un méme terme, « objet » en I'occurremeesoit pas percu de maniére identique
dans ces cadres, mais qies concordances existentjue celles-ci s’expriment en termes
d’oppositionou dévolution En effet, dans le cadre de la théorie APOS os darcadre
proposé par Doudy, on constate que I'objet se iposieen oppositiora autre chose : I'objet
s’oppose a I'outil dans le cadre de Douady, €bpgose au Processus dans le cadre d’APOS.
Dans ces cadres, I'objet est donc considéré conualgge chose de statique, en opposition a
une entité dynamique. Mais cette statique n’esaappqu’a la suite d’une certai@eolution:
on peut en effet dire que I'objet considéré par &tyuest issu d’'une évolution historique et
que I'Objet de la théorie APOS est le fruit d'unmlé@tion cognitive chez un sujet. Dans la
TAD, le point de vue institutionnel adopté ne prgya$ en compte explicitement une notion
d’évolution puisqu’il considéere qu’un « objet » sba@ parce qu’il est reconnu dans une
institution. Cependant, Winslgw introduit un pod# vue évolutif dans son cadre théorique
(sur les transitions) basé sur la TAD : il y a é@vwelution lors d’'un changement d’institution
(premier type de transition décrit par Winslgw) aul'intérieur méme d’'une institution
(deuxiéme type de transition).

Remarquons que nous pouvons aussi percevoir uneineerarticulation des
différentes perspectives adoptées a l'intérieur méms cadres théoriques présentés. Ainsi
par exemple, alors que la théorie APOS adopteectent un point de vue cognitif, une
composante épistémologique y est aussi présentst, gbnné que cette théorie s’appuie sur
une analyse épistémologique du concept a appreafine d’établir la décomposition
génétique du concept en question dans le but deapéles Actions qui engageront les
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Processus qui seront encapsulés en Objets. Amgipint de vue épistémologique présent
dans la dialectique outil-objet (Douady 1986) astsa présent dans la théorie APOS. Un
autre exemple d’articulation entre les perspectessentées est fourni par le fait que la
TAD, qui permet d’aborder les difficultés liées a ttansition en termes de discontinuités
entre rapports institutionnels, et non en termesglitfcultés cognitives des éléves (Artigue

2009), a cependant introduit la notion de rapporsavoird’'un individu (dans une positiop

a l'intérieur d’'une institution). Une composantegnitive est donc aussi perceptible dans la
TAD.

Perspectives sur les apprentissages des étudiants

La maniere dont les étudiants apprennent est patifiégemment selon les points de vue
adoptés dans les divers cadres théoriques présehites, pour Douady, les étudiants
apprennent s’ils sont confrontés a une nécessitéexlibilité outil-objet ; ils apprennent au
terme d’'une évolution explicite décrite dans leesaas de la théorie d’APOS. Dans le cadre
de la TAD, les étudiants sont confrontés a une ssige de flexibilité entre praxéologies
existant a différents niveaux. Mais la maniére destétudiants apprennent n’est pas décrite
explicitement dans ce cadre théorique. Nous lagssatontairement cette perspective en
suspens pour le moment ; nous y reviendrons piosilEns notre travail.

Apres avoir présenté des cadres théoriques powsepda transition secondaire-supérieur
(8 1), et avant de présenter des travaux didadtigakés a l'algebre linéaire (8 3), nous
proposons de donner une description du secteurt@gaii s’appuie sur I'échelle des niveaux
de co-détermination didactique présentée a la Eidud. En effet, certains themes et sujets
gue nous présentons dans la description du settelité sont mobilisés dans la section 3.

2. Description du secteur dualité

Selon I'échelle des niveaux de co-déterminatiomaaique (Chevallard 2007), nous pouvons
dire que, dans lelomainede l'algebre linéaire de ldiscipline mathématique, nous nous
intéressons particulierement aecteurde la dualité. Nous présentons donc ici la desorp
du secteur dualité, en le décomposanthe@meset sujets Pour ce faire, nous avons analysé la
partie traitant de dualité présente dans differemsuels analysés (voir chapitre 3). Ont été
retenus comme thémes les notions, en rapport awadlité, qui étaient reprises comme titre
de chapitre, de section ou de sous-section damsains deux manuels analysés. Selon les
criteres présentés, nous avons donc retenu cotheresdu secteur dualité : I'espace
vectoriel dual, les formes linéaires, les basesedy#iapplication transposée, les annulateurs.
Nous les décrivons ci-aprées (§ 2.12.5).

Pour déterminer lesujetsdu secteur dualité, nous avons examiné, dansffésetits
manuels consultés, les notions présentes dangfiésents chapitres ou sections en rapport
avec la dualité. N'ont cependant pas été retenupualité de sujet de la dualité les notions
élémentairesde l'algébre linéaire, telles que dépendance owepedance linéaire,
combinaison linéaire, base, etc.

Il va sans dire que la frontiere entre les diffésehémes n'est pas clairement définie.
Les hyperplans par exemple constituent a la foiswjat du theme « les formes linéaires »
(8 2.2) et un sujet du théme « les annulateurs2:5§g De méme, la distinction entre théme et
sujet a été faite selon le critere objectif préSartavant, mais nous restons bien consciente
que d'autres critéres auraient pu étre choisis peuwlistinction. Citons par exemple la
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possibilité de mettre les hyperplans comthémede la dualité, plutét que comnsaijet
dépendant du theme « les formes linéaires » os anaulateurs ». En effet, le critére de la
présence d’'un point de vue géométrique aurait gguodioisi comme critere discriminant.

Nous décrivons maintenant les cinq thémes reteouslp secteur dualité.

2.1. Le dual
Quelques rappels mathématiques :

Etant donné un espace vectoftelle dimensiom construit sur un chamig, on définit
son dualE’ comme étant I'ensemble des applications linéail&fnies surk et a
valeur danK : E'={y: E - K: yest linéaire ]. De telles applications sont appelées

formes linéaires. On montre q&, muni des lois d’addition (1) et de multiplication
par un scalaire (2) est un espace vectoriel dertiraen, construit suk.

Oy, Y, OE" Y+ %0 E et OXOE: (Y + w)(3= y( 3+ y( X (1)
OyOE,Ja0K:ayd E et OXOE: (@y)(X=a.y 3 )

Lorsqu’on consideére le dulll', I'espace vectoridE est parfois appelé I'espace primal
ou plus simplement le primal. Comme I'espace diladst un espace vectoriel, on peut
bien entendu en prendre le dual et obtenir aingidealE” deE.

Certains auteurs utilisent la notati@t pour désigner I'espace dual d'un espace
vectorielE, que nous avons choisi de ndger

Bien entendu, on retrouve le terme "dual” ou "dé@aldans tous les titres de chapitre ou de
section des manuels analysés (hormis I'ouvrage ldjyR002), voir chapitre 3).

Ce premier théme, intitulé "le dual" aurait dO p&pr, pour étre plus explicite, "le
dual considéré en tant qu'espace vectoriel". Léeleccomprendra que pour des raisons
d'économie d'écriture, "le dual"® a été retenu conu@eomination pour ce theme; mais Il
gardera en mémoire ce que cette appellation repeséfectivement.

Ainsi, on trouvera sous ce théme le fait que I'eride des formes linéaires, muni des
lois (1) et (2) constitue un espace vectoriel, di¢ fue I'on peut ainsi considérer le dual du
dual pour former le bidual (qui sera alors étudidgant que sujet), ou encore le fait qu'il y ait,
en dimension finie, un isomorphisme entre le prietaton dual, et méme un isomorphisme
naturel entre le primal et son bidual, qui est g&dans le théoréme de réflexivite :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour téutee linéairez définie surE’ (c’est-a-dire0z0 E” ),
il existe un vecteur uniquedanse (O xOE) tel queOy O E' : z(y) = W ¥ . De plus, la correspondance ainsi

définie entrex etz est un isomorphisme.

Figure 1-7 : Théoréme de réflexivité

L'application transposée, que nous avons catégorigdnme theme pourrait aussi étre
considérée comme un sujet de ce theme.

Le produit tensoriel pourrait intervenir comme s$uje ce théme, si I'on définit le
produit tensorielU OV de deux espaces vectoriels de dimension finie (défur le méme
champ) comme le dual de I'espace vectoriel desderhilinéaires définies sw [1V : pour
chaquex dansU ety dansV, le produit tensoriel d& et dey, z= x vy, est I'élément de

U OV définit par z(w) = w( % y) pour chaque forme bilinéaive (Halmos 1974, p.40).
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2.2. Les formes linéaires

On retrouve les formes linéaires en titre de saatio de sous-section dans différents manuels
analysés, tels (Toint 2007), (Grifone 2002), (E=o#006), (Merlin 1995), etc.

Dans (Toint 2007), le dual est méme une sous-sediola sectioriormes linéaires

Comme quoi la séparation entre les différents tisamest évidemment pas nette!

Sous ce theme, on retrouvera, entre autres :

la notation du crochet de dualité :»sil E, yOI E', on adopte la notation suivante, utilisant

not.
les crochets de dualité « [, ] ¥(X) =[x )], ou parfois[x, Y], pour préciser les espaces
dont on parle. Remarquons que certains auteurssemil la notation suivante :

not.

y(X) = <x y> avec Xx(OE et yOE'. Dans nos travaux, nous préférons réserver la
notation « <, > » pour le produit scalaire.

le théoreme de Riesz, dans l'expression duquel raaess adopté les conventions
définies : « [, ] » pour les crochets de dualkité, , > » pour le produit scalaire.

A toute forme linéairg d’'un espacenétrique E de dimension finie, il existe un vecteuunique dang tel
not.

que, pour touk dansk, [X, Y] = (X = < x v
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Figure 1-8 : Théoréme de Riesz

I'expression générale (analytique) d'une formeaim@& on montre que toute forme
n
linéaire yOE' est telle queIxOE: (X = Zai X, oun est la dimension de (et deE’ ),
i=1
les x (i =1,...n) sont les coordonnées du vectrulans la base canoniqueEet lesa,
(i=1,...n) sont les coordonnées de la forme linégidans la base canonique e

Remarquons que I'expression analytique ainsi d&fsa rapproche fortement du résultat
présent dans le théoreme de Riesz. Mais ce thé@eppose I'existence d’'une métrique.

la notion de listev dem vecteurs dé& (espace vectoriel) en escalier pour une bad€ .de
Cette notion est présentée par Mac Lane & BirkHd®71, p.283). Elle fait appel
préalablement a une autre notion que nous préseatsi ici :

- Une listew dem vecteurs d& est standardisée pour une forme linégiree' si I'on
a:soit yw)=yw)=..=y(w )= 0,
soit yfy)=1 et W, F YW F !
- On peut alors définir ce gu’est une listede m vecteurs dd (espace vectoriel) en
escalier pour une ba:{@'i}i":l deE’ : il faut et il suffit que :
(i) lalistew est standardisée poyr ;
(ii) la partie de la listev contenue dans le noyau gle notéKer(y,), est standardisée
poury, ;
(i) etpourtouti (=3,..n):
la partie de la listav contenue danser(y,)n Ker(y,)n ...n Ker(y_,) est
standardisée pouy; .
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On peut comprendre que ces notions seront utiliggas obtenir des matrices
échelonnées.

* la notion d’hyperplan : un hyperplan d’'un espaeetariel E de dimensiom est un sous-
espace vectoriel de dimension1). On peut effectivement identifier un hyperplain
noyau d’'une forme linéaing (voir § 2.5), c’est-a-dire a I'ensemble des élémaleE tels
gue leur image par la forme linéayrelonne zéro, c’'est-a-difex 0 E: ¥ =0} .

Remarquons que les deux derniers sujets présent@sraient aussi tout-a-fait leur place
dans le theme des annulateurs (§ 2.5).

* les notions habituellement liées au concept d'apfibn linéaire, tels le rang, les
matrices, etc.

* |es notions dérivant des formes linéaires tells§demes bilinéaires, les k-formes, etc.

2.3. Les bases duales

Rappelons que, étant donnée une b{et;;]t?zl d'un espace vectoridt de dimensiom, on

définit sa base duale comme étant la bfagp’ deE’ vérifiant y(b)=4 (,j=1...n),

oUdj

est le symbole de Kronecker, qui vaut umsij et qui vaut zéro Si# j :
o =1 sii=]
= 0 si#]
Le théme « bases duales » est repris dans tousdesels analysés (a I'exception de
celui d’Uhlig, 2002), méme si certains auteurss #ham & Dillinger (1996), n'utilisent pas le
terme de base duale mais préferent parler de tagstéle coordonnées". En effet, on montre

d'un espace vectoriekE, alors pour

que, s{y}, est la base duale dune bafh}’

toutxJ E, y (X est lai*™ coordonnée de dans la bas{:lq}i”:l. D'ou le nom de "coordinate
functions" utilisé par exemple par Lang (1987).

Le theme « bases duales » est évidemment extréméignanx deux premiers théemes
présentés ci-avant, étant donné gu’une base dsiilmedesbases de I'espace vectoriel dual
et que les éléments d’'une base duale sont des $din@aires. Les sujets que I'on rencontre
sous ces thémes sont donc proches, avec ceperattaihes particularités. Parmi celles-ci,
citons par exemple ldsmses conjuguées les caractereovariant et contravariangui seront
présents (Halmos 1974).

Rappelons brievement les liens entre ces noticadase conjugué{er,,}”:l d’'une base

{h}in:l d’'un espace vectorié est constituée des vecteurs correspondant, gheteeme de
Riesz (voir Figure 1-8), aux formes linéaires dbaae dualdy}' de la basdh} . Ainsi,

si les formes linéaireg, de la base duale d'une ba@lq} appartiennent au dual, les

n
i=1
vecteursy, de la base conjuguée d’'une ba[tﬁi"ﬂ appartiennent au primal, mais grace au

7 Y . y 2 ., . not. N
théoreme de Riesz, on a l'égalité suivantexOE:y(X =[x y] = < x c>, OU «<.,.>»
représente le produit scalaire (métrique).
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De plus, si un vectew deE se décompose dans la bgsg  deE en vzzn: vbh, on

i=1
dira que les scalairesg(i=1,...,n) sont les coordonnée®ntravariantesdev. Or, a ce méme
vecteurv, on peut associer par le théoreme de Riesz, uneeftinéairef, qui appartient au

dual E’, telle que OxOE: <x v> =[x f] = f(3 (voir Figure 1-8). Cette forme linéaiffe

associée au vecteurpar le théoréme de Riesz, se décompose a sodaoe{ yi}in:l, la base

duale de{bl}inzl: f=Zn:fiyi. Les scalairesf (i=1,..,n) ainsi obtenus sont en fait les
i=1

coordonnéesovariantesdev.

2.4. L'application transposée

Rappelons que $iest une application linéaire d’'un espace vect&ietrs un espace vectoriel
F, I'application transposée denotéef ', est une application linéaire & (dual deF) versE’
(dual deE) qui est telle quelxOE OyO E:(f(Y)( Y= ¥ i ¥, ou, en utilisant la notation des

crochets de dualitéaxOE, OyO E:[x f(y]=[ { x V. C'est ce que décrit le schéma suivant :

£}

f

=

Figure 1-9. Représentation de I'application transpsée

De plus, siA est la matrice représentant I'application linédirpar rapport a une base
B={h}" de E et D={d}" de F, cest-a-dire A=[f]’, on montre que la matrice

représentartt' par rapport a la base duale@édqui est une base d@ ) et la base duale &
(qui est une base d€) est la transposée de la matritec’est-a-dire la matricé ou les

. 4z . . . D
lignes ont été mises en colonnes (ou les colonnsssnen lignes) : s[f]B :A=[aj]

[f ‘]:;AT =[ad ou B’ est la base duale d8 D’ la base duale d®, i=1,..net

j=1,...m.
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La transposée est citée, en tant qu'applications gmatiquement tous les manuels
analysés. Remarquons qu'il n'en est pas fait merdiez Pham & Dillinger (1996) par
exemple. Dans cet ouvrage apparait seulementilato#f de matrice transposée, sans aucun
lien explicite avec I'application transposée quest'quant a elle pas mentionnée.

Mac Lane & Birkhoff (1971) n'utilisent pas le termde transposée pour une
application, mais parlent de dual d'un morphismelRlenodules dans un premier temps
(p.250), puis d’application duale (p.321). lls patl cependant de matrice transposeée (p.321).

Si 'application transposée est présentée dankipean des manuels analysés, elle ne
I'est pas toujours a la méme échelle. En effet]lsiest apparait en tant que titre de section
dans les livres d’Escofier (2006) et Merlin (199ppur ne citer qu'eux, elle ne fait son
apparition dans le livre de Grifone (2002) que deustatut d'un exercice.

Sous ce théme, on pourra trouver des sujets teldeguapplications linéaires, le rang,
I'image et le noyau, les crochets de dualité, larineatransposée, I'application adjointe, le
produit scalaire, etc.

2.5. Les annulateurs

Tous les manuels ne s'accordent pas sur le teifise giour lesannulateurs L'annulateurS®

d'un ensemble de vectelBsst, par définition, I'ensemble de formes linéagess'annulent
précisément en chaque vecteur de I'enseiSbleans certains manuels, les annulateurs ne
sont pas repris sous cette terminologie, mais @éfitiis comme le sous-espamthogonalde
I'ensembleS. Comme il n'est nul besoin d'avoir défini I'ortlooglité (le produit scalaire) pour
parler du dual algébrique, donc des annulateurst sbus ce dernier terme que nous parlons
de lI'ensemble des formes linéaires qui s'annulernthaque vecteur de I'ensemBeNous
expliguons dans cette section pourquoi certainsuasitutilisent le terme « orthogonal » pour
parler des annulateurs.

La notion d’annulateur établit un lien entre unamble de vecteurs d’'un espace
vectoriel E et un sous-espace du dualElesi nous noton$ un ensemble de vecteurs Be
son annulateus® est I'ensemble des formes linéaires dont le naantient le sous-espace
vectoriel engendré par les vecteurs 8g que nous notons Spa&H On a donc:
S°={yOE":Span 8)1 ker (). On voit donc bien le lien étroit existant enteetheme des

annulateurs et le theme des formes linéaires (§ 2.2

Etant donné que pour toute application linééidéfinie sur un espace vectorie(de
dimensionn), on a la relation bien connuedim (Im(f))+ dim (Ker(f ))= dimE, on a en
particulier pour toute forme linéaiyedéfinie surE: 1 + dim (Kerfy )) = dimE = n, c’est-a-
dire que le noyau d’'une forme linéayj@st un sous-espace de dimensigh Autrement dit,
le noyau d’une forme linéaire (un élément du deat)un hyperplan de.

Si on considére un espace vectoBale dimensiom etSun de ses sous-espaces, on a
la propriété suivante dim (S)+ dim (S )= dim E. Celle-ci établit de nouveau un lien entre
(la dimension d’) un sous-espaceklet (la dimension d’) un sous-espace du dtialCette
propriété se démontre en prenant une base du spase S, soit{bl,...,bs} , et en la

complétant pour obtenir une baseEle{h,,....h ,b,,,...n} . En considérant la base duale de

cette base d&, soit {bl’,...,b’s,b’sﬂ,...,bn}, on montre que les-s formes linéairesh (ou
(s+1)< i< n) constituent une base &
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Le lien avec l'appellation d’orthogonal en lieu gace d’annulateur par certains
auteurs est alors flagrant :
- Tout d’'abord, si I'on considére les coordonn¢gs...,x,) d'un vecteurx d’'un espace
métriqgueE de dimensiom, ainsi que les coordonnéégl,...,yn) d’'un élémenty de
son dualE’, la relation y(xX) =0, que I'on peut aussi noter a l'aide des crochets d
dualité [x, y] =0, peut s’interpréter en termes de produit scalaireentre les deux
vecteurs deR" déterminés pafx,,...,x,) et (Vy,....¥,) -

- Ensuite, en observant le théoremedim (S)+dim (S)= dim E», on s’apercoit
gu’une version plus forte existe lorsque I'on cdésé quesS est un sous-espace d'un
espace métriqug, et que I'on considér&”, I'orthogonal deS (au sens du produit
scalaire) : S”={x0 E|[04] S < sx%=C, car on a alors:SOS'= E (qui

implique aussi, forcément, quim (S)+ dim (S')= dim E) .

Etant donnée la remarque précédente, on pourra Beissau theme des annulateurs les
crochets de produit scalaire, par analogie avecrtashets de dualité.

Comme cela sera illustré a la section 3.2, on peaatpréter un systeme d’équations
linéaires en termes de formes linéaires, élémeantiudl :

X%+ a,%t..ta x=0 ¥(%=0
ayXtayt..ta,x=0 - %(3=0 OUXZ(xl,...,)g])

yOMR") ,1<i<m
A Xt apXt..t g,%=0 V(=0

Lorsqu’un tel systeme est homogéne (seconds memiitey on peut alors considérer que
son ensemble de solutionS, est lintersection des hyperplans définis par neyaux de
chaque forme linéairey,, ou encore qu’il constitue le sous-espace vedtsug lequel

s’annulent lesn formes linéairesy,. Si on suppose que le sous-espace du dual engeadré
les formes linéaires/;, Spanfy,), qui n’est autre qué° 'annulateur de5, est de dimension
(c’est-a-dire qu’on considére gqu’il y a au plutormes linéairement indépendantes parmi les
m formes linéairesy,), on a alors que la dimension de I'ensemble digisns du systemes,

est n-r, puisqu’on sait que dinS(+ dim§ 9 diR"=r et quon a supposé que
S°= Spanfy,) est de dimension

Nous verrons au chapitre 2 que ce résultat fut dorehtal pour la mise au jour de
notions associées a la dualité tel le rang (D@G£0).

C'est sous le theme des annulateurs que 'on vetrauentre autre, les sujets de rang,
d'image et de noyau d’'une application linéaire.sCiei aussi que l'on pourrait classer le
théoreme fondamental de l'algebre linéaire qui Eeémoncer comme suit: $iest une
application linéaire d’'un espace vectortelvers un espace vectori€l, alors (Im(f))° =
Ker(f') : siE est de dimension finie, alors (Kér()° = Im(f"). Remarquons que ce théoréme
a tout autant sa place dans le theme de l'applicatiansposée que dans le theme des
annulateurs.

Halmos (1974) traite encore davantage de sujetpiobement sous les thémes du
dual et des annulateurs. Par exemple le dual dsoname directe de sous-espaces vectoriels,
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qui est impliqué dans le théoreme suivant MSet N sont deux sous-espaces vectoriel€de
tels queE=M 0O N, alors, M’ est isomorphe &° et N' est isomorphe aM°. De plus,
E'=M°0ON°.

Aprés avoir présenté les cadres théoriques etderigion du secteur dualité dont nous nous
servirons dans nos réflexions ou nos analyses, mous tournons maintenant vers des
travaux didactiques relatifs a I'algébre linéaire.

3. Travaux didactiques reliés a I'algébre linéaire

Depuis le milieu des années quatre-vingts, destrade didactique s’intéressent a I'algébre
linéaire. Dans le cadre de notre recherche, noygétendons pas faire une étude exhaustive
de ces derniers. En effet, tous ne mettent pasietajdualité, et les travaux qui en traitent ne
considerent pas véritablement la dualité commeujet €I'étude, ce que notre recherche se
propose de faire.

Nous présentons dans cette section les travautifsedal’algébre linéaire dont nous
nous sommes inspirée dans notre recherche (RobRudlfnet 1989, Dorier 1990, Rogalski
1991, 1994) et ceux ou la dualité est abordée (ixklyi 1991, Robert 1997, Alveés-
Dias 1998).

3.1. Sur la détermination des sources de difficulté s en algebre
linéaire
Nous nous référons ici a des enquétes réaliséeRqizart et Robinet, Dorier, et Rogalski,
auprés d'étudiants du premier cycle universitagiersifique en France (DEUGentre 1987

et 1994. Nous les présentons brievement, en namasigant dans leurs résultats sur ce qui est
pertinent pour notre recherche.

» Lapremiére enquéte réalisée en 1987 par Robert & Robinet (1989}téandenée aupres
de 379 étudiants inscrits en deuxiéme année a/kusité de Paris 6, Paris 7 et Lille. Elle
avait pour but d’évaluer les connaissances et @iimes qu’ont les étudiants en algébre
linéaire aprés une premiére année universitaire lotavaient rencontré les notions
d’espaces et sous-espaces vectoriels, applicatloéaires, systemes d’équations
linéaires, formes linéaires, matrices et déterntgan

Les conclusions de cette enquéte mettent entresaeltr évidence que :

- plus de la moitié des étudiants ne sait pas résaudisysteme d’équations linéaires de
guatre équations a quatre inconnues,

- un peu moins du tiers des étudiants ne sait padiréa matrice d’'une transformation
linéaire dans le cadre des polynémes,

- une majorité d’étudiants considerent que l'algdbr&aire traite des objets abstraits, et
introduit de nombreux symboles, définitions et tiééoes nouveaux.

* Ladeuxiéme enquétea été menée en 1990 et 1991 par Dorier (1990eawpétudiants
de DEUG. Elle s’intéressait aux types de tachepgqsés en algebre linéaire, et aux

" DEUG est I'acronyme de Dipléme d’Etudes Univeisita Générales ; il représentait & 'époque
I'enseignement des deux premiéres années univiegsiia France.
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techniques mises en ceuvre par les étudiants leegw@nt. De plus, cette enquéte visait
aussi a repérer des types d’évolution des conmaiesaen algébre linéaire auprés des
étudiants, en fonction des connaissances préalafpleéds possédent en logique
mathématique et en algebre. Ainsi, cette enquétgodait un pré-test visant a évaluer,
en début d’année, les connaissances des étudiatitgique élémentaire et en algébre.

A propos de l'analyse des difficultés des étudiamtmsuteur donne les explications
suivantes quant a leurs origines :

- Les étudiants éprouvent des difficultés a comprenmmburquoi ils doivent s’investir
dans un nouveau langage et un nouveau raisonngmemonstituent ceux de I'algebre
linéaire, étant donné que la résolution des probauxquels ils sont confrontés dans
ce domaine des mathématiques lors de son appeaaggissexige pas le recours a
I'algebre linéaire (prenons la résolution de systend’équations linéaires par
exemple). Le caractere FUGS (Robert 1998) des motikalgébre linéaire fait que ces
notions peuvent alors difficilement étre la solataun probleme introductif (et encore
moins correspondre a une situation fondamentataseau 1998).

- Les étudiants ne disposent pas de praxéologiesgmmméaires (mémes incompletes)
nécessaires a la résolution des problemes qui Eams soumis en algebre linéaire.
Dorier (1990) parle d’'un manque dechniques algébriquede la part des étudiants.
Ainsi par exemple, ils n'ont généralement pas étéfrontés a des praxéologies
relatives a un formalisme utilisant plusieurs irdicdle sommation, alors que ce dernier
est couramment utilisé en algebre linéaire.

- Une corrélation existe entre la réussite en algdiméaire et les connaissances
préliminaires en logique élémentaire (résultatpastest proposé aux étudiants). Mais
il faut rester prudent a ce sujet: ce n’est pasegagu’un sujet a des connaissances
technigueqau sens de Robert, voir 81.1, page 5) en logiuelles sont pour autant
mobilisablesou disponiblesdans le cadre du cours d’algebre linéaire.

La troisieme enquétea laquelle nous faisions référence au début de settion est en
fait un groupement d’enquétes réalisées de 199929% par Rogalski (1991, 1994) a
'université de Lillel en premiére année de DEUEGt®n expérimentale. En 1992 et
1993, les notions interrogées étaient le rang dysieme de vecteurs, ainsi que les sous-
espaces vectoriels, qu’ils soient définis par useetble de vecteurs générateurs, par des
équations paramétriques ou des équations implidirsl 994, le recueil de données n'a

porté que sur les sous-espaces vectoriels toubdiadansR®, et ensuite dang”.

Précisons que les étudiants ayant participé a cepiétes avaient déja recu un
enseignement d’algébre linéaire comprenant la naietlde Gauss pour les équations, de la
géométrie dan®?, la théorie du rang et de la dimension pour lessgspaces dR", ol

les sous-espaces ont été définis a la fois au malyéguations, et au moyen de
parametres.

Citons quelques conclusions tirées de I'analyserdpenses aux enquétes effectuées a
Lille :

- On constate une confusion de la part des étudiants

entre variables et parametres,

entre vecteurs et coordonnées ;

entre vecteurs et sous-espaces engendreés ;

entre vecteurs d’'un sous-espace et les coefficamt®&quation le caractérisant ;
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Chapitre 1. Cadres théoriques et questions de reuhe

o0 entre les relations liant des sous-espaces (hygepét les relations liant les
équations les représentant. Ainsi, par exemple,est I'équation caractérisant le

sous-espace vectori@l , une relation de dépendance linéagje ag + bg peut

étre faussement interprétée par les étudiant&Epar E n E,. Les étudiants ne

percoivent pas le caractére dual qui existe eagr@juations et les vecteurs
appartenant aux sous-espaces caractérisés parcelappelons que la dualité
ne leur a pas été enseignée.

- Des équations engendrent des difficultés aupresétietiants, de par leur caractere
logique et ensembliste. En effet, les équationsvg@etuétre interprétées comme des
contraintes manifestant I'appartenance a un sopaees des intersections de sous-
espaces s’expriment par la réunion des équatiaiesndiéant chacun des sous-espaces
en particulier, etc.

- On constate une méconnaissance de la théorie dembles en général. Les étudiants
ne savent pas facilement déduire de la relattfm E,= En E,n E la relation

E, n E, 0 E,, qui peut pourtant étre facilement vérifiée aveclangage ensembliste
(utilisant des symboles mathématiques ou des diages de Venn).

- Les étudiants préférent travailler avec des vesteuravec des équations ; ils ne
comprennent pas toujours ce que signifie le faiumg équation soit combinaison
linéaire de deux autres.

- L'analogie entreR® et R*est aussi utilisée par les étudiants comme un @enttes
résultats ou un éclaircissement sur leur raisonneéme

Une conclusion commune a I'ensemble des enquéésemiees dans cette section est que lors
de I'apprentissage de l'algébre linéaire, les étnidi sont confrontés a ce que Doeeral
(1997b) nomment « I'obstacle du formalisme ». Clastirquoi les auteurs de ces enquétes
plaident pour un enseignement « minimal » de logiglémentaire et théorie des ensembles,
non nécessairement déconnecté de I'algébre linéaire

Dans les enquétes que nous avons menées conckxrdudlité en algebre linéaire,
nous retrouvons aupres des étudiants de l'uni¢eid@ Namur certaines difficultés déja
repérées dans les enquétes citées dans cettensélttigs y reviendrons au chapitre 4.

3.2. Travaux traitant de la dualité algébrique

a) La dualité dans la théorie APOS

Bien que Dubinsky n’ait pas mené de travaux sppoifs sur la dualité, il a cependant utilisé
des notions de dualité pour lillustration de laédhie APOS (Dubinsky 1991). Nous
présentons les travaux correspondants dans cetterse

Dubinsky propose ainsi une suggestion d#Eomposition génétiquéu dual d’un
espace vectoriel, a titre d'illustration de cettetion essentielle dans APOS. Il précise
cependant que cette décomposition est totaleméptikgiive, étant donné que la seule source
sur laguelle il se base pour I'établir est uneepdfin sur sa propre expérience. Il suppose tout
d’abord que le sujet concerné par I'apprentissagdadnotion de dual posseéde un Schéma
d'un espace vectoriel (Qque nous notdRg, ainsi qu’'un Schéma du concept de fonction
transformant des nombres en nombres (que nous $&t@n Pour arriver au Schéma d'un
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espace vectoriel, les vecteurs ont été considém@sne des objets sur lesquels des actions ont
pu étre menées, telles I'addition et la multiplicatpar un scalaire. Pour arriver a un Schéma
du dual, E. Dubinsky propose en premiére étapegémeralisation du Schéma de fonction
S n afin que soit reconnue comme fonction un procesgudransforme urvecteuren un
scalaire. En faisant agir de telles fonctions ses dommes de vecteurs et sur des
multiplications d’un vecteur par un scalaire, oni@it un sous-ensemble de ces fonctions qui
sont vues comme des processus transformant desuveatn scalairest préservant les
opérations algébriques d'addition et de multipimatscalaire. Ces fonctions sont alors
encapsulées dans I'Objet « forrdueéaire », et peuvent étre rassemblées dans un ensemble.
Pour que cet ensemble de formes linéaires, municiesl’addition et de multiplication par
un scalaire puisse étre assimilé au Schéma d’uacespectoriel &), il est indispensable
gu’au préalable ce Schéma ait été (re-)construitgpaujet a un niveau « supérieur », de telle
sorte que ses éléments puissent étre des fornéssrés. L'espace vectoriel ainsi obtenu est
appelé le dual.

Une fois la décomposition génétique du dual étaldie peut mettre en ceuvre les
différentes étapes de la théorie APOS. Ainsi, leutgou plus exactement la détermination)
du dual d’'un espace vectoriel particulier est unetioh sur cet objet. L'idée que la
détermination d'un espace dual puisse étre menée pimporte quel espace vectoriel
correspond alors a l'intériorisation de I'’Actionu(ales Actions) menée(s) précédemment, et
conduit au Processus.

Ce Processus peut étre soit répété, soit renvierséffet, s'il est répété sur I'espace
dual obtenu par une premiéere application du Proseasun espace vectorigl on obtient
alors le dual du dual, c’est-a-dire le bidual, nBté Le Processus sera renversé, lorsque le
sujet, confronté a un espace vectoRgbevra essayer de trouver I'espace vect@itdl que
E’=F. Ayant réfléchi sur les opérations pouvant medére ceuvre le Processus, le sujet
pourra alors « encapsuler » ce Processus pourienua Objet, qui sera alors lui-méme
englobé dans un Schéma.

Bien entendu, dans notre étude, nous avons anplysén détail les notions en lien
avec la dualité (voir § 2 et chapitre 3). Dubinskiéve d’ailleurs lui-méme les limites de sa
démarche quant a son apport pour la dualité. Nattention ne se portera donc pas
principalement sur la décomposition génétique qoilis offre, mais plus particulierement sur
le fait qu’il mentionne que, pour le dual, le statle Processus sera atteint lorsque le sujet se
sera rendu compte que la démarche suivie pourtéairdimation du dual d’'un espace vectoriel
pourrait étre appliquée Qimporte quel autreespace vectoriel. Pour se faire, il faut bien
entendu que le sujet dispose d’'un catalogue suoffid@xemples d’espaces vectoriels. Nous y
reviendrons au chapitre 4.

b) Niveaux de conceptualisation

Dans un article sur les niveaux de conceptualisaRmbert (1997) propose une illustration de
cette notion utilisant la dualité. Etant donné ge#te derniere y intervient comme un outil
(Douady 1986) de résolution d’un probleme posé dlarticle, nous le présentons ici.

Robert définit la notion de niveau de conceptutibsacomme :

un palier dans un champ de connaissances mathéeatidgchamp
conceptuel), correspondant a une organisation ealeérd’une partie du
champ, caractérisée par des objets mathématigésernés d'une certaine
facon, des théoréemes sur ces objets, des métheslesiées a ces théorémes,
et des problémes que les éléves peuvent résoue lag théorémes du
niveau considéré, et en utilisant ces méthodehdRd 997, p. 149).
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Elle précise que de nombreuses notions peuvent @imdées a divers niveaux de
conceptualisation et donne plusieurs exemples, dangue nous présentons ici puisqu’il
implique des notions de dualité. Il s’agit du peshke dit « du carré magique de somme
nulle » qui consiste a trouver tous les tableauxrdis lignes et trois colonnes tels que la
somme des éléments (nombres réels) se trouvaningutigne horizontale ou verticale ou
diagonale fasse toujours zéro. Aprés avoir faitanemer que I'élément central d’un tel carré
doit étre nui, elle propose quatre méthodes de résolution, astede niveaux de
conceptualisation différents. La premiere méthodsppsée par Robert (1997) procede par
essais-erreurs et permet darriver a la solutidns’agit la d’'un premier niveau de
conceptualisation, qui ne fait appel a aucune nofiarmalisée d’algebre ou d’algébre
linéaire. La deuxieme méthode consiste en la résalud’'un systéme linéaire de huit
équations a huit inconnues, qui peut étre résoldgpméthode de Gauss par exemple. On se
place ici a un niveau de conceptualisation moigméhtaire que le premier considéré, étant
donné que des connaissances sur les systemestibéguaéaires sont mobilisées.

atb+c =0

d+f =0

c g+h+i =0
atd+g =0

d f b+h =0
g|hii c+f+i =0
ati =0

c+g =0

Figure 1-10 : Vers une résolution du "tableau magige"

a b -(at+b)
-(2a+b) 0 2a+b
a+b -b -a

Figure 1-11 : Forme générale du carré magique de sone nulle @, b réels quelconques)

Si on interpréte la deuxieme méthode de résolytrmposée par Robert en termes d’espace
vectoriel, on se place alors encore a un autreanidl® conceptualisation, puisqu’on utilise un
formalisme propre a l'algebre linéaire. On aboaldrs a une troisieme méthode qui consiste
a démontrer que I'ensemble des carrés magiquesrdms nulle est un espace vectoriel de
dimension 2 (construit SuR ), et qu'on peut ensuite exprimer tout élément eeespace
(c’est-a-dire tout carré magique de somme nullehroe combinaison linéaire (voir Figure
1-11) d’'une base de cet espace.

Enfin, la quatrieme méthode proposée par Robernt [gotésolution du probleme des
carrés magiques se situe encore a un niveau demomdisation plus élevé, car elle met en
ceuvre des notions de dualité, notions que I'on peatifier de non-élémentaires en algebre
linéaire puisqu’elles ne figurent pas dans tousnemuels traitant d’algébre linéaire. La

8 Ce qui peut étre montré en additionnant les élésrdas deux diagonales et d’une ligne centrale ifs® i
vaut zéro par définition du carré magique de somulle), et en réordonnant ensuite les termes deamaa
obtenir la somme de deux lignes en bord du cacrg lf@#lément central.
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quatrieme méthode proposée interpréte le problémoacg€ en termes de formes linéaires
(8 2.2), de sous-espaces vectoriels et d’annust@R.5) : il est clair que I'ensemble des
carrés magiques de somme nulle est un sous-espat@iel ded,, , (espace vectoriel des

matrices réelles de trois lignes et trois colonnesjons-leS. L’annulateur de ce sous-espace
S est le sous-espace du dual gdg,, engendré par les formes linéaires définies par les

membres de gauche des équations reprises danguie Hi-10 ; nous le notor®’. On peut
montrer que ce sous-espace du dual /g, est de dimension 7 (il y a 7 équations

linéairement indépendantes parmi les 8 écrites)c®aséquent, en utilisant le fait (voir § 2.5,
page 27) quedim (S)+dim (S)=dimw#, .= S, on a immédiatement que I'ensemble des
solutions au problém&, est de dimension 2.

Ainsi, l'illustration qui est faite ici par Robedtes niveaux de conceptualisation met en
ceuvre une fonctionnalité outil (Douady 1986) ddamst de dualité. Nous reviendrons sur la
notion de fonctionnalité outil, que nous détaill@schapitre 3, 8 1. Nous pouvons noter, de
plus, que le niveau de conceptualisation faisaetrwenir la dualité se situe au niveau le plus
élevé par rapport aux autres niveaux présentéslpquobleme considéré.

c) Une introduction a I'algebre linéaire formelle

L'analyse des résultats des enquétes présenté@8.dnainsi que les recherches menées par
Dorier (1997, 2000) ont été exploitées a la fin desées 80 et au début des années 90 afin de
concevoir un enseignement expérimental de I'algéhsaire a I'Université des Sciences et
Technologies de Lille (Rogalski 1997).

L’ingénierie élaborée pour I'enseignement de I'dlgelinéaire, qui comporte quatre
étapes, se base sur trois hypotheses :

1. la prise en compte du caractere FUGS des notioalgeadire linéaire (variation de
cadres, etc.) ;

2. le fait que I'enseignement de l'algébre linéaireassite certains prérequis, comme
l'utilisation d’un langage mathématique (logiqué&s.g d’'une démarche mathématique
(abstraction, etc.), et la pratique de la géomédaes I'espace et de la géométrie
cartésienne ;

3. l'utilisation interactive des trois idées suivantes
- le recours dans I'enseignement a des élémentsodirdtion ou de connaissance

sur les mathématiques (« levier méta », Dorier, RpbRobinet & Rogalski,
1997a) ;

- la construction d’ingénieries longues ;
- I'utilisation des changements de point de vue.

La deuxieme de ces hypothéses évoque des préngouid’enseignement de l'algebre, en
spécifiant néanmoins que I'enseignement de ce®quér peut avoir lieu en parallele avec
'enseignement des débuts de l'algébre linéaire. fie les deux premieres étapes de
I'ingénierie proposée a Lille prévoient le dévelepgent de préliminaires, en méme temps
que le début de l'algébre linéaire, laissant cepahda présentation de l'algebre linéaire
abstraite (axiomatique des espaces vectoriel3,par la troisieme étape. La quatrieme étape
de I'ingénierie présente quant a elle I'étude desices et des changements de base. Nous ne
nous attardons dans cette sous-section que suaieles premieres étapes de l'ingénierie, la
présentation de l'algebre linéaire formelle (treme étape) n'intégrant pas la dualité.

En se basant sur des travaux historiques et ém&tgiques (qui ont ensuite été
publiés dans Dorier 1997), les auteurs de I'ingémient choisi d’organiser leur enseignement
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de l'algebre linéaire de maniere a dégager, daesposition centrale, la notion dang, qui
est liée a uneualité non formellgvoir § 2.5 et chapitre 2) entre les équationsxdysteme
d’équations linéaires et 'ensemble des solutionsalsysteme.

Ainsi, dans une premiére étape de l'ingénierieggamvoir introduit la méthode de
Gauss pour solutionner un systeme d’équationsitegguelconque, les auteurs se basent sur
une approche qualitative de résolution des systati@egiations linéaires, en proposant aux
étudiants des questions telles :

- ai-je trop d’équations, pas assez, juste ce tauil ?

- combien de parametres me faut-il pour décrineskanble des solutions d’'un
systéme d’équations ? et les seconds membres pantnde le résoudre ?

(Rogalski 1997, p. 166).

Le raisonnement ainsi introduit est prolongé pareaseignement de géométrie analytique,

mettant en avant des questions relatives au dasplect équations/paramétrage. De plus des
problemes d’intersection et d’inclusion de sousaesg sont proposés aux eétudiants de
maniéere a les familiariser avec la logique et &otie des ensembles.

Le mathématicien reconnait, dans les questionsops®s ici aux étudiants (Rogalski
1997, p.166), un raisonnement de dualité permettamenser un ensemble de solutions d’'un
systeme d’équations linéaires a travers des édqusafibyperplans) ou a travers la notion
d'’espace engendré par un ensemble de vecteurs5)(§Rrécisons qu'a ce stade de
I'ingénierie, la notion d’espace vectoriel n'a pascore été présentée aux étudiants. Une
dualité non formelle est donc déja présentée dapseimiéere partie de I'ingénierie présentée.

La deuxieme étape de I'ingénierie, se basant sujuiea été observé en premiere
partie, suggére alors un changement de point deemueonsidérant une équation linéaire
homogene comme un vecteur B8. L'indépendance linéaire et le rang sont alorsnigfLe
passage de I'expression d'un sous-espac®tealéfini par des équations a une description
paramétrique de ce sous-espace est examinée,caiesie passage dans l'autre sens. Les
notions de dimension et de base d'un sous-espateadors présentées. Des problemes
d’égalité, d’inclusion et d'intersection de soup&ses deR" sont également abordés. Des
méthodologies sont proposées. Une formulation aistest préférée a une écriture utilisant
des coordonnées, de maniéere a favoriser l'intradnctans I'étape ultérieure de I'ingénierie,
de l'algébre abstraite. Les cadres abordés darie detuixieme étape de l'ingénierie sont
variés : systemes d’équations linéaires, polynénseges récurrentes linéaires, équations
différentielles linéaires.

Ainsi, dans la deuxieme étape de l'ingénierie ped@oa Lille, la dualité algébrique
apparait-elle encore de maniere implicite, notantrderpar le passage entre la représentation
d'un sous-espace déterminé par des équations @ptésentation de ce sous-espace sous
forme paramétrique (sous-espace engendré par @mbiesde vecteurs). La troisieme étape
de l'ingénierie, qui présente I'algébre linéairestagite, ne développe cependant pas la dualité
algébrique formelle (8 2). Nous y reviendrons aapitne 5.

L’articulation entre points de vue cartésien (émures) et paramétrique est reprise et
développée par Alves-Diaz (1998). Nous la présentlams la sous-section suivante.
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d) L’articulation entre points de vue cartésien et paamétrique
a travers la dualité

Nous nous référons dans cette section a la theSleed-Dias, intitulée « Les problemes
d’articulation entre points de vue « cartésien » @arameétrique » dans I'enseignement de
I'algébre linéaire » (Alves-Dias 1998).

Alvés-Dias définit ce qu’elle entend par point deevcartésien et point de vue
paramétrique :

Pour un sous-espace vectoriel donné, nous diromsiqus adoptons un point
de vue paramétrigue quand nous concevons Ce spasee€omme Sous-
espace engendré par un ensemble de vecteurs, gaeseenble de vecteurs
soit minimal ou non. [...] Nous dirons que nous adoptun point de vue
cartésien quand nous concevons ce sous-espace cdemsemble des
vecteurs solutions d'une équation ou d'un systéndgudtions linéaires.
(Alvés-Dias 1998, p. 46).

Elle précise par la suite que I'articulation erige deux points de vue considérés peut étre
envisagée d’une facon trés simple si I'on considge:

un sous-espace vectoriel de dimensialun espace vectoriel de dimension
peut étre caractérisé de fagcon minimale :

- soit par un systéme der équations linéaires homogenes ;
- soit par une représentation paramétrique dépemnidarparametres.

(Alves-Dias 1998, p. 51).

Cette simplicité, qui est renforcée par la mise mace de techniques algorithmiques
permettant de passer d’'une représentation a ume, ast en fait qu'apparente, au vu des
nombreuses difficultés observées aupres des étadeamfrontés a l'articulation entre ces
deux points de vue (Alvés-Dias 1993). Alves-Diastidgue alors différents cadres (Douady
1986) et différents registres de représentationictéque (Duval 1995), et étudie les
problemes d’articulation entre ces derniers, erlyanat la flexibilité entre les deux points de
vue considérés (cartésiens et paramétriques). Meusentrons pas dans les détails des
différentes représentations, mais donnons seuleame@kxemple d’une représentation possible
du point de vue cartésien (Figure 1-12) et paramédtr(Figure 1-13) pour un sous-espace
vectorielF particulier, mais arbitraire.

Fz{(x,y,z,LV\)DR5 cx+ W 2% w0 et— 3y z 8t SW}C

Figure 1-12 : Représentation cartésienne (expliciyelu sous-espacé

F =Spar(-4,1,3,0,0 (- 10,0,8,1)0(, 2,6, 3,0}1
={y(-4,1,3,0,9+t(- 10,0,8 1 w( 2,6, 3,9,1 , avect WIR}

Figure 1-13 : Représentation paramétrique (explicé-tableau) du sous-espade

Comme nous I'avons montré a la section 2.5, lemnstde dualité éclairent les rapports entre
points de vue paramétrique et cartésien :

C’est la notion de dualité qui permet d'abord efeted’établir une symétrie
entre les deux types de représentation, en pembeltapenser les équations
linéaires homogénes comme des vecteurs, en tanfogoes linéaires, de
'espace dual. On associe ainsi a tout systéme udté@ns linéaires
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homogénes, le sous-espace engendré dans le dufdrdes linéaireE*.
(Alvés-Dias 1998, p. 62).

Une technique impliquant des notions de dualiténge¢de passer d’'une représentation a une
autre. Cette technique est a rapprocher de cefleeptée dans l'illustration des niveaux de
conceptualisation par Robert (8 3.2.b) :

Cette vision en termes de dualité fournit une atgtcbnique de passage entre
représentation paramétrique et cartésienne, vitetdmigues de complétion
de bases et l'utilisation de bases duales. En, effét est un sous-espace de

dimensionr de E de dimensiom et{q,...,e} une base d&, en complétant

cette base, on peut obtenir une bé@...,q} de E. Une représentation
cartésienne minimale deest alors fournie, conformément & ce qui prétéde
par les équations définissant les noyaux des forlimésires € ,,...,€, .
(Alvés-Dias 1998, p. 63).

Alvés-Dias donne ensuite un exemple illustrantsepos dan®R*.

Nous montrons au chapitre 2 qu’historiguement,tceetravers une telle articulation
gu’'ont été dégagées des notions fondamentalesgéhral linéaire, comme la notion de rang
par exemple (Dorier 2000).

Cependant, si la dualité permet de justifier, paor mathématicien « expert », le
passage entre les représentations paramétriquartéisienne d’'un sous-espace, elle peut
s'avérer étre une difficulté supplémentaire pous daudiants éprouvant déja de la peine a
articuler les deux points de vue :

Cette structuration théorique de l'articulation gednts de vue par la dualité
est pour le mathématicien d’aujourd’hui simple fficace, mais elle oblige a
articuler le travail dans deux types d’espacesneparticulier de travailler
dans des espaces de formes linéaires. Or on sitansidérer et gérer des
applications linéaires comme des vecteurs ne val@a®i pour les étudiants,
et I'on peut légitimement se demander si c’est &igeau la que I'on peut
trouver pour eux une structuration de l'univershteque de l'articulation qui
permette son pilotage et son contréle de facorcaféi. (Alvés-Dias 1998,
p. 64).

Ainsi, la dualité, dans son aspect formel (voirpitra 2) ne sera pas utilisée par Alves-Dias
dans le reste de son travail de thése. Mais il rrogemblé opportun d’en parler ici, étant
donné l'éclairage que la dualité peut apporterasti€ulation entre les deux points de vue
consideérés.

4. Problématique

Les cadres théoriques présentés dans la premigiersde ce chapitre vont maintenant nous
permettre de préciser les questions que nous rmamp dans notre recherche (8 4.1). Nous
indiquons ensuite (8 4.2) comment ce que nous agéwsloppé dans ce chapitre interviendra
dans la suite de notre travalil.

° Ndr : il sagit des relations unissant une basmdispace vectoriel & sa base duale ; voir § 2.3.
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4.1. Questions de recherche

Les travaux évoqués ci-dessus nous permettent désode reprendre et de préciser nos
guestions de recherche.

Tout d’abord, il nous semble essentiel d’entreprendine étude a caractere
épistémologique : celle-ci éclaire les difficultfss étudiants, comme I'ont montré les travaux
de Dorier (2000) ou la théorie APOS (Dubinsky & Monald 2001). De plus une telle étude
est un préalable nécessaire a un questionnemetetraps de dialectique outil-objet. Ainsi,
nous tentons de répondre a la question suivante :

- Comment ont émergé les notions associées a lat@wdins la genése historique de
I'algebre linéaire ? Peut-on identifier des ruptuépistémologiques ?

Nous adoptons ensuite une perspective institutiter@elle-ci nous conduit a nous intéresser
aux différentes structurations possibles concerleasdivoir relatif a la dualité, en fonction des
niveaux considérés (Chevallard 2007). Nous noéséssons donc a la question suivante :

- Quelles structurations de la dualité peut-on preposn se référant au cadre théorique de
la TAD ?

Apres avoir étudié la dualité en algébre linéairetant qu’'objet, et dans la perspective
éventuelle de nous appuyer sur une dialectique |-abjit (Douady 1986) pour
'enseignement de ce secteur, il nous semble aogsortant de nous interroger sur les
différentes finalités outil (Douady 1986) qu’offi@ dualité en algébre linéaire. Ainsi, en nous
positionnant dans la dialectique outil-objet, n@@snmes amenée a nous poser la question
suivante :

- Quelles sont les différentes finalités outil quupent étre associées a la dualité en algébre
linéaire ?

Lorsque la dualité, structurée par l'institutiost enseignée en tant qu’objet a des étudiants
relativement débutants en algebre linéaire, masireléx d’étudier les mathématiques ou la
physique, ces derniers sont confrontés a de norsésedifficultés, récurrentes d’année en
année. En gardant notre perspective institutioanglest important d’essayer de classifier les
difficultés observées afin d’en dégager des in&tgtions et d’en déceler les causes. Nous
essayons donc de répondre aux questions suivantes :

- Quelle catégorisation peut-on établir pour lesicliffés rencontrées par les étudiants lors
de I'apprentissage des notions liées a la dualité ?

- Quelles interprétations peut-on faire de ces diffés, quelles hypothéses sur leurs
causes ?

Les étudiants que nous avons observés dans natte str la dualité sont déja confrontés a
un changement de contrat institutionnel (Chevalla®89), puisqu’ils sont nouvellement
inscrits dans linstitution université ou leur emtseignée l'algébre linéaire dés la rentrée
académique. Or, nous avons montré (8 1.5) qu'urrgbdidactique institutionnel pouvait
aussi étre en vigueur au niveau d'un contenu pdidgic Cependant, la dualité n’est pas
enseignée en tant qu’'objet dans linstitution egrs@nent secondaire. On peut deés lors se
demander si des difficultés observées lors de tamssage de la dualité peuvent étre
expliqguées par des phénoménes de transition, qus savons étre divers (Artigue 2006,
Gueudet 2008, Winslgw 2008, etc.). Nous nous iagémes donc a la question suivante :
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- Peut-on parler de transition quand on aborde déisnsode dualité ? Si oui, en quels
termes ?

Enfin, nous nous intéressons a la question de $a& em place d’'un dispositif d’enseignement,
dans linstitution université, a destination desdénts en apprentissage de la dualité en
algébre linéaire, basé sur le résultat des analgisssdifficultés des étudiants. En effet,
I'analyse des difficultés observées et les hypabésir leurs causes fournissent des indices
sur les conceptions des étudiants préalables adignement de la dualité qui doivent étre
pris en compte lors de I'enseignement de ce sect@lgébre linéaire. Nous nous posons
donc la question suivante :

- Peut-on mettre en place un dispositif d’enseignémeable dans linstitution universite,
permettant d’aider les étudiants dans leur apmeadie de la dualité en algebre linéaire ?

4.2. Emploi des cadres théoriques

Nous utilisons les cadres théoriques présentés danshapitre pour nous aider a
répondre aux questions posées ci-dessus, a I'éanet cadre théorique d’APOS, comme
nous l'avons déja signalé (8 1.2). Précisons qu#eceier est davantage utilisé au Mexique et
aux Etats-Unis en ce qui concerne l'algébre lirgair

Ainsi, au chapitre suivant, les analyses déja séab par Dorier (1997, 2000), entre
autres, nous éclairent pour présenter une analgsea@tére épistémologique de I'émergence
des concepts de dualité en algebre linéaire.

Au chapitre 3, la théorie anthropologique du didpet (8 1.4) nous aidera a analyser
la structure du savoir a enseigner relatif a lalituaNous faisons aussi référence a la
dialectique outil-objet (§ 1.3) de Douady (1986).

Au chapitre 4, nous présentons tout d’abord uneu&meqcongcue pour déceler les
difficultés des étudiants confrontés a I'enseigneinade la dualité en algebre linéaire. La
conception de cette enquéte se base sur diverssc#ukoriques présentés ici (Chevallard
2007, Douady 1986, Robert 1998). Ensuite, pouryaealles difficultés des étudiants mises
au jour par cette enquéte, nous nous appuyonsutsugur la théorie anthropologique du
didactique, complétée par les propos de Winslgwceorant la transition (8 1.6). Nous
pourrons également mettre en relation les diff&iltonstatées dans nos enquétes avec les
difficultés mises en lumiére par les enquétes diglisées (8§ 3.1).

Au chapitre 5, nous formulons des propositions idpasitifs pour I'enseignement de
la dualité algébrique, dont certaines ont été meseseuvre a l'université de Namur. Ces
propositions tiennent évidemment compte des diftie analyses effectuées dans les
chapitres précédents. Divers cadres théoriquesaspsit utilisés (Chevallard 2007, Douady
1986, Robert 1998, Winslgw 2008).
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Chapitre 2. La dualité : genese d’'un savoir mathéma  tique

Introduction

Apres avoir présenté les cadres théoriques ebllématique de notre recherche, nous allons
maintenant nous intéresser, comme annoncé, a lasgenistorique de la dualfité Nous
considérons en effet, comme Dorier (2000), quettarchination des éléments qui ont permis
I'’émergence d’'un savoir, son évolution dans la comauté scientifique, jusqu’a sa présence
dans les institutions d’enseignement est de nadusclairer la recherche en didactique
concernant ce savoir. Cette détermination permetprise de recul par rapport aux enjeux
didactiques présents dans l'institution d’enseigeimet peut constituer un appui ou une
référence lors de l'analyse des difficultés desdi@nts. Ici nous nous intéressons plus
précisément au repérage d'éventuelles ruptureséépidogiques au cours du processus qui a
mené a la dualité algébrique moderne.

Nous ne prétendons pas ici faire une étonidéoriquede la dualité. Nous n’avons en
effet pas consulté de textes primaires sur le stgetce n’était pas la le propos de notre
recherche. Pour les mémes raisons, nous ne préempads nous lancer danggistémologie
de la dualité, discipline qui peut par ailleurseéabordée selon différents courdht®orier
(2000) évite d'ailleurs d'utiliser le substantifépistémologie » dans ses travaux et préféere
utiliser I'adjectif « épistémologique » dont il prase la définition suivante : « gest relatif a
I'évolution des savoirs ou des connaissangesir nous ils seront toujounsathématiqués»,
en précisant que le termeévolutionest a prendre au sens le plus large : elle peatemer
aussi bien un systeme, qu’une institution ou uividd, etc., de plus, elle ne se réduit pas
seulement a l'idée de progrés, mais peut ausségéler étre une stagnation ou un recul. En
outre, les termesavoirset connaissancesont a prendre ici dans un sens générique ; une
connaissance est liee a un individu dans un rappertmise en fonctionnalité relatif & un
ensemble de situations déterminées, elle n'esteptibte de devenir un savoir qu’aprés
dépersonnalisation et décontextualisatier{Dorier 2000, p. 13).

Ce gue nous nous proposons de faire dans ce ahagist de présenter I'ensemble
des éléments (au sens large) ayant contribué @ daierger, progresser, diffuser les concepts
relatifs a la dualité, c’est-a-dire que nous nowgppsons d’étudier lgenésale la dualité. Et
s’il nous arrive d'utiliser le termépistémologiquec’est dans le sens défini par Dorier qu'il
faudra I'interpréter.

Ainsi, dans notre enquéte épistémologique de lditduaous avons fait un bilan de
travaux d’historiens, et non un travail d’histori®ous avons donc cherché a savoir de quelle
maniere les organisations mathématiques liéesdadiité ont émerge, et en lien avec quels
autres concepts.

Dans ce chapitre, nous tentons donc de répondrguastions suivantes :

Comment ont émergé les notions associées a laéldalns la genése historique de I'algébre
linéaire ? Des ruptures épistémologiques ont-éllésnécessaires ?

19 Rappelons que, sans précision de notre partymité nous considérons la dualité en algébre linéaire.
Y Drouin (1991, p.28,29) parle d’épistémologie hisfoe, d’épistémologie « a priori », d’épistémolegie
science telle qu’elle fonctionne et d’épistémologgmétique.
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Les éléments de réponse apportés a ces questiomemoconstituer un point d’appui
pour nos propositions d’'enseignement de la dualitfamment en termes de prérequis
nécessaires (chapitre 1, 82), ou de cadres deené® pour lintroduction de cet
enseignement. Pour ce faire, nous nous allons comsentrer sur les notions associées a la
dualité, mais également sur d’autres domaineslatges auxquels la dualité est reliée.

A propos du termelual, Bertrand Hauchecorne, dans son dictionnaire fgte et
épistémologique du vocabulaire mathématique, écrit

Dualité, repris sur le latindualitag est attesté dans notre langue depuis
Oresme a la fin du XI¥siecle. On reconnait dans ce mot la racine lafine
donnédeux Le mot est peu usité jusqu’au XiXiécle. Il est alors repris et
'on crée l'adjectif dual pour désigner une relation de correspondance
réciproque.

Lors du développement de la géométrie projectivecaus du XIX siecle, on
appelle principe de dualité la transformation dthgoréme en un autre en
intervertissant les termes droites concourantpsiats alignés

Dans cette transformation se cachaient la relatidgrinséque entre les
éléments d’'un espace vectoriel et les formes liréajui s'y appliquent. Ceci
explique le nomespace duapuis dual donné, lors de sa définition au début
du XX°® siecle, a 'ensemble des formes linéaires surgaee vectoriel. On
exprime par ce nom, la relation réciproque entesgace et son dual. En
dimension finie, par exemple, le dual Badmet, & un isomorphisme prés,
lui-mé&me pour dual. En dimension infinie, il n’yplus qu’une inclusion.

L’adjectif dual a été repris en sociologie, puis dans le discpaliique pour
désigner la société duale. Elle est composée de geuvivent dans une
marginalité, en dehors des structures de la so@ttde ses institutions.
(Hauchecorne 2003, p. 59).

Le texte ci-dessus nous renseigne sur l'origin@@u donné au savoir mathématique qui est
en jeu dans notre recherche. Cependant, il n'aigligas les circonstances qui ont fait
émerger les notions liées a la dualité en algébréaire ni les éventuelles ruptures
épistémologiques nécessaires a l'existence de c&sne. Pour décrire ces circonstances,
nous présentons tout d’abord (8§ 1) brievement comiieeconcept de fonction, qui est a la
base de la dualité, a émergé. Nous montrons er(8uieque la dualité a permis de mettre au
jour certaines notions pertinentes en algebre iliegpermettant ainsi I'apparition de la notion
moderne de vecteur. Puis nous présentons les stanmes dans lesquelles certains themes du
secteur dualité ont émergé, mettant ainsi en éemléncaractere unificateur et généralisateur
des concepts d'algébre linéaire (8 3). Enfin (84)a lumiére des éléments présentés, nous
tirons quelques conclusions.

1. Une rupture épistémologique déterminante : lano  tion de fonction

Concentrons-nous dans un premier temps sur lamate fonction. En effet, celle-ci est
essentielle dans le concept moderne de dualitélggbra linéaire puisque le dual est un
ensemble de formes linéaires et que ces derniené®n particulier des fonctions.

Pendant des siécles (vraisemblablement jusquawitdéln 18™® siecle), les
mathématiciens considéraient d’abord les problémathématiques comme des problémes
géométriques ou physiques, avec un ancrage daéali, le tangible. Les notions d’analyse
par exemple, ont souvent été approchées par I'étada cinématique, ou de la trajectoire de
mobiles (Dhombres 1987, p.193). Descartes par ebegropnsidere I'expressiony= a X +
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b » comme étant la représentation d'une droite, pegscomme la représentation analytique
d’'une fonction, ce concept n’existant pas encotes sa forme actuelle (Dorier 1997).

La mise en place du calcul infinitésimal, notammesat permettre de donner une
signification abstraite aux notions mathématiques, dégageant ainsi des habitudes
antérieures. Un renversement de l'ordre logiqudaderésentation, voire de la construction
des mathématiques s’imposait alors (Dhombres 119893).

Ainsi, en 1718, se dégageant de toute conceptiom@ggique, Jean Bernoulli va voir
en l'expression ¥ = a x + b», précédemment établie par Descartes, un nousjet o
mathématique qu’il va appeldonction Pour bien distinguer la fonctiohde la valeury
fonction de la variablg, la notationy = f(x) est utilisée.

Un autre pas vers la notion moderne de fonctionfrasichi lorsqu’Euler publie en
1748 sont traitélhtroductio in analysin infinitorurtf", qui est le premier ouvrage dans lequel
le concept de fonction joue le réle principal. Lleangement de mentalité dans l'ordre de
pensée mathématique qui s’en suit est expliqu®pambres :

Euler, et & sa suite les autres géomeétres du 18k, rompent avec le
langage, le choix et I'organisation des mathématgantérieures. L'ordre
d’exposition des principales notions d’analysgyest, a peu de choses pres,
le méme qu’aujourd’hui : rappels sur les élémerafgdbre et les propriétés
des nombres, étude des fonctions, des suites, qal@zl différentiel et
intégral ; viennent aprés seulement les applicatianla géométrie, a la
mécanique, etc. Ce bouleversement de [larchitectdens [I'édifice
mathématique constitue une rupture épistémologigres I'histoire de cette
discipline. (Dhombres 1987, p. 193).

Ainsi, 'émergence du concept moderne de fonctoue I'ouvrage d’Euler cité ci-avant a
permis de diffuser dans la communauté scientifiquaroduit un véritable renversement dans
la facon de penser les mathématiques. Ces derrseregtachent maintenant du monde du
tangible pour s’exposer a priori, présentant seatgnensuite leurs applications au monde du
réel (géométrie, mécanique, etc.).

Remarquons tout de méme que nous parlons ici detibms de scalaires. Il faudra
pratiguement attendre la fin du®9siécle pour que Volterra introduise dans ses traume
fonction d’une autre fonction.

On peut donc le constater, la notion de fonctiognuesconcept relativement récent
dans I'histoire des mathématiques. L'émergence eleancept a alors bouleversé I'ordre
établi jusqu’alors en mathématique. La dualité kgelare linéaire, qui a a sa base le concept
de fonction, n’a donc pu émerger qu’apres cettéurepepistémologique.

2. Une dualité naturelle comme source d’émergence e t niche de
notions élémentaires en algebre

A I'heure actuelle, nous savons que nous pouvoes bntendu relier la notion de formes
linéaires a la notion de systeme d’équations lmedafvoir chapitre 1, 8 2.5 et 3.2). En effet,
I'étude d’'un systeme d’équations linéaires commegs@mple (3x +2x, - x,— 2x,= 2 peut se
2% + % —4x%+3%x,=1
X —2X,+3%,—2x,= 4

12 Introduction & I'analyse des infinis.
'3 Dans I'ouvrage « introduction & I'analyse desriisfi» de 1748.

43



ramener a [I'étude dedormes lin€aires vy, y,, y, définies par: Ox=(x, %, %, %) :

V(X0 =3%+2%-%-2%,  Y,(N=2x+%-4x+3%,  y,()=x%-2%+3x-2%.  Lanalyse
épistémologique des formes linéaires passe doncgler des équations linéaires que nous
allons développer maintenant. Nous pourrons noodreecompte que I'étude qualitative des
systemes d’équations linéaires a permis I'émergeaceavers une dualité naturelle entre
équations et solutions, de notions élémentairealgebre lin€aire, tels le rang ou la notion
moderne de vecteur, en tant que concepts unificateu

2.1. Les équations linéaires : de 'antiquité a Eul  er

Les systemes d'équations linéaires étaient déjausodepuis I'antiquité, et des techniques de
résolution (par élimination ou substitution) avaiéte mises au point. Cependant, méme si
I'on peut observer une volonté de classificatios éguations, l'intérét porté a ces dernieres
n‘avait qu'un seul but : leur résolution. De telstdmes n'étaient considérés a I'époque que
pour en dégager la solution. Seule celle-ci importa

Alors que, dans la seconde moitié di™&iécle, la plupart des mathématiciens se
consacrent au calcul différentiel et intégtaEuler fait partie des quelques chercheurs qui
reviennent aux problemes qu'avaient traités lesbaistes de la Renaissance, et qui étaient
considérés par certains comme dépassés et sambigtérét scientifique : la résolution des
équations numeériques.

En 1750, dans son texte "Sur une Contradiction Agpypa dans la Doctrine des Lignes
Courbes", Euler, se penchant sur un systeme diégadinéaires, s'intéresse non seulement a
la solution de celui-ci, mais prend aussi en cafrsition les équations elles-mémes. Bien que
considérant comme un "accident” le fait que deuxaéiqns d’'un systéme linéaire puissent
étre identiques, il est sans doute le premier a&mrodes conditions pour qu'un systemende
équations @ inconnues ait une solution unique, ce qui semBla#t une évidence jusqu’alors
(Dorier 2000, p.27-29) !

Quand on soutient que pour détermingruantités inconnues il suffit d’avoir
n équations qui expriment leur rapport mutuel, dutf y ajouter cette
restriction que toutes les équations soient difftae entr’elles, ou qu'il n'y en
ait aucune qui soit renfermée dans les autresefELI50, cité par Dorier
1997, p. 29).

L'approche nouvelle, descriptive et qualitative,s dgystemes d’équations linéaires
gu’Euler adopte ainsi 'amene a découvrir ce queiddd1997, p.29) nomme kd€pendance
inclusive : le fait qu'uneéquation soit "comprise" ou "enfermée" dans une autre. En
considérant par exemple les deux équations suisvante

3x-2y=5 et 4=6x-10
Euler commente :

On verra qu'il n'est pas possible d'en détermiegrdeux inconnues x et vy,
puisqu'en éliminant l'une X, l'autre s'en va d'@lléme et on obtient une
solution identique, dont on est en état de détemiien. La raison de cet
accident saute d'abord aux yeux, puisque la secéqdation se change en
6x - 4y = 10, qui n'étant que la premiére 3x - 2% doublée, n'en differe
point. (Euler 1750, cité par Dorier 1997, p. 28).

4| e calcul différentiel et intégral de I'époqueeitt déja un haut niveau de technicité, notammeed des
équations aux dérivées partielles.
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Le concept daelépendance inclusiviatroduit par Dorier differe du concept dépendance
linéaire utilisé en algebre linéaire. En effet, la dépemrdaimclusive ne s’applique qu’'a des
équations linéaires, alors que la dépendance tmégqili n'apparaitra que bien plus tard, est
un concept unificateur qui s’applique a des objivers (polyndmes, fonctions, etc.). Euler
ne traite pas les n-uplets (les inconnues) de lmen@&aniere que les équations. Par exemple,
Euler n’explicite pas les relations linéaires qulécéle entre les équations (comme par
exemplee; = 2&,). Son approche, bien que nouvelle, ne permet gascencore d’aboutir a
un concept généralisateur comme celui de dépendiaéegre.

De plus, I'approche adoptée par Euler en déteatastrelations entre des équations
linéaires, bien qu’étant qualitative, n’en rests paoins toujours tournée vers la résolution.
Dans cette optique, il ne considérera pas d’'une en@@niere des objets différents (n-uplets
et équations).

Euler poursuit ses travaux sur les systemes d'@qnstinéaires : il entrevoit, de
maniére empirique, la complémentarité entre le memte relations de dépendance des
équations et le nombre d'indéterminations des imges. Euler dégage ainsi une premiere
idée de ce qui se traduira plus tard par le condepang. En effet, un mathématicien actuel
traduirait la complémentarité observée par Eulenroe une relation entre :

* le nombre d'équations indépendantes,
« lataille de I'ensemble des solutions,
* le nombre de parameétres nécessaires pour déerisethble des solutions.

Méme si des liens sont mis au jour par Euler degénconnues et les équations, nous
ne parlerons pas encore de dualité ici car, nausifis souligné, Euler ne traite pas de la
méme maniere les n-uplets (inconnues) et les énsatlLe concept ddépendance inclusive
gu'il utilise pour les équations lui permet certese approche intuitive des systémes
d’équations linéaires, mais I'empéche de considdeerfacon identique un n-uplet et une
équation (ce que nous avons fait lors de la desoniglu secteur dualité, chapitre 1, § 2.5
puisque nous disposons des théories modernes).

L'approche mise au jour par Euler ne verra passeee se poursuivre car un autre
concept va émerger et prendre le dessus sur l'odsen des équations linéaires : les
déterminants.

2.2. Interméde : la théorie des déterminants

En 1750, les scientifigues découvrent, grace ktiduction a l'analyse des courbes
algébriques écrite par Cramer, une des premieres notationsvguyoermettre d'écrire un
systéme d'équations linéaires avec des coefficiedé&terminés.

Grace a lintroduction de ces notations, Crameblétdes regles de calcul permettant
de résoudre un systéme carrdl n'utilise pas le termeéterminant®, mais c'est bien de cette
notion qu’il s'agit. Il explicite les calculs poor= 2 etn = 3, et affirme que la généralisation a
n> 3 est aisée. Il admet implicitement que le déteamt principal est non nul, ce qui signifie
que le systéme admet une unique solution. Ce fytciet de départ de la théorie des
déterminants qui vit se développer de nombreusgeséle calcdl. Par la suite, la technicité

15 Un systéme carré est un systéme qui comporte tadiésquations que d'inconnues.

18 e terme « déterminant » sera utilisé par Gausk86a dans un autre contexte, pour désigner unrésieale
nombres qudéterminentune propriété mathématique (Baudet 2002, p.195).

7 Ce n'est qu'en 1812 que Cauchy donna une preap@reche théorique en essayant de donner uneti#fini
aux déterminants qui ne soit pas une regle delcalcu
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des démarches, qui visait une résolution effedivesysteme, empéchait alors de développer
une étudeayualitativedes systémes d’équations linéaires, qui aurai@ma@ner au concept de
dualité. Des notions émergent, telles la notioméleeur de plus grand ordre non nul (lorsque
le déterminant d’'un systeme carré d’équations iieéss’annule). Mais les notions mises au
jour servent d’outils (Douady 1986) pour la recherde solutions du systeme, et ne sont pas
étudiées en tant que telles pour essayer de dédageanvariants d’'un systéme d’équations.
Ainsi, le mineur de plus grand ordre non nul perihde dégager les notions d’inconnues (et
équations) principales et secondaires ; les méthddeCramer étaient ensuite appliquées pour
déterminer les solutions. On peut donc dire, ageedcabulaire actuel, que le lien entre le
nombre d'équations indépendantes dans le systéma dimension de I'ensemble des
solutions étaiimplicitementprésent, vu I'accent qui était mis sur la fonctialité outil du
systéme d’équations linéaires : toute Iattenticiitéportée sur la détermination des
solutions ; une fois celles-ci trouvées, on ne chait pas a faire des liens entre les différents
résultats obtenus.

2.3. Des déterminants aux matrices

En 1812, Cauchy reprend le terahéeterminantpour désigner la formab'-a'bde Cramer, qui
détermine en effet si le systéme de deux équatiatesux inconnues ayant les coefficieats
b, a' etb’ posséde ou pas une solution unique. En 1826, @auiiise le termdableaupour
désigner ces nombres que les mathématiciens avpientl’habitude de disposer de la
maniere suivante :

a b
a' b
On pouvait alors calculer le déterminant de ceetl au moyen des régles de calcul

énoncéesab’-a’b). La notation, toujours utilisée actuellement résgntant le déterminant par
son tableau entouré a gauche et a droite par unesggertical :

a b
a' b

fut introduite la premiere fois par Cayley en 1841.

Cayley, en travaillant sur la généralisation detemidinants, inventera en 1858 le
concept dematrice: une matrice est un tableau de nombres (commeabéedu d'un
déterminant), mais le nombre de lignes n'est pkressairement le méme que celui des
colonnes. Il exposera ses idées dans l'article "@mmir on the theory of matrices" (1858)
paru dans « Philosophical Transactions » (Londf@ayley étudie dans un premier temps les
matrices carrées d’'ordre 2 et d’ordre 3, mais raffique ses propos s'étendent aux matrices
rectangulaires d’ordren(p). Il définit la somme et le produit de deux magcainsi quéa
transposéal’'une matrice (qu'il note tA). Il donne l'inverse d’'une matrice carrée d’or@ret
introduit les matrices symétriques et antisymetggu

On peut donc remarquer que la notion de matricesprasée a été introduite par
Cayley dans le cadre matriciel avant que la notibapplication transposée n’ait été
introduite.

2.4. Des matrices aux vecteurs

Parallelement aux développements sur les détermsinetnles matrices, des travaux sont
meneés sur les nombres imaginaires, sur les grospeges transformations en géométrie, etc.,
tant de notions qui peuvent se retrouver unies demsoncepts « modernes » de l'algebre
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linéaire. Mais il faudra encore un peu de temps @otver a la notion moderne decteur
(c’est-a-dire un élément d’'un espace vectoriel)mprmet de dégager un méme objet a travers
ces différentes représentations.

En 1843, Hamilton fera un premier pas dans cetextion en développant sa théorie
sur les quaternions. Le point de départ de sommamment est le suivant : on sait que les
nombres réels peuvent étre représentés sur une ddinension 1) et réciproquement, les
points d’'une droite peuvent étre considérés comesenbmbres réels. Dans le méme ordre
d’idées, les nombres complexes peuvent étre repéEselans un plan (dimension 2), tout
comme les points du plan peuvent étre représerdésd@s nombres complexes. Ainsi,
effectuer des calculs sur les points d’'une draitel'on plan revient a effectuer ces calculs sur
les nombres, réels ou complexes respectivementepegsentant. Bien entendu, les régles de
calculs définies dans les nombres réels ou comgleapectent ce que les mathématiciens de
I'époque appelaient le « principe de permanene gue nous expliquerions aujourd’hui par
le fait que les réels et les complexes peuventrétneis d’'une structure de corps commutatif.

Se pose alors la question de la généralisationedeaisonnement a la dimension
supérieure : est-il possible de trouver un corpsa®bres permettant de représenter I'espace
(dimension 3) ? Par analogie avec la dimension 2aomultiplication de deux couples de
nombres &, b) par @, b’) revient a multiplier le nombre complexet+ b.i par le nombre
complexea’ +b'.i, oui? = -1, Hamilton cherche a multiplier non plus desigles mais des
triplets. Il n'y parviendra pas, étant donné quenoe on le sait aujourd’hui, la seule
dimension ou on peut construire un corps de dinsensupérieure a 2 est la dimension 4.
Apres ses insucces avec les triplets, Hamiltorakus I'idée, en 1843, de considérer non plus
des triplets, mais des quadrupletsy, y, z définissant ainsi les quaternions, en s’inspicant
modele des nombres complexes : un quatergiest défini parg=su+ xi+ y j+ zk, Ou u* =1,
i?=j?=k?=-1, ij=k,jk=i,ki=j, ji=-k,kj=-,k=-j. Remarquons au passage que la
multiplication de deux quaternions n’est alors pasymutative. Au quaterniog est associé
le point de coordonnées,(y, 2 dans I'espace. Hamilton appellera « vecteur >pdatie
xi+y.j+zk du quaterniom.

L’introduction des quaternions aura également coraffed immédiat de susciter toute

une série de recherches sur des « calculs » pessiahs les espacés’ (Dieudonné 1986,
p.105). Ainsi, des espaces @imensions pouvaient étre considérés.

Comme nous I'avons mentionné, les matrices ontléait apparition peu de temps
apres la découverte des quaternions par Hamilamultiplication matricielle, elle non plus,
n'est pas commutative. Le calcul matriciel montuély a des analogies entre les matrices et
les vecteurs.

Pour clarifier la notion moderne de vecteur, plusse acteurs seront encore
nécessaires. Citons tout d’abord Adhémar Barré @let-§¥’enant qui, en 1845 publie un
article « Mémoire sur les sommes et les difféerergp@smeétriques, et sur leur usage pour
simplifier la Mécanique » (Baudet 2002, p.198).nSdenant y présente des opérations sur
des segments de droites analogues aux opératigélsriglues sur les nombres. Plus tard, ces
segments de droite seront représentés par deg$lélzns le plan ou I'espace. On y reconnait
ce que nous appelons maintenant le vecteur géamét(Hillel 1997). Ensuite les travaux de
'Allemand Hermann Grassmann en 1844, ceux de llaisgWilliam Clifford en 1878 et
ceux de I’Américain Josiah Gibbs (il pubhector Analysisen 1881) vont compléter I'ceuvre
de Saint-Venant en s’interrogeant sur ce que pibusignifier la multiplication de deux
vecteurs.
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Dans « Die Lineale Ausdehnungslefire qu'il publie en 1844, Grassmann annonce
gu’il présente une nouvelle discipline mathématigue ne se situe pas seulement dans le
domaine géométrique, mais dont la géométrie n'eding application spéciale (in Dorier
1997, p.44). Grassmann, véritable précurseur tgebae linéaire par son approche, ne fut pas
suivi par ses pairs. Son discours, bien que forfuejugé trop philosophique dans un premier
temps. En 1862, il publiera une réécriture de séorib en estompant les propos
philosophiques, mais il ne fut pas davantage suavila communauté scientifique. L’'ceuvre
de Grassmann, qui contenait de trés nombreux aésujue I'on retrouve actuellement en
algébre linéair€, fut donc ignorée par les mathématiciens de I'époGe n’est que plus tard
gue I'on se rendra compte de sa valeur. Nous nwypas effectué dans notre recherche une
exploration de I'ceuvre de Grassmann en ce qui coada dualité, car cela dépassait le cadre
de nos questions de recherche. Nous reviendronscesupoint dans la proposition de
perspectives a notre travail.

2.5. La notion moderne de vecteur a travers la dual ité

La conception que Dorier désigne mépendance inclusiyegue nous avons évoquée cCi-
dessus, a prévalu pendant plus d’'un siecle dangrtégsemes de recherche de solutions des
systemes d’équations linéaires. Rappelons-le, ceit®n, en ne s’appliquant précisément
gu’'a des équations linéaires, empéchait de corgidBune méme maniere des n-uplets de
solutions et des équations d'un systeme, ne peantefias par la méme occasion une
évocation de dualité. Un premier raisonnement datimis en ceuvre par Frobenius en 1875 :
dans Uber das Pfaffsche Problénil définit en termes modernes la notiondigpendancet
d’indépendance linéaira la fois pour les-upletset pour les équations linéaires. Cette notion

communeappliquée a des objets jusqu'alors considéréardiffment nous dirige aussi vers la
notion moderne deecteur

Frobenius introduit aussi la notion de base detisols (sans toutefois utiliser ces
termes) et la notion dgysteme adjoinfadjungirt) ouassocié(zugeordnet), faisant ainsi un
bond énorme vers le concept de dualité. En efetystéme adjoint a un ensemblendeplets
solution d’'un systéme d’équations linéaires exiniposé d’équations dont les coefficients
sont les composantes des éléments d’'une baseud®isldu systeme initidl(Dorier 1997,
p.32).

Voici le raisonnement suivi par Frobenius (Frobenii875, cité par Dorier 2000,

p.60) :
+...+ =0
Considérons le systeme suiva ta:ﬂx1 %% ()
ayXt..ta, x =0

Si (AY, AN LAY (x=12,..n-r1), r étant l'ordre maximal des
mineurs non nuls, est une base de solutions die @ystéeme associé est :

AYx+.+ A% =0
(1)
AT+ + A% =0

'8 Die Lineale Ausdehnungslehre a été écrite parsBrasn comme constituant la premiére partie d’héerie,
« Die Ausdehnungslehre », qui se traduit littéraatpar « La théorie de I'extension ».
19 Comme par exemple I'équivalent du théoréme Hirf{)=dim(E)+dim(F)-dim(E n F).

48



Chapitre 2. La dualité : genese d’un savoir mathigume

Maintenant s(B"’,B,",...,.B")) (¥=1,2,..q)est une base de
solutions de (I*), le systéme associé est :

BYx +..+BYWx =0
(%)
Bl(q)>(1+"'+ 31(Q) X = 0

Frobenius démontre que, quel que soit le choixbdesgs a chaque étape, le
systeme (I**) est équivalent au systeme (l) et quer.

En considérant le systéme adjoint (I*) a un ensend® n-uplets solution d’'un systeme
d’équations linéaires, Frobenius utilise le conceppderne de dualité. Il réitére son
raisonnement en travaillant avec le systéeme adjdintsystéme adjoint précédemment
considéré. Bien entendu, Frobenius n’a pas conseidn théoreme de réflexivité, mais c’est
bien ce dernier qui est appliqué ici. Par le rameonent décrit ci-avant, Frobenius montre
donc que l'ordre maximal d’'un mineur non nul dutsyse linéaire (1), not&, est égal a
I'ordre maximal d’un mineur non nul du systeme éimé (I**), notég. Ce raisonnement étant
valable pour tout systeme d’équations linéairesp&nius montre donc que l'ordre du plus
grand mineur non nul d'un systeme d’équations IneSaest uninvariant du systeme. Et il
montre aussi aisément qu’il s'agit d’un invariaet llensemble des solutions : des systémes
ayant méme ensemble de solutions, ont aussi médne wraximal de mineur(s) non nul(s).
Enfin, Frobenius montre que ce nombre permet égaleaie mesurer la taille de I'ensemble
des solutions, ainsi que le nombre maximal d’éguatilinéairement indépendantes dans le
systéme linéaire.

Ce n’'est qu’'en 1879 que Frobenius donne un normr@dr¢ maximal de mineur non
nul : lerang. Notons qu'a I'époque, le rang ainsi défini esali déterminant :

Quand dans un déterminant, tous les mineurs d'ordte s'annulent, mais
que ceux d'ordren ne sont pas tous nuls, j'appelle rang du détermilza
valeur dem. (Frobenius 1879, cité par Dorier 1997, p. 32)

Frobenius applique ses découvertes a des probl@éopsations différentielles et a I'étude des
formes quadratiques et bilinéaires, faisant aingdas vers l'unification et la généralisation.

Un apport intéressant pour I'étude de la dualit@isain approfondissement de la
réflexion sur le lien entre la dualité, au sensi@igtet la conceptualisation par Frobenius de la
notion de rang, dans le cadre des systemes d’'égsatCette réflexion dépassant largement
les questions de recherche qui nous préoccupemtdas la proposons dans les perspectives
de notre travail.

2.6. La recherche d’invariants

Si Frobenius définit certains concepts moderne$atigebre linéaire, il n'est pas le seul a
cette époque a permettre des avancées dans ceevjandra I'algebre lineaire. Dans la
seconde moitié du f9° siecle, différents problémes arithmétiques, gédméss ou
physigues ont amené les mathématiciens a consildectassification des formes bilinéaires.
Pour ce faire, ils recherchent des invariants phsttutions linéaires des variables dans ces
formes. Parallelement, des scientifiques rechetclkles invariants dans les tableaux de
nombres, étant donné que les matrices permettergpiésenter des formes bilinéaires, des
formes quadratiques ou des substitutions linéédesier 2000, p.62).

La recherche d'invariants améne les scientifiquescaoisidérer les systémes
d’équations linéaires dans une autre perspectieecglle de leur résolution.
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3. L’algebre linéaire : nouvelle rupture épistémolo  gique

Nous avons montré (8 1) que l'introduction de lé#iorde fonction a constitué une véritable

rupture épistémologique dans l'histoire des mathigmes, et que le cadre des systémes
d’équations linéaires a servi de niche a I'émergete plusieurs concepts qui font désormais
partie de concepts élémentaires de l'algébre liaéaicertains de ces concepts étant
explicitement ou implicitement liés a la dualité 28 Nous allons maintenant expliquer

pourquoi l'introduction de ce qui deviendra l'algehbinéaire peut aussi étre qualifiée de
rupture épistémologique.

3.1. L'introduction d’'une approche axiomatique

On se rappelle le mauvais accueil réservé par manumauté scientifigue aux travaux de
Grassmann (1844 et 1862), véritable précurseutatigebre linéaire. Les bases de la théorie
de Grassmann ont ensuite été reprises par centatt@maticiens, et des premieres approches
axiomatiquesdes problemes linéaires ont ensuite vu le jouriiB€l888, Pincherle 1890 et
1901,..). Les premiéres approches axiomatiques du linédoet cependant pas pour but
premier la résolution de problemes nouveaux, mamgent d’établir un socle sur lequel
pourraient reposer les mathématiques, comme I'guplDorier :

En ce sens, il est clair que I'approche axiomatiggpésente pour Peano un
enjeu théorique répondant a la question des fondsmeathématiques et
nullement un moyen de permettre la résolution daveaux problémes.

(Dorier 1997, p. 63).

L’approche axiomatique apparait comme une voloetél@hner de meilleurs
fondements a I'ensemble des résultats sur l'algdinéaire en dimension
finie, déja acquis a la fin du 1@ans le cadre des coordonnées. Dés 1888
Peano dit que certains systemes linéaires peuttentlé dimension infinie et
cite le seul exemple des polyndmes. De fait, gidssibilité de modéliser des
probléemes nouveaux est suggérée, c'est surtout réneganisation des
résultats déja acquis qui est proposée. (Dorier 119975).

Pendant plusieurs dizaines d’années, I'approchensatique qui se développait ne fut pas
adoptée par nombre de scientifiques qui continti@ieniliser les méthodes analytiques gu'ils
maitrisaient plutét que d’investir dans un nouveaade de pensée qu’était I'approche
axiomatique de l'algébre linéaire, et ce méme Ik travaillaient sur des problemes en
dimension infinie. Ces derniers étaient résolus,goelogie avec la dimension finie, a l'aide
destechniques calculatoiregue les mathématiciens de I'époque maitrisaiedtgldppement
en série de fonctions, déterminants, etc). Ainsiesnil par exemple pour lprincipe des
réduite$®: la résolution d’'un systéme d’une infinité d’étaas linéaires en une infinité
d’'inconnues se faisait par I'étude du sous-systaoregué d’ordren, puis par passage a la
limite lorsquen tendait vers l'infini.

3.2. Emergence de concepts modernes de la dualité a  partir de
travaux en dimension infinie

Dans le cadre de problémes lineaires en dimensitmé issus de la mécanique, Fredholm
résolvait, au tout début du 2 siécle, I'équation

PO+ [ F(x (N dy=W( 3 (1)

% e principe des réduites éte propose par J. Fourier dés 1822, maigstgt dans I'oubli pendant prés de 50
ans. Ce n'est qu'a la fin du ¥ siécle qu'il fut véritablement utilisé comme outér les scientifiques (Dorier
1997, p. 78).
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a l'aide d’outils analytiques (Dorier 1997, p.798du sa démarche le ramene aussi a un
systeme fini d’équations linéaires. Précisons gsoudre (1) revient a détermingr, f et
W etant connues. La raison pour laguelle nous membios les travaux de Fredholm ici est
que ce faisant, il va introduire un point de vueveau pour I'époque : alors que le concept
d’espace fonctionnel n'est pas encore apparu, Bfedhva considérer une équation
fonctionnelle comme la transformation d'une fonetien une autre fonctioen vue de
résoudrel’équation (1) :

En considérant I'équation (1) comme transformantfolaction ¢(x) en une

nouvelle fonctionW(x) j'écris cette méme équation

(2) Sip(¥)=%(x,

et je dis que la transformatios, appartient a la fonctionf(x, y). Les
transformations (2) forment un groupe. (Fredholr@3, Zité par Dorier 1997,
p. 81f*
Ainsi, Fredholm a eu l'idée novatrice d’introduiten opérateur en vue de résoudre une
équation fonctionnelle.

Toujours lors de la résolution de I'équation (Ijedholm montre que, sous certaines
conditions, une condition nécessaire et suffisdifgristence d’'une solution est que

[[W.(09(x0=0; k=1,..n, 3)

ou les W, représententn solutions indépendantes de [I'équation homogeneusNo

reconnaissons dans les égalités (3) la notiontgadnalité, mais ce point de vue n’apparaitra
que quelques années plus tard grace a Scifmide qui indique qu’un vocabulaire
géomeétrique va ainsi pouvoir étre introduit dansdere des fonctions. Cependant, aucune
approche formelle généralisatrice ne fut mise eacel dans I'immédiat, car les
mathématiciens étaient focalisés su@solutiondes problemes traités.

Par la suite, les mathématiciens seront amenéavailter sur des généralisations de
plus en plus importantes des équations de Fredheimgonsidérant ainsi de nouveaux
espaces de fonctions. C’est ainsi que Riesz intr@tu1910 les espack’, avecp>1. Des
travaux de Riesz et Schmidt, les mathématiciensnem I'habitude de penser dans les
espaces fonctionnels en termes geométriques. €gaement Riesz qui va introduire la
notion d’opérateuadjoint ou transposéourT, opérant sur I'espack’ (Kline 1972, p.1087),

et établir les relations de dualité entreet L, quand%+é:1 (Dorier 1997, p.87). Riesz

n'utilise cependant pas le terme de dualité.

Remarquons que si le concept d’opérateur transgtodés relations de dualité ont été
mis au jour par Riesz, ils I'ont été dans le catlespaces topologiques et non dans le cadre
d’espaces algébriques, dont I'approche axiomatigagas encore été finalisée a ce stade de
I'histoire des mathématiques.

Par la suite, Riesz poursuivra son approche atesttas espaces fonctionnels. Dans un
travail qu’il publie en 1922, Hahn, qui cherche mvéout a unifier des problemes précis
d’analyse dans une théorie générale, définit denfagxiomatique urespace linéairgqui

L La numérotation des équations a été modifiée ptrarcohérente avec notre texte.
22 C’est Schmidt qui introduira, dans sa thése erb 1Badjectif orthogonal pour qualifier deux formtis dont le
produit scalaire est nul (Escofier 2006, p.331).
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correspond a la notion moderne d’espace vectooehdé. Cing ans plus tard, il met en place
les premiers résultats théoriques sur la notiospdee dual, dans le sens moderne d’espace
dual topologique (Dorier 1997, p.89).

Il est important ici de constater que les premiérasons formelles de dualité ont été
mises au jour dans le cadre de I'analyse fonctibenet ont été développées pour répondre a
un besoin d’outil (Douady 1986) dans la résolutienproblémes. Il aurait été intéressant de
pouvoir développer une réflexion sur les usagderettions de la dualité dans I'émergence
historique de I'analyse fonctionnelle. Cette réibex dépasse cependant le cadre de notre
travail, elle nécessiterait une recherche spéafiqu

3.3. Des notions unificatrices et formalisatrices

Une définition axiomatique de la notion d’espacetegel normé complet sera donnée par
Banach, Hahn et Wiener a peu prés a la méme ép{@§ae-1922) et de facon indépendante
cependant. Sur base des travaux de ces derniéchdtdéfinira vers 1925 la notion d’espace
vectoriel abstrait, et ensuite la notion d’espdtie@abstrait.

Banach imposera I'approche axiomatique avec sore [Mhéorie des opérateurs
linéaires publié en 1932. Dans l'introduction de son oueraig justifie I'’économie que lui
permet d’obtenir I'approche qu’il présente en disgqu’il établira des théoremes dans un
cadre général, puis il les spécifiera pour chaqsemble de fonctions vérifiant les quelques
axiomes posés au départ (Dorier 2000, p.32).

Nous avons vu que, si la notion de fonction a peréer au 18eme siecle, il a encore
fallu attendre un peu pour voir définir les preragmnotions d’algébre linéaire. L'approche
axiomatique propre a l'algébre linéaire ne s'epbsge quant a elle qu'a partir de 1930. Ainsi,
durant prés de 40 ans, lapproche analytique a pgi¢ilégiée par de nombreux
mathématiciens.

Il semble donc gqu'autour des équations de Fredtaémt convergé, au début du
20eme siecle, les approches géométrique, analyégmnctionnelle. Ce lieu de rencontre a
mis en évidence la pertinence d'une approche atiguesafin de permettre l'unification et la
généralisation des différentes approches envisagées

Enfin, notons que la diffusion de I'algebre linéaitans la communauté des chercheurs
et a travers I'enseignement universitaire fut feml par la parution en 1941 de la premiere
édition de I'ouvrage de Birkhoff & Mac Lane (1944 la parution en 1942 de la premiéere
édition du livre d’'Halmos (1942). Nous reparlonscge manuels dans le chapitre 3 traitant de
la dualité comme savoir a enseigner.

4. Un regard épistémologique sur la dualité, synthé  se

4.1. La dualité, liée a 'émergence de concepts per tinents en
algébre linéaire

La genese historique de la dualité présentée cudamontre que le concept de dualité a joué
un rdle central dans I'’émergence du concept de.r@nest dans le cadre des systéemes
d’équations linéaires que Frobenius a mis en lunlér concept de rang, en utilisant le
concept desystéme adjoind un ensemble de-uplets solution d’'un systéme d’équations
linéaires, mettant ainsi en ceuvre une dualité elg¢urFrobenius fait encore un pas en
direction de la dualité en appliquant la définitbe dépendance linéaire de maniére identique
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a des n-uplets et a des équations, unifiant ainsi des t®bgonsidérés jusqu’alors
differemment : un premier pas vers la notion moeeta vecteur en algébre linéaire.

On peut donc affirmer au vu des développementeptés ci-avant que la dualité était
présente et a parfois méme joué un réle centras dlédmergence de concepts en algébre
linéaire, dans le cadre des systemes linéaires.

4.2. Des objets et non des outils

Cependant, I'analyse qui précéde nous a aussi pateiconstater que, pour que les liens
unissanin-uplets et équations puissent étre mis au joarfallu qu'au départ, on considere les
équations comme des objets et non plus comme dis. dDr, on constate que, dans
I'enseignement actuel en Belgique, ni la notiogukdéion, ni celle de-uplet n‘a jamais eu (au
moins avant l'université) le statut d'objet mathtéque. On les utilise sans les définir, faisant
ainsi d'eux ce que Chevallard appelle des objatsnmethématiques. Ainsi, si I'on souhaite
aborder la dualité a partir des équations linéaifegaudrait prévoir un enseignement
préliminaire permettant aux étudiants de rencoreées-ci en tant qu’objets.

De plus, on constate qu'historiquement, les cosceet rang et de dualité sont
extrémement liés. En effet, pour arriver au conaiptang, il a fallu que Frobenius fasse
émerger la notion moderne de vecteur, ce qui a ipeda considérer semblablement une
équation et um-uplet (représentant la solution). C’'est en obs#naansi le caractere dual
existant entre ces deux objets que le conceptridpagu étre mis en évidence.

4.3. Evolution des concepts, séparation des liens 0 riginaux

Si I'on observe ce qui se passe dans I'enseigneseeldlgebre linéaire, on constate que le
concept de rang a évolué depuis sa mise en évigemderobenius. En effet, si le rang était
lié au déterminant dans la définition qu’en donrf&ibbenius, il est maintenant présenté
comme une quantité en lien direct avec une appitdinéaire puisqu'il peut étre deéfini
comme la dimension de I'(espace vectoriel) imagkagelication. Le caractere simplificateur
de l'algebre linéaire, en jouant son role, masaus ke lien entre le rang et la dualité.

4.4. Parlons de dimension

Une autre remarque importante que l'on peut ties slections ci-avant est que c'est en
dimensionfinie que Frobenius a dégagé un premier résultat det@u@lela nous conforte
dans l'idée que la dualité n'est pas un concepmgila reléguer dans les matiéres inabordables
pour les étudiants novices en algebre linéaireefiat, de tels étudiants n'ont en général pas
encore abordé la dimension infinie, mais peuvemcdout de méme cotoyer la dualité par
une approche semblable a celle de Frobenius.

En comparaison, le concepespace vectoriél n'a vraiment émergé quant a lui qu'en
rapport a des questions de dimension infinie etyaadonctionnelle. Or, au niveau du savoir
enseigné, le conceptedpace vectoriebst introduit (en premiere année d’universiténbie
avant que de telles questions ne puissent étrelé®avec les étudiants.

Remarquons cependant que la notion d’applicatiansposée par exemple, que nous
avons repertoriee comme étant un théme du sectelited n’a émergé que dans le contexte
d’espaces fonctionnels munis d’'une topologie. Qrics des systémes d’équations linéaires
qui ont servi de cadre aux premiers résultats aisten utilisant la dualité.

23 C'est tout d’abord la notion I'espace vectorietmé qui a émergé, puis le caractére simplificatieufalgébre
a donné lieu a la notion d'espace vectoriel (aliggier).
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4.5. Des notions FUGS

Ainsi donc, lespace vectoriel dual’'un espace vectoriel donné n’a pu quant a luir§ere
gu’'apres que le formalisme de I'algébre linéairerfiis en place. Ce concept peut donc étre
qualifié a la fois de formalisateur, unificateuéngralisateur et simplificateur (Robert 1998).
Formalisateur en effet car sans l'introduction dfoammalisme, les différentes approches
présentées dans ce chapitre n'auraient pas punéses au jour. Nous avons montré le
caractére unificateur dans la section précédemteti¢an 3.3) étant donné que c’est par la
convergence des approches analytiques, géomeétrgudiesctionnelles qu’a pu émerger et se
diffuser I'approche axiomatique. Le caractere galigateur se comprend aisément étant
donné que c’est un des buts de I'approche axiommtigomme le décrivait Banach dans
I'introduction de son ouvrage en 1932. Enfin, sifiqdteur en effet, car la notion de dual en
algébre linéaire est en quelque sorte une versmuréé de la notion d'espace dual
topologique qui, historiquement, a d’abord émergé.

4.6. Deux approches de la dualité

L’analyse présentée dans ce chapitre montre gxiste au moins, deux approches possibles
de la dualité.

Une premiére approche pourrait étre celle qui pemtregppréhender la dualité sans
nécessairement I'étudier comme un objet a pareentiC’est cette approche qui a permis de
faire émerger un concept central en algebre lipgairsavoir le concept de rang. L'approche
abordée par Frobenius reléve de ce premier typiée @eproche est donc ancrée dans le cadre
des systemes linéaires. Il s’agit de la dualitéechds équations d’'un systéme et I'ensemble
des solutions de ce dernier. Nous appelons cetldlapprochenaturelle

Une autre approche consiste justement a présentkralité comme un objet d’étude.
On peut donc qualifier cette approchefalenelle En effet, elle résulte de la formalisation des
thémes définis pour le secteur dualité. Ainsi, @ample, des formes linéaires représentent
les équations d’'un systeme, alors que les solusonselles considérées comme des éléments
de I'espace vectoriel sur lequel agissent les ferlimgaires considérées. Cette représentation
résulte pour sa part du caractére unificateur, rgéieateur et simplificateur des notions
considérées. Or, nous I'avons vu, pour que cefeogpe formelle ait pu apparaitre, plusieurs
ruptures épistémologiques ont été nécessaires diloord la notion de fonction a di obtenir
le statut d’objet; ensuite, il a fallu que la wotid’espace vectoriel puisse apparaitre et
s’'imposer comme une approche unificatrice, gérsatice et simplificatrice d'un ensemble
de problémes considérés séparément jusqu’alors.

On concoit difficilement I'enseignement de la dt&abans I'approche que nous avons
qualifiée de formelle. Or, les concepts qui y samdrdés n’ont pu étre formalisés qu’'a la suite
de travaux en dimension infinie. On observe undeébfficulté de présenter, en premiere
année d’université, des situations menant a unegiamee des concepts de dualité, concepts
que I'on peut qualifier de notions FUGS. En effat pxemple, le dual (en algebre linéaire)
est la version simplifiée du dual topologigue gerasutilisé en analyse fonctionnelle par
exemple, matiére qui n’est généralement pas abcedéeremiere année d’université ! On
retrouve également des thémes et sujets de lad@ealigéométrie différentielle, mais la aussi,
ce ne sont pas les notions simplifiées qui serbligées. Ainsi, un enseignement de la dualité
en algébre linéaire doit passer par I'approche é&tlamindispensable et difficile. Une partie
de notre travail porte sur la possibilité de metiette approche formelle a la portée des
étudiants. Les éléments relevés dans ce chapitireqmd bien entendu nous y aider.
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Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

Aprés avoir présenté, au chapitre précédent, l@ggehistorique des notions associées a la
dualité en algébre linéaire et avoir mis en évidethes ruptures épistémologiques, nous nous
proposons maintenant d’analyser la dualité engaatsavoir a enseigner.

Introduction

Dans linstitution Université en Belgique ou se alde notre recherche, il n'y a pas de
programme officiel concernant la dualité. Bien edi¢ on concoit tout a fait qu'un cours
d’algébre linéaire ait sa place dans le cursus @étunliant souhaitant obtenir un master en
mathématiques. Et, si le contenu du cours d’algébéaire est déterminé dans les grandes
lignes par un collectif de professeurs, la findla du cours est quant a elle laissée a la
liberté académique du professeur chargé d’enseigaedomaine des mathématiques. Par
conséguent, pour analyser les organisations matkgtraa relatives a la dualité telles qu’elles
sont susceptibles d’étre rencontrées a I'Universigus nous penchons non pas sur des
programmes, mais sur des manuels et polycopiésuts.c

Nous n'avons pas la prétention de faire ici unelettaxhaustive. Notre choix de
manuels a analyser s'est effectué de facon a obdesi présentations, aussi variées que
possible, des notions de dualité. Ainsi, notrecti&a de manuels comporte des livres anciens
et des livres récents ; des livres de cours efidess d’exercices ; des livres pour étudiants
débutants et des livres pour étudiants plus avandés livres anglophones et des livres
francophones. Notre attention s’est ainsi portéesme manuefé dont le lecteur trouvera en
Annexe 1 une breve description.

L’'analyse de ces divers manuels nous a permis dageé une vue d'ensemble des
possibles en termes d’organisation relative a laliglu Ainsi, dans un premier temps, les
themes et sujets relatifs a la dualité ont pu @terminés. Pour une question d’organisation,
ils ont été présentés au chapitre 1, § 2. Pouretappici les cing thémes que nous avons
retenus pour la dualité : le dual (en tant qu’espaectoriel), les formes linéaires, les bases
duales, I'application transposée et les annulateurs

Lors de I'analyse des manuels sélectionnés, nomssapu constater qu'’il N’y a pas de
constante quantla positionde la présentation de la dualité dans un ouvragene pour des
livres dont le contenu est comparable. Ainsi, pameple, Halmos (1974) introduit la dualité
des la page 20 de son ouvrage, tandis qu'Escd@6) attendra la page 196 pour le faire.
De méme, nous ne pouvons dégager aucune constafibmportance (en nombre de pages,
par rapport au nombre de pages total du livrepd®alt du manuel consacrée explicitement a
la dualité en algebre linéaire : cela peut varer3da 23 pages selon les manuels consultés.
Enfin, on constate que la dualité n'est généraleérpas un secteur isolé en algebre linéaire :
d’autres parties du manuel y font généralementeafie. La encore, on reléve une importante
variabilité de la part des sections d’un manuel fqui référence a la dualité. Pour plus de
détail sur ces sujets, nous invitons le lectewrssalter I’Annexe 2.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous propostams un premier temps (8 1), de
dégager les différentes finalités de la fonctiotila@le la dualité que I'on peut observer dans

24 Ces manuels sont repris dans la partiévres analysés de la bibliographie.
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les onze manuels analysés, ainsi que d’en repgsardcurrences. Ce faisant, nous proposons
un élargissement de la notiorodtil introduite par Douady (1986). Par la suite, nousna
choisi de sélectionner cinqg manuels pour une aeghyss détaillée du secteur dualité, au
niveau global, régional et local (8 2). Enfin, ncaxsons répertorié, dans tous les manuels
considérés, les différents types de taches relatifssecteur dualité (8 3). Leur analyse
terminera ce chapitre.

1. Les différentes finalités outil du secteur duali té

Nous avons souligné ci-dessus la variabilité dprésence du secteur dualité dans d'autres
chapitres ou sections des manuels que celui oa geillui est explicitement consacré(e) (voir
Annexe 2). Ceci nous a conduit, dans un premiepseia relever les différentes interventions
de type outil (Douady 1986) de la dualité danstesuels retenus pour notre analyse. Sur la
base de ces observations, nous avons créé desriegégu les finalités outil de la dualité
nous ont paru semblables. Nous avons ainsi releggfioalités que nous présentons dans un
premier temps (8 1.1), élargissant ainsi la fomctadité outil introduite par Douady
(1986). Nous nous posons ensuite la question deirsguelles sont les finalités les plus
frequemment utilisées dans les différents manweisidérés (8 1.2).

1.1. Les différentes finalités répertoriées

Nous avons présenté au chapitre 1, § 1.3, la nat®rionctionnalité outil d’'un concept
mathématique (Douady 1986), élément d’'une perspeépistémologique sur la genése d’un
savoir mathématique. Il s’agit dans ce contexte steiligner qu'un certain savoir
mathématique peut servir a résoudre des probleavasit méme d'étre considéré pour lui-
méme. Nous allons adopter ici une perspective |dtge en faisant évoluer la notion de
fonctionnalité outilintroduite par Douady vers une notion filgalité outil dépendant d’'un
objectif poursuivi par un enseignant ou un auteeimthnuel. Sur base de I'analyse d’'une
sélection de manuels traitant de dualité (voir,8i®us avons répertorié cinq finalités outil
pour ce secteur. Nous les présentons ci-apréssepdsitionnons ensuite par rapport au
concept introduit par Douady.

Outil-analogie

Nous avons choisi de nommer une des catégoriegéégie nos observations au moyen des
termesoutil-analogie La finalité outil-analogie d’'un secteur (ou plparticulierement d’'un
theme ou d’'un sujet) apparait généralement lord’igigoduction d’'un nouveau concept
relevant le plus souvent d’un autre secteur mais/@at étre du méme domaine. La finalité
outil n'est pas ici d'intervenir dans la définitiatu nouveau concept, mais uniquement de
permettre & quiconque connait le secteur outilegialde pouvoir appréhender le nouveau
concept par analogie.

Ainsi, par exemple, celui qui connait, dans leeaactlualité, la relation introduisant la
transposée au moyen du crochet de ddal{tgf (x), y] = [x, f '(y)] ) pourra éventuellement,
par analogie, appréhender plus facilement, dansefgmces euclidiens, le concept de
I'application adjointéd * par l'intermédiaire des crochets du produit sicala

analogie

[FOOM=[xfM  « <fX,y>=<xf()>

% Rappelons que le crochet de dualité [, ] estappdication bilinéaire telle que

[x V] = W3 avecxd E,yl E'
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Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

On comprend ainsi que les crochets de dualitéeft ITapplication transposéé, bien
que n’intervenant nullement dans la définition daduit scalaire et de I'application adjointe
f*, peuvent permettre a I'apprenant qui les condappréhender, par analogie, le concept
d’application adjointe.

Un autre exemple peut étre fourni par I'analogi¢reeda propriété deonctions
coordonnéesl’'une base duale (voir chapitre 1, section 2.3 eropriété qui dit que :{ibl}i”:1
est une base orthonormée d'un espace métriguealors toutx de E peut s’écrire

n
X=Z< X >Db(ou les symboles «<..>» représentent le prododlaire). En effet,
i=1

I'analogie vient du fait qu’avec les crochets daldg, on a, pour tout dansk (si {yi}i":l est
la base duale dfn}") :

* [x ] estlg®™coordonnée dedans la basgh}",

-eme

«  <xb > estlg* *coordonnée dedans la bas¢h} .

* Bien que les objets; ety; soient de nature différente (I'un est un élemerd
l'autre du duaE’ ), et que les symboles «[.,.] » et « <.,.> » mia@as la méme

-eme

interprétation, la personne qui aura compris [gue,;] fournit laj~"~coordonnée de

x dans la bas{ah}in:ln’aura pas de mal a accepter, par analogie dapseamer
temps, qugdx, y,] soit laj°™coordonnée de dans la basébl}inzl.

Enfin, citons un exemple de la finalité outil-argilbde la dualité ne faisant pas intervenir le

produit scalaire. Si on considége un espace vectoriel construit sur le chafmpn définit

une forme bilinéaire sSUE comme étant une fonctiop: ExE - K Vvérifiant les propriétés de

double linéarité :

Oa, BOK,Ox,y, ZO E:pl@x-B Y 2=a¢(x 2+ 5P ( Yy )
p(x,ay+B)=ag(x Y+ Lo(x 3

La forme bilinéairep est dite symétrique Six, yOE:¢(x Y)=8(y X.

Pour aider & appréhender le concept de forme hile&ymétrique, on peut proposer,
a quelqu’un connaissant les applications linéatda dualité, 'analogie suivante :

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sir On peut alors définir une application
linéairew:E - E' telle quedxOE, ¢(x) est la forme linéaire définie par :

Yyx): E- K
y  (¢() (M=9(x Y.

Outil-résolution

Nous disons que la finalitgutil-résolutiond’'un secteur, d’un théme ou d’un sujet, intervient

lorsque ce secteur (ou théme ou sujet) est misusmecelans la résolution d’'un exercice dont

le sujet principal porte, a priori, sur un autretsar (théme ou sujet) que le secteur (theme ou
sujet) « outil-résolution » dont il est questiom @eut supposer que I'énoncé d’'un exercice
sollicitant la dualité comme outil-résolution n’inde pas qu’'il s’agit de mobiliser cet outil,
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mais cette supposition peut ne pas étre véfflié@ette finalité implique donc le caractére
disponible(Robert 1998) du secteur « outil-résolution ».

Ainsi, un exercice sollicitant une finalité outédsolution du secteur dualité devrait se
trouver dans une autre section (ou chapitre) duwelaque celle consacrée a la dualité.

Par exemple la tache proposée lorsqu’on demandeodeer les coordonnées e
vecteurs donnés dans une base déterminée, relawetype de tdches que I'on pourrait
classifier comme appartenant au secteur « espateried » de I'algébre linéaire. Cependant,
une technique qui peut étre associée a cette tthe calcul préalable de la base duale de la
base donnée, et I'application des vecteurs de batte duale aux vecteurs pour lesquels il est
demandé de calculer les coordoniéeBien que faisant partie du méme domaine (algébre
linéaire) que celui dont reléeve la tache propo$ee,bases duales ne font pas directement
partie du secteur « espace vectoriel », et sorardage reliées au secteur « dualité ». Leur
intervention dans la praxéologie associeée a laetfichposée ci-dessus releve d’une finalité
gue nous avons qualifiée d’outil-résolution.

Dans la méme lignée, cette finalité outil-résolntipeut également étre sollicitée
lorsque, pour montrer qu’'un ensemble de vectemrs{x}' est générateur d'un espace
vectoriel E (c’est-a-dire Spaf x ..., 3 = E), on montre que I'annulateur dé est réduit a la
forme linéaire nulle :M°={0} (ce qui se rameéne en pratique a démontrer qu’'onaef
linéaire qui s’annule sur tous les vecteurd/est obligatoirement la forme linéaire nulle).

Outil-illustration

Nous disons que la finalitdutil-illustration d’un secteur, un théme ou un sujet, est invoquée
lorsque le secteur en question sert de cadre &ensiee permettant d'illustrer un sujet ou un
théme non relié, a priori, au secteur outil-illastwn.

Ainsi, par exemple, pour illustrer les espaces igatd, Halmos (1974, p.35) utilise,
entre autre, le dual d'un espace quotient et deslateurs. Explicitons quelque peu le
contexte évoque :

Partant deM, un sous-espace d’'un espace vectdjedt dex, un vecteur arbitraire de
E, Halmos définit urco-ensemblele M comme étan{x+ y. yOO M , c’est-a-dire 'ensemble
de toutes les sommes€y) ouy est dandvl. Il notex + M un co-ensemble dd. Il illustre
cette notion en identifiar & R? (the real coordinate pladeetM a I'ensemble des couples
de réels dont la seconde composante est rthkkehrizontal axis Les co-ensembles dé
sont alors les droites horizontales. Il montre @asgu’on peut munir 'ensemble des co-
ensembles d& d’'une structure d’espace vectoriel. C’est cet espaectoriel qu’il appelle
espace quotient d& moduloM, et qu’il dénoteE/M.

Afin d’illustrer la notion d’espace quotient frakent introduite, Halmos propose,
entre autres, I'exercice suivant :

Supposons qud soit un sous-espace d'un espace vectdtieA chaque
forme linéairey surE/M (i.e. a chaque élémentde E/M)’), correspond une
forme linéairez surE (i.e. un élément d&’) ; la forme linéairez est définie
par z(X) = Y x+ M). Prouvez que la correspondancg - z est un

isomorphisme entree(M)’ et M°. (Halmos 1974, p. 35).

% Pour un exemple d’énoncé d’'un tel exercice, séreéfa la question 1.d. du questionnaire « débsitastr la
dualité (voir chapitre 4, § 2.1).
"\oir chapitre 1, § 2.3.
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Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

On voit bien a travers cet exercice que le dualuéiisé afin d’illustrer, « d’exercer » la
notion d’espace quotient.

Un autre exemple peut étre fourni par les formdmédadires. On peut élargir la
définition d’'une forme bilinéaire définie sur unpese vectorieE (donnée a la sous-section
« Qutil-analogie » ci-avant) a la définition d’ufteme bilinéaire sug x F , E etF étant deux
espaces vectoriels définis sur un méme ch&mplalmos (1974, p.36) en propose alors
l'illustration suivante : si on prend pour le dual deE, on illustre le concept de forme
bilinéaire a I'aide du crochet de dualité, déjaadtiit :

[,]: ExE'- K

(xy) %Y= ¥

Remarquons que nous avons présenté une finalitéaoatogie et une finalité outil-
illustration du secteur dualité pour un méme conh@lep formes bilinéaires). En effet, dans la
sous-section intitulée « Outil-analogie », la didalest utilisée pour faire comprendre le
résultat de I'application d’une forme bilinéairer suin élément deEx E. Et ici, la dualité est
utilisée pour donner un exemple de forme bilinéaine particularisant 'espace de départ
ExFaExE".

Outil-définition
Nous disons que la finalitéutil-définition d’'un secteur, un théme ou un sujet, est mise en

ceuvre lorsque le secteur en question interviens teéfinition de nouveaux concepts, non
trivialement reliés au secteur considéré.

Telle est ainsi, par exemple, la finalité de lisaltion du secteur dualité dans la
définition du produit tensorieU [V de deux espaces vectoriels de dimension fihiet V
(définis sur le méme champ). En effet, le prodenisbrielU OV peut étre défini comme étant
le dual de I'espace vectoriel de toutes les forbikséaires définies sud OV (voir chapitre
1,82.1).

Un autre exemple de la finalité outil-définition Gedualité peut étre fourni par les
formes multilinéaires. En effet, une forme mul&@aire (ouk-linéaire) est une forme linéaire
sur chacune de sksvariables.

Citons encore les bases conjuguées dans lesqleellesse duale intervient comme
outil-définition. En effet, étant donnée une baﬁble}inzl d’'un espace vectoridf, et sa base

n

n
i= i=1’

duale{y,}_ , si on munitE d’un produit scalaire noté « <, > », on peutsktéfinir{c}_ , la

n

base conjuguée de{h}i:l, comme étant les vecteurs de l'espace métrigueels

que<h ¢ > = b,y ]=9,007 estle symbole de Kronecker, qui vaut un sij et qui

vaut zéro sii # j . Autrement dit, par rapport a une ba[skqa}?:lde E, les vecteurs de la base

n
i

conjuguée{c,} _, sont les représentants (par le théoreme de Rieszy vecteurs » (formes

linéaires) de la base dudlg}. .

Outil-démonstration

Nous disons que la finalitéutil-démonstrationd’'un secteur, d'un theme ou d'un sujet,
intervient lorsque le secteur en question estsétitians le corps d’'une démonstration afin de
prouver une propriété qui ne fait pas explicitemeiérence a la dualité dans son énonce.
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Nous distinguons cette finalité de la finalité budisolution présentée ci-avant étant donné le
caractere théorique spécifique qui prévaut ici.

A titre d’exemple, examinons la démonstration déoteéme suivant, ou, soit dit en
passant, l'auteur utilise les termes «transforomatiduale » en lieu et place de
« transformation transposée » :

Si A est une transformation linéaire quelconque d'ymaes vectoriek de
dimensionn, alors il existen+1l sous-espacdd,, My,..., M1, M, avec les
propriétés suivantes :

(i) ChaqueVj (j=0, 1,...,n-1, n) est invariarf® sousA,

(i) Ladimension dé/j estj,

i)y @=M,OM,0O...0O0M__,OM_(=E).

Preuve :

Sin=0 oun=1, le résultat est trivial. Nous procéderons ngaurrence, en
supposant que la proposition est vraie pedr Considérons la transformation
dualeA’ surE’ ; puisqu’elle a au moins un vecteur propre, disong existe
un sous-espack! de dimension 1 invariant soés : I'ensemble de tous les
multiples dex’. Appelons M,,; I'annulateur (dansE” =E) de M (i.e.
M1 = M°). Dés lorsM,,.; est un sous-espace Bale dimensionr(-1), etM,_;
est invariant sousA. Par conséquent, on peut considéferomme une
transformation linéaire suv,;, et on peut trouveMo, My,..., Mpo, Mys
satisfaisant les conditions (i), (ii), (iii). Poaonclure, il suffit alors de poser
M, =E. (Halmos 1974, p. 106).

On peut en effet constater que la dualité essaglidans la démonstration de ce théoréeme qui
ne reléve quant a lui pas a priori du secteur dii&dité.

Un autre exemple est fourni par Uhlig :

Soient U = Spad y,..., y} OR", aOR",a0U ; alors, il existe un vecteur
bOR" tel quebOU . De plus,02b0OU.

Preuve :

| |

PuisqueaO Spaf § = U, le systeme linéaireu;, --- u, [x=a n'a pas de
| |

solution. Donc, par le théoreme 3.1, nous avonsrgng U) < rang U | a)

pour la matriceU =|u, --- u | . Par conséquent, rand)<n, oun est le
I I )

nombre de lignes dd. D’ou, dans chaque forme échélonnée par ligne,de
— UlT —

y a une ligne sans pivot. Regardan5 = : . U"ale méme rang
— UkT —

queU par le théoreme 7.2. Donc, chaque forme échelopagéigneR,, de

U' a aussi moins de pivots, de sorte que chaque matfitainsi obtenue au

moins une colonne libre. En d’autres mater(U") #{0} . Prenons n’'importe

%8 Un sous-espace vectorMlest invariant sous une transformation Iiné&'s'e(x O M) = ( f(x) O M) .
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quel vecteur non nub O Ker(U"). Donc b OU = Spa# i} comme expliqué au
chapitre 4, ebOU car sinonb.b =Y} tf =0. (Uhlig 2002, p. 217).

Si nous nous rappelons qu’'Uhlig ne traite pas eiplnent I'objet dualité dans son ouvrage,
on peut considérer que la démonstration préseritdessus met bien en ceuvre la finalité
outil-démonstration de la dualité.

Synthese

Remarquons que l'ordre dans lequel ont été présenes différentes finalitésutil de la
dualité est arbitraire, et ne présume en rien déwentuelle importance de I'une ou l'autre de
ces finalités. Cependant, les différentes finalitésl de la dualité ne sont pas toutes de méme
nature : certaines interviennent davantage dansbloe technologico-théorique d’une
praxéologie (Chevallard 2007) (outil-démonstrationtil-définition), d’autres dans un bloc
practico-technique d’'une praxéologie (outil-résion}, alors que d’autres n’ont pas de bloc
de prédilection (outil-analogie, outil-illustratipn

On peut tout de méme mentionner le fait que sulalité est utilisée dans un manuel
comme illustration d’'une notion, c’est que l'autexomsidere la dualité comme une notion
naturelle (allant de soi) qui peut a son tour servir d’ithasion a d’autres notions. Il en va de
méme lorsque la finalité outil-résolution est présadans un manuel.

Remarquons que la fonctionnalité outil introduite Pouady (1986) établie dans une
perspective épistémologique est a rapprocher dgueenous avons appelé la finalité outil-
résolution d’'une notion mathématique. Rappelonslgsalifférentes finalités outil que nous
venons d’introduire sont quant a elles assigndasation par un enseignant ou un auteur de
manuel.

Les différentes finalités outil de la dualité quaus avons mises en évidence lors de
'analyse de manuels et que nous avons présentéemus seront utiles lors d’analyses
ultérieures, notamment lors de I'élaboration destjpanaire®’ & destination d’étudiants
confrontés a I'enseignement de la dualité.

1.2. Présence des différentes finalités répertoriée s dans les
manuels retenus

Apres avoir défini cing finalités pour la finalitgutii du secteur dualité, nous présentons
maintenant le nombre de manuels présentant leérgliffes finalités répertoriées (Tableau
3-1).

Finalités outil de la dualité :

Outil- Outil- Outil- Outil- Outil-
analogie | résolution | illustration | définition démonstration

Nombre de manuels (sur les 11
manuels analysés) faisant 7 6 3 5 6
intervenir la finalité...

Tableau 3-1. Nombre de manuels analysés faisant @mvenir les différentes finalitésoutil de la dualité

Remarquons que, vue la spécificité de certains mlaranalysés, il est normal que toutes les
finalités outil répertoriées pour la dualité negsaint pas étre présentes dans tous les manuels.
Ainsi, par exemple, en est-il de l'ouvrage d’EtiennEn effet, ce manuel se veut

29\oir chapitre 4.
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essentiellement un recueil d’exercices. Il ne corgpque quelques rappels théoriques. Ainsi,
aucune démonstration n’est évidemment présente adresuvrage. Il est donc normal de ne
pas y retrouver la finalitéutil-démonstration On peut avoir un point de vue analogue
concernant I'ouvrage d’'Uhlig : la dualité n'y esaispprésentée sous I'aspettet (Douady
1986). Il est donc normal que la finalaétil-analogien’y soit pas présente.

Une premiére constatation que I'on peut faire ayamg du Tableau 3-1, c’est que les
différentes finalités outil de la dualité ne somrispprésentes en nombre dans les différents
manuels analysés. On constate que la finalitéua péitée est la finalité outil-analogie, suivie
de pres par les finalités outil-résolution et eadéimonstration. La dualité intervient peu pour
illustrer d’autres notions.

Mentionnons enfin que tous les manuels analysBsx@eption de I'ouvrage de Lang,
présentent au moins une finalité outil de la dégliet que seul I'ouvrage d’Halmos présente
toutes les finalités répertoriées. Cette dernievastatation peut s’interpréter par le fait
qgu'Halmos semble considérer la dualité comme urtommaturelle qui va de soi, qui ne
présente pas une difficulté particuliere par rappat’autres secteurs de I'algébre linéaire. De
maniére générale, I'absence ou la présence desatites finalités de I'outil dualité dans un
manuel va nous aider a caractériser les choixamhsposition des auteurs.

2. Analyse d’'une sélection de manuels

Apres avoir analysé les différentes finalités outd la dualité, dans les onze manuels
sélectionnés, nous allons maintenant porter ndte@téon sur cing de ces manuels afin de les
analyser plus finement. Dans un premier tempsXBribus justifions les choix effectués, puis
nous analysons chacun des cing manuels tout d’atomd point de vue global/régional
(8 2.2), puis régional/local (§ 2.3) et enfin lo(&l2.4).

2.1. Les choix opérés
Les cing manuels retenus pour une analyse pluséintles suivants :

* Finite-Dimensional Vector Spacds Halmos (1974) ;

* Toute l'algébre de la licenc&'Escofier (2006) ;

» Algébre linéairede Pham & Dillinger (1996) ;

* Methodix algebrg250 méthodes, 250 exercices corrigés) de Metb9%) ;
* Transform Linear Algebrae Uhlig (2002).

Par la suite, ces ouvrages sont désignés par le deotheur(s) auteur(s). Le choix de ces
manuels est motivé par la diversité des ouvragesi aélectionnés, que nous expliquons
maintenant : le réle important qu'a joué le liveelaimos™, ainsi que le fait que ce livre serve
de référence au polycopié du cours d’algébre Ireéaue suivent les étudiants questionnés
lors de notre rechercffe nous ont poussée a sélectionner ce livre. Le tiEscofier (2006) a
été choisi pour I'approche historique et génértlisa qui est y est faite de I'algébre linéaire.
Son ouvrage a été rédigé en pensant a un parcomrgdiant de licené@; il est donc tout

a fait & propos dans notre analyse d’'un savoirseigner. L'ouvrage de Pham & Dillinger
(1996) est egalement repris dans notre sélectionl gmésente une approche différente de

%0 Voir chapitre 2, § 3.3.
31 Voir chapitres 4 et 6.
%2 a licence correspondant aux trois premiéres andémiversité en France.
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I'algebre linéaire (et donc de la dualité) : daggrllivre, les auteurs présentent davantage une
« fagon de penser » qu’'une « maniére de résoudreexkrcices », justifiant le formalisme
unificateur de I'algébre par une unification dgp&nseée, qui est réalisée par la dualité (au sens
ou nous l'entendons dans notre recherche, maiemgat au sens de la dualité entre deux
points de vue : la pensée par les calculs et |sgeemeomeétrique). L'ouvrage de Merlin
(1995) aborde les choses d'une toute autre fagest la raison pour laquelle nous I'avons
aussi repris dans notre sélection. Bien que cetagievse veuille essentiellement un recueil de
méthodes et d’exercices corrigés, l'auteur préqise pour étre efficace, une méthode doit
étre utilisée a bon escient, il faut donc étre bapale discerner I'opportunité de son
application ou de sa non-application. Enfin, laesébn du livre d’Uhlig (2002) s’explique
par le fait que, bien que la dualité ne soit p&s@ntée en tant qu’objet dans cet ouvrage, elle
est pratiguement omniprésente tout au long destebapCette caractéristique en fait un livre
tout a fait différent des autres déja sélectionnés.

2.2. Analyse de l'organisation mathématique global  e/régionale

Nous présentons maintenant I'analyse globale/réfgodes cing manuels sélectionnés. La
variété de ces manuels va, en effet, nous perma¢tréecrire un ensemble d’organisations
mathématiques possibles, et d’identifier des caretigues importantes sur lesquelles on
pourra repérer des différences.

Le lecteur pourra consulter ’Annexe 3 reprenaning’ part les tables des matieres des
manuels analysés pour avoir une vue d'ensembleocisrences du secteur dualité dans
I'ensemble des manuels, et d’autre part une pritsemtdétaillée de I'enchainement des
thémes et sujets de la dualité pour chaque managse.

Nous concentrons ici notre propos sur des caratitfres particulieres des différents
ouvrages sélectionnés.

Le livre d’'Halmos

Rappelons l'importance historique de ce livre, danpremiere édition a contribué, avec le
livre de Birkhoff & Mac Lane, a la diffusion de ltgbre linéaire auprés des chercheurs et
dans l'enseignement universitaire au début deseart#0.

Le livre de Halmos (1974), composé de 200 pagespoae 4 chapitres. Il ne traite
que des espaces vectoriels de dimension finie.aseréel (champ réel) et le cas complexe
(champ complexe) sont tous deux abordés dans bgevr

C’est dans le premier chapitre, intitulé "SpacdsSp@aces), qu’Halmos introduit la
dualité, apres avoir présenté les notions de chdmappace vectoriel, de dépendance linéaire,
de combinaisons linéaires, de base et dimensiosprdbrphismes et de sous-espaces
vectoriels.

Halmos aborde donc trés vite la dualité en tanblgjet dans son ouvrage (des la page
20). Il commence par définir unériear functional, que nous avions appelé@me linéaire
au chapitrel, § 2.2, et il la note Il donne ensuite des exemples et contre-exemgies
prenant des formes linéaires définies :

e surC"
« sur ® (polyndbmes de degré inférieur ou égal)anotamment le cas particulier
b
ou y(x):J'a a(t) x(?) dt, avec (a,b) un intervalle de la droite réelley une
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fonction intégrable a valeurs complexes définie (@Jb). On y reconnait le lien
avec les équations de Fredholm (voir chapitre 228

e sur un espace vectorielquelconque.

Il définit I'espace dualde ¢/ (qu'il note?' ) comme étant I'espace vectoriel dont les éléments
sont les formes linéaires définies suy aprés en avoir défini le zéro, I'addition et la
multiplication par un scalaire.

Dans la section suivanteBfacket$), Halmos introduit la notation darochet de
dualité:[x, y]:y(x), gu’il présente ensuite comme unéilihear functional (forme

bilinéaire). Viennent ensuite des exercices, caram@r pratiguement les mémes espaces que
ceux décrits pour les exemples.

Est ensuite introduite lbase duale x’ ={y,,...,y,} d'une basex ={x,....x,} de¥.

Quoi qu’il le démontre via la base duale, Halmosmentionne pas explicitement I'existence
d’un isomorphisme entre un espace et son dual. &eenle fait que 18" vecteur de la base
duale x’ appliqué a un vecteur quelconque ddournisse 1a'*"® coordonnée de ce vecteur
dans la basg apparait dans une démonstration, mais n’est paionaé comme un résultat

en soi. Aucun exemple de base duale n’est donné.

Halmos introduit ensuite leidual d’un espace vectorigl, gu’il note ¢”". Le crochet
de dualité lui permet d’exprimer un élément du hiduu’il notera alors[xo, y] (avecx,

fixé)*® ou z. Halmos énonce et démontre le théorémeédlexivité concernant la ratural
correspondance (isomorphisme naturel), et explique ces terfiggécise qu’en dimension
finie, on peut identifier’a 7/ et il se permet aussi I'identification de ladgadu primal avec
la base duale de la base dualg’= Xx . Le cadre générique (espace vectori€lnon
particularisé) est le seul utilisé.

Les annulateurs sont ensuite introduits, sous les termes d’'« Afatitrs », et la
notations® est utilisée pour I'annulateur d’un ensemblée vecteurs de’. Des propriétés de
ces derniers sont alors énoncées et démontréemitswgans le cadre d’'un espace vectoriel
non particularisé. Des exercices cloturent la eactl n'y a pas de référence a la géométrie.

Un peu plus loin, Halmos présente aussidigal d’'une somme directede sous-
espaces vectoriels ual of a direct sun»). La dualité y est toujours présentée sous forme
d’objet, en rapport avec un espace vectoriabn particulariseé.

La dualité intervient ensuite comme outil-illusiosit dans des exercices concernant les
espaces-quotients (Halmos 1974, p.35) a travershtrses du dual et des annulateurs ; et
dans la section sur les formes bilinéaires (Haltr®&4, p.36), a travers le théme du dual.

La dualité intervient aussi, a travers le themeaddal, comme_outil-définitiompour le
produit tensorielv 0 7 de deux espace® et 7 de dimension finie définis sur le méme
champ*.

C’est dans le deuxiéme chapitre de son livre,ul#it Transformations"”, qu'Halmos
définit les transformationslinéaires, qu’il note généralemeA; et les matrices associées,
notées p]. Plus loin (Halmos 1974, p.78), il définira felansposée d’'une transformation

% Remarquons qu'avec cette notation, Halmos nepéaitla distinction entre un élément du bidual (qu'i
conviendrait de note[rxo, .]) et I'évaluation de cet élément sur une formedirgy quelconque .
% Voir chapitre 1, § 2.1.
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linéaire par l'intermédiaire du crochet de dualité. Il lat@A’ et I'appelle «he adjoint (or
dual) of A». La dualité en tant qu’objet est alors complgtéel’énoncé et la démonstration
des propriétés de la transposée. Une particulemsaix projections est proposée (Halmos
1974; p.80), sans que I'on puisse toutefois palbecadre géométrique, les espaces vectoriels
considérés étant toujours génériques, et donc adicplarisés. De plus, aucun schéma ou
graphique n’est présenté pour illustrer les notimtioduites. Lamatrice de la transposée
d’'une transformation linéaire est également pré&sent«this matrix [A] is called the
transpose of [Ap> (Halmos 1974, p.81). Remarquons que, si l'autélise le termeadjoint

ou dual pour nommer la transformation transposée, c'est lai termdransposequ'il utilise
pour désigner la matrice associée a la transfoomatiansposée. On se rappelle que,
historiguement, la matrice transposée a été déffiieie avant que n’apparaisse le concept de
transformation transposée (voir chapitre 2).

Dans la section consacrée aux changements deHalseops utilise la dualité comme
analogiepour linterprétation du produit matriciel ; ceidui permet d’introduire la notion de
vecteurs covariants et contravariants.

La dualité est encore présente en tant qu'objes darsection intituléeRange and
null-spacé (image et noyau(Halmos 1974, p.90). Le théoreme fondamental agdbre
linéaire y est, entre autres, énoncé et démontaén(bs ne donne pas de nom au théoreme).
Dans une section suivante, Halmos présente dangore énoncé le théoréme dit "du rang"
et le fait que le rang d’une application est égatang de sa transposée.

La dualité, a travers les bases duales, intendentme _outil-démonstratiodans un
théoréme concernant les transformations de rar{glaimos 1974, p.92).

On se rend donc déja compte a ce stade qu’Halntesnaltres habilement les
passages ou il présente la dualité en tant qu'ohyetc les passages ou la dualité est
considérée comme un outil, avec des finalités earié

Dans le chapitre 3, intitulé « orthogonality » fmonalité), Halmos compléte I'objet
dualité en définissant une correspondanaturelle entre v et 9 : il énonce et démontre
théoreme de représentation de Riessans toutefois lui donner ce nom), faisant dmdien
entre les formes linéaires et le produit scaldi&éce a ce théoreme, Halmos définit aussi un
produit scalaire sur ¢’ ¢, & partir du produit scalaire swt. Le dual d’'un espace vectoriel
(réel ou complexe)’ , muni du produit scalaire ainsi défini est naté&. Il y a donc un
isomorphisme conjugué naturel entreet 7*. Halmos présente ensuite I'analogetre les
crochets de dualité [.,.] et la notation utiliséeuple produit scalaire (.,.). De méme, avec
I'introduction du produit scalaire, I'annulateM® (sous-espace de’ ou 7'*) est remplacé
par l'orthogonalM " (sous-espace de€); la base duale d'une bage= {xi,...,x}de ¥ est
remplacée par une basé= {y,,...,)n}de 7 telle que %.y;) = §j (base conjuguée). Halmos
définit ensuite la transformation linéaé par analogieavec la transformation transpos€e
gu’il avait définie dans le chapitre 2. RappelondHgimos appelait déja’ la transformation
adjointedeA (et non pasransposég Il ne donne pas de nom particuliefhd

Le chapitre 4 est dédié a lI'analyse, cadre prii@édjapplication pour les notions
d’algébre linéaire.

% Le théoréme du rang énonce le fait que, pour ppécation linéaire, la dimension de son image pdus
dimension de son noyau est égale a la dimensidesjmce de départ de I'application.

% Soienty, ', Y, '09". Par le théoréme de Riesz, il leur correspongdeteursy, et Y, dans?’ . Halmos

définit alors le produit scalairy, ', ¥, ) comme étant égal @y, ¥,) = (Y, Y,) -
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En conclusion de cette analyse, nous pouvons ditéatmos introduit rapidement la
dualité dans son ouvrage. |l alterne régulieremleatmoments ou il présente la dualité
comme un objet et les moments ou il utilise lesmibe de la dualité déja introduits, que ce
soit pour définir, introduire ou illustrer une nalle notion ou pour démontrer une propriété.
Sans oublier les analogies qu'il fait a partir dellialité. Pour Halmos, la dualité est tout aussi
naturellement utilisée que le serait une notioméléaire d’algebre linéaire, telle une base ou
une application linéaire. Aux interprétations gétnmgéaes (pratiquement absentes de son
ouvrage), Halmos préfere les applications en aralyséme si le cadre d’'un exercice est
I'espace des polynédmes, Halmos proposera commepeeata forme linéaire définie sur cet
espace une intégrale définie ou I'évaluation d’déevée en un point particulier par exemple.

Le livre d'Escofier

Le livre d'Escofier (674 pages) comporte trois ipartpouvant correspondre respectivement
aux trois premiéres années d'université du paraursétudiant en mathématiques en France.

La premiere partie, correspondant donc a la prena@gnée, présente l'algébre linéaire,
ainsi que l'algébre de base. Elle comporte 10 tteegpilont le dernier est consacré a la dualité.

Aprés un avant propos dans lequel il explique Fagipe historique et généralisatrice
de son livre, l'auteur consacre quatre chapitlaspgésentation de ce qui pourrait lui servir de
cadre par la suite : ledquations différentielles linéairgsges suites récurrentes linéaires
I'espace vectorielR"et les systemes linéairesViennent ensuite des chapitres sur les
généralités sur les espaces vectoritdsbases et dimensipitesapplications linéairest les
matrices Le lien entre matrice et application linéaire &t d'emblée a I'entrée de ce
huitieme chapitre, mais si on y parle de matricéadeomposée ou de matrice inverse, il n‘est
cependant pas fait mention de matrice transposdaudra attendre la fin du chapitre 9,
consacré auxsommes directes, produits et quotiemsur qu’Escofier définisse, par
l'intermédiaire de I'énoncé d'un exercice, la pasge d'une matridd = (g;) comme étant la
matrice'™ = (a;).

A ce stade donc, la dualité n'a pas encore éténemati abordée ; seules les notions de
matrice transposeée et d’hyperplan ont été intregduit

Le chapitre 9 se termine par la remarque suivante :
Vers le chapitre 10

Le chapitre 9 termine ce qu'il semble raisonnabdmsdigner en premiéere
année de Licence au sujet de l'algebre linéairgeiement. Le chapitre 10 est
un peu a part. Il présente des notions sur l'espactoriel formé par les
hyperplans d'un espace vectoriel, appelé espade @Qagains et certaines
pourront le trouver un peu difficile, un peu abiirsi sa seule lecture peut-
étre différée jusqu'au chapitre 16, il semble plea place ici. (Escofier 2006,
p. 175).

Voici le lecteur prévenu!

Le chapitre 10, consacré a I®ualité’ ne comporte que 13 pages, incluant des
énonces et solutions d'exercices. Apres une inttamtua caractere historique, l'auteur définit
I'espacevectorieldual de E en dimension finie. Il le not&*, et définit dans la foulée le
bidual, E**.

La section 10.2 s'intituleFormes linéaireset hyperplans. Une proposition reprend
les liens entre ces deux notions. Le caractére g&mme est donc trés présent. La section
10.3 est dédiée a la notion dBase dualé. Escofier y donne, sans vraiment le dire,
I'expression générale d'une forme linéaire. L'autaplique aussi a la fin de cette section, que
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les coordonnées des formes linéaires dans la hazse germettent de travailler avec des
formes linéaires en lieu et place des équationse@revoit déja 'outil-résolutiomue peut
fournir la dualité, bien que celui-ci ne soit pa&veloppé.

Dans la section 10.4 @rthogonal d'un sous-espagel'auteur définit I'orthogonalité
de formes linéaires et de vecteurs : une formeaiied de E* et un vecteuu de E sont
orthogonaux si(u) = 0. Le termedrthogonalest expliqué par le fait que les coordonnées de

et f définissent danR" des vecteurs orthogonaux pour le produit scalaseel (I'auteur
renvoie au chapitre 16 pour ces notions). Le teamaulateurn’est pas utilisé, Escofier lui

préfére le termeorthogonal d’un sous-espacé= de E. Il le note F”. L'auteur explicite
ensuite les liens entre forme linéaireFde noyau et hyperplan. Un exemple est donné avec
interprétation géométriqueR(). Escofier définit ensuite I'orthogonal d'un s@spaceG de
E*:

G"={uDE|IOfDG: f(U=0.

L’interprétation de cette définition est ensuitalégnent faite en termes d’hyperplans.
Le caractere géométriquest omniprésent, que ce soit dans les interppémtidans les
notations (1) ou dans les dénominations (orthogonal et non lateuwr).

Les propriétés qui suivent (dimension et orthogatiatthogonal) sont chaque fois
énoncées pour les deux types d'orthogonal (d'us-esspace d& ou deE*). Evidemment,
avec les définitions introduites, on a les proggéiuivantes : $t est un sous-espace Heet

O O . . 7
G un sous-espace @& : (FD) =Fet (GD) = G. Les notions sont illustrées par un exemple
ol E=1R?, et le vocabulaire utilisé est clairement géométiq

La section 10.5 s'intituleTtansposée d'une application linédirdprés une définition
formelle dans le registre générique de l'algélmédire, c'est le registre graphique qui est
utilisé pour Visualisef' la définition. L'auteur énonce et démontre danselistre générique
algébrique la linéarité de teansposée d'une application linéaireg, notée'q. Il utilise par
contre ensuite le registre graphique pour explid@éransposée d'une composition de formes
linéaires. Latransposée d'une matriceest ensuite définie comme elle l'avait été dans un
énoncé d'exercice situé la fin du chapitre 9. Urgpgsition fait ensuite le lien entre la
transposée de l'application et la transpositioadenatrice de I'application, le tout présenté
dans le registre générique algébrique.

Suivent ensuite des énoncés d'exercices variésataniveau du statut des énoncés
gue des cadres dans lesquels ils sont formulés.

Apres la présentation de la dualité faite au chadiO, il faut attendre le chapitre 16
consacré a l'orthogonalité pour que ce secteursgsoibuveau mentionné. On se situe alors,
d’apres la classification de I'auteur, dans la deore année d’enseignement. La transposition
d’'une matrice est utilisée dans I'expression dulpitoscalaire ; nous n’y voyons cependant
pas de référence explicite a la dualité étant daquié s’agit plutét ici d’'une notation. Plus
loin dans ce chapitre, I'articulation entre lesnfi@s linéaires et le produit scalaire est faite a
partir des formes bilinéaires :

Soit E un espace euclidien et sait un vecteur non nul d&. Notons
@:ExE - R le produit scalaire. Pour toutt de E, I'application

@, :vi> ¢(u, V) est une application linéaire dedansR. C’est donc une
forme linéaire sug, autrement dit un élément de ce que nous avoreé@pp
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chapitre 10 I'espace dual deet que nous avons noke&. (Escofier 2006,
p. 341).

On y reconnait ce que nous avons présenté sousntedethéoreme de Rieszdans le
chapitre 1, § 2.2.

Le lien avec les hyperplans est ensuite fait einnadint que I'orthogonal d’'un vecteur
u non nul deE est I'hyperplan ke(r¢u). L’isomorphisme entrd& et E* est alors précisé :

¢, E - E* tel queu ¢, . La matrice associeeg@ est aussi précisée.

Remarquons que la dualité est considérée danssmttion comme _un objegt non
comme un outil.

A la section 16.12 intitulée Endomorphisme adjoint et autoadjdinia matrice
transposée est citée comme étant la matrice assatiendomorphisme adjoint (natg d’'un
endomorphismé défini sur un espace euclidién par rapport a une base orthonorméd=de
Aucune référence n’est faite explicitement a lalitiia

Dans la section consacrée a la troisieme annéehdpitre 22 est consacré aux
"Formes bilinéaires symétriques et quadratiju&es themes et sujets de la dualité comme
les hyperplans et les orthogonaux de sous-espanesites, mais comme on travaille dans un
espace euclidien, ce sont les notions liées auufirgdalaire qui sont utilisées, et non les
notions de la dualité dont elles sont dérivées. sDiandeuxieme section de ce chapitre,
Escofier se sert de la dualité (espace vectorial, dorme linéaire et base duale) comme outil-
analogiepour les formes bilinéaires symétriques (voir §I'Qutil-analogie”). Il continue
également de présenter dans cette section la&galits forme d’objet (a travers les matrices
associées aux formes bilinéaires symétriques,edabhses duales). Plus loin dans ce méme
chapitre, on pourrait qualifier d’outil-analogl®itilisation qui est faite de la dualité : elle
permet, a travers les formes bilinéaires symétggde faire le lien entre I'orthogonal (au sens
de la dualité) d'un sous-espacekfeet I'orthogonal (au sens du produit scalaire)rdious-
espace d&. A la fin de ce chapitre, I'espace vectoriel de@l’orthogonal d’'un sous-espace
interviennent encore en tant qu’objet a traverggdlationy/ : E - E* associée a une forme

bilinéaire symétriquep ExE - E.

En conclusion, nous pouvons dire que dans l'ouvrddescofier, la dualité est
principalement présentée sous un aspect géométikgque preuve, on prendra par exemple la
définition et la notation de I'orthogonal (annulated’'un sous-espace d’'un espace vectoriel :
F, qui est ici défini a la fois pour un sous-espde& et pour un sous-espace de son dual,
notéE*. La dualité est présente dans I'ensemble de lageya la fois sous le statut d’objet,
et sous le statut d'outil, a finalité d’analogigjngipalement dans le cadre des formes
bilinéaires. Ceci n’est pas sans rappeler le ptazhalaire, lié a un point de vue géométrique
trés clairement privilégié !

Le livre de Pham & Dillinger

Ce livre (347 pages) comporte un prologue, qudtepitres, un épilogue et trois annexes. De
maniere générale, les auteurs releguent dans lesxes les parties qu’ils jugent trop
techniques, comme la définition formelle des strret algébriques par exemple. Ainsi, c’est
dans la troisieme annexe que se trouvera préskmp@eoche formelle de la dualité.

Dans le prologue, les auteurs présentent déjavigcmathématique selon un double
point de vue (calcul et géométrie), en considédmst systémes d’équations linéaires. Cette
double vision est une préoccupation des auteutsatolong de leur ouvrage.

68



Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

Le premier chapitre est consacré a I'étude formadie systémes linéaires. C’est dans
ce cadre que des premiéres notions d’algebre tmé&aint introduites (indépendance linéaire
et rand’). Les auteurs indiquent ainsi clairement leurreade préférence : les systémes
linéaires C’est d’ailleurs dans ce cadre que les autedrsdnisent, sans donner de définition
formelle, uneforme linéaire a n indéterminées,, ..., X,, a coefficients dans le corps:I{
s’agit d’'une relation du type, X, +...+ g X, ou lesa désignent des constantes numériques, et
ou les lettresx, sont a remplacer, selon le contexte, par les sigetettres désignant les
objets a combiner déja considérés (équations, deamembres, etc). Mais ¢a ne correspond
pas encore exactement a ce que nous avons appaksfinéaires (voir chapitre 1, 8 2.2) : |l
ne s’agit pas encore d'une fonction. Mais desmes linéaires a n indéterminéesnsi
introduites vont étre un outil explicite qui permnatde traduire le travail formel présenté
jusqu’a présent sur les systemes linéaires. L'ace@® cet outil-résolutioma se concrétiser
dans la suite.

Pour ce faire, les auteurs définissent aussi nat@ion entre p formes linéaires
(combinaison linéaire nulle de ces formes liné3jresa partir de cette nouvelle notion, les
auteurs vont considérer ce que Frobenius (voiritieap, § 2.5) appelait le systeme adjoint
d’'un systéme linéaire. Pham & Dillinger n'utilisepdis ces termes, mais utilisent la notation
(9 et ('S pour ces deux systémes. Les auteurs montrenitergue le rang de ces deux
systemes sont égaux. Ainsi, a la fin du premiepitteade cet ouvrage, Pham & Dillinger ont
déja présenté de nombreuses notions liées a laé&uahkis toujours en relation trés étroite
avec les systemes d’équations linéaires. C’estapproche que nous avions qualifiée de
naturelle dans le chapitre 2 de notre travail (ebapitre 2, § 4.6). Remarquons que naturalité
ne rime pas nécessairement avec simplicité : Igstomanipulés par Pham & Dillinger ne
sont pas des plus simples: des formes linéaires, rdlations de formes linéaires, des
systemes de relations de formes linéaires !

Le chapitre 2, intitulé "Espaces vectoriels et géwia", continue de voir exposées
principalement des idées, les cbtés plus formelst éelégués dans les annexes de 'ouvrage.
Bien sQr, des définitions et théorémes sont présenais I'accent est mis sur une grande
variété d’exemples. La géométnieste le point de repére, bien que les objets poés ne
soient pas tous de nature géométrique : le lienfattentre les espaces vectoriels et la
géomeétrie affine (une section y est consacrée)t 8galement définis dans ce chapitre les
notions dhyperplan et de fonctions linéaires, qui correspondent gum nous avons appelé
desformes linéaires (applications définies sl et a valeurs dank). Les auteurs attachent
de l'importance a l'interprétation graphique

Dans le chapitre 3, intitulé "Dualité entre géoneeat calculs”, le cas vectoriel et le
cas affine sont également tous deux présentés. ©@ongidére un espace vectorelde
dimensionn. La notion de systeme de coordonnées linéairearsespace vectori@ associé

a une basge )", noté(x, ..., x,), est ce que la plupart des auteurs appellentda taale de
(e)~, ; mais Pham & Dillinger n'utilisent pas ces termBgn qu'ils disent qu'’il s'agisse de
fonctions, Pham & Dillinger n’y associent pas denbgle graphique (par exemple le symbole
“fleche" : ~ ) ni d’expression analytique (comme par exempleE - K). A I'approche

formelle, les auteurs préférent l'intuition et pratent la notion dease dualea travers une
finalité outil-résolution Les systemes de coordonnées sont aussi illistrésoyen de dessins
géométriquegn dimension 2.

" On appelleang d’un systéme linéaire le nombre maximal de presnigembres linéairement indépendants de
ce systeme. (Pham & Dillinger 1996, p.63)
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L’expression d’'une fonction linéaire sur E a travers un systéme de coordonnées
linéaires(x, ..., x,) sur I'espace vectoriét permet de faire la liaison avec les formes lin&aire

anindéterminées, ..., x, présentées dans le premier chapitre du livre.

Pham & Dillinger montrent que lI'ensemble des formegaires sur un espace
vectoriel E est un espace vectoriel. lls I'appelleegpace dualde E et le noteE*. Les n
fonctions coordonnées, ..., x, associées a une bagg ..., g )d’un espace vectorié forment
donc une base dg* ; elles sont dites duales I'une de l'autre. Lalité est ainsi présentée
formellement (en tant qu’objet). Ces notions delittigont_illustrées géométriguemetdns
le plan.

Le lien entre un hyperplan et le noyau d’'une farctiinéaire est explicité, et plus
généralement le lien entre un sous-espace vectbeiegtodimensiorp et un systeme dp
fonctions linéaires linéairement indépendantes. &qoons qu’un_vocabulaire géométrique
est employé : a la place de « noyau », ce sontelases « lieu des zéros » d’'une fonction
linéaire qui sont utilisés.

Les auteurs expliquent que les notions de dualitéduites permettent également une
interprétation geomeétriqueles solutions d'un systéme linéaire nainconnues Xx,...,x,

(intersection d’hyperplans vectoriels ou affinef)es exemples sont donnés daRrs,
représentés par des dessins

Les auteurs introduisent ensuite un vocabulaireigée pour expliciter le lien entre
les formes linéaires a indéterminées et les fonctions linéaires dansaldrec des systemes
linéaires

Une partie du chapitre 3 est ensuite consacréeCalcul matriciel”, et reprend un
"point de vue purement formiesans Interprétation géométrigiigPham & Dillinger, p.151).
Le lien entre les systemes d’équations linéaireslest matrices est cependant fait
explicitement. C’est dans cette section qu’estnigfla matrice transposéed’'une matrice,
ainsi que la formule’ (BA)='A'B oU les auteurs précisent qu'il faut fairatténtionf a

"I'ordre invers€ (p.156). Le cO6té calculatoire est tres clairemeprnvilégié, un peu en
analogie avec ce qui s’est passé historiquemeirtgliapitre 2, 8§ 2). Remarquons que le rang
d’'une matrice est défini comme étant le nombre maxrn de lignes linéairement
indépendantes de cette matrice, bien que les augndcisent quebeaucoup d’'auteurs
définissent le rang comme le nombre maximum denneklinéairement indépendarit€p.
162).

On est tenté de faire le parallélisme entre lagdion que les auteurs ont choisi de
faire dans leur ouvrage et le développement hcgieriobservé (voir chapitre 2 de notre
travail) : les premieres notions de dualité ont @iées au jour dans le cadre des systemes
d’équations linéaires, et un intermede de calcutimal est présenté.

Apres I'exposé de cette partie matricielle calailat les auteurs explicitent le lien
entre les matrices et les applications linéairéensgeux versions : on peut soit considérer une
application linéaire dek" dans K°(ou K est le corps des scalaires), soit considérer une
application linéaird d'un espace vectoriéd, muni d’'un systeme de coordonnées.(, x,),

dans un espace vectorie] muni d’'un systéme de coordonnéss (., y,). Le lien entre ces

deux considérations est expliqué sous forme de ositipns de fonctions (sous forme
analytique et graphigQie
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F <« E
Ly L X

KPP « K"

ou la matriceA est la matrice d’'un_systeme linéairet ou x (respectivementy) est
'isomorphisme entre I'espace vectoriEl de dimensionn (resp.F de dimensionp) et
K" (resp.K"). Les auteurs expliquent ensuite que les lignela deatriceA s’interpretent en
termes de fonctions coordonnées, et que les cototdéa matricé\ s’interprétent en termes
de vecteurs de base.

Pour terminer le chapitre 3, Pham & Dillinger donhane traduction géométrique
du théoreme de réduction des matrices qu’ils avalenné a la section précédente. lls en
présentent deux démonstrations. Dans la secondkjalié (a travers les themes des bases
duales et d’espace dual) intervient comme outil-aigstration

La dualité est encore présente dans lintroductibn chapitre 4 consacré aux
"Endomorphismes d’'un espace vectdrighr I'intermédiaire des systémes de coordonnées :
une premiére fois en tant gu’outil-illustratiofiPham & Dillinger 1996, p.183), et une
deuxieme fois en tant qu’objet (Pham & Dillingero$9 p.185) pour signaler que les matrices
d’'un méme endomorphisme dans divers systemes ddaowes sont toutes semblables.

Enfin, I'approche formelle plus complete de la déakst présentée dans I'annexe C
du livre de Pham & Dillinger, intitulée Structures algébriqués Cinq pages y sont
consacreées. Lbidual y est introduit en utilisant implicitement taéoreme de réflexivité
par analogie avec le dual : un élémeémte E* est une fonction qui associe a un vecteur
(variable)v deE un scalaird(v) dépendant linéairement geEn considérant comme fixé et
| comme variable, onvérifie facilementjue ce scalaire dépend linéairement 4¢Fham &
Dillinger 2006, p.331).

Les auteurs en concluent donc que l'applicationw@ideE* dansK (le corps des
scalaires) et qui hassocid(v), est un élément du « bidual » (espace dual di),dypa sera
note v : v(l) =1(v).

La transposée d'une application linéaireest ensuite définie par le biais d’'une
composition de fonctions. Pham & Dillinger la resgatent parkE* : F* . lls citent ensuite
une propriété valable pour des espaces de dimefigienou infinie (si f est surjective, sa
transposééf est injective). Dans le cas de dimension finidigie entre les coordonnées de la
transposée d’'une application linéaire et les systede coordonnées est explicité. Les auteurs
s’en servent pour montrer que la matrice de I'apion ' f (dans les « bonnes bases ») est la
transposée de la matrice fd€ham & Dillinger complétent par la propositiosatit que si les
espace£ et F sont de dimension finjda transposée d’une application lin€aire injextdst
surjective.

lls reprennent ensuite un vocabulaire géométrisue dire que dans le cas d’espaces
vectoriels de dimension finie<la relation de dualité est symétriquesi E’ est dual de E,
alors E est dual de B} (p. 333), et qu’il en est de méme pour la refatie transposition : si
f 'est 'application transposée de, alors f est I'application transposée @é.

Pham & Dillinger introduisent #nnulateur d’'un sous-espace vectoriél sous les
termes déspace conorma un sous-espace vectoriedeE. Ils le notentE*.. On retrouve

de nouveau un vocabulaire géométrique
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En conclusion, on peut dire que Pham & Dillinger,reléguant I'aspect (trés) formel
des choses dans les annexes, se permettent de gargeint de vue intuitif et géométrique
dans le développement des idées tout au long dgstids de leur livre. Ces auteurs semblent
s'inspirer de la genése historique des conceptdudété : le cadre des systémes d’équations
linéaires est trés privilégié pour lintroductioresd notions de dualité. L'interprétation
géométrique est omniprésente, et linterprétation termes d’hyperplans est souvent
présentée. On pourrait peut-étre qualifier de pliffciles les sujets et théemes de la dualité
gue Pham & Dillinger ont choisi de ne présenter daes I'annexe : le bidual (et le théoréme
de réflexivité) et I'application transposée.

Le livre de Merlin

Le livre de Merlin, 400 pages, comporte 18 chapijt@ont les 16 premiers exposent des
méthodes concernant un secteur ou un sujet d’agébeivant dernier chapitre reprend un
« best-of » concernant des endomorphismes, etrléedechapitre reprend une synthése, en
quatre pages, de ce que l'auteur appelle I'esdatgiBalgebre.

Merlin aborde la dualité au quatrieme chapitre ole suvrage, apres avoir traité des
méthodes sur I'étude des polynémes, la décomposgifiene fraction rationnelle en éléments
simples, et des méthodes générales d’algébre fendaspaces vectoriels et applications
linéaires). Seuls les espaces vectoriels de diretiisiie y sont étudiés.

Merlin prévient le lecteur des l'introduction duagitre consacré aux méthodes de
dualité :

Nous ne sommes absolument pas certains que l'etesel@ab possesseurs de

ce livre (que nous saluons au passage) aurontuege de lire ce chapitre,
répugnés gu’ils sont par ce phénomeéne étrange @ppelité. (...) faire une

impasse sur la dualité est un mauvais calcul, earest pas si compliqué que

cela a comprendre. (...) Tout cela pour vous enceuragvous prendre un

petit peu la téte sur ce chapitre : ce sera a rvtirebeaucoup plus profitable

que d’inverser une matrice 25x25. (Merlin 19956 ).

Il semble clair pour Merlin que la dualité ne catost pas une fin en soi, mais est présentée
dans son ouvrage pour étre utilisée. De fait, metreuvons dans le chapitre consacré a la
dualité diverses finalités outil de ce secteurggaie linéaire.

Merlin commence par présenter des méthodes comtelesformes linéaires; ces
derniéres sont notées au moyen de lettres grecgugs.... La notation ducrochet de

dualité est introduite :@(x) :<¢, x> 3 le dual d'un espace vectoriél est notéE*. La trace

d’'une matrice est donnée comme exemple de fornéaili®, puisqu’il s’agit de la somme des
éléments diagonaux d’'une matrice. Enfin, 'attemtotu lecteur est portée sur la différence
existante entre une forme linéaire et une fomA@éaire (comme le déterminant d’'une
matrice d’ordre n). L'outil-analogiest donc mis a profit. Linéoreme de RiesZMerlin n’en
donne pas le nom) est présenté dans le cadre pasesseuclidiengespace not&), et une
représentation des formes linéaires est aussi @ordans le_cadre matriciglespace
notéM, (R) ), a travers la trace. Une interprétation géomeégrjsersonnelle est donnée pour le

théoreme de Riesz dans le cas d'un espace euclidien

% Remarquons qu'il s'agit de la méme notat<0n> que celle qui est utilisée dans cet ouvrage poproduit

scalaire. Merlin précisera explicitement par laes@Merlin 1995, p.64) que les arguments du crodeedualité
sont de nature duale : une forme linéaire et utewecalors que les arguments du produit scalaine de méme
nature.
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Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

En gros, il suffit de bien choisir un vecteur dieaa de I'orthogonal du noyau
de la forme en question, qui est une droite (ospbee nul). (Merlin 1995,
p. 62).

Merlin présente ensuite des propriétés des forinésites, présentant entre autres ainsi les
liens entre ces dernieres et lgerplans. Un vocabulaire géométriquest utilisé (formes
proportionnelles, etc). Il montre par un exemplelgiue I'outil-résolution qui peut étre fait
des propriétés citées.

Merlin présente ensuite des méthodes concernagu’'deappelle I'orthogonalité. I
présente une finalité outil-analogikl crochet de dualité. Il définit 'orthogonal d’wsous-
espacd= deE, qu'il note F". Il s’agit en fait de ce que nous avons appe#lariulateur d’un
sous-espac€& de E (voir chapitre 1, § 2.5). C’est donc de nouveauvanabulaire et des
notations _géométriquegiui sont utilisés. Tout comme Escofier, Merlin idéf aussi
I'orthogonal d’'un sous-espacdg du dual deE comme étant un sous-espacekdd| le note
égalementG”. Remarquons que Merlin signale que d’autres asitatilisent la notationF°
pour I'orthogonal d’'un sous-espaEdinclus dan€ ouE*). Il ajoute qu’il se permet d’utiliser
la notationr © car :

A notre avis, ce n'est pas une source de confugioequ’on sait toujours

dans quel espace se trouve la partie en questian. s€ait plutot

I'accumulation de notations {°,F") qui entrainerait cette confusion.
(Merlin 1995, p. 64).

Remarquons que Merlin se permet ainsi d’'identifiespace vectorieE a sonbidual en
justifiant qu’il travaille en dimension finie

L’auteur présente ensuite des finalités outil-négoh des annulateurs, en donnant des
exemples avec des espaces vectoriels généridgt)esef dans le_cadre des polyndmes

(R, [X]).

Merlin rappelle ensuite la définition de Ilhase duale d’'une base (e)de E
(i=1,...,dimE). Il la note (e*) . Il donne des exemples dans l'espace vectoriel des

polyndmes car dans ce cas précise-t-il, il est parfois Herpenser a une base autre que la
base canonique (les polynémes interpolateurs deabgg par exemple).

Merlin se tourne ensuite vers teansposée d’'une applicationlinéaire f E - F,
qu’il note 'f . Il en rappelle la définition en termes de compaside fonctions : il s’agit de
I'unique application linéaire d& * dansE* telle que :O0wOF * ‘f ¢ Fyo f, ou dit de
maniére plus développée OwOF* OxOE <t f@w), x>E =(y,f(x).. Le registre

graphique n’est pas utilisé. Merlin fait ensuitenialogieavec la définition de I'adjoint d’'un
endomorphisme,pbur ceux qui maitrisent I'algébre bilinéaiteUn exemple est donné en

prenant |'opérateur de dérivatisnr I'espace des Qolynﬁm&[x] :

Apres avoir rappelé des propriétés concernantdesposées (dont ce que nous avons
appelé le théoreme fondamental de I'algébre liegaltutilité de ces relations est expliquée,
et un_exemple géométriquest donné. Il ajoute que la transposée interviemime _oultil-
démonstrationdans le théoreme de trigonalisation qu’il présentgans la suite de son
ouvrage. Enfin, il dit en remarque qu’il y a égaliéntre lamatrice transposéed’une
application linéairef et la matrice de I'application transposéfeen précisant les bases par

rapports auxquelles les matrices sont expriméesudaiapplication ni exemple ne sont cités.
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A la fin du chapitre consacré a la dualité, Mertite des erreurs fréquemment
commises, et des astuces pour la résolution d’'mesr.cDes exercices sont ensuite énoncés et
corrigés, dans différents cadres.

On retrouve l'utilisation de la dualité au chapi@eonsacré aux méthodes de calculs
matriciels (2°™° partie). A la deuxiéme section dédiée a la trdo&once une méthode qui
demande d'utiliser le fait que « tout@me linéaireest une trace ». Il s'agit Ia d’'une finalité
outil-résolutionde la dualité qui avait déja été évoquée pardautians le chapitre sur la
dualité. Il en est de méme a la cinquiéme sect@oalchapitre consacrée aux espaces stables
dans la méthode qui propose d'utilisetrenspositioncomme_outil-résolution rechercher un

hyperplan stable paA, revient a rechercher des droites stables 'Par c’est-a-dire des
espaces propres. Un vocabulaire géométrapi@insi adopté.

C’est ensuite au chapitre 9 que Merlin reparleaddualité. Il propose d’utiliser une
récurrence et la transposition comme outil-démaitistn pour la propriété affirmant que deux
endomorphismes trigonalisables qui commutent sootrigonalisables (c’est-a-dire
trigonalisables dans une méme base).

Enfin, au chapitre 14 dédié aux méthodes génédidgebre bilinéaire, la finalité
outil-définition est mise en ceuvre, a travers les formes linéaiass la décomposition de
Gauss d’'une forme hermitienne. Peu aprés, undtér@ltil-analogiade la dualité est mise en
ceuvre : I'orthogonal d’'un sous-espace exprimé idd’a’une forme bilinéaire est comparé a
I'orthogonal défini au sens de la dualité. Plusildans ce chapitre, c’est une finalité outil-
résolutionqui intervient, a travers les bases duales, daesnuéthode qui s’intéresse a la
facon de déterminer une base orthonormale.

Enfin, dans le chapitre cléturant son livre, Mertésume en quatre pages ce qu'il
considere comme l'essentiel de l'algebre. Il y &g que lorsqu’on manipule des sous-
espaces stables, il est bon de se servir de lspnage. La dualité est ainsi encore considérée
comme un outil

En conclusion, Merlin considére la dualité dans eawrage comme un outil a bien
des égards : on y trouve des finalités outil-analogutil-résolution, outil-définition et outil-
démonstration. On pouvait en effet se douter qudaspécificité de son ouvrage, la dualité
allait principalement étre présente sous le stdimtil. De plus, de nhombreux cadres sont
présenteés.

Le livre de Uhlig : un cas patrticulier

Dans notre analyse de manuels, nous pouvons gualiicas particulierle livre d’Uhlig
(2002) car cet auteur ne présente pas la dualitirémgu’objet dans son ouvrage. Pourtant,
elle y est belle et bien présente, tout au longcagpitres.

Dans sa préface, Uhlig annonce que son livre raeté&nt sur les concepts d’algebre
linéaire et de la théorie des matrices, ainsi quid'imterprétation des concepts présentés. De
fait, les_matricessont omniprésentes dans son ouvrage, et des riéti@ipns géométrigues
sont données dés que possible sous forme de defisit@nsidére que les applications
linéaires et les vecteurs sont les objets fondamuerde I'algebre linéaire ; et il représente une

application linéairef R" - R™ au moyen d'une représentation matriciedede formes
f1

linéaires : f =| : | ot lesf :R" — R sont bien entendu désrmes linéaires On pourrait
f

m

parler d’outil-définitiond’'un théme de la dualité.
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Peu apres, Uhlig présentetteoréme de RiesZRiesz Lemma : p. 24 : représentation
d’'une forme linéaire a I'aide d’un vecteur fixédet produit scalaire). Grace a ce théoréme, et
a la notion de ¥ecteur colonne de Rieszqu'il suscite, 'auteur effectuera une lectuesd
matrices aussi bien colonne par colonne que ligmdigne, mettant en avant le caractere dual
de l'interprétation. C’est donc l'interprétation tneielle qui permet d’entrevoir la dualité.

De plus, Uhlig précise qu'il est plus facile de negenter le produit scalaid . X
comme le produit d’'une représentationadgar un vecteur ligne et d'une représentationx de
par un vecteur colonne. La référence a la reprasentdes formes linéaires est explicite :

This is done solely for convenience at this mom@&his row-times-column

convention for dot products enables us to use anificignt shorthand

notation for linear transformations. (Uhlig 2002, p. 25).
Il va ensuite traiter toutes les applications lirdaa travers les matricggace a la notation
f(xX)= Axou f :R" - R™est une application linéaire (I'auteur ne considgue les bases
canoniques dans les six premiers chapitres). Aiesi¢quationsjui permettent de décrire les

applications linéaires d&"dansR™ sont représentées plus simplement par des lignes d
matrice, ce que nous pouvons interpréter commeéfaeence a la dualité en algebre linéaire.
On peut percevoir la une finalité outil-résolutide la dualité.

La référence a la dualité est encore impliciteduesl'auteur propose de réduire une
matrice a la forme échelonnpgar lignes les lignes d’une matrice représentant des équatio

Dans le chapitre consacré aux éequations linéaleessompatibilité d’'un systeme
linéaire d’équationsAx= b est présentée en termes de rang, le rang d’'unecenAt étant
défini comme le nombre de pivots dans la forme kecimege par la ligne de la matriée On
peut remarquer que le discours de l'auteur eseriment porté sur la résolution des systemes
linéaires_a travers les matricég’est également I'image et le noydwne matricequi sont
définis.

Dans le chapitre dédié aux sous-espaces, l'autppetle que dans la théorie des
ensembles, les sous-ensembles d'un ensemble denném étre représentés de deux fagons
intrinseques et équivalentes, a savoir inclusivermarexclusivement. Il utilise explicitement
I'adjectif « dual » :

We apply this dual representation of sets to linglgebra. (Uhlig 2002,
p. 115).

Pour introduire la représentation exclusive d’urussespace, il fait appel a la notion
d’orthogonalité (qui sera davantage détaillée damshapitre ultérieur de son livre). L'auteur
utilise un_langage géométrigpeur expliquer la représentation exclusive. Uldiginit alors

le sous-espacecomplémentorthogonal d’'un sous-espac&) de R", qu'il note U”. La
représentation exclusive d’'un sous-espace espnétée comme étant le noyau d’'une matrice
composeée ligne par ligne (en rapport avec les é@nsat’un systéeme linéaire). Une référence
directe est faite avec I'ensemble des solutionsydteme linéaireomogene qui y est associé.

On peut percevoir la une finalité outil-définitiode la dualité, étant donnée
I'association explicite qu’Uhlig avait faite entu@e forme linéaire et une ligne d’'une matrice.

Remarquons que les explications sont trés souvenhéks a l'aide de dessins de
matricesou I'accent est mis sur les lignes ou les colorsaden les cas.

Dans le chapitre consacré a la dépendance linéaine, bases et dimension, on
retrouve une section expliqguant comment trouver base pour les deux représentations
génériques d’'un sous-espace. La dualité y est shajours intrinséquement présente.
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Un chapitre est ensuite dédié a la composition gliegtions linéaires, a la matrice
inverse et a lanatrice transposée Quand il s’agit d’introduire la matrice transpes@lus
aucune référence, méme implicite, n’est faite dualité. Il s’agit uniquement d’intervertir les
lignes et les colonnes de la matrice. Des promiétint citées et démontrées en se basant
principalement sur des dessins de matrices int&gséen regardant leurs lignes ou leurs
colonnes.

L’auteur présente ensuite une vue duale de la ptightion matricielleA.B:

The foregoing exposition gives usdaal view of matrix multiplicationA
timesB. It depends on which object we focus on: eithethencolumns of the
first matrix factorA or on the rows of the second dde(Uhlig 2002, p. 191).

Les égalités suivantes peuvent illustrer ces propos
I I

I [)(by - by ) I ) I
AB=| g - g || : HE | a| -~ > h| a|| d'une part et
| | )by - by |7 U =l
I I
a; |— bh —
8, .. & |(— b — j=1j( )
AB=| : : : = : d’autre part.
Ay Ay, - bn - C
Z;amj (_ b _)
=

On peut reconnaitre la une finalité outil-illustoatde la dualité.

On percoit aussi la dualité dans le chapitre cagsaax coordonnées de vecteurs et
aux changements de base, car I'auteur présentecdarmepitre le théoréme disant que le rang
d'une matrice A et de sa transposés’ sont les mémes pour toute maticerR™". La
démonstration de ce théoreme fait bien évidemmgmelaa la forme échelonnée par ligne de
la matriceA, étant donné que c’est sous cet angle que somtlébda plupart des concepts
présentés dans cet ouvrage.

Cette propriété de la matrice transposée estéeilisns la preuvedu corollaire suivant :
I I
Considérons le systéeme linéairey, - uy [x=a, oU u,..u,x alR". Soit
I I
U =Spad y .., y} OR" et supposons que le vectearnu . Alors, il existe un vecteur
bOR" tel quebOU . De plus,0b0U .

On voit donc intervenir la finalité outil-démongiom de la dualité dans I'ouvrage d’Uhlig.

Remarquons I'importance de ce corollaire qui, pengple, motive la méthode des
moindres carrés.

On peut encore percevoir la dualité dans le clegibnsacré aux bases orthogonales
et aux matrices orthogonales. Bien entendu onuegréa transposée d’'une matrice quand on
parle de matrice orthogonale (cas réel), mais woghes décrivant les représentations
inclusive et exclusive d’'un sous-espace vectorieftemt davantage en lumiére I'apport d’'une
approche duale quand il s’agit de compléter un rabse de vecteurs orthonormés pour

% Voir § 1.1, « Outil-démonstration ».
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obtenir une base de". Un peu plus loin, pour introduire la factorisatiQR d’'une matrice,
I'auteur dit explicitement gu'’il a utilisé a plusies reprises dans son ouvrage des concepts
duaux :

We study Householder matrices as generators obtttegonal ones, all in
view of general orthogonal matrix factorizations.

Our early chapters were built on several twofoldjual, concepts

A matrix A was defined by its entrieg; , or as the representation of a linear
transformationx — AX.

The solvability and unique solvability of a lineaystem Ax=Db were
determined by row and by column properties of a REFA.

The product of two matrices was viewed as a linegnlacement of the
columns of the first factor or as the same for rives of the second matrix
factor.

Here is another dual concept for matrices: thataaf additive and a
multiplicative generation of matrices. (Uhlig 20QR2,334).

En conclusion, on peut dire que, méme si Uhlig résgnte pas formellement la dualité, elle

est belle et bien présente sous forme naturelle dan ouvrage. Et si I'on devait retenir une

seule lecon de ce que nous avons développé daastlan consacrée a son livre, c’est que les
cadres de préférence pour I'approche naturelleaddublité sont les cadres des systemes
linéaires et celui de la représentation matrici€lla rejoint ici ce qui avait été présenté lors de
I'étude de la genese de la dualité (voir chapijre 2

2.3. Analyse synthétique et comparative de I'organi  sation
mathématique régionale/locale

Dans cette partie, nous allons présenter de masy@thétique la maniere dont sont abordés
les différents themes de la dualité dans les mamsg&kctionnés (voir 8 2.1). Les éléments
présentés permettront au lecteur de se rendre eodgpia diversité du vocabulaire et des
notations utilisés pour un méme théme.

Le tableau ci-apres reprend en colonnes les noméscdes manuels analyseés, et en
lignes les themes que nous avons recensés daestéaisdualité. Pour chaque manuel, nous
présentons trois lignes contenant les informatguigantes : si le theme est présenté dans le
manuel, la premiére ligne reprend le numéro dealgepd'apparition du théme. La seconde
ligne reprend les termes utilisés pour le themes deumanuel si ces derniers ne correspondent
pas a ceux que nous avons utilisés. Enfin, laiénwis ligne présente les notations utilisées
pour ce theme dans le manuel.

De nouveau, étant donné que I'ouvrage d’'Uhlig risente pas le secteur dualité en
tant qu’objet, nous n’inclurons pas ce manuel damsésente analyse.

“REF : Row Echelon Form.
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Dual .Fo,”‘f‘e Base duale| Annulateur Appllcatlo,n
linéaire transposee
p. 21 p. 20 p. 23 p.26 p.78
Halmos linear annihilator adjoint
functional
V' Y X =y, Y} S° y'
p.182 p.182 p.184 p.185 p.187
orthogonal
Escofier Flet G”
L(E,K)=E* et
( ) f {el*i"'leﬂ*} (F |:| E, tg
GOE*)
p.133 p.75/p.129 p.128 p.131 p.332
Systéme de
s coordonnées
Forme linéaire linéaires
an Systéme de associé a un
indéterminée/| coordonnées SOUS-ESDAce
fonctions linéaires suE vectoriellgde
Pham& linéaires suE co-dimension
Dillinger p
F est donné
par le systeme
d’équations
E* / (X, s %) x =0 s
Xp = 0
p.62 p. 61 p.66 p.64 p.68
_ orthogonal
Merlin FYet G-
E* uJ {er*,...e* (FOE, 'f
GOE*)

Tableau 3-2 : Thémes de la dualité abordés dans lemnuels sélectionnés

On peut remarquer que tous les thémes répertoaiés lé secteur dualité sont abordés dans
les manuels sélectionnés, mais que les différeatsues ne les considerent pas tous de
maniere équivalente. Ainsi, on remarquera que Halmimtroduit pas la transposée en méme
temps que les autres themes de la dualité (celéapiparait qu’'a la page 78, alors que la
dualité fait son apparition dés la page 21 de somage). De méme, Pham & Dillinger ne
parlent de la transposée que dans I'annexe otédswvent plus formellement le secteur. En
nous rappelant que Pham & Dillinger privilégienteuapproche intuitive des choses, nous
pouvons alors constater que s’ils choisissent digrenie theme de la transposée en annexe,
c’est qu'ils considerent qu'il est difficile de menter une idée intuitive de ce théme. Nous
nous souviendrons de cette réflexion lorsqu’il sBagl’élaborer un dispositif d’enseignement
consacré a la dualité.

2.4. Analyse de l'organisation mathématique locale

Nous allons maintenant nous concentrer sur lagodées manuels consacrée explicitement a la
dualité. Nous allons dans un premier temps, explicies criteres d’analyse que nous
utiliserons. Ces critéres ne sont pas nécessaitamenapplicables aux différentes parties de
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manuels traitant de la dualité. Des distinctionmse parfois nécessaires entre les parties
théoriques concernant la dualité, et celles préseres types de taches, toujours en rapport
avec des thémes et sujets du secteur dualité.

a) Définition des critéres d'analyse composant la gt

Pour la détermination des criteres d'analyse quss @tlons prendre en compte, nous nous
avons considéré les criteres d'analyse utilisésAbags-Dias (Alvés-Dias 1998), Praslon
(Praslon 2000), et Bloch (Bloch 2006), ainsi qus daractéristiques intrinseques des notions
entrant en ligne de compte dans la dualité. Maissngavons finalement retenu que deux
criteres qui nous semblaient pertinents pour naiyse, c’est-a-dire ceux qui sont ressortis
comme discriminants lors de I'analyse de l'orgatiisamathématique globale/régionale. II
s’agit du contexte (d’'un énoncé, de la présentatiane notion, etc.), et des niveaux de mise
en fonctionnement des connaissances impliquéese(Rb®98). Nous les présentons avant de
les utiliser pour notre analyse.

Contexte (de I'énoncé, de la présentation d’uneinof etc.)
» Cadres considérées

Les différents cadres pouvant étre rencontrés dansontexte de notre étude sont les
suivants :

- cadre générique (CGén) : I'espace vectoriel n'astgrécisé (souvent ndi.
- cadre géométrique (CGéo) : il s’agira essentielldde R ou deRR?,
- cadre algébrique (CAlg) : il s'agira souvent®éou deC", avecn#1,2.

- cadre des systemes linéaires (CSys),

- cadre des polynémes (CPol)

- cadre matriciel (CMat)

- cadre analytiqgue (CAna) : il s’agira alors d’essade fonctions.
» Spécificités du cadre

Un méme cadre peut avoir des spécificités diversgsun type d’espace vectoriel est

sélectionné R?, polyndmes, matrices, etc.), définissant ainsicadre, la dimension de
I'espace et/ou des sous-espaces concernés sarnégah prendre en considération. C'est ce
que nous appellons la spécificité du cadre.

Niveaux de mise en fonctionnement des connaissances
Robert (1998) définit trois niveaux de mise en tmrmement des connaissances :
1. le niveautechnique il s’agit du niveau de mise en fonctionnement gst sollicité
lorsqu’il « suffit » d’appliquer une procédure omeuméthode pour résoudre une tache.

Le contexte indique généralement les connaissaecegiques qui doivent étre mises
en fonctionnement. Par exemple, une tache reledartype « calculer la base duale

d'une base{g}’ donnée » demande un niveau de mise en fonctiontenhes

connaissances technique, étant donné que la teghagpociée a ce type de taches est
généralement explicitée dans un cours sur la @ualit
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2. le niveaumobilisable: les connaissances sont mises en fonctionnement r@iveau
mobilisable lorsque le contexte sera suggestifs santefois étre explicite quant a la
technique a mettre en ceuvre pour solutionner laetgroposée. Ainsi en est-il par
exemple pour le type de taches qui consiste a dégenate calculer les coordonnées de

p vecteurs dé dans une basfg} non canonique (avee suffisammengrand, c'est-
a-dire plus grand que la dimension de I'espaéd. Bien que ce type de tache reléve
explicitement de l'algébre linéaire, il n'est passai évident qu’elle peut relever du

secteur dualité. Ainsi, la technique consistantsdam premier temps a calculer la base
duale de la bas{aq}i”:l, et ensuite a évaluer les formes linéaires deate lruale en

chacun de9 vecteurs donnés afin d’en obtenir les coordonmizes la base dE
demande un niveau mobilisable de mise en fonctimemé des connaissances.

3. le niveaudisponible: des connaissances pourront étre mises en fonetoent a un
niveau disponible lorsqu’elles pourront étre ufiés dans un contexte inhabituel. Ainsi
en est-il pour les notions de dualité lorsque t@mande par exemple de montrer que,
si | est un intervalle réel, et que,...,t, sontn points distincts, il exist&@ nombres

m,...,m,tels que, pour tout polynénpede degré inférieur B, on peut écrire :

L p(ydt=m g +...+ m g }1) (formule de quadrature).

Nous pouvons remarquer que rien n'indique dan®ihég de la tache a accomplir que
des notions de dualité peuvent étre utilisées [@arener & bien. A titre d’'information
pour le lecteur, nous placons en Annexe 4 la résoldle cette tache.

b) Application des criteres d'analyse

Maintenant que nous avons mis en place les ouditessaires a I'analyse locale de la dualité,
nous nous proposons de les appliquer aux sectiemsménuels qui introduisent le secteur
dualité, ou plus précisément aux exercices présatdas ces sections. Nous présentons nos
résultats sous forme de tableau. La premiere celahn Tableau 3-3 indique le nom de
'auteur (ou des auteurs) du manuel dont il eststijoe. La deuxieme colonne explicite le
contexte (cadre et spécificité) utilisé pour lesreices selon les notations introduites ci-avant.
Enfin, les trois derniéres colonnes indiquenhombred’exercices dont le niveau de mise en
fonctionnement des connaissances est soit technigobilisable ou disponible, pour le
contexte spécifié sur la ligne.

“1 On prendra suffisamment grand pour que 'investissement deutae la base duale (résolutionmle
systemes da équations) soit avantageux par rapport au fatadeuler, sans passer par la base duale, les
coordonnées dgsvecteurs séparément les uns des autres (résotlgeystemes de équations).
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Nombre d’exercices dont le niveau de
mise en fonctionnement des

Manuel Contexte : cadre et connaissances est :

spécificité

Technique | Mobilisable | Disponible

Halmos CAlg, dim 2 5
CGéo, dim 3

CPol, dim non précisée
CGén, dim finie

CAlg, dim 3

CGén, dim 3

CGén, dim

Escofier | CGén, dim non précisée
CAna, dim non précisée
CPol, dim non précisée
CAna, dim infinie
CGéo, dim 3

CPol, dimn+1

CPol, dim 3

Phamé& CGéo, dim 2

Dillinger | CGéo, dim 3

CGén, dim

CGéo, dim 4

CGén, dim 3

Merlin CGén, dim non précisée
CMat, dimn

CPol, dimn+1

Cpol, dim 6 1

P P RPN W W W PSP PO WL P WODN P WP D

CAna, dim non précisée 1 1

Tableau 3-3 : Présentation de l'organisation mathéatique locale selon les critéres définis

On peut s’apercevoir d’'une grande variété depeécificité du contextdes énoncés entre les
auteurs. En effet, Merlin par exemple ne proposmianoncé dans un espace de dimension
inférieure a six, alors que 74% des énoncés preppaePham & Dillinger le sont dans des
espaces de dimension inférieure ou égale a quad® des énoncés de Pham & Dillinger
sont méme proposés dans des espaces de dimenfg@pnauire ou égale a trois). Ce dernier
résultat est tout a fait en accord avec le choirmjufait Pham & Dillinger de mettre I'accent
sur I'aspect géométrique dans leur ouvrage. Haletdsscofier présentent tous deux un bon
équilibre entre le pourcentage d’énoncés propoaés des espaces de dimension inférieure
ou égale a trois (respectivement 48% et 47%), etolmbre d’énoncés proposés dans des
espaces de dimensiarguelconque ou non précisée.
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Afin d’avoir une vue plus globale de la diversitésdcadres et des différents niveaux
de mise en fonctionnement des connaissances pamelarous résumons maintenant le
Tableau 3-3 en en présentant une synthese par matadre et niveau de mise en
fonctionnement des connaissances. C’est ce quepnésente le Tableau 3-4 :

Nombre d'exercices dont le niveau de mise en
Manuel Contexte : cadre fonctionnement des connaissances est :
Technique Mobilisable Disponible
Halmos CAlg 8
CGén 7 1
CGéo 4
CPol 6 1
Escofier CGén 3
CAna 4
CPol 3 2 1
CGéo 6
Pham& CGéo 10
Dillinger CGén 5 4
Merlin CGén 1 1
CMat 1
CPol 1 3
CAna 1 1

Tableau 3-4 : Nombres d'exercices présents par maal cadre et niveau de mise en fonctionnement des
connaissances

Cette présentation (Tableau 3-4) nous permet plcigefent de nous rendre compte que les
exercices présentant un niveau de mise en fon@ment disponible des connaissances se
situent généralement dans le cadre des polyn6metais le cadre générique. On constate
que la majorité des auteurs proposent des énomrésqiatre cadres différents ; seul Pham &
Dillinger se limitent a deux cadres : géométriqugénérique.

Remarquons que le cadre géométrique est tres prdaes I'ouvrage de Pham &
Dillinger car celui-ci traite aussi bien du cas teeiel que du cas affine. Leur ouvrage
présente donc des exercices concernant des «digggemeétrigues » sans que soient
nécessairement en jeu des sous-espaseeriels

Enfin, nous présentons une vue encore plus coneedséTableau 3-3, en ne
spécifiant plus que les différents cadres proposés

82



Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

Nombre d’exercices
Cacre | oposts o e con
ouvrages sélectionnés
CAlg 8
CAna 6
CGén 22
CGéo 20
CPol 17
CMat 1

Tableau 3-5 : Nombre d'exercices présents par caddans les quatre manuels sélectionnés

Ainsi, on constate que les trois cadres les plygésentés sont les cadres générique,
géomeétrique et polynomial. Le cadre matriciel njegiposé que pour un seul énonceé, dans
'ouvrage de Merlin. Que les cadres générique engdrique soient les plus sollicités n'a
rien de bien étonnant : plusieurs exercices cardist établir certaines propriétés concernant
la dualité (cadre générique) et le travail d’én@ndéns un cadre connu et interprétable (cadre
géomeétrique) aide a la compréhension de notionglxe certains des manuels sélectionnés
abordent trés clairement un regard géométriquestitionc naturel que ce cadre serve de base
a nombre d’exercices. Quant au cadre polynomialsri@vons déja mentionné avant, c’est
dans celui-ci que la majorité des exercices metéantfonctionnement des connaissances
disponibles sont présentés. Ce phénomene peuitoensine explication au fait que ce cadre
soit finalement bien représenté dans les exerg@omgosés. Le fait que les matrices servent
tres peu de cadre au travail de la dualité peuwipstpuer par le fait qu’en algebre linéaire, les
matrices sont principalement considérées commepgeésentation d’'une application linéaire
par rapport a des bases fixées. Elles ne constitisgrt pas nécessairement un objet d’étude a
part entiére ; et les espaces vectoriels de matrieeserviraient donc qu’artificielleméhte
cadre a I'apprentissage de la dualité (voir quastiire « débutants » au chapitre 4).

3. Analyse de l'organisation mathématique ponctuell e

Apres avoir décrit, dans les sections précédetgssprganisations mathématiques globales,
régionales et locales associées au secteur duabigs allons maintenant examiner les
praxéologies ponctuelles rencontrées dans legeiiffe themes répertoriés dans ce secteur.

Plus précisément, pour chacun des themes du selttelité décrits au chapitre 1, § 2,
nous allons détailler les différents types de taaépertoriés dans les manuels analysés. Pour
ce faire, nous nous sommes basée sur I'ensemblendesiels décrits en Annexe 1, a
I'exception des manuels de :

- Mac Lane et Birkhoff (1971) car la présentationlal@ualité y suit I'évolution des
structures algébriques (diagramme, module, espactonel) et n'y est donc pas
présentée selon des types de taches communs aes m#nuels ;

- Uhlig (2002) car I'auteur ne traite pas de la déadin tant qu’objet dans cet ouvrage.
Il N’y a donc pas présence de type de taches sgpéesf & ce secteur.

42 c’est-a-dire dans le but d’exercer le niveau tépia des connaissances.
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En ce qui concerne I'ouvrage de Pham & Dilligerd@g nous n’avons pas répertorié toutes
les taches rencontrées. En effet, vu le caractéoengtrique trés marqué de ce manuel, de
nombreuses taches présentes dans ce livre conteleeiffigures géométriqgues quelconques
(concernant le cas affine et pas nécessairemetdrigdl Nous n'avons pas associé celles-ci
a un type de taches repris dans notre répertoidessous étant donnée la complexité de la
traduction de ces taches « géométriques » en undgpéaches exprimé dans le langage des
espaces vectoriels. Pour illustrer nos propos,idérens par exemple la taché&tant donnée
une figure géométrique, trouver un systeme de coorées dans lequel cette figure soit
donnée par des équations aussi simples que poss{fleam & Dillinger 1996, p.131). Dans
le langage des espaces vectoriels, elle pourrataSisociée au type de tachdstant donné

un sous-espace d'un espace vectoriel E de dimerisiey déterminer la base duale d’'une
base de ce sous-espac®u encore au type de tachektant donné un sous-espace d’'un
espace vectoriel E de dimension finie, détermines €brmes linéaires définies sur E,
linéairement indépendantes, telles que l'intergectde leurs noyaux représente le sous-
espace vectoriel donng ou encore au type de tacheBtant donné un sous-espace d’un
espace vectoriel E de dimension finie, déterminee base de l'annulateur de ce sous-
espace». Vue la complexité de la traduction, nous avorggéré ne pas incorporer les taches
présentées dans un cadre géométrigue dépassaomking de l'algébre linéaire dans les
différents types de taches repris ci-apres.

Nous présentons, dans un premier temps, une kstgpes de taches rencontrés dans
la partie traitant explicitement de la dualité dés neuf manuels retenus. Dans un second
temps, nous présentons sous forme de tableau lbreaftoccurrences de ces types de taches
dans les sections traitant explicitement de laittudans les neufs manuels retenus.

3.1. Présentation des types de taches
Nous organisons la présentation des types de t&etms les différents themes.

a) le dual

T.dual.l  Donner la dimension d'un sous-espace du dual @rtéellement une base de
celui-ci)

T.dual.2 Montrer qu'un (sous-espace du) dual est un espatenel
T.dual.3 Vérifier si un ensemble donné est un sous-espadena du dual

T.dual.4 Etant donné un ensemble de formes linéaires défsue un espace vectoriel,
montrer qu'il s'agit d'une base du dual

T.dual.5 Etant donné un ensemble de formes linéaires défsue un espace vectoriel,
constituent-elles une base du dual ?

Tdual.6 Trouver I'élément du primal correspondant a un élndu bidual ou vice-
versa (isomorphisme naturel entre le primal eided)

T.dual.7 Montrer qu’'une application donnée appartient awdaid

T.dual.8 Veérifier qu'une application donnée est un isomospte entre un espace et son
dual

T.dual.l9 Un espace vectoriel dual muni d’'une nouvelle loi rdaltiplication par un
scalaire (donnée) constitue-t-il encore un espactoviel ?
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T.formelin.1

T.formelin.2

T.formelin.3

T.formelin.4

T.formelin.5

T.formelin.6

T.formelin.7

T.formelin.8

T.formelin.9

Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

b) les formes linéaires

Etant donné un (sous-)espace vectoriel, donnexemgle de forme linéaire
définie sur ce (sous-)espace

Etant donnée une application, déterminer s'il s'dgjine forme linéaire
(éventuellement avec parametres)

Etant donné un (sous-)espace vectoriel, définkptession générale d'une
forme linéaire définie sur cet espace

Démontrer la proposition établissant I'expressiogndgyale d’'une forme
linéaire sur un espace vectoretle dimensiom

Déterminer I'expression d'une forme linéaire aipaté certaines de ses
caractéristiques

Déterminer I'expression de toutes les formes Ime&aivérifiant une ou
plusieurs propriétés

Etant donnés des contraintes (conditions), compéan-on trouver de formes
linéaires pouvant les respecter?

Déterminer I'existence d'une forme linéaire vérifiaune ou plusieurs
contraintes (conditions)

Montrer le caractere libre et/ou générateur d'wsemble de formes linéaires

T.formelin.10 Exprimer une forme linéaire donnée en fonction tiEal (combinaison

linéaire)

Tformelin.11 Etant donnée une forme linéaire, en déterminer dgam, ainsi que sa

dimension

T.formelin.12 Montrer que deux formes linéaires ayant méme negat proportionnelles

T.formelin.13 Montrer que l'intersection des noyaux de deux farhiecaires (définies sur

un espace vectoriel de dimensignnon proportionnelles, est de dimension
n-2.

T.formelin.14 Etant donnés une forme linéaire y non nulle défsnieun espace vectoriél

et un scalairer , existe-t-il un (des) vecteur(s)XeE tel(s) quey X Fa ?

T.formelin.15 Etant données m formes linéaires définies sur pacE de dimensiom

(avecm<n), quelles conditions doivent vérifier les scalaitg,...,a,, pour
qu’il existe un vecteur d& tel que lai®™ forme linéaire évaluée en ce
vecteur donnex,

T.formelin.16 Montrer que le calcul d’'une intégrale définie rewied I'évaluation den

T.basedu.1

coefficients et des valeurs prises par un polyn@orenule de quadrature)

c) les bases duales
Démontrer que si une famillex, ...x,) d'un espace vectorid de dimension

n et une famille(y;,...y,) du dualE’ vérifient les relationsy, X ¥4, , alors
ces familles forment des bases de leurs espaqesctds
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T.basedu.2

T.basedu.3

T.basedu.4

T.basedu.5

T.annul.1

T.annul.2

T.annul.3

T.annul.4

T.annul.5

T.annul.6

T.transp.1

T.transp.2

T.transp.3

T.transp.4
T.transp.5

T.transp.6

T.transp.7

Etant donnés un espace vectoriel de dimensieinun ensemble devecteurs
de celui-ci, montrer que (ou déterminer si) ceteemse représente une base
de cet espace, et (dans I'affirmative) en détermambase duale

Etant donnés un (sous-)espace vectoriel et unedeaselui-ci, en déterminer
la base duale

Etant donné un ensemble de formes linéaires défsue un espace vectoriel,
en déterminer la base du primal dont elle est Haa&e

Etant donnés une base du primal et un vecteur despace, que valent les
différentes applications de la base duale évalage® vecteur du primal?

d) les annulateurs
Etant donné un sous-ensemble du primal, établmiliateur de ce sous-
ensemble (et éventuellement en donner une base)

Etant donnés des sous-espaces du primal, étalliradaions liant ces sous-
espaces ou des compositions de ceux-ci avec lesladeurs de ces sous-
espaces ou d'autres compositions

Etant donnés deux espaces vectoriels (dont leslaenots sont simples a
exprimer), montrer que ces sous-espaces sont égaux

Etant donnéem formes linéaires définies sur un espkae dimensiom (avec
m<n), trouver un vecteur d& non nul sur lequel s’annulent les formes
linéaires

Etant donné un espace vectoiietle dimensiom sur un champ fini, montrer
gue le nombre de sous-espacesEdde dimensiomm est égal au nombre de
sous-espaces de dimensiamt)

Montrer qu’un ensemble devecteurs d’'un espace vectoriel de dimensi@m
constitue une base

e) la transposée
Etant donnée une application linéaire, en détemmangansposée

Etant donnée une application linéaire, détermirendyau de son application
transposée

Déterminer les endomorphismes laissant stables tesishyperplans d'un
espace vectoriel

Démontrer des propriétés de la transposée
Etablir le lien entre annulateur et transposée

Etant donnée une application, établir des relationacernant la matrice
transposée

Etant donnée une application linéaire, calculermatrice de I'application
transposée



Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

Bien entendu, certains types de taches ne sortqmagletement indépendants. Ainsi, le type
de tache T.transh."Etablir le lien entre annulateur et transposé&épertorié dans le theme
intitulé "la transposé€€a autant sa place dans le theme intitlds ‘annulateurs De méme,
étant donné que les différents themes ne sont gapletement indépendants les uns des
autres, un méme type de taches pourrait étre egedans deux thémes différents. Citons
I'exemple du type de taches T.formedin‘Montrer le caractere libre et/ou générateur d'un
ensemble de formes linéaitegui a été classé dans le théme fiemes linéairesmais qui

aurait tout autant sa place dans le themeduwa

3.2. Occurrences des types de taches répertoriés

Nous présentons maintenant, sous forme de tableangmbre d’occurrences des différents
types de taches mis en évidence dans la séle@®mdnuels analyseés :

Théme concerné Abréviation du Type de taché Nombre d’exercices
(voir section 3.1) répertoriés
Le dual T.dual.1 3

T.dual.2
T.dual.3
T.dual.4
T.dual.5
T.dual.6
T.dual.7
T.dual.8
T.dual.9

R R R N R o R, R

TOTAL

N
o

o

Les formes linéaires T.formelin.1

w
N

T.formelin.2

T.formelin.3

T.formelin.4

T.formelin.5

T.formelin.6

T.formelin.7

T.formelin.8

T.formelin.9

T.formelin.10

T.formelin.11

T.formelin.12

T.formelin.13

T.formelin.14

R R R R N W N RN R w O

T.formelin.15
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Theme concerné Abréviation du Type de tache Nombre d’exercices
(voir section 3.1) répertoriés
T.formelin.16 5

TOTAL 59

Les bases duales | T.basedu.1

T.basedu.2

T.basedu.3
T.basedu.4
T.basedu.5

R N o k| R

TOTAL 16

Les annulateurs T.annul.1

T.annul.2

T.annul.3

T.annul.4

T.annul.5

| k| k| O © ©

T.annul.6

TOTAL 21

La transposée T.transp.1

T.transp.2

T.transp.3

T.transp.4

T.transp.5

T.transp.6

N B R N R R R

T.transp.7
TOTAL 17

Tableau 3-6 : Occurrences des types de taches rémmiées dans les manuels analysés

Remarquons que trois types de taches ont une eocoermulle. Il s’agit donc de types de
taches qui ne sont présents dans aucun exercicendegels analysés. Cependant, deux
d’entre eux (T.formelin.1 et T.formelin.3) seroniligés par la suite dans notre travail (voir
chapitre 4) ; et le type de taches T.annul.3 espgsé par Merlin dans son ouvrage, sans
toutefois le proposer dans les exercices reprig finl du chapitre, sans doute parce qu'il
s’agit, pour la résolution de ce type de tachesnddre les connaissances de la dualité a un
niveau de fonctionnement disponible.

On observera que pour le dual, le type de tachdule fréequemment rencontré est le
T.dual 4. : «Etant donné un ensemble de formes linéaires défisue un espace vectoriel,
montrer qu'il s'agit d'une base du dual Celui-ci est présent neuf fois, sur 20 occuresnau
total de types de taches concernant le dual : dest pratiguement la moitié. Ceci nous
conduit a faire I'hypothése que les étudiants ratreoont nécessairement ce type de taches ;
c’est le seul pour lequel on puisse faire une tafigothese pour ce theme.
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Chapitre 3. La dualité comme savoir a enseigner

C’est sous le theme des formes linéaires que smrbupées 44,4% (59/133) des
occurrences de types de taches concernant le séct@lité dans les sections le présentant en
tant qu’'objet. Parmi ces 59 occurrences, c’esgpe tle taches T.formelin.2. Ktant donnée
une application, déterminer s'il s'agit d'une formaéaire (éventuellement avec
parametres) qui est le plus souvent rencontré, avec 32 oenues. On peut donc affirmer
que les étudiants rencontreront ce type de taaresde leur apprentissage de la dualité en
algebre linéaire. En effet, il est clairement eiséde reconnaitre les éléments du dual.

En ce qui concerne les bases duales, deux typ&ides sont majoritaires : il s’agit
de T.basedu.4.:ktant donné un ensemble de formes linéaires défisig un espace
vectoriel, en déterminer la base du primal done alkt base duabe, suivi de prés par son
symétrique : T.basedu.3Etant donnés un (sous-)espace vectoriel et une d@selui-ci, en
déterminer la base dualke A eux deux, ils comptabilisent plus de 80% 163/des
occurrences des types de taches concernant les dhaasles. On peut donc dire qu’un étudiant
sera trés vraisemblablement confronté a des typesches T.basedu.3. ou T.basedu.4. au
cours de I'enseignement de ce theme. Remarquoesdapt que les bases duales constituent
le theme le moins représenté dans le secteur dedlié en nombre d’occurrences de types
de taches (16/133). On pourrait expliquer ce phé&manpar le fait qu'une base duale n’est
finalement qu’une base particuliere d’'un espaceoriat (le dual), vérifiant des conditions de
dualité ; les bases étant travaillées par aillédass le secteur des espaces vectoriels).

Pour les annulateurs, les types de taches lesfglgsemment rencontrés sont le
T.annul.l. : «<Etant donné un sous-ensemble du primal, établinnidateur de ce sous-
ensemble (et éventuellement en donner une basele T.annul.2. : ktant donnés des sous-
espaces du primal, établir des relations liant seas-espaces ou des compositions de ceux-cCi
avec les annulateurs de ces sous-espaces ou dauwepositions. Ensemble, ils
représentent 85% (18/21) des occurrences des tgpdaches du theme des annulateurs.
Remarquons l'importance de ce théme, puisque lemlateurs permettent d’énoncer le
théoreme fondamental de I'algebre linéaire, dorddmonstration pourrait d’ailleurs relever
du type de taches T.annul.2. Une application cdngdisée du théoreme fondamental requiert
quant a elle de faire appel a un type de tachemul4.

Enfin, pour la transposée, le type de taches algaplus grande occurrence est le
T.transp.4. : ©émontrer des propriétés de la transpose©n peut interpréter ce constat par
le fait que dans l'institution université ou eségentée la dualité en tant qu’objet, le contrat
didactique institutionnel laisse a l'apprenant ésponsabilité de démontrer des propriétés
concernant un nouvel objet enseigné.

Conclusion

L’analyse de la dualité comme savoir a enseignas @otout d’abord permis de mettre au jour
une structuration des notions liées a ce savoirapport avec I'échelle des niveaux de co-
détermination didactique (Chevallard 2007). Ladtication ainsi établie a été présentée au
chapitre 1, § 2.

Dans ce chapitre, nous avons en premier lieu élargotion dbutil pour un concept
mathématique, qui avait été introduite par Douadpsdune perspective épistémologique
(1986). Nous avons ainsi spécifié differenfesalités outil du secteur dualité dans une
perspective différente : selon I'objectif poursupar un enseignant ou un auteur de manuel.
Nous avons ensuite utilisé les différentes finalétil ainsi introduites, et observé la maniere
dont elles sont mises en ceuvre dans une séledionzk& manuels que nous avons analyseés.
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Une analyse de l'organisation mathématique deomstde dualité a été réalisée a
différents niveaux, toujours en référence aux nixede co-détermination didactique, pour les
onze manuels sélectionnés. Nous avons choisi derésenter I'analyse de I'organisation
mathématique aux niveaux global, régional et loged pour cing des onze manuels analysés,
ceux-ci étant représentatifs des diversités misesjoar. L’'analyse de I'organisation
mathématique ponctuelle est réalisée et présemtébase des onze manuels initialement
retenus, et a été organisée selon les différergmeal proposés pour le secteur dualité
(chapitre 1, § 2).

Toutes ces analyses vont maintenant nous permelfregs un premier temps, de
concevoir des questionnaires a destination desaétisdpour tenter de cerner les difficultés
rencontrées lors de l'apprentissage des notionduddité (chapitre 4). Dans un deuxieme
temps, nous pourrons nous servir des résultatsamisur afin de concevoir des dispositifs
permettant de remédier aux difficultés recenséespitre 5).
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Chapitre 4. Les difficultés des étudiants avec lad  ualité

Notre objectif principal est de comprendre l'origides difficultés que rencontrent les
étudiants dans I'enseignement de la dualité, a#npduvoir, dans un travail ultérieur
(chapitre 5), proposer des dispositifs permettapt rdmédier. Pour ce faire, nous avons
adopté un point de vue institutionnel (Chevallafi®?), et nous avons étudié comment le
savoir lié a la dualité est structuré en orgarosatimathématiques plus ou moins générales
dans Tlinstitution université (chapitre 3). Nousoas analysé comment la dualité peut
apparaitre comme objet de I'enseignement, maieégalt comme outil (chapitre 3, § 1). Ces
analyses vont nous permettre d’élaborer, puis tyara une enquéte menée aupres des
étudiants inscrits en mathématique et en physidumersité de Namur (Belgique).

Apres avoir décrit le contexte dans lequel estignse la dualité aux étudiants ayant
participé a I'enquéte (8 1), les composantes degliéte sont détaillées et analysées (8§ 2).
L’analyse de I'observation des difficultés rencées par les étudiants est ensuite présentée
(8 3). Les conclusions de ce chapitre (8 4) nousnpttent d’entrevoir les perspectives de
notre recherche.

1. Introduction : contexte général

Nous l'avons déja brievement mentionné, une sedtioinersitairespécifiqueet compléte
(Licences et Mastety existe en Belgique pour les étudiants qui soehaitdevenir
mathématiciens ou physiciens (a destindfiode la recherche, de I'entreprise ou de
I'enseignement secondaire supérfdurLe programme mathématique de la premiére année
est majoritairement commun aux deux sections, mipcote, entre autres, un cours d'algebre
linéaire qui est dispensé uniquement a ces étuglidins’agit la du seul cours d’algebre
linéaire qui sera proposé aux étudiants pendantcigsus. C’est donc dans ce cours qu’est
enseignée la dualité. Remarquons que seuls lesessga dimension finie sont abordés dans
ce cours. Le lecteur pourra trouver en Annexe talide des matieres du polycopié du cours
théorique (Toint 2007), ainsi que les pages deotgcppié consacrées a la dualité. Ces pages
proviennent du polycopié d’'une étudiante inscrite pgemiere année (en 2008-2009) en
mathématiques & l'universit¢ de Naffuret ont donc été complétées, par elle, des
explications données au cours théorique par leepseur. Remarquons que la dualité y est
présentée dans le cadre générique (espace ve&iarael précisé). Lors de son enseignement,
le professeur donne des exemples dans le cadreétygque (R°ou R®). L'explicitation des
exemples donnés dépend du professeur qui donneule’c Comme le montre I'extrait
(Figure 4-1) des notes de cours placées en Annega pourra remarquer que les étudiants
n'ont pas vraiment travaillé le bloc practico-tecjue au cours théorique en 2008-2009 : ce

3| s’agit 1a de la dénomination francaise ; damsdcabulaire de la réforme de Bologne, la dénotioinast
Baccalauréats et Masters.

“ Trois finalités du master mathématique existdhiriiversité de Namur. Les étudiants doivent chdisine
d’entre elles au cours de leur master.

“> e secondaire supérieur correspond au niveauaielgn France.

6 Précisons que cette étudiante a réussi son année.

“"Le cours d’algébre portant sur la dualité a éséi@spar le professeur titulaire I'année académaf@y-2008
et 2008-2009, et par un professeur suppléant e&-2000.
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qui présenté commexemplepour les espaces primal, dual et bidual, ce spigjuement les
notationsR?, R*', R? ', sans aucune explicitation des éléments de cEseatits espaces.

Sifed s
“Primed :
(e(k+ D)%)

l;}" I auufus»hw*/
R‘b ('6\\'-1:.‘\)

OREE \ hicusd
(éka‘*'\}:&" (’g\\("(;‘_")#‘]‘

QL ¢ Sivw dir Qe Vel dow R R

Umaucu.eas&udx

‘ Enp @0 dip Brded dbh 2z RY'~
My ¢ 2R -R

Figure 4-1 : Extrait des notes de cours d'une étudnte de premiere année

En séances de travaux dirigés, des exercices gopbges dans les cadres générique,
analytique, algébrique et polynomial. Pour les igtois inscrits en mathématiqueke cours

théorique et les travaux dirigés sont complétésuparavail de groupe. Ce dernier consiste a
faire travailler les étudiants en petits groupesntaniére autonome (pas de plage horaire
réservée) pendant une période d’environ cing sessaar un énonceé de fagcon a compléter ou
approfondir leurs connaissances d’un secteur, trenmseljet d’algebre linéaire.

Le tableau ci-dessous présente dans les grandes lig partie consacrée a la dualité
dans le polycopié du cours théoriqgue d’algebreali®ésuivi par les étudiants inscrits en
premiere année a l'université de Namur. Remarqqgafess moment ou la dualité est abordée,
les étudiants ont déja vu les espaces vectori@srfe structure algébrique), les notions
d'indépendance et de dépendance linéaire, de diomende sous-espace ainsi que des
transformations linéaires et des matrices assachiasi, ces themes et sujets peuvent étre
considérés comme « prérequis » dans le Tableau 4-1

0. Prérequis:

a. Espaces vectoriels :
dimension, sous-espaces (dimension).

b. Transformations linéaires (isomorphisme, inversgjan, image, rang d’'une transformati
linéaire); transformations linéaifsd’'un espace vectorigE dans lui-méme (addition §
multiplication par un scalaire, transformation irs& matrices et opérations, matrices
changements de bases); applications linéaires &tice® rectangulaires (produit de de

matrices).

1. Formes linéaires(comme cas particulier d’'une application linéaire).

2. Espace dual(avec I'addition et la multiplication par un scaii avec la notation du crochet
dualité; bidual;bases dualeqavec la propriété de « formes coordonnées udilgéd'intérieur d’'une

structures algébriques, déperdet indépendance linéaires, base

démonstration) et la réflexivité.
3. Transformations linéaires et transposégset matrice transposée.

Remarque : nous avons mis en gras les themesa#épsrtans le secteur dualité.

S et

on
ot
et
ux

Tableau 4-1 : Contenu concernant la dualité dans lpolycopié du cours théorique d'algébre linéaire poar

les mathématiciens et physiciens a Namur

“8 Dans (Toint 2007), uneansformationlinéaire est une application linéaire d’un espasetorielE dans lui-

méme.
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Chapitre 4L es difficultés des étudiants avec la dualité

Remarquons que les annulateurs ne sont pas présest$enseignement de la dualité
a l'université de Namur, et que I'application trposée n’est présentée que dans le cas d’'une
transformation linéaire (d’'un espace vectoEalans lui-méme).

Précisons que dans I'enseignement secondairelelesséoelges n'ont abordé la notion
de vecteurs gu’awmiveau géométriqudHillel 1997, p.236). Seule la notion deatrice
transposée a été présentée aux éléves de sectimath«fortd®» de I'enseignement
secondaire, principalement lors de la définitionlaenatrice inverse (qui fait intervenir la

transposée de la matrice des cofacteurs). La natiapplication réciproque {™) a été

enseignée dans linstitution secondaire, et a Htstiée, notamment par les fonctions
cyclométriques et les fonctions exponentielleogaftithmes.

Une analyse a caractere épistémologique du comtiématique pertinent présentée
nous permet de dresser le diagramme suivant, qui @ee interprété comme une carte
conceptuelle de la dualité (Figure 4-2) :

Strucutres algébriques

y Application linéaire Matri
Espace vectoriel entre espaces vectoriels alrice
= Opérations
- Bases - ! = Changement de bade
= Coordannées d'un e
Transformations |

yecteur
= Ensemble de vecteurs linéaires T — B_-_________I
(d’un espace E

dans lui-méme)

| Applications
E linéaires

______________________

= Transforrmation d'un = Anplication d'un espace

vactoriel =TT g e wectotiel dane son champ - Bilingarité du
3 verse f1 |« Addition et multiplication produit scalaire

( par un scalaire

= Isomarphistme

= Application inverse
= Moyau, image

\J: Bases duales E=
I ]

Bidual
- Bazes (réflexivite)
= Ensemble de
vectelrs

Transformation transposée
d'une transformation de £

= Transformation transposee
= Matrice transposee

-—

Dualite

Figure 4-2 : Carte conceptuelle institutionnelle déa dualité élaborée a partir du polycopié d'algébe
linéaire & Namur

9 L'enseignement secondaire en Belgique correspgeliade choses prés au collége et au lycée endsranc
Plusieurs filieres existent. Dans I'enseignememiggél, dit de transition, les programmes propokeahoix,
pour les deux derniéres années du secondaire,dmnireheures de mathématiques par semaine, quatreshou
six heures. Certaines écoles vont méme jusqu’aogpune section de math a huit heures par sentase.
sections comportant six (voire parfois huit) heudesnathématiques par semaine sont qualifiéesnoketh

forte ».
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La lecture de cette carte conceptuelle institutedlen(Figure 4-2) peut se faire comme ceci :
» Les cing cadres en trait plein représentent ddswwecd’algebre linéaire ;

» Les fleches en gras signifient « est composé de...

» Les autres fleches signifient « intervient dans.;.

» Les cadres en trait pointillé représentent des dsed'algebre linéaire ;

» Le symbole { ” regroupe des sujets reliés au secteur ou auetsitné juste au-dessus (la
liste n'est pas exhaustive) ;

» Les zones grisées concernent des thémes ou seletant du secteur dualité en algebre
linéaire ;
* Les zones non grisées représentent des prérequis.

Les concepts d’espace vectoriel, d’applicationdire entre espaces vectoriels et de matrice
sont considérés dans ce cours comme des sectéues|yis lorsqu’on étudie la dualité. Pour
les espaces vectoriels par exemple, on peut trodifErents themes ou sujets associés,
comme les bases, les coordonnées d’un vecteuDams le secteur des applications linéaires
entre espaces vectoriels, on peut trouver comnmdhes transformations linéaires (d’'un
espace vectoriel dans lui-méme), mais aussi le eh@es formes linéaires, qui est déja une
partie du secteur dualité.

Nous n'allons pas commenter davantage cette carteeptuelle. Elle nous sert de
support pour percevoir les liens entre les praxg@efconcernant des sujets regroupés dans
un méme théme ou support. Cette carte peut aussuglisée comme une structure nous
permettant d’identifier des aspects de I'évolutgtrde I'interaction de secteurs que I'on peut
soupcgonner étre la cause de difficultés pour ledignts. Des exemples sont déja donnés ci-
dessous, et sont développés dans la section 3.

Les formes linéaires, d'abord présentées commeagetications transformant les
éléments d'un espace vectoriel en des éléments dutne espace (les scalaires en
I'occurrence), sont rapidement considérées ellesy@sécomme des él