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Annexe 1.  Description des livres et manuels analysØs au 
Chapitre 3 

Nous prØsentons ici briŁvement les manuels que nous avons retenus en vue d�analyser la 
dualitØ comme savoir à enseigner (Chapitre 3). Rappelons que notre souci n�a pas ØtØ 
l�exhaustivitØ, mais une variØtØ de prØsentations des notions de dualitØ. Nos choix pour les 
manuels retenus seront briŁvement expliquØs au fur et à mesure des descriptions. 

1. Le polycopiØ de Toint 
Le polycopiØ intitulØ "AlgŁbre" (Toint 2007, 219 pages, Belgique), rØdigØ par Philippe Toint, 
professeur au dØpartement de mathØmatiques à l’universitØ de Namur, est le support des notes 
du cours d’algŁbre linØaire que suivent les Øtudiants inscrits en premiŁre annØe mathØmatique 
ou physique à l’universitØ de Namur en Belgique (voir Annexe 4 pour un plan de ce cours). Ce 
manuel reprend les motivations, illustrations, dØfinitions et thØorŁmes concernant les notions 
vues au cours thØorique.  

Il est complØtØ par un recueil d’exercices reprenant des exercices rØpertoriØs par 
chapitre selon les notions visØes. L’avant dernier chapitre du recueil d’exercices est consacrØ à 
des exercices rØcapitulatifs, et le dernier chapitre reprend les tests et examens Øcrits des deux 
derniŁres annØes acadØmiques. 

Ces notes de cours s’adressent donc à des Øtudiants en fin de cycle du secondaire, et ne 
requiŁrent  aucune notion prØliminaire d’algŁbre linØaire. 

2. Le livre de Halmos 
"Finite-Dimensional Vector Spaces", de Paul R. Halmos (Halmos 1974, 200 pages, Etats-
Unis) est le livre dont s’est principalement et initialement inspirØ Ph. Toint pour la rØdaction 
du polycopiØ associØ à son cours d’algŁbre linØaire à l�universitØ de Namur. La seconde 
Ødition de ce livre, datant de 1958 et rØØditØe en 1974, se distingue de la premiŁre (datant de 
1942) principalement par le nombre d’exercices prØsentØs. Ces derniers sont positionnØs tout 
au long du livre, regroupØs à la fin de sections de chapitres. 

Dans sa prØface, l’auteur annonce que le but qu’il poursuit est de traiter les 
transformations linØaires (sur des espaces vectoriels de dimension finie) par le biais de 
mØthodes de thØories plus gØnØrales, tout en essayant d’adopter une vision gØomØtrique. Le 
livre ne demande pas de prØrequis particulier pour qui veut s’initier à l’algŁbre linØaire par son 
intermØdiaire. 

De plus, la premiŁre Ødition de ce livre a une composante historique : le livre 
d�Halmos est, avec le livre "Survey of Modern Algebra" de Birkhoff & Mac Lane ØditØ en 
1941, l’outil qui a permis la diffusion des idØes propres à l’algŁbre linØaire auprŁs des 
chercheurs et dans l’enseignement universitaire de l’Øpoque (Dorier 1997, p.95). 

Ce manuel est analysØ plus en dØtail au chapitre 3, § 2.2. 

3. Le livre de Birkhoff & Mac Lane  
Le livre de G. Birkhoff et S. Mac Lane, composØ de deux volumes (1er volume : Birkhoff  & 
Mac Lane 1971, 408 pages, France), a ØtØ sØlectionnØ pour la raison historique prØsentØe à la 
section ci-avant. Cependant, pour notre analyse, nous n’avons pas considØrØ la premiŁre 
Ødition du livre de Birkhoff & Mac Lane dont il est fait mention ci-avant (§ 2). Nous avons 
privilØgiØ la traduction de la troisiŁme Ødition, datant de 1971. En effet, cette troisiŁme Ødition 
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a permis de corriger et d’amØliorer le texte initial, l’esprit de l’ouvrage restant par ailleurs le 
mŒme. De fait, les auteurs prØsentent une approche trŁs axiomatique de l’algŁbre. La notion de 
dualitØ y est tout d’abord prØsentØe par le biais du dual d�un diagramme, puis du dual d’un 
module, le dual d’un espace vectoriel en Øtant alors un produit dØrivØ. 

La traduction française de la troisiŁme Ødition se prØsente sous deux volumes, le 
premier reprenant les chapitres 1 à 9 dans un tome intitulØ "Structures fondamentales". Le 
deuxiŁme tome, "Les grands thØorŁmes", reprend la traduction des chapitres 10 à 16 de 
l’ouvrage original "Algebra", à laquelle les auteurs ont ajoutØ un chapitre supplØmentaire sur 
la "ThØorie de Galois". Lors de notre analyse, nous nous sommes concentrØe sur le premier 
volume. 

4. Le livre de Grifone 
Nous avons Øgalement considØrØ "AlgŁbre LinØaire - 2e Ødition", de Joseph Grifone (Grifone 
2002, 416 pages, France). Partant du constat selon lequel les programmes actuels de 
l’enseignement dans le secondaire ne comportent presque plus d’algŁbre linØaire, Grifone se 
sert de son expØrience de plusieurs annØes d’enseignement de l’algŁbre linØaire en premier 
cycle d’universitØ pour essayer de combler cette lacune. 

Les diffØrentes notions sont prØsentØes de façon à mettre en Øvidence leur raison d’Œtre 
et leur utilitØ. Une attention particuliŁre est portØe sur la signification gØomØtrique. Chaque 
notion et chaque ØnoncØ sont illustrØs par des exemples (prØsentØs dans diffØrents cadres) et 
des exercices rØsolus. Chaque chapitre se termine par une sØrie d’ØnoncØs d’exercices se 
rapportant à l’entiŁretØ du chapitre (toutes sections confondues), suivie ensuite par une sØrie 
d’indications se rapportant à ces ØnoncØs. 

5. Le livre d’Escofier 
"Toute l’algŁbre de la licence : Cours et exercices corrigØs", de Jean-Pierre Escofier (Escofier 
2006, 674 pages, France) est, dans sa seconde Ødition1, un ouvrage rØcent. Il reprend 
l’ensemble des notions d’algŁbre abordØes dans les trois premiŁres annØes d’universitØ d’un 
Øtudiant de mathØmatique. L’auteur, constatant que les notions ØlØmentaires en mathØmatiques 
ne font gØnØralement pas l’objet d’attentions particuliŁres, a Øcrit ce livre à l’intention 
d’Øtudiants « à l�aise et moins à l�aise en mathØmatiques », en espØrant transmettre à ces 
derniers le goßt pour les mathØmatiques. 

 Les notions prØsentØes sont accompagnØes de rØcits et d’anecdotes historiques, ainsi 
que d’applications rØcentes. Chaque chapitre se termine par des ØnoncØs d’exercices (statuts 
variØs et cadres diffØrents), suivis ensuite par la rØsolution dØtaillØe de ceux-ci.  

Ce manuel est analysØ plus en dØtail au chapitre 3, § 2.2. 

6. Le livre de Pham & Dillinger 
Le livre de F. Pham et de H. Dillinger (Pham & Dillinger 1996, 347 pages, France) a ØtØ 
sØlectionnØ pour l’approche diffØrente qu’il prØsente par rapport aux autres ouvrages dØjà citØs. 
Dans leur "Avertissement au lecteur", les auteurs annoncent que leur but n’est pas de 
transmettre des techniques mais bien des idØes, des concepts qui pourront Œtre utiles pour 
rØsoudre d’autres problŁmes. Ils indiquent Øgalement que, bien que prØsentØ de maniŁre 
originale, le contenu du livre correspond au programme traditionnel d’un cours d’algŁbre de 

                                                 
1 La premiŁre Ødition date de 2002. 
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premiŁre annØe d’universitØ, et que le slogan "dualitØ entre gØomØtrie et calcul" rØsume leur 
principale prØoccupation.  

Ce manuel est analysØ plus en dØtail au chapitre 3, § 2.2. 

7. Le livre de Lax 
Le livre de Peter D. Lax a pour titre "Linear Algebra and its applications". Sa deuxiŁme 
Ødition est trŁs rØcente (2007, 376 pages, Etats-Unis).  

Dans sa prØface, l�auteur prØcise que cet ouvrage constitue un support confortable 
pour un cours complØmentaire2 sur l�algŁbre linØaire, supposant donc que le lecteur a dØjà eu 
l�occasion de se confronter aux premiŁres notions d�algŁbre linØaire.  

L�intØrŒt de cet ouvrage rØside non seulement dans la prØsentation qui y est faite de la 
dualitØ, mais Øgalement dans les applications de celle-ci qui y sont prØsentØes.  

8. Le livre de Lang 
On pourrait affirmer que Serge Lang a Øcrit une trilogie sur l�algŁbre linØaire, si l�on 
considŁre " Introduction to Linear Algebra " (1986), " Linear Algebra " (1987), " Algebra " 
(2002). Les deux premiers livres citØs sont du niveau des premiŁres annØes d�universitØ, alors 
que le troisiŁme livre, " Algebra ", est à destination de personnes ayant dØjà ØtØ confrontØes à 
l�algŁbre ou ayant une maturitØ mathØmatique appropriØe. Ce dernier ouvrage est du niveau 
graduate. 

L�auteur n�introduit pas la dualitØ dans "Introduction to Linear Algebra" (1986), il n�y 
fait mention que de la transposØe d�une matrice, sans aucun lien avec la dualitØ. C�est dans 
"Linear Algebra" (1987) que la dualitØ est prØsentØe en algŁbre linØaire. Dans le troisiŁme 
ouvrage de Lang considØrØ, "Algebra" (2002), la dualitØ y est aussi prØsentØe dans un cadre 
plus vaste (groupe dual, module dual, �) Øtant donn Ø le caractŁre spØcifique de cet ouvrage.  

Etant donnØ le sujet de notre recherche, nous nous sommes concentrØs sur le deuxiŁme 
ouvrage de Lang (1987, 296 pages, Etats-Unis) prØsentØ ici. 

9. Le livre de Merlin 
Xavier Merlin, dans son livre "Methodix - AlgŁbre : 250 mØthodes, 250 exercices corrigØs" 
(Merlin 1995, 400 pages, France) prØsente une liste de mØthodes, qui peut Œtre interprØtØe 
comme un cours "orientØ exercices". Il consacre un chapitre entier à la dualitØ. La dØmarche 
est originale, et l’auteur prØcise tout de mŒme qu’il ne suffit pas de connaître une mØthode, 
encore faut-il savoir quand elle s’applique ou quand elle est inopØrante... 

Ce manuel est analysØ plus en dØtail au chapitre 3, § 2.2. 

10. Le livre d’Etienne 
Le livre de Damien Etienne, intitulØ "Exercices corrigØs d’algŁbre linØaire - tome 2" (Etienne 
2006, 359 pages, Belgique) est Øgalement un ouvrage rØcent. L�auteur a tirØ profit de son 
expØrience de plusieurs annØes d�enseignement de l�algŁbre linØaire en licences scientifiques 
(France) pour la rØdaction de cet ouvrage. Le tome 2 est bien Øvidemment prØcØdØ d�un 
premier tome, mais l�auteur a choisi de placer le secteur dualitØ dans le deuxiŁme tome. La 
plupart des chapitres de ces deux ouvrages sont construits de la mŒme maniŁre : une premiŁre 

                                                 
2 « �a second course on the subject » [Lax, 2007, p.  xi] 
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partie reprenant quelques rappels de cours, suivie par une section reprenant des ØnoncØs 
d�exercices, dont la correction est prØsentØe dans la troisiŁme partie du chapitre.  

Comme le titre du livre le laisse percevoir, cet ouvrage est centrØ essentiellement sur 
les exercices. 

11. Le livre de Uhlig 
Ce livre (Uhlig 2002, 503 pages, Etats-Unis) est destinØ à des Øtudiants d�un niveau dØbutant 
ou intermØdiaire, dans un parcours scientifique. L�ouvrage a pour but d�aider les Øtudiants à 
dØvelopper une comprØhension intuitive de l�algŁbre linØaire et de leur prØsenter des concepts 
qui sont à l�origine de ce domaine des mathØmatiques. 

Ce livre adopte une prØsentation non formelle de la dualitØ. On n�y parle d�ailleurs pas 
d�espace vectoriel dual. L�ouvrage d�Uhlig met l�ac cent sur des concepts d�algŁbre linØaire et 
de thØorie des matrices. Ainsi par exemple la notion de rang est introduite par la dØfinition du 
rang d�une matrice A d�un systŁme d�Øquations linØaires (Ax = b) comme Øtant le nombre de 
pivots dans la forme ØchelonnØe par ligne3 de la matrice A. Par consØquent, ce manuel ne sera 
pas analysØ de la mŒme maniŁre que les autres ouvrages prØsentØs ci-dessus ; mais il nous 
semblait intØressant d�en parler Øtant donnØe l�omniprØsence de l�approche naturelle4 de la 
dualitØ dans l�ouvrage. 

L�ouvrage a à l�esprit les applications de l�algŁbr e linØaire. C�est pourquoi la plupart 
des chapitres sont divisØs en trois sections : la premiŁre reprenant le contenu d�un cours, suivi 
de problŁmes ; la deuxiŁme prØsentant des apports thØoriques et mathØmatiques ; et la 
derniŁre partie prØsentant des applications d�algŁbre linØaire. 

Ce manuel est analysØ plus en dØtail au chapitre 3, § 2.2. 

 

 

 

                                                 
3 Les ØlØments aij d�une matrice (p,q) ØchelonnØe par ligne sont tels que aij = 0 pour tout  i > j, oø i = 1,�, p et  
j = 1,�, q. 
4 Voir Chapitre 2, § 4.6. 



 

 5 

Annexe 2.  Analyse synthØtique et comparative de la dualitØ dans 
les manuels analysØs 

Cette annexe vient dØtailler ce qui est prØsentØ en introduction au chapitre 3. Nous avons 
analysØ, dans un premier temps, la maniŁre dont le secteur dualitØ s’insŁre dans l’organisation 
des diffØrents manuels considØrØs. Ensuite, nous avons regardØ les parties de manuels oø 
intervenait la dualitØ. Nous prØsentons ici une synthŁse des rØsultats observØs.  

1. Section consacrØe explicitement à la dualitØ 
Le fait que la dualitØ soit prØsentØe dans un chapitre à part entiŁre  dans un manuel pourrait 
crØer ou accentuer l�idØe d�un secteur isolØ dans le domaine de l�algŁbre linØaire. De plus, la 
position relative de la dualitØ par rapport à l�Øtendue du manuel peut nous renseigner sur la 
quantitØ de prØrequis nØcessaires à cette matiŁre ou sur le degrØ de difficultØ atrribuØ à cette 
matiŁre par l�auteur. Enfin, le nombre de pages consacrØes à la prØsentation de la dualitØ, ainsi 
que ce que ces pages reprØsentent par rapport à l�entiŁretØ du livre peut nous renseigner sur 
l�Øtendue de la description du secteur dans le manuel. 

Nous nous posons donc les questions suivantes : 

Dans les divers manuels analysØs, le secteur dualitØ occupe-t-il un chapitre à part 
entiŁre? Quelle est la position relative de l’apparition de la dualitØ dans le manuel? Quelle 
place relative occupe la section (chapitre) consacrØe à la dualitØ à l’intØrieur du manuel? 

Remarquons que, vu la spØcificitØ de l�ouvrage de Uhlig (2002), ce manuel ne sera pas 
analysØ dans cette section. En effet, dans ce manuel, la dualitØ n�est pas prØsentØe en tant 
qu�objet. Le concept est omniprØsent dans les propos de l�auteur, mais il n�est pas formalisØ : 
l�auteur ne parle pas par exemple d�espace vectorie l dual ou de base duale�  

Dans le tableau ci-dessous, la premiŁre colonne reprend les noms des auteurs des 
manuels analysØs. Le lecteur trouvera ensuite en deuxiŁme colonne la rØponse à la premiŁre 
des trois questions posØes ci-dessus; dans les 3 colonnes suivantes la rØponse à la deuxiŁme 
de ces questions; et enfin les deux derniŁres colonnes permettent de rØpondre à la troisiŁme 
question posØe : 

 Chapitre à 
part entiŁre 

Nombre de 
pages 

(total) du 
manuel 

Apparition 
du secteur 
dualitØ :  

Position 
relative de 
la dualitØ 

EtalØ sur 
... pages 

Qui 
reprØsentent, 
par rapport à 
l’entiŁretØ du 

livre: 

Toint Non (∈ chap.2 
Applications) 

219 Page 43 19.6% 9 4.1% 

Halmos Non (∈ chap.1 
Spaces) 

200 Page  20 10% 11+8 9,5% 

Birkhoff 
& Mac 
Lane1 

Non (∈ chap.7 
Espaces 

vectoriels) 
408 

Page 36 
(diagramme) 

Page 248 
(module) 
Page 275 
(esp.vect.) 

67.4% 3+10+7 4.9% 

Grifone Non (∈ chap.3 
Applications 
linØaires et 

416 Page 82 19,7% 
10 (ex. 
inclus) 

2,4% 
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 Chapitre à 
part entiŁre 

Nombre de 
pages 

(total) du 
manuel 

Apparition 
du secteur 
dualitØ :  

Position 
relative de 
la dualitØ 

EtalØ sur 
... pages 

Qui 
reprØsentent, 
par rapport à 
l’entiŁretØ du 

livre: 

matrices 

Oui 
196 (premiŁre 

annØe) 
Page 181 92,3% 13 

6,6% (premiŁre 
annØe) 

Escofier 

 
674 (tout le 

livre) 
 26,8%  

1,9% (tout le 
livre) 

Pham & 
Dillinger 

Non (∈ chap3 
DualitØ entre 
gØomØtrie et 

calcul) 

347 Page 127 36.6% 23 6.6% 

Lax Oui 376 Page 13 3.5% 6 1,6% 

Lang Non (∈chap.5 
produit 

scalaire et 
orthogonalitØ) 

296 Page 125 42,2% 5 1,7% 

Merlin Oui 400 Page  61 15,2% 18 4,5% 

Etienne Oui 359 Page 129 35,9% 
23 (ex. 
inclus) 

6,4% 

Tableau 2.I. PrØsentation de la section consacrØe explicitement à la dualitØ en algŁbre linØaire 
 

Remarquons que les chiffres prØsentØs dans la derniŁre colonne du Tableau 2.I ne tiennent 
compte que du nombre de pages de la section (ou du chapitre) consacrØ explicitement à la 
dualitØ. Ils ne tiennent donc pas compte du nombre de pages, prØsentes dans le manuel, oø la 
dualitØ est utilisØe, par exemple à titre d’illustration d’autres notions, ou à l’intØrieur d’une 
dØmonstration, ou encore en  comparaison avec une autre notion. Pour avoir une idØe de 
l’Øtendue que revŒt le secteur dualitØ sur l’entiŁretØ du manuel, et non plus seulement dans la 
section (ou chapitre) qui lui est explicitement consacrØ(e), nous invitons le lecteur à se rØfØrer 
à la section suivante. 

Nous pouvons dØjà nous apercevoir de la grande diversitØ de l�importance accordØe au 
secteur dualitØ dans les diffØrents ouvrages sØlectionnØs. Certains auteurs y consacrent un 
chapitre, d�autres pas. L�apparition de la dualitØ peut se faire relativement tôt dans l�ouvrage, 
comme chez Lax ou Halmos, ou venir plus tard. De mŒme, on peut constater qu�il n�y a pas 
de constante en ce qui concerne l�Øtalement de la partie de l�ouvrage consacrØe à la dualitØ.  

Il faut Øvidemment relativiser certains des chiffres prØsentØs ci-dessus. On sait par 
exemple que l�ouvrage de Lax rØfØrencØ ici s�adresse à des Øtudiants non novices en algŁbre 
linØaire. Il est donc comprØhensible que la dualitØ apparaisse si tôt dans l�ouvrage. Ce qui est 
plus surprenant, c�est la place accordØe par Halmos à la dualitØ. Rappelons ici l�importance 
historique qu�à jouØ ce livre dans la diffusion de l�algŁbre linØaire dans la communautØ 
scientifique et l�enseignement supØrieur. 
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2. Chapitres et sections oø les thŁmes de la dualitØ sont citØs/utilisØs 
Le tableau suivant comporte, pour chacun des manuels analysØs, deux parties: l’une consacrØe 
aux chapitres, l’autre consacrØe aux sections. Chacune de ces deux parties est composØe de 
deux colonnes reprenant dans la premiŁre le nombre de chapitres/sections dØveloppant ou 
utilisant la dualitØ par rapport au nombre total de chapitres/sections repris(e)s dans le manuel; 
la seconde colonne de chaque partie reprend la part relative (en pourcentages) de ces 
chapitres/sections par rapport à l’entiŁretØ du manuel. 

 

 Chapitres Sections 

Toint 3/10 30,0% 6/36 16,7% 

Halmos 3/4 75,0% 23/93 24,7% 

Birkhoff & Mac Lane1 5/9 55,6% 11/88 12,5% 

Grifone 3/10 30,0% 5/87 5,7% 

Escofier PremiŁre annØe : 
1/10 

Tout le livre : 
3/22 

 
10,0% 

 
13,6% 

PremiŁre annØe : 
9/79 

Tout le livre : 
9/198 

 
11,4% 

 
4,5% 

Pham & Dillinger 1/5 20% 3/25 12,0% 

Lax 9/18 
(1/16 annexes) 

50,0% 
(6,3%) 

- - 

Lang 2/12 16,7% 2/56 3,6% 

Merlin 5/18 27,8% 10/82 12,2% 

Etienne 2/10 20,0% 4/17 23,5% 

Tableau 2.II. Importance de la dualitØ dans l’ensemble d’un manuel 
 

Le tableau ci-dessus nous montre que la dualitØ n�est gØnØralement pas un secteur isolØ en 
algŁbre linØaire bien que les thŁmes prØsentØs et l�utilisation qui en est faite varient d�un 
auteur à l�autre. Remarquons toutefois dans le Tabl eau 2.II que c�est dans les livres 
« historiques » (Halmos ; Birkhoff & Mac Lane) que l�on retrouve la dualitØ dans un nombre 
relativement important de chapitres. On note que les livres rØcents font de moins en moins de 
place à la dualitØ. A l�universitØ en France, celle-ci n�est plus abordØe en premiŁre annØe. 
Ceci confirme la difficultØ de ce sujet, qui peut difficilement rester prØsent si l�allØgement des 
programmes au lycØe nØcessite la prØsentation en premiŁre annØe d�universitØ de contenus qui 
relevaient jusque là du secondaire. 
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Annexe 3.  Tables des matiŁres et description de l�organisation 
mathØmatique globale/rØgionale dans les manuels 
analysØs au chapitre 3, § 2.2. 

 

Cette annexe se compose de deux parties : 

Nous prØsentons dans un premier temps (§ 1) la table des matiŁres des cinq livres 
prØsentØs à la section 2.2 du chapitre 3, afin d�avoir une vue d�ensemble de ces manuels 
sØlectionnØs pour l�analyse globale, rØgionale et locale de la dualitØ en tant que savoir à 
enseigner. Afin d�avoir une vision d’ensemble de l’endroit d’introduction et/ou d’utilisation des 
thŁmes liØs à la dualitØ dans le domaine de l�algŁbre linØaire, nous avons ajoutØ, à chacune 
des tables des matiŁres, des notations entre crochets « [ ] ». Il s’agit des sujets et thŁmes que 
nous avons dØfinis pour le secteur dualitØ. Pour Øviter toute ambiguïtØ avec les composantes 
de la table des matiŁres elle-mŒme, ces notations sont en caractŁres gras et soulignØes. Des 
remarques ont aussi parfois ØtØ ajoutØes. Elles sont Øgalement en gras mais ne sont quant à 
elles pas soulignØes. 

Dans un second temps (§ 2), nous dØcrivons plus en dØtail l�organisation 
mathØmatique globale/rØgionale qui est faite de la dualitØ dans chacun de ces cinq manuels. 
Cela permettra au lecteur curieux de mieux comprendre les articulations annoncØes dans les 
tables des matiŁres reprises à la premiŁre section de cette annexe. 

1. PrØsentation des tables de matiŁres 

1.1. Table des matiŁres du livre d�Halmos (1974) : Finite-Dimensional 
Vector Spaces 

Preface 
 
Chapitre 1. Spaces 

1. Fields 
2. Vector Spaces 
3. Examples 
4. Comments 
5. Linear dependence 
6. Linear combinations 
7. Bases 
8. Dimensions 
9. Isomorphism 
10. Subspaces 
11. Calculus of subspaces 
12. Dimension of a subspace 
13. Dual spaces [forme linØaire] [dual] 
14. Brackets [dual] [forme linØaire] [forme bilinØaire]  
15. Dual bases [base duale]  
16. Reflexivity [dual] [bidual]  
17. Annihilators [annulateurs] [dual] [base duale]  
18. Direct sums 
19. Dimension of a direct sum 
20. Dual of a direct sum [dual] [annulateurs]  
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21. Quotient spaces [dual] [annulateurs] : thŁmes prØsents dans les ØnoncØs d’exercices  
22. Dimension of a quotient space 
23. Bilinear forms [forme bilinØaire]  
24. Tensor products [dual] [forme bilinØaire]  
25. Product bases [dual] [forme bilinØaire] 
26. Permutations 
27. Cycles 
28. Parity 
29. Multilinear forms 
30. Alternating forms 
31. Alternating forms of maximal degree 

 
Chapitre 2. TRANSFORMATIONS 

32. Linear transformations 
33. Transformations as vectors [dual] : thŁme prØsent dans l’ØnoncØ d’un exercice  
34. Products 
35. Polynomials 
36. Inverses 
37. Matrices 
38. Matrices of transformations 
39. Invariance 
40. Reducibility 
41. Projections 
42. Combinations of projections 
43. Projections and invariance 
44. Adjoints [dual] [bidual] [application transposØe] 
45. Adjoints of projections [dual] [application transposØe] [annulateurs] [matrice 

transposØe]  
46. Change of basis [dual] [covariant/contravariant] 
47. Similarity [dual] [transposØe] : thŁmes prØsents dans des ØnoncØs d’exercices  
48. Quotient transformations 
49. Range and null-space [dual] [annulateur] [transposØe] [image] [noyau]  
50. Rank and nullity [transposØe] [rang]  
51. Transformations of rank one [base duale]  
52. Tensor products of transformations [dual]  
53. Determinants 
54. Proper values 
55. Multiplicity 
56. Triangular form [dual] [transposØe] [annulateur]  
57. Nilpotence 
58. Jordan form 

 
Chapitre 3. ORTHOGONALITY 

59. Inner products 
60. Complex inner products 
61. Inner product spaces 
62. Orthogonality 
63. Completeness 
64. Schwarz’s inequality 
65. Complete orthonormal sets 
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66. Projection theorem 
67. Linear functionals [dual] [forme linØaire] 
68. Parentheses versus brackets [dual] [forme linØaire] [base duale] 

[annulateur] [transposØe] 
69. Natural isomorphisms [dual] [bidual] 
70. Self-adjoint transformations [base duale] 
71. Polarization 
72. Positive transformations 
73. Isometries 
74. Change of orthonormal basis 
75. Perpendicular projections 
76. Combinations of perpendicular projections 
77. Complexification 
78. Characterization of spectra 
79. Spectral theorem 
80. Normal transformations 
81. Orthogonal transformations 
82. Functions of transformations 
83. Polar decomposition 
84. Commutativity 
85. Self-adjoint transformations of rank one 

 
Chapitre 4.  ANALYSIS  

86. Convergence of vectors 
87. Norm 
88. Expressions for the norm 
89. Bounds of a self-adjoint transformation 
90. Minimax principle 
91. Convergence of linear transformations 
92. Ergodic theorem 
93. Power series 

 
Appendix. Hilbert space 
 
Recommanded reading 
 
Index of terms 
 
Index of symbols



 

12 

1.2. Table des matiŁres du livre d�Escofier (2006) : Toute l�algŁbre de la 
licence 

Remarque : Dans la table des matiŁres du livre d’Escofier, les sections de chaque chapitre 
sont citØes. Pour une question de lisibilitØ, nous n’avons dØtaillØ ici que les 
sections des chapitres oø intervenaient les thŁmes et sujets liØs au secteur 
dualitØ. 

 
Avant-propos 
 
PremiŁre annØe 
Chapitre 1. Equations diffØrentielles linØaires 
Chapitre 2. Suites rØcurrentes linØaires 
Chapitre 3. L’espace vectoriel n�  
Chapitre 4. SystŁmes linØaires 
Chapitre 5. GØnØralitØs sur les espaces vectoriels 
Chapitre 6. Bases et dimension 
Chapitre 7. Applications linØaires 

7.1. Naissance du concept  
7.2. Applications linØaires  
7.3. Exemples 
7.4. PropriØtØ universelle 
7.5. Noyau d�une application linØaire  
7.6. Image d�une application linØaire  
7.7. Le thØorŁme du rang ou des dimensions  
7.8. RØsolution d’une Øquation linØaire  
7.9. RØsolution d’un systŁme linØaire  [hyperplan]  
7.10. Isomorphismes 
Exercices 
Solutions 

Chapitre 8. Matrices  
Chapitre 9. Sommes directes, produits, quotients  

9.1. Exemples  
9.2. DØcomposition en somme directe 
9.3. Sommes directes finies 
9.4. Produit de deux espaces vectoriels 
9.5. Projecteurs  
9.6. Espaces vectoriels quotients 
Exercices [matrice transposØe] 
Solutions 

Chapitre 10. DualitØ 
10.1. Introduction [dual] [forme linØaire] [bidual]  
10.2. Formes linØaires et hyperplans  [forme linØaire] [hyperplan]  
10.3. Base duale [base duale]  
10.4. Orthogonal d’un sous-espace [orthogonal (et non annulateur)] [hyperplan]  
10.5. TransposØe d’une application linØaire [transposØe (application & matrice)]  
Exercices 
Solutions 
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DeuxiŁme annØe 
Chapitre 11. Groupes 
Chapitre 12. ArithmØtique, anneaux 
Chapitre 13. Polynômes 
Chapitre 14. DØterminants 
Chapitre 15. Autour de la diagonalisation 
Chapitre 16. OrthogonalitØ 

16.1. Introduction 
16.2. OrthogonalitØ dans le plan et l�espace ordinaires 
16.3. Produit scalaire 
16.4. Expression du produit scalaire [matrice transposØe] 
16.5. Norme et angle 
16.6. Bases orthogonales et orthonormØes 
16.7. OrthogonalitØ de sous-espaces [dual] [forme linØaire] [base duale] 

[orthogonal (et non annulateur)]   
16.8. Projection orthogonale 
16.9. Transformations orthogonales 
16.10. Groupe orthogonal de 2�  
16.11. Groupe orthogonal de 3�  
16.12. Endomorphisme adjoint et autoadjoint [matrice transposØe]  
16.13. Polynômes orthogonaux : exemple des polynômes de Le gendre 
Exercices 
Solutions 

Chapitre 17. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) 
 
TroisiŁme annØe 
Chapitre 18. Ouverture sur les groupes 
Chapitre 19. Ouverture sur les anneaux commutatifs unitaires 
Chapitre 20. Ouverture sur les polynômes 
Chapitre 21. Corps finis 
Chapitre 22. Formes bilinØaires symØtriques et quadratiques 

22.1. ComplØments sur le groupe orthogonal d�un espace euclidien [hyperplan] 
[matrice transposØe] 

22.2. Formes bilinØaires et bilinØaires symØtriques [dual] [forme linØaire] [base 
duale]  

22.3. Formes quadratiques 
22.4. MØthode de Gauss pour la dØcomposition en carrØs  
22.5. DØcomposition d�une forme quadratique sur �  ou �  
22.6. Diagonalisation simultanØe de deux formes quadratiques 
22.7. OrthogonalitØ [dual] [forme linØaire] [base duale] [orthogonal (et non 

annulateur)]  
22.8. Espaces quadratiques rØguliers [dual] [orthogonal (et non annulateur)]  
22.9. Groupe orthogonal d�un espace quadratique rØgulier 
22.10. Quaternions 
22.11. Recherches arithmØtiques de Lagrange 
Exercices 
Solutions 

 
Bibliographie 
Index 
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1.3. Table des matiŁres du livre de Pham&Dillinger (1996) : AlgŁbre 
linØaire 

Remarque : Dans la table des matiŁres du livre de Pham & Dillinger, les sections de 
chaque chapitre sont citØes. Pour une question de lisibilitØ, nous n’avons 
dØtaillØ ici que les sections des chapitres oø intervenaient les thŁmes et sujets 
liØs au secteur dualitØ. 

 
���� Prologue 
 
���� Etude formelle des systŁmes linØaires 

1.1    Manipulations formelles sur les systŁmes linØaires 
1.2    IndØpendance linØaire. Relations 
1.3    Rang 
1.4    Conditions d�existence des solutions 
1.5    Formes linØaires [forme linØaire] 
 

���� Espaces vectoriels et gØomØtrie 
 
���� DualitØ entre gØomØtrie et calcul 

3.1    SystŁmes de coordonnØes et dualitØ [dual] [forme linØaire (repris sous les 
termes « fonctions linØaires »)] [base duale (repris dans un premier temps 
sous les termes « systŁme de coordonnØes linØaires »)] [annulateur (repris sous 
les termes « systŁme de coordonnØes linØaires associØ à un sous-espace 
vectoriel de co-dimension p », ou dans l�autre sens, sous les termes « lieu des 
zØros des fonctions affines »)] [hyperplan] 

3.2    SystŁmes linØaires et gØomØtrie [forme linØaire (repris sous les termes 
« fonctions linØaires » et/ou « formes linØaires »)] [base duale (repris sous les 
termes « systŁme de coordonnØes linØaires »)] [hyperplan] 

3.3    Calcul matriciel [forme linØaire (repris sous les termes « fonctions 
linØaires »)] 

3.4    Calcul matriciel et gØomØtrie [dual] [base duale (repris sous les termes 
« systŁme de coordonnØes linØaires »)] 

  
���� Endomorphismes d�espace vectoriel 

4.0 Introduction [base duale (repris sous « systŁme de coordonnØes 
linØaires »)] 

 
���� Epilogue 
 
A. Polynômes, et nombres complexes 
B. Rudiments de thØorie des ensembles 
C. Structures algØbriques 

a. Introduction 
b. Groupes 
c. Anneaux et corps 
d. L�algŁbre des polynômes 
e. Retour à l�algŁbre linØaire 

i. La structure d�espace vectoriel 
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ii. DualitØ  [dual] [formes linØaires (reprise sous le terme de 
fonctions linØaires de E à valeurs dans IK)] [bidual] [base duale 
(reprise sous les termes de systŁme de coordonnØes associØ à une 
base)] [transposØe (application et matrice)] [annulateur (repris 
sous les termes d�espace co-normal à un sous-espace  vectoriel)] 

iii. L�algŁbre des endomorphismes et le groupe linØaire 
 
Solutions des exercices 
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1.4. Table des matiŁres du livre de Merlin (1995) : Methodix algŁbre (250 
mØthodes, 250 exercices corrigØs) 

Remarque : Dans la table des matiŁres du livre de Merlin, les sections de chaque chapitre 
sont citØes. Pour une question de lisibilitØ, nous n’avons dØtaillØ ici que les 
sections des chapitres oø intervenaient les thŁmes et sujets liØs au secteur 
dualitØ. 

 
Avant-propos 
 
Chapitre 1 : MØthodes d’Øtude des polynômes 
 
Chapitre 2 : MØthodes  de dØcomposition d’une fraction rationnelle en ØlØments simples 
 
Chapitre 3 : MØthodes gØnØrales d’algŁbre linØaire : espaces vectoriels et applications linØaires 
 
Chapitre 4 : MØthodes de dualitØ 

1. Formes linØaires [formes linØaires] [crochet de dualitØ] [hyperplan] [noyau] 
2. OrthogonalitØ [crochet de dualitØ] [annulateur (vu comme orthogonal)] 

[noyau] [bidual] 
3. Base duale [base duale] 
4. TransposØe [application transposØe] [algŁbre bilinØaire] [adjointe] 

[matrice transposØe] 
 

Chapitre 5 : MØthodes de calcul matriciel (1) 
 
Chapitre 6 : MØthodes de calcul matriciel (2) 

1. Rang 
2. Trace [formes linØaires] [utilise le dual de ����n] 
3. Polynômes de matrices 
4. Centres et commutants 
5. Espaces stables [hyperplan] [application transposØe]  
6. RØsolution d�Øquations matricielles 
7. Traitement algØbrique et traitement matriciel d�un exercice 
 

Chapitre 7 : MØthodes de calcul de dØterminants 
 
Chapitre 8 : MØthodes de diagonalisation pratique 
 
Chapitre 9 : MØthodes de rØduction thØorique 

0.      Ce qu�il est nØcessaire et suffisant de savoir�  
1. ThŁme 1 : Polynôme caractØristique 
2. ThŁme 2 : Endomorphisme d�espaces fonctionnels 
3. ThŁme 3 : Espace stables par A 
4. ThŁme 4 : RØduction par « blocs » 
5. ThŁme  5 : RØductions simultanØes [application transposØe]  
6. ThŁme 6 : Endomorphismes de L(E) et applications 
7. ThŁme 7 : Localisation du spectre 
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8. ThŁme 8 : Autres rØductions classiques 
9. ThŁme 9 : Exercices « n�ayant rien à voir avec la d iagonalisation » 
 

Chapitre 10 : "Best of" Vrai ou Faux : rØduction des endomorphismes 
 
Chapitre 11 : MØthodes de topologie matricielle 
 
Chapitre 12 : MØthodes d’Øtude de l’exponentielle matricielle 
 
Chapitre 13 : "Best of" : MØthodes d’Øtudes des matrices classiques 
 
Chapitre 14 : MØthodes gØnØrales d’algŁbre bilinØaire 

1. Comment Øtudier les propriØtØs des formes  
A) ProblŁmes de dØfinitions 
B) DØcomposition de Gauss [formes linØaires] 
C) OrthogonalitØ, cône isotrope et noyau [annulateur (vu comme 

orthogonal)]  
D) Bases orthogonales [base duale] 

2. Produit scalaire et norme 
3. Base orthonormale et orthonormalisation de Schmidt 

 
Chapitre 15 : MØthodes de dØtermination de la signature 
 
Chapitre 16 : MØthodes d’Øtude des endomorphismes autoadjoints 
 
Chapitre 17 : "Best of" : Endomorphismes classiques des espaces euclidiens et hermitiens 
 
Chapitre 18 : L’essentiel de l’algŁbre... en quatre pages [on y parle de la transposØe] 
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1.5. Table des matiŁres du livre d�Uhlig (2002) : Transform Linear Algebra 

PrØface 
 
Notes to Instructors 
 
Introduction 
 
1.  Linear Transformations 

1.1.  Lecture One: Vectors, Linear Functions, and Matrices [Equations linØaires 
reprises sous forme matricielle] 

1.2.  Tasks and Methods of Linear Algebra 
1.3.  Applications: Geometry, Calculus, and MATLAB 
 

2.  Row-Reduction 
2.1.  Lecture Two: Gaussian Elimination and the Echelon Forms 
2.2.  Applications: MATLAB 
 

3.  Linear Equations 
3.1.  Lecture Three: Solvability and Solutions of Linear System [Equations 

linØaires] 
3.2.  Applications: Circuits, Networks, Chemistry, and MATLAB 
 

4.  Subspaces 
4.1.  Lecture Four: The Image and Kernel of a Linear Transformation  [espace 

orthogonal U� (introduit comme une reprØsentation exclusive (en opposition à 
la reprØsentation inclusive) d�un sous-espace U)] 

4.2.  Applications: Join and Intersection of Subspaces 
 

5.  Linear Dependence, Bases, and Dimension 
5.1.  Lecture Five: Minimal Spanning or Maximally Independent Sets of Vectors  
5.2.  Applications: Multiple Spanning Sets of One Subspace, MATLAB 
 

6.  Composition of Maps, Matrix Inverse 
6.1.  Lecture Six [Matrice transposØe] 
6.2.  Theory: Gauss Elimination Matrix Products, the Uniqueness of the Inverse, and 

Block Matrix Products 
6.3.  Applications: MATLAB 
 

7.  Coordinates Vectors, Basis Change 
7.1.  Lecture Seven: Matrix Representations with Respect to General Bases [Matrice 

transposØe] 
7.2.  Theory: Rank, Matrix Transpose 
7.3.  Applications: Subspace Basis Change, Calculus 
 

8.  Determinants, λ -matrices 
8.1.  Lecture Eight: Laplace Expansion, Gaussian Elimination, and Properties

 [Matrice transposØe] 
8.2.  Theory: Axiomatic Definition 
8.3.  Applications: Volume, Wronskian 
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9.  Matrix Eigenvalues and Eigenvectors 

9.1.  Lecture Nine, Using Vector Iteration: Vanishing and Minimal Polynomial, Matrix 
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices 

9.1.D Lecture Nine, Using Determinants: Characteristic Polynomial, Matrix 
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices 

9.2.  Theory: Geometry, Vector Iteration, and Eigenvalue Functions 
9.3.  Applications: Stochastic Matrices, Systems of Linear Des, and MATLAB 
 

10. Orthogonal Bases and Orthogonal Matrices 
10.1.  Lecture Ten: Length, Orthogonality, and Orthonormal Bases [Approche duale 

via la reprØsentation exclusive d�un sous-espace vectoriel] 
10.2.  Theory: Matrix Generation, Rank 1 and Householder Matrices 
10.3.  Applications: QR Decomposition, MATLAB, and Least Squares 
 

11. Symmetric and Normal Matrix Eigenvalues 
11.1.  Lecture Eleven: Matrix Representations with respect to One Orthogonal Basis 
11.2.  Theory: Normal Matrices 
11.3.  Applications: Polar Decomposition, Voume, ODEs, and Quadrics 

 
12. Singular Values 

12.1.  Lecture Twelve: Matrix Representations w.r.t. Two Orthonormal Bases 
12.2.  Theory: Matrix Approximation, Least Squares 
12.3.  Applications: Geometry, Data Compression, Least Squares, and MATLAB 

 
13. Basic Numerical Linear Algebra Techniques 

13.1.  Lecture Thirteen: Computer Arithmetic, Stability, and the QR Algorithm 
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2. PrØsentation de l�organisation mathØmatique globale/rØgionale de la dualitØ 

2.1. Le livre d�Halmos 

Le livre de Halmos (1974), composØ de 200 pages, comporte 4 chapitres. Il ne traite que des 
espaces vectoriels de dimension finie. Le cas rØel (champ rØel) et le cas complexe (champ 
complexe) sont tous deux abordØs dans l�ouvrage. 

Le premier chapitre, intitulØ "Spaces" (Espaces), est constituØ de 31 sections, parmi 
lesquelles on trouve en treiziŁme position, et dØjà à la page 20, la section intitulØe "Dual 
spaces". Halmos aborde donc trŁs vite la dualitØ : n�ont ØtØ prØsentØes que les notions de 
champ, d�espace vectoriel, de dØpendance linØaire, de combinaisons linØaires, de base et 
dimension, d�isomorphismes et de sous-espaces vectoriels. 

Halmos commence la premiŁre section oø est abordØ le secteur dualitØ par la 
dØfinition, d’une "linear functional", que nous appelons maintenant forme linØaire. Il dØfinit 
ensuite l’espace vectoriel dual, qu’il note ��’. 

Dans la section suivante ("Brackets"), Halmos introduit une notation, les crochets [ ], 
qui lui permettra plus tard de dØfinir un ØlØment du bidual ainsi que la transposØe, et 
Øgalement de faire le lien entre la transposØe et l’adjointe d’une application. Halmos dØfinit 
ainsi, pour une forme linØaire y et un vecteur x, la notation [x,y] = y(x). Ces crochets 
dØfinissent ainsi une "bilinear functional" (forme bilinØaire). Viennent ensuite des exercices, 
proposØs principalement dans le cadre analytique. 

Toujours dans ce premier chapitre, la section 15 est intitulØe " Dual bases". Trois 
thØorŁmes y sont prØsentØs avec leur dØmonstration, et la dØfinition de base duale, notØe �  �= 
{y1,�,y n} d�une base �  = {x1,�,x n}de � est donnØe : [xi,yj] = �ij (oø ijδ  est le symbole de 

Kronecker, qui vaut un si i j=  et qui vaut zØro si i j≠ ). Quoi qu�il le dØmontre via la base 
duale, Halmos ne mentionne pas explicitement l�existence d�un isomorphisme entre un espace 
et son dual. 

La section suivante est consacrØe à la rØflexivitØ, c�est-à-dire au fait qu�un espace 
vectoriel � est canoniquement isomorphe à son bidual ( � �)� = � ��. Les crochets de dualitØ 
sont alors utilisØs pour dØcrire un ØlØment du bidual : pour x0 fixØ dans �, [x0, . ] ∈ � ��. 
Halmos Ønonce et dØmontre le thØorŁme concernant la « natural correspondance », et 
explique ces termes. Il explique alors qu�en dimension finie, on peut identifier �  à � ��et 
qu�on peut se permettre de dire qu�un ØlØment z0 de � �� est le mŒme que l�ØlØment x0 de � oø 
l�on a : z0(y) = [x0,y]   pour tout y dans � . Il se permet donc l�identification de la base du 
primal avec la base duale de la base duale : �� ��= ���. 

La section 17 est intitulØe « Annihilators ». La notation ��0 est utilisØe pour 
l�annulateur d�un sous-ensemble (pas nØcessairement sous-espace) � de vecteurs de �. 
Halmos reprend sous forme de thØorŁme qu�il dØmontre le fait que ��0 est un sous espace de 
dimension (n-m) si � est une sous-espace de dimension m de ��, lui-mŒme de dimension n. 
L�identification faite à la section prØcØdente permet à l�auteur d�ØnoncØ et de dØmontrer que 
(��0 ) 0 = �.. Des exercices clôturent la section. 

Les deux sections suivantes sont consacrØes aux sommes directes d�espaces vectoriels 
(dØfinis sur le mŒme champ) et à leurs dimensions. Les notations <x,y> ∈ � ⊕ �, sont 
adoptØes.  
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La section 20 s�intitule « Dual of a direct sum ». L�auteur utilise les rØsultats des deux 
sections prØcØdentes pour Ønoncer et dØmontrer le thØorŁme selon lequel si � et � sont des 
sous-espaces de l�espace vectoriels � , et si � =� ⊕ �, alors � est isomorphe à � 0 et  �  à 
��0, et ��� = � 0 ⊕ � 0. Des exercices terminent la section. 

Les deux sections suivantes sont consacrØes aux espaces quotients et à leurs 
dimensions. La notation �/�  est utilisØe pour dØsigner l�espace quotient de�� modulo ��. 
Ces deux sections se clôturent par 5 ØnoncØs d�exercices, dont le quatriŁme implique le dual 
de �/�  et � 0 [outil illustration], et le dernier travaille sur �  ⊕ ���. 

La section 23 s�intitule « Bilinear Forms ». Si � et �  sont deux espaces vectoriels 
construits sur le mŒme champ, Halmos note par �(x,y) la valeur d�une fonction � en un 
ØlØment <x,y> de 	  = ��⊕ �. Il introduit les termes « bilinear form (or bilinear functional) » 
pour une fonction � dØfinie sur 	  et à valeurs dans les scalaires. La dualitØ intervient dans 
cette section en tant qu�outil-illustration, en Øtant un cas particulier de l�espace �  intervenant 
dans la dØfinition d�une forme bilinØaire. 

Les deux sections suivantes, « Tensor products » et « Product bases » font rØfØrence au 
dual et aux formes bilinØaires. La dualitØ intervient comme outil-dØfinition pour le produit 
tensoriel � ⊗ � de deux espaces � et � de dimension finie dØfinis sur le mŒme champ5. Cela 
permet à l�auteur d�utiliser les thØorŁmes ØvoquØs dans les sections prØsentant la dualitØ et les 
formes bilinØaires. 

Le premier chapitre se termine avec les sections consacrØes aux permutations, aux 
cycles, à la paritØ, aux formes multilinØaires, aux formes alternØes et aux formes alternØes de 
degrØ maximal. Les k-formes y sont mentionnØes, mais sans rØfØrence explicite à la dualitØ. 

Le deuxiŁme chapitre du livre d’Halmos, intitulØ "Transformations", reprend 27 
sections, numØrotØes de 32 à 58. L’auteur y dØfinit, à la section 32, les transformations 
linØaires. A la section 37, il dØfinit une "matrice associØe sous certaines conditions à une 
transformation linØaire". A la section 44, intitulØe "Adjoints", il Øcrit : "the linear 
transformation A� is called the adjoint (or dual) of A ". Ce A’ est ce que nous avons appelØ f t, 
la transformation "transposØe de f ". C’est dans cette section que l’auteur Ønonce et dØmontre 
les propriØtØs de la transposØe. La section suivante de ce deuxiŁme chapitre est intitulØe 
"Adjoints of projections". Dans ce cas particulier de "adjoint" (transposØe), interviennent de 
nouveau les annulateurs, Øtant donnØ que "if E is the projection on M along N, then E’ is the 
projection on N° along M°  " (Halmos, 1974; p.80). C’est à la fin de cette section qu’il dØfinit 
la matrice associØe à la transformation transposØe : "this matrix [A’] is called the transpose of 
[A] " (Halmos, 1974; p.81). Remarquons que, si l’auteur utilise le terme adjoint ou dual pour 
nommer la transformation transposØe, c’est bien le terme transpose qu’il utilise pour dØsigner 
la matrice associØ à la transformation transposØe. On se rappelle que, historiquement, la 
matrice transposØe a ØtØ dØfinie bien avant que n�apparaisse le concept de transformation 
transposØe (voir chapitre 2). 

Dans la section 46 consacrØe aux changements de base, Halmos utilise la dualitØ 
comme analogie pour l�interprØtation du produit matriciel ; ce qui lui permet d�introduire la 
notion de vecteurs covariants et contravariants.  

La section 49 du deuxiŁme chapitre s’intitule "Range and null-space", ce qui se traduit 
en français par image et noyau. Les annulateurs interviennent donc encore dans cette section, 

                                                 
5 Voir chapitre 1, § 2.1.  
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et le thØorŁme fondamental de l�algŁbre linØaire y est ØnoncØ et dØmontrØ (Halmos ne donne 
pas de nom au thØorŁme). 

Remarquons que les exercices proposØs à la fin des sections sont rØguliŁrement 
proposØs dans le cadre de l’analyse (opØrateur diffØrentiel,...), ce qui n’est pas sans rappeler le 
cadre qui a permis de dØvelopper les notions liØes au dual. 

La section suivante de ce chapitre, intitulØe "Rank and nullity", fournit la dØfinition du 
rang d’une transformation linØaire. La dualitØ y est encore prØsentØe sous forme d�objet à 
travers le thØorŁme affirmant que le rang d�une application et celui de sa transposØe sont 
Øgaux. Halmos prØsente dans ce mŒme thØorŁme le fait que, pour une application linØaire, la 
dimension de son image plus la dimension de son noyau est Øgale à la dimension de l�espace 
de dØpart (appelØ maintenant le thØorŁme du rang). 

La section 51 intitulØe "Transformation of rank one" contient un thØorŁme dont la 
dØmonstration utilise des bases duales [outil-dØmonstration]. 

On se rend donc dØjà compte à ce stade qu�Halmos al terne trŁs habilement les 
passages oø il prØsente la dualitØ en tant qu�objet avec les passages oø la dualitØ est 
considØrØe comme un outil, avec des finalitØs variØes. 

Le chapitre 3 est intitulØ « orthogonality ». AprŁs avoir dØfini le produit scalaire et 
l�orthogonalitØ, Halmos annonce que l�on peut maintenant obtenir une correspondance  
naturelle entre �� et ��� : il Ønonce et dØmontre thØorŁme de reprØsentation de Riesz (sans 
toutes fois lui donner ce nom), faisant ainsi le lien entre les formes linØaires et le produit 
scalaire. Grâce à ce thØorŁme, Halmos dØfinit aussi un produit scalaire sur ���6, à partir du 
produit scalaire sur ��. Le dual d�un espace euclidien (rØel) ou unitaire (complexe) � , muni 
du produit scalaire ainsi dØfini est notØ � *. Il y a donc un isomorphisme conjuguØ naturel 
entre �� et ��*. Halmos prØsente ensuite l�analogie entre les crochets de dualitØ [.,.] et la 
notation utilisØe pour le produit scalaire (.,.). De mŒme, avec l�introduction du produit 
scalaire, l�annulateur M°  (sous-espace de ��� ou ��*) est remplacØ par l�orthogonal M� (sous-
espace de ��) ; la base duale d�une base �  = {x1,�,x n}de �� est remplacØe par une base 
  = 
{y1,�,y n}de �� telle que (xi,yj) = �ij. Halmos dØfinit ensuite la transformation linØaire A* par 
analogie avec la transformation transposØe A�  qu�il avait dØfinie dans le chapitre 2. Rappelons 
qu�Halmos appelait dØjà A�  la transformation adjointe de A (et non pas transposØe). Il ne 
donne pas de nom particulier à A*. Il dØmontre ensuite que A=A**, alors que l�on ne pouvait 
Øcrire A=A��  qu�en invoquant le thØorŁme de rØflexivitØ.  

Le chapitre 4 est dØdiØ à l�analyse, cadre privilØgiØ d�application pour les notions 
d�algŁbre linØaire. 

En conclusion de cette analyse, nous pouvons dire qu�Halmos introduit rapidement la 
dualitØ dans son ouvrage. Il alterne rØguliŁrement les moments oø il prØsente la dualitØ 
comme un objet et les moments oø il utilise les thŁmes de la dualitØ dØjà introduits, que ce 
soit pour dØfinir, introduire ou illustrer une nouvelle notion ou pour dØmontrer une propriØtØ. 
Sans oublier les analogies qu�il fait à partir de l a dualitØ. Pour Halmos, la dualitØ est tout aussi 
naturellement utilisØe que le serait une notion ØlØmentaire d�algŁbre linØaire, telle une base ou 
une application linØaire.  

                                                 
6 Soient 1 2’, ’ ’y y ∈� . Par le thØorŁme de Riesz, il leur correspond les vecteurs 1y  et 2y  dans � . Halmos 

dØfinit alors le produit scalaire 1 2( ’, ’)y y  comme Øtant Øgal à 1 2 2 1( , ) ( , )y y y y= . 
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2.2. Le livre d’Escofier 

Le livre d’Escofier (674 pages) comporte trois parties, pouvant correspondre respectivement 
aux trois premiŁres annØes d’universitØ du parcours d’un Øtudiant en mathØmatiques en France. 

La premiŁre partie, correspondant donc à la premiŁre annØe, prØsente l’algŁbre linØaire, 
ainsi que l’algŁbre de base. Elle comporte 10 chapitres dont le dernier est consacrØ à la dualitØ.  

AprŁs un avant propos dans lequel il explique l’approche historique et gØnØralisatrice de son 
livre, l’auteur consacre quatre chapitres à la prØsentation de ce qui pourrait lui servir de cadre 
par la suite : le premier chapitre est consacrØ aux Øquations diffØrentielles linØaires, le 
deuxiŁme aux suites rØcurrentes linØaires, le troisiŁme à l’espace vectoriel n�  et le quatriŁme 
aux systŁmes linØaires. Vient ensuite un chapitre intitulØ "GØnØralitØs sur les espaces 
vectoriels", suivi d’un autre sur les "bases et dimension". C’est dans ce chapitre, à la section 
6.5 traitant de la "dimension", que l’auteur dØfinit un hyperplan d’un espace vectoriel E 
comme Øtant un sous-espace de dimension n-1. Le chapitre 7 est consacrØ aux applications 
linØaires. C’est à la section 7.9 ("rØsolution d’un systŁme linØaire") de ce chapitre qu�un 
hyperplan est prØsentØ comme Øtant le noyau d’une application linØaire : pf →� � , 

autrement dit, l�hyperplan est dØfini par l’Øquation 1 1 ... 0p pa x a x+ + = . L�auteur prØcise 

ensuite qu�on peut considØrer la rØsolution d�un systŁme d�Øquations linØaires comme la 
dØtermination de l�intersection de la famille d�hyperplans dØfinis par les Øquations du systŁme 
linØaire (p.123). 

Vient ensuite le chapitre 8 consacrØ aux matrices. Le lien entre matrice et application linØaire 
est fait d’emblØe à l’entrØe de ce chapitre, suivi d’une composante historique et d’exemples. Si 
on y parle ensuite de matrice de la composØe ou de matrice inverse, il n’est cependant pas fait 
mention de matrice transposØe, les bases pour introduire cette notion n’ayant pas encore ØtØ 
posØes. 

Le chapitre 9 se termine par la remarque suivante :  

Vers le chapitre 10  

Le chapitre 9 termine ce qu’il semble raisonnable d’enseigner en premiŁre 
annØe de Licence au sujet de l’algŁbre linØaire actuellement. Le chapitre 10 est 
un peu à part. Il prØsente des notions sur l’espace vectoriel formØ par les 
hyperplans d’un espace vectoriel, appelØ espace dual. Certains et certaines 
pourront le trouver un peu difficile, un peu abstrait; si sa seule lecture peut-
Œtre diffØrØe jusqu’au chapitre 16, il semble plus à sa place ici. (Escofier 2006, 
p.175). 

Voici le lecteur prØvenu! 

Remarquons cependant que c’est à la fin du chapitre 9 et par l’intermØdiaire de l’ØnoncØ 
d’un exercice que l’auteur dØfinit la transposØe d’une matrice M = (aij) comme Øtant la matrice 
tM = (aji). Il renvoie à la section 5 du chapitre 10 ( dualitØ) pour une prØsentation de ces 
matrices. 

Le chapitre 10, consacrØ à la "DualitØ" ne comporte que 13 pages, incluant  des 
ØnoncØs et solutions d’exercices. AprŁs une introduction à caractŁre historique, l’auteur dØfinit 
l’espace vectoriel dual de E en dimension finie. Il le note E*, et dØfinit dans la foulØe le 
bidual, E**. 

La section 10.2 s’intitule "Formes linØaires et hyperplans". Une proposition reprend 
les liens entre ces deux notions. La section 10.3 est dØdiØe à la notion de "Base duale". 
Escofier y donne, sans vraiment le dire, l’expression gØnØrale d’une forme linØaire. L’auteur 
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explique aussi à la fin de cette section, que les c oordonnØes des formes linØaires dans la base 
duale permettent de travailler avec des formes linØaires en lieu et place des Øquations. 

Dans la section 10.4 ("Orthogonal d’un sous-espace"), l’auteur dØfinit l’orthogonalitØ 
de formes linØaires et de vecteurs : une forme linØaire f de E* et un vecteur u de E sont 
orthogonaux si f(u) = 0. Le terme orthogonal est expliquØ par le fait que les coordonnØes de u 
et f dØfinissent dans n�  des vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire usuel (l�auteur 
renvoie au chapitre 16 pour ces notions). Le terme annulateur n�est pas utilisØ, Escofier lui 
prØfŁre le terme orthogonal d�un sous-espace F de E. Il le note F ⊥ . L�auteur explicite ensuite 
les liens entre forme linØaire deF ⊥ , noyau et hyperplan. Un exemple est donnØ avec 
interprØtation gØomØtrique (3� ). Escofier dØfinit ensuite l’orthogonal d’un sous-espace G de 
E* : 

{ }| : ( ) 0G u E f G f u⊥ = ∈ ∀ ∈ = . 

L�interprØtation de cette dØfinition est ensuite Øgalement faite en termes d�hyperplans. 

Les propriØtØs qui suivent (dimension et orthogonal d’orthogonal) sont chaque fois 
ØnoncØes pour les deux types d’orthogonal (d’un sous-espace de E ou de E*). Evidemment, 
avec les dØfinitions introduites,  on a les propriØtØs suivantes : si F est un sous-espace de E et 

G un sous-espace de E* : ( )F F
⊥⊥ = et ( )G G

⊥⊥ = . Les notions sont illustrØes par un exemple 

oø 3E = � , et le vocabulaire utilisØ est clairement gØomØtrique. 

La section 10.5 s’intitule "TransposØe d’une application linØaire". AprŁs une dØfinition 
formelle dans le registre gØnØrique de l’algŁbre linØaire, c’est le registre graphique qui est 
utilisØ pour "visualiser" la dØfinition. L’auteur Ønonce et dØmontre dans le registre gØnØrique 
algØbrique la linØaritØ de la transposØe d’une application linØaire g, notØe t g . Il utilise par 
contre ensuite le registre graphique pour expliquer la transposØe d’une composition de formes 
linØaires. La transposØe d’une matrice est ensuite dØfinie comme elle l’avait ØtØ dans un 
ØnoncØ d’exercice situØ la fin du chapitre 9. La proposition suivant la dØfinition fait alors le 
lien entre la transposØe de l’application et la transposition de la matrice de l’application, le tout 
prØsentØ dans le registre gØnØrique algØbrique. 

Suivent ensuite des ØnoncØs d’exercices variØs, tant au niveau du statut des ØnoncØs 
que des cadres dans lesquels ils sont formulØs. 

AprŁs la prØsentation de la dualitØ faite au chapitre 10, il faut attendre le chapitre 16 
consacrØ à l�orthogonalitØ pour que ce secteur soit à nouveau mentionnØ. On se situe alors, 
d�aprŁs la classification de l�auteur, dans la deuxiŁme annØe d�enseignement. A la section 
16.4, la transposition d�une matrice est utilisØe dans l�expression du produit scalaire : si 

1,( ..., )ne e  est une base d�un espace euclidien E, et que ( )ijaΦ =  avec ,ij i ja e e=< > , alors 

, t tu v U V V U< >= Φ = Φ , oø u, v sont des vecteurs de E, U et V Øtant leurs matrices colonnes 

associØes (reprenant leurs coordonnØes dans la base 1,( ..., )ne e . 

A la section 16.7 intitulØe "OrthogonalitØ de sous-espaces", Escofier dØfinit 
l�orthogonal d�un sous-espace F d�un espace euclidien E. Il s�agit bien entendu d�un sous-
espace de E, et non de son dual. L�articulation entre les formes linØaires et le produit scalaire 
est faite à partir des formes bilinØaires, ces derniŁres ont ØtØ dØfinies à la section 16.2 : 

Soit E un espace euclidien et soit u un vecteur non nul de E. Notons 
: E Eϕ × → �  le produit scalaire. Pour tout u de E, l�application 

: ( , )u v u vϕ ϕ� est une application linØaire de E dans � .C�est donc une 
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forme linØaire sur E, autrement dit un ØlØment de ce que nous avons appelØ au 
chapitre 10 l�espace dual de E et que nous avons notØ E*. (Escofier 2006, 
p.341) 

On y reconnaît ce que nous avons prØsentØ sous le nom de thØorŁme de Riesz dans le 
chapitre 1, § 2.2. 

Le lien avec les hyperplans est ensuite fait en affirmant que l�orthogonal d�un vecteur 
u non nul de E est l�hyperplan ker ( )uϕ . L�isomorphisme entre E et E* est alors prØcisØ : 

: *g E Eϕ →  tel que uu ϕ� . La matrice associØe à gϕ  est ensuite prØcisØe. 

Remarquons que la dualitØ est considØrØe dans cette section comme un objet, et non 
comme un outil. 

A la section  16.12 intitulØe "Endomorphisme adjoint et autoadjoint", la matrice 
transposØe est citØe comme Øtant la matrice associØe à l�endomorphisme adjoint (notØ f*) d�un 
endomorphisme f dØfini sur un espace euclidien E, par rapport à une base orthonormØe de E. 
Pour dØmontrer cette proposition, la matrice transposØe est introduite dans la dØmonstration à 
partir de la dØfinition de l�adjointe de f ( ( ), , *( )f u v u f v< >=< > ) et de l�expression du 

produit scalaire ( , t tu v U V V U< >= Φ = Φ ). Aucune rØfØrence n�est faite à la dualitØ. 

Dans la section consacrØe à la troisiŁme annØe, le chapitre 22 est consacrØ aux 
"Formes bilinØaires symØtriques et quadratiques". A la premiŁre sous-section de ce chapitre 
intitulØe "ComplØments sur le groupe orthogonal d�un espace euclidien", on trouve des 
thŁmes et sujets de la dualitØ comme les hyperplans et les orthogonaux de sous-espaces, mais 
comme on travaille dans un espace euclidien, ce sont les notions dØfinies au chapitre 16 du 
livre d�Escofier qui sont utilisØes, et non les notions de la dualitØ dont elles sont dØrivØes. 
Ainsi, par exemple, l�orthogonal d�un sous-espace e st considØrØ comme un sous-espace de E 
et non comme sous-espace du dual E*. 

Dans la deuxiŁme section de ce chapitre 22, consacrØe aux "Formes bilinØaires et 
bilinØaires symØtriques", Escofier se sert de la dualitØ (espace vectoriel dual, forme linØaire et 
base duale) comme outil-analogie pour les formes bilinØaires symØtriques : à toute forme 
bilinØaire symØtrique ϕ  sur un K-espace vectoriel E de dimension finie correspond (par un 
isomorphisme) une  application linØaire ψ  : *E E→  telle que u E∀ ∈ , ( ) : ( , )u v u vψ ϕ� . Il 
continue Øgalement de prØsenter dans cette section la dualitØ sous forme d�objet : si B est une 
base de E, que B* est la base duale de B, et que A est la matrice dans la base B de la forme 
bilinØaire symØtriqueϕ , alors A est Øgalement la matrice reprØsentant l�application ψ  par 

rapport aux bases B et B* (c�est-à-dire [ ] *B

B
A ψ= ). Ensuite, à la septiŁme section de ce 

chapitre, consacrØe à l�"OrthogonalitØ", la notion d�orthogonalitØ (dØjà dØfinie entre des 
vecteurs et des formes linØaires dans le chapitre sur la dualitØ, et entre vecteurs à travers un 
produit scalaire) est gØnØralisØe au cas des formes bilinØaires symØtriques et des formes 
quadratiques. On pourrait qualifier d�outil-analogie l�utilisation qui est faite ici de la dualitØ : 
elle permet, à travers les formes bilinØaires symØtriques, de faire le lien entre l�orthogonal 
d�un sous-espace F (d�un espace vectoriel E) dØfini dans le chapitre consacrØ à la dualitØ (en 

fait ( )sous-espace de *E E
⊥ ⊆ ), et celui dØfini dans le chapitre consacrØ à l�orthogonalitØ 

( F E⊥ ⊆ ). En effet, à toute forme bilinØaire symØtriqueϕ , on peut associer une application 

linØaire : *E Eψ → , dØfinie par ( )( ) ( ) ( , )u v u vψ ϕ= . Ainsi, l�orthogonal d�un sous espace F 

de E, notØ F ⊥  peut Œtre dØfini des deux façons suivantes : 
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• { }| : ( , ) 0F v E u F v uϕ⊥ = ∈ ∀ ∈ =  ou, comme ϕ  est symØtrique : 

• ( ){ } ( )
.

| : ( ) ( ) 0 ( )
not

F v E u F u v Fψ ψ ⊥⊥ = ∈ ∀ ∈ = = . Comme ( ) *F Eψ ⊆ , on reconnaît 

donc bien dans l�expression de F ⊥ donnØe ici la dØfinition de l�orthogonal d�un sous-
espace du dual E* qui, avec les dØfinitions donnØes par Escofier au chapitre 10 de 
son ouvrage, donne bien un sous-espace de E : F E⊥ ⊆ . 

Escofier n�en parle pas, mais remarquons qu�on aura it pu Øcrire : 

F ⊥  { }| : ( , ) 0v E u F v uϕ= ∈ ∀ ∈ =  

 ( ){ }| : ( ) ( ) 0v E u F v uψ= ∈ ∀ ∈ =  

 ( ){ }( ) * | : ( ) ( ) 0v E u F v uψ ψ= ∈ ∀ ∈ = , 

ce qui signifie alors que *F E⊥ ⊆ . Les dØfinitions adoptØes par Escofier dans le chapitre 10 
de son ouvrage pour l�orthogonal d�un sous-espace F de E ou d�un sous-espace G de E* font 

en sorte que ( )F F
⊥⊥ = , ce qui permet une certaine libertØ quant à l�interprØtation à donner à 

F ⊥  comme nous l�avons vu ci-avant. 

 A titre d�information, voici la maniŁre dont Escofier prØsente les choses dans son 
ouvrage : 

L�orthogonal d�un sous-espace F de E est l�ensemble des v E∈  tels que, 
pour tout u F∈ , ( )( ) 0u vψ = , autrement dit l�orthogonal de F au sens de 

l�orthogonalitØ dØfini par ϕ  dans E est l�orthogonal de ( )Fψ au sens de 10.4 
[il fait rØfØrence au chapitre 10, section 4 de son livre] , ce qu�on peut Øcrire 

( )( )F Fψ ⊥⊥ =  ; ces deux sous-espaces sont inclus dans E, mais la notation 

mØlange deux relations d�orthogonalitØs, la premiŁre Øtant celle dØfinie par ϕ  
dans E, la seconde Øtant celle dØfinie par la dualitØ entre vecteurs de E et 
formes linØaires de E* ; notons que certains auteurs choisissent deux 
symboles diffØrents et notent F ⊥ et oF les sous-espaces orthogonaux à F 
suivant qu�il s�agit de l�une ou l�autre des relati ons d�orthogonalitØ. 
L�utilisation d�un mŒme signe n�est pas gŒnante, pourvu qu�on sache de quoi 
on parle, mais nous essaierons d�Øviter ces ambiguïtØs. (Escofier 2006, p.622). 

Enfin, Escofier termine la septiŁme section du chapitre 22, en prØsentant une proposition oø le 
dual intervient comme un objet : 

Une forme bilinØaire symØtriqueϕ  est non dØgØnØrØe si et seulement si 

l�application linØaire : *E Eψ →  est injective. En dimension finie, cette 
propriØtØ Øquivaut à dire que ψ  est bijective ou que la matrice de ϕ  est 
inversible. (Escofier 2006, p.622). 

Dans la section 22.8 du chapitre 22 intitulØe "Espaces quadratiques rØguliers", le dual et 
l�orthogonal d�un sous-espace sont encore prØsents à travers l�application : *E Eψ →  
associØe à une forme bilinØaire symØtrique :E E Eϕ × → . 

En conclusion, nous pouvons dire que dans l�ouvrage d�Escofier, la dualitØ est 
principalement prØsentØe sous un aspect gØomØtrique. Pour preuve, on prendra par exemple la 
dØfinition et la notation de l�orthogonal (annulateur) d�un sous-espace d�un espace vectoriel : 
F ⊥ , qui est ici dØfini à la fois pour un sous-espace de E et pour un sous-espace de E*. La 
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dualitØ est prØsente dans l�ensemble de l�ouvrage, à la fois sous le statut d�objet, et sous le 
statut d�outil. Rappelons que le point de vue gØomØtrique est trŁs clairement privilØgiØ ! 

2.3. Le livre de Pham & Dillinger 

Ce livre (347 pages) comporte un prologue, quatre chapitres, un Øpilogue et trois annexes. De 
maniŁre gØnØrale, les auteurs relŁguent dans les annexes les parties qu�ils jugent trop 
techniques, comme la dØfinition formelle des structures algØbriques par exemple. Ainsi, c�est 
dans la troisiŁme annexe que se trouvera prØsentØe l�approche formelle de la dualitØ. 

Dans le prologue, les auteurs prØsentent dØjà l�activitØ mathØmatique du point de vue 
du calcul, et du point de vue de la gØomØtrie, en considØrant des systŁmes d�Øquations 
linØaires. Ce double point de vue est une prØoccupation des auteurs tout au long de leur 
ouvrage, comme ils l�annoncent dans l� Avertissement au lecteur enseignant : « Notre 
principal souci, que rØsume le slogan dualitØ entre gØomØtrie et calcul7 est d�amener peu à 
peu les Øtudiants à maîtriser les allers-retours entre la pensØe gØomØtrique et le monde des 
calculs. L�algŁbre linØaire prØsente un magnifique formalisme unificateur de ces deux façons 
de penser. » 

Le premier chapitre, consacrØ à l�Øtude formelle des systŁmes linØaires, prØsente des 
manipulations formelles sur les systŁmes d�Øquations linØaires. Les notions d�indØpendance 
linØaire et de rang8 y sont dØfinies pour les (systŁmes d�) Øquations linØaires. La iŁme Øquation 
linØaire d�un systŁme est appelØe ei, ce qui permet d�additionner deux Øquations entre elles, et 
d�un multiplier une par un scalaire. Le terme d�esp ace vectoriel n�est cependant pas encore 
ØvoquØ. 

Dans la derniŁre section du premier chapitre, intitulØe "Formes linØaires", les auteurs 
ne dØfinissent pas formellement la notion, mais la prØsentent comme Øtant une relation du 
type 1 1 ... n na X a X+ +  oø les ia  dØsignent des constantes numØriques (les "coefficients de la 
combinaison linØaire"), et oø les lettres iX  sont à remplacer, selon le contexte, par les diver ses 
lettres dØsignant les objets à combiner dØjà considØrØs (Øquations, seconds membres,�). 
AprŁs des explications Øcrites en langage courant (mais oø aucune dØfinition n�a ØtØ donnØe), 
les auteurs Øcrivent : "nous savons donc ce qu�est une forme linØaire à n indØterminØes 

1 2, ...,X X , à coefficients dans le corps IK " (Pham & Dillinger 1996, p.75). La notion de 
fonction n�est pas clairement ØvoquØe. Il semble d�ailleurs que pour Pham & Dillinger, la 
notion de "forme linØaire à n indØterminØes" corresponde à l�application de la fonction 
linØaire de E dans K en un ØlØment quelconque de E. Les termes de Pham & Dillinger ne 
correspondraient donc pas tout à fait à ce que nous  avons appelØ formes linØaires (voir 
chapitre 1, § 2.2). Ces derniŁres correspondraient à ce que les auteurs vont appeler plus tard 
des fonctions linØaires (voir ci-aprŁs). 

AprŁs avoir dØfini les opØrations d�addition et de multiplication par un scalaire 
(dØcrites comme manipulant les coefficients des iX ), Pham & Dillinger disent qu�ils peuvent 
traduire dans le langage des formes linØaires le travail formel prØsentØ jusqu�à prØsent sur les 
systŁmes linØaires. Ils parlent alors de rang d�un systŁme de formes linØaires comme Øtant le 
nombre maximal de formes linØaires indØpendantes qu�on peut extraire de ce systŁme. 

                                                 
7 C�est le titre du chapitre 3 du livre de Pham & Dillinger. 
8  On appelle rang d�un systŁme linØaire le nombre maximal de premiers membres linØairement indØpendants de 
ce systŁme. (Pham&Dillinger 1996, p.63) 
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Les auteurs dØfinissent aussi une relation entre p formes linØaires par une forme 
linØaire à p indØterminØes 1, ..., pl l  qui, quand on substitue aux lettres il  les formes linØaires 

que ces lettres dØsignent, donne la forme linØaire nulle : 1 1 2 2 ... 0p pc l c l c l+ + + = . 

A partir de cette notion de relation entre p formes linØaires, les auteurs vont considØrer 
ce que Frobenius (voir chapitre 2, § 2.5) appelait le systŁme adjoint d�un systŁme linØaire, 
bien que Pham & Dillinger n�utilisent pas ces termes. Ils notent (S) le systŁme de formes 
linØaires 1, ..., pl l , et ( t S) ce que Frobenius appelait le systŁme adjoint. Pham & Dillinger 

n�expliquent cependant pas la motivation du choix des notations. Voici le raisonnement suivi 
par les auteurs : 

Ils Øcrivent le systŁme de formes linØaires sous la forme : 

( )
1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

: ...

: ...

: ...

n n

n n

p p p pn n

l a X a X a X

l a X a X a X
S

l a X a X a X

+ + +�
� + + +�
�
�
� + + +�

�
 

En vue d�obtenir des informations sur le rang du systŁme ( 1, ..., pl l ), ils cherchent la relation la 

plus gØnØrale entre les 1, ..., pl l  sous la forme 

1 1 2 2( )                ... 0p pc l c l c lρ + + + = . 

Ils affirment que dire que la relation ρ  est vraie revient à dire que ses coefficients 1 2, , ..., pc c c  

sont solutions du systŁme linØaire homogŁne ( t S) : 

( )
1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 1 2 2

... 0

... 0

... 0

p p

p pt

n n p pn

c a c a c a

c a c a c a
S

c a c a c a

+ + + =�
� + + + =�
�
�
� + + + =�

�
 

Les auteurs montrent ensuite que le rang de ce systŁme ( t S), notØ r,  est le mŒme que le rang 
du systŁme (S) , en utilisant la notion d�un systŁme complet de relations. 

Ainsi, à la fin du premier chapitre de cet ouvrage,  Pham & Dillinger ont dØjà prØsentØ 
de nombreuses notions liØes à la dualitØ, mais toujours en relation trŁs Øtroite avec les 
systŁmes d�Øquations linØaires. C�est une approche que nous avions qualifiØe de naturelle 
dans le chapitre 2, § 4.6 de notre travail. Remarquons que naturalitØ ne rime pas 
nØcessairement avec simplicitØ : les objets manipulØs par Pham & Dillinger ne sont pas des 
plus simples : des formes linØaires, des relations de formes linØaires, des systŁmes de relations 
de formes linØaires !  

Le chapitre 2, intitulØ "Espaces vectoriels et gØomØtrie", continue de voir exposØes 
principalement des idØes, les côtØs plus formels Øtant relØguØs dans les annexes de l�ouvrage. 
Bien sßr, des dØfinitions et thØorŁmes sont prØsents, mais l�accent est mis sur une grande 
variØtØ d�exemples. La gØomØtrie reste le point de repŁre, bien que les objets manipulØs ne 
soient pas tous de nature gØomØtrique. C�est dans ce chapitre qu�un sous-espace vectoriel de 
E (espace vectoriel de dimension n) de codimension 1 est appelØ hyperplan. Le lien est fait 
entre les espaces vectoriels et la gØomØtrie affine (une section y est consacrØe). Sont 
Øgalement prØsentØes dans ce chapitre les fonctions linØaires (toujours considØrØes comme à 
valeurs dans IK ) et les fonctions affines, ainsi que les applications linØaires. Les auteurs 
attachent de l�importance à l�interprØtation graphique. C�est ainsi qu�ils prØcisent qu�au lieu 
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d�Øcrire 
f g

F E G→ → , ils Øcriront 
g f

G E F← ←  de maniŁre à avoir le mŒme ordre que dans 
l�expression g f� . 

La premiŁre section du chapitre 3 "DualitØ entre gØomØtrie et calculs" s�intitule 
"SystŁmes de coordonnØes et dualitØ". Comme cela a ØtØ fait dans le chapitre prØcØdent, le cas 
vectoriel et le cas affine sont tous deux prØsentØs tout au long de ce chapitre Øgalement. 

On y considŁre un espace vectoriel E de dimension n. La notion de systŁme de 
coordonnØes linØaires sur un espace vectoriel E associØ à une base ( ) 1

n

i i
e

=
 est ce que la plupart 

des auteurs appellent la base duale de ( ) 1

n

i i
e

=
, mais Pham & Dillinger n�utilisent pas ces 

termes. Bien qu�ils disent qu�il s�agisse de foncti ons, ils les notent ix  (que l�on pourrait 
confondre avec un vecteur de l�espace vectoriel E !), et n�y associent pas de symbole 
graphique (par exemple le symbole "flŁche" : → ) ni d�expression analytique (comme par 
exemple :ix E K→ ). A l�approche formelle, Pham & Dillinger prØfŁrent l�intuition et 
prØsentent la notion de base duale à travers une finalitØ outil-rØsolution.  Les systŁmes de 
coordonnØes sont aussi illustrØs au moyen de dessins gØomØtriques en dimension 2.  

Pham & Dillinger enchaînent avec l�expression d�une  fonction linØaire l sur E 
(prØsentØe au chapitre prØcØdent) à travers un systŁme de coordonnØes linØaires 1( , ..., )nx x  sur 
l�espace vectoriel E : 1 1 2 2 ... n nl a x a x a x= + + + , avec ia K∈ . Ce qui leur permet de faire le lien 
avec les formes linØaires à n indØterminØes 1, ..., nx x  prØsentØes dans le premier chapitre. Les 
auteurs prØcisent que "bien entendu, quand on voudra interprØter gØomØtriquement les 
rØsultats obtenus il faudra se souvenir que les lettres 1, ..., nx x  dØsignent les fonctions 
coordonnØes considØrØes." (Pham & Dillinger 1996, p.130). 

Pham & Dillinger justifient l�intØrŒt des systŁmes de coordonnØes en disant qu�ils 
permettent de rØsoudre par le calcul des problŁmes de gØomØtrie, à condition de trouver un 
systŁme de coordonnØes adaptØ au problŁme à traiter, c�est-à-dire permettant d�exprimer plus 
simplement les observations. Ils Ønoncent et dØmontrent le fait que, pour tout sous-espace F 
de codimension p d�un espace vectoriel (/affine) E de dimension n, il existe un systŁme de 
coordonnØes linØaires (/affines) 1( , ..., )nx x  tel que F soit donnØ par le systŁme d�Øquations 

1 0

...

0p

x

x

=�
�
�
� =�

. 

Seul le cas vectoriel va maintenant Œtre prØsentØ. Le cas affine fera l�objet d�une sous-
section suivante. En disant que l�addition de deux fonctions linØaires est interne et que la 
multiplication d�une fonction linØaire par un scalaire est encore une fonction linØaire, Pham & 
Dillinger affirment que l�ensemble des formes linØaires sur E est un espace vectoriel. Ils 
l�appellent espace dual de E et le note E*. Les n fonctions coordonnØes 1, ..., nx x  associØes à 
une base 1( , ..., )ne e d�un espace vectoriel E forment donc une base de E* ; elles sont dites 
duales l�une de l�autre (il cite la relation de dua litØ qui les lie). L�espace dual E* est donc 
aussi de dimension n. Un exercice en dimension 2 est proposØ afin d�illustrer 
gØomØtriquement la dualitØ dans le plan. 

Les auteurs font remarquer que si deux n-uplets 1( , ..., )ne e  et 1( , ..., )nx x , respectivement 

de E et E* vØrifient la relation de dualitØ ( )i j ijx e δ= , on peut affirmer que ces n-uplets 

constituent des bases de leurs espaces respectifs. 
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Dans l�ØnoncØ d�un lemme, Pham & Dillinger disent qu�un hyperplan vectoriel F est 
dØfini par l�annulation d�une fonction linØaire l non identiquement nulle. Un vocabulaire 
gØomØtrique est utilisØ en Ønonçant et dØmontrant la proposition suivante : le lieu des zØros 
dans E d�un systŁme de p fonctions linØaires 1, ..., pl l , linØairement indØpendantes, est un sous-

espace vectoriel F de codimension p. Ils complŁtent par la proposition suivante : sous les 
hypothŁses de la proposition prØcØdente, une fonction linØaire l sur E s�annule en restriction à 
F si et seulement si elle est combinaison linØaire de 1, ..., pl l . 

Un rØsultat plus gØnØral est alors prØsentØ : le lieu des zØros d�un systŁme de fonctions 
linØaires (1, ..., pl l ) est un sous-espace vectoriel dont la codimension est Øgale au rang de ce 

systŁme, c�est-à-dire au nombre maximum de fonctions linØairement indØpendantes qu�on 
peut en extraire. L�identification est alors faite entre le rang citØ dans la proposition 
prØcØdente et le rang de l�application linØaire 

( )1

:

( ), ...  , ( )

n

n

l E K

u x u x u

→
�

. 

Avant de prØsenter les derniers rØsultats pour le cas affine, Pham & Dillinger Ønoncent 
et dØmontrent qu�il est toujours possible d�extraire un systŁme de coordonnØes sur un sous-
espace F ( F E⊆ ) d�un systŁme de coordonnØes de l�espace vectoriel E. 

La deuxiŁme section du chapitre 3 a pour titre "SystŁmes linØaires et gØomØtrie". Les 
auteurs y prØsentent une interprØtation gØomØtrique des solutions d�un systŁme linØaire à n 
inconnues 1,..., nx x . Pour ce faire, ils interprŁtent les lettres 1,..., nx x  dans le systŁme linØaire 

comme reprØsentant un systŁme de coordonnØes sur un espace vectoriel E de dimension n. Le 
membre de gauche d�une Øquation 1 1 2 2 ... n na x a x a x b+ + + =  de ce systŁme est la dØcomposition 
dans le systŁme de coordonnØes d�une fonction linØaire sur E. L�Øquation considØrØe 
reprØsente donc un hyperplan affine de E. Ainsi, l�ensemble des solutions du systŁme 
d�Øquations linØaires peut s�interprØter gØomØtriquement comme l�intersection des hyperplans 
affines dØfinis par chacune des Øquations du systŁme. La dualitØ est donc prØsentØe comme un 
outil-rØsolution. 

Le cas des systŁmes homogŁnes est d�abord interprØtØ à travers les hyperplans 
vectoriels (espaces vectoriels) ; le cas des systŁmes non homogŁne sera considØrØ au moyen 
d�intersections d�hyperplans affines. Dans les deux  cas, l�ensemble des solutions du systŁme 
linØaire s�interprŁte comme un sous-espace dont la dimension est la codimension du rang du 
systŁme linØaire. Des exemples sont donnØs dans 3� , reprØsentØs par des dessins. 

Une sous-section intitulØe "Calculs dans un sous-espace vectoriel" explicite le lien 
entre les formes linØaires à n indØterminØes : 1 1 2 2 ... n nl a x a x a x= + + + , avec ia K∈ , et les 
fonctions linØaires : toute fonction linØaire sur l�ensemble F de solutions d�un systŁme 
linØaire homogŁne est la restriction d�une fonction linØaire sur E qui peut Œtre identifiØe à une 
forme linØaire à n indØterminØes, mais cette forme linØaire n�est pas unique. Les auteurs 
prØcisent que, jusqu�à la fin du paragraphe, ils utiliseront l�expression « forme linØaire » au 
lieu de fonction linØaire sur E (ce qui correspond à la terminologie que nous avon s proposØe 
dans le chapitre 1 de notre travail, et qui est partagØe dans la plupart des manuels consultØs). 
Ils dØfinissent alors la notion de deux formes linØaires l et l� congruentes modulo un systŁme 

linØaire homogŁne 0S  (qu�ils notent 
0mod .

’
S

l l= ) par le fait que ’ 0l l− =  est linØairement 
impliquØe par 0S

9. En consØquence, la donnØe d�une fonction linØaire sur F Øquivaut à la 

                                                 
9 Quatre pages avant de prØsenter la notion de congruence modulo S0, Pham & Dillinger Ønonçaient et 
dØmontraient la proposition suivante (p.144) : Une forme linØaire l est linØairement impliquØe par S0 (c�est-à-
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donnØe d�une forme linØaire à n indØterminØes à congruence modulo 0S  prŁs. Bien entendu, la 
relation de congruence modulo 0S  prŁs est une relation d�Øquivalence et est compatible avec 
l�addition et la multiplication par un scalaire dØfinissant l�espace vectoriel des formes 
linØaires. 

La sous-section suivante prØsente les rØsultats analogues pour un sous-espace affine. 

La troisiŁme section du chapitre 3 est consacrØe au "Calcul matriciel", et reprend un "point de 
vue purement formel", sans "interprØtation gØomØtrique" (p.151). Le lien entre les systŁmes 
d�Øquations linØaires et les matrices est fait explicitement : si on note 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

...

...
(1) ,

        

...

n n

n n

p p p pn n

y a x a x a x

y a x a x a x

y a x a x a x

= + + +�
� = + + +�
�
�
� = + + +�

� � � �
 on appelle 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

p p pn

a a a

a a a
A

a a a

� �
� �
� �= � �
� �� �	 


� � � �
 la matrice de la 

relation fonctionnelle linØaire (1). 

Il avait ØtØ prØcisØ que 1, ..., nx x  sont n variables scalaires, et que les 1, ..., py y  sont p 

variables scalaires qui sont fonction linØaires de 1, ..., nx x , c�est-à-dire donnØes en fonction de 
( 1, ..., nx x ) par un systŁme de la forme (1). Vient ensuite une prØsentation des rŁgles de calcul 
matriciel. C�est dans cette section qu�est dØfinie la matrice transposØe d�une matrice, ainsi que 
la formule ( )t t tBA A B=  oø il faut faire "attention" à " l�ordre inverse"  (p.156). 

AprŁs avoir parlØ de la matrice inverse, les auteurs reviennent sue l�interprØtation en 
termes de relation fonctionnelle (1), oø n p= . La matrice inverse est prØsentØe comme un 
changement de variables. Le rang d�une matrice est dØfini comme Øtant le nombre maximum 
de lignes linØairement indØpendantes de cette matrice bien que les auteurs prØcisent que 
"beaucoup d�auteurs dØfinissent le rang comme le nombre maximum de colonnes 
linØairement indØpendantes" (p. 162). Viennent ensuite les notions de matrices rØduites à la 
forme ØchelonnØe, toujours sans rØfØrence aucune à des systŁmes linØaires. 

La quatriŁme section du chapitre 3 s�intitule "Calcul matriciel et gØomØtrie". C�est 
dans cette section qu�est fait le lien entre les matrices et les applications linØaires. Les auteurs 
prØcisent qu�on peut faire ce lien selon deux versions : soit considØrer une application linØaire 
de nK  dans pK (oø K est le corps des scalaires), soit considØrer une application linØaire f d�un 
espace vectoriel E, muni d�un systŁme de coordonnØes ( 1, ..., nx x ), dans un espace vectoriel F, 
muni d�un systŁme de coordonnØes ( 1, ..., py y ). Le lien entre ces deux considØrations est 

expliquØ sous forme de compositions de fonctions (sous forme analytique et graphique) : 
f

A
p n

F E

y x

K K

←
↓ ↓

←

 

 oø la matrice A a ØtØ dØfinie à la section 3 du chapitre 3 de Pham & Dillinger (en lien direct 
avec la relation fonctionnelle (1)), et oø x (respectivement y) est l�isomorphisme entre 
l�espace vectoriel E de dimension n (resp. F de dimension p) et nK (resp. pK ). 

Dans la deuxiŁme version prØsentant le lien entre les matrices et les applications 
linØaires, Pham & Dillinger prØcisent que si l�on change les systŁmes de coordonnØes, on 

                                                                                                                                                         
dire est combinaison linØaire des formes linØaires constituant S0 ) si et seulement si l�hyperplan vectoriel de E 
d�Øquation 0l =  contient le sous-espace vectoriel Sol(S0). 
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change les ØlØments de la matrice de l�application f. C�est pourquoi ils adopteront la notation 
Mat ( )y xf . 

 Les auteurs expliquent ensuite que les lignes de la matrice A s�interprŁtent en termes 
de fonctions coordonnØes, et que les colonnes de la matrice A s�interprŁtent en termes de 
vecteurs de base, et tout cela de façon naturelle :  

• Pour les lignes : se donner :f E F→  revient à se donner : py f E K→� , puisque y 
est un isomorphisme. Dans le systŁme de coordonnØes ( 1, ..., nx x ), les p fonctions 
linØaires 1 , ..., py f y f� � se dØcomposent sous la forme suivante :  

1 11 1 1

1 1

...

... ...

...

n n

p p pn n

y f a x a x

y f a x a x

� = + +
� =�
� = + +�

�

�
 

C�est-à-dire : " la iŁme ligne de la matrice A est formØe par les coefficients du 
dØveloppement de iy f� comme combinaison linØaire de 1, ..., nx x ."  (p. 170). 

• Pour les colonnes : Pham & Dillinger considŁrent la base duale10 ( 1, ..., pe e ) de 

( 1, ..., nx x ), et la base duale ( 1, ..., pε ε ) de ( 1, ..., py y ) ; ils disent ensuite que : " la jŁme 

colonne de A est formØe par les coordonnØes du vecteur ( )jf e  dans la base 

( 1, ..., pε ε ) de F. " (p.171). 

Ainsi, les opØrations matricielles prØsentØes dans la section 3 du chapitre 3 du livre de 
Pham & Dillinger sont-elles interprØtØes maintenant en termes d�applications. Ce lien est 
chaque fois explicitØ sous forme de graphique dans le mŒme genre que celui dØjà ØvoquØ plus 
haut : 

f

A
p n

F E

y x

K K

←
↓ ↓

←

 

Ainsi, les changements de bases sont expliquØs en termes de changement de systŁmes de 
coordonnØes.  

Pour terminer le chapitre 3, Pham & Dillinger donnent une "traduction gØomØtrique" 
du thØorŁme de rØduction des matrices qu�ils avaient donnØ à la section prØcØdente, en termes 
d�application linØaire de rang r, d�espaces vectoriels, et de systŁmes de coordonnØes. Ils en 
prØsentent deux dØmonstrations, dont la deuxiŁme utilise la dualitØ (systŁme de coordonnØes, 
espace dual). 

La dualitØ est encore prØsente dans l�introduction du chapitre 4 consacrØ aux 
"Endomorphismes d�un espace vectoriel" par l�intermØdiaire des systŁmes de coordonnØes : 
une premiŁre fois en tant qu�outil-illustration (p.183), et une deuxiŁme fois en tant 
qu�objet (p.185) pour signaler que les matrices d�u n mŒme endomorphisme dans divers 
systŁmes de coordonnØes sont toutes semblables. 

Enfin, l�approche formelle de la dualitØ est prØsentØe dans l�annexe C du livre de 
Pham & Dillinger, intitulØe "Structures algØbriques". Cinq pages y sont consacrØes. Le bidual 
y est introduit en utilisant implicitement le thØorŁme de rØflexivitØ (qui est par ailleurs ØnoncØ 
et dØmontrØ par aprŁs), par analogie avec le dual : un ØlØment l de E* est une fonction qui 
                                                 
10 Rappelons nous que pour Pham & Dillinger, une base de E et une base de E* liØes par la relation de dualitØ 
sont dites duales l�une de l�autre. Une base duale n�est donc pas nØcessairement dans le dual. 
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associe à un vecteur (variable) v de E un scalaire l(v) dØpendant linØairement de v. En 
considØrant v comme fixØ et l comme variable, on vØrifie facilement que ce scalaire dØpend 
linØairement de l.  

Pham & Dillinger en concluent donc que l�application qui va de E* dans K (le corps 
des scalaires) et qui à l associe l(v), est un ØlØment du « bidual » (espace dual du dual), qui 
sera notØ v�  : ( ) ( )v l l v=� . 

La transposØe d�une application linØaire est ensuite dØfinie : soit :f E F→ , une 
application linØaire. *l F∀ ∈ , *l f E∈� . La correspondance l l f� � est appelØe 

l�application transposØe de f . Pham & Dillinger la reprØsentent par * *
t f

E F← . Ils citent 
ensuite une propriØtØ disant que si f est surjective, sa transposØe t f est injective. Comme 

exemple (Øclairant ?), ils donnent ensuite ( )1,..., : p
pf f f E K= → , un k-uplet de fonctions 

linØaires à valeurs dans K. Ils dØfinissent alors : *t pf K E→  telle que 

( )1 1 1,..., ...p p pf fλ λ λ λ+ +� .  

Les coordonnØes de la transposØe d�une application linØaire :f E F→  peuvent Œtre 
donnØes par l�intermØdiaire des systŁmes de coordonnØes, si E et F sont de dimension finie : 
Si ( 1, ..., nx x ) est un systŁme de coordonnØes de E et que ( 1, ..., py y ) est un systŁme de 

coordonnØes de F, alors, l�application transposØe : * *t f F E→  est celle qui, à la fonction 

1 1 ... p pl y yλ λ= + +  associe la fonction 1 1
1 1

( ) ... ( )
p n

p p i ij j
i j

l f y f y f a xλ λ λ
= =

= + + = ��� � �  oø 

( )ija  est la matrice de l�application linØaire  f.  

Pour affirmer que la matrice de l�application t f  (dans les « bonnes bases ») est la 
transposØe de la matrice de f, Pham & Dillinger se servent du fait que les coordonnØes du 

vecteur ( )t f l  dans la base ( 1, ..., nx x ) sont 1
1

p

i i
i

aλ
=
� , �, 

1

p

i in
i

aλ
=
�  ; et que 1,..., pλ λ sont les 

coordonnØes du vecteur *l F∈  dans la base ( 1, ..., py y ). 

Pham & Dillinger prØcisent ensuite que si les espaces E et F sont de dimension finie, 
la transposØe d�une application linØaire injective est surjective. 

Ils reprennent aprŁs un vocabulaire gØomØtrique pour dire que dans le cas d�espaces 
vectoriels de dimension finie, "la relation de dualitØ est symØtrique : si E� est dual de E, alors 
E est dual de E� " (p. 333), et qu�il en est de mŒme pour la relation de transposition : "si 
l�application linØaire f �est transposØe de l�application linØairef , alors f est transposØe 
de f � " (p.334). On remarquera que les notations utilisØes ici ne correspondent plus aux 

notations introduites peu de temps auparavant : E* pour le dual de E, et t f  pour l�application 
transposØe de f. 

Est ensuite introduite la notion d�espace conormal à un sous-espace vectoriel F de E : 
c�est l�ensemble des fonctions linØaires l sur E telles que | 0l F = . Il s�agit de ce que nous 

avons appelØ l�annulateur de F. Pham & Dillinger le notent *FE . Ils Ønoncent et prouvent le 

fait qu�on a un isomorphisme canonique * ( / )*EF E F= , et que si E est de dimension finie, 

on a Øgalement un isomorphisme canonique * * / *FF E E= . 



 

34 

En conclusion, on peut dire que Pham & Dillinger, en relØguant l�aspect (trŁs) formel 
des choses dans les annexes, se permettent de garder un point de vue intuitif et gØomØtrique 
dans le dØveloppement des idØes tout au long des chapitres de leur livre. Le cadre des 
systŁmes d�Øquations linØaires est trŁs privilØgiØ pour l�introduction des notions de dualitØ, 
par exemple pour les formes linØaires à n indØterminØes. L�interprØtation gØomØtrique est 
omniprØsente, et l�interprØtation en termes d�hyperplans est souvent prØsentØe. On pourrait 
peut-Œtre qualifier de plus difficiles les sujets et thŁmes de la dualitØ que Pham & Dillinger 
ont choisi de ne prØsenter que dans l�annexe : le bidual (et le thØorŁme de rØflexivitØ) et 
l�application transposØe. 

2.4. Le livre de Merlin 

Le livre de Merlin, 400 pages, comporte 18 chapitres, dont les 16 premiers exposent des 
mØthodes concernant un secteur ou un sujet d�algŁbre. L�avant dernier chapitre reprend un 
« best-of » concernant des endomorphismes, et le dernier chapitre reprend une synthŁse, en 
quatre pages, de ce que l�auteur appelle l�essentie l de l�algŁbre. 

AprŁs avoir exposØ des mØthodes concernant l�Øtude des polynômes et la 
dØcomposition d�une fraction rationnelle en ØlØments simples (chapitres 1 et 2), l�auteur 
prØsente un chapitre portant sur des mØthodes gØnØrales d�algŁbre linØaire (espaces vectoriels 
et applications linØaires). C�est juste aprŁs que la dualitØ est abordØe : un chapitre entier (le 
quatriŁme) lui est consacrØ. Il comporte quatre sections. Seuls les espaces vectoriels de 
dimension finie y sont ØtudiØs. 

Etant donnØe la spØcificitØ de l�ouvrage qui consiste en un exposØ de mØthodes, nous 
ØnumØrerons les titres des mØthodes proposØes oø intervient la dualitØ. 

La premiŁre section s�intØresse aux  formes linØaires. Trois mØthodes y sont expliquØes : 

MØthode 1 :  Comment montrer queϕ  est une forme linØaire 

La notation du crochet de dualitØ est introduite : ( ) ,x xϕ ϕ= 11, le dual d�un espace 

vectoriel E est notØ E*, et l�attention du lecteur est portØe sur la diffØrence existante 
entre une forme linØaire et une forme n-linØaire (comme le dØterminant d�une matrice 
d�ordre n). La trace d�une matrice est donnØe comme exemple de forme linØaire. 

MØthode 2 :  Utiliser le catalogue des formes linØaires. 

Deux cas sont prØsentØs : celui d�un espace euclidien et celui de l�espace des matrices 
carrØes d�ordre n : ( )nM � . Dans le cas d�un espace euclidien, c�est le thØorŁme de 

Riesz qui est citØ (Merlin n�en donne pas le nom) : 

*, !   tq:       ( ) ,E a E x E x a xϕ ϕ∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ = . 

Merlin en donne une interprØtation gØomØtrique (p.62) : "En gros, il suffit de bien 
choisir un vecteur directeur de l�orthogonal du noyau de la forme en question, qui est 
une droite (ou l�espace nul)." 

                                                 
11 Remarquons qu�il s�agit de la mŒme notation .,.  que celle qui est utilisØe dans cet ouvrage pour le produit 

scalaire. Il prØcisera explicitement par la suite (p.64) que les arguments du crochet de dualitØ sont de nature 
duale : une forme linØaire et un vecteur, alors que les arguments du produit scalaire sont de mŒme nature. 
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En ce qui concerne ( )nM � , Merlin annonce que toute forme linØaire sur cet espace 

s�Øcrit à l�aide de la trace : *, !   tq:       ( ) Tr( )n n nA M M AMϕ ϕ∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ =� � � . 

Un exemple est donnØ. 

MØthode 3 :  Comment utiliser la dØfinition d�une forme linØaire 

Merlin prØsente les propriØtØs qui dØcoulent de la dØfinition d�une forme linØaire. Il 
parle alors d�hyperplan (p.63) : 

(i) Le noyau d�une forme linØaire non nulle est un hyperplan 

(ii) Tout hyperplan est le noyau d�(au moins) une forme linØaire non nulle 

(iii) Toute forme linØaire non nulle est surjective 

(iv) Deux formes linØaires 0≠ ont mŒme noyau ssi elles sont proportionnelles. 

Un exemple est donnØ. 

La deuxiŁme section s�intitule "OrthogonalitØ" 

MØthode 4 :  Comment utiliser l�orthogonal d�un s-ev 

Tout comme Escofier, Merlin donne la dØfinition de l�orthogonal d�un sous-espace 
de E et d�un sous-espace de E*, en utilisant la mŒme notation (⊥ ) : 

Si le sous-espace F est inclus dans E : { }*   tq : : , 0F E x F xϕ ϕ⊥ = ∈ ∀ ∈ =  ; 

si le sous-espace G est inclus dans E* : { }  tq : : , 0G x E G xϕ ϕ⊥ = ∈ ∀ ∈ = . 

Merlin rappelle que comme on est en dimension finie, on peut identifier E et son 
bidual. Il explique aussi la notation F � utilisØe par d�autres auteurs pour l�orthogonal 
d�un sous-espace F (inclus dans E ou E*). Il ajoute qu�il se permet d�utiliser la 
notation F ⊥  car à son avis, " ce n�est pas une source de confusion puisqu�on sait  
toujours dans quel espace se trouve la partie en question. Ce serait plutôt 
l�accumulation de notations ( F � , F ⊥ ) qui entraînerait cette confusion." (p.64). 

Il cite ensuite quatre propriØtØs importantes impliquant les orthogonaux de sous-
espaces : 

(i) ( )( )  et  F G G F F F
⊥⊥ ⊥ ⊥⊂ � ⊂ =  ; 

(ii) dim dimF n F⊥ = − , oø n est la dimension de l�espace vectoriel dont F est 
sous-espace ; 

(iii) ( )F G F G
⊥ ⊥ ⊥∩ = +   et  ( )F G F G

⊥ ⊥ ⊥+ = ∩  ; 

(iv) ( ) ( )Ker Vectϕ ϕ⊥ = , oø ( )Vect ϕ  est le sous-espace du dual engendrØ 

par ϕ . Cette propriØtØ revient à dire que des formes linØaires qui ont 
mŒme noyau sont proportionnelles. 

MØthode 5 :  Comment utiliser l�orthogonal d�une partie 

Merlin prØsente une finalitØ outil-rØsolution des annulateurs : par exemple, lorsque 
les orthogonaux de deux sous-espaces sont simples à  exprimer, montrer l�ØgalitØ de 
deux sous-espaces, revient à montrer l�ØgalitØ de leurs orthogonaux. Ou encore pour 
montrer qu�une famille de vecteurs est gØnØratrice d�un espace vectoriel, on montre 
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que l�orthogonal de l�espace engendrØ par ces vecteurs est rØduit à l�origine, ce qui 
revient à montrer qu�une forme linØaire qui s�annule sur tous les vecteurs de la 
famille est nulle partout. 

La troisiŁme section du chapitre 4 prØsente les bases duales. 

MØthode 6 :  Comment dØterminer la base duale 

Merlin rappelle la dØfinition de la base duale d�une base ( )ie de E. Il la note ( *)ie . Il 

rappelle le principe pour la dØtermination d�une base duale : il s�agit d�expliciter la 
dØfinition en tenant compte de l�expression particuliŁre des vecteurs et des formes 
sur l�espace envisagØ. Il prØcise que statistiquement parlant, les exercices sur la 
dualitØ ont souvent pour cadre un espace de polynômes. Dans ces cas-là, il suggŁre 
de penser, non seulement à la base canonique, mais Øgalement à la base des 
polynômes interpolateurs de Lagrange. 

L�auteur rappelle  la propriØtØ qui dit que si une famille de vecteurs de E et une 
famille de formes linØaires dØfinies sur E vØrifient la relation dØfinissant les bases 
duales, ces deux familles sont automatiquement des bases de leurs espaces respectifs. 

Des exemples sont donnØs pour E = espace des polynômes. 

La quatriŁme et derniŁre section du chapitre "DualitØ" s�intØresse à la transposØe. 

MØthode 7 :  Comment dØterminer la transposØe de f ? 

Merlin rappelle la dØfinition de la transposØe d�une application linØaire 
:f E F→  en termes de composition de fonctions : il s�agit de l�unique application 

linØaire de *F  dans *E  telle que : *    ( )tF f fψ ψ ψ∀ ∈ = � , ou dit de maniŁre 

plus dØveloppØe : *       ( ), , ( )t

FE
F x E f x f xψ ψ ψ∀ ∈ ∀ ∈ = . Merlin fait ensuite 

l�analogie avec la dØfinition de l�adjoint d�un endomorphisme, "pour ceux qui 
maîtrisent l�algŁbre bilinØaire". Un exemple est donnØ en prenant l�opØrateur de 
dØrivation sur l�espace des polynômes [ ]n X� . 

L�auteur prØcise qu�il faut de la rigueur pour savoir dans quel espace on se trouve 
lorsqu�on traite des exercices faisant intervenir la transposØe. 

MØthode 8 :  Comment utiliser la transposØe  

Pour rØpondre à la question posØe dans le titre de la mØthode, Merlin rappelle 
d�abord quatre propriØtØs concernant la transposØe, dont le thØorŁme fondamental de 
l�algŁbre linØaire (ii) : 

(i) ( ) ( )trg f rg f=  

(ii) ( ) ( )Ker( ) Im    et   Im( ) Ker t tf f f f
⊥ ⊥= =  

(iii) ( )t t tg f f g=� �  

(iv) F est stable12 par f F ⊥⇔  est stable par t f . 

                                                 
12 On rappelle qu�un sous-espace F est stable par une transformation linØaire f si et seulement si :v F∀ ∈  

( )f v F∈ . 
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l�espace considØrØ : 2

1

( ) ( )
n

i i
i

q x L xα
=

= � . Par construction ces n formes sont linØairement 

indØpendantes ; si on en dØtermine la base duale (donc une base de E), elle sera bien 
orthogonale, puisque la matrice de q dans cette base sera diagonale. 

Enfin, au chapitre 18 qui clôture son livre, Merlin rØsume en quatre pages ce qu�il 
considŁre comme l�essentiel de l�algŁbre. Il y rappelle que lorsqu�on manipule des sous-
espaces stables, il est bon de se servir de la transposØe. 

En conclusion, on peut dire que Merlin considŁre la dualitØ comme un outil à bien des 
Øgards : on y trouve des finalitØs outil-analogie, outil-rØsolution, outil-dØfinition et outil-
dØmonstration. On pouvait se douter que, vu la spØcificitØ de son ouvrage, la dualitØ allait 
principalement Œtre prØsente sous le statut d�outil. 

2.5. Le livre de Uhlig : un cas particulier 

Dans notre analyse de manuels, nous pouvons qualifier de cas particulier le livre d�Uhlig 
(2002) car cet auteur ne prØsente pas la dualitØ en tant qu�objet dans son ouvrage. Pourtant, 
elle y est belle et bien prØsente, tout au long des chapitres. 

Dans sa prØface, Uhlig annonce que son livre met l�accent sur les concepts d�algŁbre 
linØaire et de la thØorie des matrices. De fait, les matrices sont omniprØsentes dans son 
ouvrage. Il met l�accent sur l�interprØtation des concepts prØsentØs. DŁs le premier chapitre, 
consacrØ aux applications linØaires, il affirme trŁs rapidement (p. 19) que les applications 
linØaires et les vecteurs sont les objets fondamentaux de l�algŁbre linØaire. Peu de temps aprŁs 
(p. 22), il dit que les applications linØaires : n mf →� � sont constituØes de m composantes : 

les fonctions : n
jf →� � . On a donc : 

1

m

f

f

f

� �
� �= � �
� �	 


� . 

A la page 24, il prØsente le thØorŁme de Riesz sous forme de lemme : une application 
( ) : nf x →� � est linØaire si et seulement si ( )f x peut s�exprimer comme un produit scalaire 

a x⋅  pour un vecteur fixØ na ∈ � dØpendant de f et pour tout nx ∈� . Uhlig prØcise ensuite la 

maniŁre dont le vecteur a est uniquement dØterminØ par f : 
1( )

( )n

f e

a

f e

� �
� �= � �
� �	 


� oø ( )1,..., ne eε =  est 

la base canonique de n� . Ce vecteur a ainsi dØfini est appelØ le vecteur colonne de Riesz de f 
en rapport avec la base canonique ε  de n� . 

Grâce à cette interprØtation, l�auteur effectuera u ne lecture des matrices aussi bien 
colonne par colonne que ligne par ligne, mettant en avant le caractŁre dual de l�interprØtation. 

A la page 25, il dit qu�il est plus facile de reprØsenter le produit scalaire a . x comme le 
produit d�une reprØsentation de a par un vecteur ligne et d�une reprØsentation de x par un 
vecteur colonne. Il enchaîne en disant : 

This is done solely for convenience at this moment. This row-times-column 
convention for dot products enables us to use a magnificient shorthand 
notation for linear transformations.  

A la page 29, il prØcise qu�il est capable de classifier toutes les applications linØaires 
: n mf →� � comme des multiplications d�une matrice et d�un vec teur : ( )f x Ax= , pour une 
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matrice Am,n fixØe et dØpendant de f, un vecteur arbitraire x de n�  et l�image ( )f x de m� (il 
ne considŁre que les bases canoniques dans les six premiers chapitres). Cette remarque va lui 
permettre de traiter toutes les applications linØaires à travers les matrices, et il ne va pas s�en 
priver par la suite. 

A la page 31, il dØcrit une transformation de 3� dans 4� à l�aide d�Øquations. Il utilise 
ensuite l�Øcriture matricielle pour rØØcrire la transformation. Il prØcise que la notation 
matricielle nous aide à dØcrire plus simplement des Øquations compliquØes. Le lecteur peut 
alors constater que les lignes de la matrice reprennent les Øquations dØcrivant la 
transformation, ce que nous pouvons interprØter comme une rØfØrence à la dualitØ en algŁbre 
linØaire.  On peut percevoir là une finalitØ outil-rØsolution de la dualitØ. 

Le deuxiŁme chapitre du livre est consacrØ à la rØduction d�une matrice à la forme 
ØchelonnØe par lignes. C�est dans ce chapitre qu�il dØfinit le rang d�une matrice A comme 
Øtant le nombre de pivots dans la forme ØchelonnØe par la ligne de la matrice A. 

Le chapitre 3 est consacrØ aux Øquations linØaires. La compatibilitØ d�un systŁme 
linØaire d�Øquations Ax b=  est prØsentØe en termes de rang ; et l�unicitØ d�une solution est à 
la condition que chaque colonne de la matrice ØchelonnØe par ligne de la matrice A contienne 
un pivot. Le noyau (d�une matrice A) est Øgalement dØfini dans ce chapitre, car il intervient 
pour dØcrire l�ensemble solution de l�Øquation matricielle Ax b= . 

Le chapitre 4 est dØdiØ aux sous-espaces. L�auteur commence par dØfinir l�image 
d�une matrice A. Il rappelle ensuite qu�en thØorie des ensembles, tous les sous-ensembles d�un 
ensemble donnØ peuvent Œtre reprØsentØs de deux façons intrinsŁques et Øquivalentes, à savoir 
inclusivement ou exclusivement. Il Øcrit alors explicitement (p.115) : 

We apply this dual representation of sets to linear algebra. 

Il donne tout d�abord la dØfinition inclusive d�un sous-espace en dØfinissant alors le �Span 
d�un ensemble de vecteurs�, c�est-à-dire le sous-es pace engendrØ par un ensemble de vecteurs 
comme Øtant l�ensemble des combinaisons linØaires de cet ensemble de vecteurs. 

Pour introduire la reprØsentation exclusive d�un sous-espace, il fait appel à la notion 
d�orthogonalitØ (qui sera davantage dØtaillØe au chapitre 10 de son livre). L�auteur explique 
que dans n� , il est parfois plus adØquat de dØcrire un sous-espace U exclusivement, en 
demandant que tous les vecteurs u de ce sous-espace soient orthogonaux à quelques ve cteurs 
directeurs n

ia ∈ � , exclus du sous-ensemble U. Uhlig dØfinit alors le sous-espace U ⊥  

complØment orthogonal d�un sous-espace U de n� . 

Le thØorŁme 4.1 (p.118) affirme que tout sous-espace U de n�  peut Œtre reprØsentØ de 
deux façons Øquivalentes et complØmentaires : 

� comme un span de certains vecteurs de U : 

1 1

| |

{ ,..., } Im

| |
k kU Span u u u u

� �
� �= = � �
� �	 


�  

pour certains vecteurs iu U∈  ; 

� ou comme un noyau : 
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1
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T
l

a

U Ker Span a a x

a

⊥

� �
� �= = =� �
� �	 


�  

pour certains vecteurs n
ia ∈ �  ; oø { }homx dØsigne les solutions du systŁme linØaire 

homogŁne 
1      

      

0

T

T
l

a

x

a

� �
� � =� �
� �	 


� . 

Le thØorŁme se termine en disant que si { }1( ) ,..., n
lU Ker A Span a a

⊥= = ⊂ �  est dØfinit de 

maniŁre exclusive par une matrice  l nA , alors l�ensemble de toutes les solutions homogŁnes 

homx  du systŁme d�Øquations linØaires 0Ax =  engendre U. 

On peut percevoir là une finalitØ outil-dØfinition de la dualitØ. 

L�auteur poursuit le chapitre en dØcrivant des mØthodes permettant de passer d�une 
reprØsentation inclusive (Span) à une reprØsentation exclusive (Noyau) d�un mŒme sous-
espace. 

Bref, tout au long de ce chapitre, la dualitØ est utilisØe par l�auteur. 

Le chapitre 5 a pour titre « dØpendance linØaire, bases et dimension ». On y retrouve 
une section expliquant comment trouver une base pour les deux reprØsentations gØnØriques 
d�un sous-espace. 

Le chapitre 6 est dØdiØ à la composition d�applications linØaires, à la matrice inverse 
et à la matrice transposØe. Attardons-nous un instant sur la prØsentation qu�Uhlig y fait de la 
transposØe d�une matrice. AprŁs avoir rappelØ la dØfinition de la transposØe d�un vecteur ligne 
en un vecteur colonne qui avait ØtØ donnØe dans l�introduction, l�auteur dØfinit la transposØe 
d�une matrice A (inversion des lignes et des colonnes). Viennent ensuite des thØorŁmes 
comme ( )T T TB A AB=  et 1 1( ) ( )T TA A− −= . La transposØe n�est ensuite plus prØsentØe que pour 
la transposition d�une matrice de permutations utilisØe dans la prØsentation de l�Ølimination de 
Gauss vue sous forme de produits de matrices. 

L�auteur prØsente ensuite une vue duale de la multiplication matricielle A.B : 

The foregoing exposition gives us a dual view of matrix multiplication A 
times B. It depends on which object we focus on: either on the columns of the 
first matrix factor A or on the rows of the second one B. (Uhlig 2002, p.191).  

Les ØgalitØs suivantes peuvent illustrer ces propos : 
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  d�autre part. 

On peut reconnaître là une finalitØ outil-illustration de la dualitØ. 

On perçoit aussi la dualitØ dans le chapitre 7, consacrØ aux coordonnØes de vecteurs et 
aux changements de base, car l�auteur prØsente dans ce chapitre le thØorŁme disant que le rang 
d�une matrice A  et de sa transposØe TA  sont les mŒmes pour toute matrice ,m nA∈ � . La 
dØmonstration de ce thØorŁme fait bien Øvidemment appel à la forme ØchelonnØe par ligne de 
la matrice A, Øtant donnØ que c�est sous cet angle que sont abordØs la plupart des concepts 
prØsentØs dans cet ouvrage. 

Cette propriØtØ de la matrice transposØe est utilisØe dans la preuve13 du corollaire 
suivant :  

Soit 1{ , ..., } n
kU Span u u= ⊂ �  et supposons que le vecteur a U∉ . Alors, il existe un 

vecteur nb ∈ �  tel que b U⊥ . De plus, 0 b U≠ ∉ . 

On voit donc intervenir la finalitØ outil-dØmonstration de la dualitØ dans l�ouvrage 
d�Uhlig.  

Remarquons l�importance de ce corollaire qui, par exemple, motive la mØthode des 
moindres carrØs. 

Dans le chapitre 8, qualifiØ d� « optionnel » par l�auteur, et intitulØ « DØterminants et 
λ − matrices », on ne retrouve de la transposØe que la propriØtØ disant que le dØterminant 
d�une matrice et de sa transposØe sont Øgaux. Le chapitre suivant, dØdiØ aux valeurs propres et 
vecteurs propres d�une matrice, ne fait pas rØfØrence à la dualitØ.  

On aperçoit la dualitØ dans le chapitre 10 consacrØ aux bases orthogonales et aux 
matrices orthogonales. Bien entendu on retrouve la transposØe d�une matrice quand on parle 
de matrice orthogonale (cas rØel), mais les propriØtØs prØsentØes au chapitre 4 (reprØsentations 
inclusive et exclusive d�un sous-espace vectoriel) du prØsent ouvrage mettent davantage en 
lumiŁre l�apport d�une approche duale quand il s�agit de complØter un ensemble de vecteurs 
orthonormØs pour obtenir une base de n� (p.325). Un peu plus loin dans ce chapitre pour 
introduire la factorisation QR d�une matrice, l�aut eur dit explicitement qu�il a utilisØ à 
plusieurs reprises dans son ouvrage des concepts duaux (p. 334) : 

We study Householder matrices as generators of the orthogonal ones, all in 
view of general orthogonal matrix factorizations. 

Our early chapters were built on several twofold, or dual, concepts: 

A matrix A was defined by its entries ija , or as the representation 

of a linear transformation x Ax� . 

                                                 
13 Voir chapitre 3, § 1.1, « Erreur ! Source du renvoi introuvable. ». 
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The solvability and unique solvability of a linear system Ax b=  
were determined by row and by column properties of a REF14 of A . 

The product of two matrices was viewed as a linear replacement of 
the columns of the first factor or as the same for the rows of the 
second matrix factor. 

Here is another dual concept for matrices: that of an additive and a 
multiplicative generation of matrices.  

Nous n�explorerons pas davantage les chapitres suivants, consacrØs aux valeurs propres de 
matrices symØtriques et normales15, aux valeurs singuliŁres, et aux techniques numØriques de 
base en algŁbre linØaire, oø la dualitØ n�est pas prØsente, ou tout au moins pas de maniŁre 
aussi Øvidente que dans les chapitres prØcØdents. 

 

 

                                                 
14 REF : Row Echelon Form. 
15 Une matrice rØelle nnA  est normale si T TA A AA= . Une matrice complexe nnA  est normale si * *A A AA= .  
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Annexe 4.  Formule de quadrature pour un polynôme d e 
degrØ infØrieur à n 

Au chapitre 3, pour illustrer le fait que des notions de dualitØ pouvaient Œtre mises en 
fonctionnement à un niveau disponible (Robert 1998) , nous avons proposØ la tâche suivante : 

Montrer que, si I est un intervalle rØel, et que 1,..., nt t sont n points distincts, il existe n 

nombres 1,..., nm m tels que, pour tout polynôme p de degrØ infØrieur n, on peut Øcrire : 

1 1( ) ( ) ... ( )n nI
p t dt m p t m p t= + +
     (formule de quadrature). 

 

Pour mener à bien cette tâche, nous proposons la dØmonstration suivante, inspirØe de Lax 
(2007, p. 17-18) : 

DØsignons par X l�espace vectoriel des polynômes 2 1
0 1 2 1( ) ... n

np t a a t a t a t −
−= + + + +  de degrØ 

infØrieur à n. On a dim(X) = n. 

DØfinissons n fonctions if  ( 1,...,i n= ) par :             

( ) ( )
i

i i

f X

p f p p t

→
=

� . 

On vØrifie aisØment qu�il s�agit de formes linØaires dØfinies sur X, c�est-à-dire que les formes 
linØaires if  appartiennent au dual de X que nous noterons X� . 

Ces formes linØaires if  ( 1,...,i n= ) sont linØairement indØpendantes. En effet : 

Montrons que ( )
1

0 1,..., : 0
n

i i i
i

f i nα α
=

= � ∀ = =� . 

Or,  
1 1

1

0 : ( ) 0

: ( ) 0                                   (1)

n n

i i i i
i i

n

i i
i

f p X f p

p X p t

α α

α

= =

=

� �= ⇔ ∀ ∈ =� �
	 

� �⇔ ∀ ∈ =� �
	 


� �

�

 

DØfinissons maintenant le polynôme kq  tel que ( ) ( )k i
i k

q t t t
≠

= −∏ . Ce polynôme, de 

degrØ (n-1), appartient donc à X. Nous pouvons donc particulariser la relation (1) en 
prenant kp q= . Comme de par sa dØfinition, : ( ) 0k ii k q t∀ ≠ = , la relation (1) 

particularisØe à kq  donne : 

( ) 0k k kq tα =     (2)   

Or, toujours par la dØfinition de kq , ( ) 0k kq t ≠ . Par (2), on a donc que 0kα = . 

Comme ce raisonnement peut Œtre tenu pour tout [ ]1,...,k n∈ , on a bien que 

1,..., : 0ii n α∀ = = . 

On a donc n formes linØaires if  ( 1,...,i n= ) linØairement indØpendantes dans un espace de 

dimension de dimension n (car dim X�= dim X = n). Les formes linØaires if  ( 1,...,i n= ) 
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constituent donc une base de X� . Ainsi, tout ØlØment du dual peut s�Øcrire comme 
combinaison linØaire des if  ( 1,...,i n= ) : 

1

’ : :
n

i i i
i

f X m f m f
=

� �∀ ∈ ∃ ∈ =� �
	 


��    (3)   

Or, l�intØgrale, sur un intervalle I, d�un polynôme est une forme linØaire dØfinie sur X, et est 

donc un ØlØment du dual X� . On peut donc particulariser (3) en remplaçant f par  
I

dt
 	 . On a 

donc bien : 
1

1

1

:    : ( ) ( )      

( ) ( )      

( )     

n

i i i
i

n

i iI
i

n

i i
i

m p X f p m f p

p t dt m f p

m p t

=

=

=

∃ ∈ ∀ ∈ =

=

=

�

�


�
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Annexe 5.  Contexte de l�enseignement de la dualitØ à 
l�universitØ de Namur 

Cette annexe se compose de deux parties : 

1. Nous prØsentons dans un premier temps (§ 1) la table des matiŁres du polycopiØ qui sert 
de support au cours thØorique d�algŁbre linØaire en premiŁre annØe pour les sections 
mathØmatique et physique à l�universitØ de Namur (Belgique). Comme dans l�Annexe 3, 
afin d�avoir une vision d’ensemble de l’endroit d’introduction et/ou d’utilisation des thŁmes 
liØs à la dualitØ dans le domaine de l�algŁbre linØaire, nous avons ajoutØ à la table des 
matiŁres, des notations entre crochets ([ ]). Il s’agit des sujets et thŁmes que nous avons 
dØfinis pour le secteur dualitØ. Pour Øviter toute ambiguïtØ avec les composantes de la 
table des matiŁres elle-mŒme, ces notations sont en caractŁres gras et soulignØes. 

2. Dans un second temps (§ 2), nous prØsentons les pages de ce polycopiØ (Toint 2007) 
concernant la dualitØ. Ces pages proviennent du polycopiØ d�une Øtudiante inscrite en 
premiŁre annØe en mathØmatiques à l�universitØ de Namur en 2008-2009. Cette Øtudiante, 
en assistant au cours, complØtait les informations reprises dans le polycopiØ par les 
explications que le professeur donnait au cours thØorique. 

 

1. Table des matiŁres du livre de Toint (2007) 
 
Chapitre 1. Espaces vectoriels 

1.1. Quelques propriØtØs des ensembles et des fonctions 
1.2. Structures algØbriques 

1.2.1. Groupe 
1.2.2. Anneau 
1.2.3. Corps 
1.2.4. Espace vectoriel 
1.2.5. Exemples 

1.3. DØpendance linØaire et dimension 
1.3.1. Sommation 
1.3.2. DØpendance linØaire 
1.3.3. Bases et dimension 

1.4. Sous-espaces vectoriels 
1.4.1. Sous-espaces 
1.4.2. Dimension d�un sous-espace 
1.4.3. Somme directe 

 
Chapitre 2. Applications, transformations et formes linØaires 

2.1. Applications linØaires 
2.1.1. DØfinition 
2.1.2. Notions et propriØtØs d�isomorphisme d�espaces vectoriels 
2.1.3. Noyau et image d�une application linØaire 

2.2. Transformations linØaires 
2.3. Matrices et transformations linØaires 

2.3.1. Construction d�une matrice 
2.3.2. OpØrations sur les matrices 
2.3.3. Matrices et changement de base 
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2.4. Applications linØaires et matrices rectangulaires 
2.5. Formes linØaires [forme linØaire] 

2.5.1. Espace dual [forme linØaire] [dual] [crochets de dualitØ] [base duale]  
2.5.2. RØflexivitØ [dual] [bidual] 

2.6. Transformations linØaires et transposØes [dual] [formes linØaires] [application 
transposØe] [matrice tranposØe] 

Chapitre 3. DØterminants 
3.1. Permutations 

3.1.1. DØfinition et propriØtØs ØlØmentaires 
3.1.2. Cycles 
3.1.3. ParitØ 
3.1.4. Permutation fondamentale 

3.2. DØterminants 
3.2.1. DØfinition et multilinØaritØ 
3.2.2. Mineurs et cofacteurs 
3.2.3. Calcul des dØterminants 
3.2.4. DØterminant d�un produit de matrices 

3.3. Transformations linØaires et dØterminants 
3.3.1. Matrice inverse 
3.3.2. Similitude 

 
Chapitre 4. La multilinØaritØ 

4.1. PrØliminaires 
4.2. Le produit cartØsien 
4.3. Les formes multilinØaires 
4.4. Les k-formes [dual] [formes linØaires] 
4.5. k-formes symØtriques, antisymØtriques et alternØes  [dual] 
4.6. DØfinition du dØterminant 

 
Chapitre 5. Structure propre 

5.1. Valeurs propres et vecteurs propres 
5.1.1. DØfinition et invariance 
5.1.2. Polynôme caractØristique 

5.2. Forme canonique de Jordan 
5.2.1. DØfinition et construction 
5.2.2. InterprØtation gØomØtrique de la forme de Jordan 

5.3. Dominance diagonale et valeurs propres 
 
Chapitre 6. Espaces mØtriques et transformations unitaires 

6.1. Espaces mØtriques 
6.1.1. Produit scalaire et mØtrique 
6.1.2. OrthogonalitØ 
6.1.3. Relations de Bessel, Parseval et Schwarz 
6.1.4. Orthogonalisation de Gram-Schmidt 
6.1.5. ReprØsentation des formes linØaires [formes linØaires] [dual]  
6.1.6. Base conjuguØe [dual] [base duale] [crochet de dualitØ] 
6.1.7. Transformation adjointe, produit scalaire et crochet de dualitØ [formes 

linØaires] [dual] [crochet de dualitØ] [application transposØe] [matrice 
tranposØe] 
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6.1.8. Rang, noyau et image des applications linØaires adjointes [thØorŁme 
fondamental de l�algŁbre linØaire] 

6.2. Transformations unitaires 
6.2.1. Transformations unitaires et changement de coordonnØes orthogonales 
6.2.2. PropriØtØs ØlØmentaires des matrices unitaires 
6.2.3. RØflecteurs et rØduction à la forme triangulaire 
6.2.4. Diagonalisation des matrices unitaires 

 
Chapitre 7. Formes hermitiennes 

7.1. Transformations auto-adjointes 
7.1.1. DØfinition et matrice associØe 
7.1.2. Structure propre 
7.1.3. Quotient de Rayleigh 
7.1.4. PropriØtØs extrØmales des valeurs propres 

7.2. Classification des formes hermitiennes 
7.2.1. Congruence et inertie 
7.2.2. Matrices hermitiennes dØfinies positives 
7.2.3. Matrices semi-dØfinies positives 

7.3. Autres problŁmes hermitiens 
7.3.1. ProblŁme aux valeurs propres gØnØralisØ et birØduction 
7.3.2. Valeurs singuliŁres 

 
Chapitre 8. Normes matricielles : dØfinitions et propriØtØs ØlØmentaires 

8.1. Normes matricielles compatibles 
8.2. Quelques normes matricielles usuelles 
8.3. La trace d�une matrice 
8.4. PropriØtØs ØlØmentaires des normes matricielles 
8.5. Normes matricielles et matrices inverses 

 
Chapitre 9. Projections et inverse gØnØralisØ 

9.1. Projections 
9.1.1. Projections dans un espace vectoriel 
9.1.2. Projections orthogonales dans un espace mØtrique 

9.2. L�inverse gØnØralisØ 
 
Chapitre 10. SystŁmes d�Øquations linØaires 

10.1. SystŁmes carrØs 
10.1.1. RŁgle de Cramer 
10.1.2. Elimination de Gauss 
10.1.3. Factorisation triangulaire 
10.1.4. Permutations et pivotage 
10.1.5. Factorisation orthogonale 

10.2. ProblŁmes aux moindres carrØs 
10.2.1. Equations normales 
10.2.2. Orthogonalisation 
10.2.3. DØcomposition en valeurs singuliŁres 
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2. Pages du polycopiØ (Toint 2007) prØsentant la dualitØ 
Nous prØsentons ici l�extrait du polycopiØ du cours d�algŁbre linØaire (Toint 2007) annotØ par 
une Øtudiante. 
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Annexe 6.  Composantes de l�enquŒte sur la dualitØ 

Cette annexe comporte trois parties : 

1. le formulaire ayant servi de base pour les interviews individuelles semi-structurØes qui a 
permis d�Øclairer, pour seize Øtudiants, les rØponses au questionnaire « dØbutants » (voir 
chapitre 4, § 2.1). 

2. l�ØnoncØ du travail de groupe proposØ aux Øtudiants de mathØmatiques ayant rØpondu au 
questionnaire « dØbutants » (voir chapitre 4, § 2.2). 

3. le questionnaire à destination des Øtudiants de Master, appelØ questionnaire « master » 
(voir chapitre 4, § 2.3). 

 

1. Formulaire pour l�interview semi-structurØe suivant le 
questionnaire « dØbutants » (mai 2008) 

Questionnaire complØmentaire proposØ lors de l�interview d�Øtudiants ayant rØpondu au 
questionnaire « dØbutants » (mai 2008) 

 

1. Voulez-vous inscrire une signification particuliŁre lorsque vous Øcrivez un vecteur en 
colonne plutôt qu’en ligne? Y a-t-il des indications pour utiliser l’une ou l’autre notation? 

 

2. Combien de relations (plus prØcisØment combien d�ØgalitØs) ai-je lorsque j�Øcris : 
( ) , , 1,...,i j ijy x i j nδ= ∀ =  

 

3. Avez-vous remarquØ qu�il Øtait fait mention de la base duale dans la question oø il Øtait 
demandØ de trouver les coordonnØes d�un vecteur dans une base non canonique ? 
Si oui : 

1. Quelle a ØtØ votre rØflexion ? 
2. Vous Œtes-vous demandØ comment elle pouvait intervenir ? 
3. Pensez-vous maintenant que l�on peut se servir de la base duale pour rØpondre à 

la question ? 
4. Si vous avez changØ d�avis, quelle en a ØtØ la cause ? 

 

4. Concernant vos rØponses au questionnaire : cfr questionnaire personnel 
 

5. Voyez-vous un rapport entre la matrice transposØe et l�application transposØe ? 
 

6. Voyez-vous un lien entre l�application transposØe et des rØsultats du type : on peut passer 
des lignes aux colonnes (par exemple pour le calcul du dØterminant, du rang d�une 
matrice,�) 

 

7. Le travail de groupe a-t-il changØ les rØponses que vous apporteriez au questionnaire ? 
A-t-il changØ vos conceptions sur la dualitØ ? 
Pourquoi (le fait de travailler la matiŁre seul ? en groupe ? avec l�assistant au TG ? en 
classe de TD ?) 
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2. EnoncØ du travail de groupe proposØ aux Øtudiants ayant 
rØpondu au questionnaire « dØbutants » (mars 2008) 

 

1Łre BAC MathØmatique      FØvrier-Mars 2008 
 

Travail de groupe d�ALGEBRE 

La dualitØ 
M. De Vleeschouwer  Ph. Toint 

Quelques consignes�  

- Les rØponses aux questions doivent faire l�objet d�un rapport commun par groupe, 
clairement rØdigØ. 

- Le travail est distribuØ le mardi 12 fØvrier 2008 ; il doit Œtre remis avant le vendredi 14 
mars 2008 à 14h. 

- Chaque groupe doit consulter Martine De Vleeschouwer au minimum une fois entre le 
15 fØvrier et le 22 fØvrier inclus (une feuille sera affichØe sur la porte de son bureau 
(201 F) pour prendre rendez-vous). 
La semaine du 3 au 7 mars sera rØservØe à d�Øventuelles consultations 
complØmentaires. 

- AprŁs la remise du travail, une consultation obligatoire sera prØvue la semaine du 17 
mars afin d�Øvaluer la comprØhension de chaque membre du groupe. Il sera donc 
demandØ de prendre rendez-vous lors de la remise du rapport. 

- Les travaux seront rendus aux Øtudiants avec une note indicative globale le jeudi 27 
mars, le soin et l�orthographe interviendront dans cette note. L�originalitØ des 
exemples ou illustrations prØsentØes dans le travail sera Øgalement prise en compte. 

- Les connaissances acquises par ce travail font partie de la matiŁre à connaître pour les 
examens de premiŁre et seconde sessions. 

 
 
Des rØfØrences 

Pour ce travail, nous vous suggØrons de consulter : 
- Ph.L.Toint : « AlgŁbre » (syllabus pour les premiers baccalaurØats en Sciences 

MathØmatiques et Physiques, ØditØ par la Librairie des Sciences 2007-2008). 
- P.R.Halmos : « Finite-dimensional Vector Spaces », Undergraduate Texts in 

Mathematics, Springer-Verlag, New-York 1974. 
N�hØsitez pas à utiliser d�autres rØfØrences que celles proposØes. 
 
PrØsentation du travail 

Pour rØpondre aux questions ci-dessous, vous pouvez utiliser, à votre meilleure 
convenance, le langage mathØmatique formel, la langue française, des graphiques ou 
dessins, � 

1. ConsidØrons l�espace vectoriel � 4, construit sur le champ des rØels. 

a. Donner un exemple de forme linØaire dØfinie sur � 4. 
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b. Donner l�expression gØnØrale d�une forme linØaire dØfinie sur � 4. 

c. Soient 1 (1,2,0,4)x = , 2 (2,0, 1, 2)x = − , 3 (1,0,0, 1)x = − , 4 (2,0,0,3)x = ;  soit 

{ }1 2 3 4, , ,X x x x x= . L�ensemble X  constitue-t-il une base de � 4 ? Si oui, dØterminez-

en la base duale. 
d. Si l�ensemble { }1 2 3 4, , ,X x x x x=  dØfini ci-dessus est une base et que vous avez pu en 

calculer la base duale, quelles seraient les coordonnØes du vecteur (15,8,10,5)  dans 
la base X ?  Explicitez votre dØmarche. 

e. Soit la transformation linØaire  f : � 4 � � 4 telle que 

( , , , ) (2 ,2 , , 3 )f x y z t x t y z x y t z= − − − − − . 
Comment en dØfiniriez-vous la transformation transposØe ? 

2. ConsidØrons l�espace vectoriel 2 2x� , l�espace vectoriel des matrices 2 lignes, 2 colonnes, à 
coefficients rØels, construit sur le champ des rØels. 

a. Donner un exemple de forme linØaire dØfinie sur 2 2x� . 
b. Donner l�expression gØnØrale d�une forme linØaire dØfinie sur 2 2x� . 

c. Soient 1

1 0

2 4
M

� �
= � �

	 

, 2

2 1

0 2
M

−� �
= � �

	 

, 3

1 0

0 1
M

� �
= � �−	 


, 4

2 0

0 3
M

� �
= � �

	 

 ;    

soit { }1 2 3 4, , ,X M M M M= . L�ensemble X  constitue-t-il une base de 2 2x� ?  Si oui, 

dØterminez-en la base duale. 
d. Si l�ensemble { }1 2 3 4, , ,X M M M M=  dØfini ci-dessus est une base et que vous 

avez pu en calculer la base duale, quelles seraient les coordonnØes de la matrice 
30 20

16 10

� �
� �
	 


 dans la base X  ? Explicitez votre dØmarche. 

e. Soit la transformation linØaire 2 2 2 2: x xf →� �  telle que 
2

2 3

a c a d a b d
f

b d b c c

− − −� � � �
=� � � �− −	 
 	 


.  

Comment en dØfiniriez-vous la transformation transposØe ? 

3. A votre avis, y a-t-il un lien entre les questions 1. et 2. ci-dessus ? Si oui, lequel ? 
DØtaillez votre rØponse. 

4. ConsidØrons un espace vectoriel E de dimension finie construit sur le champ K. Si vous 
deviez vous adresser à un Øtudiant n�ayant que des notions ØlØmentaires en algŁbre 
linØaire, 

a. Comment dØfiniriez-vous une forme linØaire sur E ? 
b. Comment dØfiniriez-vous le dual de E ? 
c. Comment feriez-vous pour donner l�expression gØnØrale d�une forme linØaire sur 

E ? 
d. Soit { }1 2 3 4, , ,X x x x x=  une base de E. Comment dØfiniriez-vous une base duale de 

X ? Peut-il y en avoir plusieurs ? 
e. Si l�on dispose d�une base X de E et de la base duale dans E� , comment feriez-vous 

pour calculer les coordonnØes d�un vecteur de E dans la base X ? Explicitez votre 
dØmarche. 

f. Soit f une transformation linØaire dØfinie sur E. Comment dØfiniriez-vous la 
transformation transposØe f t ? Pourriez-vous expliquer, sous forme de schØma ou 
autrement ce que reprØsente la transformation transposØe ? 
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g. Peut-on affirmer que (f t) t = f ? Si non pourquoi ? Si oui, qu�est-ce qui vous permet 
de l�affirmer ? 

h. Soit S = {s1, s2, �, sp } un ensemble de vecteurs de E. 
ConsidØrons  l�ensemble F dØfini par : 

{ :  telle que (  linØaire) et ( : ( ) 0)}i iF f E K f s S f s= → ∀ ∈ =  
On montre aisØment que l�ensemble F est un sous-espace vectoriel. Mais de quel 
espace vectoriel est-il sous-espace ? Essayer de dØtailler le raisonnement que vous 
suivez pour rØpondre à cette question. 

5. A quoi, selon vous, peut servir le dual ? Dans quelles circonstances intervient-il ? 

6. Choisissez 3 exemples d�espaces vectoriels, diffØrents de ceux qui sont prØsentØs dans les 
ØnoncØs ci-dessus.  
Pour chacun d�eux, donnez un exemple de forme linØaire dØfinie sur ces espaces et un 
exemple d�application qui ne soit pas une forme linØaire en expliquant chaque fois 
pourquoi. 

7. Construisez un ØnoncØ semblable16 à celui de la question 2. pour un espace vectoriel  que 
vous choisirez diffØrent de ceux dØjà prØsentØs ou produits lors des ØnoncØs ci-dessus. 
RØsolvez ensuite l�ØnoncØ ainsi construit. 
 
 
 

 
BON TRAVAIL ! 

 

                                                 
16 Par ØnoncØ semblable, on entend un ØnoncØ reprenant le mŒme type de questions. 
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3. Questionnaire proposØ aux Øtudiants de Master 1 et 2 en 
mathØmatique (mars 2009) 

NOM : ������������..     Mars 2009 

PrØnom : ������������  

Master 1 / Master 2 MathØmatique 

 

Questionnaire à destination des Øtudiants de premiŁre et deuxiŁme Master en 
mathØmatique 

 
1. Un ØlŁve de 1Łre annØe n�a pas bien compris les notions reprises dans le tableau ci-dessous. 

Pour chacune de ces notions, pourriez-vous :  
a. situer le contexte ou le cours oø ces notions ont ØtØ rencontrØes et/ou utilisØes ? 
b. Øcrire ce que vous diriez au jeune Øtudiant pour qu�il puisse comprendre ces 

notions ?  
 

Notions 

Contexte ou 
cours oø la 
notion a ØtØ 

rencontrØe et/ou 
utilisØe 

Comment expliqueriez-vous la notion au jeune 
Øtudiant ? 

Base   

Forme linØaire   

Dual   

Base duale   

 

2. Aviez-vous dØjà rencontrØ la notion de matrice transposØe dans l�enseignement 
secondaire ? Si oui, vous rappelez-vous dans quel contexte ? 
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3. Un ØlŁve de 1Łre annØe vient vous voir en disant qu�il n�a pas bien compris le lien entre 
application transposØe et matrice transposØe. Que lui rØpondriez-vous ? 

 

4. A quoi, selon vous, peut servir une application transposØe ? Dans quelles circonstances 
intervient-elle ? 

 

5. Comment dØfiniriez-vous le dual de l�espace vectoriel 4� ?  
 

6. Donnez, si possible, (1) une base de 4� , (2) une base de son dual, (3) une application 
linØaire dØfinie sur 4� et (4) la transposØe de cette application. 
Si cela ne vous est pas possible, pourriez-vous expliquer pourquoi ? 

 

7. Dans un espace de votre choix (qui ne soit cependant pas de type n�  ou n� ), donner une 
base et sa base duale, une application linØaire (dØfinie sur l�espace que vous avez choisi) 
et sa transposØe.  
S�il ne vous est pas possible de donner un de ces objets, pourriez-vous expliquer 
pourquoi ? 
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Annexe 7.  Formulation de proposition pour l�introduction 
de l�application transposØe 

Nous prØsentons ici une proposition de situation d�introduction de l�application transposØe 
dans diffØrents cadres (Douady 1986) et registres (Duval 1995). 

Comme suggØrØ au chapitre 5, § 1.2.f), on suppose que le cadre matriciel a ØtØ utilisØ, 
dans un premier temps, pour susciter la curiositØ intellectuelle des Øtudiants (Harel 2000) et 
pour installer une dialectique ancien-nouveau (Assude & Gelis 2002). Pour rappel, il s�agit de 
se demander, une fois des bases A et B fixØes respectivement dans un espace vectoriel E et F, 
quel est le rapport existant entre une application linØaire f allant de E vers F, reprØsentØe par 

la matrice M ( [ ]B

A
M f= ), et l�application linØaire g (qui n�est autre que tf �) reprØsentØe par 

la transposØe de la matrice M (qui ne diffŁre que par la forme de la matrice M !). 

Nous nous tournons donc ensuite vers le cadre des systŁmes d�Øquations linØaires qui 
introduira le cadre formel. 

Nous prØsentons le cas particulier d�une transformation linØaire de 4�  (application 
linØaire de 4�  vers lui-mŒme). Nous prØfØrons choisir un nombre d�Øquations diffØrent de la 
dimension de l�espace vectoriel considØrØ ( 4� ), afin d�Øviter un amalgame malheureux entre 
ces deux nombres. Nous nous distançons donc de la r ØfØrence historique qui considØrait des 
systŁmes carrØs (comportant mŒme nombre d�Øquations que d�inconnues). De plus, nous 
supposons que le lien entre un systŁme d�Øquations linØaires et les formes linØaires a ØtØ 
prØsentØ : 

( )
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2 1

 

1 1 2 2

... 0 ( ) 0

... 0 ( ) 0 ,...,              
        oø  

( )  , 1

... 0 ( ) 0

n n

n n n

n
i

m m mn n m

a x a x a x x

a x a x a x x x x x

i m

a x a x a x x

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

+ + + = =� �
� �+ + + = = =� �↔� � ∈ ≤ ≤� �
� �+ + + = =� �

� � � �
 

Figure 7.I : Relation entre systŁme d’Øquations linØaires et formes linØaires 
 

Prenons le cas particulier du systŁme de trois Øquations linØaires à quatre inconnues donnØ à 
la Figure 7.II : 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 4 7

2 10

4 5

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =�
� − + + + =�
� − − − =�

 

Figure 7.II : Ecriture explicite d’un systŁme d’Øquations linØaires 
 

Nous savons que nous pouvons l�Øcrire sous la forme (voir Figure 7.I) : 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 5 4 7

2 10

4 5

x x x x

x x x x

x x x x

+ − + =�
� − + + + =�
� − − − =�

 ↔  
1 4

 
2 4

1 2 3 4
3

( ) 7
oø ( )

( ) 10         
( , , , )

( ) 5

i

x

x
x x x x x

x

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

=�
∈� =� = ∈� =�

�
�

� ����������������������
 



 

76 

  

4
1 2 3 4 1 1 2 3 4 1 2 3 4

2 1 2 3 4 1 2 3 4

3 1 2 3 4 1 2 3 4

oø ( , , , ) : ( , , , ) 2 3 5 4

( , , , ) 2

( , , , ) 4

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x x x x x

ϕ
ϕ
ϕ

∀ ∈ = + − +
= − + + +
= − − −

�
 

ConsidØrons aussi une transformation linØaire f, transformant 4� en lui-mŒme ; par exemple f  
telle que 1 2 3 4 1 2 3 4 1 4 2 3 1 2 4 3( , , , ) ( , , , ) (2 , 2 , , 3 )x x x x f x x x x x x x x x x x x= − − − − −� .   

Si maintenant, à la place de considØrer  ( )i xϕ , nous considØrons  ( ( ))i f xϕ , nous 

obtenons un autre systŁme d�Øquations linØaires auquel nous allons maintenant nous 
intØresser : 

4
1  

4
2 1 2 3 4

4 4
3

( ( )) 7 ( )

( ( )) 10        ( , , , )

( ( )) 5 :                

if x oø

f x x x x x x

f x f

ϕ ϕ
ϕ
ϕ

= ∈�
� = = ∈�
� = →�

�
�

� �

� ����������������������
 

Figure 7.III : SystŁme linØaire considØrØ dans notre dØveloppement 
 

Si nous souhaitons Øcrire de maniŁre explicite ce systŁme d�Øquations linØaires, nous pouvons 
bien entendu Øvaluer chaque  iϕ en  f(x), pour tout 4

1 2 3 4( , , , )x x x x x= ∈� , et ensuite rØØcrire 

les expressions obtenues en mettant en Øvidence chaque composante de x. Ainsi, pour obtenir 

1( ( ))f xϕ , nous devrions effectuer les opØrations suivantes :  

1 1 2 3 4 1 1 4 2 3 1 2 4 3

1 4 2 3 1 2 4 3

1 2 3 4

1 2 3 4

( ( , , , )) (2 , 2 , , 3 )                  

2(2 ) 3(2 ) 5( ) 4( 3 )

(4 5) (6 5) ( 3 12) ( 2 5)         

11 15 3                                

f x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

x x x x

ϕ ϕ= − − − − −
= − + − − − − + −
= − + + + − − + − +
= − + − +              

 

Figure 7.IV : Calcul de 1( ( ))f xϕ  en tant que composition de fonctions 

 

L�opØration que nous venons de faire se reprØsente schØmatiquement par la situation 
suivante : 
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Figure 7.V : ReprØsentation schØmatique de la composition de f et  iϕ  

 

Et qui, analytiquement, se conçoit comme la composi tion de deux applications linØaires, 
mŒme si elles sont de natures diffØrentes : une transformation linØaire et une forme linØaire : 

4
 :i fϕ →� � � . On montre facilement que la composition de deux applications linØaires est 

une application linØaire. Comme  i fϕ �  va de 4� dans � , il s�agit d�une forme linØaire, que 

nous pouvons noter  ,i fϕ  en raison de l�influence de f (pour une transformation linØaire f 

donnØe, à toute forme linØaire  iϕ  est associØe une forme linØaire  ,i fϕ  particuliŁre). On peut 

donc complØter la Figure 7.V de façon à obtenir le schØma suivant : 
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Figure 7.VI : Introduction des formes linØaires  ,i fϕ  

 

Replaçons-nous maintenant dans le cadre des systŁmes d�Øquations linØaires. On conçoit alors 
qu�à la place de calculer 1 2 3 4 ( ( , , , ))i f x x x xϕ  comme Øtant la composition de  iϕ  et f (voir 

Figure 7.IV), on se propose de calculer  , 1 2 3 4( , , , )i f x x x xϕ  qui lui est Øquivalent (voir Figure 

7.VI). C�est-à-dire que l�on propose de transformer  directement la forme linØaire  iϕ  de 

maniŁre à obtenir la forme linØaire  ,i fϕ . Autrement dit, on se propose de transformer 

directement le membre de gauche intervenant dans l�Øquation i du systŁme linØaire 
initialement considØrØ (Figure 7.II). On considŁre donc une transformation du dual de 4� , 
que nous nommons tf , qui à chaque  iϕ  de 4 ’( )�  associe  ,i fϕ . C�est ce que reprØsente 

schØmatiquement la Figure 7.VII : 
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Figure 7.VII : DØfinition (sous forme de schØma) de l’application transposØe de f 

 

Il nous reste donc à dØfinir analytiquement la transformation linØaire tf  : 

4 ’ 4 ’:tf →� �  telle que 4 ’ :iϕ∀ ∈� 4 :x∀ ∈ � [ ] 4 4  ’4 4  ’  , ( ) ( ),t
i ix f f xϕ ϕ

××
� � =� � � �� �

 

oø l�on peut dØtailler analytiquement chaque forme linØaire  iϕ  de 4 ’�  par : 

4 :iϕ →� �  oø 4 4  ’
4

1 2 3 4  1 2 3 4( , , , ) :[ , ]ix x x x x x ax bx cx dxϕ
×

∀ = ∈ = + + +
� �

�  (3) 

Si nous particularisons à la transformation  f considØrØe dans notre raisonnement : 

 f  telle que 4
1 2 3 4 1 4 2 3 1 2 4 3( , , , ) : ( ) (2 ,2 , , 3 )x x x x x f x x x x x x x x x∀ = ∈ = − − − − −� , on obtient 

alors :  

[ ] 4 4  ’4 4  ’  

1 4 2 3 1 2 4 3

1 2 3 4

, ( ) ( ),                                                       

(2 ) (2 ) ( ) ( 3 )

(2 ) (2 ) ( 3 ) ( )    

t
i ix f f x

a x x b x x c x x x d x

a c x b c x b d x a c x

ϕ ϕ
××

� � =� �
= − + − + − − + −
= + + − + − − + − −

� �� �

 

oø , , ,a b c d  sont dØfinis dans (3). 

Autrement dit, nous pouvons à prØsent obtenir le membre de gauche de chaque Øquation du 

systŁme prØsentØ à la Figure 7.III, [ ]
.

  ( ( )) ( ),
not

i if x f xϕ ϕ= , en calculant directement 
.

  , ( ) ( ( ))( )
not

t t
i ix f f xϕ ϕ� � =� �  qui lui est Øgal par dØfinition de l�application transposØe tf . Dit 

encore autrement, à la place de transformer les ix  par l�application f, on transforme les 

Øquations par l�application tf .  
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En particularisant à la premiŁre Øquation du systŁme considØrØ (Figure 7.III), et en nous 
rappelant que 4

1 2 3 4( , , , ) :x x x x x∀ = ∈ � 4 4  ’ 1 1 2 3 4[ , ] 2 3 5 4x x x x xϕ
×

= + − +
� �

 on obtient alors : 

 

dØf. de 

1 1 2 3 4 1 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

( ( , , , )) ( ( ))( , , , )                                                            

(2.2 ( 5)) (2.3 ( 5) ( 3 3(4)) ( 2 ( 5))

11 15 3                        

tf
tf x x x x f x x x x

x x x x

x x x x

ϕ ϕ=
= + − + − − + − − + − − −
= − + − +                                    

 

Figure 7.VIII : Calcul de 1( ( ))f xϕ  par la transposØe de f 

 

En comparant avec la premiŁre technique de calcul utilisØe (voir Figure 7.IV), on se rend 
effectivement compte que ce sont directement les coefficients des membres de gauche des 
Øquations qui sont manipulØs dans la derniŁre technique prØsentØe, utilisant la transposØe 
(Figure 7.VIII), et non plus les composantes de la variable x de 4� . 

 

 

Une fois la transposØe d�une transformation linØaire ainsi introduite, on peut, si on le 
souhaite, facilement gØnØraliser à la transposØe d�une application linØaire (en ne considØrant 
plus que le cadre formel, en registre analytique ou schØmatique). 

On peut aussi reprendre la problØmatique proposØe en introduction dans le cadre 
matriciel pour dØvelopper ensuite des propriØtØs concernant la transposØe d�une application 
linØaire (matrice la reprØsentant,�). 

 

 

En introduisant la transposØe de la sorte, nous nous sommes donc servie des cadres des 
matrices et des systŁmes d�Øquations linØaires, pour les cadres contextualisØs, et du cadre 
formel, abordØ par les registres analytique et schØmatique. Nous pensons que la diversitØ des 
cadres et des registres est nØcessaire à la comprØhension du concept de transposØe. 
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Annexe 8.  DØroulement gØnØral des dispositifs mis en 
place à Namur en 2008-2009 

 

En rØfØrence au chapitre 5, § 3.1, le Tableau 8.I prØsente un aperçu gØnØral du dØroulement de 
l�enseignement de l�algŁbre linØaire en premiŁre annØe de mathØmatique ou de physique à 
l�universitØ de Namur lors de l�annØe acadØmique 2008-2009. Nous n�avons repris le dØtail 
que pour les mois d�octobre, novembre et dØbut dØcembre car il s�agit de la pØriode concernØe 
par l�enseignement de la dualitØ. Une colonne est dØdiØe aux mathØmaticiens, et une autre aux 
physiciens. Lorsqu�une sØance est commune aux deux sections, les colonnes sont regroupØes 
en une seule dans le tableau. Les sØances concernent soit des cours thØoriques (« CTh » et en 
grisØ foncØ dans le tableau), des travaux dirigØs (« TD » et en grisØ moyen dans le tableau), ou 
des sØances tremplin (« Tr » et en grisØ clair dans le tableau). La durØe des sØances est 
Øgalement reprise entre parenthŁses. Les sØances spØcifiquement concernØes par 
l�enseignement de la dualitØ (en tant qu�objet) sont indiquØes en gras dans le tableau. 

 

 

Dates MathØmaticiens Physiciens 

CTh : Chap.1 -> Sous-espaces engendrØs par un ensemble de vecteurs (Span) Au 30 sept. 2008  

TD :  « Structures algØbriques » TD :  « Structures algØbriques » 

Jeu 2 oct. 2008 

 
 

Tr (2h) : correspondances et structures 
algØbriques. 

Ven 3 oct. 2008 Tr (1h) : lin. dØpendant, lin. indØpendant, combinaisons linØaires. 

Ven 3 oct. 2008 Dispositif d�enseignement « Les 
espaces vectoriels » : distribution 
du travail de groupe. 

 

Lun 6 oct. 2008 Tr (30min) : sous-espaces engendrØs 
par un ensemble de vecteurs (Span) 

 

Mar 7 oct. 2008 CTh (1h30) : Fin Chap.1 + Chap.2 -> section 2.1 appl. LinØaires 

Mer 8 oct. 2008 Tr (1h) : mettre un sous-espace 
vectoriel de  IR   4 (donnØ avec des 
Øquations) sous forme de Span + 

illustration d�application linØaire de 
IR   4 vers  IR   3, ker f et Im f 

 

Lun 13 oct. 2008 TD (1h30) : Les sous-espaces 
vectoriels.  

 

Mar 14 oct. 2008 
 

TD (1h) : dØpendance linØaire et 
dimension. DØbut des sous-espaces 
vectoriels (pas encore les Spans) 
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Dates MathØmaticiens Physiciens 

Mer 15 oct. 2008 Tr (1h) : somme directe + 
dØmonstrations du thm 2.3 « Tout 
espace vectoriel  de dim finie 
construit sur le champ K est 
isomorphe à K n » et du thm. 
2.6 « Le complØmentaire du noyau 
d�une application linØaire f est 
isomorphe à l�image de f » 

Tr (1h) : mettre un sous-espace vectoriel 
de IR   4 (donnØ avec des Øquations) sous 
forme de Span  + 

Notion de ker f et Im f. 

 

Ven 17 oct. 2008 

 

Tr (1h) : calcul du noyau d�une application 
linØaire de IR   4 vers  IR   3. Explication de 
somme directe et d�isomorphisme + 
dØmonstration du thm 2.3 

Lun 20 oct. 2008 TD (1h30) : fin des exercices sur 
sous-espaces vectoriels et dimension 

 

Mar 21 oct. 2008 CTh (1h30) : Chapitre2 (suite) : Transformations linØaires ; Matrices et 
transformations linØaires.  

Mar 21 oct. 2008 
 

TD (1h) : Sous-espaces vectoriels, Span et 
dimensions 

Mer 22 oct. 2008 
 

Tr (1h) : Dispositif d�enseignement 
« Applications », question 1. 

Ven 24 oct. 2008 Tr (1h) : questions-rØponses sur le 
chapitre 1. 

 

Lun 27 oct. 2008 TD (1h30) : Applications linØaires 
(noyau, image, calcul de f 3) + 
 rappels sur la construction des 
matrices. 

 

Mar 28 oct. 2008 CTh (1h30) : Chapitre2 (suite) : Applications linØaires et matrices rectangulaires ; 
Formes linØaires (espace dual, mais pas encore rØflexivitØ). 

Mar 28 oct. 2008 

 

TD (1h) : fin des dimensions et sous-
espaces vectoriels. A prØparer par les 
Øtudiants : Ker et Image (sans avoir vu les 
rappels en TD). 

Mer 29 oct. 2008 Tr (1h) : Dispositif d�enseignement « Qu�est-ce qu� une matrice ? » + 
correction du test de Novembre 2007, Q3. 3 et 4 (à prØparer par les Øtudiants). 

Ven 31 oct. 2008 Tr (25 min) : Correction du test de Novembre 2007, Q2.2 (les Øtudiants doivent 
travailler les questions avant de venir en sØance). 

Ven 31 oct. 2008 
 

Tr (30 min) : Dispositif d�enseignement 
« Applications » : fin (questions 2, 3 et 
4). 
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Dates MathØmaticiens Physiciens 

Lun 3 nov. 2008 TD (1h30) : suite des rappels sur les 
matrices (y compris changement de 
base) + ex. sur construction de 
matrice et calcul de f(v) à partir de la 
matrice. 

 

Mar 4 nov. 2008 

 

TD (1h supplØmentaire) : Rappels sur 
appl. linØaires, surj., inj. Ker et Image + 
exercices sur Ker, Im f et f 2 + dØbut de 
rappels sur la construction de matrices. 

Mar 4 nov. 2008 

 

TD (1h) : suite des rappels sur les matrices 
(y compris changement de base) + ex. sur 
construction de matrice et calcul de f(v) à 
partir de la matrice. 

Mer 5 nov. 2008 

 

Tr (1h) : Dispositif d�enseignement 
« Formes linØaires et dual » : activitØ 
sur les niveaux macro-micro pour 
introduire les formes linØaires et le dual. 

Ven 7 nov. 2008 Tr (1h) :  Dispositif 
d�enseignement « Formes linØaires 
et dual » : activitØ sur les niveaux 
macro-micro pour introduire les 
formes linØaires et le dual. 

 

Semaine de tests (Øvaluation formative) pour les Øtudiants de premiŁre annØe 

Lun 17 nov. 2008 TD (1h30) : exercices sur les 
changements de base + ex: à partir 
d�une matrice, trouver la dØfinition 
et les propriØtØs de f (inj., surj.,�) 

 

Mar 18 nov. 2008 CTh (1h30) : Chapitre 2 suite : thØorŁme de rØflexivitØ ; transformations 
linØaires et transposØes. Chapitre 3 : DØterminants :3.1 : les permutations 

Mar 18 nov. 2008 

 

TD (1h) : ex : matrices et changement de 
base + explication de l�ex : à partir d�une 
matrice, trouver la dØfinition et les 
propriØtØs de f (inj., surj.,�) 

Mer 19 nov. 2008 Tr (1h) : Illustration « Primal, dual, bidual » : illustrations de ces notions (en 

prenant comme espaces vectoriels particuliers 3� , ����6, ��������2x3)  

Lun 24 nov. 2008 TD (2h) : fin du dernier ex. sur les 
matrices + rappels sur formes 
linØaires et dual ; bases duales et 
matrices : exercices de calcul de 
base duale et exercice thØorique 
pour obtenir l�expression gØnØrale 
d�une forme linØaire (FL) 
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Dates MathØmaticiens Physiciens 

Mar 25 nov. 2008 

 

TD (1h) : correction des exercices sur les 
matrices ; rappels sur formes linØaires et 
dual ; expliquer comment calculer base 
duale. Ex : calcul d�une base duale + 
exercice thØorique sur l�expression 
gØnØrale d�une forme linØaire (FL) 

Mer 26 nov. 2008 Pas de tremplin algŁbre car correction des tests d�autres cours + sØminaire de 
mØthodologie  sur l�organisation de l�Øtude et de la session d�examens. 

Lun 1 dØc. 2008 TD (2h) : ex. sur l�expression de 
y(x) oø les coord. de la FL y sont 
donnØes (changement de base par 
rapport au dual) + Montrer 
qu�une forme linØaire appartient 
au bidual et trouver son 
correspondant dans le primal. 
Rappel sur la transposØe + 
exercice de calcul de transposØe 
par la dØfinition (à faire à 
domicile : calcul f t par la matrice) 
+ ex : Øtant donnØe une FL, 
montrer qu�elle appartient au 
dual, montrer que deux FL sont 
LI, calculer Span et Dim, vØrifier 
des lois sur l�espace dual 

 

Mardi 2 dØc. 2008 CTh (1h30) : Chapitre 3 (suite) : suite de 3.1 + 3.2 : dØterminants 

Mar 2 dØc. 2008 

 

TD (1h) : ex. sur l�expression de y(x) oø 
les coord. de la FL  y sont donnØes 
(changement de base par rapport au 
dual) + montrer qu�une F.L. appartient 
au bidual et trouver son correspondant 
dans le primal. Rappel sur la transp. 

Mer 3 dØc. 2008 Tr (1h) : correction du test de novembre (49 Øtudiants) 

Ven 5 dØc. 2008 

 

Tr (1h) : Explication du Thm « toute 
permutation est un produit de cycles 
disjoints 2 à 2 » + exercice 
complØmentaire sur les changements de 
base. 

Lun 8 dØc. 2008 TD (1h30) : chap3 : rappels sur les 
dØterminants. Exercices associØs. 

 

Mar 9 dØc. 2008 CTh (1h30) : Chapitre 3 (suite) 

Mar 9 dØc. 2008 

 

TD (1h) : Rappels sur la transposØe ; 
calcul de f t de 2 façons ; rappels sur les 
dØterminants. 
(Pour certains « volontaires » : 30 min. 
de + : ex. suppl. sur base duale, transp.) 

Tableau 8.I : PrØsentation gØnØrale du planning d’algŁbre linØaire concernØ par la dualitØ en 2008-2009 
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Annexe 9.  Proposition d�illustration des notions d�espace 
vectoriel primal, dual, bidual 

En rØfØrence au chapitre 5, nous prØsentons ici un enseignement qui a pour but d�illustrer la 
notion d�espace vectoriel primal, dual et bidual en utilisant un rØpertoire d�exemples des 
espaces vectoriels. Cette prØsentation a Øgalement pour but d�illustrer le thØorŁme de 
rØflexivitØ, en explicitant les objets intervenant dans celui-ci, et ce, dans diffØrents cadres 
(Douady 1986). 

MØthodologie 
L�activitØ proposØe ici a ØtØ mise en place dans le cadre de l�opØration tremplin conjointement 
pour les Øtudiants de mathØmatique et physique. Une sØance tremplin commune (une heure) 
pour les deux sections a ØtØ organisØe à cette fin (19 novembre 2008 ; 9 dØcembre 2009). Pour 
cette activitØ, il est recommandØ que la classe (ou auditoire) soit munie d�un grand tableau 
afin que ce dernier puisse Œtre sØparØ en trois parties : une premiŁre partie consacrØe à 
l�espace primal, une deuxiŁme à l�espace dual et un e troisiŁme au bidual. Le fait de pouvoir 
afficher sur un seul tableau ces trois parties permettra d�illustrer plus aisØment le thØorŁme de 
rØflexivitØ dans lequel intervient des ØlØments de ces trois espaces.  

L�illustration que nous proposons prend place aprŁs que le dispositif « Formes 
linØaires et dual » ait ØtØ mis en �uvre. Les Øtudiants qui y participent ont dØjà vu au cours 
thØorique le premier chapitre sur les espaces vectoriels et le deuxiŁme chapitre sur les 
applications, transformations et formes linØaires. Le chapitre 3 sur les dØterminants avait dØjà 
ØtØ abordØ. Cependant, il n�y a pas encore eu de travaux dirigØs concernant la dualitØ. Un 
rØpertoire minimum d�exemples d�espaces vectoriels est requis afin de pouvoir illustrer dans 
diffØrents cadres les notions impliquØes dans cette activitØ. La notation des crochets de dualitØ 
a ØtØ introduite. 

PrØsentation et analyse a priori 
Nous avons expliquØ dans la mØthodologie que le tableau de la salle de cours sera partagØ en 
trois parties. Nous prØsentons à la fin de cette Annexe 9 une proposition de tableau qui peut 
rØsulter de l�activitØ « Primal, dual et bidual » que nous dØtaillons maintenant. 

Dans un premier temps, nous proposons d�illustrer en parallŁle la notion d�espace 
vectoriel primal, dual et bidual. Dans un deuxiŁme temps, nous illustrerons, sur base de ce qui 
aura dØjà ØtØ prØsentØ, le thØorŁme de rØflexivitØ. 

Illustration des notions de primal, dual et bidual 
Un rappel des notions concernØes par cet enseignement est d�abord prØsentØ dans le cadre 
gØnØrique. Ainsi, au dØbut de l�activitØ, le tableau de la salle de cours ressemble au tableau 
prØsentØ à la Figure 9.I, oø les notions de primal, dual et bidual ont ØtØ resituØes. 
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Figure 9.I : PrØsentation initiale du tableau dans l�illustration "Primal, dual, bidual" 

 

 Nous proposons ensuite de prØsenter les notions considØrØes dans au moins trois cadres 
contextualisØs, c�est-à-dire diffØrents du cadre gØnØrique, dont un seul cadre algØbrique 
( n� , n� ) ou gØomØtrique ( 2� ou 3� ). En effet, la variØtØ des cadres est recommandØe pour la 
comprØhension d�une notion (Douady 1986), et il est important de montrer le caractŁre 
unificateur des notions d�algŁbre linØaire sur une diversitØ d�espaces non habituellement 
considØrØs par les Øtudiants. Un cadre gØomØtrique, plus familier aux Øtudiants ou un cadre 
algØbrique, qui en constitue une premiŁre gØnØralisation, permet d�exprimer les ØlØments des 
espaces vectoriels (« vecteurs ») sous forme de n-uplet, sans autre symbole supplØmentaire 
que des parenthŁses ou des virgules par rapport aux composantes. De plus, si on veut indicer 
ces ØlØments, un seul indice est suffisant (contrairement aux notations usuelles des matrices 
par exemple). 

En octobre 2008, nous avions par exemple exhibØ les espaces vectoriels 3� , �6 
(espace vectoriel des fonctions polynomiales de degrØ maximum 6, construit sur le corps des 
rØels), et  ��2x3 (espace vectoriel des matrices rØelles rectangulaires à 2 lignes et 3 colonnes), 
chaque fois construits sur le champ des rØels. 

Illustration de la notion d�espace vectoriel (primal) 

On propose d�inscrire, sur des lignes sØparØes, ces trois espaces dans la colonne 
correspondant à l�espace vectoriel primal (premiŁre  colonne) et pour chacun de ces espaces, 
de prØsenter un « vecteur » (c�est-à-dire un ØlØment de l�espace vectoriel) gØnØrique et un ou 
deux « vecteurs » particuliers. Par exemple, pour ��2x3, on prØsentera respectivement  

11 12 13

21 22 23

a a a
x

a a a

� �
= � �

	 

 et 1

14 1 5

3
2 0

2

x
− −� �

� �= � �
	 


 par exemple. En agissant de la sorte, les 

composantes des vecteurs sont mises en Øvidence, sous un aspect plus formel d�abord, et 
particulier (ou calculatoire) ensuite. Cette mise en Øvidence est importante : tout d�abord, afin 
de concrØtiser plus avant le vecteur en question ; ensuite, afin de pouvoir expliciter (par aprŁs) 
des formes linØaires (ØlØments du dual) dØfinies sur l�ensemble de ces vecteurs.  
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Illustration du dual 

L�activitØ « Primal, dual et bidual » se poursuit ensuite : pour chacun des espaces vectoriels 
choisis, nous considØrons maintenant son dual, en complØtant maintenant la deuxiŁme 
colonne du tableau. Comme cela a ØtØ fait pour l�espace primal, pour chacun des espaces 
duaux considØrØs, sont donnØs un « vecteur » (c�est-à-dire ici une forme linØaire) gØnØrique et 
un « vecteur » (forme linØaire) particulier. 

Ainsi par exemple une forme linØaire du dual de l�espace vectoriel ��2x3 pourra 
s�Øcrire de maniŁre gØnØrique 

2 3 2 3

2 3

.

( )’

:                                      

( ) [ , ] [ , ]
not

y

x y x x y x y
× ×

×

×

→

= =

�

� � �

� .  

Et, en se rappelant que tout x de ��2x3 peut s�Øcrire 11 12 13

21 22 23

a a a
x

a a a

� �
= � �

	 

, on peut spØcifier 

davantage l�expression 
.

( ) [ , ]
not

y x x y=  : 1 11 2 12 3 13 4 21 5 22 6 23[ , ]x y a a a a a aα α α α α α= + + + + + . 

Si maintenant nous souhaitons exhiber une forme linØaire particuliŁre, que nous noterons 1y , 

nous devons particulariser l�expression de 
.

1 1( ) [ , ]
not

y x x y= , en donnant des valeurs spØcifiques 

aux diffØrents iα . Par exemple, en prenant 1

3

7
α = − , 2 7α = − , 3 5 0α α= = , 4 8α = , 

6 5α = − , on obtient :  

1 11 12 21 23

3
[ , ] 7 8 5

7
x y a a a a= − − + − ,  oø  11 12 13

2 3 1 2 3
21 22 23

   et   ( ) ’
a a a

x y
a a a × ×

� �
= ∈ ∈� �

	 

� � . 

Comme cela Øtait le cas dans un espace primal, le fait de devoir donner une forme linØaire 
particuliŁre d�un espace dual considØrØ permet de mettre en Øvidence les composantes 
diffØrenciant les formes linØaires les unes des autres à l�intØrieur d�un mŒme espace dual. 
Cette mise en Øvidence est importante, pour les deux mŒmes raisons citØes lors de la 
prØsentation des espaces vectoriels primaux, à savoir concrØtiser tout d�abord ce qu�est une 
forme linØaire, et pouvoir par la suite dØfinir des formes linØaires sur cet ensemble de formes 
linØaires, lorsque l�on prendra en compte le bidual. 

Pour mettre davantage en avant les diffØrentes composantes des vecteurs considØrØs, 
on peut utiliser pour ces derniŁres une couleur spØcifique à chaque espace (primal ou dual). 
Cette couleur serait propre à chaque colonne du tab leau, c�est-à-dire qu�elle correspondrait 
aux diffØrents types d�espaces considØrØs : primal, dual (et bidual pour la suite). Ainsi, par 
exemple la couleur bleue pourra Œtre utilisØe pour reprØsenter les composantes des 
« vecteurs » du primal ; la couleur verte sera rØservØe pour Øcrire les composantes des 
vecteurs du dual ; la couleur rouge sera utilisØe pour Øcrire les composantes des vecteurs du 
bidual, qui seront considØrØs par la suite.  

Nous pouvons de plus considØrer l�application de 1y  en un ØlØment particulier de 

��2x3, par exemple 1x , dØjà dØfini plus haut. Nous obtenons alors : 
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( ) ( ) ( )

2 3 2 31 1 ( )’ 11 12 21 23

3
[ , ] 7 8 5

7
3 3

14 7 1 8 5 0
7 2

    6    7     12  0

25       

                          

x y a a a a
× ×× = − − + −

� �= − − − − + −� �	 

= + + +
=
∈ �

� �

 

On vØrifie ainsi concrŁtement que 
2 3 2 31 1 ( )’[ , ]x y
× ××� �  appartient bien à � . Ainsi en est-il aussi 

pour 
2 3 2 3( )’[ , ]x y
× ××� �   oø x est quelconque dans ��2x3 et y quelconque dans (��2x3)�. Cette 

constatation sera utilisØe pour illustrer le thØorŁme de rØflexivitØ. 

Illustration du bidual 

AprŁs avoir prØsentØ le dual des espaces vectoriels considØrØs dans l�activitØ, nous 
poursuivons avec le dual du dual, c�est-à-dire le b idual. On se propose ainsi de complØter la 
troisiŁme et derniŁre colonne du tableau d�une maniŁre identique à celle appliquØe pour les 
autres colonnes. Les notations Øtant plus lourdes à manipuler (une forme linØaire d�une forme 
linØaire implique plusieurs ØlØments diffØrents), nous pouvons nous contenter du cadre 
gØomØtrique ou algØbrique et d�un autre cadre contextualisØ. Nous prØsentons donc un 
ØlØment gØnØrique, ainsi qu�un ØlØment particulier du bidual de deux espaces vectoriels 
choisis. 

En reprenant l�exemple de l�espace vectoriel ��2x3, nous dØfinissons alors un ØlØment 
gØnØrique z appartenant au bidual de ��2x3 comme :  

2 3 2 3

2 3

.

)’   ( )’’

: ) ’                                      

( ) [ , ] [ , ]                   (5)
not

z

y z y y z y z
× ×

×

×

→

= =

�

� 
� �


� . 

Nous nous rappelons que tout y de (��2x3)� peut s�Øcrire : 

2 3 2 3

2 3

.

( )’

:                                      

( ) [ , ] [ , ]
not

y

x y x x y x y
× ×

×

×

→

= =

�

� � �

�  

 

oø, en sachant que 11 12 13

21 22 23

a a a
x

a a a

� �
= � �

	 

, on avait pu spØcifier davantage l�expression  

.

( ) [ , ]
not

y x x y=  : 1 11 2 12 3 13 4 21 5 22 6 23[ , ]x y a a a a a aα α α α α α= + + + + + . 

Nous sommes donc en mesure de prØciser l�expression de 
2 3 2 3

. .

)’   ( ) ’’( ) [ , ] [ , ]
not not

z y y z y z
× ××= = 
� �  

dans (5). Nous obtenons alors : 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6[ , ]y z β α β α β α β α β α β α= + + + + +  

Si maintenant nous souhaitons donner un ØlØment particulier du bidual (une forme linØaire), 
que nous noterons 1z  ( 1 2 3( )z ×∈ � ��), nous devons particulariser l�expression de 
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.

1 1( ) [ , ]
not

z y y z= , pour tout 2 3( ) ’×∈� � , en donnant des valeurs particuliŁres aux scalaires iβ . 

En prenant par exemple 1 21β = , 2 6β = , 3

6

5
β = − , 4 1β = − , 5 0β = , 6 2 5β = , on obtient :  

2 3( ) ’y ×∀ ∈ �    :    
2 3 2 31 )’   ( )’’ 1 2 3 4 6

6
[ , ] 21 6 2 5

5
y z α α α α α

× ×× = + − − +
� � , oø l�expression 

analytique complŁte d�une forme linØaire y a ØtØ donnØe dans la deuxiŁme colonne, dØdiØe au 
dual : 

2 3 2 3

2 3

( )’ 1 11 2 12 3 13 4 21 5 22 6 23

:                                                                             

[ , ]

y

x x y a a a a a aα α α α α α
× ×

×

×

→
= + + + + +

�
� � �

�  

avec 11 12 13

21 22 23

a a a
x

a a a

� �
= � �

	 

. 

Nous pouvons de plus considØrer ici aussi l�application de 1z  en un ØlØment particulier de 

(��2x3)�, par exemple 1y  dØfini plus haut. Nous obtenons alors : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 31 1 )’   ( )’’ 1 2 3 4 6

6
[ , ] 21  6        2 5 

5
3 6

21  6 7  0  0 2 5 5
7 5

       9 42 0 0 10

61       

y z α α α α α
× ×× = + − − +

� �= − + − − − + −� �	 

= − − − − −
= −
∈ �


� �

 

On vØrifie ainsi concrŁtement que 
2 3 2 31 1 )’  ( ) ’’[ , ]y z
× ××
� �  appartient bien à � , tout comme c�Øtait 

le cas de 
2 3 2 31 1 ( )’[ , ]x y
× ××� � . Il en est de mŒme pour 

2 3 2 3) ’  ( ) ’’[ , ]y z
× ××
� �   oø y est quelconque dans 

(��2x3)� et z quelconque dans (��2x3)��. Cela a donc un sens de comparer l�expression 

2 3 2 3) ’  ( ) ’’[ , ]y z
× ××
� �  à 

2 3 2 3( ) ’[ , ]x y
× ××� �  car ces deux expressions reprØsentent des rØels (champ sur 

lequel a ØtØ construit l�espace vectoriel (��2x3)� ).  

 

Illustration du thØorŁme de rØflexivitØ 
Les trois colonnes du tableau remplies selon la description ci-avant, il est alors plus facile 
d�illustrer le thØorŁme de rØflexivitØ, repris à la Figure 9.II.  

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour toute forme linØaire z dØfinie sur E�  (c�est-à-dire z∀ ∈  E�� ), 

il existe un vecteur unique x dans E ( !x E∃ ∈ ) tel que ’y E∀ ∈  : 
 ’ ’ ’ ’, ,E E E Ex y y z× ×� � � �=� � � � . De plus, la 

correspondance ainsi dØfinie entre x et z est un isomorphisme. 

Figure 9.II : ThØorŁme de rØflexivitØ 
 

En effet, en prenant par exemple l�ØlØment 1z du bidual de ��2x3  dØjà dØfini avant 

( 1z ∈ (��2x3)��),  on peut se demander quel ØlØment 
1z

x  lui correspond dans le primal 
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(
1z

x ∈��2x3) pour que, quelle que soit la forme linØaire y dØfinie sur ��2x3 ( y∀ ∈��2x3 �), on 

ait : 

[ ]
 1 2 3 2 32 3 2 3

1 ( )’  ( ) ’ ’( ) ’
, ,zx y y z

× ×× ×
××

� � =� � � �� �
 

En reprenant dans la colonne du milieu du tableau, l�expression gØnØrique d�une quelconque 
forme linØaire y du dual de ��2x3 :  

2 3 2 3

2 3

( )’ 1 11 2 12 3 13 4 21 5 22 6 23

:                                                                             

[ , ]

y

x x y a a a a a aα α α α α α
× ×

×

×

→
= + + + + +

�
� � �

�  

avec 11 12 13

21 22 23

a a a
x

a a a

� �
= � �

	 

, 

on obtient : 2 3( ) ’y ×∀ ∈ �    :    
 2 3 2 31 )’   ( )’ ’ 1 2 3 4 6

6
[ , ] 21 6 2 5               (6)

5
y z α α α α α

× ×× = + − − +
� �  

Comme nous cherchons l�ØlØment 
1

11 12 13

21 22 23
z

x x x
x

x x x

� �
= � �

	 

 appartenant à ��2x3  tel que  

1 2 3 2 32 3 ( )’ 1 11 2 12 3 13 4 21 5 22 6 23

1 2 3 4 6

( ) ’ : [ , ]             

6
21 6 2 5                 (par (6))

5

zy x y x x x x x xα α α α α α

α α α α α

× ×× ×∀ ∈ = + + + + +

= + − − +

� ��  

on identifie aisØment les composantes de 
1z

x  : 

 11 21x =  (coefficient de 1α ), 12 6x =  (coefficient de 2α ), 13

6

5
x = −  (coefficient de 3α ), 

21 1x = −  (coefficient de 4α ), 22 0x =  (coefficient de 5α ), 23 2 5x =  (coefficient de 6α ).  

Ainsi, en choisissant 
1

6
21 6

5

1 0 2 5
zx

� �−� �= � �� �−	 


, on a bien [ ]
 1 2 3 2 32 3 2 3

1 ( )’ ( )’ ’( )’
, ,zx y y z

× ×× ×
××

� � =� � � �� �
 

Par consØquent, nous avons bien illustrØ qu�à tout ØlØment z du bidual (que nous avons illustrØ 
par 1z ), nous pouvons faire correspondre un ØlØment x du primal (que nous avons illustrØ par 

1z
x ) tel que pour tout y appartenant au dual, on ait : [ ] [ ], ,z y y x= . 

Nous sommes bien consciente que la prØsentation de cet enseignement sous forme d�un texte 
narratif ne rend pas clairement compte de l�apport de celui-ci. Nous invitons le lecteur à 
consulter le tableau ci-aprŁs pour se rendre compte d�un exemple de remplissage du tableau à 
la fin de l�illustration. 
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Annexe 10.  Proposition d�enseignement pour 
l�introduction des bases duales 

En rØfØrence au chapitre 5, nous prØsentons ici une proposition d�enseignement des bases 
duales que nous avons conçue afin d�introduire ce t hŁme de la dualitØ par une finalitØ outil-
rØsolution (voir chapitre 3, § 1). 

Nous souhaitons avant situer le contexte dans lequel cette proposition est faite. Nous 
nous plaçons dans le contexte du cours d�algŁbre donnØ à l�universitØ de Namur aux ØlŁves de 
premiŁre annØe en mathØmatique ou en physique. Nous reprenons tout d�abord (§ 1) la table 
des matiŁres du cours suivi par ces Øtudiants (Toint 2007). Nous ne dØtaillons que les parties 
du cours qui ont dØjà ØtØ prØsentØs aux Øtudiants au moment oø nous souhaitons introduire 
notre proposition d�enseignement des bases duales. Nous avons indiquØ en gras et en italique 
la partie oø s�insŁre notre proposition d�enseignement. Cette partie est ensuite prØsentØe (§ 2).  

1. Table des matiŁres du polycopiØ d�algŁbre linØaire � 1 Łre bac 
math&physique - UniversitØ de Namur 

Nous prØsentons la table des matiŁres du polycopiØ d�algŁbre linØaire de l�universitØ de 
Namur, pour les Øtudiants de premiŁre annØe mathØmatique et physique (Toint 2007). Nous 
n�avons dØtaillØ que la partie prØcØdant la dualitØ, et nous avons indiquØ en gras et en italique 
l�emplacement oø doit prendre place la proposition d�enseignement sur les bases duales. 

 

1.  Espaces vectoriels 
1.1.  Quelques propriØtØs des ensembles et des fonctions 
1.2.  Structures algØbriques 

1.2.1. Groupe 
1.2.2. Anneau 
1.2.3. Corps 
1.2.4. Espace vectoriel 
1.2.5. Exemples 

1.3.  DØpendance linØaire et dimension 
1.3.1. Sommation 
1.3.2. DØpendance linØaire 
1.3.3. Bases et dimension 

1.4.  Sous-espaces vectoriels 
1.4.1. Sous-espaces 
1.4.2. Dimension d�un sous-espace 
1.4.3. Somme directe 

2.  Applications, transformations et formes linØaires 
2.1.  Applications linØaires 

2.1.1. DØfinition 
2.1.2. Notions et propriØtØs d�isomorphisme d�espaces vectoriels 
2.1.3. Noyau et image d�une application linØaire 

2.2.  Transformations linØaires 
2.3.  Matrices et transformations linØaires 

2.3.1. Construction d�une matrice 
2.3.2. OpØrations sur les matrices 
2.3.3. Matrices et changement de bases 
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2.4.  Applications linØaires et matrices rectangulaires 
2.5.  Formes linØaires 

2.5.1. Espace dual 
2.5.2. RØflexivitØ 

2.6.  Transformations linØaires et transposØes 
3.  DØterminants 
4.  La multilinØaritØ 
5.  Structure propre 
6.  Espaces mØtriques et transformations unitaires 
7.  Formes hermitiennes 
8.  Normes matricielles : dØfinitions et propriØtØs ØlØmentaires 
9.  Projections et inverse gØnØralisØ 
10. SystŁmes d�Øquations linØaires 
 

2. Proposition d�enseignement des bases duales via une 
fonctionnalitØ outil 

Ce qui suit pourrait prendre place dans le polycopiØ du cours d�algŁbre linØaire dont la table 
des matiŁres est donnØe à la section prØcØdente (Toint 2007). La structure prØsentØe ci-aprŁs 
est conçue pour prendre place à l�intØrieur de la s ection « 2.5. Formes linØaires » de ce cours 
d�algŁbre, aprŁs qu�aient ØtØ dØfinies les formes linØaires, et que la propriØtØ affirmant que 
« toute combinaison linØaire de formes linØaires est une forme linØaire » ait ØtØ vue. 

Bien entendu, nous nous sommes basØe, pour notre proposition d�introduction des 
bases duales, sur la structure dØjà proposØe dans le polycopiØ du cours. En effet, c�est dans le 
cadre de ce cours que ce dispositif pourrait Œtre mis en place. Ainsi, par exemple, le dernier 
thØorŁme proposØ dans la formulation ci-aprŁs (thØorŁme 2.29) a ØtØ repris du polycopiØ dØjà 
existant pour que la suite du cours reste cohØrente Les notations adoptØes dans notre 
proposition tiennent aussi compte des notations dØjà introduites dans le polycopiØ du cours. 
Nous avons de plus respectØ la philosophie du cours en ne prØsentant explicitement aucune 
mØthode. Nous avons optØ à la place pour un exercice rØsolu.  

 

2.5.1 Espace dual 

Si l�on considŁre l�ensemble E� des formes linØaires sur un espace vectoriel E, en le 
munissant de l�addition et de la multiplication par un scalaire que nous venons d�envisager, 
on peut voir (à faire en exercice) que cet ensemble  est bien un espace vectoriel. Il s�agit de 
l�espace dual  de E. 
 
DØfinition 39  L�espace (vectoriel) dual E� d�un espace vectoriel E est composØ de 
l�ensemble des formes linØaires sur E, muni de la loi interne d�addition (2.5) et de la 
multiplication par un scalaire (2.6). 
L�espace vectoriel E est alors parfois appelØ l�espace  primal. 

 
Les vecteurs de l�espace dual sont donc des formes linØaires. 
Nous allons maintenant introduire une notation supplØmentaire, mais qui va nous faciliter 

le travail. Au lieu de noter l�image d�un vecteur x  par une  forme linØaire y sous la forme y(x) 
comme plus haut, nous noterons 

( ) [ , ]y x x y= , 
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ce qui peut se lire : « on prend x et on lui applique y ». 
Cette notation introduit une symØtrie implicite entre les vecteurs de E et ceux de son dual E� . 
Nous pouvons alors Øcrire la propriØtØ (2.4) sous la forme 

[ , ] [ , ] [ , ]  ,x z y x y z yα β α β+ = +      (2.7) 
tandis que la propriØtØ caractØristique des opØrations sur les formes linØaires (les vecteurs du 
dual) s�Øcrit 

[ , ] [ , ] [ , ]  .x y z x y x zα β α β+ = +       (2.8) 
 

Bien que les mŒmes symboles « [ » « ] » soient utilisØs, remarquons qu�il ne faut pas 
confondre la notation du crochet de dualitØ, [x, y], avec la notation utilisØe pour reprØsenter 
les coordonnØes d�un vecteur v dans une base X , [ ]Xv , ni avec la notation utilisØe pour 
reprØsenter une matrice, [ ]Y

Xf .  
 

Formes coordonnØes 

Nous allons maintenant introduire la notion de  formes coordonnØes associØes à une base 
d�un espace vectoriel E. 
ConsidØrons l�espace vectoriel 2 2x�  des matrices carrØes d�ordre 2 à coefficients rØels. Soit 

2 0 0 1 0 0 1 0
, , ,

0 0 1 0 3 0 0 5
X

� �� � � � � � � �
= � �� � � � � � � �

	 
 	 
 	 
 	 
� �
 une base de 2 2x� . On sait que toute matrice 

carrØe d�ordre 2 à coefficients rØels peut alors s�Øcrire de façon unique comme combinaison 
linØaire de ces quatre vecteurs de base, c�est-à-dire : 

2 2 1 2 3 4

2 0 0 1 0 0 1 0
:

0 0 1 0 3 0 0 5xM M m m m m
� � � � � � � �

∀ ∈ = + + +� � � � � � � �
	 
 	 
 	 
 	 


�  

ou encore, si on appelle ix  le iŁme ØlØment de la base X  de 2 2x�  dØcrite ci-dessus, on a : 

2 2 1 1 2 2 3 3 4 4:xM M m x m x m x m x∀ ∈ = + + +� , 

oø les im  sont les coordonnØes deM dans la base X . 

En particulier par exemple, la matrice 
5 3

9 5

−� �
� �−	 


 s�Øcrit : 

5 3 2 0 0 1 0 0 1 0
2 3 2

9 5 0 0 1 0 3 0 0 5

−� � � � � � � � � �
= − − +� � � � � � � � � �−	 
 	 
 	 
 	 
 	 


. 

On peut donc Øcrire : 

2

5 3 3

9 5 2

1

X
� �
� �� − � −� � � �=� �� � � �− −	 
� � � �
	 


, c�est-à-dire que les coordonnØes de la matrice 

5 3

9 5

−� �
� �−	 


 dans la base X sont 2, -3, -2 et 1. 

Si, à la place de considØrer 
5 3

9 5

−� �
� �−	 


, nous considØrons une autre matrice (c�est-à-dire un 

autre ØlØment ou vecteur de 2 2x� ), nous obtiendrons d�autres coordonnØes. On peut donc dire 

que les scalaires que sont les coordonnØes d�une matrice de 2 2x�  (ou plus gØnØralement les 
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coordonnØes d�un vecteur d�un espace vectoriel) sont  fonction de la matrice (ou du vecteur) 
en question. 
 
GØnØralisons nos propos et considØrons un espace vectoriel E de dimension n, et X = 

{ }
not.

1 2 1
{ , , ..., }

n

n i i
x x x x

=
=  une base de E. 

Tout vecteur v de E peut donc se dØcomposer de façon unique par rapport à la base X : 

1 2: ?  ?  ... ?  nv E v x x x∀ ∈ = + + +     (2.9) 

oø le contenu de la  jŁme boîte ?  correspond à la  jŁme coordonnØe de v dans la base X. 

Les contenus de ces boîtes sont donc des scalaires qui dØpendent du vecteur v choisi dans E. 
Ces scalaires sont donc « fonction » du vecteur v choisi. On peut dŁs lors Øcrire la relation 
(2.9) comme suit : 

1 1 2 2: ( ) ( ) ... ( )n nv E v y v x y v x y v x∀ ∈ = + + +  
oø 1, ..., : ( )jj n y v∀ =  est bien un scalaire si nous Øcrivons : 

 j 1, ..., :    :

( )
j

j

n y E K

v y v

∀ = →
�

    (2.10) 

oø, pour tout v de E, ( )jy v  est la  jŁme coordonnØe du vecteur v dans la base X. 

 
Nous allons montrer que, une fois une base X de E fixØe, on peut trouver n formes linØaires jy  

telles que , ( )jv E y v∀ ∈ =   jŁme coordonnØe de v dans la base X. En vertu de cette 

caractØristique, on pourra appeler ces n formes linØaires « formes coordonnØes associØes à la 
base X». 
 
Montrons tout d�abord que, pour tout vecteur v de E, si on note ( )   (avec 1, ..., )jy v j n=   la  jŁme 

coordonnØe de v dans la base X, on obtient une application jy   qui est  linØaire, c�est-à-dire : 

, , , : ( ) ( ) ( )j j jK u v E y u v y u y vα β α β α β∀ ∈ ∀ ∈ + = +    (2.11) 

(2.11) exprime bien le fait que, , , , ,K u v Eα β∀ ∈ ∀ ∈  la  jŁme coordonnØe de u vα β+  (dans la 
base X) est la somme de α  fois la  jŁme coordonnØe de u  et de β  fois la  jŁme coordonnØe de v . 
La linØaritØ des jy  se dØmontre alors de la maniŁre suivante : 

Soient [ ]
1

X

n

u

u

u

� �
� �= � �
� �	 


�  et [ ]
1

X

n

v

v

v

� �
� �= � �
� �	 


�  

On a : 1 1 1

1 1

( )

n n n

i i i i i i
i i i

n n

i i i i i
i i

u u x u v u x v x

v v x u v x

α β α β

α β

= = =

= =

�= � + = +��
�
�= = +��

� � �

� �
 

On a donc bien [ ]
1 1

          
X

n n

u v

u v

u v

α β
α β

α β

+� �
� �+ = � �
� �+	 


� 
  

 
Au regard de ce rØsultat et de (2.10), on peut donc dire que les n jy  sont des formes linØaires. 

Nous pourrons donc utiliser la notation du crochet de dualitØ qui a ØtØ introduite : 
not

( )  [ , ]j jy v v y= . 
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Nous nous posons maintenant la question de savoir quelles conditions doivent remplir ces n 
formes linØaires pour que, pour tout vecteur v de E, [ , ]jv y  corresponde à la  jŁme coordonnØe 

de v dans la base X. 
Pour rØpondre à cette question, appliquons tout d�abord notre raisonnement aux n vecteurs ix  
de la base X, en commençant par le premier, 1x  :  

On obtient alors trŁs naturellement :  

 
En vertu de l�unicitØ de la reprØsentation d�un vecteur dans une base donnØe, on doit alors 
imposer que 1 1[ , ]j jx y δ=  pour que 1[ , ]jx y  reprØsente la  jŁme coordonnØe de 1x  dans la base X. 

Le mŒme raisonnement peut Œtre appliquØ aux diffØrents vecteurs ix  de la base X, pour alors 

imposer que 
, 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = .  

 
Par consØquent, en imposant que chaque forme linØaire   ( 1, ..., )jy j n=  doit vØrifier : 

1, ..., :   [ , ]i j iji n x y δ∀ = = ,    (2.12) 

on a dØfini effectivement que , [ , ]i i jx X x y∀ ∈  est la  jŁme coordonnØe du iŁme vecteur de la base 

X. 
 
Nous allons maintenant dØmontrer que le rØsultat obtenu pour les ØlØments ix  de la base X est 

gØnØralisable à tout vecteur v de E. C�est ce qu�exprime le thØorŁme suivant. 
 

ThØorŁme 2.23  Soient E un espace vectoriel de dimension n, et X = { } 1

n

i i
x

=
 une base de E. 

Soient n formes linØaires py  (1 )p n≤ ≤  telles que  

, 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = .    (2.13) 

Alors : [ , ]pv E v y∀ ∈  est la pŁme coordonnØe de v dans la base X. 

Preuve.  
Comme X =  { } 1

n

i i
x

=
 est une base de E , on peut Øcrire : 

[ ]
1

  ! ( 1, ..., )  :  
X

i

n

v E i n v

α
α

α

� �
� �∀ ∈ ∃ = = � �
� �	 


�   (dØcomposition d�un vecteur dans une base) 

c�est-à-dire : 1 1 2 2
1

. . ... . 
n

n n i i
i

v x x x xα α α α
=

= + + + = �  

ou encore : ,   pp α∀  est la pŁme coordonnØe de v dans la base X. 

 1x =  
1?  . x  + 2?  . x  + �  ?  . nx  

 =  1 1 1( ).  y x x  + 2 1 2( ).  y x x  + �  1( ).  n ny x x  

Ou, avec le crochet de dualitØ : =  1 1 1[ , ].  x y x  + 1 2 2[ , ].  x y x  + �  1[ , ].  n nx y x  

        
Or,  1x =  11 .  x  + 20 .  x  + �  0 .  nx  
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On a donc, pour tout py  vØrifiant les hypothŁses : 
not

1

1

1

( )  [ , ] [ , ]

[ , ]

       

             

n

p p i i p
i

n

i i p
i

n

i ip
i

p

y v v y x y

x y

α

α

α δ

α

=

=

=

= =

=

=

=

�

�

�



 

 
Nous avons donc dØmontrØ que, à toute base X de E, on peut associer n formes linØaires jy  

telles que, si les conditions , 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = =  sont vØrifiØes, ces n formes linØaires jy   

peuvent Œtre qualifiØes de « formes coordonnØes associØes à la base X », Øtant donnØ que la 
forme linØaire jy  appliquØe à un vecteur quelconque v de E donne la  jŁme coordonnØe de ce 

vecteur v dans la base X de E. 
 
Nous allons maintenant dØmontrer que ces n formes linØaires associØes à la base X de E par 
les relations (2.13), constituent une base de E� , le dual de E. 

ThØorŁme 2.24  Soient E un espace vectoriel de dimension n, et X = { } 1

n

i i
x

=
 une base de E. 

Soient n formes linØaires jy  telles que , 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = .  

Alors { } 1

n

i i
y

=
 constitue une base de E� . 

Preuve. 

• Montrons tout d�abord que 
1

( 0) ( 1, .., : 0)
n

i i i
i

y i nα α
=

= � ∀ = =� . 

Remarquons que 
1

( 0)
n

i i
i

yα
=

=�  signifie que 
1

: [ , ] [ , 0]
n

i i
i

v E v y vα
=

∀ ∈ =� , ou encore : 

1

: .[ , ] 0
n

i i
i

v E v yα
=

∀ ∈ =�  par dØfinition de la somme de formes linØaires et de la 

multiplication d�un scalaire et d�une forme linØaire (voir (2.8)). 
Comme X = { } 1

n

i i
x

=
 est une base de E, tout vecteur v de E peut donc s�Øcrire comme 

1

n

j j
j

v v x
=

= �  oø les vj sont les coordonnØes de v dans la base X ( jv K∈ ).  

On a alors : 
 
  
 
 
 
 
 
 

• Montrons ensuite que 
1

’ : :
n

i i i
i

y E K y yα α
=

∀ ∈ ∃ ∈ = � , ce qui revient à dØmontrer que 

1

’ : :    :   [ , ] [ , ]
n

i i i
i

y E K v E v y v yα α
=

∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ = �  ou encore : 

1

: .[ , ] 0
n

i i
i

v E v yα
=

∀ ∈ =�  ⇔  
1 1

: . [ , ] 0
n n

l i j j i
i j

v K v x yα
= =

∀ ∈ =� �  

 ⇔  
1 1

: [ , ] 0   (linØaritØ des )
n n

l i j j i i
i j

v K v x y yα
= =

∀ ∈ =� �  

 ⇔  ,
1 1

: 0
n n

l i j i j
i j

v K vα δ
= =

∀ ∈ =� �  

 ⇔  
1

: 0
n

l i i
i

v K vα
=

∀ ∈ =�  

 �  1, ..., : 0ii n α∀ = =  
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1

’ : :    :   [ , ] [ , ]
n

i i i
i

y E K v E v y v yα α
=

∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ = �  

Comme X = { } 1

n

i i
x

=
 est une base de E et que , 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = , on sait que 

not 

, ( ) [ , ]j jv E y v v y∀ ∈ =  reprØsente la  jŁme coordonnØe de v dans la base X. On a donc :  

1

:    [ , ]
n

i i
i

v E v v y x
=

∀ ∈ = �  

Ceci entraîne que :  
 
 

 
 

 
 
 
 
La proposition 2.24 nous permet alors d�Ønoncer le rØsultat suivant : 
 
ThØorŁme 2.25  L�espace (vectoriel) dual E�  d�un espace vectoriel E de dimension n est 
aussi de dimension n. 

 
 

ThØorŁme 2.26  Tout espace vectoriel de dimension finie E est isomorphe à son dual E� . 

Preuve. 
Ceci rØsulte directement du fait que si E est un espace vectoriel sur K, alors E�  l�est 
aussi, grâce aux lois que nous avons construites po ur en faire un espace vectoriel 
(dØfinies en (2.5) et (2.6)). Par le thØorŁme 2.25, nous savons qu�ils ont mŒme 
dimension, ils sont donc isomorphes (par le thØorŁme 2.4). 
  
 

DØfinition 40 La base duale d�une base X = { } 1

n

i i
x

=
 d�un espace vectoriel E est la base Y = 

{ } 1

n

i i
y

=
 de l�espace dual vØrifiant les relations , 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = . 

 
Les ØlØments de la base duale d�une base X sont les formes linØaires que nous avions 
qualifiØes de « formes coordonnØes associØes à la base X », Øtant donnØ que la iŁme forme 
linØaire de la base duale Y appliquØe à un vecteur quelconque de E fournit  la iŁme coordonnØe 
de ce vecteur dans la base X (voir proposition 2.23). 
 
Montrons un rØsultat plus global que la proposition 2.24 : 
ThØorŁme 2.27  Soit E un espace vectoriel de dimension n. 

Soient { } 1

n

i i
x

=
 un ensemble de n vecteurs de E et { }

1

n

j j
y

=
 un ensemble de n formes linØaires 

dØfinies sur E. Si les ix  et les jy  vØrifient les relations 

, 1, ..., :   [ , ]i j iji j n x y δ∀ = = , 

Alors { } 1

n

i i
x

=
 constitue une base de E et { } 1

n

i i
y

=
 constitue une base de E� . 

’ :y E∀ ∈  :    [ , ]v E v y∀ ∈  
1

[ [ , ]    ,  ]
n

i i
i

v y x y
=

= �   

  
1

[ , ] [ , ] car  est linØaire et [ , ] .
n

i i i
i

v y x y y v y K
=

= ∈�  

En posant  1, ...,i n∀ = , [ , ]i ix yα = , on a alors : 

’ :y E∀ ∈  :i Kα∃ ∈   :     [ , ]v E v y∀ ∈  
1

[ , ]               
n

i i
i

v yα
=

= � 
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Preuve. 
Remarquons qu�il nous suffit de dØmontrer l�indØpendance linØaire des n vecteurs ix . 

Nous aurons alors dØmontrØ que { } 1

n

i i
x

=
 forme une base de E, ce qui nous ramŁne alors 

dans les conditions du thØorŁme prØcØdent qui permet de conclure que { }
1

n

j j
y

=
 est une 

base du dual. 

Si, 1, ...,j n∀ = , nous appliquons jy  à la relation 
1

0
n

i i
i

xα
=

=� , nous obtenons : 

 
 

 
 
 
 
 
 
Remarque : 
Soit E, un espace vectoriel de dimension n construit sur le champ K.  

Soit { } 1

n

i i
X x

=
=  une base de E et { }

1
’

n

j j
X y

=
=  sa base duale (qui est donc une base du dual E� ). 

Tout vecteur v de E peut donc s�Øcrire :
1

    oø   ( 1, ..., )
n

i i i
i

v v x v K i n
=

= ∈ =� . 

Toute forme linØaire y de E�  peut donc s�Øcrire : 
1

     oø   ( 1, ..., )
n

j j j
j

y y K j nα α
=

= ∈ =� . 

On a donc : ’ :y E∀ ∈  :    [ , ]v E v y∀ ∈  
1 1

[     ,   ] 
n n

i i j j
i j

v x yα
= =

= � �   

   
1 1

  [  , ] 
n n

i j i j
i j

v x yα
= =

= � �  par (2.7) et (2.8)  

   
1 1

 
n n

i j ij
i j

v α δ
= =

= � �  car X�  est la base duale de X 

   
1

n

i i
i

vα
=

= �   

Nous obtenons là une expression analytique  pour n�importe quelle forme linØaire, pour peu 
que l�on se munisse d�une base du primal (par exemp le la base canonique) et de sa base duale. 
Cette expression analytique sera largement utilisØe dans les exercices, comme nous le montre 
l�exercice suivant. 
 
Exercice : 

DØterminer la base duale de la base 
0 1 2 0 0 1 1 0

, , ,
1 0 0 0 3 4 0 5

X
� �� � � � � � � �

= � �� � � � � � � �
	 
 	 
 	 
 	 
� �

 

{ }
.

1 2 3 4, , ,
not

x x x x=  de l�espace vectoriel 2 2x�  des matrices carrØes d�ordre 2 à coefficients rØels. 

Nous devons donc dØfinir 4 formes linØaires   ( 1, ..4)jy j =  qui vØrifient 

( )   ( , 1, ..., 4)j i ijy x i jδ= = . 

1, ..., :j n∀ =  
1

[ , ]
n

i i j
i

x yα
=
�  = [0, ]jy   

 
1

[ , ]
n

i i j
i

x yα
=
�  = 0  

 
1

n

i ij
i

α δ
=
�  = 0  

 jα  = 0 
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• Pour ce faire, nous devons tout d�abord Øcrire l�expression analytique d�une forme linØaire 
quelconque dØfinie sur 2 2x� . 

La remarque ci-dessus nous y aide : 
4

’
2 2 2 2

1

( ) , : ( )x x i i
i

y M y M mα
=

∀ ∈ ∀ ∈ = �� �         (2.14) 

oø les im  sont les coordonnØes de M  dans la base canonique (par exemple) de 2 2x�  ; les 

  ( 1, ..., 4)i iα =  reprØsentent quant à eux les coordonnØes de y  dans la base canonique duale 
(si c�est la base canonique qui a ØtØ choisie pour les im ). 

Comme la relation (2.14) est vraie pour toute forme linØaire du dual, elle s�applique donc 
aussi aux formes linØaires   ( 1, ..4)jy j =  de la base duale : 

4

2 2
1

{1, 2, 3, 4}: : ( )x j i i
i

j M y M mα
=

∀ ∈ ∀ ∈ = �� . 

On a donc, pour 1j =  : 
4

2 2 1
1

: ( )x i i
i

M y M mα
=

∀ ∈ = �� .            (2.15) 

Il en est Øvidemment de mŒme pour 2 3 4, ,y y y . 

Or, toute matrice de 2 2x�  est du type 
a b

c d

� �
� �
	 


 avec , , ,a b c d ∈ � . La base canonique de 

2 2x�  Øtant 
1 0 0 1 0 0 0 0

, , ,
0 0 0 0 1 0 0 1

� �� � � � � � � �� �
� �� � � � � � � �
� �	 
 	 
 	 
 	 
� �

, les coordonnØes d�une telle matrice 

quelconque 2 2xM ∈�  sont 

a

b

c

d

� �
� �
� �
� �
� �
	 


, c�est-à-dire que dans (2.15), 1 2 3 4; ; ; .m a m b m c m d= = = =  

• Pour dØterminer la premiŁre forme linØaire de la base duale à calculer ( 1y ), utilisons la 
relation (2.13) liant une base à sa base duale, par ticularisØe à 1y  : 1 1( )i iy x δ= . Ceci va nous 
permettre de dØterminer les   ( 1, ..., 4)i iα =  dans (2.15). 

On obtient alors : 1 1 1 1 2 3 4

1 2 1 1 2 3 4

1 3 1 1 2 3 4

1 4 1 1 2 3 4

0 1
( ) .0 .1 .1 .0 1

1 0

2 0
( ) .2 .0 .0 .0 0

0 0

0 1
( ) .0 .1 .3 .4 0

3 4

1 0
( ) .1 .0 .0 .5 0

0 5

y x y

y x y

y x y

y x y

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

� � �= = + + + =� � �
	 
�

� � �� = = + + + =� �� 	 

�

� �� = = + + + =� �� 	 
�
� � �

= = + + + =� � �
	 
�

, ce qui constitue un  systŁme 

de 4 Øquations à 4 inconnues (   ( 1, ..., 4)i iα = ). 

En rØsolvant ce systŁme, on trouve : 1 2 3 4

3 1
0,  ,  ,  0

2 2
α α α α−= = = = . Par consØquent, 1y  est 

dØfini par : 1 2 2

1

:                    

3 1
( )

2 2

xy

a b
M y M b c

c d

→

� �
= = −� �

	 


�

�

�  

• On reprend ensuite le raisonnement ci-dessus, appliquØ à 2 3 4, ,y y y .  
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Pour 2y , on rØsout 2 1 2 1 2 3 4

2 2 2 1 2 3 4

2 3 2 1 2 3 4

2 4 2 1 2 3 4

0 1
( ) .0 .1 .1 .0 0

1 0

2 0
( ) .2 .0 .0 .0 1

0 0

0 1
( ) .0 .1 .3 .4 0

3 4

1 0
( ) .1 .0 .0 .5 0

0 5

y x y

y x y

y x y

y x y

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

� � �= = + + + =� � �
	 
�

� � �� = = + + + =� �� 	 

�

� �� = = + + + =� �� 	 
�
� � �

= = + + + =� � �
	 
�

 pour trouver : 

2 2 2

2

:                                          

1 2 2 1
( )

2 10 10 10

xy

a b
M y M a b c d

c d

→

� �
= = − + −� �

	 


�

�

�  

Pour 3y , on rØsout 3 1 3 1 2 3 4

3 2 3 1 2 3 4

3 3 3 1 2 3 4

3 4 3 1 2 3 4

0 1
( ) .0 .1 .1 .0 0

1 0

2 0
( ) .2 .0 .0 .0 0

0 0

0 1
( ) .0 .1 .3 .4 1

3 4

1 0
( ) .1 .0 .0 .5 0

0 5

y x y

y x y

y x y

y x y

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

� � �= = + + + =� � �
	 
�

� � �� = = + + + =� �� 	 

�

� �� = = + + + =� �� 	 
�
� � �

= = + + + =� � �
	 
�

 pour trouver : 

3 2 2

3

:                     

1 1
( )

2 2

xy

a b
M y M b c

c d

→

� � −= = +� �
	 


�

�

�  

Pour 4y , on rØsout 4 1 4 1 2 3 4

4 2 4 1 2 3 4

4 3 4 1 2 3 4

4 4 4 1 2 3 4

0 1
( ) .0 .1 .1 .0 0

1 0

2 0
( ) .2 .0 .0 .0 0

0 0

0 1
( ) .0 .1 .3 .4 0

3 4

1 0
( ) .1 .0 .0 .5 1

0 5

y x y

y x y

y x y

y x y

α α α α

α α α α

α α α α

α α α α

� � �= = + + + =� � �
	 
�

� � �� = = + + + =� �� 	 

�

� �� = = + + + =� �� 	 
�
� � �

= = + + + =� � �
	 
�

 pour trouver : 

4 2 2

4

:                               

4 4 1
( )

10 10 5

xy

a b
M y M b c d

c d

→

� �
= = − +� �

	 


�

�

�  

• On peut donc conclure que la base duale de 
0 1 2 0 0 1 1 0

, , ,
1 0 0 0 3 4 0 5

X
� �� � � � � � � �

= � �� � � � � � � �
	 
 	 
 	 
 	 
� �

 

est 1 2 3 4{ , , , }y y y y  oø les formes linØaires   ( 1, ..4)jy j =  sont dØfinies ci-dessus. 

 
Remarquons que, grâce à l�exercice prØcØdent et au thØorŁme 2.23, on peut facilement obtenir 
les coordonnØes d�un vecteur (une matrice !) quelconque de 2 2x�  dans la base X  dØfinie 

dans l�exercice ci-dessus. Par exemple, pour obtenir les coordonnØes de la matrice 
10 7

3 8

� �
� �−	 


 

dans la base X , utilisons la propriØtØ « formes coordonnØes » des ØlØments de base duale 
1 2 3 4{ , , , }y y y y  dØterminØe dans l�exercice prØcØdent : 
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La 1Łre coordonnØe de 
10 7

3 8
M

� �
= � �−	 


 dans la base X  sera 1 1

10 7 3 1
( ) .7 .3 9

3 8 2 2
y M y

� �
= = − =� �−	 


 ; 

la 2Łme coordonnØe de M  dans la base X  sera 2

10 7 1 2 2 1
.10 .7 .3 .( 8) 5

3 8 2 10 10 10
y

� �
= − + − − =� �−	 


 ; 

la 3Łme coordonnØe de M  dans la base X  sera 3

10 7 1 1
.7 .3 2

3 8 2 2
y

� �
= − + = −� �−	 


 ; 

la 4Łme coordonnØe de M  dans la base X  sera 4

10 7 4 4 1
.7 .3 .( 8) 0

3 8 10 10 5
y

� �
= − + − =� �−	 


 . 

Ce qui fait que 

9

10 7 5

3 8 2

0

X

� �
� �
� �� �� �

= � �� �� �− −	 
� � � �
� �
	 


,  

c�est-à-dire que 
10 7 0 1 2 0 0 1 1 0

9 . 5 . 2 . 0 .
3 8 1 0 0 0 3 4 0 5

� � � � � � � � � �
= + + − +� � � � � � � � � �−	 
 	 
 	 
 	 
 	 


. 

 
 
 

 
Etant donnØ que la base duale d�une base X d�un espace vectoriel E nous permet d�obtenir 

les coordonnØes dans la base X d�un vecteur quelconque de E, nous allons pouvoir utiliser 
cette base duale pour la construction de la matrice d�une transformation linØaire par rapport à 
cette base X : 
ThØorŁme 2.28.  Soit 1{ , ..., }nX x x=  une base quelconque de l�espace vectoriel E de 
dimension n. Soit 1’ { , ..., }nX y y=  la base duale dans E�  (dØfinie par la proposition (2.13)). 
Soit, de plus, ( )ija  la matrice d�une transformation linØaire f sur E. 

Alors, [ ( ), ]ij j ia f x y=  

Preuve. 
Evident si on se rappelle que l�ØlØment ija  de la matrice dont il est question n�est autre 

que la iŁme coordonnØe dans la base X de ( )jf x . Or, iy , en tant qu�ØlØment de la base 

duale de X, n�est autre qu�une « forme coordonnØe », c�est-à- dire qu�appliquØe à un 
vecteur quelconque (et en particulier à ( )jf x ) de E, elle en donne la iŁme coordonnØe 

dans la base X. 
 
Citons encore un dernier rØsultat qui sera utilisØ par la suite dans le cours : 
 

ThØorŁme 2.29  Pour tout vecteur non nul x d�un espace vectoriel de dimension finie E, il 
existe une forme linØaire y dans E� , le dual de E, telle que [ , ] 0.x y ≠  

Preuve. 
Soient { } 1

n

i i
x

=
 et { } 1

n

i i
y

=
 une base de E et sa base duale dans E� , (satisfaisant donc 

(2.13)). Soit x, un vecteur quelconque de E. On peut donc Øcrire 
1

n

i i
i

x xβ
=

= � , oø 

[ , ]i ix yβ = , Øtant donnØ que les formes linØaires de la base duale de X sont des formes 
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coordonnØes (ThØorŁme 2.23). Donc, si [ , ]x y  est nul pour tout y, et en particulier pour 
  ( 1, ..., )iy i n= , alors tous les iβ  sont nuls et x l�est aussi. 
  

 
Remarque : On peut voir immØdiatement que cette derniŁre proposition implique que si u et 
v dont deux vecteurs diffØrents d�un espace vectoriel de dimension finie E, alors il existe une 
forme linØaire y dans E�  telle que [ , ] [ , ]u y v y≠ . Il suffit en effet de substituer x u v= −  dans la 

proposition 2.29. 
 

2.5.2. RØflexivitØ 

Continuation normale du cours 
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Annexe 11.  Guide d�entretien pour l�interview du 
professeur enseignant la dualitØ en 2009-2010 

Nous prØsentons ici le guide d�entretien que nous avons suivi pour l�interview du professeur 
enseignant la dualitØ en 2009-2010 (voir chapitre 5, § 4.2). 

 

1. Quel est votre parcours professionnel ? 
 
2. Comment en Œtes-vous arrivØ à donner le cours d�algŁbre linØaire aux Øtudiants inscrits en 

premiŁre annØe math/physique à l�universitØ de Namur ? 
 
3. Quel est votre point de vue sur l�enseignement des mathØmatiques (en gØnØral) qu�il faut 

apporter aux mathØmaticiens et physiciens ? 
 
4. Quel est votre point de vue sur l�enseignement de l �algŁbre linØaire ? 
 
5. Qu�est-ce qui, selon vous, est important dans l�ens eignement de l�algŁbre linØaire ? 
 
6. Quelle importance accordez-vous aux dØmonstrations et au formalisme ? Faites-vous des 

diffØrences entre mathØmaticiens et physiciens ? 
 
7. Quel est l�objectif de l�enseignement de la dualitØ en algŁbre linØaire ? 
 
8. Si vous Øtiez titulaire du cours, prØsenteriez-vous le cours de la mŒme façon que dans le 

polycopiØ (Toint 2007) ? 
 
9. Si vous Øtiez titulaire du cours, garderiez-vous encore la dualitØ ? 
 
10. Quel est votre avis sur la partie du cours, concernant la dualitØ, prØsente dans le polycopiØ 

(Toint 2007) ? 
 
11. Quelles sont les raisons des choix a priori sur la proposition de cours sur la dualitØ 

(dispositif « bases duales ») ? 
 
12. Quelles sont vos impressions a posteriori sur la façon dont les Øtudiants ont perçu les 

parties reprises de la proposition d�enseignement sur les bases duales ? 
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Annexe 12.  DØtail du dØroulement de l�enseignement des 
notions de dualitØ en 2009-2010 en premiŁre 
annØe math-physique à l�universitØ de Namur 

En rØfØrence au chapitre 5, § 4.2, nous prØsentons ici le dØtail du dØroulement de 
l�enseignement des notions de dualitØ en 2009-2010 en premiŁre annØe, sections 
mathØmatique et physique, à l�universitØ de Namur. 

 

La partie du cours d�algŁbre en MP1 concernant la dualitØ a dØbutØ le 10 novembre 2009 avec 
la prØsentation des formes linØaires comme cas particulier des applications linØaires. Avant 
cette date, le cours thØorique avait dØjà prØsentØ, depuis le dØbut de l�annØe acadØmique, les 
espaces vectoriels (structures algØbriques, dØpendance linØaire et dimension, sous-espaces 
vectoriels), les applications et transformations linØaires (noyau, image, matrices par rapport à 
des bases). PrØcisons que les Øtudiants n�ont pas encore abordØ les notions de dualitØ en 
travaux dirigØs.  

Le cours suivant (17/11/2009) a permis de montrer que l�ensemble des formes 
linØaires pouvait Œtre muni d�une structure d�espace vectoriel (le dual), et a introduit la 
notation du crochet de dualitØ. L�introduction des bases duales s�est faite aprŁs avoir appliquØ 
un thØorŁme suivant :  

Soient E un espace vectoriel de dimension n construit sur le champ K, et y est une forme linØaire dØfinie sur cet 

espace ( :y E K→ ). Soient aussi X { }1
, ...,x xn=  une base de E, et un ensemble de n scalaires :{ }1

, ..., Knα α ⊂ . 

Si la forme linØaire y est dØfinie en tous vecteurs de la base X par : ( )y xi iα=  pour 1, ...,i n= , alors la forme 

linØaire y est dØfinie en tout vecteur de E. 

 

Si l�on se munit d�une base X d�un espace vectoriel E de dimension n, la « construction » de n 
formes linØaires peut donc se faire en choisissant n ensembles de n scalaires particuliers : 

{ }1,0,0,...,0 , { }0,1,0,...,0 , � , { }0,0,0,...,1 . Il reste alors à dØmontrer que les n formes 

linØaires ainsi construites forment une base de l�espace dual de E. 

C�est par cette dØmonstration que dØbute le cours du 24//11/09, aprŁs quelques rappels 
introductifs. Les deux espaces, E et E� , Øtant alors de mŒme dimension, ils sont isomorphes. 
De plus, si l�on change la base X au dØpart du raisonnement, une autre base du dual sera 
Øtablie. Les deux bases Øtant donc liØes, cela motive l�appellation, pour la base du dual 
construite à partir de la base X de E, de « base duale de X ». 

C�est pour expliquer le rôle du lien entre ces deux  bases que le vocable « formes 
coordonnØes » est utilisØ par Prof.S., le professeur supplØant donnant le cours d�algŁbre, en 
rapport avec notre proposition d�enseignement. Il montre en effet qu�une forme linØaire iy , 

prise quelconque dans la base duale d�une base X d�un espace vectoriel E, associe à un 
vecteur v quelconque dans E sa iŁme coordonnØe dans la base X. Un exercice est alors ØnoncØ 
et rØsolu par le professeur, dans le cadre de 2�  : le calcul de la base duale d�une base de 2� . 
Ensuite, aprŁs avoir calculØ les coordonnØes dans la base X d�un vecteur de 2� donnØ, le 
professeur montre qu�on peut retrouver celles-ci en appliquant les formes linØaires de la base 
duale. Il fait ensuite le lien avec les recherches de composantes lors de la construction d�une 
matrice associØe à une application linØaire (voir thØorŁme prØsentØ dans le Tableau 12.I). 
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ThØorŁme 2.28.  Soit 1{ , ..., }nX x x=  une base quelconque de l�espace vectoriel E de dimension n. Soit 

1’ { , ..., }nX y y=  la base duale dans E�  (dØfinie par la proposition (2.13)). 

Soit, de plus, ( )ija  la matrice d�une transformation linØaire f sur E. 

Alors, [ ( ), ]ij j ia f x y=  

Tableau 12.I : ThØorŁme faisant intervenir la fonctionnalitØ outil "formes coordonnØes" des bases duales 
 

AprŁs l�ØnoncØ et la dØmonstration d�un lemme, le thØorŁme de rØflexivitØ est introduit dans 
ce cours : existence du bidual, isomorphisme existant entre le primal et le dual, entre le dual et 
le bidual, donc entre le primal et le bidual. Mais dans ce dernier cas, il s�agit d�un 
isomorphisme canonique, c�est-à-dire qui peut Œtre dØfinit sans obligation de rØfØrence à des 
bases. 

Le cours du 1/12/09 est ensuite consacrØ à la dØmonstration du thØorŁme de 
rØflexivitØ, et à la prØsentation de l�application transposØe et de ses propriØtØs. 
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Annexe 13.  Notes de deux Øtudiants concernant 
l�introduction de la dualitØ et les bases duales 
en 2009-2010 en premiŁre annØe math-physique 
à l�universitØ de Namur 

En rØfØrence au chapitre 5, § 4.2, nous prØsentons ici les notes que deux Øtudiants ont prises 
au cours thØorique lors de l�introduction de la dualitØ (formes linØaires et dual), de la 
prØsentation des bases duales et de la fonctionnalitØ outil des formes coordonnØes (nous nous 
sommes arrŒtØes à la prØsentation du thØorŁme de rØflexivitØ). 

1. Notes de l�Øtudiant 1 
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2. Notes de l�Øtudiant 2 
 

L�Øtudiant 2 a pris note en annotant le polycopiØ du cours d�algŁbre linØaire (Toint 2007). 
Nous prØsentons donc l�extrait annotØ par cet Øtudiant en rapport avec la partie qui nous 
intØresse. Nous avons laissØ la mŒme disposition que dans le polycopiØ : notes manuscrites de 
l�Øtudiant en vis-à-vis de la page du polycopiØ. 
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