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Annexe 1. Description deslivres et manuels analysds au
Chapitre3

Nous prdsentons ici brit vement les manuels que nousavons retenus en vue d analyser la
duaitd comme savoir enseigner (Chapitre 3). Rappelons que notre souci na pas Gtd
| exhaustivitd, mais une varidtd de pr@dsentationsesl notions de dualit@. Nos choix pour les
manuel s retenus seront brit.vement expliquds au fuilet mesure des descriptions.

1. Le polycopid de Toint

Le polycopi@ intitul@Algtbré' (Toint 2007, 219 pages, Belgique), rddigd par Phippe Toint,
professeur au d@partement de math@matiques I’ uniersitd de Namur, est le support des notes
du cours d algt-bre lin@aire que suivent les Gtudi&minscrits en premitre ann@e mathdmatique
ou physique I'universitd de Namur en Belgique (var Annexe 4 pour un plan de ce cours). Ce
manuel reprend les motivations, illustrations, ddfnitions et thdort mes concernant les notions
vues au cours th@orique.

Il est compl@td par un recueil d’ exercices reprendndes exercices rdpertori@ds par
chapitre selon les notions visdes. L’ avant dernierchapitre du recueil d’ exercices est consacrd
des exercices rdcapitulatifs, et le dernier chapite reprend les tests et examens dcrits des deux
dernitres ann@es acad@miques.

Ces notes de cours s adressent donc  des @tudiantsen fin de cycle du secondaire, et ne
requit-rent aucune notion pr@dliminaire d’ algtbremiJaire.

2. Lelivrede Halmos

"Finite-Dimensional Vector Spaces', de Paul R. Halmos (Halmos 1974, 200 pages, Etats-
Unis) est le livre dont s'est principalement et initialement inspir@d Ph. Toint pour la rddaction
du polycopi@d associd son cours d algtbre lin@Gairel universitd de Namur. La seconde
@dition de ce livre, datant de 1958 et rddditde &974, se distingue de la premitre (datant de
1942) principalement par le nombre d’ exercices prdentds. Ces derniers sont positionnds tout
au long du livre, regroupds lafin de sections dechapitres.

Dans sa prddface, I’auteur annonce que le but gu'ilpoursuit est de traiter les
transformations lindaires (sur des espaces vectoriés de dimension finie) par le biais de
m@thodes de thdories plus gdndrales, tout en essayiad’ adopter une vision gdomdtrique. Le
livre ne demande pas de prdrequis particulier pourqui veut S'initier |’algtbre linGaire par son
interm@diaire.

De plus, la premitre @dition de ce livre a une compsante historique : le livre
d Halmos est, avec le livre " Survey of Modern Algebra” de Birkhoff & Mac Lane @ditd en
1941, I'outil qui a permis la diffusion des iddes popres I'agtbre lindaire auprt.s des
chercheurs et dans |’ enseignement universitaire del’ @poqgue (Dorier 1997, p.95).

Ce manuel est analysd plus en dditail au chapitre 3§ 2.2.

3. Lelivrede Birkhoff & Mac Lane

Le livre de G. Birkhoff et S. Mac Lane, composd dedeux volumes (1% volume : Birkhoff &
Mac Lane 1971, 408 pages, France), a @t sdlectiom pour la raison historique prdsentde la
section ci-avant. Cependant, pour notre analyse, nous n’avons pas considdr@ la premitre
@dition du livre de Birkhoff & Mac Lane dont il estfait mention ci-avant (8§ 2). Nous avons
privil@gid latraduction de la troisit me Aditionathnt de 1971. En effet, cette troisit me @dition



a permis de corriger et d'amdliorer le texte initif I’ esprit de I’ ouvrage restant par ailleurs le
mEme. De fait, les auteurs prdsentent une approchigk s axiomatique de I’ gt bre. La notion de
duaitd y est tout d abord prdsentde par le biaisuddua d un diagramme, puis du dual d'un
module, le dual d’un espace vectoriel en @tant alas un produit ddrivd.

La traduction fran aise de la troist me @dition se prdsente sous deux volumes, le
premier reprenant les chapitres 1 9 dans un tome intitul@ "Structures fondamentales'. Le
deuxit me tome, "Les grands th@dort mes’, reprend lareduction des chapitres 10 16 de
I’ouvrage original "Algebra’, laquelle les auteurs ont goutd un chapitre suppl@mentaire sur
la"Th@orie de Galois'. Lors de notre analyse, nousnous sommes concentrde sur le premier
volume.

4. Lelivrede Grifone

Nous avons @galement considdr@Algt bre LinGaire - 2 @ditiort, de Joseph Grifone (Grifone
2002, 416 pages, France). Partant du constat selon lequel les programmes actuels de
I’ enseignement dans le secondaire ne comportent presque plus d'agtbre lindaire, Grifone se
sert de son expdrience de plusieurs anndes d’ ensergement de |’algkbre lindaire en premier
cycle d’ universit@ pour essayer de combler cette laune.

Les diff@drentes notions sont prdsent@es de fa on mettre en @vidence leur raison d’ (Etre
et leur utilitd. Une attention particulit.re est paide sur la signification gdom@trique. Chague
notion et chaque @nonc@ sont illustrds par des exephes (prdsentds dans diffdrents cadres) et
des exercices rdsolus. Chaque chapitre se termine @ une sdrie d @noncds d exercices se
rapportant | entikretd du chapitre (toutes sectios confondues), suivie ensuite par une s@drie
d'indications se rapportant ces @noncds.

5. Lelivred Escofier

"Toute |’ algtbre delalicence : Cours et exercicescorrigds, de Jean-Pierre Escofier (Escofier
2006, 674 pages, France) est, dans sa seconde @diton', un ouvrage r@cent. Il reprend
I’ensemble des notions d’'agtbre aborddes dans letrois premitres ann@es d’ universitd d’ un
@tudiant de math@matique. L’ auteur, constatant qukes notions @l @mentaires en math@matiques
ne font g@ndraement pas |'objet d attentions padilitres, a @crit ce livre I'intention
d Gtudiants « | aise et moins | aise en math@mdiques », en espdrant transmettre ces
derniers le gofdt pour les math@matiques.

Les notions prdsentdes sont accompagndes de rdcies d’ anecdotes historiques, ainsi
gue d applications rdcentes. Chague chapitre se tamine par des @noncds d exercices (statuts
varids et cadres diff@rents), suivis ensuite par |adsol ution d@taill e de ceux-ci.

Ce manuel est analysd plus en ddtail au chapitre 3§ 2.2.

6. Lelivrede Pham & Dillinger

Le livre de F. Pham et de H. Dillinger (Pham & Dillinger 1996, 347 pages, France) a Jt@
slectionn@ pour | approche diffdrente qu’il prdsepar rapport aux autres ouvrages ddj citds.
Dans leur "Avertissement au lecteur”, les auteurs annoncent que leur but n'est pas de
transmettre des techniques mais bien des iddes, desconcepts qui pourront (Etre utiles pour
rdsoudre d autres problbmes. Ils indiquent @galeménque, bien que prdsentd de manitre
originale, le contenu du livre correspond au programme traditionnel d' un cours d’algtbre de

! La premit re @dition date de 2002.



Annexe 1. Description des livres et manuels analys au Chapitre 3

premitre ann@e d’ universitd, et que le slogardialitd entre gdomditrie et cal culrdsume leur
principal e pr@doccupation.

Ce manuel est analysd plus en d@tail au chapitre 3§ 2.2.

7. Lelivrede Lax

Le livre de Peter D. Lax a pour titre "Linear Algebra and its applications’. Sa deuxitme
@dition est trk.s rdcente (2007, 376 pages, Etats-Us).

Dans sa prdface, | auteur prdcise que cet ouvrage onstitue un support confortable
pour un cours compl@mentairé sur | algt bre lin@aire, supposant donc que le lectur a ddj eu
| occasion de se confronter aux premitres notions dalgt-bre lin@aire.

L intdrCEt de cet ouvrage rdside non seulement daria prdsentation qui y est faite de la
dualitd, mais @ga ement dans les applications de dée-ci qui y sont prdsentdes.

8. Lelivrede Lang

On pourrait affirmer que Serge Lang a Qcrit une trlogie sur | agtbre lindaire, s | on
considt.re "Introduction to Linear Algebra” (1986), " Linear Algebra" (1987), " Algebra ™
(2002). Les deux premiers livres citds sont du niveu des premitres anndes d universitd, alors
que le troisit me livre, " Algebra ", est destination de personnes ayant d@gj @td onfrontdes

| lgt-bre ou ayant une maturitd math@matique apprapde. Ce dernier ouvrage est du niveau
graduate.

L auteur n introduit pas la duait@ dans "Introduction to Linear Algebra” (1986), il ny
fait mention que de la transposde d une matrice, sas aucun lien avec la duait@. C est dans
"Linear Algebra” (1987) que la dudit@ est prdsent@e en algtbrenaire. Dans le troisit me
ouvrage de Lang consid@rd, Algebra" (2002), la duait@ y est aussi prdsentde dans un dee
plus vaste (groupe dual, module dual, ) Gtant donn @ le caracttre spdcifique de cet ouvrage.

Etant donn@ |e sujet de notre recherche, nous noussommes concentr@s sur le deuxit me
ouvrage de Lang (1987, 296 pages, Etats-Unis) prdsatd ici.

9. Lelivrede Merlin

Xavier Merlin, dans son livre "Methodix - Algtbre : 250 m@dthodes, 250 exercices corigds
(Merlin 1995, 400 pages, France) prdsente une listede m@thodes, qui peut Etre interprdtde
comme un cours "orientd exercices'. Il consacre unchapitre entier la duaitd. La ddmarche
est originale, et I’auteur prdcise tout de mEme du'ne suffit pas de connatre une m@thode,
encore faut-il savoir quand elle s applique ou quard elle est inopdrante...

Ce manuel est analysd plus en d@itail au chapitre 3§ 2.2.

10. Lelivred Etienne

Le livre de Damien Etienne, intitul@d 'Exercices corrigds d algtbre lindaire - tome"2Etienne
2006, 359 pages, Belgique) est @galement un ouvrager@cent. L auteur a tir@ profit de son
expdrience de plusieurs ann@des d enseignement de lalgkbre lin@aire en licences scientifiques
(France) pour la rddaction de cet ouvrage. Le tome2 est bien @videmment prdcddd d un
premier tome, mais | auteur a choisi de placer le secteur duaitd dans le deuxit me tome. La
plupart des chapitres de ces deux ouvrages sont construits de la mEme manitre : une premit.re

2 « asecond course on the subject » [Lax, 2007, p. ~ xi]



partie reprenant quelques rappels de cours, suivie par une section reprenant des @noncds
d exercices, dont la correction est prdsentde dansa troisit me partie du chapitre.

Comme le titre du livre le laisse percevoir, cet ouvrage est centrd essentiellement sur
les exercices.

11. Lelivrede Uhlig

Ce livre (Uhlig 2002, 503 pages, Etats-Unis) est destind des @tudiants d un niveau ddbutant
ou interm@diaire, dans un parcours scientifique. Louvrage a pour but d aider les @tudiants
d@velopper une comprhension intuitive de | algtbréndaire et de leur pridsenter des concepts
qui sont | origine de ce domaine des math@matiques.

Ce livre adopte une prdsentation non formelle de laduaitd. On ny parle d ailleurs pas
d espace vectoriel dual. L ouvrage d Uhlig met | ac cent sur des concepts d algt-bre lin@aire et
de thdorie des matrices. Ainsi par exemple la notia de rang est introduite par la ddfinition du
rang d une matrice A d un systt. me d @quations lindairesAx = b) comme Gtant le nombre de
pivots dans la forme @chelonn@e par ligriéde la matrice A. Par cons@quent, ce manuel ne sera
pas anaysd de la mEme manitre que les autres ouvgas prdsentds ci-dessus; mais il nous
semblait int@ressant d en parler @tant donnde | oniprPsence de | approche naturellé€ de la
dualitd dans| ouvrage.

L ouvrage a | esprit les applications de | algt-br e linGaire. C est pourquoi la plupart
des chapitres sont divisds en trois sections : la pemitre reprenant le contenu d un cours, suivi
de problbmes; la deuxitme pr@sentant des apports idoriques et math@matiques; et la
dernitre partie pr@dsentant des applications d algtke lindaire.

Ce manuel est analysd plus en d@tail au chapitre 3§ 2.2.

®Les Pl@mentsy; d une matrice (p,q) Pehelonn@e par ligne sont tels quey; = O pour tout i>j,08i=1,, pet
i=1,, Q.
“Voir Chapitre 2, § 4.6.



Annexe 2. Analyse synth@tique et compar ative de la dualit@ das
les manuels analysds

Cette annexe vient ddtailler ce qui est prdsentd emtroduction au chapitre 3. Nous avons
analysd, dans un premier temps, la manitre dont lesecteur duaitd s'inst.re dans |’ organisation
des diff@drents manuels considdrds. Ensuite, nous ans regardd les parties de manuels og
intervenait la dualit@. Nous prdsentonsici une sytit se des rdsultats observds.

1. Section consacr@e explicitement la dualit@

Le fait que la duditd soit prdsent@e dans uphapitre part entitre dans un manuel pourrait
crder ou accentuer | idde d un secteur isol@ dansed domaine de | agt bre lin@aire. De plus, la
position relative de la dualit@ par rapport | @tendue du manuel peit nous renseigner sur la
quantitd de prdrequis ndcessaires cette matit rewosur le degrd de difficult@ atrribu@d  cette
matit.re par | auteur. Enfin, le nombre de pages consacrdes |a prdsentation de la duditd, ains
que ce que ces pages reprdsentent par rapport | entit.retd du livre peut nous renseigner sur
| @tendue de la description du secteur dans le mantel.

Nous nous posons donc les questions suivantes :

Dans les divers manuels analys@s, le secteur dualid occupe-t-il un chapitre part
entitre? Quelle est la position relative de | appaition de la duditd dans le manuel? Quelle
place relative occupe la section (chapitre) consacrde ladudit@ I'intdrieur du manuel?

Remarquons que, vu la spdcificitd de | ouvrage de Wlig (2002), ce manuel ne sera pas
analysd dans cette section. En effet, dans ce manu¢, la duaitd n est pas prdsentde en tant
gu objet. Le concept est omnipr@dsent dans les propa de | auteur, maisil nest pas formalisd :
| auteur ne parle pas par exemple d espace vectoriel dual ou de base duale

Dans le tableau ci-dessous, |a premitre colonne rerend les noms des auteurs des
manuels analysds. Le lecteur trouvera ensuite en deixitme colonne la rdponse la premitre
des trois questions posdes ci-dessus; dans les 3 cdonnes suivantes la rdponse |a deuxitme
de ces questions; et enfin les deux dernit.res colomes permettent de rdpondre latroisitme
guestion poside :

Chapitre  Nombrede Apparition Position  Etal@ sur Qui
part entitre  pages du secteur = relativede ... pages reprdsentent,
(total) du dualitd: ladualitd par rapport
manuel I"entit.ret@d du
livre:
Toint | Non (O chap.2
Applications) 219 Page 43 19.6% 9 4.1%
Halmos Non(Dchapl 5 Page 20 10% 1148 9,5%
Spaces)
Birkhoff (d_Page 36 )
iagramme
& Mac  Non (O chap.7 Page 248
Lanel Espaces 408 aul 67.4% 3+10+7 4.9%
ectoriels) (module)
v Page 275
(esp.vect.)
Grifone Non (O chap.3 10 (ex
Applications 416 Page 82 19,7% il US)' 2,4%
linDaires et




Chapitre  Nombrede Apparition Position = Etal@ sur Qui
part entitre  pages du secteur | relativede ... pages reprdsentent,
(total) du dualitd: ladualitd par rapport
manuel I"entit.ret@d du
livre:
matrices
Escofier oui 196 (premit.re Page 181 92 3% 13 6,6% (premit.re
annde) ' annde)
674_ (tout le 26.8% 1,9% (tout le
livre) livre)
Pham &  Non (O chap3
Dillinger Duditd entre 0 0
g oZom@irie et 347 Page 127 36.6% 23 6.6%
calcul)
Lax Oui 376 Page 13 3.5% 6 1,6%
Lang Non (Ochap.5
produit o o
ealaire et 296 Page 125 42,2% 5 1,7%
orthogonalitd)
Merlin oui 400 Page 61 15,2% 18 4,5%
Etienne oui 359 Page 129 35,9% 23 (ex. 6,4%
inclus)

Tableau 2.1. Pr@sentation de la section consacr dexplicitement la dualitd en algt-brelin@aire

Remarqguons que les chiffres prdsentds dans la derdire colonne du Tableau 2.1 ne tiennent
compte que du nombre de pages de la section (ou du chapitre) consacr@d explicitement la
dualit@. lls ne tiennent donc pas compte du nombrede pages, prdsentes dans le manuel, og la
duaitd est utilisde, par exemple titre d'illusation d autres notions, ou I'intdrieur d’'une
dg@monstration, ou encore en comparaison avec une aitre notion. Pour avoir une idde de
I’ Btendue que revEt le secteur dudit@ sur I’ engtd du manuel, et non plus seulement dans la
section (ou chapitre) qui lui est explicitement consacr@d(e), nous invitons le lecteur se rdf@rer
la section suivante.

Nous pouvons dgj nous apercevoir de la grande divesitd de | importance accord@e au
secteur duait@ dans les diffdrents ouvrages sdladnnds. Certains auteurs y consacrent un
chapitre, d autres pas. L apparition de la dualitd peut se faire relativement t t dans | ouvrage,
comme chez Lax ou Hamos, ou venir plus tard. De md@e, on peut constater quil ny a pas
de constante en ce qui concerne | @talement de la partie de | ouvrage consacr@e ladualitd.

Il faut @videmment relativiser certains des chiffres prdsentds ci-dessus. On sait par
exemple que | ouvrage de Lax rdfdrencd ici sadress des Qtudiants non novices en algt-bre
lindaire. Il est donc compr@hensible que la dudit@pparaisse si t t dans | ouvrage. Ce qui est
plus surprenant, c est la place accord@e par Hamos la dudit@. Rappelons ici | importance
historiqgue qu joud ce livre dans la diffusion de | algtbre linGaire dans la communaut@
scientifique et | enseignement supdrieur.
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2. Chapitres et sections og les thk mes de la dualit@d ent cit@ds/utilisds

Le tableau suivant comporte, pour chacun des manuels analysds, deux parties: I’ une consacrde
aux chapitres, I’autre consacrde aux sections. Chaane de ces deux parties est composde de
deux colonnes reprenant dans la premitre le nombre de chapitres/sections d@vel oppant ou
utilisant la dualitd par rapport au nombre total dechapitres/sections repris(e)s dans le manuel;
la seconde colonne de chaque partie reprend la part relative (en pourcentages) de ces
chapitres/sections par rapport |’ entitret@ du manel.

Chapitres Sections
Toint 3/10 30,0% 6/36 16,7%
Halmos 3/4 75,0% 23/93 24,7%
Birkhoff & Mac Lanel 5/9 55,6% 11/88 12,5%
Grifone 3/10 30,0% 5/87 5,7%
Escofier Premit.re ann@e : Premit.re ann@e :
1/10 10,0% 9/79 11,4%
Tout lelivre: Tout lelivre:
3/22 13,6% 9/198 4,5%
Pham & Dilli nger 1/5 20% 3/25 12,0%
Lax 9/18 50,0% - _
(1/16 annexes) (6,3%)
Lang 2/12 16,7% 2/56 3,6%
Merlin 5/18 27,8% 10/82 12,2%
Etienne 2/10 20,0% 4/17 23,5%

Tableau 2.11. Importance de la dualitd dans |’ ensenble d’ un manuel

Le tableau ci-dessus nous montre que la duditd n et gdndralement pas un secteur isold en
agtbre lindaire bien que les tht mes prdsent@s eutilisation qui en est faite varient d un
auteur | autre. Remarquons toutefois dans le Tabl eau 2.1 que cest dans les livres
« historiques » (Hamos; Birkhoff & Mac Lane) que | on retrouve la duait@ dans un nombre
relativement important de chapitres. On note que les livres rdcents font de moins en moins de
place la duditd. A | universitd en France, celleci nest plus abordde en premitre annde.
Ceci confirme la difficultd de ce sujet, qui peut dfficilement rester prdsent si | all@gement des
programmes au lyce ndcessite la prdsentation en pmit.re ann@e d universit@ de contenus qui
relevaient jusque | du secondaire.






Annexe 3. Tablesdes matitreset description del organisation
math@matique globale/r @gionale dans les manuels
analys@ds au chapitre 3, § 2.2.

Cette annexe se compose de deux parties:

Nous prdsentons dans un premier temps (8 1) la tabk des matit-res des cing livres
prdsentds la section 2.2 du chapitre 3, afin d awir une vue d ensemble de ces manuels
slectionn@s pour | analyse globale, rdgionale etotale de la duditd en tant que savoir
enseigner. Afin d avoir une vision d’ ensemble de I'endroit d’introduction et/ou d’ utilisation des
thbmes lids la duaitd dans le domaine de | algtie lindaire, nous avons goutd, chacune
des tables des matitres, des notations entre crochds «[ | ». || s'agit des sujets et tht mes que
nous avons ddfinis pour le secteur dualitd. Pour @ier toute ambigu td avec les composantes
de latable des matitres elle-m@Eme, ces notationsant en caractt res gras et soulign@esDes
remarques ont aussi parfois Gt@ ajoutdes. Elles stridgalementen gras mais ne sont quant
elles pas souligndes.

Dans un second temps (82), nous ddcrivons plus en ddtal | organisation
math@matique globae/rdgionale qui est faite de lalualitd dans chacun de ces cing manuels.
Cela permettra au lecteur curieux de mieux comprendre les articulations annonc@es dans les
tables des matit.res reprises |a premitre sectionde cette annexe.

1. Pr@sentation des tables de matit.res

1.1. Table des matitres du livre d Halmos (1974) : Finite-Dimensional
Vector Spaces

Preface

Chapitre 1. Spaces
1. Fidds
2. Vector Spaces
3. Examples
4. Comments
5. Linear dependence
6. Linear combinations
7. Bases
8. Dimensions
9. Isomorphism
10. Subspaces
11. Calculus of subspaces
12. Dimension of a subspace
13. Dual spaces [formelin@airé[dual]
14. Brackets [dual] [formelin@air ¢ [forme bilin@Gair ¢
15. Dual bases [base duale]
16. Reflexivity [dual] [bidual]
17. Annihilators [annulateur 5] [dual] [base dual€g]
18. Direct sums
19. Dimension of adirect sum
20. Dud of adirect sum [dual] [annulateur g




21. Quotient spaces [dual] [annulateurs] : tht mes pr@sents dans les @nonc@s d’ exer cices
22. Dimension of a quotient space

23. Bilinear forms  [formebilin@air ¢

24. Tensor products [dual] [forme bilin@air ¢
25. Product bases [dual] [formebilin@air é
26. Permutations

27. Cycles

28. Parity

29. Multilinear forms

30. Alternating forms

31. Alternating forms of maximal degree

Chapitre 2. TRANSFORMATIONS

32. Linear transformations

33. Transformations as vectors [dual] : tht me pr@sent dans I’@nonc@ d’un exercice
34. Products

35. Polynomials

36. Inverses

37. Matrices

38. Matrices of transformations

39. Invariance

40. Reducibility

41. Projections

42. Combinations of projections

43. Projections and invariance

44. Adjoints [dual] [bidual] [application transposdé

45. Adjoints of projections [dual] [application transpos@dé [annulateur s] [matrice
transposdé

46. Change of basis [dual] [covariant/contravariant]

47. Similarity [dual] [transposdé : tht mes pr@sents dans des @nonc@s d’ exer cices

48. Quotient transformations

49. Range and null-space  [dual] [annulateur] [transposdé [image] [noyau]

50. Rank and nullity [transpos@é [rang]

51. Transformations of rank one  [base dual€]

52. Tensor products of transformations [dual]

53. Determinants

54. Proper values

55. Multiplicity

56. Triangular form [dual] [transpos@dé [annulateur ]

57. Nilpotence

58. Jordan form

Chapitre 3. ORTHOGONALITY
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59. Inner products

60. Complex inner products
61. Inner product spaces

62. Orthogonality

63. Completeness

64. Schwarz' s inequality

65. Complete orthonormal sets
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66. Projection theorem

67. Linear functionals [dual] [formelin@air

68. Parentheses versus brackets [dual] [formelinDair ¢ [base dual€g]
[annulateur] [transposdé¢

69. Natural isomorphisms  [dual] [bidual]

70. Self-adjoint transformations [base duale]

71. Polarization

72. Positive transformations

73. Isometries

74. Change of orthonormal basis

75. Perpendicular projections

76. Combinations of perpendicular projections

77. Complexification

78. Characterization of spectra

79. Spectral theorem

80. Normal transformations

81. Orthogonal transformations

82. Functions of transformations

83. Polar decomposition

84. Commutativity

85. Self-adjoint transformations of rank one

Chapitre4. ANALYSIS
86. Convergence of vectors
87. Norm
88. Expressions for the norm
89. Bounds of a self-adjoint transformation
90. Minimax principle
91. Convergence of linear transformations
92. Ergodic theorem
93. Power series

Appendix. Hilbert space
Recommanded reading
Index of terms

Index of symbols

11



1.2. Table des matitres du livre d Escofier (2006) : Toute | algtbre de la
licence

Remarque: Dans latable des matitres du livre d’Esofier, les sections de chague chapitre
sont citdes. Pour une question de lisibilitd, nousy avons d@taill@ ici que les
sections des chapitres og intervenaient les thkmes et sujets lids au secteur
dualitd.

Avant-propos

Premitre annde
Chapitre 1. Equations diff@rentielles lindaires
Chapitre 2. Suites rdcurrentes linJaires

Chapitre 3. L’ espace vectoriel "
Chapitre 4. Systt. mes lindaires
Chapitre 5. G@ndralitds sur |es espaces vectoriels
Chapitre 6. Bases et dimension
Chapitre 7. Applications lindaires
7.1. Naissance du concept
7.2. Applications lin@aires
7.3. Exemples
7.4. Propri@td universelle
7.5. Noyau d une application lindaire
7.6. Image d une application linGaire
7.7. Leth@ort.me du rang ou des dimensions
7.8. R@solution d’ une @quation lindaire

7.9. R@solution d’ un systkme linGaire [hyperplan]
7.10. 1somor phismes

Exercices

Solutions

Chapitre 8. Matrices
Chapitre 9. Sommes directes, produits, quotients
9.1. Exemples
9.2. D@composition en somme directe
9.3. Sommes directes finies
9.4. Produit de deux espaces vectoriels
9.5. Projecteurs
9.6. Espaces vectoriels quotients
Exercices [matrice transposdé
Solutions
Chapitre 10. Dualitd
10.1. Introduction[dual] [formelin@air ¢ [bidual]
10.2. Formes lin@aires et hyperplans [formelindair é [hyperplan]
10.3. Base duale [basedual€]
10.4. Orthogonal d’un sous-espace [orthogonal (et non annulateur)] [hyperplan]
10.5. Transposde d’ une application lindaire [transposde (application & matrice)
Exercices
Solutions

12
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Deuxit me annde
Chapitre 11. Groupes
Chapitre 12. Arithm@tique, anneauix
Chapitre 13. Polyn mes
Chapitre 14. D@terminants
Chapitre 15. Autour de la diagonalisation
Chapitre 16. Orthogonalit@
16.1. Introduction
16.2. Orthogonalit@d dans le plan et | espace ordinaires
16.3. Produit scalaire
16.4. Expression du produit scalaire  [matrice transposdé
16.5. Norme et angle
16.6. Bases orthogonales et orthonormdes
16.7. Orthogonalitd de sous-espaces [dual] [formelin@air ¢ [base dual€]
[orthogonal (et non annulateur)]
16.8. Projection orthogonale
16.9. Transformations orthogonales
16.10. Groupe orthogonal de  *
16.11. Groupe orthogonal de
16.12. Endomor phisme adjoint et autoadjoint [matrice transposdé
16.13. Polyn mes orthogonaux : exemple des polyn mes deLe gendre
Exercices
Solutions
Chapitre 17. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

3

Troisit me annde
Chapitre 18. Ouverture sur les groupes
Chapitre 19. Ouverture sur les anneaux commutatifs unitaires
Chapitre 20. Ouverture sur les polyn mes
Chapitre 21. Corpsfinis
Chapitre 22. Formes bilin@aires sym@triques et quadratiques
22.1. Compl@ments sur le groupe orthogonal d un espace ewclidien  [hyperplan]
[matrice transposdé
22.2. Formes bilindaires et bilindaires symdtriques [dual] [formelinPair ¢ [base
duale]
22.3. Formes quadratiques
22.4. M@thode de Gauss pour la ddcomposition en carr@ds
22.5. D@composition d une forme quadratique sur  ou
22.6. Diagonalisation simultan@e de deux formes quadr atigues
22.7. Orthogonalit@ [dual] [formelin@air ¢ [base dual€] [orthogonal (et non
annulateur)]
22.8. Espaces quadratiquesrdguliers  [dual] [orthogonal (et non annulateur)]
22.9. Groupe orthogonal d un espace quadratique r@gulier
22.10. Quaternions
22.11. Recherches arithm@tiques de Lagrange
Exercices
Solutions

Bibliographie
Index

13



1.3. Table des matitres du livre de Pham&Dillinger (1996) : Algtbre

linGaire

Remarque: Dans la table des matit.res du livre de Fham & Dillinger, les sections de

chague chapitre sont citdes. Pour une question de Isibilitd, nous n'avons
ddtailld ici que les sections des chapitres og intevenaient les thtmes et sujets
lids au secteur dualitd.

Prologue

Etude formelle des systt mes lin@aires

11
1.2
13
14
15

Manipulations formelles sur les systt mes lin@aires
Ind@pendance lindaire. Relations

Rang

Conditions d existence des solutions
Formeslin@aires formelin@airé

Espaces vectoriels et gdom@trie

Dualitd entre gdomitrie et calcul

31

3.2

3.3

34

Systk mes de coordonn@es et duaitd  dual] [formelin@airerepris sousles
termes « fonctions lin@daires ») [base duale (repris dansun premier temps
sous les ter mes « systt. me de coor donndes lin@air eg] [annulateur (reprissous
les termes « systt. me de coordonn@es lin@aires assi@ un sous-espace
vectoriel de co-dimension p », ou dans| autre sens, sous lestermes « lieu des
z@ros des fonctions affines ») [hyperplan]

Systk mes lin@aires et gdom@triefdr me lin@air grepris sous les ter mes
«fonctionslin@aires » et/ou « formes lin@air es })[base duale (repris sousles
termes « systt me de coor donn@es lin@air es p)hyper plan]

Calcul matriciel  [formelin@air grepris sous les termes « fonctions
linDaires »)

Calcul matriciel et gdom@trie  dual] [base duale (repris souslestermes

« systt. me de coordonn@es lindaires})

Endomorphismes d espace vectoriel

4.0

Introduction [base duale (repris sous « systt. me de coordonn@es
linDaires »)

Epilogue

A. Polyn mes, et nombres complexes
B. Rudiments de thdorie des ensembles
C. Structures algdbriques

14

a. Introduction
b. Groupes
c. Anneaux et corps
d. L agtbredespolyn mes
e. Retour | agtbrelindaire
i. Lastructure d espace vectoriel
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ii. Duditd dual] [formeslinGaireqreprise sousleterme de
fonctionslin@airesdeE valeursdans IK)] [bidual] [base duale
(reprise sous lester mes de systt me de coordonn@esssocid une
base)] [transposdgapplication et matrice)] [annulateur (repris

souslestermesd espace co-normal un sous-espace vectoriel)]
iii. L algtbre des endomorphismes et le groupe linQaire

Solutions des exercices

15



1.4. Table des matitres du livre de Merlin (1995) : Methodix algtbre (250
m@thodes, 250 exercices corrigds)

Remarque: Dans latable des matit.res du livre de Merlin, les sections de chaque chapitre
sont citdes. Pour une question de lisibilitd, nousy avons d@tailld ici que les
sections des chapitres og intervenaient les thtbmes et sujets lids au secteur
dudit@.

Avant-propos

Chapitre 1 : M@thodes d’ @tude des polyn mes

Chapitre 2 : M@thodes de ddcomposition d’ une fraction rationngt en Jl@ments smples
Chapitre 3 : M@thodes gdnJrales d’ algtbre linGaire : espaces iatel s et applications lindaires

Chapitre 4 : M@thodes de duait@
1. Formeslin@aires[formeslin@aire$ [crochet de dualitd [hyperplan] [noyau]
2. Orthogonaitd [crochet de dualitd [annulateur (vu comme orthogonal)]
[noyau] [bidual]
3. Baseduae [base duale]
4.  Transposde [application transposdé [algt bre bilin@airle]adjointe]
[matrice transposdé

Chapitre 5 : M@thodes de calcul matriciel (1)

Chapitre 6 : M@thodes de calcul matriciel (2)

Rang

Trace  [formeslin@aire}[utiliseledual de ]

Polyn mes de matrices

Centres et commutants

Espaces stables [hyperplan] [application transposdé
R@solution d @quations matricielles

Traitement agdbrique et traitement matriciel d unexercice

NogkrwbdpE

Chapitre 7 : M@thodes de calcul de ddterminants
Chapitre 8 : M@thodes de diagonalisation pratique

Chapitre 9 : M@thodes de rdduction thdorique

Cequil est ndcessaire et suffisant de savoir

Thtme 1 : Polyn me caractd@ristique

Tht.me 2 : Endomorphisme d espaces fonctionnels

Thtme 3 : Espace stables par A

Thtme 4 : R@duction par « blocs »

Thtme 5: R@ductionssimultan@es  [application transposdé
Tht.me 6 : Endomorphismes de L(E) et applications

Thtme 7 : Localisation du spectre

NogkrwdpE O

16
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8. Thkme8: Autres rdductions classiques
9. Thkme9: Exercices «nayant rien voir avec ladiagonalisation »

Chapitre 10 : "Best of" Vrai ou Faux : rdduction des endomorphisnes
Chapitre 11 : M@thodes de topologie matricielle

Chapitre 12 : M@thodes d' @tude de I’ exponentielle matricielle
Chapitre 13 : "Best of" : M@thodes d’ @tudes des matrices classi (s
Chapitre 14 : M@thodes gdndrales d algt-bre bilinQaire

1.  Comment Gtudier les propridtdes formes
A)  Probltmes de ddfinitions

B) D@composition de Gauss [formeslin@aireb
C) Orthogonalitd, c neisotrope et noyau [annulateur (vu comme
orthogonal)]

D) Basesorthogonales  [base dual€]
2. Produit scalaire et norme
3. Base orthonormal e et orthonormalisation de Schmidt

Chapitre 15 : M@thodes de ddtermination de la signature
Chapitre 16 : M@thodes d’ @tude des endomorphismes autoadjoints
Chapitre 17 : "Best of" : Endomorphismes classiques des espaces euclidiens et hermitiens

Chapitre 18 : L’ essentiel del’agtbre... en quatrepages  ¢n y parle delatransposdé

17



1.5. Table des matitres du livre d Uhlig (2002) : Transform Linear Algebra

Pr@dface

Notes to Instructors

Introduction

1

18

Linear Transformations
1.1. Lecture One: Vectors, Linear Functions, and Matrices [Equationslin@aires
reprises sous forme matricielle]
1.2. Tasksand Methods of Linear Algebra
1.3. Applications. Geometry, Calculus, and MATLAB

Row-Reduction
2.1. Lecture Two: Gaussian Elimination and the Echelon Forms
2.2. Applications: MATLAB

Linear Equations

3.1. Lecture Three: Solvability and Solutions of Linear System [Equations
linDGair e}

3.2. Applications: Circuits, Networks, Chemistry, and MATLAB

Subspaces
4.1. Lecture Four: The Image and Kernel of aLinear Transformation [espace
orthogonal U _ (introduit comme une repr@sentation exclusive (en @position
larepr@sentation inclusive) d un sous-espaceU)]
4.2. Applications: Join and Intersection of Subspaces

Linear Dependence, Bases, and Dimension
5.1. Lecture Five: Minimal Spanning or Maximally Independent Sets of Vectors
5.2. Applications: Multiple Spanning Sets of One Subspace, MATLAB

Composition of Maps, Matrix Inverse
6.1. Lecture Six [Matricetransposdé
6.2. Theory: Gauss Elimination Matrix Products, the Uniqueness of the Inverse, and
Block Matrix Products
6.3. Applications: MATLAB

Coordinates Vectors, Basis Change
7.1. Lecture Seven: Matrix Representations with Respect to General Bases [Matrice
transposgé
7.2. Theory: Rank, Matrix Transpose
7.3. Applications: Subspace Basis Change, Calculus

Determinants, A -matrices

8.1. Lecture Eight: Laplace Expansion, Gaussian Elimination, and Properties
[Matrice transposdé

8.2. Theory: Axiomatic Definition

8.3. Applications. Volume, Wronskian
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9. Matrix Eigenvalues and Eigenvectors
9.1. Lecture Nine, Using Vector Iteration: Vanishing and Minimal Polynomial, Matrix
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices
9.1.D Lecture Nine, Using Determinants. Characteristic Polynomial, Matrix
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices
9.2. Theory: Geometry, Vector Iteration, and Eigenvalue Functions
9.3. Applications: Stochastic Matrices, Systems of Linear Des, and MATLAB

10. Orthogonal Bases and Orthogonal Matrices
10.1. Lecture Ten: Length, Orthogonality, and Orthonormal Bases [Approche duale
via lareprdsentation exclusive d un sous-espace vetoriel]
10.2. Theory: Matrix Generation, Rank 1 and Householder Matrices
10.3. Applications: QR Decomposition, MATLAB, and Least Squares

11. Symmetric and Normal Matrix Eigenvalues
11.1. Lecture Eleven: Matrix Representations with respect to One Orthogonal Basis
11.2. Theory: Normal Matrices
11.3. Applications. Polar Decomposition, Voume, ODEs, and Quadrics
12. Singular Values
12.1. Lecture Twelve: Matrix Representations w.r.t. Two Orthonormal Bases
12.2. Theory: Matrix Approximation, Least Squares
12.3. Applications: Geometry, Data Compression, Least Squares, and MATLAB

13. Basic Numerical Linear Algebra Techniques
13.1. Lecture Thirteen: Computer Arithmetic, Stability, and the QR Algorithm

14. Nondiagonalizable Matrices
14.1. Lecture Fourteen: Jordan Normal Form
14.2. Theory: Real Jordan Normal Form, Companion Matrix
14.3. Applications: Linear Differential Equations, Positive Matrices
Epilogue
Appendix A Complex Numbers and Vectors
Appendix B Finding Integer Roots of Integer Polynomial
Appendix C Abstract Vector Spaces
Appendix D Inner Product Spaces
Solutions

List of Photographs

Index
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2. Pr@sentation del organisation math@matique global&@gionale de la dualitd

2.1. Le livre d Halmos

Le livre de Halmos (1974), composd de 200 pages, canporte 4 chapitres. Il ne traite que des
espaces vectoriels de dimension finie. Le cas rdel (champ r@del) et le cas complexe (champ
complexe) sont tous deux abordds dans | ouvrage.

Le premier chapitre, intitul@ "Spaces" (Espaces), est constitu@d de 3lsections, parmi
lesquelles on trouve en treizikme position, et dgj la page 20, la section intitul@e "Dual
spaces’. Halmos aborde donc trk.s vite la duaditd : nont@td prddsentdes que les notions de
champ, d espace vectoriel, de ddpendance lindaire,de combinaisons lindaires, de base et
dimension, d isomorphismes et de sous-espaces vectoriels.

Halmos commence la premiktre section og est abordd ¢ secteur duditd par la
ddfinition, d'une "linear functiona, que nous applons maintenant forme linGaire. Il ddfinit
ensuite |’ espace vectoriel dual, qu'il note .

Dans la section suivante ("Brackets'), Hamos introduit une notation, les crochets [ ],
qui lui permettra plus tard de d@finir un @l@ment wdbidual ains que la transposde, et
@galement de faire le lien entre la transposde et’bdjointe d’une application. Halmos d@finit
ainsi, pour une forme lin@airey et un vecteur X, la notation [xy] = y(x). Ces crochets
ddgfinissent ainsi une "bilinear functional” (formebilindaire). Viennent ensuite des exercices,
proposds principalement dans le cadre anal ytique.

Toujours dans ce premier chapitre, la section 15 est intitul@de " Dual bases'. Trois
th@ork mes y sont prdsentds avec leur ddmonstrati @t,la ddfinition de base duale, notde =

{y, .y o} dunebase ={x, x ntde estdonnde: [.y] = ij (08 J; est le symbole de

Kronecker, qui vaut un s i =j et qui vaut z&ro sii # j). Quoi quil le ddmontre via la base

duale, Halmos ne mentionne pas explicitement | existence d un isomorphisme entre un espace
et son dual.

La section suivante est consacrde la rdflexivitdc est- -dire au fait qu un espace
vectoriel  est canoniquement isomorphe son bidua () = . Les crochets de dualit@
sont alors utilisds pour ddcrire un Jl@ment du bidu pour X, fix@ dans , [Xo, . ] U
Halmos @nonce et ddmontre le thdorkme concernant l& natural correspondance », et

explique ces termes. Il explique alors qu en dimension finie, on peut identifier et
qu on peut se permettre de dire qu un @l@mentzo de  est le mMEmeue | l@menik, de o
lona: z(y) = [x,y] pourtoutydans . Il se permet donc | identification de la base du

primal avec labase duale de labase duale: =

La section 17 est intitul@e «Annihilators». La naation ° est utilisde pour
| annulateur d un sous-ensemble (pas n@cessairement sous-espace)  de vecteurs de
Halmos reprend sous forme de th@ork me qu il d@mongle fait que  © est un sous espace de
dimension (n-m) s est une sous-espace de dimension mde , lui-m@Eme de dimensiom.
L identification faite la section prdc@dente pernet | auteur d @nonc@ et de ddmontrer que
( 9)°= . Desexercicescl turent lasection.

Les deux sections suivantes sont consacrdes aux sonmes directes d espaces vectoriels
(ddfinis sur le mEme champ) et leurs dimensionsLes notations <x,y> 0 [ , sont
adoptdes.
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La section 20 sintitule « Dual of a direct sum ». L auteur utilise les rdsultats des deux
sections prdc@dentes pour @noncer et ddmontrer |b@ork.me selon lequel s et sont des

sous-espaces de | espace vectoriels ,ets = [ ,dors estisomorphe 0 et
e = °0O ° Desexercicesterminent lasection.

Les deux sections suivantes sont consacrdes aux es@ces quotients et leurs
dimensions. La notation /  est utilisde pour ddsigner | espace quotient de  modulo
Ces deux sections se cl turent par 5 @noncds d execices, dont le quatrit me implique le dua
de / e °foutil illustration], et le dernier travaillesur O

La section 23 sintitule « Bilinear Forms». Si et sont deux espaces vectoriels
construits sur le mEme champ, Halmos note par (x,y) la valeur d une fonction  en un
dldment xy>de = [ .Ilintroduit lestermes «bilinear form (or bilinear functional) »
pour une fonction ddfiniesur et valeurs dans les scalaires. La dudit@ intervient dans
cette section en tant qu outil-illustration, en @tant un cas particulier de| espace  intervenant
dans la ddfinition d une forme bilinGaire.

Les deux sections suivantes, « Tensor products » et « Product bases » font rdf@rence au
dual et aux formes bilin@aires. La duaitd interviet comme outil-d@finition pour le produit
tensoriel [0 dedeux espaces et dedimension finie d@finis sur le m@Eme champ Cela
permet | auteur d utiliser les thdork mes @voquddans les sections prdsentant la duaitd et les
formes bilin@aires.

Le premier chapitre se termine avec les sections consacrdes aux permutations, aux
cycles, laparit@d, aux formes multilin@aires, auxformes alterndes et aux formes aterndes de
degrd maximal. Lesk-formesy sont mentionn@es, mais sans rdfdrence etite laduaitd.

Le deuxit me chapitre du livre d' Halmos, intituld "Transformations’, repend 27
sections, num@rotdes de 32 58. L'auteur y ddfinit la section 32, les transformations
lin@aires. A la section 37, il ddfinit une "matriceassocide sous certaines conditions une
transformation lindaire”. A la section 44, intitul@ "Adjoints’, il Jcrit : ‘the linear
transformation A is called the adjoint (or dual) of A". Ce A’ est ce que nous avons appel @t !,
la transformation "transposde def ". C’est dans cette section que I’ auteur @nonce etl@montre
les propri@dtds de la transposde. La section suivaatde ce deuxitme chapitre est intitulde
"Adjoints of projections’. Dans ce cas particulier de "adjoint" (transposde), interviennent de
nouveau les annulateurs, Ptant donn@ queif E is the projection on M along N, then E’ is the
projectionon N along M " (Halmos, 1974; p.80). C'est lafin de cette section qu’il ddfinit
lamatrice associ@e latransformation transposide "this matrix [A'] is called the transpose of
[A] " (Hamos, 1974, p.81). Remarguons que, si I’ auteur utilise le terme adjoint ou dual pour
nommer la transformation transposde, c’est bien lderme transpose qu’il utilise pour ddsigner
la matrice associd la transformation transposde.On se rappelle que, historiquement, la
matrice transposde a Gt@ ddfinie bien avant que mparaisse le concept de transformation
transposde (voir chapitre 2).

Dans la section 46 consacr@de aux changements de bag, Halmos utilise la dualitd
comme analogie pour | interprdtation du produit matriciel ; ce qui lui permet dintroduire la
notion de vecteurs covariants et contravariants.

La section 49 du deuxit me chapitre s'intitule Range and null-space”, ce qui se traduit
en fran ais par image et noyau. Les annulateurs interviennent donc encore dans cette section,

®Voir chapitre 1, § 2.1.
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et le thdork me fondamental de | algtbre lindaire gst @noncd et ddmontrd (Halmos ne donne
pas de nom au th@ort me).

Remarquons que les exercices proposds la fin des sections sont r@dgulitrement
proposds dans le cadre de I’ analyse (opdrateur difrentiel,...), ce qui n’est pas sans rappeler le
cadre qui a permis de ddvelopper les notions lidesu dual.

La section suivante de ce chapitre, intitul@e 'Rank and nullity", fournit la ddfinition du
rang d'une transformation lindaire. La duditd y est eore prdsentde sous forme d objet
travers le thdorkme affirmant que le rang d une appication et celui de sa transposde sont
@gaux. Halmos prdsente dans ce mEme th@ork me le fguie, pour une application lindaire, la
dimension de son image plus la dimension de son noyau est @gale la dimension de | espace
de ddpart (appel @ maintenant le thdork me du rang).

La section 51 intitul@e Transformation of rank one" contient un thdort me dont la
d@monstration utilise des bases dual es [outil-d@mastration].

On se rend donc dg] compte ce stade quHalmos al terne trk.s habilement les
passages og il prdsente la duditd en tant quobjetavec les passages og la duditd est
considdr@de comme un outil, avec des finalitds vareg

Le chapitre 3 est intituld « orthogonality ». Aprk.s avoir ddfinie produit scalaire et
| orthogonalitd, Halmos annonce que | on peut maintenant obtenir une correspondance
naturelle entre et : il @nonce et ddmontre thdork me de reprdsentati@le Riesz (sans
toutes fois lui donner ce nom), faisant ains le lien entre les formes lindaires et le produit
scalaire. Grce ce th@ork me, Halmos d@finit aussiun produit scalaire sur ~ °, partir du
produit scalaire sur . Le dua d un espace euclidien (rdel) ou unitaire(complexe) , muni
du produit scalaire ainsi ddfini est notd *. Il y a donc un isomorphisme conjugud naturel
entre et *. Hamos prdsente ensuite | analogie entre les crachets de duaitd [.,.] et la
notation utilisde pour le produit scaaire (.,.). D@ m@Eme, avec | introduction du produit
scalaire, | annulateur M (sous-espacede  ou *) est remplac@ par | orthogonalM  (sous-
espacede );labaseduaedunebase ={xi, X pjde estremplace par une base =
{ys,,y njde telle que (x.y;) = ij. HAmos ddfinit ensuite la transformation lin@airé\* par
analogie avec la transformation transposideA qu il avait ddfinie dans le chapitre 2. Rappelons
qu Halmos appelait dgj A la transformation adjointe de A (et non pas transposde. Il ne
donne pas de nom particulier A*. || d@montre ensuite queA=A**, aors que | on ne pouvait
@crireA=A  qu en invoquant le thdork me de rdflexivit@.

Le chapitre 4 est d@did | analyse, cadre privil@§) d application pour les notions
d agtbrelindaire.

En conclusion de cette analyse, nous pouvons dire qu Halmos introduit rapidement la
duaitd dans son ouvrage. Il aterne r@dgulitrementes moments og il prdsente la dualitd
comme un objet et les moments og il utilise les thtmes de la duaitd ddgj introduits, que ce
soit pour ddfinir, introduire ou illustrer une nouelle notion ou pour d@montrer une propriJtd.
Sans oublier lesanalogies qu il fait partir del aduditd. Pour Halmos, la dualitd est tout auss
naturellement utilisde que le serait une notion Jidentaire d algk-bre lindaire, telle une base ou
une application linGaire.

®soient y; ',y, T . Parleth@ortme de Riesz, il leur correspond levecteurs Y, et Y, dans . Halmos
definit alors le produit scalaire(y, ',Y, ') comme @tant @gal (V;, Y,) = (Y., V,) -
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2.2. Le livre d’Escofier

Le livre d' Escofier (674 pages) comporte trois paries, pouvant correspondre respectivement
aux trois premitres anndes d’ universitd du parcoud un Jtudiant en math@matiques en France.

La premitre partie, correspondant donc la premitre ann@de, prdsente I’ gt bre linGaire,
ains que I’ algtbre de base. Elle comporte 10 chaptres dont le dernier est consacrd la duditd.

Aprts un avant propos dans lequel il explique I’ appoche historique et gdn@ralisatrice de son
livre, I’ auteur consacre quatre chapitres la pr@®ntation de ce qui pourrait lui servir de cadre
par la suite : le premier chapitre est consacr@ aux @quations diffdrentielles lindairede
deuxit me aux suites r@dcurrentes lindairede troisit me |’ espace vectoriel " et le quatrit me
aux systtmes lin@aires Vient ensuite un chapitre intituld 'G@ndralitds sur les espaces
vectoriels’, suivi d’un autre sur les "bases et dimension”. C’est dans ce chapitre, la section
6.5 traitant de la "dimension”, que I’auteur ddfinit un hyperplan d’'un espace veoriel E
comme Jtant un sous-espace de dimensionn-1. Le chapitre 7 est consacr@d aux applications
lindaires. C'est la section 7.9 (t@solution d'un systtme lindaifg de ce chapitre qu un

hyperplan est prdsentd comme @tant le noyau d'unepglication lin@airef : P - |
autrement dit, | hyperplan est ddfini par I'@quatio a,x +...+a,x, =0. L auteur prdcise

ensuite qu on peut considdrer la rdsolution d un sgttme d Gquations lindaires comme la
ddtermination de | intersection de la famille d hyperplans ddfinis par les @quations du systt me
linGaire (p.123).

Vient ensuite le chapitre 8 consacr@ auxmatrices. Le lien entre matrice et application lindaire
est fait d'embl@e |’ entrde de ce chapitre, suivd’ une composante historique et d’exemples. S
on y parle ensuite de matrice de la composde ou dematrice inverse, il n’est cependant pas fait
mention de matrice transposde, les bases pour intrauire cette notion n’ayant pas encore @td
posiJes.

Le chapitre 9 se termine par laremarque suivante :
Versle chapitre 10

Le chapitre 9 termine ce gu'il semble raisonnable denseigner en premitre
ann@e de Licence au sujet de I’ algt-bre lin@aire astllement. Le chapitre 10 est
un peu part. Il prdsente des notions sur |’espacevectoriel form@ par les
hyperplans d'un espace vectoriel, appel@ espace dub Certains et certaines
pourront le trouver un peu difficile, un peu abstrait; s sa seule lecture peut-
Etre diffdrde jusgu’ au chapitre 16, il semble plusa placeici. (Escofier 2006,

p.175).

Voici lelecteur prdvenu!

Remarquons cependant que c’est lafin du chapitre 9 et par I'interm@diaire de I’ @noncd
d'un exercice que I’ auteur ddfinit la transposdeutie matrice M = (a;;) comme Gtant |a matrice
'™ = (a;). Il renvoie la section 5 du chapitre 10 (dualitg pour une prdsentation de ces
matrices.

Le chapitre 10, consacr@d la "Dualitd ne comporte que 13 pages, incluant des
@noncds et solutions d’ exercices. Aprk.s une introdtion caractkre historique, I’ auteur ddfinit
I’ espace vectoriel dual de E en dimension finie. Il le note E*, et ddfinit dans la foul@e le
bidual, E**.

La section 10.2 s'intitule "Formes lindaires et hyperplans. Une proposition reprend
les liens entre ces deux notions. La section 10.3 est dddide la notion de Base duale”.
Escofier y donne, sans vraiment le dire, I’ expression gdn@rale d’une forme linGaire. L’ auteur
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explique aussi lafin de cette section, que les c oordonn@es des formes lindaires dans |la base
duale permettent de travailler avec des formes lin@ires en lieu et place des @quations.

Dans la section 10.4 ("Orthogonal d’un sous-espace’), |’auteur ddfinit |’ orthogonalitd
de formes lindaires et de vecteurs : une forme lin@re f de E* et un vecteur u de E sont
orthogonaux si f(u) = 0. Le terme orthogonal est expliqud par le fait que les coordonndes del

et f ddfinissent dans " des vecteurs orthogonaux pour le produit scalaire usuel (I auteur
renvoie au chapitre 16 pour ces notions). Le terme annulateur n est pas utilisd, Escofier lui

praftre le termedrthogonal d un sous-espace F de E. Il le note F” . L auteur explicite ensuite
les liens entre forme lindaire deF", noyau et hyperplan. Un exemple est donn@ avec
interpr@tation gdom@trique (). Escofier dfinit ensuite I’ orthogonal d un sousspace G de
E*:

G"={uDE|Of OG: f(u)=0}.
L interpr@dtation de cette ddfinition est ensuite @jement faite en termes d hyperplans.

Les propridt@s qui suivent (dimension et orthogonald’ orthogonal) sont chaque fois
@nonces pour les deux types d’ orthogonal (d’un sseespace de E ou de E*). Evidemment,
avec les ddfinitions introduites, on ales propri@s suivantes: siF est un sous-espace de E et

G un sous-espace de E* :(FD)D =Fet (GD)D =G. Lesnotions sont illustrdes par un exemple
og E= 3, etlevocabulaire utilisd est clairement gdom@trig.

Lasection 10.5 s'intitule "Transposde d' une application lindaif'e Aprk.s une ddfinition
formelle dans le registre g@n@rique de I’algtbrer@aire, c’est le registre graphique qui est
utilisd pour Visualiser” la ddfinition. L’ auteur @nonce et ddmontre dane registre g@ndrique
algdbrique la lindarit@ de la transposde d’ une apption linGaireg, notde‘g. Il utilise par
contre ensuite | e registre graphique pour expliquer 1a transpos@de d’ une composition de formes
lin@aires. La transposde d une matrice est ensuiteldfinie comme elle |I'avait @t@ dans un
@noncd d exercice situ@d la fin du chapitre 9. Laposition suivant la ddfinition fait alors le
lien entre la transposde de I’ application et la trasposition de la matrice de |’ application, e tout
prdsent@ dans e registre gdndrique alg@brique.

Suivent ensuite des @noncds d exercices varids, thrau niveau du statut des @noncds
que des cadres dans lesguelsils sont formul @Js.

Aprts la prdsentation de la dudit@ faite au chapie 10, il faut attendre le chapitre 16
consacr@d | orthogonalitd pour que ce secteur soit nouveau mentionnd. On se situe aors,
d aprt s la classification de | auteur, dans la deuxitme annde d enseignement. A la section
16.4, la transposition d une matrice est utilisde dains | expression du produit scalaire: s

(e,.-,€,) est une base dun espace euclidien E, et que ®=(g;) avec g, =<g,¢, >, dors
<u,v>=U'®V =V'oU , og u, v sont des vecteurs de E, U et V @tant leurs matrices colonnes
associJes (reprenant leurs coordonndes dans labasdg, ...,€,) .

A la section 16.7 intitul@e 'Orthogonalitd de sous-espaces, Escofier ddfinit
| orthogonal d un sous-espace F d un espace euclidien E. Il sagit bien entendu d un sous-
espace de E, et non de son dual. L articulation entre les formes lindaires et |e produit scalaire
est faite partir des formes bilin@aires, ces dernik.res ont @t@ ddfinies lasection 16.2 :

Soit E un espace euclidien et soit u un vecteur non nul de E. Notons
¢:ExE - le produit scaaire. Pour tout u de E, | application

@,:v  ¢(u,v)est une application lindaire deE dans .Cest donc une
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forme lin@aire surk, autrement dit un @l@ment de ce que nous avons apd J au
chapitre 10 | espace dual de E et que nous avons notdE*. (Escofier 2006,
p.341)

On y reconnat ce gque nous avons prdsentd sous le om de thdorkme de Riesz dans le
chapitre 1, § 2.2.

Le lien avec les hyperplans est ensuite fait en affirmant que | orthogonal d un vecteur
u non nul de E est | hyperplan ker(¢u). L isomorphisme entre E et E* est alors prdcisd :

¢, E -~ E*telqueu ¢, .Lamatriceassocide ¢, est ensuite prdcisde.

Remarquons que la dudit@ est consid@drde dans cettsection comme un objet, et non
comme un ouitil.

A la section 16.12 intitulde 'Endomorphisme adjoint et autoadjoint”, la matrice
transposide est citde comme Btant la matrice assoosd| endomorphisme adjoint (notd f*) d un
endomorphisme f ddfini sur un espace euclidienE, par rapport une base orthonorm@e de E.
Pour d@montrer cette proposition, la matrice transmsde est introduite dans la d@monstration
partir de la ddfinition de | adjointe def (< f (u),v>=<u, f *(v)>) et de | expression du

produit scalaire (<u,v>=U'®V =V'®U ). Aucune rdf@rence n est faite ladualit@.

Dans la section consacrde la troisikme annde, lechapitre 22 est consacr@d aux
"Formes bilindaires sym@triques et quadratiqueés A la premitre sous-section de ce chapitre
intitul@de 'Compl@ments sur le groupe orthogonal dun espace ewclidien”, on trouve des
thkmes et sujets de la dualitd comme les hyperplanset |es orthogonaux de sous-espaces, mais
comme on travaille dans un espace euclidien, ce sont les notions ddfinies au chapitre 16 du
livre d Escofier qui sont utilisdes, et non les noions de la dudit@ dont elles sont d@rivides.
Aingi, par exemple, | orthogonal d un sous-espace est consid@rd comme un sous-espace dé=
et non comme sous-espace du dual E*.

Dans la deuxit me section de ce chapitre 22, consactde aux 'Formes bilindaires et
bilin@aires symdtriques Escofier se sert de la dualitd (espace vectorieldual, forme lindaire et
base duale) comme outil-analogie pour les formes bilindaires sym@triques: toute forme
bilindaire sym@triquep sur un K-espace vectoriel E de dimension finie correspond (par un
isomorphisme) une application lindairey : E - E* telleque OuUE, ¢(u):v  ¢(u,v). Il
continue Pgalement de prdsenter dans cette sectiona dualitd sous forme d objet : siB est une
base de E, que B* est la base duale de B, et que A est la matrice dans la base B de la forme
bilin@daire sym@triqued, aors A est PBgalement la matrice reprdsentant | applicatia ¢ par

rapport aux bases B et B* (cest--dire A=[y]’ ). Enstite, la septitme section de ce

chapitre, consacrde | "Orthogonalitd, la notion d orthogonditd (dgj ddfinie entre de
vecteurs et des formes lindaires dans le chapitre sir la duaitd, et entre vecteurs travers un
produit scalaire) est g@ndralisde au cas des formebilindaires sym@triques et des formes
guadratiques. On pourrait qualifier d outil-analogie | utilisation qui est faiteici de la duait@ :
elle permet, travers les formes bilindaires sym@tiques, de faire le lien entre | orthogonal
d un sous-espace F (d un espace vectoriel E) ddfini dans le chapitre consacrd la duaitd (en

fait(sous-espace de E*)" D E), et celui dgfini dans le chapitre consacr@ | othogonalitd

(F? O E). En effet, toute forme bilin@aire sym@triquep , on peut associer une application
linGairey : E - E*, ddfinie par (t//(u))(v) =@(u,v). Aing, | orthogonal d un sous espace F
de E, notdF" peut Etre ddfini des deux fa ons suivantes:
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« F"={vOE|DuOF :¢(v,u)=0} ou, comme ¢ est sym@trique:

not.

« F" :{VD E|OulF :(¢(u)(v) :O} = (¢(F))”. Commey(F) 0 E*, on reconnat
donc bien dans | expression de F ~ donn@e ici la ddfinition de | orthogonal d un sous-
espace du dua E* qui, avec les ddfinitions donn@es par Escofier achapitre 10 de
son ouvrage, donne bien un sous-espacede E: F” O E.

Escofier n en parle pas, mais remarquons qu on aurait pu @crire :

F? ={vOE|DuOF:g(v,u) =0}
={vVOE|OuOF :(¢(v))(u) =0}
={¢(v)OE* |DuOF : (g(v)(u) =0},

ce qui signifie dlors que F” 0 E*. Les dfinitions adopt@es par Escofier dans |e chaitre 10
de son ouvrage pour | orthogonal d un sous-espace F de E ou d un sous-espace G de E* font

en sorte que (FD)D =F, ce qui permet une certaine libertd quant | interpr@tation donner

F"” comme nous| avons vu ci-avant.

A titre dinformation, voici la manitre dont Escofier prdsente les choses dans son
ouvrage :

L orthogonal d un sous-espace F de E est | ensemble des VLI E tels que,
pour tout UJF, ¢(u)(v) =0, autrement dit | orthogonal de F au sens de
| orthogonalitd ddfini parg dans E est | orthogonal de ¢/(F) au sens de 10.4
[il fait rdf@rence au chapitre 10, section 4 de sorlivre] , ce qu on peut Gcrire

F"=(¢(F))" ; ces deux sous-espaces sont inclus dans E, mais la notation

m@lange deux relations d orthogonalitds, la premite Gtant celle ddfinie parg

dans E, la seconde Gtant celle ddfinie par la duditd ere vecteurs de E et
formes lindaires de E* ; notons que certains auteurs choisissent deux

symboles diff@rents et notent F“ et F°les sous-espaces orthogonaux — F
suivant quil sagit de lune ou |autre des relati ons d orthogonaitd.
L utilisation d un m@Eme signe n est pas gEnante, parvu qu on sache de quoi

on parle, mais nous essaierons d @viter ces ambigutds. (Escofier 2006, p.622).

Enfin, Escofier termine la septit. me section du chagtre 22, en prdsentant une proposition og le
dual intervient comme un objet :
Une forme bilin@aire sym@triqu¢ est non ddgdndrde s et seulement s
| application lindaire  : E — E* est injective. En dimension finie, cette
propridtd @quivaut dire quay est bijective ou que la matrice de ¢ est
inversible. (Escofier 2006, p.622).
Dans la section 22.8 du chapitre 22 intitul@de 'Espaces quadratiques rdguliers, le dua et
| orthogonal dun sous-espace sont encore prdsents travers | application ¢:E - E*
associde uneforme bilinaire symdtriqueg EXE - E.

En conclusion, nous pouvons dire que dans | ouvrage d Escofier, la duaitd est
principa ement prdsent@e sous un aspect gdomditriquéour preuve, on prendra par exemple la
ddfinition et la notation de | orthogonal (annulateur) d un sous-espace d un espace vectorid :

F”, qui est ici dgfini lafois pour un sous-espace de E et pour un sous-espace de E*. La
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duaitd est prdsente dans | ensemble de | ouvrage, la fois sous le statut d objet, et sous le
statut d outil. Rappelons que le point de vue gdom@rique est trk.s clairement privildgid !

2.3. Le livre de Pham & Dillinger

Ce livre (347 pages) comporte un prologue, quatre chapitres, un @pilogue et trois annexes. De
manitre gdndrale, les auteurs relbguent dans les aexes les parties quils jugent trop
techniques, comme la ddfinition formelle des structires algdbriques par exemple. Aingi, ¢ est
dans la troisit. me annexe que se trouvera prdsentdeapproche formelle de la dualit@.

Dans le prologue, les auteurs prdsentent ddj | actvit@d math@matique du point de vue
du calcul, et du point de vue de la gdomdtrie, en ensiddrant des systt mes d @quations
linGaires. Ce double point de vue est une prddoccupdon des auteurs tout au long de leur
ouvrage, comme ils | annoncent dans | Avertissement au lecteur enseignant: « Notre
principal souci, que r@sume le slogandudit@ entre gdom@itrie et calcllest d amener peu
peu les Gtudiants matriser les allers-retours entre la penside gdomdtrique et le monde des
calculs. L algtbre lindaire pr@dsente un magnifiquéor malisme unificateur de ces deux fa ons
de penser. »

Le premier chapitre, consacrd | @tude formelle des systt mes lin@ai g prddsente des
manipulations formelles sur les systt mes d @quatios lindaires. Les notions d ind@pendance
linGaire et de ran§ y sont d@finies pour les (systt mes d ) @quations hPaires. Lai*™ @quation
lindaire d un systk me est appel@e, ce qui permet d additionner deux @quations entreelles, et
d un multiplier une par un scalaire. Le terme d esp ace vectoriel n est cependant pas encore
@voquid.

Dans la dernit.re section du premier chapitre, intitul@e 'Formes lindaires, les auteurs
ne ddfinissent pas formellement la notion, mais laprdsentent comme Jtant une relation du
type aX, +..+a,X, 0@ les a ddsignent des constantes numdriques (les "coeffi@nts de la
combinaison lindaire"), et ogleslettresX, sont remplacer, selon le contexte, par les diver ses
lettres ddsignant les objets combiner ddj considdrds (Bquations, seconds membres, ).
Aprks des explications @crites en langage courant ihai's og aucune ddfinition n a @t donnde),
les auteurs @crivent : 'hous savons donc ce qu est une forme lin@Gaire n ind@termindes
X, . X,, Coefficients dans le corps IK " (Pham & Dillinger 1996, p.75). La notion de
fonction nest pas clairement @voqude. Il semble dhilleurs que pour Pham & Dillinger, la
notion de "forme lindaire n inddtermindes’ corresponde | application de la bnction
lindaire deE dans K en un @l@ment quelconque deE. Les termes de Pham & Dillinger ne
correspondraient donc pas tout fait ce que nous avons appel@ formes lindaires (voir
chapitre 1, 8 2.2). Ces dernitres correspondraient ce gue les auteurs vont appeler plus tard
des fonctions lin@aires (voir ci-aprt.s).

Aprts avoir ddgfini les op@rations daddition et demultiplication par un scalaire
(ddcrites comme manipulant les coefficients des X, ), Pham & Dillinger disent qu ils peuvent
traduire dans le langage des formes linGaires |e tavail formel prdsentd jusqu prdsent sur les
systt mes lindaires. 1ls parlent alors de rang d unsystt. me de formes lindaires comme Jtant le
nombre maximal de formes lin@aires ind@pendantes qun peut extraire de ce systt. me.

" C est letitre du chapitre 3 du livre de Pham & Dillinger.
® On appelle rang d un systt me linGaire le nombre maximal de premies membres lindairement ind@pendants de
ce systt me. (Phamé& Dillinger 1996, p.63)
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Les auteurs ddfinissent aussi unerelation entre p formes lindairespar une forme
lindaire p inddtermindes,, ..., |, qui, quand on substitue aux lettres |, les formes lindaires

que ces lettres ddsignent, donne laforme linGair@ulle : ¢, +c,l, +...+c | =0.

A partir de cette notion de relation entre p formes lindaires, |es auteurs vont considdrer
ce gque Frobenius (voir chapitre 2, § 2.5) appelait le systt me adjoint d un systt me lin@aire,
bien que Pham & Dillinger n utilisent pas ces termes. IIs notent (S) le systt me de formes
lindaires |1, ...,1,, et ('S ce que Frobenius appelait le systt me adjoint. Phan & Dillinger

n expliquent cependant pas la motivation du choix des notations. Voici le raisonnement suivi
par les auteurs :

IIs @crivent le systk me de formes linJaires sous lforme :

|1 : a11X1+a12X2+"'+a1an
(S) I2 : a21)(1-|-azz>(2+"‘+a2nxn

, o ayX +a, X, +..+a, X

En vue d obtenir des informations sur le rang du systt me (1,, ..., 1), ils cherchent larelation la
plus g@ndrae entreles, ..., 1, souslaforme
() ¢l +cl, +..+cl, =0.

[Is affirment que dire que larelation p est vraie revient dire que ses coefficients c,c,, ..., c
sont solutions du systt. me lin@aire homogt-ne{S) :

p

Cla11+C2a21+“'+Cpapl = O
(IS) Cla12+02a22+"'+cpap2 = O
Claln +C2a2n +"'+Cpapn = O

Les auteurs montrent ensuite que le rang de ce systt me (*'S), not@r, est le mEme que le rang
du systt me (§) , en utilisant la notion d un systt. me complet de relations

Ainsi, lafindu premier chapitre de cet ouvrage, Pham & Dillinger ont dgj prdsent@d
de nombreuses notions lides la duditd, mais toupurs en relation trk.s Gtroite avec les
systt mes d @quations lin@aires. C est une approcheque nous avions qualifide de naturelle
dans le chapitre 2, 84.6 de notre travail. Remarquons que naturaditd ne rime pas
n@dcessairement avec simplicitd : les objets manip@s par Pham & Dillinger ne sont pas des
plus simples : des formes lin@Gaires, des relationsde formes lindaires, des systt. mes de relations
deformeslin@aires!

Le chapitre 2, intitul@ "Espaces vectoriels et gdom@trie”, comtue de voir exposdes
principaement des iddes, les ¢ tds plus formels @nt rel@guds dans les annexes de | ouvrage.
Bien si3r, des ddfinitions et th@ort mes sont prdsatmais | accent est mis sur une grande
varigtd d exemples. La gdom@trie reste le point deptre, bien que les objets manipul@s ne
soient pas tous de nature gdom@trique. C est dans e chapitre qu un sous-espace vectoriel de
E (espace vectoriel de dimension n) de codimension 1 est appel@ hyperplan. Le lien e$ fait
entre les espaces vectoriels et la gdom@trie affine(une section y est consacr@de). Sont
@galement prdsentdes dans ce chapitre les fonctionsn@aires (toujours considdrdes comme
valeurs dans IK) et les fonctions affines, ainsi que les applications lindaires. Les auteurs
attachent de | importance | interpr@tation graphique. C est ainsi qu ils prdcisent qu au lieu
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. f 9 . . g f . .
ddcrire F -~ E - G, ils @criront G - E - F de manitLre avoir le m@Eme ordre que dans
| expression g f.

La premitre section du chapitre 3 "Duditd entre gdom@trie et calculs' sintitule
" Systt mes de coordonn@es et dualitd". Comme cela @td fait dans le chapitre prdc@dent, le cas
vectoriel et le cas affine sont tous deux prdsent@sout au long de ce chapitre @ga ement.

On y considkre un espace vectoriel E de dimension n. La notion de systt me de
coordonn@es lindaires sur un espace vectorieE associ une base (g ), est ce que la plupart

des auteurs appellent la base duale de (g)’,, mais Pham & Dillinger n utilisent pas ces
termes. Bien quils disent quil sagisse de foncti ons, ils les notent x (que | on pourrait
confondre avec un vecteur de | espace vectoriel E!), et ny associent pas de symbole
graphique (par exemple le symbole "flLche" : - ) ni dexpression anaytique (comme par
exemple x:E - K). A |approche formelle, Pham & Dillinger pr@dfLrem |intuition et

prdsentent la notion de base duale travers une finaitd outil-rdsolution. Les systt mes de
coordonn@es sont aussi illustrds au moyen de dessisgdomtrigques en dimension 2.

Pham & Dillinger enchanent avec | expression dune fonction lindaire| sur E
(prdsentde au chapitre prdcddent) travers un sysine de coordonndes lindairegx,, ..., x,) sur
| espace vectoriel E: | =ax +ax, +..+ax,, avec a 0K . Ce qui leur permet de fare le lien
avec les formes lindaires n ind@termindes, ..., x, prdsentdes dans le premier chapitre. Les
auteurs prdcisent que 'bien entendu, quand on voudra interprdter gdom@trigment les
rdsultats obtenus il faudra se souvenir que les letres x,.., x, ddsignent les fonctions
coordonn@es considdr @es(Pham & Dillinger 1996, p.130).

Pham & Dillinger justifient | intdrEt des systt mede coordonn@es en disant quils
permettent de rdsoudre par le calcul des problt mesde gdom@trie, condition de trouver un
systt me de coordonn@es adapt@ au probltme traiterc est- -dire permettant d exprimer plus
simplement les observations. IIs @noncent et ddmoment le fait que, pour tout sous-espace F
de codimension p d un espace vectoriel (/affine) E de dimension n, il existe un systt me de
coordonndes linGaires (/affines)x,, ..., x,) tel que F soit donn@ par le systt me d @guations

X =0.

X =0

p

Seul le cas vectoriel va maintenant (Etre pridsentde cas affine feral objet d une sous-
section suivante. En disant que | addition de deux fonctions linJaires est interne et que la
multiplication d une fonction linJaire par un scalare est encore une fonction lindaire, Pham &
Dillinger affirment que | ensemble des formes lindares sur E est un espace vectorid. Ils
| appellent espace dual de E et le note E*. Les n fonctions coordonn@es x,, ..., x, assocides

une base (e, ..., e,)d un espace vectoriel E forment donc une base de E* ; elles sont dites

duales | une de | autre (il cite la relation de dualitd qui les lie). L espace dua E* est donc
auss de dimension n. Un exercice en dimension 2 est proposd afin dillustrer
gdom@triquement la dualitd dans le plan.

Les auteurs font remarquer que si deux n-uplets (e, ..., e,) €t (x, .., x,), respectivement
de E et E* v@rifient la relation de duaitdx & ¥ J;, on peut affirmer que ces n-uplets
constituent des bases de | eurs espaces respectifs.
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Dans | @noncd d un lemme, Pham & Dillinger disent g un hyperplan vectoriel F est
dgfini par | annulation d une fonction lin@airel non identiquement nulle. Un vocabulaire
gdom@trique est utilisld en @non ant et dZmontrara proposition suivante : le lieu des zAros
dans E d un systt. me dep fonctions lin@airesl,, ..., 1, linGairement inddpendantes, est un sous-

espace vectoriel F de codimension p. Ils complttent par la proposition suivante: sousles
hypotht_ses de la proposition prdc@dente, une fonaebn linGairel sur E s annule en restriction
F s et seulement si elle est combinaison linGairect I, ..., |

.

Un r@sultat plus gdn@dral est alors prdsentd : leuides zdros d un systt me de fonctions
lindaires (,,...1,) est un sous-espace vectoriel dont la codimension est @gale aurang de ce
systt me, cest- -dire au nombre maximum de fonctions lindairement ind@pendantes qu on
peut en extraire. L identification est alors faite entre le rang citd dans la proposition
prdc@dente et lerang del application lindaire: E - K"

u (}, s %)

Avant de pr@dsenter les derniers rdsultats pour leas affine, Pham & Dillinger @noncent
et ddmontrent qu il est toujours possible d extraire un systt. me de coordonn@es sur un sous-
espace F (F O E) d un systt. me de coordonn@es de | espace vectorielE.

La deuxit- me sectiondu chapitre 3 a pour titre "Systt mes lindaires egdomditrie”. Les
auteurs y prdsentent une interpr@tation gdomdtriquies solutions d un systkme lindaire n
inconnues X,,..., X,. Pour ce faire, ils interpritent les lettres x,,..., X, dans |le systt me lindaire

comme reprdsentant un systt me de coordonn@es sur uespace vectoriel E de dimension n. Le
membre de gauche d une @quation ax, +a,x, +...+a x, =b de ce systt me est la ddcomposition
dans le systt me de coordonn@es dune fonction lindee sur E. L @quation considdrde
reprdsente donc un hyperplan affine deE. Ainsi, | ensemble des solutions du systtme
d Dquations linGaires peut sinterprdter gdom@trimuent comme | intersection des hyperplans
affines ddfinis par chacune des @quations du systt 1 La dualitd est donc prdsent@e comme un
outil-r@solution.

Le cas des systtmes homogtnes est dabord interpr@ travers les hyperplans
vectoriels (espaces vectoriels) ; le cas des systt.nes non homogt ne sera consid@rd au moyen
d intersections d hyperplans affines. Dans les deux cas, | ensemble des solutions du systt me
linGaire sinterprk.te comme un sous-espace dont ladimension est la codimension du rang du
systt me lin@aire. Des exemples sont donn@s dans ®, reprdsentds par des dessins.

Une sous-section intitul@e "Calculs dans un sous-epace vectoriel” explicite le lien
entre les formes lindaires n inddtermindes:| =ax +a,x, +..+a,x,, avec a 0K, et les
fonctions lin@aires: toute fonction lin@aire sur ensemble F de solutions d un systtme
lindaire homogtne est la restriction d une fonctionlinaire surk qui peut (Etre identifide une
forme lindaire n inddtermindes, mais cette forme lin@Gaire n est pasinique. Les auteurs
prdcisent que, jusqu la fin du paragraphe, ils utiliseront | expression « forme lin@aire » au
lieu de fonction lindaire surE (ce qui correspond la terminologie gue nous avon s proposide
dans le chapitre 1 de notre travail, et qui est partagde dans la plupart des manuels consult@s).
Ils ddfinissent alors la notion de deux formes lin@res| et | congruentes modulo un systk me

lindaire homogtne s, (quils notent ImOdz'Sol ') par le fait que 1-1'=0 est lin@airement
impliqude par s,°. En cons@quence, la donn@e d une fonction lin@airsur F Gquivaut la

® Quatre pages avant de pr@senter la notion de conguence modulo S, Pham & Dillinger @non aient et
dgmontraient |a proposition suivante (p.144) :Une forme linGaire | est lindairement impliqude pek, (c est- -
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donn@e d une forme linGaire n inddtermin@es congruence modulos, prt.s. Bien entendu, la
relation de congruence modulo S, prs est une relation d @quivalence et est compatble avec
| addition et la multiplication par un scalaire ddfinissant | espace vectoriel des formes
linGaires.

L a sous-section suivante prdsente |es ridsultats anagues pour un sous-espace affine.

Latroisit me sectiondu chapitre 3 est consacr@de au "Calcul matriciel”,et reprend un "point de
vue purement formel”, sans "interpr@tation gdom@triqligp.151). Le lien entre les systt mes
d Dquations lindaires et les matrices est fait explcitement : si on note

i Tagptat ..o fagX, & & - &,
= + + .+ .
@ T2 TENTEX &% on appelle A= P %z % la matrice de la
yp = a'plxl + apzxz o +aann apl ap2 ap”

relation fonctionnelle linGaire (1).

Il avait Gt@ prdcisd que, ..., x, sont n variables scaaires, et que les vy, ...y, sont p
variables scalaires qui sont fonction lindairesde x, ..., x,, C est- -dire donndes en fonction de
(x, - X,) par un systt me de laforme (1). Vient ensuite unepr@sentation des rt.gles de calcul
matriciel. C est dans cette section qu est ddfiniela matrice transposde d une matrice, ainsi que
laformule ' (BA)="'A'B ogil faut faire "attention” " | ordreinverse" (p.156).

Aprks avoir parl@ de la matrice inverse, les auteus reviennent sue | interprdtation en
termes de relation fonctionnelle (1), og n=p. La matrice inverse est prdsentde comme un
changement de variables. Le rang d une matrice est ddfini comme @tant le nombre maximum
de lignes lindairement inddpendantes de cette matde bien que les auteurs prdcisent que
"beaucoup dauteurs ddfinissent le rang comme le nonbre maximum de colonnes
lindairement inddpendantés (p. 162). Viennent ensuite les notions de matrices rdduites la
forme @chelonn@e, toujours sans rdfdrence aucunales systt mes lindJaires.

La quatrit me section du chapitre 3 sintitule "Cacul matriciel et gdondtrie”. C est
dans cette section qu est fait le lien entre les matrices et les applications linJaires. Les auteurs
prdcisent qu on peut faire ce lien selon deux versions : soit consid@rer une application lindaire
de K" dans K* (0@ K est |le corps des scalaires), soit considdrer une gplication lindairef d un
espace vectoriel E, muni d un systt me de coordonn@es (,, ..., x, ), dans un espace vectoriel F,
muni dun systt me de coordonndes (y,, ..., y,). Le lien entre ces deux consid@rations est

expliqud sous forme de compositions de fonctions (®us forme anal ytique et graphique) :

f

F < E
Ly L X
A
KPP « K"

og lamatrice A a @t@ ddfinie la section 3 du chapitre 3 de Phan& Dillinger (en lien direct
avec la relation fonctionnelle (1)), et og x (respectivement y) est | isomorphisme entre

| espace vectoriel E dedimension n (resp. F dedimension p) et K" (resp. K*).

Dans la deuxitme version prdsentant le lien entre és matrices et les applications
linGaires, Pham & Dillinger prdcisent que si | on bange les systt mes de coordonn@es, on

dire est combinaison lin@aire des formes linJairesonstituant &) si et seulement si | hyperplan vectoriel de E
d Pdquation| =0 contient |le sous-espace vectoriel Sol(S,).
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change les @l@ments de la matrice de | applicatiorf. C est pourquoi ils adopteront |a notation
Mat (f),.
y X

Les auteurs expliquent ensuite que les lignes de la matrice A sinterpritent en termes
de fonctions coordonn@es, et que les colonnes de lamatrice A sinterpritent en termes de
vecteurs de base, et tout celade faon naturelle :

e Pourleslignes: sedonner f:E - F revient sedonner y f: E » KP, puisquey
est un isomorphisme. Dans le systt me de coordonn@es( x,, ..., X,), les p fonctions
lindairesy, f,..,y, f sed@dcomposent souslaforme suivante:

o fo= ax+.tax

p

y, f = ax+..+ta,x
Cest- -dire: "la i*™ ligne de la matrice A est form@e par les coefficiats du
ddveloppement dey, f comme combinaison lindaire de, ..., x,." (p. 170).
« Pour les colonnes: Pham & Dillinger considkrent la base duae™ (e, ...e,) de
(% X,), €t labase duale (¢, ....£,) de (v, ... y,) ; ils disent ensuite que : " la j-™
colonne de A est formde par les coordonndes du veaur f(g) dans la base
(&,...&,) deF." (p.171).
Ainsi, les op@rations matricielles prdsentdes danta section 3 du chapitre 3 du livre de
Pham & Dillinger sont-elles interprdt@es maintenanten termes d applications. Ce lien est

chaque fois explicit@d sous forme de graphique dansle mEme genre que celui dgj @voqud plus
haut :

F <« E
Ly L X

KPP « K"

Ainsi, les changements de bases sont expliquds en ermes de changement de systt mes de
coordonn@es.

Pour terminer le chapitre 3, Pham & Dillinger donnent une "traduction gdomtriquié
du th@ork. me de rdduction des matrices qu ils avaidndonn@ |a section prdcddente, en termes
d application linGaire de rangr, d espaces vectoriels, et de systt mes de coordonn@s. Ils en
prdsentent deux d@monstrations, dont la deuxit me uise la duditd (systt. me de coordonndes,
espace dual).

La dudit@d est encore prdsente dans | introductiondu chapitre 4 consacrd aux
"Endomorphismes d un espace vectoriel” par | interm@diaire des systt mes de coordonn@es :
une premikre fois en tant quoutil-illustration (p.183), et une deuxitme fois en tant
qu objet (p.185) pour signaler que les matrices dun m@Eme endomorphisme dans divers
systt. mes de coordonn@es sont toutes sembl ables.

Enfin, | approche formelle de la duditd est pridsetide dans | annexe C du livre de
Pham & Dillinger, intitul@de 'Structures algdbriques. Cing pages y sont consacrdes. Le bidual
y est introduit en utilisant implicitement le thdot.me de r@flexivitd (qui est par ailleurs @noncd
et ddmontrd par aprt.s), par analogie avec le dual un dldment de E* est une fonction qui

1% Rappelons nous que pour Pham & Dillinger, une base de E et une base de E* lies par larelation de dualit@
sont dites duales| une de | autre. Une base duale n est donc pas ndcessairement dans le dual.
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associe un vecteur (variable) v de E un scaaire |(v) ddpendant lindairement dev. En
considdrantv comme fix@ etl comme variable, on vdrifie facilementque ce scalaire ddpend
lin@airement del.

Pham & Dillinger en concluent donc que | application qui va de E* dans K (le corps
des scalaires) et qui | associe I(v), est un @l@ment du « bidua » (espace dua du dug, qui
seranot@v : v(l) =1(v).

La transposde d une application lindaire est ensuieé ddfinie: soit f .|E - F, une
application lindaire. OIOF*, | fOE*. La correspondance | | fest appelde

tf

| application transposde def. Pham & Dillinger la reprdsentent par E* — F*. Ils citent
ensuite une propridtd disant que sif est surjective, sa transpos@de ' f est injective. Comme

exemple (Dclairant ?), ils donnent ensuitef :(fl,..., fp):E — KP, un k-uplet de fonctions

lin@aires valeurs dans K. Ils ddfinissent adors 'f:KP - E* tele que
(Ad,)  Afi++ AT,

Les coordonn@es de la transposde d une applicationlindairef [E - F peuvent Ere
donn@es par | interm@ddiaire des systt mes de coordandes, s iE et F sont de dimension finie:
S (x,...x,) est un systt me de coordonn@es deE et que (y,,..y,) est un systt me de

coordonn@es deF, dors, | application transpos@de ' f : F* - E* est celle qui, la fonction

p n
=AYy, +..+A)y, associe la fonction | f=A(y, f)+..+A(y, f)= Aa;X; og
i=1 j=1

(qj) est lamatrice de | application linGaire f.

Pour affirmer que la matrice de | application 'f (dans les «bonnes bases ») est la
transposde de la matrice def, Pham & Dillinger se servent du fait que les coordonn@des du
p p
vecteur ‘f (1) dans la base (x,.., x,) sont  Aa,, , Aa, ; et que A,..,A sont les
i=1 i=1
coordonn@es du vecteur| O F * danslabase (y,, ... y, ).

Pham & Dillinger prdcisent ensuite que si les espaes E et F sont de dimension finie,
latransposde d une application lin@aire injectivesst surjective.

IIs reprennent aprk.s un vocabulaire gdom@trique paudire que dans le cas d espaces
vectoriels de dimension finie, "la relation de dualitd est symdtrique s E est dual de E, alors
E est dual de E " (p. 333), et quil en est de mEme pour la relatio de transposition : "si
| application linGairef est transposde de | application lindairef , aorsf est transposde

def " (p.334). On remarquera que les notations utilisdes ici ne correspondent plus aux
notations introduites peu de temps auparavant : E* pour le dua de E, et 'f pour | application
transposide def.

Est ensuite introduite la notion d espace conormal  un sous-espace vectoriel F deE:
c est | ensemble des fonctions lindaires| sur E telles que | |F =0. Il sagit de ce q