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Annexe 1. Description des livres et manuels analysés au
Chapitre 3

Nous présentons ici brievement les manuels que awass retenus en vue d’analyser la
dualité comme savoir a enseigner (Chapitre 3). Blapg que notre souci n'a pas été
I'exhaustivité, mais une variété de présentatioes wotions de dualité. Nos choix pour les

manuels retenus seront brievement expliqués aet fumesure des descriptions.

1. Le polycopié de Toint

Le polycopié intitulé Algebre' (Toint 2007, 219 pages, Belgique), rédigé patfige Toint,
professeur au département de mathématiques adtsiié&’zde Namur, est le support des notes
du cours d'algébre linéaire que suivent les étaslienscrits en premiére année mathématique
ou physique a l'université de Namur en Belgiquér (&kanexe 4 pour un plan de ce cours). Ce
manuel reprend les motivations, illustrations, miéfins et théoremes concernant les notions
vues au cours théorique.

Il est complété par un recueil d'exercices repremas exercices répertoriés par
chapitre selon les notions visées. L'avant dexhapitre du recueil d'exercices est consacreé a
des exercices récapitulatifs, et le dernier chapiprend les tests et examens écrits des deux
dernieres années académiques.

Ces notes de cours s'adressent donc a des étugliaimisde cycle du secondaire, et ne
requiérent aucune notion préliminaire d'algébrédire.

2. Le livre de Halmos

"Finite-Dimensional Vector Spacdesde Paul R. Halmos (Halmos 1974, 200 pages, Etats
Unis) est le livre dont s'est principalement etiaement inspiré Ph. Toint pour la rédaction
du polycopié associé a son cours d'algébre linéaiteiniversité de Namur. La seconde
édition de ce livre, datant de 1958 et réédite@ ¥, se distingue de la premiere (datant de
1942) principalement par le nombre d'exercicesegmé&s. Ces derniers sont positionnés tout
au long du livre, regroupés a la fin de sectionstditres.

Dans sa préface, l'auteur annonce que le but qollrsuit est de traiter les
transformations linéaires (sur des espaces veldodie dimensiorfinie) par le biais de
méthodes de théories plus générales, tout en egsdgalopter une vision géométrique. Le
livre ne demande pas de prérequis particulier poureut s'initier a l'algébre linéaire par son
intermédiaire.

De plus, la premiere édition de ce livre a une cosapte historique : le livre
d’Halmos est, avec le livreSurvey of Modern Algebtale Birkhoff & Mac Lane édité en
1941, l'outil qui a permis la diffusion des idéemgres a l'algébre linéaire auprés des
chercheurs et dans I'enseignement universitaifépleque (Dorier 1997, p.95).

Ce manuel est analysé plus en détail au chapi§e3.

3. Le livre de Birkhoff & Mac Lane

Le livre de G. Birkhoff et S. Mac Lane, composédaeix volumes (I volume : Birkhoff &
Mac Lane 1971, 408 pages, France), a été séleétipour la raison historique présentée a la
section ci-avant. Cependant, pour notre analysas mdavons pas considéré la premiére
édition du livre de Birkhoff & Mac Lane dont il efdit mention ci-avant (8 2). Nous avons
privilégié la traduction de la troisieme éditiomtant de 1971. En effet, cette troisieme édition



a permis de corriger et d'améliorer le texte ihifiasprit de I'ouvrage restant par ailleurs le
méme. De fait, les auteurs présentent une apptoehexiomatique de I'algébre. La notion de
dualité y est tout d'abord présentée par le biaislwhl d’'un diagramme, puis du dual d'un
module, le dual d'un espace vectoriel en étans alomproduit dérivé.

La traduction francaise de la troisieme éditionpsésente sous deux volumes, le
premier reprenant les chapitres 1 a 9 dans un fatitelé "Structures fondamentales". Le
deuxieme tome, "Les grands théoremes", reprendatiud¢tion des chapitres 10 a 16 de
l'ouvrage original "Algebra”, a laquelle les autont ajouté un chapitre supplémentaire sur
la "Théorie de Galois". Lors de notre analyse, nooigs sommes concentrée sur le premier

volume.

4. Le livre de Grifone

Nous avons également considépdgebre Linéaire - 2éditior’, de Joseph Grifone (Grifone
2002, 416 pages, France). Partant du constat debprel les programmes actuels de
I'enseignement dans le secondaire ne comportestyeeeplus d'algebre linéaire, Grifone se
sert de son expérience de plusieurs années d'eeseigt de l'algébre linéaire en premier
cycle d'université pour essayer de combler cetigne.

Les différentes notions sont présentées de fagoattie en évidence leur raison d'étre
et leur utilité. Une attention particuliere est tger sur la signification geométrique. Chaque
notion et chaque énoncé sont illustrés par des ghesnfprésentés dans différents cadres) et
des exercices résolus. Chaque chapitre se tern@ineurne série d'énoncés d'exercices se
rapportant a l'entiereté du chapitre (toutes sestmonfondues), suivie ensuite par une série
d'indications se rapportant a ces eénonces.

5. Le livre d'Escofier

"Toute l'algébre de la licence : Cours et exercicesigés', de Jean-Pierre Escofier (Escofier
2006, 674 pages, France) est, dans sa secondenkdith ouvrage récent. Il reprend
I'ensemble des notions d'algeébre abordées dartsolespremieres années d'université d'un
étudiant de mathématique. L'auteur, constatantegueotions élémentaires en mathématiques
ne font généralement pas l'objet d'attentions qdidres, a écrit ce livre a lintention
d'étudiants « a l'aise et moins a l'aise en mathigmes », en espérant transmettre a ces
derniers le godt pour les mathématiques.

Les notions présentées sont accompagnées de eéd@necdotes historiques, ainsi
qgue d'applications récentes. Chaque chapitre s@nerpar des énoncés d'exercices (statuts
variés et cadres différents), suivis ensuite pagsalution détaillée de ceux-ci.

Ce manuel est analysé plus en détail au chapig§e32.

6. Le livre de Pham & Dillinger

Le livre de F. Pham et de H. Dillinger (Pham & Dier 1996, 347 pages, France) a été
sélectionné pour l'approche différente qu'il présgrar rapport aux autres ouvrages déja cités.
Dans leur "Avertissement au lecteur”, les auteursoacent que leur but n'est pas de
transmettre des techniques mais bien des idées;cateepts qui pourront étre utiles pour
résoudre d'autres problemes. lls indiquent égalergar, bien que présenté de maniere
originale, le contenu du livre correspond au progree traditionnel d'un cours d'algébre de

! La premiére édition date de 2002.



Annexe 1. Description des livres et manuels analgseChapitre 3

premiere année d'université, et que le sloghralité entre géométrie et caltulesume leur
principale préoccupation.

Ce manuel est analysé plus en détail au chapi§e2.

7.Le livre de Lax

Le livre de Peter D. Lax a pour titreihear Algebra and its applicatiohsSa deuxieme
édition est tres récente (2007, 376 pages, Etais)Un

Dans sa préface, l'auteur précise que cet ouvragstitue un support confortable
pour un cours complémentdirsur I'algébre linéaire, supposant donc que leeleca déja eu
I'occasion de se confronter aux premieres notidalgebre linéaire.

L’intérét de cet ouvrage réside non seulement tlpsesentation qui y est faite de la
dualité, mais également dans les applications liie-ciequi y sont présentées.

8. Le livre de Lang

On pourrait affirmer que Serge Lang a écrit unédre sur l'algébre linéaire, si I'on
considére 'Introduction to Linear Algebrd (1986), "Linear Algebra" (1987), "Algebra"
(2002). Les deux premiers livres cités sont du anivdes premieres années d’université, alors
que le troisieme livre, Algebra", est a destination de personnes ayant déjaoéféontées a
I'algebre ou ayant une maturité mathématique apmepCe dernier ouvrage est du niveau
graduate

L’auteur n’introduit pas la dualité danetroduction to Linear Algebra(1986), il n'y
fait mention que de la transposée d’'une matrices saicun lien avec la dualité. C’est dans
"Linear Algebrd (1987) que la dualité est présentée en algebgmilie. Dans le troisieme
ouvrage de Lang considérélgebrd’ (2002), la dualité y est aussi présentée dans dre ca
plus vaste (groupe dual, module dual, ...) étant ddarcaractére spécifique de cet ouvrage.

Etant donné le sujet de notre recherche, nous smummes concentrés sur le deuxieme
ouvrage de Lang (1987, 296 pages, Etats-Unis) pré&ss.

9. Le livre de Merlin

Xavier Merlin, dans son livreMethodix - Algébre : 250 méthodes, 250 exercicesges'
(Merlin 1995, 400 pages, France) présente une distenéthodes, qui peut étre interprétée
comme un cours "orienté exercices". Il consacrehapitre entier a la dualité. La démarche
est originale, et l'auteur précise tout de méme @' suffit pas de connaitre une méthode,
encore faut-il savoir quand elle s'applique ou guelfe est inopérante...

Ce manuel est analysé plus en détail au chapi§e2.

10. Le livre d'Etienne

Le livre de Damien Etienne, intitulé&Xercices corrigés d'algébre linéaire - tonie(Etienne
2006, 359 pages, Belgique) est également un ouwegnt. L'auteur a tiré profit de son
expérience de plusieurs années d’enseignemenéaldebre linéaire en licences scientifiques
(France) pour la rédaction de cet ouvrage. Le t@rest bien évidemment précédé d'un
premier tome, mais l'auteur a choisi de placerdeteur dualité dans le deuxieme tome. La
plupart des chapitres de ces deux ouvrages sostradsa de la méme maniére : une premiere

% « ...a second course on the subject » [Lax, 200x] p.



partie reprenant quelques rappels de cours, spareune section reprenant des énonces
d’exercices, dont la correction est présentée atisisieme partie du chapitre.

Comme le titre du livre le laisse percevoir, cetrage est centré essentiellement sur
les exercices.

11.Le livre de Uhlig

Ce livre (Uhlig 2002, 503 pages, Etats-Unis) estidé a des étudiants d’'un niveau débutant
ou intermédiaire, dans un parcours scientifiqueulztage a pour but d’aider les étudiants a
développer une compréhension intuitive de I'algdiokeaire et de leur présenter des concepts
qui sont a l'origine de ce domaine des mathémasique

Ce livre adopte une présentation non formelle dukdité. On n’y parle d’ailleurs pas
d’espace vectoriel dual. L'ouvrage d’'Uhlig met Eant sur des concepts d’algébre linéaire et
de théorie des matrices. Ainsi par exemple la nafierang est introduite par la définition du
rang d’'une matricé d’'un systeme d’équations linéaireésx= b) comme étant le nombre de
pivots dans la forme échelonnée par ligde la matriced. Par conséquent, ce manuel ne sera
pas analysé de la méme maniére que les autresgesvpaésentés ci-dessus ; mais il nous
semblait intéressant d’en parler étant donnée liprésence de I'approche naturélige la
dualité dans l'ouvrage.

L’'ouvrage a a l'esprit les applications de l'algetinéaire. C’est pourquoi la plupart
des chapitres sont divisés en trois sections rdm@re reprenant le contenu d’un cours, suivi

de problémes ; la deuxieme présentant des applémriques et mathématiques ; et la
derniére partie présentant des applications d’'atgkdeaire.

Ce manuel est analysé plus en détail au chapi§e2.

%Les éléements; d'une matricef§,q) échelonnée par ligne sont tels gye= 0 pour touti >j, oui = 1,...,p et

j=1,...,0.
“ Voir Chapitre 2, § 4.6.



Annexe 2. Analyse synthétique et comparative de la dualité des
les manuels analysés

Cette annexe vient détailler ce qui est présentéteoduction au chapitre 3. Nous avons
analysé, dans un premier temps, la maniére dagdieur dualité s'insére dans l'organisation
des différents manuels considérés. Ensuite, nooasavegardé les parties de manuels ou
intervenait la dualité. Nous présentons ici unelsgse des résultats observés.

1. Section consacrée explicitement a la dualité

Le fait que la dualité soit présentée danshapitre a part entierelans un manuel pourrait
créer ou accentuer l'idée d’un secteur isolé dardoimaine de I'algébre linéaire. De plus, la
position relativede la dualité par rapport a I'étendue du manuat peus renseigner sur la
quantité de prérequis nécessaires a cette matesarde degré de difficulté atrribué a cette
matiere par l'auteur. Enfin, le nombre de pagesaorées a la présentation de la dualité, ainsi
gue ce que ces pages représentent par rapporitigraté du livre peut nous renseigner sur
I'étendue de la description du secteur dans le elanu

Nous nous posons donc les questions suivantes :

Dans les divers manuels analysés, le secteur @uaditupe-t-il un chapitre a part
entiere? Quelle est la position relative de |'ajpipar de la dualité dans le manuel? Quelle
place relative occupe la section (chapitre) corgsaarla dualité a l'intérieur du manuel?

Remarquons que, vu la spécificité de I'ouvrage 88g2002), ce manuel ne sera pas
analysé dans cette section. En effet, dans ce hdaudualité n'est pas présentée en tant
gu’objet. Le concept est omniprésent dans les [algol’auteur, mais il n'est pas formalisé :
I'auteur ne parle pas par exemple d’espace vettuad ou de base duale...

Dans le tableau ci-dessous, la premiere colonnemdples noms des auteurs des
manuels analysés. Le lecteur trouvera ensuite arigae colonne la réponse a la premiere
des trois questions posées ci-dessus; dans le®i@nes suivantes la réponse a la deuxieme
de ces questions; et enfin les deux derniéres sekpermettent de répondre a la troisieme
guestion posée :

Chapitre a Nombre de Apparition  Position = Etalé sur Qui
part entiere  pages  du secteur relative de ... pages représentent
(total) du  dualité : la dualité par rapport a
manuel I'entiéreté du
livre:
Toint  Non(@chap2 5 Page 43 19.6% 9 4.1%
Applications)
Halmos Non(chap.l 5, Page 20 10% 1148 9,5%
Spaces)
Birkhoff Page 36
& Mac (diagramme)
Non (O chap.7 Page 248
Lanel Espaces 408 (module) 67.4% 3+10+7 4.9%
vectoriels) Page 275
(esp.vect.)
Grifone | Non (U chap.3 10 (ex
Applications 416 Page 82 19,7% inclus). 2,4%
linéaires et




Chapitre a' Nombre de Apparition  Position = Etalé sur Qui
part entiere  pages  du secteur relative de ... pages représentent
(total) du  dualité : la dualité par rapport a
manuel I'entiéreté du
livre:
matrices
Escofier . 0 .
Oui 196 (prgmlere Page 181 92.3% 13 6,6% (pr,emlere
année) année)
674_ (tout le 26.8% 1,90/_0 (tout le
livre) livre)
Pham & Non (d chap3
Dillinger Dualité entre 5,5 Page 127 36.6% 23 6.6%
geometrle et
calcul)
Lax Oui 376 Page 13 3.5% 6 1,6%
Lang  Non ([dchap.5
produit 296 Page 125 42,2% 5 1,7%
scalaire et
orthogonalité)
Merlin oui 400 Page 61 15,2% 18 4,5%
Etienne oui 359 Page 129 3590 | 25 (ex. 6,4%
inclus)

Tableau 2.I. Présentation de la section consacrégpdicitement a la dualité en algebre linéaire

Remarquons que les chiffres présentés dans laéderoolonne du Tableau 2.l ne tiennent
compte que du nombre de pages de la section (athapitre) consacré explicitement a la
dualité. lls ne tiennent donc pas compte du nordbrpages, présentes dans le manuel, ou la
dualité est utilisée, par exemple a titre d'illason d'autres notions, ou a l'intérieur d'une
démonstration, ou encore en comparaison avec uime aotion. Pour avoir une idée de
I'étendue que revét le secteur dualité sur 'egtéédu manuel, et non plus seulement dans la
section (ou chapitre) qui lui est explicitement saeré(e), nous invitons le lecteur a se référer
a la section suivante.

Nous pouvons déja nous apercevoir de la grandesiti¢ale I'importance accordée au
secteur dualité dans les différents ouvrages setects. Certains auteurs y consacrent un
chapitre, d’autres pas. L’apparition de la dugbiédit se faire relativement to6t dans I'ouvrage,
comme chez Lax ou Halmos, ou venir plus tard. Denejéon peut constater qu’il n'y a pas
de constante en ce qui concerne I'étalement dartéepgle I'ouvrage consacrée a la dualité.

Il faut évidemment relativiser certains des ch#figrésentés ci-dessus. On sait par
exemple que I'ouvrage de Lax référencé ici s’adréssles étudiants non novices en algebre
linéaire. Il est donc compréhensible que la dualfiparaisse si tét dans I'ouvrage. Ce qui est
plus surprenant, c’est la place accordée par Habnlasdualité. Rappelons ici I'importance
historique qu’a joué ce livre dans la diffusion kkgébre linéaire dans la communauté
scientifique et I'enseignement supérieur.



Annexe 2. Analyse synthétique et comparative dkiidité dans les manuels analysés

2. Chapitres et sections ou les thémes de la duabiét gités/utilisés

Le tableau suivant comporte, pour chacun des marmamgllysés, deux parties: I'une consacrée
aux chapitres, l'autre consacrée aux sections. Dlkeade ces deux parties est composée de
deux colonnes reprenant dans la premiere le nomdrehapitres/sections développant ou
utilisant la dualité par rapport au nhombre totacHepitres/sections repris(e)s dans le manuel,
la seconde colonne de chaque partie reprend la rpkative (en pourcentages) de ces
chapitres/sections par rapport a I'entiéreté duuslan

Chapitres Sections
Toint 3/10 30,0% 6/36 16,7%
Halmos 3/4 75,0% 23/93 24, 7%
Birkhoff & Mac Lanel 5/9 55,6% 11/88 12,5%
Grifone 3/10 30,0% 5/87 5,7%
Escofier Premiére année : Premiére année :
1/10 10,0% 9/79 11,4%
Tout le livre : Tout le livre :
3/22 13,6% 9/198 4,5%
Pham & DiIIinger 1/5 20% 3/25 12,0%
Lax 9/18 50,0% - _
(1/16 annexes) (6,3%)
Lang 2/12 16,7% 2/56 3,6%
Merlin 5/18 27,8% 10/82 12,2%
Etienne 2/10 20,0% 4/17 23,5%

Tableau 2.II. Importance de la dualité dans I'enseinle d'un manuel

Le tableau ci-dessus nous montre que la dualitét généralement pas un secteur isolé en
algebre linéaire bien que les themes présentésitdisation qui en est faite varient d’'un
auteur a l'autre. Remarquons toutefois dans le €gabl2.11 que c’est dans les livres
« historiques » (Halmos ; Birkhoff & Mac Lane) glen retrouve la dualité dans un nombre
relativement important de chapitres. On note gadivees récents font de moins en moins de
place a la dualité. A l'université en France, cellev’est plus abordée en premiere année.
Ceci confirme la difficulté de ce sujet, qui peifficilement rester présent si I'allégement des
programmes au lycée nécessite la présentationegmgne année d’université de contenus qui
relevaient jusque la du secondaire.






Annexe 3. Tables des matieres et description de I'organisatio
mathématique globale/régionale dans les manuels
analysés au chapitre 3, § 2.2.

Cette annexe se compose de deux parties :

Nous présentons dans un premier temps (8 1) l@ s matieres des cing livres
présentés a la section 2.2 du chapitre 3, afinai¥avne vue d’ensemble de ces manuels
sélectionnés pour l'analyse globale, régionaleoetale de la dualité en tant que savoir a
enseigner. Afin d’avoir une vision d'ensemble dedroit d'introduction et/ou d'utilisation des
thémes liés a la dualité dans le domaine de l'agébéaire, nous avons ajouté, a chacune
des tables des matieres, des notations entre ¢soghé ». Il s'agit des sujets et themes que
nous avons définis pour le secteur dualité. Poiieeioute ambiguité avec les composantes
de la table des matiéres elle-méme, ces notatmmsesicaracteres gras et soulignée®es
remarques ont aussi parfois été ajoutées. Elleségaiementn grasmais ne sont quant a
elles pas soulignées.

Dans un second temps (82), nous décrivons plusdétail I'organisation
mathématique globale/régionale qui est faite deulalité dans chacun de ces cing manuels.
Cela permettra au lecteur curieux de mieux compeetas articulations annoncées dans les
tables des matiéres reprises a la premiére sadtiaette annexe.

1. Présentation des tables de matieres

1.1. Table des matiéres du livre d’Halmos (1974) :  Finite-Dimensional
Vector Spaces

Preface

Chapitre 1. Spaces

Fields

Vector Spaces

Examples

Comments

Linear dependence

Linear combinations

Bases

Dimensions

. Isomorphism

10. Subspaces

11. Calculus of subspaces

12.Dimension of a subspace

13.Dual spaces forme linéaire] [dual]
14.Brackets {lual] [forme linéaire] [forme bilinéaire]
15.Dual bases Hase dualég

16. Reflexivity [dual] [bidual]

17. Annihilators gnnulateurs] [dual] [base dualé
18.Direct sums

19.Dimension of a direct sum

20.Dual of a direct sum dual] [annulateurs]

CoNooORWNE




21.Quotient spaces dhal] [annulateurs] : themes présents dans les énoncés d'exercices
22.Dimension of a quotient space
23.Bilinear forms  forme bilinéaire]
24.Tensor products dual] [forme bilinéaire]
25.Product bases dpal] [forme bilinéaire]
26.Permutations

27.Cycles

28. Parity

29. Multilinear forms

30. Alternating forms

31. Alternating forms of maximal degree

Chapitre 2. TRANSFORMATIONS

32.Linear transformations

33. Transformations as vectors  dual] : theme présent dans I'énoncé d'un exercice

34.Products

35.Polynomials

36.Inverses

37.Matrices

38. Matrices of transformations

39. Invariance

40. Reducibility

41.Projections

42.Combinations of projections

43.Projections and invariance

44. Adjoints [dual] [bidual] [application transposéé

45. Adjoints of projections dual] [application transposéé [annulateurs] [matrice
transposéé

46.Change of basis dual] [covariant/contravariant]

47.Similarity [dual] [transposéé : themes présents dans des énoncés d'exercices

48. Quotient transformations

49.Range and null-space dual] [annulateur] [transposéé [imag€] [noyau]

50.Rank and nullity fransposéé [rang]

51. Transformations of rank one bdse dualé

52.Tensor products of transformations dufl]

53.Determinants

54.Proper values

55. Multiplicity

56. Triangular form @ual] [transposéé [annulateur]

57.Nilpotence

58.Jordan form

Chapitre 3. ORTHOGONALITY
59.Inner products
60. Complex inner products
61.Inner product spaces
62. Orthogonality
63.Completeness
64.Schwarz's inequality
65. Complete orthonormal sets
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Annexe 3. Tables des matiéres et description dél@lobale/régionale dans les manuels analys&hap.3

66. Projection theorem

67.Linear functionals dual] [forme linéaire]

68. Parentheses versus brackets dudl] [forme linéaire] [base dualé
[annulateur] [transposég

69. Natural isomorphisms dual] [bidual]

70. Self-adjoint transformations  base dual

71.Polarization

72.Positive transformations

73.lsometries

74.Change of orthonormal basis

75.Perpendicular projections

76.Combinations of perpendicular projections

77.Complexification

78.Characterization of spectra

79. Spectral theorem

80.Normal transformations

81.Orthogonal transformations

82.Functions of transformations

83.Polar decomposition

84. Commutativity

85. Self-adjoint transformations of rank one

Chapitre 4. ANALYSIS
86.Convergence of vectors
87.Norm
88. Expressions for the norm
89.Bounds of a self-adjoint transformation
90. Minimax principle
91. Convergence of linear transformations
92.Ergodic theorem
93.Power series

Appendix. Hilbert space
Recommanded reading
Index of terms

Index of symbols
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1.2. Table des matiéres du livre d’Escofier (2006) : Toute l'algebre de la
licence

Remarque : Dans la table des matieres du livrecdfies, les sections de chaque chapitre
sont citées. Pour une question de lisibilité, nolasons détaillé ici que les
sections des chapitres ou intervenaient les theshesijets liés au secteur
dualite.

Avant-propos

Premiere année
Chapitre 1 Equations différentielles linéaires
Chapitre 2.Suites récurrentes linéaires
Chapitre 3L'espace vectorieR"
Chapitre 4Systemes linéaires
Chapitre 5Généralités sur les espaces vectoriels
Chapitre 6 Bases et dimension
Chapitre 7 Applications linéaires
7.1.Naissance du concept
7.2. Applications linéaires
7.3.Exemples
7.4.Propriété universelle
7.5.Noyau d’'une application linéaire
7.6.Image d’'une application linéaire
7.7.Le théoreme du rang ou des dimensions
7.8.Résolution d'une équation linéaire

7.9.Résolution d'un systéme linéaire [hyperplan]
7.10.1somorphismes

Exercices

Solutions

Chapitre 8 Matrices
Chapitre 9.Sommes directes, produits, quotients
9.1.Exemples
9.2.Décomposition en somme directe
9.3.Sommes directes finies
9.4.Produit de deux espaces vectoriels
9.5.Projecteurs
9.6.Espaces vectoriels quotients
Exercices[matrice transposéé
Solutions
Chapitre 10Dualité
10.1.Introductiondual] [forme linéaire] [bidual]
10.2.Formes linéaires et hyperplans [forme linéaire] [hyperplan]
10.3.Base duale[base dualé
10.4.0rthogonal d'un sous-espace [orthogonal (et non annulateur)] [hyperplan]
10.5.Transposée d'une application linéaire [transposée (application & matrice)
Exercices
Solutions
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Deuxiéme année
Chapitre 11Groupes
Chapitre 12 Arithmétique, anneaux
Chapitre 13Polynémes
Chapitre 14Déterminants
Chapitre 15Autour de la diagonalisation
Chapitre 160rthogonalité
16.1.Introduction
16.2.0rthogonalité dans le plan et I'espace ordinaires
16.3.Produit scalaire
16.4.Expression du produit scalaire [matrice transposéé
16.5.Norme et angle
16.6.Bases orthogonales et orthonormées
16.7.0rthogonalité de sous-espaces|[dual] [forme linéaire] [base dualé
[orthogonal (et non annulateur)
16.8.Projection orthogonale
16.9.Transformations orthogonales
16.10.Groupe orthogonal d&R?
16.11.Groupe orthogonal d&®
16.12.Endomorphisme adjoint et autoadjoinfmatrice transposéeé
16.13.Polynémes orthogonaux : exemple des polynbmesgintee
Exercices
Solutions
Chapitre 17Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Troisieme année
Chapitre 180Ouverture sur les groupes
Chapitre 190uverture sur les anneaux commutatifs unitaires
Chapitre 200uverture sur les polynédmes
Chapitre 21Corps finis
Chapitre 22Formes bilinéaires symétriques et quadratiques
22.1.Compléments sur le groupe orthogonal d’'un espaciéden [hyperplan]
[matrice transposéé
22.2.Formes bilinéaires et bilinéaires symétriques [dual] [forme linéaire] [base
duale]
22.3.Formes quadratiques
22.4.Méthode de Gauss pour la décomposition en carrés
22.5.Décomposition d’'une forme quadratique gtirou R
22.6.Diagonalisation simultanée de deux formes quaduesig
22.7.0rthogonalité [dual] [forme linéaire] [base dualé[orthogonal (et non
annulateur)]
22.8.Espaces quadratiques réguliers[dual] [orthogonal (et non annulateur)
22.9.Groupe orthogonal d’'un espace quadratique régulier
22.10.Quaternions
22.11.Recherches arithmétiques de Lagrange
Exercices
Solutions

Bibliographie
Index
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1.3. Table des matiéres du livre de Pham&Dillinger  (1996) : Algebre
linéaire
Remarque : Dans la table des matiéres du livre ltlemP& Dillinger, les sections de
chaque chapitre sont citées. Pour une questionisd®lité, nous n'avons
détaillé ici que les sections des chapitres ourveteient les themes et sujets
liés au secteur dualité.

0 Prologue

1 Etude formelle des systémes linéaires
1.1 Manipulations formelles sur les systemes linéaires
1.2 Indépendance linéaire. Relations
1.3 Rang
1.4 Conditions d’existence des solutions
1.5 Formes linéaires f¢rme linéaire]

2 Espaces vectoriels et géométrie

3 Dualité entre géométrie et calcul

3.1 Systémes de coordonnées et dualité dual] [forme linéaire (repris sous les
termes « fonctions linéaires »})[base duale(repris dans un premier temps
sous les termes « systeme de coordonnées linéairggannulateur (repris sous
les termes « systéme de coordonnées linéaires agsaaun sous-espace
vectoriel de co-dimension p », ou dans l'autre sensous les termes « lieu des
zéros des fonctions affines p)hyperplan]

3.2 Systémes linéaires et géométri@rine lin€aire (repris sous les termes
« fonctions linéaires » et/ou « formes linéaires pPbase duale(repris sous les
termes « systeme de coordonnées linéaire$ pyperplan]

3.3 Calcul matriciel forme linéaire (repris sous les termes « fonctions
linéaires »)

3.4 Calcul matriciel et géométrie diial] [base duale(repris sous les termes
« systeme de coordonnées linéaireg »)

4 Endomorphismes d’espace vectoriel
4.0 Introduction lpase duale(repris sous « systeme de coordonnées
linéaires »)

5 Epilogue

A. Polyndmes, et nombres complexes
B. Rudiments de théorie des ensembles
C. Structures algébriques

a. Introduction

b. Groupes

c. Anneaux et corps

d. L’algebre des polyndmes

e. Retour a l'algebre linéaire

I. La structure d’espace vectoriel

14
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ii. Dualité dual] [formes linéaires(reprise sous le terme de
fonctionslinéaires deE a valeurs dandK)] [bidual] [base duale
(reprise sous les termes de systéme de coordonn@gsocié a une
base) [transposée(application et matrice)] [annulateur (repris
sous les termes d’espace co-normal a un sous-espaeetoriel)]

iii. L'algebre des endomorphismes et le groupe linéaire

Solutions des exercices
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1.4. Table des matiéres du livre de Merlin (1995) :  Methodix algebre (250
méthodes, 250 exercices corriges)

Remarque : Dans la table des matiéres du livre ddifM les sections de chaque chapitre
sont citées. Pour une question de lisibilité, nolasons détaillé ici que les
sections des chapitres ou intervenaient les theshesijets liés au secteur
dualite.

Avant-propos

Chapitre 1 Méthodes d'étude des polyndmes

Chapitre 2 Méthodes de décomposition d'une fraction ratiderex éléments simples
Chapitre 3 Méthodes générales d'algebre linéaire : espacésrigds et applications linéaires

Chapitre 4 Méthodes de dualité
1. Formes linéairegformes linéaireq [crochet de dualit§ [hyperplan] [noyaul]
2. Orthogonalité [crochet de dualitd [annulateur (vu comme orthogonal)]
[noyau] [bidual ]
3. Base duale [base dualg
4. Transposée [application transposéé [algebre bilinéaire] [adjointe]
[matrice transposéé

Chapitre 5 Méthodes de calcul matriciel (1)

Chapitre 6 Méthodes de calcul matriciel (2)

Rang

Trace [formes linéaireq [utilise le dual de M;]
Polyndbmes de matrices

Centres et commutants

Espaces stableghyperplan] [application transposéé
Résolution d’équations matricielles

Traitement algébrique et traitement matriciel daxercice

NookwdbE

Chapitre 7 Méthodes de calcul de déterminants
Chapitre 8 Méthodes de diagonalisation pratique

Chapitre 9 Méthodes de réduction théorique

Ce gqu'il est nécessaire et suffisant deisav

Théme 1 : Polyndbme caractéristique

Théeme 2 : Endomorphisme d’espaces fonctionnels

Théme 3 : Espace stables par A

Théme 4 : Réduction par « blocs »

Theme 5 Réductions simultanées [application transposéé
Théeme 6 : Endomorphismes de L(E) et applications
Théme 7 : Localisation du spectre

NoOkwNEO
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8. Theme 8 : Autres réductions classiques
9. Théme 9 : Exercices « n'ayant rien a voir aveddgahalisation »

Chapitre 10 'Best of" Vrai ou Faux : réduction des endomorptasm
Chapitre 11 Méthodes de topologie matricielle

Chapitre 12 Méthodes d'étude de I'exponentielle matricielle
Chapitre 13 "Best of" : Méthodes d'études des matrices classiqu

Chapitre 14 Méthodes générales d'algébre bilinéaire

1. Comment étudier les propriétéss formes
A) Problémes de définitions
B) Décomposition de Gauss  [formes linéaired
C) Orthogonalité, cone isotrope et noyau [annulateur (vu comme

orthogonal)]

D) Bases orthogonales [base dualé

2. Produit scalaire et norme

3. Base orthonormale et orthonormalisation de Schmidt

Chapitre 15 Méthodes de détermination de la signature
Chapitre 16 Méthodes d'étude des endomorphismes autoadjoints
Chapitre 17 "Best of" : Endomorphismes classiques des espamiisiens et hermitiens

Chapitre 18 L'essentiel de I'algebre... en quatre pageson y[parle de la transposée

17



1.5. Table des matiéres du livre d’'Uhlig (2002) :  Transform Linear Algebra
Préface

Notes to Instructors
Introduction

1. Linear Transformations
1.1. Lecture One: Vectors, Linear Functions, and MasricgEquations linéaires
reprises sous forme matriciell§
1.2. Tasks and Methods of Linear Algebra
1.3. Applications: Geometry, Calculus, and MATLAB

2. Row-Reduction
2.1. Lecture Two: Gaussian Elimination and the Echelomts
2.2. Applications: MATLAB

3. Linear Equations
3.1. Lecture Three: Solvability and Solutions of Liné&stem Equations
linéaires]
3.2. Applications: Circuits, Networks, Chemistry, and MIZAB

4. Subspaces
4.1. Lecture FourL:The Image and Kernel of a Linear $farmation [espace
orthogonal U _ (introduit comme une représentation exclusive (enpgposition a
la représentation inclusive) d’un sous-espadg)]
4.2. Applications: Join and Intersection of Subspaces

5. Linear Dependence, Bases, and Dimension
5.1. Lecture Five: Minimal Spanning or Maximally Indeplemt Sets of Vectors
5.2. Applications: Multiple Spanning Sets of One Subsp&tATLAB

6. Composition of Maps, Matrix Inverse
6.1. Lecture Six Matrice transposééd
6.2. Theory: Gauss Elimination Matrix Products, the Wragess of the Inverse, and
Block Matrix Products
6.3. Applications: MATLAB

7. Coordinates Vectors, Basis Change
7.1. Lecture Seven: Matrix Representations with Resfwe@eneral BasedMatrice
transposéé
7.2. Theory: Rank, Matrix Transpose
7.3. Applications: Subspace Basis Change, Calculus

8. DeterminantsA -matrices
8.1. Lecture Eight: Laplace Expansion, Gaussian Elinnimatand Properties
[Matrice transposég
8.2. Theory: Axiomatic Definition
8.3. Applications: Volume, Wronskian
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9. Matrix Eigenvalues and Eigenvectors
9.1. Lecture Nine, Using Vector Iteration: Vanishing avichimal Polynomial, Matrix
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices
9.1.DLecture Nine, Using Determinants: CharacteristityRamial, Matrix
Eigenanalysis, and Diagonalizable Matrices
9.2. Theory: Geometry, Vector Iteration, and Eigenvadtuactions
9.3. Applications: Stochastic Matrices, Systems of Limeas, and MATLAB

10. Orthogonal Bases and Orthogonal Matrices
10.1. Lecture Ten: Length, Orthogonality, and OrthonorBases Approche duale
via la représentation exclusive d’'un sous-espaceateriel]
10.2. Theory: Matrix Generation, Rank 1 and Householdatries
10.3. Applications: QR Decomposition, MATLAB, and Leagjuares
11. Symmetric and Normal Matrix Eigenvalues
11.1. Lecture Eleven: Matrix Representations with respe€@ne Orthogonal Basis
11.2. Theory: Normal Matrices
11.3. Applications: Polar Decomposition, Voume, ODEs, ghadrics
12. Singular Values
12.1. Lecture Twelve: Matrix Representations w.r.t. TwaahOnormal Bases
12.2. Theory: Matrix Approximation, Least Squares
12.3. Applications: Geometry, Data Compression, LeastaBeg) and MATLAB

13. Basic Numerical Linear Algebra Techniques
13.1. Lecture Thirteen: Computer Arithmetic, Stabilityjwdathe QR Algorithm

14. Nondiagonalizable Matrices
14.1. Lecture Fourteen: Jordan Normal Form
14.2. Theory: Real Jordan Normal Form, Companion Matrix
14.3. Applications: Linear Differential Equations, PogéiMatrices
Epilogue
Appendix A Complex Numbers and Vectors
Appendix B Finding Integer Roots of Integer Polyniaim
Appendix C Abstract Vector Spaces
Appendix D Inner Product Spaces
Solutions

List of Photographs

Index
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2. Présentation de I'organisation mathématique globaitsgionale de la dualité

2.1. Le livre d’Halmos

Le livre de Halmos (1974), composé de 200 pageaspode 4 chapitres. Il ne traite que des
espaces vectoriels de dimension finie. Le cas (&emp reéel) et le cas complexe (champ
complexe) sont tous deux abordés dans I'ouvrage.

Le premier_chapitre, intitulé "Spaces" (Espaces), est constitué deegiions, parmi
lesquelles on trouve en treiziéme position, et déja page 20, la section intituléBual
spaces. Halmos aborde donc trés vite la dualité : n'étd présentées que les notions de
champ, d’espace vectoriel, de dépendance linéde@ecombinaisons linéaires, de base et
dimension, d'isomorphismes et de sous-espacesnaisto

Halmos commence la premiere section ou est abardéetteur dualité par la
définition, d'une "linear functional”, que nous efgms maintenant forme linéaire. Il définit
ensuite I'espace vectoriel dual, qu'il note

Dans la section suivanteBfacket$), Halmos introduit une notation, les crochets [ ]
qui lui permettra plus tard de définir un élément kidual ainsi que la transposée, et
eégalement de faire le lien entre la transposé&@djpinte d'une application. Halmos définit
ainsi, pour une forme linéairg et un vecteurx, la notation X,y = y(x). Ces crochets
définissent ainsi une "bilinear functional” (forrb@inéaire). Viennent ensuite des exercices,
proposés principalement dans le cadre analytique.

Toujours dans ce premier chapitre, la section 15megulée " Dual base% Trois
théorémes y sont présentés avec leur démonstratitandéfinition de base duale, nopée=

{y1,....\} d’'une basex = {x,..., p}de ¥ est donnee xy;] = &; (ou J; est le symbole de

Kronecker, qui vaut un si=j et qui vaut zéro si# j). Quoi qu’il le démontre via la base

duale, Halmos ne mentionne pas explicitement lterise d’un isomorphisme entre un espace
et son dual.

La section suivante est consacrée aéfexivite c’est-a-dire au fait qu'un espace
vectoriel 7 est canoniqguement isomorphe a son bidud)' (= 9”. Les crochets de dualité
sont alors utilisés pour décrire un élément du didypourx, fixé dans?, [x, . |0 7.
Halmos énonce et démontre le théoréme concernanrtnktural correspondance, et
explique ces termes. Il explique alors qu’en dinmmdinie, on peut identifiert’ a /et
gu’'on peut se permettre de dire qu’'un élénzgiake 7/ est le mémeque I'élémeni, de 7 ou
'on a: zy(y) = [Xo,y] pour touty dans?’. Il se permet donc l'identification de la base du
primal avec la base duale de la base dualé= x.

La section 17 est intitulée « Annihilators ». Lataiimn s° est utilisée pour
'annulateur d’'un sous-ensemble (pas nécessairermams-espacey de vecteurs dev.
Halmos reprend sous forme de théoréme qu'il déradetfait ques° est un sous espace de
dimension K-m) si ¢ est une sous-espace de dimensiode 7/, lui-méme de dimension.
L’identification faite a la section précédente petra I'auteur d’énoncé et de démontrer que
(m°) ° = 9u.. Des exercices cloturent la section.

Les deux sections suivantes sont consacrées auxewulirectes d’espaces vectoriels
(définis sur le méme champ) et a leurs dimensites. notations xy> 0 U O ¥, sont
adoptées.
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La section 20 s'’intitule ual of a direct sun». L’auteur utilise les résultats des deux
sections précédentes pour énoncer et démontrbéteéme selon lequel 31 et o sont des
sous-espaces de I'espace vectorielset siv’=a O %; alors est isomorphe &° et & &
M° ety = m°0 «° Des exercices terminent la section.

Les deux sections suivantes sont consacrées auxcesspjuotients et a leurs
dimensions. La notation/# est utilisée pour désigner I'espace quotienttdeodulo 9.
Ces deux sections se cléturent par 5 énonceés diegsr dont le quatrieme implique le dual
de U/m et ° [outil illustration], et le dernier travaille sur O .

La section 23 s'intitule « Bilinear Forms ». Giet ¥/ sont deux espaces vectoriels
construits sur le méme champ, Halmos note g@ry) la valeur d’une fonctiorw en un
élément x,y> dew =100 7. Il introduit les termes kilinear form (or bilinear functional)
pour une fonctiorw définie suri/ et a valeurs dans les scalaires. La dualité\iiger dans
cette section en tant qu’outil-illustration, enrdtan cas particulier de I'espacé intervenant
dans la définition d’'une forme bilinéaire.

Les deux sections suivantes, « Tensor productsoPebduct bases » font référence au
dual et aux formes bilinéaires. La dualité intemtieomme outil-définition pour le produit
tensorielv O v de deux espaces et ¥ de dimension finie définis sur le méme chan@ela
permet a I'auteur d'utiliser les théorémes évoqieass les sections présentant la dualité et les
formes bilinéaires.

Le premier chapitre se termine avec les sectiomsamyées aux permutations, aux
cycles, a la parité, aux formes multilinéaires, famnes alternées et aux formes alternées de
degré maximal. Lek-formes y sont mentionnées, mais sans référendeigxa la dualité.

Le deuxieme chapitre du livre d'Halmos, intitulé "Transformations”, repd 27
sections, numérotées de 32 a 58. L'auteur y défniia section 32, legansformations
linéaires. A la section 37, il définit une "matriessociée sous certaines conditions a une
transformation linéaire". A la section 44, intitelé'Adjoints”, il écrit : ‘the linear
transformation A’ is called thadjoint (or dual) of A". CeA' est ce que nous avons appélé
la transformation "transposée fleé C'est dans cette section que l'auteur énondérabntre
les propriétés de la transposée. La section sw@vdatce deuxieme chapitre est intitulée
"Adjoints of projections”. Dans ce cas particulter "adjoint’ (transposeée), interviennent de
nouveau les annulateurs, étant donné gfué Is the projection on M along N, then E' is the
projection on N° along M° (Halmos, 1974; p.80). C'est a la fin de cettetiea qu'il définit
la matrice associée a la transformation transpo4éé matrix [A] is called the transpose of
[A] " (Halmos, 1974; p.81). Remarquons que, si l'autdilise le termeadjoint ou dual pour
nommer la transformation transposée, c'est bi¢arteetransposequ'il utilise pour désigner
la matrice associé a la transformation transpo&&e.se rappelle que, historiquement, la
matrice transposée a été définie bien avant quepataisse le concept de transformation
transposée (voir chapitre 2).

Dans la section 46 consacrée aux changements @ Hadnos utilise la dualité
comme analogie pour l'interprétation du produit me#dl ; ce qui lui permet d’introduire la
notion de vecteurs covariants et contravariants.

La section 49 du deuxiéme chapitre s'intitiRatige and null-spatece qui se traduit
en francais paimage et noyaulLes annulateurs interviennent donc encore daihs section,

® Voir chapitre 1, § 2.1.
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et le theoréme fondamental de I'algébre linéaiestyénoncé et démontré (Halmos ne donne
pas de nom au théoreme).

Remarquons que les exercices proposés a la finsedetsons sont régulierement
proposés dans le cadre de I'analyse (opérateérdtitiel,...), ce qui n'est pas sans rappeler le
cadre qui a permis de développer les notions Aéedual.

La section suivante de ce chapitre, intitulBarik and nullity, fournit la définition du
rang d'une transformation linéaire. La dualité y estaza présentée sous forme d’objet a
travers le théoreme affirmant que le rang d'uneliegjon et celui de sa transposée sont
€égaux. Halmos présente dans ce méme théoréme tpi&ipour une application linéaire, la
dimension de son image plus la dimension de soawegt égale a la dimension de I'espace
de départ (appelé maintenant le théoréme du rang).

La section 51 intitulée Transformation of rank oriecontient un théoreme dont la
démonstration utilise des bases duales [outil-dé&tnation].

On se rend donc déja compte a ce stade gqu’Halnmtesnaltres habilement les
passages ou il présente la dualité en tant qu'olyec les passages ou la dualité est
considérée comme un outil, avec des finalités earié

Le chapitre 3 est intitulé « orthogonality ». Aprés avoir défiri produit scalaire et
I'orthogonalité, Halmos annonce que l'on peut meaint obtenir une correspondance
naturelle entre v et ¢ : il énonce et démontre théoreme de représentate Riesz (sans
toutes fois lui donner ce nom), faisant ainsi Enlientre les formes linéaires et le produit
scalaire. Grace a ce théoréme, Halmos définit aussroduit scalaire sur’®, & partir du
produit scalaire sut’. Le dual d’'un espace euclidien (réel) ou unitéga@mplexe)?’, muni
du produit scalaire ainsi défini est not€*. Il y a donc un isomorphisme conjugué naturel
entre ¥ et v*. Halmos présente ensuite I'analogie entre leshets de dualité [.,.] et la
notation utilisée pour le produit scalaire (.,.)e lnéme, avec l'introduction du produit
scalaire, I'annulateuvl® (sous-espace de’ ou 7'*) est remplacé par I'orthogonkl-- (sous-
espace deg’) ; la base duale d’'une bage= {x,,...,x}de ¥ est remplacée par une bagse=
{y1,....\}de 7 telle que %,y;) = &;. Halmos définit ensuite la transformation linéaiepar
analogie avec la transformation transpo&égu’il avait définie dans le chapitre 2. Rappelons
gu'Halmos appelait déj&’ la transformatioradjointe de A (et non padransposég Il ne
donne pas de nom particulieAd. Il démontre ensuite qus=A**, alors que I'on ne pouvait
écrireA=A" gu’en invoquant le théoréme de réflexivite.

Le chapitre 4 est dédié a l'analyse, cadre priidédjapplication pour les notions
d’algebre linéaire.

En conclusion de cette analyse, nous pouvons ditéatmos introduit rapidement la
dualité dans son ouvrage. Il alterne réegulieremleatmoments ou il présente la dualité
comme un objet et les moments ou il utilise lesribe de la dualité déja introduits, que ce
soit pour définir, introduire ou illustrer une nalle notion ou pour démontrer une propriéteé.
Sans oublier les analogies qu'il fait a partir dellialité. Pour Halmos, la dualité est tout aussi
naturellement utilisée que le serait une notiomélgtaire d’algébre linéaire, telle une base ou
une application linéaire.

®Soienty, ', Y, 09 ". Par le théoréme de Riesz, il leur correspondeeseursy, et Y, dans?’ . Halmos

définit alors le produit scalairy, ', ¥, ) comme étant égal @y, ¥,) = (Y,, Y.) -
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2.2. Le livre d'Escofier

Le livre d'Escofier (674 pages) comporte trois ipartpouvant correspondre respectivement
aux trois premiéres années d'université du paraursétudiant en mathématiques en France.

La premiére partie, correspondant donc a la prerdénée, présente l'algebre linéaire,
ainsi que l'algébre de base. Elle comporte 10 tteegpilont le dernier est consacré a la dualité.

Aprés un avant propos dans lequel il explique Fagipe historique et généralisatrice de son
livre, I'auteur consacre quatre chapitres a lagm@sion de ce qui pourrait lui servir de cadre
par la suite : le premier chapitre est consacré eguations différentielles linéairede
deuxiéme ausuites récurrentes linéaireke troisieme despace vectorieR" et le quatrieme
aux systemes linéairesVient ensuite un chapitre intituléGénéralités sur les espaces
vectoriel$, suivi d'un autre sur ledbases et dimensibtnC'est dans ce chapitre, a la section
6.5 traitant de la dimensiofi, que l'auteur définit un hyperplan d'un espacetorgel E
comme étant un sous-espace de dimensi@nLe chapitre 7 est consacré aux applications
linéaires. C'est a la section 7.9é8olution d'un systéme linéaljede ce chapitre qu’un

hyperplan est présent¢é comme étant le noyau d'yppdication linéairef R - R,
autrement dit, I'hyperplan est défini par I'équatia x +...+ a % =0. L'auteur precise

ensuite qu’'on peut considérer la résolution d’'ust@aye d'équations linéaires comme la
détermination de I'intersection de la famille d’'leyplans définis par les équations du systéme
linéaire (p.123).

Vient ensuite le chapitre 8 consacré auatrices Le lien entre matrice et application linéaire
est fait d'emblée a I'entrée de ce chapitre, sliivie composante historique et d'exemples. Si
on y parle ensuite de matrice de la composée analece inverse, il n'est cependant pas fait
mention de matrice transposée, les bases poudinteocette notion n‘ayant pas encore été
posées.

Le chapitre 9 se termine par la remarque suivante :
Vers le chapitre 10

Le chapitre 9 termine ce qu'il semble raisonnaldmsdigner en premiere
année de Licence au sujet de l'algebre linéairgeiement. Le chapitre 10 est
un peu a part. Il présente des notions sur l'espactoriel formé par les
hyperplans d'un espace vectoriel, appelé espade @egains et certaines
pourront le trouver un peu difficile, un peu abistrsi sa seule lecture peut-
étre différée jusqu'au chapitre 16, il semble gliss place ici. (Escofier 2006,
p.175).

Voici le lecteur prévenu!

Remarquons cependant que c'est a la fin du ch&odtepar l'intermédiaire de I'énoncé
d'un exercice que l'auteur définit la transposéeedmatriceM = (g;) comme étant la matrice
'™ = (g). Il renvoie a la section 5 du chapitre Iuglit pour une présentation de ces
matrices.

Le chapitre 10, consacré a |Bdalit€" ne comporte que 13 pages, incluant des
énonceés et solutions d'exercices. Apres une inttamua caractere historique, l'auteur définit
I'espace vectoriel dual d& en dimension finie. Il le not&*, et définit dans la foulée le
bidual, E**.

La section 10.2 s'intituleFbrmes linéaires et hyperplahsJne proposition reprend
les liens entre ces deux notions. La section 16t3dédiée a la notion déBase dualé
Escofier y donne, sans vraiment le dire, I'exposgiénérale d'une forme linéaire. L'auteur
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explique aussi a la fin de cette section, que ¢@sdonnées des formes linéaires dans la base
duale permettent de travailler avec des formesiigé en lieu et place des équations.

Dans la section 10.4 @rthogonal d'un sous-espag¢el'auteur définit I'orthogonalité
de formes linéaires et de vecteurs : une formeaiied de E* et un vecteuu de E sont
orthogonaux si(u) = 0. Le termeorthogonalest expliqué par le fait que les coordonnées de

et f définissent danR" des vecteurs orthogonaux pour le produit scalageel (I'auteur
renvoie au chapitre 16 pour ces notions). Le teamaulateurn’est pas utilisé, Escofier lui

préfére le termerthogonald’un sous-espade deE. Il le note F”. L’auteur explicite ensuite
les liens entre forme linéaire B€, noyau et hyperplan. Un exemple est donné avec
interprétation géométriqueR(). Escofier définit ensuite I'orthogonal d'un s@spaceG de
E*:

G"={uDE|OfOG: f(Y=0.

L’interprétation de cette définition est ensuitalégnent faite en termes d’hyperplans.

Les propriétés qui suivent (dimension et orthogatiatthogonal) sont chaque fois
énoncées pour les deux types d'orthogonal (d'us-espace d& ou deE*). Evidemment,
avec les définitions introduites, on a les pragsésuivantes : $t est un sous-espace Heet

. O u 0O U . . L,
G un sous-espace @ : (F ) =Fet (G ) = G. Les notions sont illustrées par un exemple
ol E =R?, et le vocabulaire utilisé est clairement géométiq

La section 10.5 s'intituleTtansposée d'une application linédirdpres une définition
formelle dans le registre générique de l'algélmédire, c'est le registre graphique qui est
utilisé pour Visualiset' la définition. L'auteur énonce et démontre dansehgistre générique
algébrique la linéarité de la transposée d'uneicaijun linéaireg, notée'g. Il utilise par
contre ensuite le registre graphique pour explid@éransposée d'une composition de formes
linéaires. La transposée d'une matrice est ensidfimie comme elle l'avait été dans un
enoncé d'exercice situé la fin du chapitre 9. L@ppsition suivant la définition fait alors le
lien entre la transposée de l'application et lagpasition de la matrice de I'application, le tout
présenté dans le registre générique algébrique.

Suivent ensuite des énoncés d'exercices variésataniveau du statut des énoncés
que des cadres dans lesquels ils sont formulés.

Apres la présentation de la dualité faite au chadi0, il faut attendre le chapitre 16
consacré a l'orthogonalité pour que ce secteursgsoibuveau mentionné. On se situe alors,
d’'aprés la classification de l'auteur, dans la déome année d’enseignement. A la section
16.4, la transposition d’'une matrice est utilis@ngsl I'expression du produit scalaire : si
(e....,§) est une base d'un espace euclidigret que® =(a;) avec a; =<¢ £ >, alors

<u,v>=U'®V=VdU, ouu, v sont des vecteurs & U etV étant leurs matrices colonnes
associéees (reprenant leurs coordonnées dans lgdase, ).

A la section 16.7 intitulée Orthogonalité de sous-espatesEscofier définit
I'orthogonal d’'un sous-espade d’'un espace euclidieR. Il s’agit bien entendu d’'un sous-
espace d&, et non de son dual. L'articulation entre les fesninéaires et le produit scalaire
est faite a partir des formes bilinéaires, cesideza ont été définies a la section 16.2 :

Soit E un espace euclidien et sait un vecteur non nul d&. Notons
@:ExE - R le produit scalaire. Pour toutt de E, I'application

@, :vi> ¢(u, V) est une application linéaire de dans R .C'est donc une
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forme linéaire sug, autrement dit un élément de ce que nous avoreé@pp
chapitre 10 I'espace dual deet que nous avons noke. (Escofier 2006,
p.341)

On y reconnait ce que nous avons présenté sousnhede théoréme de Riesz dans le
chapitre 1, § 2.2.

Le lien avec les hyperplans est ensuite fait einnadint que I'orthogonal d’'un vecteur
u non nul deE est I'hyperplan ke(r¢u). L’isomorphisme entrd et E* est alors précisé :

¢, E - E* tel queu ¢, . La matrice associeed, est ensuite precisée.

Remarquons que la dualité est considérée danssmtt®n comme un objet, et non
comme un outil.

A la section 16.12 intituléeEhdomorphisme adjoint et autoadjdinia matrice
transposée est citée comme étant la matrice assdtigndomorphisme adjoint (ndtg d’'un
endomorphismé défini sur un espace euclidién par rapport a une base orthonormédde
Pour démontrer cette proposition, la matrice trapép est introduite dans la démonstration a
partir de la définition de l'adjointe d& (< f(u),v>=<u, f*(\) >) et de I'expression du

produit scalaire € u y>=U'®V = V@ U). Aucune référence n’est faite a la dualité.

Dans la section consacrée a la troisieme annéehdgpitre 22 est consacré aux
"Formes bilinéaires symeétriques et quadratiquésla premiére sous-section de ce chapitre
intitulée "'Compléments sur le groupe orthogonal d’'un espacdicéen’, on trouve des
thémes et sujets de la dualité comme les hypergales orthogonaux de sous-espaces, mais
comme on travaille dans un espace euclidien, celeemotions définies au chapitre 16 du
livre d’Escofier qui sont utilisées, et non lesiaons de la dualité dont elles sont dérivées.
Ainsi, par exemple, I'orthogonal d’'un sous-espastcensidéré comme un sous-espace& de
et non comme sous-espace du difal

Dans la deuxieme section de ce chapitre 22, codsamux Formes bilinéaires et
bilinéaires symeétriquésEscofier se sert de la dualité (espace vectdtal, forme linéaire et
base duale) comme outil-analogie pour les forméiaéaires symétriques : a toute forme
bilinéaire symétriquep sur unK-espace vectoridt de dimension finie correspond (par un
isomorphisme) une application linéagge: E - E* telle queQJud E, ¢/(u): v ¢(u V). Il
continue également de présenter dans cette sdatthmalité sous forme d’objet : Biest une
base deE, queB* est la base duale d& et queA est la matrice dans la baBede la forme
bilinéaire symétrique, alors A est également la matrice représentant I'applinatio par

rapport aux baseB et B* (c’est-a-dire A:[w]s*). Ensuite, a la septieme section de ce

chapitre, consacrée a Otthogonalité, la notion d’orthogonalité (déja définie entresde
vecteurs et des formes linéaires dans le chapitréasdualité, et entre vecteurs a travers un
produit scalaire) est généralisée au cas des fobilie®aires symétriques et des formes
guadratiques. On pourrait qualifier d’outil-analediutilisation qui est faite ici de la dualité :
elle permet, a travers les formes bilinéaires syinéts, de faire le lien entre I'orthogonal
d’'un sous-espack (d’'un espace vectoriél) défini dans le chapitre consacré a la dualité (en

fait(sous-espace de )D*D E), et celui défini dans le chapitre consacré athogonalité
(FY OE). En effet, & toute forme bilinéaire symétrigueon peut associer une application
linéairey : E - E*, définie par(t//(u))(v) =¢(u, V). Ainsi, 'orthogonal d’'un sous espa€e
deE, noté F~ peut étre défini des deux fagons suivantes :
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- F"={vOE|Ou0F:¢(vu=0 ou, comme¢ est symétrique :

« F"= {VD E|Oul F: ((//(u) (V= O} z//(F) . Commey(F) O E*, on reconnait
donc bien dans I'expression Bedonnée ici la définition de I'orthogonal d’un sous-
espace du dudt* qui, avec les définitions données par Escofiechapitre 10 de
son ouvrage, donne bien un sous-espade:dé” 0 E.

Escofier n’en parle pas, mais remarquons qu’onitapuaécrire :

= :{vD E|Oul F:g(v,u)= q
={vOE|OuD F:(¢(V) (y=0
={¢(v) D E*| Dud F: (¢(V)(y =0},

ce qui signifie alors qué& "~ 00 E*. Les définitions adoptées par Escofier dans Igitteal0
de son ouvrage pour I'orthogonal d'un sous-espade E ou d’'un sous-espacde de E* font

en sorte que(FD)D =F, ce qui permet une certaine liberté quant a Fpretation a donner a

F” comme nous I'avons vu ci-avant.

A titre d’information, voici la maniére dont Esoaf présente les choses dans son
ouvrage :

L'orthogonal d’'un sous-espade de E est I'ensemble dev [l E tels que,

pour toutuJ F, ¢(u)(v) =0, autrement dit I'orthogonal dé au sens de
I'orthogonalité défini parp danskE est I'orthogonal de/(F) au sens de 10.4
[il fait référence au chapitre 10, section 4 de bar] , ce qu’'on peut écrire

= (l,ll(F))D ; ces deux sous-espaces sont inclus @amsais la notation

meélange deux relations d’orthogonalités, la preenéant celle définie pap

dansE, la seconde étant celle définie par la dualitéeemecteurs dé et
formes linéaires deE* ; notons que certains auteurs choisissent deux

symboles différents et noterff et F°les sous-espaces orthogonauf a
suivant qu'il s’agit de l'une ou lautre des retais d'orthogonalité.
L'utilisation d'un méme signe n’est pas génantgyrpo qu’'on sache de quoi
on parle, mais nous essaierons d’éviter ces antbggyEscofier 2006, p.622).
Enfin, Escofier termine la septiéme section du @éha@2, en présentant une proposition ou le
dual intervient comme un objet :

Une forme bilinéaire symétriqge est non dégénérée si et seulement si
I'application linéaire: E -~ E* est injective. En dimension finie, cette
propriété équivaut a dire qug est bijective ou que la matrice dg est
inversible. (Escofier 2006, p.622).
Dans la section 22.8 du chapitre 22 intitul&spaces quadratiques réguligrde dual et
'orthogonal d’'un sous-espace sont encore présantsavers l'applicationy:E - E*
associée a une forme bilinéaire symétrigueex £ - E.

En conclusion, nous pouvons dire que dans l'ouvrddescofier, la dualité est
principalement présentée sous un aspect géométiRgue preuve, on prendra par exemple la
définition et la notation de I'orthogonal (annulated’'un sous-espace d’'un espace vectoriel :

F”, qui est ici défini & la fois pour un sous-espedeeE et pour un sous-espace B&. La
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dualité est présente dans I'ensemble de I'ouvradae, fois sous le statut d’objet, et sous le
statut d’outil. Rappelons que le point de vue géoiouée est tres clairement privilégié !

2.3. Le livre de Pham & Dillinger

Ce livre (347 pages) comporte un prologue, qudtepitres, un épilogue et trois annexes. De
maniere générale, les auteurs releguent dans lesxes les parties qu’ils jugent trop
techniques, comme la définition formelle des stres algébriques par exemple. Ainsi, c’est
dans la troisieme annexe que se trouvera préskmp@eoche formelle de la dualité.

Dans le prologue, les auteurs présentent déjaviscmathématique du point de vue
du calcul, et du point de vue de la géométrie, ensicérant des systemes d’équations
linéaires. Ce double point de vue est une préodmupaes auteurs tout au long de leur
ouvrage, comme ils I'annoncent dan®dértissement au lecteur enseignant Notre
principal souci, que résume le slogdnalité entre géométrie et caltelst d’'amener peu a
peu les étudiants a maitriser les allers-retourr@ita pensée géométrique et le monde des
calculs. L'algébre linéaire présente un magnifigaemalisme unificateur de ces deux fagcons
de penser. »

Le premier chapitreconsacré a I'étude formelle des systémes lingapeésente des
manipulations formelles sur les systemes d’équatioréaires. Les notions d’indépendance
linéaire et de rarfgy sont définies pour les (systémes d') équatioréalres. La*™®équation
linéaire d’'un systeme est appekgece qui permet d’additionner deux équations eeltes, et
d’'un multiplier une par un scalaire. Le terme dasp vectoriel n'est cependant pas encore

évoqueé.

Dans la derniere section du premier chapitre,uld# 'Formes linéaire§ les auteurs
ne définissent pas formellement la notion, maipriéssentent comme étant une relation du
type a X, +..+a X, ou lesa désignent des constantes numériques (les "caeftiide la

combinaison linéaire"), et ou les lettr&s sont & remplacer, selon le contexte, par les siéger

lettres désignant les objets a combiner déja cénéid(équations, seconds membres,...).
Apres des explications écrites en langage couraais(ou aucune définition n’a été donnée),
les auteurs écrivent :nbus savons donc ce gqu’est une forme linéaire adéterminées

X, .. X,, a coefficients dans le corps "IKPham & Dillinger 1996, p.75). La notion de
fonction n’est pas clairement évoquée. Il sembkilldurs que pour Pham & Dillinger, la
notion de "forme linéaire & indéterminées" corresponde a l'application de dacfion
linéaire deE dansK en un élément quelconque He Les termes de Pham & Dillinger ne
correspondraient donc pas tout a fait a ce que @woss appelé formes linéaires (voir
chapitre 1, § 2.2). Ces derniéres correspondraierg que les auteurs vont appeler plus tard
des fonctions linéaires (voir ci-apres).

Aprés avoir défini les opérations d’'addition et dwltiplication par un scalaire
(décrites comme manipulant les coefficients dey Pham & Dillinger disent gu’ils peuvent
traduire dans le langage des formes linéairesalairformel présenté jusqu’a présent sur les
systemes linéaires. lls parlent alors de rang dystéme de formes linéaires comme étant le
nombre maximal de formes linéaires indépendanteEmqeut extraire de ce systeme.

" C’est le titre du chapitre 3 du livre de Pham &libger.
8 On appelleang d’un systéme linéaire le nombre maximal de presnieembres linéairement indépendants de
ce systeme. (Pham&Dillinger 1996, p.63)

27



Les auteurs définissent aussi umdation entre p formes linéairepar une forme
linéaire ap indéterminées,, ...I, qui, quand on substitue aux lettredes formes linéaires

que ces lettres désignent, donne la forme linéwille : ¢, +c,l,+...+c |, = 0.

A partir de cette notion de relation engréormes linéaires, les auteurs vont considérer
ce que Frobenius (voir chapitre 2, § 2.5) appdéagysteme adjoint d’'un systeme linéaire,
bien que Pham & Dillinger n’utilisent pas ces tesmbs notent § le systeme de formes
linéaires 1, ...,I,, et ('S ce que Frobenius appelait le systéme adjointmPRaDillinger

n’expliquent cependant pas la motivation du cha@sg dotations. Voici le raisonnement suivi
par les auteurs :

lls écrivent le systeme de formes linéaires sodisriae :

L a X ta,X,+..+a, X
a, X, ta,X,+..+a, X

l, + agX,+ta, X, +..+a, X

En vue d’obtenir des informations sur le rang dstéye (, ...l ), ils cherchent laelation la
plus générale entre les...,|, sous la forme
(p clitcl,+ .4l = €

lls affirment que dire que la relatiop est vraie revient a dire que ses coefficients,, ..., ¢,
sont solutions du systéme linéaire homogér® (

Gayt Cayt.tGa, = 0
('s) f:.l.alz+cza22+---+$%2 =0
QA * Gy ot G, = O

Les auteurs montrent ensuite que le rang de céragsf ), notér, est le méme que le rang
du systeme§) , en utilisant la notion d’'usystéme complet de relations

Ainsi, a la fin du premier chapitre de cet ouvragbkam & Dillinger ont déja présenté
de nombreuses notions liées a la dualité, maisotwsijen relation tres étroite avec les
systéemes d’équations linéaires. C’est une appraoglee nous avions qualifiée de naturelle
dans le chapitre 2, 84.6 de notre travail. Renmrguque naturalité ne rime pas
nécessairement avec simplicité : les objets maégpphr Pham & Dillinger ne sont pas des
plus simples : des formes lin€aires, des relatienformes linéaires, des systémes de relations
de formes linéaires !

Le chapitre 2, intitulé "Espaces vectoriels et géométrie”, amnti de voir exposées
principalement des idées, les cbtés plus formelst éelégués dans les annexes de 'ouvrage.
Bien sar, des définitions et théoremes sont présenais I'accent est mis sur une grande
variété d’exemples. La géométrie reste le pointegere, bien que les objets manipulés ne
soient pas tous de nature géométrique. C’est dambhapitre qu’'un sous-espace vectoriel de
E (espace vectoriel de dimensiohde codimension 1 est appelé hyperplan. Le li¢rfaits
entre les espaces vectoriels et la géométrie affime section y est consacrée). Sont
également présentées dans ce chapitre les fonding@adéres (toujours considérées comme a
valeurs dandK) et les fonctions affines, ainsi que les applaadi linéaires. Les auteurs
attachent de I'importance a l'interprétation grapld. C'est ainsi qu'’ils précisent qu’au lieu
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, . f g . , . g f . < . ~
d’écrire F - E - G, ils écrirontG - E - F de maniere a avoir le méme ordre que dans
I'expressiongeo f .

La premiére sectiordu chapitre 3 "Dualité entre géométrie et calculs" s’intitule
"Systémes de coordonnées et dualité". Comme c&tié fait dans le chapitre précédent, le cas
vectoriel et le cas affine sont tous deux préseoidéisau long de ce chapitre également.

On y considere un espace vectorielde dimensionn. La notion de systéme de
coordonnées linéaires sur un espace vectiraesocié a une bage )" est ce que la plupart

des auteurs appellent la base duale(d¢  , mais Pham & Dillinger n’utilisent pas ces
termes. Bien gqu’ils disent qu’il s’agisse de fooos, ils les notenk (que I'on pourrait
confondre avec un vecteur de l'espace vectddéd), et n'y associent pas de symbole
graphique (par exemple le symbole "fleche’ ) ni d’expression analytique (comme par
exemple x:E - K). A l'approche formelle, Pham & Dillinger préféteriintuition et
présentent la notion de base duale a travers wmaditéi outil-résolution. Les systemes de
coordonnées sont aussi illustrés au moyen de degéométriques en dimension 2.

Pham & Dillinger enchainent avec I'expression d’ufoaction linéairel sur E
(présentée au chapitre précédent) a travers uamsgstie coordonnées linéaires ..., x,) sur
'espace vectorieE: | =ax, +a,x,+..+ g %, aveca OK. Ce qui leur permet de faire le lien
avec les formes linéaires a n indéterminges., x, présentées dans le premier chapitre. Les

auteurs précisent quebien entendu, quand on voudra interpréter géomeémgent les
résultats obtenus il faudra se souvenir que lesrdetx, ..., x, désignent les fonctions

coordonnées considéréegPham & Dillinger 1996, p.130).

Pham & Dillinger justifient I'intérét des systemes coordonnées en disant gu'ils
permettent de résoudre par le calcul des problateegéométrie, a condition de trouver un
systeme de coordonnées adapté au probleme a,tcéétstra-dire permettant d’exprimer plus
simplement les observations. lls énoncent et démointe fait que, pour tout sous-esp&ce
de codimensiom d'un espace vectoriel (/affind) de dimensiom, il existe un systéme de
coordonnées linéaires (/affines, ..., x,) tel queF soit donné par le systeme d’équations

X =0.

X =0

p

Seul le cas vectoriel va maintenant étre présémtéas affine fera I'objet d'une sous-
section suivante. En disant que l'addition de déanctions linéaires est interne et que la
multiplication d’'une fonction linéaire par un sdaéeest encore une fonction linéaire, Pham &
Dillinger affirment que I'ensemble des formes liméa surE est un espace vectoriel. lls
I'appellent espace dual deet le noteE*. Les n fonctions coordonnées, ..., x, associées a

une base(e, .., g )d'un espace vectoridk forment donc une base @& ; elles sont dites

duales I'une de l'autre (il cite la relation de tiidaqui les lie). L'espace dudt* est donc
aussi de dimensionn. Un exercice en dimension 2 est proposé afin uditer
géomeétriqguement la dualité dans le plan.

Les auteurs font remarquer que si dewxplets(e, ..., g) et (x, ..., x,), respectivement
de E et E* vérifient la relation de dualitex e 54 , on peut affirmer que ces-uplets
constituent des bases de leurs espaces respectifs.
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Dans I'énoncé d’'un lemme, Pham & Dillinger disentulp hyperplan vectorigF est
défini par I'annulation d’'une fonction linéaidenon identiquement nulle. Un vocabulaire
géomeétrique est utilisé en énoncant et démonteaprdposition suivante : leeu des zéros
danskE d'un systeme dp fonctions linéaires,, ....I , linéairement indépendantes, est un sous-

espace vectorieF de codimensiom. lls compléetent par la proposition suivante : stes
hypothéses de la proposition précédente, une famétiéairel surE s’annule en restriction a
F si et seulement si elle est combinaison linéaig.d.,| .

Un résultat plus général est alors présenté eledes zéros d’'un systeme de fonctions
linéaires (,,....1,) est un sous-espace vectoriel dont la codimenssbrégale awang de ce
systeme, c’est-a-dire au nombre maximum de fonstiomeairement indépendantes qu’on
peut en extraire. L'identification est alors faientre le rang cité dans la proposition
précédente et le rang de I'application linédire E - K"

u b (X, .., x(u)

Avant de présenter les derniers résultats pouadeaffine, Pham & Dillinger énoncent
et démontrent qu’il est toujours possible d’exgain systéeme de coordonnées sur un sous-
espacd- (F O E) d’'un systeme de coordonnées de I'espace vectariel

La deuxiéme sectiodu chapitre 3 a pour titre "Systémes linéairegéameétrie”. Les
auteurs y présentent une interprétation géomeétritpsesolutions d’'un systeme linéairen a
inconnuesx,,...,X, . Pour ce faire, ils interpretent les lettres...,x, dans le systeme linéaire

comme représentant un systéme de coordonnées sspaoe vectoriét de dimensiom. Le
membre de gauche d’'une équatigr + a,x,+...+ g x = t de ce systéme est la décomposition
dans le systeme de coordonnées d'une fonction ilenéaur E. L'équation considérée
représente donc un hyperplan affine Be Ainsi, 'ensemble des solutions du systeme
d’équations linéaires peut s’interpréter géomégigant comme l'intersection des hyperplans
affines définis par chacune des équations du systBandualité est donc présentée comme un
outil-résolution.

Le cas des systemes homogénes est d’abord interarétavers les hyperplans
vectoriels (espaces vectoriels) ; le cas des systaman homogene sera considéré au moyen
d’intersections d’hyperplans affines. Dans les deas, I'ensemble des solutions du systeme
linéaire s’interpréete comme un sous-espace dodint@nsion est la codimension du rang du
systeme linéaire. Des exemples sont donnés Baneprésentés par des dessins.

Une sous-section intitulée "Calculs dans un sopsaass vectoriel” explicite le lien
entre les formes linéaires @& indéterminées :I =ax, +a,x+...+ 3 %, avec a 0K, et les
fonctions linéaires : toute fonction linéaire stensembleF de solutions d'un systeme
linéaire homogeéne est la restriction d’une fonctingaire sutE qui peut étre identifiée a une
forme linéaire an indéterminées, mais cette forme linéaire n'est paisiue. Les auteurs
précisent que, jusqu’a la fin du paragraphe, ilssatont I'expression « forme linéaire » au
lieu de fonction linéaire sUE (ce qui correspond a la terminologie que nous sywDposée
dans le chapitre 1 de notre travail, et qui estagge dans la plupart des manuels consultés).
lIs définissent alors la notion de deux formesdirgs| etl’ congruentes modulon systéme

o R N mod S, : o
linéaire homogénes, (qu’ils notent| = 1') par le fait quel-I'=0 est linéairement
impliquée pars,®. En conséquence, la donnée d'une fonction linésure= équivaut a la

° Quatre pages avant de présenter la notion de wenge modul&, Pham & Dillinger énoncaient et
démontraient la proposition suivante (p.144¥ne forme linéaire | est linéairement impliquée @a(c’est-a-
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donnée d’'une forme linéairendindéterminées a congruence modsjqres. Bien entendu, la
relation de congruence modu$y pres est une relation d’équivalence et est cotlpativec
'addition et la multiplication par un scalaire dé$sant I'espace vectoriel des formes
linéaires.

La sous-section suivante présente les résultatsgares pour un sous-espace affine.
La troisiéeme sectiodu chapitre 3 est consacrée au "Calcul matricelteprend ungoint de

vue purement formg&lsans Interprétation géométriquie(p.151). Le lien entre les systemes
d’équations linéaires et les matrices est faitiekpment : si on note

i TapXta,xt ..o +g X &, &, - Gy
@ XZ :aﬂlXﬁ anX2+ +af“)§ ., on appelle A= afl afz az” la matrice de la
Yo =ap1x1+ ap2x2+ +apn>g a, a, ... a,

relation fonctionnelle linéaire (1).

Il avait été precisé que, ... x, sontn variables scalaires, et que lgs...,y, sontp
variables scalaires qui sofunction linéairesde x, ..., x,, c’est-a-dire données en fonction de
(x, ..., %) par un systeme de la forme (1). Vient ensuite pnésentation des regles de calcul
matriciel. C’est dans cette section qu’est défiaimatrice transposée d’'une matrice, ainsi que

~

la formule® (BA) ="'A'B ou il faut faire attentior a "'ordre inversé (p.156).

Aprés avoir parlé de la matrice inverse, les asgteaviennent sue l'interprétation en
termes de relation fonctionnelle (1), o p. La matrice inverse est présentée comme un
changement de variables. Le rang d’une matricelé&sti comme étant le nombre maximum
de lignes linéairement indépendantes de cette ¢eabrien que les auteurs précisent que
"beaucoup d’auteurs définissent le rang comme le bnemmaximum de colonnes
linéairement indépendante§p. 162). Viennent ensuite les notions de masricguites a la
forme échelonnée, toujours sans référence aucdas systemes linéaires.

La quatrieme sectionu chapitre 3 s’intitule "Calcul matriciel et gééime". C’est
dans cette section qu’est fait le lien entre letrices et les applications linéaires. Les auteurs
précisent qu’on peut faire ce lien selon deux waisi: soit considérer une application linéaire
de K" dansk’(ouK est le corps des scalaires), soit considérer ppkcation linéairef d’'un
espace vectoridt, muni d'un systéme de coordonnées.(, x,), dans un espace vectoriel
muni d’'un systeme de coordonneéeg, (.,y,). Le lien entre ces deux considérations est
expliqué sous forme de compositions de fonctionaggorme analytique et graphique) :

f

F « E
Ly Y

A
KPP ~ K"

ou la matriceA a été définie a la section 3 du chapitre 3 de P&dbillinger (en lien direct
avec la relation fonctionnelle (1)), et od (respectivement) est I'isomorphisme entre

I'espace vectorieE de dimensiom (resp.F de dimensiom) et K" (resp.K*).

Dans la deuxiéme version présentant le lien emsenhatrices et les applications
linéaires, Pham & Dillinger précisent que si I'ohaage les systemes de coordonnées, on

dire est combinaison linéaire des formes linéagesstituant §) si et seulement $hyperplan vectoriel de E
d’équationl =0 contient le sous-espace vectoriel SgI(S
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change les éléments de la matrice de I'applicdti@iest pourquoi ils adopteront la notation
Mat, (f),.
y X

Les auteurs expliquent ensuite que les lignesadedtrice A s’interpretent en termes
de fonctions coordonnées, et que les colonnes aeatace A s’interpretent en termes de
vecteurs de base, et tout cela de facon naturelle :

e Pourles lignes : se donndr E .~ F revient a se donneyo f E - KP, puisquey
est un isomorphisme. Dans le systeme de coordor(ng€es x ), les p fonctions
linéairesy, - f, ..., y, - f se décomposent sous la forme suivante :

yyof A, %+t Ay X

Yoo f = ayx+..+a,x
C'est-a-dire : 1a i*™ ligne de la matrice A est formée par les coeffitiedu
développement dg o f comme combinaison linéaire ge..., x,." (p. 170).
« Pour les colonnes: Pham & Dillinger considérentbtse duaf@® (e,...e) de

(% %), et la base dualez(....e,) de (y,...y,) ; ils disent ensuite que :1& |

colonne de A est formée par les coordonnées diewect(e) dans la base
(&,...6,) de F." (p.171).
Ainsi, les opérations matricielles présentées dansection 3 du chapitre 3 du livre de
Pham & Dillinger sont-elles interprétées maintenanttermes d’applications. Ce lien est

chaque fois explicité sous forme de graphique dns¥me genre que celui déja évoqué plus
haut :

F <« E
Ly L X

KPP « K"

Ainsi, les changements de bases sont expliquégremes$ de changement de systemes de
coordonnées.

Pour terminer le chapitre 3, Pham & Dillinger donhane traduction géométrigue
du théoreme de réduction des matrices qu’ils avaienné a la section précédente, en termes
d’application linéaire de rang d’espaces vectoriels, et de systémes de coordeniié en
présentent deux démonstrations, dont la deuxieitigeutn dualité (systeme de coordonnées,
espace dual).

La dualité est encore présente dans lintroductitanchapitre 4 consacré aux
"Endomorphismes d’'un espace vectdrighr I'intermédiaire des systémes de coordonnées :
une premiére fois en tant qu’outil-illustration 13), et une deuxiéme fois en tant
qgu’objet (p.185) pour signaler que les matricesndméme endomorphisme dans divers
systémes de coordonnées sont toutes semblables.

Enfin, I'approche formelle de la dualité est prdésendans I'annexe C du livre de
Pham & Dillinger, intitulée Structures algébriquésCing pages y sont consacrées. Le bidual
y est introduit en utilisant implicitement le théore de réflexivité (qui est par ailleurs énonce
et démontré par aprés), par analogie avec le duralélément de E* est une fonction qui

19 Rappelons nous que pour Pham & Dillinger, une bageet une base de* liées par la relation de dualité
sont dites duales I'une de I'autre. Une base dualst donc pas nécessairement dans le dual.
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associe a un vecteur (variable)de E un scalairel(v) dépendant linéairement de En
considéranty comme fixé el comme variable, orérifie facilementgue ce scalaire dépend
linéairement dé.

Pham & Dillinger en concluent donc que I'applicatiqui va deE* dansK (le corps
des scalaires) et quilaassocid(v), est un élément du « bidual » (espace dual di),dya
sera noté&y : V(l) =1(v).

La transposée d'une application linéaire est easdéfinie : soitf E - F, une

application linéaire. OIOF*, |of OE*. La correspondancel —1of est appelée
B
I'application transposée die. Pham & Dillinger la représentent p&* — F* . lIs citent

ensuite une propriété disant quef sst surjective, sa transposéeest injective. Comme
exemple (éclairant ?), ils donnent ensmite(fl,...,fp) :E - KP, un k-uplet de fonctions

linéaires a valeurs danskK. Ills définissent alors ‘f:KP - E* telle que
(Ad,) o A+ 4 AT

Les coordonnées de la transposée d’'une applicttiéairef :E -~ F peuvent étre
données par l'intermédiaire des systemes de conéd®) SE et F sont de dimension finie :
Si (x,..,x) est un systeme de coordonnéesHl&t que ,,...y,) est un systeme de

coordonnées d€&, alors, I'application transposéd : F* - E* est celle qui, a la fonction
p n

| =Ay,+..+ Ay, associe la fonctionlof =A(y,o f)+..+A (y,o f)=> > Agx ol
i=1 j=1

(qj) est la matrice de I'application linéaife

Pour affirmer que la matrice de I'application (dans les « bonnes bases ») est la
transposée de la matrice flePham & Dillinger se servent du fait que les conomées du
p p
vecteur 'f (1) dans la basex{ ..., x,) sont Z)Iial, Z)Iian ; et que ..., A sont les
i=1 i=1
coordonnées du vecteUrlF * dans la basey, ..., y, ).

Pham & Dillinger précisent ensuite que si les esp&cet F sont de dimension finie,
la transposée d’une application linéaire injectégesurjective.

lls reprennent aprés un vocabulaire géométrique giva que dans le cas d’espaces
vectoriels de dimension finield'relation de dualité est symétriqusi E’ est dual de E, alors
E est dual de E’ (p. 333), et qu'il en est de méme pour la relatde transposition : "si
I'application linéairef 'est transposée de I'application linéafre alorsf est transposée

def’" (p.334). On remarquera que les notations @@s ici ne correspondent plus aux
notations introduites peu de temps auparavaftpour le dual d&, et 'f pour I'application
transposée die

Est ensuite introduite la notiona$pace conormal un sous-espace vectorfieteE :
c’est 'ensemble des fonctions linéaidesur E telles quel |F = 0. Il s’agit de ce que nous

avons appelé I'annulateur & Pham & Dillinger le notenE*_. Ills énoncent et prouvent le
fait qu’on a un isomorphisme canonigéet. =(E/ F)* , et que SE est de dimension finie,
on a également un isomorphisme canonigtie= E*/ E _.
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En conclusion, on peut dire que Pham & Dillinger,reléguant I'aspect (tres) formel
des choses dans les annexes, se permettent de gargeint de vue intuitif et géométrique
dans le développement des idées tout au long dagitds de leur livre. Le cadre des
systémes d’équations linéaires est trés privilggiér I'introduction des notions de dualité,
par exemple pour les formes linéaires andéterminées. L'interprétation géométrique est
omniprésente, et l'interprétation en termes d’hgfmrs est souvent présentée. On pourrait
peut-étre qualifier de plus difficiles les sujetstiiemes de la dualité que Pham & Dillinger
ont choisi de ne présenter que dans I'annexe ideab (et le théoreme de réflexivité) et
I'application transposée.

2.4. Le livre de Merlin

Le livre de Merlin, 400 pages, comporte 18 chapijt@ont les 16 premiers exposent des
méthodes concernant un secteur ou un sujet d’agébeivant dernier chapitre reprend un
« best-of » concernant des endomorphismes, etrteedechapitre reprend une synthése, en
quatre pages, de ce que l'auteur appelle I'esdetgtiBalgebre.

Apres avoir exposé des meéthodes concernant I'étdde polyndbmes et la
décomposition d’'une fraction rationnelle en éléraesimples (chapitres 1 et 2), l'auteur
présente un chapitre portant sur desthodes générales d’algebre linéaire (espace®oriels
et applications linéaires)C’est juste apres que la dualité est abordéechapitre entier (le
guatrieme) lui est consacré. Il comporte quatre sectionsulsSkes espaces vectoriels de
dimensionfinie y sont étudiés.

Etant donnée la spécificité de I'ouvrage qui cdesen un exposé de méthodes, nous
énumérerons les titres des méthodes proposéesecoviémt la dualité.

La premiére sectior’intéresse auxormes linéairesTrois méthodes y sont expliquées :

Méthode 1 : Comment montrer qug est une forme linéaire

La notation du crochet de dualité est introduitg(x) :<¢, x> 11 le dual d'un espace

vectoriel E est notée*, et I'attention du lecteur est portée sur la éliénce existante
entre une forme linéaire et une forménéaire (comme le déterminant d’'une matrice
d’ordre n). La trace d’'une matrice est donnée corexaenple de forme linéaire.

Méthode 2 : Utiliser le catalogue des formes linéaires.

Deux cas sont présentés : celui d’'un espace eeleli celui de 'espace des matrices
carrées d'ordren: M (R). Dans le cas d’'un espace euclidien, c’'est le #réerde

Riesz qui est cité (Merlin n’en donne pas le nom) :
O¢OE~OalEtg: OxOE ¢(X¥=(aX.

Merlin en donne une interprétation géomeétriquedp:6'En gros, il suffit de bien
choisir un vecteur directeur de I'orthogonal du moyde la forme en question, qui est
une droite (ou I'espace nul).

' Remarquons qu'il s’agit de la méme notat(on.> que celle qui est utilisée dans cet ouvrage poprdduit

scalaire. Il précisera explicitement par la syit&4) que les arguments du crochet de dualitéd®nature
duale : une forme linéaire et un vecteur, alorslgs@rguments du produit scalaire sont de mémeeat
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En ce qui concerndM (R), Merlin annonce que toute forme linéaire sur sgaee
s’écrit a l'aide de la trace g UM *, O AOM, tg: OMUOM, ¢(M)= Tr(AM).
Un exemple est donné.

Méthode 3 : Comment utiliser la définition d’'une forme linéair

Merlin présente les propriétés qui découlent deéfnition d’'une forme linéaire. Il
parle alors d’hyperplan (p.63) :

(i) Le noyau d’une forme linéaimon nulle est unhyperplan
(ii) Tout hyperplan est le noyal\au moins) une forme linéaimon nulle
(iif) Toute forme linéair@on nulle est surjective
(iv) Deux formes linéaireg 0ont mémenoyau ssi elles sont proportionnelles
Un exemple est donné.
La deuxieme sectiog'intitule "Orthogonalité

Méthode 4 : Comment utiliser I'orthogonal d’'un s-ev
Tout comme Escofier, Merlin donne la définition lt@thogonal d’un sous-espace
deE et d'un sous-espace &&, en utilisant la méme notatiori() :

Si le sous-espadeest inclus dang : F” ={¢0E* tq:Ox0F:(¢,%=0 ;
si le sous-espad@ est inclus dang* : G” ={xO E tq:0p0G¢,%=¢.

Merlin rappelle que comme on est en dimension fiore peut identifielE et son

bidual. Il explique aussi la notatioR’ utilisée par d’autres auteurs pour I'orthogonal
d’'un sous-espac€ (inclus dansk ou E*). Il ajoute qu’il se permet d'utiliser la

notation F” car & son avis,c& n’est pas une source de confusion puisqu’on sait
toujours dans quel espace se trouve la partie eestipn. Ce serait plutot

I'accumulation de notationsK", F") qui entrainerait cette confusidr(p.64).
Il cite ensuite quatre propriétés importantes iouymint les orthogonaux de sous-
espaces :

(i) F DG:(GDD F7 et (FD)Dz F) ;

(i) dimF"” =n-dimF, oln est la dimension de I'espace vectoriel dératst
sous-espace ;

(i) (FNG) =F"+G" et (F+G) =F”nG";

(iv) (Ker ¢)’ = Vect(g), ou Vect(¢) est le sous-espace du dual engendré
par ¢ . Cette propriété revient a dire que des forme&almes qui ont
méme noyau sont proportionnelles.

Méthode 5 : Comment utiliser I'orthogonal d’une partie

Merlin présente une finalité outil-résolution demalateurs : par exemple, lorsque
les orthogonaux de deux sous-espaces sont simgegrigmner, montrer I'égalité de

deux sous-espaces, revient a montrer I'égalitédes lorthogonaux. Ou encore pour
montrer qu’une famille de vecteurs est génératliocae espace vectoriel, on montre
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gue l'orthogonal de I'espace engendré par ces wectst réduit a I'origine, ce qui
revient a montrer qu’'une forme linéaire qui s’amnglur tous les vecteurs de la
famille est nulle partout.

La troisieme sectiodu chapitre 4 présente leases duales

Méthode 6 : Comment déterminer la base duale

Merlin rappelle la définition de la base duale &urase(e)deE. Il la note(e*) . I

rappelle le principe pour la détermination d'unadauale : il s’agit d’expliciter la
définition en tenant compte de I'expression paligca des vecteurs et des formes
sur I'espace envisagé. Il précise que statistiqgmerparlant, les exercices sur la
dualité ont souvent pour cadre un espace de polgaddans ces cas-la, il suggere
de penser, non seulement a la base canonique, également a la base des
polyndmes interpolateurs de Lagrange.

L’auteur rappelle la propriété qui dit que si uaeille de vecteurs d& et une
famille de formes linéaires définies darvérifient la relation définissant les bases
duales, ces deux familles sont automatiquemenbasss de leurs espaces respectifs.

Des exemples sont donnés p&ur espace des polynémes.
La quatriemeet derniére sectiodu chapitre "Dualité" s'intéresse atfansposée

Méthode 7 : Comment déterminer la transposéd @e

Merlin rappelle la définition de la transposée @&urapplication linéaire
f:E - F en termes de composition de fonctions : il s'a@gitl'unique application

linéaire de F* dans E* telle que :OwOF * 'f ¢ Fwof, ou dit de maniére
plus développée Oy OF* OxOE <t f@w), x>E =(y, f(x),. . Merlin fait ensuite

'analogie avec la définition de l'adjoint d’'un emdorphisme, pour ceux qui
maitrisent I'algebre bilinéaire Un exemple est donné en prenant I'opérateur de

dérivation sur I'espace des polynonies[ X].

L'auteur précise qu'il faut de la rigueur pour savians quel espace on se trouve
lorsqu’on traite des exercices faisant interveaitrbnsposée.
Méthode 8 : Comment utiliser la transposée

Pour répondre a la question posée dans le titréa deéthode, Merlin rappelle
d’abord quatre propriétés concernant la transpak#d, le théoreme fondamental de
I'algebre linéaire (ii) :

(i) rg(f)=rg('f)

(i) Ker(‘f)=(Imf)" et Im{f )=( Kerf )
(iiiy ‘(gof)="fo'g

(iv) F est stab¥¥ par f -~ F" est stable palf .

12 0n rappelle qu'un sous-espaeest stable par une transformation linéaiseet seulement siiv F :
f(v)OF.
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Merlin précise que la relation (iv) est souvenltisde dans les démonstrations par
récurrence car sif H J F (sous espacE stable parf), on peut considérer la
restriction de&f aF. Un exemple géométrique est donné. Il ajoute gueahsposée
intervient comme outil-démonstration dans le théwede trigonalisation qu'il
présentera au chapitre 9 consacré aux méthodeésidetion théoriques.

Enfin, il dit en remarque qu’il y a égalité enteettansposée de la matrice d’'une
application linéaird et la matrice de I'application transposéeen précisant les
bases par rapports auxquelles les matrices sonhegs.

A la fin du chapitre 4 consacré a la dualité, Medite des erreurs fréquemment commises, et
des astuces pour la résolution d’exercices. Desciees sont ensuite énoncés et corriges.
Parmi les erreurs citées, il y a la tendance a :

- considérer la composition de deux formes linéaresyui n’a évidemment aucun sens ;

- travailler avec des matrices lorsqu’on aborde lalit®) ce qui est délicat car il ne faut pas
oublier d’établir les bases par rapport auxquedlese positionne ;

- oublier que les méthodes présentées concerneirhé&nsion finie, ou on peut considérer
gu'il y a équivalence entre un espace vectorigdogt bidual, entre un sous-esp&cet

)

- oublier le fait que le noyau de farme linéaire nullen’est pas un hyperplan, mais
I'espace tout entier : un hyperplan est le noyaue’forme linéair@on nulle

On retrouve l'utilisation de la dualité achapitre 6 consacré aux méthodes de calculs
matriciels (2™ partie). A la deuxiéme section dédiée a la trdag&nonce une méthode qui
demande d'utiliser le fait que « toute forme liméagst une trace ». Il s'agit la d’une finalité
outil-résolution de la dualité. Il en est de mémdaacinquieme section de ce chapitre
consacrée aux espaces stables dans la méthodei pBopase d'utiliser la transposition :
I'intérét est important dans le cas de recherchg/pgrplan stable paf: cela revient a

rechercher des droites stables &y c’est-a-dire des espaces propres.

C’est ensuite aghapitre 9 que Merlin reparle de la dualité. Ce chapitrecestsacré
aux meéthodes de réduction théorique. A la cingi&®etion de ce chapitre ("Réductions
simultanées"), I'idée 8 propose d'utiliser une méence et la transposition comme outil-
démonstration pour la propriété affirmant que dewdomorphismes trigonalisables qui
commutent sont cotrigonalisables (c’est-a-direoin@isables dans une méme base).

Enfin, au chapitre 14 dédié aux meéthodes générales d’algebre bilinédmes la
premiére section qui expliqgue comment étudier lespgetés des formes, se trouve la
méthode 9 qui s’intéresse a la décomposition des&dwne forme hermitienne. La finalité
outil-définition est donc mise en ceuvre puisquergoute forme hermitienne, il existe une
décomposition en somme de modules de formes leg&iecomposition de Gauss).

Ensuite, la méthode 10 expliqgue comment détermitwethogonal d’'une partie.
L’orthogonal d’'un sous-espace exprimé a l'aide duiorme bilinéaire est comparé a
I'orthogonal défini au sens de la dualité. C'eshdane finalité outil-analogie de la dualité
qui est mise en ceuvre.

Peu apres, dans cette méme section, la méthodmtE8esse a la fagon de déterminer
une base orthonormale. Cette méthode suppose gii’'tmouvé une décomposition de Gauss
pour une forme quadratiquequi fasse intervenin formes linéaires, ot est la dimension de
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n
'espace considéré q(x):ZaiLr(x)z. Par construction ces n formes sont linéairement
i=1
indépendantes ; si on en détermine la base dualec(dne base de E), elle sera bien
orthogonale, puisque la matrice gldans cette base sera diagonale.

Enfin, auchapitre 18 qui cléture son livre, Merlin résume en quatre ggmage qu'il
considere comme l'essentiel de l'algebre. Il y &g que lorsqu’on manipule des sous-
espaces stables, il est bon de se servir de Ispimaie.

En conclusion, on peut dire que Merlin considérdualité comme un outil a bien des
égards : on y trouve des finalités outil-analogiatil-résolution, outil-définition et outil-
démonstration. On pouvait se douter que, vu laiBpiéE de son ouvrage, la dualité allait
principalement étre présente sous le statut d’outil

2.5. Le livre de Uhlig : un cas patrticulier

Dans notre analyse de manuels, nous pouvons gualiéicas particulierle livre d’Uhlig
(2002) car cet auteur ne présente pas la dualitAremgu’objet dans son ouvrage. Pourtant,
elle y est belle et bien présente, tout au longcagpitres.

Dans sa préfacaJhlig annonce que son livre met I'accent surdescepts d’algebre
linéaire et de la théorie des matrices. De fai, eatrices sont omniprésentes dans son
ouvrage. Il met I'accent sur l'interprétation descepts présentés. Déespleemier chapitre,
consacré aux applications linéaires, il affrmestrapidement (p. 19) que les applications
linéaires et les vecteurs sont les objets fondaauerde I'algebre linéaire. Peu de temps apres

(p. 22), il dit que les applications linéairds R": - R™sont constituées da composantes :
fl

les fonctionsfj ‘R" - R.Onadonc :f =
f

m

A la page 24, il présente le théoreme de Riesz o de lemme : une application
f(x):R" - Rest linéaire si et seulement §{x) peut s’exprimer comme un produit scalaire
alx pour un vecteur fix@aOR" dépendant déet pour toutx JR". Uhlig précise ensuite la

f(e)
maniére dont le vectewr est uniquement déterminé fara=| : |o0 e=(e,...,q) est

f(e)
la base canonique de". Ce vecteun ainsi défini est appelé le vecteur colonne de Rikesf
en rapport avec la base canoniquee R".

Grace a cette interprétation, l'auteur effectuena lecture des matrices aussi bien
colonne par colonne que ligne par ligne, mettardvamt le caractére dual de I'interprétation.

A la page 25, il dit qu’il est plus facile de repeéter le produit scalaiee. xcomme le
produit d’'une représentation @epar un vecteur ligne et d'une représentatiorxger un
vecteur colonne. Il enchaine en disant :

This is done solely for convenience at this mom@&his row-times-column
convention for dot products enables us to use anifieignt shorthand
notation for linear transformations.

A la page 29, il précise qu'il est capable de dfesstoutes les applications linéaires
f:R" - R™comme des multiplications d’'une matrice et d'untgac: f (x)= Ax, pour une
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matrice Ann fixée et dépendant deun vecteur arbitraire de R" et I'image f (x) de R™(il

ne considéere que les bases canoniques dans Ipeesixers chapitres). Cette remarque va lui
permettre de traiter toutes les applications lieSaé travers les matrices, et il ne va pas s’en
priver par la suite.

A la page 31, il décrit une transformation BédansR* a I'aide d’équations. Il utilise
ensuite I'écriture matricielle pour réécrire larnséormation. Il précise que la notation
matricielle nous aide a décrire plus simplement étpsations compliquées. Le lecteur peut
alors constater que les lignes de la matrice reemn les équations décrivant la
transformation, ce que nous pouvons interprétemeemne référence a la dualité en algebre
linéaire. On peut percevoir la une finalitétil-résolutionde la dualité.

Le deuxieme chapitredu livre est consacré a la réduction d’'une matéida forme
échelonnée par lignes. C’est dans ce chapitre défihit le rang d’'une matricA comme
étant le nombre de pivots dans la forme échelopaé&a ligne de la matrick.

Le chapitre 3 est consacré aux équations linéaires. La compstdill'un systéme
linéaire d’équationsAx= b est présentée en termes de rang ; et I'unicitéeddolution est a
la condition que chaque colonne de la matrice éciméle par ligne de la matriéecontienne
un pivot. Le noyau (d’une matric®) est également défini dans ce chapitre, car dringnt
pour décrire 'ensemble solution de I'équation ric&te Ax=b.

Le chapitre 4 est dédié aux sous-espaces. L’auteur commencedfianir I'image
d’'une matricéA. Il rappelle ensuite qu’en théorie des ensemibess les sous-ensembles d’un
ensemble donné peuvent étre représentés de densfatrinseques et équivalentes, a savoir
inclusivement ou exclusivement. Il écrit alors esiptment (p.115) :

We apply this dual representation of sets to lirzdgebra.

Il donne tout d’abord la définition inclusive d’isous-espace en définissant alors le “Span
d’'un ensemble de vecteurs”, c’est-a-dire le sops@s engendré par un ensemble de vecteurs
comme étant 'ensemble des combinaisons linéageetiensemble de vecteurs.

Pour introduire la représentation exclusive d’'unssespace, il fait appel a la notion
d’orthogonalité (qui sera davantage détaillée aapitte 10 de son livre). L'auteur explique

que dansR", il est parfois plus adéquat de décrire un sops@sU exclusivementen
demandant que tous les vecteurde ce sous-espace soient orthogonaux a quelquesuke

directeurs a OR", exclus du sous-ensemble. Uhlig définit alors le sous-espadg”
complément orthogonal d'un sous-espdoge R".

Le théoréme 4.1 (p.118) affirme que tout sous-espade R" peut étre représenté de
deux facons équivalentes et complémentaires :

- comme urspande certains vecteurs de U :

I I
U=Spaf y..., yy=Im| y - p
| I

pour certains vecteung OU ;

- 0OuU comme umoyau:
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U =Ker : =spad a... 8 ={ X.}
—_ aIT —_
pour certains vecteurs, OR" ; ou {xhom} désigne les solutions du systeme linéaire
—_ aZLT —_
homogen : x=0.
—_ aIT —_

Le théoreme se termine en disant qud&Jst Ker(A) = Spar{ a... (:}D OR" est définit de
maniéere exclusive par une matriée,, alors 'ensemble de toutes les solutions homagiéne
X.om dU Systeme d’équations linéairds =0 engendreJ.

On peut percevoir la une finalittil-définitionde la dualité.

L’auteur poursuit le chapitre en décrivant des mé#s permettant de passer d’'une
représentation inclusiveSpar) a une représentation exclusiidofay d’'un méme sous-
espace.

Bref, tout au long de ce chapitre, la dualité ¢édisae par I'auteur.

Le chapitre 5 a pour titre « dépendance linéaire, bases et diilme». On y retrouve
une section expliguant comment trouver une base lesudeux représentations génériques
d’'un sous-espace.

Le chapitre 6 est dédié a la composition d’applications linégiie la matrice inverse
et a la matrice transposée. Attardons-nous unrihst& la présentation qu’Uhlig y fait de la
transposée d’'une matrice. Apres avoir rappeléfiaidén de la transposée d’un vecteur ligne
en un vecteur colonne qui avait été donnée damsdduction, I'auteur définit la transposée
d’'une matrice A (inversion des lignes et des coé®)nViennent ensuite des théorémes
commeB" A" =(AB" et (A")™" =(A™N. La transposée n’est ensuite plus présentée qire po
la transposition d’une matrice de permutationgsdgtd dans la présentation de I'élimination de
Gauss vue sous forme de produits de matrices.

L’auteur présente ensuite une vue duale de la phightion matricielleA.B:

The foregoing exposition gives usdaal view of matrix multiplication A
times B. It depends on which object we focus otitegion the columns of the
first matrix factorA or on the rows of the second dde(Uhlig 2002, p.191).

Les égalités suivantes peuvent illustrer ces propos
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I (0 - by . I ) I
AB=|a - g || : Cl= bl al - > k| a|| dune part et
| | )by - by) | U =L
I I
a; |— bh —
&, .. & |(— b — ; (= )
AB=| : : : = : d’autre part.
ay Ay, - bn - C
Z;amj (_ b _)
=

On peut reconnaitre la une finalastil-illustration de la dualité.

On percoit aussi la dualité danscleapitre 7, consacré aux coordonnées de vecteurs et
aux changements de base, car I'auteur présentedaimpitre le théoréme disant que le rang
d’'une matrice A et de sa transposé& sont les mémes pour toute matrieelR™". La
démonstration de ce théoreme fait bien évidemmgmlaa la forme échelonnée par ligne de
la matriceA, étant donné que c’est sous cet angle que sontlébda plupart des concepts
présentés dans cet ouvrage.

Cette propriété de la matrice transposée est égilidans la preuvedu corollaire
suivant :

Soit U =Spad y ..., y} OR" et supposons que le vectearlu . Alors, il existe un
vecteurbOR" tel quebOU . De plus,0zb0OU .

On voit donc intervenir la finalit®util-démonstrationde la dualité dans I'ouvrage
d’Uhlig.

Remarquons l'importance de ce corollaire qui, pangple, motive la méthode des
moindres carrés.

Dans lechapitre 8, qualifié d’ « optionnel » par I'auteur, et infiéu« Déterminants et
A-matrices », on ne retrouve de la transposée quyeolariété disant que le déterminant
d’'une matrice et de sa transposée sont égaux.dtod suivant, dédié aux valeurs propres et
vecteurs propres d’une matrice, ne fait pas rétaena dualité.

On apercoit la dualité dans @hapitre 10 consacré aux bases orthogonales et aux
matrices orthogonales. Bien entendu on retrouvteatessposée d’'une matrice quand on parle
de matrice orthogonale (cas réel), mais les pr@wiprésentées au chapitre 4 (représentations
inclusive et exclusive d’'un sous-espace vectodel)présent ouvrage mettent davantage en
lumiere I'apport d’une approche duale quand il &’dg compléter un ensemble de vecteurs
orthonormés pour obtenir une base ®gp.325). Un peu plus loin dans ce chapitre pour
introduire la factorisation QR d’'une matrice, l'aut dit explicitement qu'il a utilisé a
plusieurs reprises dans son ouvrage des concepi gp. 334) :

We study Householder matrices as generators obrigonal ones, all in
view of general orthogonal matrix factorizations.

Our early chapters were built on several twofoldjual, concepts

A matrix A was defined by its entrieg; , or as the representation
of a linear transformatiox — AX.

3 \/oir chapitre 3, § 1.1, Erreur ! Source du renvoi introuvable. ».
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The solvability and unique solvability of a linesystem Ax=b
were determined by row and by column properties BEE* of A.

The product of two matrices was viewed as a limeplacement of
the columns of the first factor or as the sametfier rows of the
second matrix factor.

Here is another dual concept for matrices: thataaf additive and a
multiplicative generation of matrices.

Nous n’explorerons pas davantage les chapitresastisy consacrés aux valeurs propres de
matrices symétriques et normafesux valeurs singuliéres, et aux techniques nuués de
base en algébre linéaire, ou la dualité n'est pasemte, ou tout au moins pas de maniére
aussi évidente que dans les chapitres précédents.

" REF : Row Echelon Form.
1> Une matrice réelld),, est normale siA" A= AA'. Une matrice complexd, , est normale sih’ A= AA .
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Annexe 4. Formule de quadrature pour un polyndbmed e

degré inférieur a n
Au chapitre 3, pour illustrer le fait que des notode dualité pouvaient étre mises en
fonctionnement a un niveau disponible (Robert 1988)s avons proposé la tache suivante :

Montrer que, sil est un intervalle réel, et que,...t, sontn points distincts, il existe n
nombresm,,...,m,tels que, pour tout polyndnpede degré inférieun, on peut écrire :

L p(ydt=m g +..+ m g 1) (formule de quadrature).

Pour mener a bien cette tache, nous proposonsn@rddration suivante, inspirée de Lax
(2007, p. 17-18) :

Désignons paK I'espace vectoriel des polyndomext) = a, + at+ a,f +...+ a_,f™ de degré
inférieur an. On a dimK) =n.

Définissons fonctions f, (i=1,..n)parf: X - R .
p f(p) = K1)

On vérifie aisément qu'’il s’agit de formes linéaiméfinies suiX, c’est-a-dire que les formes
linéaires f. appartiennent au dual deque nous noterons'.

Ces formes linéaire$, (i =1,...n) sont linéairement indépendantes. En effet :

Montrons quezn:a. f=0=(0i=1..na =0.

i
i=1

Or, Zn:aifizo o (DpDX:Zn:aiﬁ(pFOj

- (DpDX:iaip(t):Oj )

Définissons maintenant le polynéneg tel que g, (t) = |_| (t-t). Ce polyndome, de
[E=

degré (-1), appartient donc A. Nous pouvons donc particulariser la relation€f)
prenant p=q. Comme de par sa définitiorjli zk:q (t) =0, la relation (1)

particularisée &, donne :
a,.9q.(t)=0 (2)
Or, toujours par la définition de, , g, (t.) Z0. Par (2), on a donc que, =0.

Comme ce raisonnement peut étre tenu pour ﬂoﬁlt[l,...,n], on a bien que
Oi=1,..nh a = C.

On a donon formes linéairesf, (i =1,...n) linéairement indépendantes dans un espace de
dimension de dimension (car dimX'= dim X = n). Les formes linéairesf, (i =1,...n)
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constituent donc une base d€. Ainsi, tout élément du dual peut s’écrire comme
combinaison linéaire de§ (i =1,...n):

DfDX':(DmD]R:himifj (3)

Or, l'intégrale, sur un intervallg d'un polynbme est une forme linéaire définie Xuet est
donc un élément du duxf. On peut donc particulariser (3) en remplagdgver L «dt.Ona

donc bien :m OR: OpO X: f(p Zn: mf(p
i=1

J podt = > mf(p

= Smup o
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Annexe 5. Contexte de I'enseignement de la dualité¢  a
I'université de Namur

Cette annexe se compose de deux parties :

1. Nous présentons dans un premier temps (8 1) la tid matiéres du polycopié qui sert
de support au cours théorique d’algebre linéairepemiere année pour les sections
mathématique et physique a l'université de Namwidigue). Comme dans I’Annexe 3,
afin d’avoir une vision d'ensemble de I'endroibthduction et/ou d'utilisation des themes
liés a la dualité dans le domaine de l'algebredire® nous avons ajouté a la table des
matieres, des notations entre crochgfy. (Il s'agit des sujets et themes que nous avons
définis pour le secteur dualité. Pour éviter toamebiguité avec les composantes de la
table des matieres elle-méme, ces notationsegonaractéres gras et soulignées

2. Dans un second temps (8 2), nous présentons less by ce polycopié (Toint 2007)
concernant la dualité. Ces pages proviennent dycppié d’'une étudiante inscrite en
premiére année en mathématiques a l'universitéataux en 2008-2009. Cette étudiante,
en assistant au cours, complétait les informatimpises dans le polycopié par les
explications que le professeur donnait au coursrityée.

1. Table des matieres du livre de Toint (2007)

Chapitre 1. Espaces vectoriels
1.1. Quelques propriétés des ensembles et des fonctions
1.2. Structures algébriques
1.2.1. Groupe
1.2.2. Anneau
1.2.3. Corps
1.2.4. Espace vectoriel
1.2.5. Exemples
1.3.Dépendance linéaire et dimension
1.3.1. Sommation
1.3.2. Dépendance linéaire
1.3.3. Bases et dimension
1.4. Sous-espaces vectoriels
1.4.1. Sous-espaces
1.4.2. Dimension d’'un sous-espace
1.4.3. Somme directe

Chapitre 2. Applications, transformations et formes linéaires

2.1. Applications linéaires
2.1.1. Définition
2.1.2. Notions et propriétés d’isomorphisme d’espacesoreds
2.1.3. Noyau et image d’une application linéaire

2.2. Transformations linéaires

2.3. Matrices et transformations linéaires
2.3.1. Construction d’'une matrice
2.3.2. Opérations sur les matrices
2.3.3. Matrices et changement de base
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2.4. Applications linéaires et matrices rectangulaires

2.5.Formes linéaires  forme linéaire]
2.5.1. Espace dual fprme linéaire] [dual] [crochets de dualit¢ [base dualé
2.5.2. Réflexivité [dual] [bidual]

2.6. Transformations linéaires et transposéeglual] [formes linéaired [application
transposéé¢ [matrice tranposéd

Chapitre 3. Déterminants

3.1. Permutations
3.1.1. Définition et propriétés élémentaires
3.1.2. Cycles
3.1.3. Parité
3.1.4. Permutation fondamentale

3.2.Déterminants
3.2.1. Définition et multilinéarité
3.2.2. Mineurs et cofacteurs
3.2.3. Calcul des déterminants
3.2.4. Déterminant d’'un produit de matrices

3.3. Transformations linéaires et déterminants
3.3.1. Matrice inverse
3.3.2. Similitude

Chapitre 4. La multilinéarité
4.1.Préliminaires
4.2.Le produit cartésien
4.3. Les formes multilinéaires
4.4, Lesk-formes Hual] [formes linéaireq
4.5. k-formes symétriques, antisymétriques et alternées [dual]
4.6. Définition du déterminant

Chapitre 5.  Structure propre
5.1.Valeurs propres et vecteurs propres
5.1.1. Définition et invariance
5.1.2. Polyndbme caractéristique
5.2.Forme canonique de Jordan
5.2.1. Définition et construction
5.2.2. Interprétation géométrique de la forme de Jordan
5.3. Dominance diagonale et valeurs propres

Chapitre 6. Espaces métriques et transformations unitaires

6.1. Espaces métriques
6.1.1. Produit scalaire et métrique
6.1.2. Orthogonalité
6.1.3. Relations de Bessel, Parseval et Schwarz
6.1.4. Orthogonalisation de Gram-Schmidt
6.1.5. Représentation des formes linéairéxres linéaired [dual]
6.1.6. Base conjuguée dpal] [base dualé[crochet de dualitd
6.1.7. Transformation adjointe, produit scalaire et cracteedualité  formes

linéaires| [dual] [crochet de dualit§ [application transposéé [ matrice

tranposéd
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6.1.8. Rang, noyau et image des applications linéairesirstids [héoreme
fondamental de 'algébre linéairé
6.2. Transformations unitaires
6.2.1. Transformations unitaires et changement de cooEmorthogonales
6.2.2. Propriétés élémentaires des matrices unitaires
6.2.3. Réflecteurs et réduction a la forme triangulaire
6.2.4. Diagonalisation des matrices unitaires

Chapitre 7. Formes hermitiennes
7.1. Transformations auto-adjointes
7.1.1. Définition et matrice associée
7.1.2. Structure propre
7.1.3. Quotient de Rayleigh
7.1.4. Propriétés extrémales des valeurs propres
7.2.Classification des formes hermitiennes
7.2.1. Congruence et inertie
7.2.2. Matrices hermitiennes définies positives
7.2.3. Matrices semi-définies positives
7.3. Autres problemes hermitiens
7.3.1. Probleme aux valeurs propres généralisé et biréatuct
7.3.2. Valeurs singulieres

Chapitre 8. Normes matricielles : définitions et proprieétéséditaires
8.1.Normes matricielles compatibles
8.2. Quelques normes matricielles usuelles
8.3.La trace d’'une matrice
8.4. Propriétés élémentaires des normes matricielles
8.5. Normes matricielles et matrices inverses

Chapitre 9. Projections et inverse généralisé
9.1. Projections
9.1.1. Projections dans un espace vectoriel
9.1.2. Projections orthogonales dans un espace métrique
9.2.L'inverse généralisé

Chapitre 10. Systemes d’équations linéaires

10.1. Systémes carrés
10.1.1.Regle de Cramer
10.1.2.Elimination de Gauss
10.1.3.Factorisation triangulaire
10.1.4.Permutations et pivotage
10.1.5.Factorisation orthogonale

10.2. Problemes aux moindres carrés
10.2.1.Equations normales
10.2.2.0rthogonalisation
10.2.3.Décomposition en valeurs singuliéres
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2. Pages du polycopié (Toint 2007) présentant ladu  alité

Nous présentons ici I'extrait du polycopié du codi@gebre linéaire (Toint 2007) annoté par
une étudiante.

Théoréme 2.21 Le produit AB de deux matrices rectangulaires A et B est défini comme
la matrice associée an produit des applications linéaires représentées par A et B (par rapport
aux mémes bases) et aura donc un sens si et seulement si le | nombre de hg_';esde B est égal
au nombre de colonnes de A. La matrice produit aura le méme nombre de lignes que A et
le méme nombre de colonnes que B. .

N \ N
foo pne G olom 20 {m2)

La reégle de multiplication de matrices rectangulaires peut alors s’écrire, de maniére tout a
fait analogue & la multiplication des matrices carrées, comme

dim(F)
[fg],‘j = Z [f]:‘k[g]lr.j; Vi=1,..., dim(G), Yi=1,..., dlm(E)
k=1

Les régles de multiplication de matrices carrées et rectangulaires sont donc identiques.

2.5 Formes linéaires
Nous commencons par définir ce que nous entendons par forme linéaire.

Définition 38 Une forme linéaire sur un espace vectoriel E est une application y de E dans K
sp s . . s 4 . AT pl kg s
Ldeﬁme pour tout vecteur x et satisfatsant la propriété np &' um WPibt hin B, d“"‘” By figpdg(; E’\w .
Vz,z € EVa,8 € K ylaz + 5z) = ay(z) + By(2), (2.4)
ol K est le corps associé & I'espace vectoriel E.
Donnons quelques exemples de formes linéaires :
1. Choisissons n scalaires ay, ..., a, dans K. Alors la fonction de K" dans K qui, & = =
(z1,..-, %) dans K™ associe

y(z) = a1z + -+ Onn

est une forme linéaire sur K".

2. En particulier, pour un j entre 1 et n fixé, la forme
y(@) = z;

est une forme linéaire sur K™,

3. Remarquons qu’a partir d’une forme linéaire yo et d’un vecteur o fixés, on peut toujours
construire la transformation linéaire définie par

f(=) = yo(z)z0.

41
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4. On remarque immédiatement que par linéarité, toute forme linéaire envoie l'origine de

'espace sur le zéro du corps associé
y(0+0) =y(0) =y(0) +y(0) = y(0) =0

Nous pouvons définir la somme de deux formes linéaires de maniére naturelle par la relation

(11 + y2){(z) = 91 (x) +v2(2), (2.5)
pour deux formes linéaires quelconques ¥ et ya et tout vecteur z. De méme, on définira la
multiplication scalaire par la relation ,

(ay)(z) = aylz) (2.6}

pour tout z et toute forme linéaire y.
Plus généralement, ces propriétés peuvent étre résumees dans le théoréme suivant :

Théoreme 2.22 Toute combinaison linéaire de formes linéaires est une forme linéaire.

Mobaiue o v Supe Wigosss ! E % =v dam Kz d Lo d?éﬁ'ﬁi

Nous pouvons également associer, une fois les bases de E et du champ des scalaires K fixées,
une matrice & une forme linéaire : par exemple, si nous considérons un espace vectoriel & champ
de scalaires C ou R, les applications linéaires de E dans K ne sont donc rien d’autre que les
formes linéaires sur E. Il est alors facile de voir que la matrice associée & une forme linéaire (par
rapport aux bases canoniques par exemple) posséde une ligne et dim{E) colonnes. Par exemple,
st on choisit la base canonique {1} dans K, la matrice

(@102 - am) = = A0 €

représente la forme linéaire y définie par la relation
n

y(z) = Za,-:c,', Yz e E

i=1

en supposant que le vecteur z s'écrit :

n
T = E Ti€;
i=1

dans la base {e;} .

On obtient la valeur de cette forme linéaire appliquée & un vecteur = particulier en multipliant
simplement le vecteur z par la matrice donnée ci-dessus, comme on peut le vérifier aisément. On
peut donc dire qu’une forme linéaire peut se représenter comme un vecteur (ow une matrice)

ligne.

1

y(z) = (o103 ... an) zf = [yl} [=]* = D_ aizi
- i=1
In
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Nous reviendrons & nouveau sur cette représentation par une matrice ligne dans le contexte

des espaces métriques.

\ .
2.5.1 Espace dual 0O € 2 f gswm Lo, Sun £, 4,0 9 e ol veus
Si 'on considére ’ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel E, en le munissant

de 'addition et de la multiplication par un scalaire que nous venons d’envisager, on peut voir (&
faire en exercice) que cet ensemble est bien un espace vectoriel. Il s’agit de !’espace dual de E.

Définition 39 I ’espace (vectoriel) dual E' d’un espace vectoriel E est composé de Uensemble
des formes linéaires sur B, mun: de la loi interne d’addition (2.5) et de la multiplication par un
scalaire (2.6).

Les vecteurs de l'espace dual sont donc des formes linéaires.
Nous allons maintenant introduire une notation supplémentaire, mais qui va nous faciliter le
travail. Au lieu de noter l'image des formes linéaires ¥(z) comme plus haut, nous noterons

ifﬁ.",\-{}. o :“’fr’}u; L SN o . ro ) X R
TN Yo =l e 08l 1 eEee

Cette notation introduit une symétrie implicite entre les vecteurs de F et ceux de son dual E'.
Nous pouvons alors réécrire la propriété (2.4) sous la forme e

laz + Bz,y] = alr,y] + Blz, 4], 2.7)

tandis que la propriété caractéristique des opérations sur les formes linéaires (les vecteurs du
dual) s'éerit
[z, o + A2 = ol ] + Bl 2. 2.8)

. g LR A
Nous prouvons ensuite deux propriétés importantes : ®

Théoréme 2.23 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit {z;}%, une base de E et
soit {4} ; un ensemble de n scalaires. Alors, il existe une et une seule forme linéaire y dans
E’ telle que

vl = = é(ﬁ )
pouri=1,...,n. ‘alﬂeei:m(qk\)—;ﬂj.,

O TR un B e v heler s o, SR e ob e Debe e Liw
Preuve. ‘ i
L VI PR
bl M

Chaque z de E peut s’écrire sous la forme " -

T = zﬂ:ﬁimi

=1
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d'une et une seule maniére. Donc, si y est une forme linéaire de E,
Ll Wl -"";‘4 1l

[z ¥l = Zﬂz[zhy

i=1

Comme les 5; sont uniques pour chaque z, et & cause de la relation imposée 4 y dans la thése,
on voit que le seul y satisfaisant nos conditions est défini par

[z,9] =D _Bios
i=1

pour tout vecteur = de F. {1

Théoreme 2.24 Soit E un espace vectoriel de dimension 7. Soit {z;}%., une base de E.
Alors il existe une base {y;}*; du dual E' telle que

[%i,35] = bz (2.9)
pour tous les ¢ et j entre 1 et n.

= o0 Wrmw; Q_@ Jo Yy} My\yW% W e,
Preuve. W qﬂa'% g\% a,\ru) 5."@“ o d‘ﬁ‘

De la proposition 2.23, on peut déduire que, pour chaque 7 = 1,...,n, il existe un seul y; dans
E' tel que (2.9) soit satisfaite. Il reste uniquement & vérifier que T

= {yl i=1

forme une base de E’. Vérifions d’abord que les vecteurs de X’ sont linéairement indépendants.
Pour cela, considérons une combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit nulle. En d’autres mots,

Supposons que

'[Iv Z ai'y‘i] = Za,;[x,y,-] =0

i=1 i=1

pour tout r dans E. Alors, nous avons, en choisissant z = z;,

n n
0= oulgs,m] = Z aidi; = aj,
i=1 =t

et ceci pour tout j entre 1 et n. Les vecteurs de X’ sont donc linéairement indépendants.
Considérons maintenant un vecteur ¥ quelconque dans E' et notons

o =[zi,y] (E=1,...,n),

ainsi que, pour un quelcdnque de E,

= iﬁiz;.

i=1
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P

On obtient alors TS

ol = (3 Bansl = 3 Bleayl = 3 B (2.10)
i=1

i=1 i=1
D’autre part,
n
[zvyj] = Z:@‘i[mis yJ] = 16j9
i=1
et donc, en rebaptisant I'indice,
Bi = [Ixyi]-
En remplacant cette valeur dans (2.10), nous obtenons
e n
[.9] = Zai[ﬁv,%‘] = [-’B,Z oys)-
i=l i=1
Comme z est arbitraire, on en tire que
n
y= Z QilYi,
i=1

et tout v de F’ est combinaison linéaire des vecteurs de X', ce qui achéve la démonstration. O
Une conséquence trés importante de ce résultat est le corollaire suivant :

Théoréme 2.25 L’espace (vectoriel) dual E' d'un espace vectoriel £ de dimension n est

aussi de dimension n.

Preuve.
Evidente d’apres la proposition 2.24. O
Une conséquence immédiate de la dernitre proposition est exprimée dans la proposition sui-

vante :

Théoréme 2.26 Tout espace vectoriel de dimension finie E est isomorphe a son dual E'.

Preuve.
Ceci résulte directement du fait que si E est un espace vectoriel sur K, alors E’ I'est aussi, grace
aux lois que nous avons construites pour en faire un espace vectoriel {définies en (2.5) et (2.6)).
Par le théoréme 2.25, nous savons qu’ils sont de méme dimension, ils sont donc isomorphes (par
le théoréme 2.4).0

La base de 'espace dual définie comme plus haut (cfr {2.9)) est aussi nommeée la base duale
associée A une base du primal. Nous présentons encore un corollaire facile de la proposition 2.24 :
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Théoreme 2.27 Pour tout vecteur non nul z d’un espace vectoriel de dimension finie E, il

existe une forme linéaire y dans E', le dual de F, telle que

fz,y] # 0.

Preuve.
Soient {z:}™, et {1:}7, une base de F et sa base duale dans E', (satisfaisant donc (2.9)). Si

i=1
n
=) B
=1

{comme plus haut), alors §; = [z,3]. Dong, si [z,y] est nul pour tout ¥, et en particulier pour
v (i=1,..,n), alors tous les 8 sont nuls et = I'est aussi. O
On peut voir immédiatement que cette derniére proposition implique que st u et v sont deux
vecteurs différents d’un espace vectoriel de dimension finie E, alors il existe une forme linéaire y
dans E telle que [u,y] # {v,y]. Il suffit en effet de substituer x = u — v dans la proposition 2.27.
A partir de la base duale d'une base du primal X, on peut reconstruire la matrice associée &
une transformation lindaire par rapport & cette base X par I'intermédiaire de crochets de dualité :

Théoréme 2.28 Soit
X = {1?1,... ,:Eﬂ}

une base quelconque de I'espace vectoriel F (de dimension n). Soit
X = {ylv - 7y'n.}

la base duale dans E' définie par la proposition 2.24. Soit, de plus, {a) la matrice d'une
transformation linéaire f sur E. Alors, o (3, 3 y ‘V“J:J :) .

2, = ei=lizud

Preuve.
Cette propriété résulte directement de la définition d'une matrice associée & une transformation
linéaire par rapport & une base. En effet, nous avons que

Flag) =3 ey G=1,.m). (211)
k=1

et donc

(e wl =D awilze, vil = o

k=1
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en vertu de la relation (2.11). O
Autrement dit, pour trouver I'élement ij de la matrice associée & f par rapport A la base X,
il suffit d’appliquer f au jéme vecteur de X et d'appliquer le iéme vecteur de X’ au résultat {un

vecteur de X' est, en effet, une forme linéaire sur E).

2.5.2 Réflexivité

Considérons maintenant le dual du dual de E, soit E”, appelé le bidual de l'espace vectoriel
E. Ses vecteurs sont donc des formes linéaires, définies sur 'espace des formes linéaires sur E.

Une premiére conséquence immédiate de cette définition :

Théoreéme 2.29 Tout espace vectoriel de dimension finie E est isomorphe & son bidual E”.

Preuve.
En effet, E' est isomorphe & E par la propriété 2.26 ; si nous appliquons la méme propriété a E'
plutét qu'a E, nous obtenons que E" est isomorphe & E'. En combinant les deux isomorphismes,
nous obtenons la thése. O

Dans le paragraphe qui suit, nous allons préciser V'isomorphisme qui les lie et lui donner une
forme explicite. Commencgons par la construction d’une correspondance entre E et E".

Théoréme 2.30 Soit F est un espace vectoriel de dimension finie; & tout vecteur z de F,
on peut faire correspondre un élément z; défini par la relation 2;(y) = y(z) pour tout y dans
E'. Cet élément z, appartient alors au bidual de E.

Preuve.
Si nous supposons que z est fixé, nous voyons que la fonction zg, définie sur E, qui associe & y
la valeur zz(y) = [z, 9], est bien & valeurs dans K. Nous en concluons que z; est bien une forme
définie sur E'. '
Les lois introduites sur le dual pour en faire un espace vectoriel (définies en (2.5) et (2.6)),
montrent de plus que 2, est linéaire. En effet, V1,12 € £/, Vo, f €K

(o1 + By2)(z)
ay1(z) + Byz(z)
= az(y)+Bz(y2)

il

zs(o + Bye)

1

En résumé, la relation z;(y) = [z,y] définit une forme linéaire sur E', cad que 2z, est bien un

élément de E”.O0
Le raisonnement ci-dessus montre que les z(-) = [z, ] sont des vecteurs de E”. Nous ne savons
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Annexe 5. Contexte de I'enseignement de la dualiténiversité de Namur

cependant pas si TOUS les vecteurs de E” sont de cette forme. La proposition suivante (appelée
le Théoréme de Réflexivité) vient apporter une réponse simple & cette question.

Théoreme 2.31 Soit E est un espace vectoriel de dimension finie.
Pour toute forme lindaire z sur B (cad ¥z € E”), il existe un vecteur unique dans E
(Jlz € E) tel que

2(y) = [, Z]erxer = [z, 9)Exer = y(z)

pour tout y dans E’. De plus la correspondance ainsi définie entre x et 2 est un isomorphisme.

Cette correspondance est appelée Uisomorphisme naturel entre E et E”. Elle nous dit que
tous les éléments z du bidual sont construits & partir d’'un z du primal (tous les z sont bien des
2z) et que la correspondance entre le primal et le bidual est linéaire et bijective.

Preuve.
Considérons la correspondance comme allant de E dans E’ : & chaque z de E, elle fait corres-
pondre un vecteur z; de E” tel que z;(y) = y{z) pour tout y dans E'.

Cette correspondance est linéaire : en effet, gréice & la linéarité des éléments y du dual, nous

pouvons écrire, pour tout y € E' :
Zozy+8e2 () = low + B2,y = aley,y] + Blee, y] = eze(y) + Bza:(¥)

et donc

~ Zopi+Bzz = 0%y + Bz,

Cette correspondance est injective : en effet, nous voulons démontrer que z,, = 2z, implique
£, = g, avec Ty et 72 dans F. Mais dire que 2g, = 2, C'est dire que 2z, (y) = 2z, (y) pour tout

y de &', ou encore, comme 2z, (y) = ¢{z1) et zz,(¥) = y(z2),
y(z1) —ylz2) = y{z1 —x2) =0 Vye€ E.

La remarque qui suit le théoréme 2.27 montre alors que z1 — 2z = 0 ou encore que T; = Z3. La

correspondance est donc injective.

La correspondance est surjective : en effet, on vérifie facilement que l'ensemble des z, de E”
forment un sous-espace de E”. De plus, ce sous-espace €st isomorphe & E car la correspondance
considérée plus haut est bijective si l'on restreint son ensemble d’arrivée & ce sous-espace et
préserve bien les relations linéaires. Ce sous-espace est donc de dimension n, puisque E l'est. Or
E" est isomorphe & E et est donc aussi de dimension n. Le sous espace de E” et E” ont méme
dimension, ils ne peuvent qu'étre identiques et la correspondance entre E et E” est bijective.
C’est donc bien un isomorphisme. (1

Une remarque sur cet isomorphisme : si nous partons d’une base X du primal, que nous
calculons sa base duale ¥, ensuite la base duale de Y, notée Z, nous obtenons donc une base
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Annexe 5. Contexte de I'enseignement de la dualiténiversité de Namur

du bidual. Par 'isomorphisme décrit ci-dessus, les vecteurs de cette base Z sont envoyés sur des
vecteurs du primal ; il est facile de vérifier que ces vecteurs du primal sont ceux de la base X.
Nous ne poursuivrons pas les développements théoriques & propos de la dualité plus loin.
Il est cependant & noter que le dernier résultat que nous avons obtenu, & savoir que le bidual
d'un espace vectoriel de dimension finie est naturellement isomorphe & I'espace lui-méme, est une
propriété fonda.mentale de beaucozp de secteurs des mathemathu%sg 4t hsi . 6n % W‘S{ﬂ
it {” k¥ 'VWLM S L"rﬁn‘:& TS oA e G..LV‘WM ,.mt vmmy ?u
2.6 Transformations hnezures et transposées (B it

Nous étudions, dans ce paragraphe, les relations entre la notion de transformation linéaire sur
un espace vectoriel et I'espace vectoriel dual. Pour cela, choisissons un espace vectoriel E et y un

vecteur quelconque de son dual B’. Nous définissons alors la forme linéaire
v'(z) = [f(z),4]

pour tout = dans E et pour une transformation linéaire f donnée. Nous pouvons alors noter

(f(z),4] = =]

par définition de la notation [, ], puisque y composée avec f est bien une forme linéaire sur E.
Si nous faisons maintenant varier y dans £, I'équation ci-dessus fait donc correspondre a chaque
nouvel y un vecteur 3’ de E'. Notons, pour le moment abusivement,

v = fT(y).

Cette notation est abusive car elle implique que la transformation sur E' qui, & chaque y, fait
correspondre un 3’ est une transformation linéaire. Si c'est le cas, rappelons que les équations

ci-dessus impliquent alors que
Ve € EVy € E' [f(z),9] = [z, FT W)]- (212)

Nous démontrons facilement que cette transformation f7 sur E’ est effectivement une transfor-
mation linéaire. En effet, si
Yy = my1 + o2y2,

alors

[z ) = f(@)y] = [f(@),au + Oyl

ea[f(z), y1] + ealf(z), y2]
a1z, f ()] + azle, f7 ()]
& ouf (1) + o2 (2)]-

mq‘l{e{{ﬁia‘s*?zaa;‘ g‘!‘f 4‘*?‘3-'3}

Définition 40 5i f est une transformation linéaire sur E lo transformation lindaire sur E'

i

caractérisée par l'équation (2.12) est appelée transformation transposée de f et notée f7.
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Annexe 5. Contexte de I'enseignement de la dualiténiversité de Namur

Nous donnons maintenant quelques propriétés des transformations transposées.

Théoréme 2.32 Si f et g sont deux transformations linéaires sur un espace vectoriel F de
dimension finie, alors

0% = 0g, (2.13)

idE = idgr, (2.14)

(F+a" = +4, (2.15)

(f)" = afT, (2.16)

(f9T =4"f", (2.17)

Preuve. -
La preuve des relations (2.13)-(2.16) est facile et laissée en exercice. Prouvons seulement la relation
(2.17). Nous observons que .

[(fo)(=) 9] = loz, T @)] = [, 67 (FT @),

pour tout % de E et tout ¢ de E', ce qui prouve la propriété.] -

Essayons également de caractériser (f7)7. On ne peuﬁ* aconclme que (fT)T = f; en effet,
[ est une transformation linéaire sur E tandis que (f7)7 est une transformation linéaire sur E”.
Cependant il y a isomorphisme entre les deux espaces et le théoréme de réflexivité impligue que,
pour tout x dans E et tout y dans E',

(f@) vlexm = &, FT@)exe = [FTW), 2l xm = [y, FT)T (225 v (2.18)

oll 2, est le représentant de r dans E”. Ces deux transformations ont donc un méme effet, dans
le crochet de dualité, sur une forme linéaire quelconque y.

Nous terminerons ce paragraphe sur les transformations transposées par une discussion des
matrices qui leur sont associées.

Théoréme 2.33 Soit f une transformation linéaire sur E, un espace vectoriel de dimension

. . T
[Tl =1l & {g&.‘.\
ott la matrice de ia transformation f est relative & une base X et celle de ST est relative a
la base duale de X, soit X' (ce qui peut s'écrire [f7]%, = ((f]%)7).

n, alors

Preuve.
La démonstration de cette proposition est évidente : il suffit d'appliquer la proposition 2.28 dans
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Annexe 5. Contexte de I'enseignement de la dualiténiversité de Namur

E’ et de se rappeler que I'on peut identifier E et E”. Nous avous, en utilisant ((2.18)), que
[FThs = T (w3), sl xer = s (FTY (@)l xe = [F(2,yilExe = [fn-

ot le vecteur z; est le représentant de z; dans E”. Les {z}., forment évidemment une base du
bidual grice & P'isomorphisme naturel qui les relie 4 la base X du primal. (1

La matrice de f7 est donc bien la transposée de la matrice de A4, au sens des matrices, cad
la matrice obtenue en remplagant les lignes de la matrice initiale par ses colonnes. Pour cette
raison, la transformation fT est appelée la transformation transposée de f.
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Annexe 6. Composantes de I'enquéte sur la dualité

Cette annexe comporte trois parties :

1.

le formulaire ayant servi de base pour les intevgiendividuelles semi-structurées qui a
permis d’éclairer, pour seize étudiants, les répsral questionnaire « débutants » (voir
chapitre 4, § 2.1).

I'’énoncé du travail de groupe proposé aux étudidatsnathématiques ayant répondu au
questionnaire « débutants » (voir chapitre 4, §.2.2

le questionnaire a destination des étudiants detdvlagppeléguestionnaire « master »
(voir chapitre 4, § 2.3).

. Formulaire pour l'interview semi-structurée suiv ant le

guestionnaire « débutants » (mai 2008)

Questionnaire complémentaire propose lors de l'inteview d’étudiants ayant répondu au

guestionnaire « débutants » (mai 2008)

Voulez-vous inscrire une signification particuliél@sque vous écrivez un vecteur en
colonne plutét qu'en ligne? Y a-t-il des indicasgour utiliser I'une ou 'autre notation?

Combien de relations (plus précisement combienalit®g) ai-je lorsque j'écris :
y(x)=4,00,j=1..n

Avez-vous remarqué gu'il était fait mention de Esb duale dans la question ou il était
demandé de trouver les coordonnées d’'un vectew wambase non canonique ?
Sioui:

1. Quelle a été votre réflexion ?

2. Vous étes-vous demandé comment elle pouvait imar®e

3. Pensez-vous maintenant que I'on peut se serva bade duale pour répondre a

la question ?
4. Sivous avez changé d’avis, quelle en a été laecaus

Concernant vos réponses au questionnaire : cftignaaire personnel
Voyez-vous un rapport entre la matrice transposéapplication transposée ?

Voyez-vous un lien entre I'application transposédes résultats du type : on peut passer
des lignes aux colonnes (par exemple pour le calculdéterminant, du rang d'une
matrice,...)

Le travail de groupe a-t-il changé les réponsesvgue apporteriez au questionnaire ?
A-t-il changé vos conceptions sur la dualité ?

Pourquoi (le fait de travailler la matiere seulr? groupe ? avec l'assistantau TG ? en
classe de TD ?)
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2. Enoncé du travail de groupe proposé aux étudiant s ayant
répondu au questionnaire « débutants » (mars 2008)

1% BAC Mathématique Février-Mars 2008

Travail de groupe d’ALGEBRE

La dualité

M. De Vleeschouwer Ph. Toint
Quelgques consignes...

- Les réponses aux questions doivent faire I'objeind’apport commun par groupe,
clairement rédigé.

- Le travail est distribué le mardi 12 février 20G8doit étre remis avant le vendredi 14
mars 2008 a 14h.

- Chague groupe doit consulter Martine De Vleeschowaueminimum une fois entre le
15 février et le 22 février inclus (une feuille saffichée sur la porte de son bureau
(201F) pour prendre rendez-vous).

La semaine du 3 au 7 mars sera réservée a déllestueonsultations
complémentaires.

- Apres la remise du travail, une consultation oliiga sera prévue la semaine du 17
mars afin d’évaluer la compréhension de chaque merdb groupe. Il sera donc
demandé de prendre rendez-vous lors de la remiszpgort.

- Les travaux seront rendus aux étudiants avec uteeindicative globale le jeudi 27
mars, le soin et l'orthographe interviendront daseite note. L’originalité des
exemples ou illustrations présentées dans le trawe également prise en compte.

- Les connaissances acquises par ce travail foremitla matiére a connaitre pour les
examens de premiére et seconde sessions.

Des références

Pour ce travail, nous vous suggérons de consulter :
- Ph.L.Toint: « Algebre » (syllabus pour les premiegbaccalauréats en Sciences
Mathématiques et Physiques, édité par la Librdieie Sciences 2007-2008).
- P.R.Halmos: « Finite-dimensional Vector SpacesUndergraduate Texts in
Mathematics, Springer-Verlag, New-York 1974.
N’hésitez pas a utiliser d’autres références glleproposées.

Présentation du travail

Pour répondre aux questions ci-dessous, vous poun#iger, a votre meilleure
convenance, le langage mathématique formel, lauknfyancaise, des graphiques ou
dessins, ...

1. Considérons I'espace vectorigf, construit sur le champ des réels.

a. Donner un exemple de forme linéaire définieRbr
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Annexe 6. Composantes de I'enquéte sur la dualité

Donner I'expression générale d’une forme linéagrie surR®.
Soient x=(1,2,0,4), x=(2,0-12, x=(0,0-1, x,=(2,0,0,3) soit
X ={x,x%, %, x}. L'ensembleX constitue-t-il une base d ? Si oui, déterminez-

en la base duale.
d. Silensemblex ={x,x, x, x} défini ci-dessus est une base et que vous aven pu

calculer la base duale, quelles seraient les cookles du vecteuts,8,10,5 dans
la basex ? Explicitez votre démarche.
e. Soit la transformation linéairé: R* — R* telle que

f(Xy,z20=02x t2y- 2z x y 32
Comment en définiriez-vous la transformation trasge ?

2. Considérons I'espace vectoriel,,, 'espace vectoriel des matrices 2 lignes, 2 codsna

coefficients réels, construit sur le champ desstéel
a. Donner un exemple de forme linéaire définie sy, .

b. Donner I'expression générale d’'une forme linéaéénie sura,,, .

_ 10 2 - 10 20
c. SOIentMl=[2 4j, Mf(o 2]’ 'V's:(o _1]’ M“:(o 3j;

soit X ={M,, M,, M,,M }. L’'ensembleX constitue-t-il une base de,,,? Si oui,

déterminez-en la base duale.
d. Sil'ensemblex ={M,, M,, M,, M} défini ci-dessus est une base et que vous

avez pu en calculer la base duale, quelles serksrtoordonnées de la matrice
[30 20

16 10) dans la base ? Explicitez votre démarche.

. . . a ¢ 2a-d a b-
e. Soit la transformation linéaire : a,,, - x,,, telle quef = .
b d 2b-c -3c

Comment en définiriez-vous la transformation trasse ?

3. Avotre avis, y a-t-il un lien entre les questidn®t 2. ci-dessus ? Si oui, lequel ?
Détaillez votre réponse.

4. Considérons un espace vectolietle dimension finie construit sur le chamipSi vous
deviez vous adresser a un étudiant n'ayant quendésns élémentaires en algebre
linéaire,

a. Comment définiriez-vous une forme linéaire EL?

b. Comment définiriez-vous le dual &?

c. Comment feriez-vous pour donner I'expression gdadétane forme linéaire sur
E?

d. Soit X ={x, %, %, x} une base dé. Comment définiriez-vous une base duale de
X ? Peut-il y en avoir plusieurs ?

e. Sil'on dispose d’'une bas€deE et de la base duale daas comment feriez-vous
pour calculer les coordonnées d’un vecteuEd#ans la bas& ? Explicitez votre
démarche.

f. Soit f une transformation linéaire définie st Comment définiriez-vous la
transformation transposéé&? Pourriez-vous expliquer, sous forme de schéma ou
autrement ce que représente la transformationgoses ?
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5.

6.

g. Peut-on affirmer que {) ' =f ? Si non pourquoi ? Si oui, qu’est-ce qui vousTEr
de l'affirmer ?

h. SoitS={s;, s, ..., S } un ensemble de vecteurs Be
Considérons I'ensembfedéfini par :
F={f: E - Ktelle que (f linéaire)etl{sCOS :f §F 0)
On montre aisément que I'ensemBlest un sous-espace vectoriel. Mais de quel
espace vectoriel est-il sous-espace ? Essayertaiélatde raisonnement que vous
suivez pour répondre a cette question.

A quoi, selon vous, peut servir le dual ? Danslgaalirconstances intervient-il ?

Choisissez 3 exemples d’espaces vectoriels, différde ceux qui sont présentés dans les
énonceés ci-dessus.

Pour chacun d’eux, donnez un exemple de formeitméiefinie sur ces espaces et un
exemple d’application qui ne soit pas une formeédire en expliquant chaque fois
pourquoi.

Construisez un énoncé sembldbie celui de la question 2. pour un espace vectqiel
vous choisirez différent de ceux déja présentgsroduits lors des énoncés ci-dessus.
Résolvez ensuite I'énoncé ainsi construit.

BON TRAVAIL!

'8 par énoncé semblable, on entend un énoncé repierméme type de questions.
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Annexe 6. Composantes de I'enquéte sur la dualité

3. Questionnaire proposé aux étudiants de Master 1 et2en
mathématique (mars 2009)

NOM & e Mars 2009
Prénom @ ..o

Master 1 / Master 2 Mathématique

Questionnaire a destination des étudiants de prenme et deuxieme Master en
mathématique

1. Un éléve de ¥°année n'a pas bien compris les notions reprises léatableau ci-dessous.
Pour chacune de ces notions, pourriez-vous :
a. situer le contexte ou le cours ou ces notions tintencontrées et/ou utilisées ?

b. écrire ce que vous diriez au jeune étudiant poiirmuisse comprendre ces
notions ?

Contexte ou

coursou la . . ) )
) ) o, Comment expliqueriez-vous la notion au jeune
Notions notion a ete , ;
, étudiant ?
rencontrée et/ou
utilisée

Base

Forme linéaire

Dual

Base duale

2. Aviez-vous déja rencontré la notion de matrice dpmsée dans I'enseignement
secondaire ? Si oui, vous rappelez-vous dans quegxte ?
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Un éléve de 4° année vient vous voir en disant qu'il n'a pas biempris le lien entre
application transposéetmatrice transposée&ue lui répondriez-vous ?

A quoi, selon vous, peut servir une applicatiomsgposée ? Dans quelles circonstances
intervient-elle ?

Comment définiriez-vous le dual de I'espace veetdii* ?

Donnez, si possible, (1) une base K&, (2) une base de son dual, (3) une application

linéaire définie suiR* et (4) la transposée de cette application.
Si cela ne vous est pas possible, pourriez-voulsgegs pourquoi ?

Dans un espace de votre choix (qui ne soit cepém@ande typeR" ou C"), donner une
base et sa base duale, une application linéaifeni@déur I'espace que vous avez choisi)
et sa transposée.

S’il ne vous est pas possible de donner un de bgstsp pourriez-vous expliquer
pourquoi ?



Annexe 7. Formulation de proposition pour l'introd uction
de I'application transposée

Nous présentons ici une proposition de situatiantebduction de I'application transposée
dans différents cadres (Douady 1986) et regisDesdl 1995).

Comme suggéré au chapitre 5, § 1.2.f), on supposdegcadre matriciel a été utilisé,
dans un premier temps, pour susciter la curiosi@léctuelle des étudiants (Harel 2000) et
pour installer une dialectique ancien-nouveau (dest Gelis 2002). Pour rappel, il s’agit de
se demander, une fois des balext B fixées respectivement dans un espace vectoratF,
quel est le rapport existant entre une applicdirmdairef allant deE versF, représentée par

la matriceM (M =[ f ]i) et I'application linéairg (qui n’est autre qué' ...) représentée par
la transposée de la matribe(qui ne differe que par la forme de la matfité).

Nous nous tournons donc ensuite vers le cadreyddsnses d’équations linéaires qui
introduira le cadre formel.

Nous présentons le cas particulier d’'une transftondinéaire deR* (application
linéaire deR* vers lui-méme). Nous préférons choisir un nombéguhtions différent de la
dimension de I'espace vectoriel considéRe ), afin d’éviter un amalgame malheureux entre
ces deux nombres. Nous nous distancons donc ddéience historique qui considérait des
systémes carrés (comportant méme nombre d’équatjoasd’inconnues). De plus, nous
supposons que le lien entre un systeme d'équatinéaires et les formes linéaires a éte
présenté :

X+ a,%t..ta x=0 $(%=0
Xt ayt..ta,x=0 . ¢,(%=0 OUX:()S""’)%)

¢ OR"),1<i<m
A Xt apX%t..t 8,%=0 ¢.(X=0

Figure 7.1 : Relation entre systéme d'équations li@aires et formes linéaires

Prenons le cas particulier du systeme de troisté@msalinéaires a quatre inconnues donné a
la Figure 7.11 :

2%, + 3%, =9+ 4x,= 7
=Xt % +2%+ %, =10
X=X =A%~ % =5

Figure 7.11 : Ecriture explicite d'un systeme d'équations linéaires

Nous savons que nous pouvons I'écrire sous la f¢wamie Figure 7.1) :

2%, +3% =B+ 4%, = 7 $(x)=7 \ .
X FX 2%+ %=10 o 14,00=10 O f‘_D((R) JOR!
X =% ~4%=%=5 $,() =5 TR R
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OU D (X%, % X% )OR® 1 @, (4, %, %, %)= 2%+ 3% 5x+ 4%
Pr(X X0 X0 X)) = =X X%+ 2%+ X,
B3 (X0 Xp0 X, X;) = X %=4X% X
Considérons aussi une transformation linégiteansformantR*en lui-méme ; par exempfe
telle que(x., %, %, %)= f(%, % % %)= 2% %2% % ¥ % % 3%

Si maintenant, a la place de considégg(x), nous considérong, (f(x)), nous
obtenons un autre systeme d’équations linéairesuedugous allons maintenant nous
intéresser :

¢ (f(x))=7 ou ¢ OR"Y
¢,(f(x) =10 X= (¢ % % % IR
,(f(X) =5 f:R* - R*

Figure 7.1 ; Systéme linéaire considéré dans not développement

Si nous souhaitons écrire de maniere expliciteysggme d’équations linéaires, nous pouvons
bien entendu évaluer chaggeen f(x), pour toutx =(x, %, X, %)0R*, et ensuite réécrire
les expressions obtenues en mettant en évidengeeltamposante de Ainsi, pour obtenir
@,(f (X)), nous devrions effectuer les opérations suivantes

Gu(f (3%, %, %)) =P1(2X~ %, 2%~ %, %= %= %~ 3 %)
=2(24 = %)+ 3(26 = %)= S(x— %= %} 4€ 3%)
=(4-5)x + (6+ 5, + - 3- 12),+ ¢ 2 5k,
==X +11x, - 15x,+ 3X,

Figure 7.1V : Calcul de ¢,( (X)) en tant que composition de fonctions

L’'opération que nous venons de faire se représsentg&matiquement par la situation
suivante :
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Annexe 7. Formulation de proposition pour l'intratian de I'application transposée

f
(R ] %
. F(x)
@,
R

YN =[S, e

2D =[S0 L e

2D =18 ] e

Figure 7.V : Représentation schématique de la compition def et ¢i

Et qui, analytiguement, se concoit comme la contjpsside deux applications linéaires,
méme si elles sont de natures différentes : umsfivemation linéaire et une forme linéaire :

¢, f:R* - R. On montre facilement que la composition de deuplieations linéaires est
une application linéaire. Commg o f va deR*dansR, il s’agit d’'une forme linéaire, que
nous pouvons notey, ; en raison de linfluence de (pour une transformation linéaife

donnee, a toute forme linéaige est associée une forme linéage, particuliere). On peut
donc compléter la Figure 7.V de facon a obtengcleéma suivant :
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R

As () g.[x’ Ars :|1m“x1m" = [f(x)’ @ ]m‘xm“'
Por (x) = [x’%’f :|mz.“><1m" = [f(x)"?;2 ]m“xm“‘
P s {x)= |:xa P.s ]m*xm" = [f(x)a & ]m‘xm“'

Figure 7.VI : Introduction des formes linéaires @,

Replacons-nous maintenant dans le cadre des systBémiations linéaires. On concoit alors
qgu'a la place de calculep . (f (x,X,, X, X,)) comme étant la composition g, etf (voir

Figure 7.1V), on se propose de calculgr, (x,, X,, X, X,) qui lui est equivalent (voir Figure
7.VI). C'est-a-dire que l'on propose de transforndirectement la forme linéairg ;, de
maniere a obtenir la forme linéaigg, . Autrement dit, on se propose de transformer

directement le membre de gauche intervenant dadgudtioni du systeme linéaire
initialement considéré (Figure 7.11). On considéiac une transformation du dual @&,

que nous nommons ', qui a chaquep ; de (R*) associeg, ;. C'est ce que représente
schématiquement la Figure 7.VII :
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Annexe 7. Formulation de proposition pour l'intratian de I'application transposée

(R

|:x’ ff (ﬂ)}m“xm“' :[f(x)aﬂ]m-tmv
[x,%,;)}m.‘xm i [x, 7 (%)}m4xm4l :[f(x),guz]m4xm4.
|:x’ ff (%)}m‘xm“' = [f(x)’%]m“xm“'

Figure 7.VII : Définition (sous forme de schéma) déapplication transposée def

Il nous reste donc a définir analytiquement lagfarmation linéairef ' :
:[ f(x)'¢i ]R“xR“ ‘

ol I'on peut détailler analytiquement chaque fotiméaire ¢ , de R* par :

f:R* ~ R* telle queDg , OR*": OxOR*: | x, f'(9,) ]

R4xR* "

¢ :R* - R ol OX= (X, %, % %)OR* ;[ %@ ], = ax+ bx+ o dy  (3)
Si nous particularisons a la transformatibconsidérée dans notre raisonnement :

f telle queOx=(X, X%, %, %)OR*: f(X=(2%- %,2%— X, = % ¥~ 3 X, on obtient
alors :
ESNCH] =[1090,8 ]uope

=a2x = x)+b(2x—- %)+ { x- - N+ ¢3 %
=(Qa+c)x+(2b- g%+ (-b-3d x+ - & ¥ X

R4xR4

ou a, b, ¢, d sont définis dans (3).

Autrement dit, nous pouvons a présent obtenir lenbre de gauche de chaque équation du
systéme présenté a la Figure 7.114, (f(x)) ng'[ f(x),#,], en calculant directement
[x, ft(¢i)]ng'(ft(¢i))(x) qui lui est égal par définition de I'applicatioramsposéef'. Dit
encore autrement, a la place de transformerxegpar I'applicationf, on transforme les
équations par I'applicatiorf ' .
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En particularisant a la premiére équation du syste@wonsidéré (Figure 7.111), et en nous
rappelant quelx = (X, X, X, %)OR* :[x, P 1) o s =2% +3% — 5%+ 4%, 0n obtient alors :

déf. def"

B0 % % %) = (F@I(X % % %)
=22+ CE)X+ (23 £ 5K+ €3 3@+ { 2 { 5),
=-% +11x, ~15%+ 3,

Figure 7.VIII : Calcul de @,(f (X)) par la transposée dé

En comparant avec la premiéere technique de calilisée (voir Figure 7.1V), on se rend
effectivement compte que ce sont directement |edficeents des membres de gauche des
équations qui sont manipulés dans la derniére tgobnprésentée, utilisant la transposée
(Figure 7.VIII), et non plus les composantes deddablex de R*.

Une fois la transposée d’urteansformation linéaire ainsi introduite, on peut, si on le
souhaite, facilement généraliser a la transposéeedpplicationlinéaire (en ne considérant
plus que le cadre formel, en registre analytiqgueaématique).

On peut aussi reprendre la problématique proposémteoduction dans le cadre
matriciel pour développer ensuite des propriétéxemant la transposée d’'une application
linéaire (matrice la représentant,...).

En introduisant la transposée de la sorte, nous sommes donc servie des cadres des
matrices et des systémes d’équations linéaires; lesucadres contextualisés, et du cadre
formel, abordé par les registres analytique etreeli§ue. Nous pensons que la diversité des
cadres et des registres est nécessaire a la coamgieh du concept de transposée.
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Annexe 8. Déroulement général des dispositifs mis en
place a Namur en 2008-2009

En référence au chapitre 5, § 3.1, le Tableaur&dgnte un apercu général du déroulement de
I'enseignement de l'algébre linéaire en premiereéande mathématique ou de physique a
l'université de Namur lors de I'année académiqu@82P009. Nous n’avons repris le détail
que pour les mois d’octobre, novembre et débutrdboe car il s’agit de la période concernée
par 'enseignement de la dualité. Une colonne édig® aux mathématiciens, et une autre aux
physiciens. Lorsqu’une séance est commune aux siettions, les colonnes sont regroupées
en une seule dans le tableau. Les séances contsaitetles cours théoriques (« CTh » et en
grisé foncé dans le tableau), des travaux dirigé) » et en grisé moyen dans le tableau), ou
des séances tremplin (« Tr » et en grisé clair danmbleau). La durée des séances est

€également reprise entre parenthéses. Les
I'enseignement de la dualité (en tant gqu’objet)tsndiquées en gras dans le tableau.

séanceésifiggement concernées par

Dates

Mathématiciens

Physiciens

Au 30 sept. 2008

CTh : Chap.1 -> Sous-espaces engendrés par un lelesgenvecteurs (Span)

TD : « Structures algébriques »

TD : « Structures algébriques »

Jeu 2 oct. 2008

Tr (2h) : correspondances et structures
algébriques.

Ven 3 oct. 2008

Tr (1h) : lin. dépendant, lin. indépe

ndant, comlsiaas linéaires.

Ven 3 oct. 2008

Dispositif d’enseignement « Les
espaces vectoriels » : distribution
du travail de groupe.

Lun 6 oct. 2008

Tr (30min) : sous-espaces engend

par un ensemble de vecteurs (Span)

rés

Mar 7 oct. 2008

CTh (1h30) : Fin Chap.1 + Chap.2

-> section 2.1l.dppéaires

Mer 8 oct. 2008

Tr (1h) : mettre un sous-espace
vectoriel de R(donné avec des
équations) sous forme de Span +

illustration d’application linéaire de
R* vers R, kerf et Imf

Lun 13 oct. 2008

TD (1h30) : Les sous-espaces
vectoriels.

Mar 14 oct. 2008

TD (1h) : dépendance linéaire et
dimension. Début des sous-espaces
vectoriels (pas encore les Spans)
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n

et

Dates Mathématiciens Physiciens

Mer 15 oct. 2008 | Tr (1h) : somme directe +
démonstrations du thm 2.3 « Tout | Tr (1h) : mettre un sous-espace vectorie]
espace vectoriel de dim finie de K (donné avec des équations) sous
construit sur le champ K est forme de Span +
isomorphe & K>f el Fhm' Notion de keff et Imf.
2.6 « Le complémentaire du noyau
d’'une application linéairéest
isomorphe a I'image die»

Ven 17 oct. 2008 Tr (1h) : calcul du noyau d’une applicatid
linéaire de Rvers R. Explication de
somme directe et d'isomorphisme +
démonstration du thm 2.3

Lun 20 oct. 2008 | TD (1h30) : fin des exercices sur

sous-espaces vectoriels et dimensjon

Mar 21 oct. 2008 | CTh (1h30) : Chapitre2 (suite) : Transformatiomediires ; Matrices et

transformations linéaires.

Mar 21 oct. 2008 TD (1h) : Sous-espaces vectoriels, Spar
dimensions

Mer 22 oct. 2008 Tr (1h) : Dispositif d’enseignement
« Applications », question 1.

Ven 24 oct. 2008 | Tr (1h) : questions-réponses sur le

chapitre 1.
Lun 27 oct. 2008 | TD (1h30) : Applications linéaires
(noyau, image, calcul dé) +
rappels sur la construction des
matrices.
Mar 28 oct. 2008 | CTh (1h30) : Chapitre2 (suite) : Applications liiréa et matrices rectangulairey ;
Formes linéaires (espace dual, mais pas encore BXivité).

Mar 28 oct. 2008 TD (1h) : fin des dimensions et sous-
espaces vectoriels. A préparer par les
étudiants : Ker et Image (sans avoir vu |
rappels en TD).

Mer 29 oct. 2008 | Tr (1h) : Dispositif d’enseignement « Qu’est-ce quine matrice ? »+

correction du test de Novembre 2007, Q3. 3 etptdparer par les étudiants).

Ven 31 oct. 2008 | Tr (25 min) : Correction du test de Novembre 2002,2 (les étudiants doivent

travailler les questions avant de venir en séance).

Ven 31 oct. 2008 Tr (30 min) : Dispositif d’enseignement

« Applications » : fin (questions 2, 3 et
4).
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Annexe 8. Déroulement général des dispositifs miglace a Namur en 2008-2009

Dates

Mathématiciens

Physiciens

Lun 3 nov. 2008

TD (1h30) : suite des rappels sur les
matrices (y compris changement de

base) + ex. sur construction de
matrice et calcul d&v) a partir de Ia
matrice.

Mar 4 nov. 2008

TD (1h supplémentaire) : Rappels sur
appl. linéaires, surj., inj. Ker et Image +
exercices sur Ker, Ihetf? + début de
rappels sur la construction de matrices.

Mar 4 nov. 2008

TD (1h) : suite des rappels sur les matrig
(y compris changement de base) + ex.
construction de matrice et calcul ffe) a
partir de la matrice.

es

Mer 5 nov. 2008

Tr (1h) : Dispositif d’enseignement

« Formes linéaires et dual » : activité
sur les niveaux macro-micro pour
introduire les formes linéaires et le dual.

Ven 7 nov. 2008

Tr (1h) : Dispositif
d’enseignement « Formes linéaire$
et dual » : activité sur les niveaux
macro-micro pour introduire les
formes linéaires et le dual.

Semaine de tests (

évaluation formative) pour ledights de premiére année

Lun 17 nov. 2008

TD (1h30) : exercices sur les
changements de base + ex: a part
d’une matrice, trouver la définition
et les propriétés de(inj., surj.,...)

=

Mar 18 nov. 2008

CTh (1h30) : Chapitre 2 suite : théoréme de réflexité ; transformations

linéaires et transposéesChapitre 3 :

Déterminants :3.1 : les permutations

Mar 18 nov. 2008

TD (1h) : ex : matrices et changement d
base + explication de I'ex : & partir d’'ung
matrice, trouver la définition et les
propriétés dé (inj., surj.,...)

14

Mer 19 nov. 2008

Tr (1h) : llustration « Primal, dual, bidual » : i llustrations de ces notions (en
prenant comme espaces vectoriels particulierRs, P, M 5,0)

Lun 24 nov. 2008

TD (2h) : fin du dernier ex. sur les
matricest+ rappels sur formes
linéaires et dual ; bases duales et
matrices : exercices de calcul de
base duale et exercice théorique
pour obtenir I'expression générale
d’une forme linéaire (FL)
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Dates

Mathématiciens

Physiciens

Mar 25 nov. 2008

TD (1h) : correction des exercices sur le|
matrices rappels sur formes linéaires et
dual ; expliquer comment calculer base
duale. Ex : calcul d’'une base duale +
exercice théorique sur I'expression
générale d'une forme linéaire (FL)

Mer 26 nov. 2008

Pas de tremplin algébre car ctomdes tests d’autres cours + séminaire de
méthodologie sur I'organisation de I'étude etalséssion d’examens.

Lun 1 déc. 2008

TD (2h) : ex. sur I'expression de
y(X) ou les coord. de la Fly sont

données (changement de base paf

rapport au dual) + Montrer
gu’une forme linéaire appartient
au bidual et trouver son
correspondant dans le primal.
Rappel sur la transposée +
exercice de calcul de transposée
par la définition (a faire a
domicile : calcul f ' par la matrice)
+ ex : étant donnée une FL,
montrer qu’elle appartient au
dual, montrer que deux FL sont
LI, calculer Span et Dim, vérifier
des lois sur I'espace dual

Mardi 2 déc. 2008

CTh (1h30) : Chapitre 3 (suite) : suite de 3.1 2:3éterminants

Mar 2 déc. 2008

TD (1h) : ex. sur I'expression dey(x) ou
les coord. de la FLy sont données
(changement de base par rapport au
dual) + montrer qu'une F.L. appartient
au bidual et trouver son correspondant
dans le primal. Rappel sur la transp.

Mer 3 déc. 2008

Tr (1h) : correction du test de novembre (49 étuidia

Ven 5 déc. 2008

Tr (1h) : Explication du Thm « toute
permutation est un produit de cycles
disjoints 2 a 2 » + exercice
complémentaire sur les changements dd
base.

Lun 8 déc. 2008

TD (1h30) : chap3 : rappels sur les
déterminants. Exercices associés.

Mar 9 déc. 2008

CTh (1h30) : Chapitre 3 (suite)

Mar 9 déc. 2008

TD (1h) : Rappels sur la transposée ;
calcul def ' de 2 facons rappels sur les
déterminants.

(Pour certains « volontaires » : 30 min.
de + : ex. suppl. sur base duale, transp.

Tableau 8.1 : Présentation générale du planning dlgébre linéaire concerné par la dualité en 2008-200
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Annexe 9. Proposition d’illustration des notions d ‘'espace
vectoriel primal, dual, bidual

En référence au chapitre 5, nous présentons iengeignement qui a pour builldistrer la
notion d’espace vectoriel primal, dual et bidual wilisant un répertoire d’exemples des
espaces vectoriels. Cette présentation a égalepmumt but d'illustrer le théoreme de
réflexivité, en explicitant les objets intervenatans celui-ci, et ce, dans différents cadres
(Douady 1986).

Méthodologie

L’activité proposée ici a été mise en place dartatie de I'opération tremplin conjointement
pour les étudiants de mathématique et physique.d8aace tremplin commune (une heure)
pour les deux sections a été organisée a cet{@ginovembre 2008 ; 9 décembre 2009). Pour
cette activité, il est recommandé que la classea(alitoire) soit munie d’'un grand tableau
afin que ce dernier puisse étre séparé en troiseparune premiére partie consacrée a
I'espace primal, une deuxieme a I'espace dual ettwoisieme au bidual. Le fait de pouvoir
afficher sur un seul tableau ces trois parties parmd'illustrer plus aisément le théoréme de
réflexivité dans lequel intervient des élémentseetrois espaces.

L'illustration que nous proposons prend place apgés le dispositif « Formes
linéaires et dual » ait été mis en ceuvre. Les atasliqui y participent ont déja vu au cours
théorique le premier chapitre sur les espaces nelstoet le deuxiéme chapitre sur les
applications, transformations et formes linéaiteschapitre 3 sur les déterminants avait déja
été abordé. Cependant, il 'y a pas encore euadauk dirigés concernant la dualité. Un
répertoire minimum d’exemples d’espaces vectomsisrequis afin de pouvoir illustrer dans
différents cadres les notions impliquées dans eetigité. La notation des crochets de dualité
a été introduite.

Présentation et analyse a priori

Nous avons expliqué dans la méthodologie que ledalde la salle de cours sera partagé en
trois parties. Nous présentons a la fin de cetteeXa 9 une proposition de tableau qui peut
résulter de I'activité « Primal, dual et bidualwegnous détaillons maintenant.

Dans un premier temps, nous proposons d'illustreparalléle la notion d’espace
vectoriel primal, dual et bidual. Dans un deuxideraps, nous illustrerons, sur base de ce qui
aura déja été présenté, le théoreme de réflexivité.

[llustration des notions de primal, dual et bidual

Un rappel des notions concernées par cet enseignesst d’abord présenté dans le cadre
générique. Ainsi, au début de I'activité, le tablete la salle de cours ressemble au tableau
présenté a la Figure 9.1, ou les notions de prichad) et bidual ont été resituées.
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Primal Dual Bidual

E : espace vectoriel, E'-{y:E K ctylincaire} |E" =(E£')'
construit sur champ X,

de dimension =§z:H'> K e z lindaire}

E’: espace vectoriel, E’’: espace vectoriel,
construit sur champ X, construit sur champ X,
de dimension s de dimension »

Figure 9.1 : Présentation initiale du tableau dand'illustration "Primal, dual, bidual"

Nous proposons ensuite de présenter les notionsidgzées dans au moins trois cadres
contextualisés, c'est-a-dire différents du cadreéggue, dont un seul cadre algébrique
(R",C") ou géométriquelR? ou R?). En effet, la variété des cadres est recommapdéela
compréhension d'une notion (Douady 1986), et il iegbortant de montrer le caractere
unificateur des notions d’algebre linéaire sur wlieersité d’espaces non habituellement
considérés par les étudiants. Un cadre géométrmjus,familier aux étudiants ou un cadre
algébrique, qui en constitue une premiere génaétais, permet d’exprimer les éléments des
espaces vectoriels (« vecteurs ») sous forme-dplet, sans autre symbole supplémentaire
que des parenthéses ou des virgules par rappoctamgosantes. De plus, si on veut indicer
ces éléments, un seul indice est suffisant (coetrent aux notations usuelles des matrices
par exemple).

En octobre 2008, nous avions par exemple exhibéesdpmces vectorielR®, @5
(espace vectoriel des fonctions polynomiales de&demximum 6, construit sur le corps des
réels), et M o« (espace vectoriel des matrices réelles rectanmgslai 2 lignes et 3 colonnes),
chaque fois construits sur le champ des réels.

lllustration de la notion d’espace vectoriel (primd)

On propose d’inscrire, sur des lignes séparées, to@s espaces dans la colonne
correspondant a I'espace vectoriel primal (premaenne) et pour chacun de ces espaces,
de présenter un « vecteur » (c’est-a-dire un élémelespacerectorie) générique et un ou
deux «vecteurs » particuliers. Par exemple, p@des;, on présentera respectivement
j -14 -1 5

a, &, daj .
X= et x = 3 par exemple. En agissant de la sorte, les
(aﬂ 8, J2. = o

composantes des vecteurs sont mises en évidence,usoaspect plus formel d’abord, et
particulier (ou calculatoire) ensuite. Cette mieedgidence est importante : tout d’abord, afin
de concrétiser plus avant le vecteur en questamsuite, afin de pouvoir expliciter (par aprés)
des formes linéaires (éléments du dual) définie$esusemble de ces vecteurs.
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Annexe 9. Proposition d'illustration des notionegpace vectoriel primal, dual, bidual

lllustration du dual

L’activité « Primal, dual et bidual » se poursuitsaite : pour chacun des espaces vectoriels
choisis, nous considérons maintenant son dual, @nplétant maintenant la deuxieme
colonne du tableau. Comme cela a été fait poupdes primal, pour chacun des espaces
duaux considérés, sont donnés un « vecteur » {&*dse ici une forme linéaire) générique et
un « vecteur » (forme linéaire) particulier.

Ainsi par exemple une forme linéaire du dual desgace vectorieb o3 pourra
s’écrire de maniéere génériqye M,,, - R

not.
X = y(X) :[ X >] :[ X yﬂ’lzwx(mzs)'

A G a“j, on peut spécifier

Et, en se rappelant que tauide M 43 peut s’écrirex:(
8y Gy

davantage I'expressiog(x) ng[x M ixYl=aa,ta,a,ta8.a a,ta ata a..

Si maintenant nous souhaitons exhiber une forn@aiia particuliere, que nous noteroy)s
nous devons particulariser I'expression yéx) ng[x y], en donnant des valeurs specifiques
aux différents a,. Par exemple, en prenant, = —:—73, a,=-7, a,=a,=0, a,=8,

Qs = ~J/5, on obtient :

a; a,
Um,,., et vyl :
a21 a22 a23j 2%x3 yl W& 3 )

Comme cela était le cas dans un espace primadjtlelé devoir donner une forme linéaire

particuliéere d’'un espace dual considéré permet ddtren en évidence les composantes
différenciant les formes lin€aires les unes deseaud l'intérieur d’'un méme espace dual.

Cette mise en évidence est importante, pour lex ageémes raisons citées lors de la

présentation des espaces vectoriels primaux, drsamacrétiser tout d’abord ce qu’est une

forme linéaire, et pouvoir par la suite définir desmes linéaires sur cet ensemble de formes
linéaires, lorsque I'on prendra en compte le bidual

3 .
[X y1]=‘7 a,-7a,+8a,~/5a,, ol x:(

Pour mettre davantage en avant les différentes asampes des vecteurs considérés,
on peut utiliser pour ces derniéres une couleuciBgée a chaque espace (primal ou dual).
Cette couleur serait propre a chaque colonne deaapc’est-a-dire qu’elle correspondrait
aux différents types d’espaces considérés : prichad) (et bidual pour la suite). Ainsi, par
exemple la couleur bleue pourra étre utilisée pogprésenter les composantes des
«vecteurs » du primal ; la couleur verte seraruése pour écrire les composantes des
vecteurs du dual ; la couleur rouge sera utilisgar @crire les composantes des vecteurs du
bidual, qui seront considérés par la suite.

Nous pouvons de plus considérer I'applicationyden un élément particulier de
M ks, par exemplex,, déja défini plus haut. Nous obtenons alors :
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[ Vlopxouny = T35 8 —la, 183, ~/5 A3

7
= 314 79 +43) V9
7 2
= 6 + 7 + 12 + 0
= 25
OR
On vérifie ainsi concrétement qiig, v,l,, ..., appartient bien & . Ainsi en est-il aussi

pour [% Y1, . ou X est quelconque dandf .3 ety quelconque dansM x3)'. Cette
constatation sera utilisée pour illustrer le théozeade réflexivité.

[llustration du bidual

Aprés avoir présenté le dual des espaces vectodefsidérés dans I'activité, nous
poursuivons avec le dual du dual, c’est-a-direitkidd. On se propose ainsi de compléter la
troisiéme et derniere colonne du tableau d’'une éranidentique a celle appliquée pour les
autres colonnes. Les notations étant plus lourdearapuler (une forme linéaire d’'une forme
linéaire implique plusieurs éléments différentshus pouvons nous contenter du cadre
géomeétrique ou algébriqgue et d'un autre cadre ztudéisé. Nous présentons donc un
élément générique, ainsi qu’'un élément particullar bidual de deux espaces vectoriels
choisis.

En reprenant 'exemple de I'espace vectosiglss, nous définissons alors un élément
génériquez appartenant au bidual de,.; comme :

Z. (m2x3)' - R
not.
y = ZAN=[Y 21=[ Y By« @1, 5,
Nous nous rappelons que tqude (M ,x3)’ peut s’écrire :

Yy Mys - R

not.
X = y(X) :[ X >] :[ X yﬂzwx(mzs)'

ou, en sachant qume:(a11 = a“j, on avait pu spécifier davantage I'expression

& 8, ay
not.
y() =[x ) 1 [x VI =aya,+a,a,taata a0 Q.40 A,

not. not
Nous sommes donc en mesure de preciser I'expres®on(y) =[ ¥ 3 =[ ¥ B, ) x @,
dans (5). Nous obtenons alors :
[V, d=B0+Ba,+Ba.+Ba +Ba+B¢

Si maintenant nous souhaitons donner un élémetityar du bidual (une forme linéaire),
que nous noteronsz, (zUO(M,,) "), nous devons particulariser I'expression de
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not.

z(y) =[y 7], pour tout y[I(M,,,)", en donnant des valeurs particulieres aux scalgie

En prenant par exempl8 =21, B,=6, £, = —g, B,=-1, =0, B, = 2.5, on obtient :

OyOWMys)' [y, Zl]%s).x(M2K3)..=21a1+6a2—ga3—a4+ 2/5r,, ol I'expression

analytique complete d’'une forme linéaya été donnée dans la deuxieme colonne, dédiée au
dual :

y: My - R
X = [X ﬂmman)' =0,8,70,8,70 ;8,10 ,8,F0 3,0 4,
avecx=(all %z a13j.
A Ay 8y

Nous pouvons de plus considérer ici aussi 'appboade z en un élément particulier de
(M 2x3)", par exempley, défini plus haut. Nous obtenons alors :

21la, +6a, —ga3 -a, + 2/_506
R - CISI IR S
= -9 -42 -0 -0 - 10
= -61
O R

[YP ZJJ(szg)' X (Mxsz)"

On verifie ainsi concretement qiig, z],, )« .., appartient bien & , tout comme c’était
le cas de[x;, Yil,, <@, Il €n est de méme poly, 4, .., OUY est quelconque dans

(M 2x3)’ et z quelconque dansM 2x3)”. Cela a donc un sens de comparer I'expression
[Ys o,y x o1 @ [X Yoy, xen,g CAr CES deux expressions représentent des réaisgcsur

lequel a été construit I'espace vectori# £x3)’ ).

Illustration du théoreme de réflexivité

Les trois colonnes du tableau remplies selon lzrgdon ci-avant, il est alors plus facile
d’illustrer le théoréme de réflexivité, repris éHigure 9.11.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Route forme linéaire définie surE’ (c’est-a-diredz0 E” ),
il existe un vecteur uniqua dansE (OxOE) tel que OyOE': [xy]gpe =L Y. Zgxe.- De plus, la

correspondance ainsi définie entretz est un isomorphisme.

Figure 9.11 : Théoreme de réflexivité

En effet, en prenant par exemple I'élémentdu bidual de M, déja défini avant
(z0(M2a)"), on peut se demander quel €lémext lui correspond dans le primal
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(x, OM 2x3) pour que, quelle que soit la forme linéajrdéfinie SUrM oxs (Oy OM 243”), On
ait :
[le’ y:Iszsx(%lzxa)' :[ Y. %](9‘4%3)' X (Mx3)"

En reprenant dans la colonne du milieu du tabléaxpiession générique d’'une quelconque
forme linéairey du dual deM o3 :

Yy My, - R
X = [X’ }dmmx(mm)' =3,3,10,3,70 ;3,70 8,70 A0 A,
avecx:(an a, alsj'
1 8y Gy
. 6
on obtient Ly (M,,5)" 1 [V Zly,,.y x g,y =210+ 602—303—a4+ 2\/_59'6 (€

. [ K X X3

Comme nous cherchons I'élémexnt = appartenant &/ 53 tel que
X21 X22 X23

DyD(M2x3)I: [le’ Y]mmx(mm)' = AT A XA XA Xt 0 XoF 0 Xy
= 2lo,+ Gaz—ga3—a4+ 2/ @, (par (6

on identifie aisément les composantesxge

X, = 21 (coefficient dea,), x, =6 (coefficient dea,), X, = —g (coefficient dea,),

X,, = —1 (coefficient dea, ), x,, =0 (coefficient dea, ), X, = 2.5 (coefficient dea,).

21 6 -2
Ainsi, en choisissank, = 5|,0ona bier{le, y]%xaxwm)‘ =[ Y0 2] oy
-1 0 2/5

Par conséquent, nous avons bien illustré qu’aét@mentz du bidual (que nous avons illustré
par z ), nous pouvons faire correspondre un élémehi primal (que nous avons illustré par

x, ) tel que pour touy appartenant au dual, on aftz, y] =[ v .
Nous sommes bien consciente que la présentaticetdenseignement sous forme d’un texte
narratif ne rend pas clairement compte de l'applertcelui-ci. Nous invitons le lecteur a

consulter le tableau ci-aprés pour se rendre codipteexemple de remplissage du tableau a
la fin de l'illustration.
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Annexe 10. Proposition d’enseignement pour
I'introduction des bases duales

En référence au chapitre 5, nous présentons icipoogosition d’enseignement des bases
duales que nous avons congue afin d’introduireheene de la dualité par une finalité outil-
résolution (voir chapitre 3, 8§ 1).

Nous souhaitons avant situer le contexte dans lemie proposition est faite. Nous
nous placons dans le contexte du cours d’algebmaéala I'université de Namur aux éleves de
premiére année en mathématique ou en physique. fépusnons tout d’abord (8 1) la table
des matiéres du cours suivi par ces étudiants (R8iB7). Nous ne détaillons que les parties
du cours qui ont déja été présentés aux étudiante@nent ou nous souhaitons introduire
notre proposition d’enseignement des bases dudtess avons indiqué en gras et en italique
la partie ou s’insere notre proposition d’enseigaesinCette partie est ensuite présentée (8 2).

1. Table des matiéres du polycopié d’algébre linéai  re — 1°" bac
math&physique - Université de Namur

Nous présentons la table des matiéres du polycdjpigebre linéaire de l'université de
Namur, pour les étudiants de premiere année matiggraaet physique (Toint 2007). Nous
n'avons détaillé que la partie précédant la duaditérous avons indiqué en gras et en italique
I'emplacement ou doit prendre place la propositi@anseignement sur les bases duales.

1. Espaces vectoriels
1.1. Quelques propriétés des ensembles et des fonctions
1.2. Structures algébriques
1.2.1. Groupe
1.2.2. Anneau
1.2.3. Corps
1.2.4. Espace vectoriel
1.2.5. Exemples
1.3. Dépendance linéaire et dimension
1.3.1. Sommation
1.3.2. Dépendance linéaire
1.3.3. Bases et dimension
1.4. Sous-espaces vectoriels
1.4.1. Sous-espaces
1.4.2. Dimension d’'un sous-espace
1.4.3. Somme directe
2. Applications, transformations et formes linéaires
2.1. Applications linéaires
2.1.1. Définition
2.1.2. Notions et propriétés d’isomorphisme d’espacesoragds
2.1.3. Noyau et image d’une application linéaire
2.2. Transformations linéaires
2.3. Matrices et transformations linéaires
2.3.1. Construction d’'une matrice
2.3.2. Opérations sur les matrices
2.3.3. Matrices et changement de bases
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2.4. Applications linéaires et matrices rectangulaires
2.5. Formes linéaires

2.5.1.Espace dual
2.5.2. Réflexivité
2.6. Transformations linéaires et transposées

3. Déterminants
4. La multilinéarité
5. Structure propre
6. Espaces métriques et transformations unitaires
7. Formes hermitiennes
8. Normes matricielles : définitions et propriéténédditaires
9. Projections et inverse généralisé
10. Systemes d’équations linéaires

2. Proposition d’enseignement des bases duales via une
fonctionnalité outil

Ce qui suit pourrait prendre place dans le poly&ahi cours d’algébre linéaire dont la table
des matieres est donnée a la section précédentat @@7). La structure présentée ci-apres
est congue pour prendre place a l'intérieur deetdian « 2.5. Formes linéaires » de ce cours
d’algebre, apres qu’aient été définies les fornmasaires, et que la propriété affirmant que
« toute combinaison linéaire de formes linéairésiae forme linéaire » ait été vue.

Bien entendu, nous nous sommes basée, pour natpgsition d’introduction des
bases duales, sur la structure déja proposée eamyicopié du cours. En effet, c’est dans le
cadre de ce cours que ce dispositif pourrait éiseen place. Ainsi, par exemple, le dernier
théoreme proposé dans la formulation ci-aprés (&mée 2.29) a été repris du polycopié déja
existant pour que la suite du cours reste cohérémte notations adoptées dans notre
proposition tiennent aussi compte des notationa ojoduites dans le polycopié du cours.
Nous avons de plus respecté la philosophie du caunse présentant explicitement aucune
méthode. Nous avons opté a la place pour un exerésolu.

2.5.1 Espace dual

Si I'on considére I'ensemble E’ des formes linéaises un espace vectorié, en le
munissant de I'addition et de la multiplication par scalaire que nous venons d’envisager,
on peut voir (a faire en exercice) que cet enseraslidien un espace vectoriel. Il s’agit de
I'espace duabeE.

Définition 39 L’espace (vectoriel) dual E' d'un espace vectoriel &t composé de
'ensemble des formes linéaires sur E, muni de laiiterne d’addition (2.5) et de la
multiplication par un scalaire (2.6).

L’espace vectoriel E est alors parfois appelé I'espgrimal.

Les vecteurs de I'espace dual sont donc des foliméssres.

Nous allons maintenant introduire une notation ppntaire, mais qui va nous faciliter
le travail. Au lieu de noter I'image d’un vecteupar une forme linéaingsous la formey(x)
comme plus haut, nous noterons

y(¥ =[x ¥,
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ce qui peut se lire : « on preret on lui applique ».
Cette notation introduit une symétrie impliciterenies vecteurs de et ceux de son duff.
Nous pouvons alors écrire la propriété (2.4) sadsime

[ax+Bz f=al x ¥y+A 2V, (2.7)
tandis que la propriété caractéristique des om#rsitsur les formes linéaires (les vecteurs du
dual) s’écrit

[xay+B4d=ao x ¥+A x k. (2.8)

Bien que les mémes symboles « [ » «]» soientsé@§] remarquons qu'’il ne faut pas
confondre la notation du crochet de dualit¢y], avec la notation utilisée pour représenter
les coordonnées d'un vecteurdans une bas¥, [v*, ni avec la notation utilisée pour

représenter une matrici,]}, .

Formes coordonnées
Nous allons maintenant introduire la notion dermes coordonnées associées a une base
d’'un espace vectoriél.
Considérons 'espace vectorigt, , des matrices carrées d'ordre 2 a coefficientssrébit
2 0 01 0 1 . :
X = : : : une base dew, ,. On sait que toute matrice
0 0 10 3 0
carrée d’ordre 2 a coefficients réels peut aloésri’e de fagon unique comme combinaison
linéaire de ces quatre vecteurs de base, c’esea-di
OM O M = 20+ 01+ OO+ 1
22 mloomzlon%somo
ou encore, si on appelbe lei°*™élément de la bask de 9,,, décrite ci-dessus, on a:

OM UM, tM =mx+ m X+ mx+ m o,
ou lesm sont les coordonnées Bedans la baseX .

5 —_
En particulier par exemple, la matriEe 5} s’écrit :
5 -3 2 0 01 0 1
=2 -3 -2 + :
-9 5 00 10 3 0
2
5 -3\ |-3
On peut donc écrire H 9 SH = 5| c’est-a-dire que les coordonnées de la matrice
1

5 -3
( g 5) dans la bas¥ sont 2, -3, -2 et 1.

Si, a la place de con&der%r 5), nous considerons une autre matrice (c'est-awtire

autre élément ou vecteur de,,,), nous obtiendrons d’autres coordonnées. On peut dire
que les scalaires que sont les coordonnées d'uircende M,,, (ou plus généralement les
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coordonnées d’un vecteur d’'un espace vectoriel) $omction dela matrice (ou du vecteur)
en guestion.

Généralisons nos propos et considérons un espatmietE de dimensiom, etX =
(% %o X} ={ x}, une base dE.

Tout vecteuw deE peut donc se décomposer de fagcon unique par ra@pebase :
OvOE:v=[7 x+[4 %+ .+[ P x (2.9)

-eme

ou le contenu de IaémeboTte@ correspond a 1§~ coordonnée de dans la bask.

Les contenus de ces boites sont donc des scafgirelpendent du vecteurchoisi dan<.
Ces scalaires sont donc « fonction » du vectecinoisi. On peut dés lors écrire la relation
(2.9) comme suit :

OVOE:v=y(Y x+ y( Y x+..+ y(y
ol 0j =1,...n:y, (v) est bien un scalaire si nous écrivons :

gj=4..n:y,: E - K

v b yiY

ou, pour touw deE, y,(v) est Iajémecoordonnée du vecteudans la bask.

(2.10)

Nous allons montrer que, une fois une baskeE fixée, on peut trouvar formes linéairesy,
telles que OvOE, y (W= " coordonnée dev dans la baseX. En vertu de cette

caractéristique, on pourra appeler ndermes linéaires formes coordonnées associées a la
base »%.

Montrons tout d’abord que, pour tout vectewle E, si on noteg,(v) (avecj= 1,..n la jeme
coordonnée de dans la bask, on obtient une applicatiop qui estlinéaire, c’est-a-dire :

Oa, BOK,Ou, VOE: y @utBY=a y(9+B y( ¥ (2.11)
(2.11) exprime bien le fait queje, BOK, Ou,vOE, la j*™ coordonnée deru+ v (dans la
baseX) est la somme de fois la j*™coordonnée de et deg fois la j*™coordonnée de.
La linéarité desy, se démontre alors de la maniére suivante :
U v,
Soient[u]* =| : | et[v] =] :
u V

n n

U= ux | Saut By =aY ux+BY vx
i=1 i=1 i=1

Ona: " )
V=2 v =2 @y+By)x
aul+ﬁvl
On a donc biefiau+ gv]”* = : o
au, + Bv,

Au regard de ce résultat et de (2.10), on peut dimecque les y, sont des formes linéaires.
Nous pourrons donc utiliser la notation du croaeetiualité qui a été introduite :

y.() = vyl
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Nous nous posons maintenant la question de sauelteg conditions doivent remplir ces
formes linéaires pour que, potaut vecteurv deE, [v, y;] corresponde a 1§"" coordonnée

dev dans la bask.
Pour répondre a cette question, appliquons tolgodthnotre raisonnement anxecteursx
de la bas&, en commencant par le premiey,:

On obtient alors trés naturellement :

X = [ .x + [.x + .. [ .x,

= (X)) x 4+ )% o+ 0 Y.(X) %

Ou, avec le crochetde dualité : = [ %l % + [X Yl % + ... [X %] X
Or, X = 1.5 + 0.% + .. 0.x,

En vertu de l'unicité de la représentation d'un eectdans une base donnée, on doit alors
imposer quex, y,1=4, pour quelx, y] représente [3*"“coordonnée de, dans la bask.
Le méme raisonnement peut étre appliqué aux différeecteursx de la base&, pour alors
imposer que

O, j=1..n: K.,y I=9 .
Par conséquent, en imposant que chaque formerkngai(j =1, ...,n) doit verifier :

Oi=1..n: K.,y ]=4, (2.12)

on a défini effectivement quex 0X,[x, y] est laj*™ coordonnée dif™vecteur de la base
X.

Nous allons maintenant démontrer que le résultetmbpour les éléments de la bas& est
généralisable a tout vecteude E. C’est ce qu’exprime le théoréme suivant.

Theoréme 2.23 SoientE un espace vectoriel de dimensignet X = {x}", une base d&.
Soientn formes linéairesy, (1< p<n) telles que

Oi,j=1..n: K.y, =9 . (2.13)
Alors OVOE:[y y,] est lap™®coordonnée de dans la basx.

Preuve.
CommeX = {x}", estune base d&, on peut écrire :
al
OVOE O'a,(i=1,..,n) : [v]"=| i | (décomposition d'un vecteur dans une base)
a

n

n
cest-a-dire v=a,. x +a,. ,+..+a,.% = a X

i=1

ou encore fp, a, est lap"™coordonnée de dans la bask.
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On a donc, pour touy, vérifiant les hypothesesy; (v) 2 [v v, =[Zn: ax yl
=Z ai[)g’ yp]
Zn: aiép

p

1
Q
[m]

Nous avons donc démontré que, a toute adeE, on peut associer formes linéairesy,
telles que, si les conditionsi, j =1,...n : k .y, ]=4 sont vérifiées, ces formes linéairesy,

peuvent étre qualifiées defermes coordonnées associees a la base ¥tant donné que la
forme linéairey, appliquée a un vecteur quelconqude E donne laj*"coordonnée de ce

vecteurv dans la bas¥ deE.

Nous allons maintenant démontrer que cdsrmes linéaires associées a la bds#e E par
les relations (2.13), constituent une bas&dée dual deE.

Theoreme 2.24 SoientE un espace vectoriel de dimensigretX = {x}" une base dE.
Soientn formes linéaires; telles quedi, j =1,..n : k.y;1=4 .

Alors {y}", constitue une base &.

Preuve.
* Montrons tout d’abord quezn: ay =0)= (di=1,.,n:a = 0).

i=1

Remarquons que(zn:aiyi =0) signifie que OvO E:[v,zn:ai yl=[v0], ou encore :
i=1 i=1

OvO E:Zn:ai.[v, y]=0 par définition de la somme de formes linéairesdet la

i=1
multiplication d’un scalaire et d’'une forme linéaipvoir (2.8)).
CommeX = {x}", estune base dg tout vecteuv de E peut donc s’écrire comme

i=1
v=>" v x ou lesy; sont les coordonnées delans la bask (v, OK).

=1

On a alors :
DvDE:Zn:ai.[v,y]zo - DwDK:Zn:ai.[Zn:vjx,y]:o
i=1 j=1

i=1
o O4OK:Y > av[x, yl=0 (inéarité desy
i=1  j=
« O4OK:Y > avad,; =0

=1 j=1

- DvOK:) ay=0

= Oi=1..n:a=
* Montrons ensuite quelydE": 0o, OK: y=)> a y, Ce qui revient a démontrer que
i=1

OyOE":OoOK: OVOE: [v M=[v) a, y Ouencore :

i=1
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OyOE" 0o, OK: OvOE: [v ﬁzzn:afi[v vl
i=1

CommeX = {x} , est une base d€ et queli, j=1,..n: k,y, ]=g , on sait que

1 1]

.eme

OvOE, v, (V) n2[\; y] représente lg~""coordonnée dedans la bas¥. On a donc :
OvOE: V:Zn: [v ylx
i=1
Ceci entraine que :

yDE" VOE: MM _psopy yry

=Zn:[v, y1[x Y car yestlinéaireety .y [ K
i=1
En posantdi=1,...,n, a =[x, y], on a alors :

OyOE Oo0OK: OVOE: [vy =Y alvy] o
i=1

La proposition 2.24 nous permet alors d’énonceéseltat suivant :

Théoréme 2.25 L’espace (vectoriel) dudt’ d’'un espace vectoridt de dimensiom est
aussi de dimensiom

Théoréme 2.26 Tout espace vectoriel de dimension fiRiest isomorphe a son duzl.

Preuve.
Ceci résulte directement du fait queEsest un espace vectoriel iy alorsE’ I'est
aussi, grace aux lois que nous avons construites @o faire un espace vectoriel
(définies en (2.5) et (2.6)). Par le théoréme 212&ys savons qu’ils ont méme
dimension, ils sont donc isomorphes (par le théergm).o

Définition 40 La base dualed’une base X 5 x}, d’'un espace vectoriel E est la base Y =

{v}., de I'espace dual verifiant les relatioms, j =1,..n : k .y, 1=4 .

Les éléments de la base duale d’'une bdéssont les formes linéaires que nous avions
qualifiées de 4ormes coordonnées associées a la base, ¥tant donné que I8 forme
linéaire de la base dua¥eappliquée a un vecteur quelconqueEd®urnit lai°™coordonnée

de ce vecteur dans la basévoir proposition 2.23).

Montrons un résultat plus global que la proposidt¥ :

Théoréme 2.27 SoitE un espace vectoriel de dimension
Soient{x}", un ensemble devecteurs d& et{y,}"_ un ensemble deformes linéaires
deéfinies suE. Silesx et lesy, vérifient les relations
O, j=1..n: k.y,1=4,
Alors {x}", constitue une base @eet{y}" constitue une base &e.
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Preuve.
Remarquons qu’il nous suffit de démontrer I'indégeamce linéaire des vecteursyx .

Nous aurons alors démontré due}’, forme une base dg ce qui nous ramene alors

n
j=

dans les conditions du théoreme précédent qui pateneonclure que{eyj} _, estune

base du dual.
Si, 0j =1,...n, nous appliquony, a la relation)_ a;x =0, nous obtenons :

i=1

0j=1,...n: [iznl“aix,yj] = [0,y]
Sabx.yl = O
Yag =0
@ -0 4

Remarque :
SoitE, un espace vectoriel de dimensioconstruit sur le chamig.
Soit X ={ x}', une base dE et x '={y,}"_ sa base duale (qui est donc une base dutdyal

j=

Tout vecteuw deE peut donc s’écrirev:zzn: vx ouyOK (=1,..n.

i=1

Toute forme linéairg deE’ peut donc s’écrire y=> a,y, oua, 0K (=1,..n.

=1

Onadonc: OyOE" DVOE: [vy =[2vx .2 ay |
i=1 j=1
=2 v>a [x.%]  par(2.7) et (2.8)
=1 j=1

=2 %0, a; 4 carX’ est la base duale de

i=1

:Zaivi

i=1
Nous obtenons la une expression analytigoer n'importe quelle forme linéaire, pour peu
qgue I'on se munisse d’'une base du primal (par eletagase canonique) et de sa base duale.
Cette expression analytigue sera largement utitisées les exercices, comme nous le montre

I’exercice suivant.
2 0 01 1
0 0 |3 4) 0
not.

={x, %, %, x} de I'espace vectoriel,,, des matrices carrées d'ordre 2 a coefficientsréel
Nous devons donc définir 4 formes linéaires, (j=1,.4) qui Vvérifient
yi(x)=9; (i,j=1 .., 4.

Exercice :

0 1
Déterminer la base duale de la bas‘é:{(l Oj’
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Pour ce faire, nous devons tout d’abord écrirepfegsion analytique d’'une forme linéaire
quelconque définie sum,,,.

4
La remarque ci-dessus nous y aidgy 0 (M,,,), DM O%,,,: y(M)=> " a;m (2.14)

i=1
ou lesm sont les coordonnées de dans la base canonique (par exempledg ; les
a, (=1, .., 4)représentent quant a eux les coordonnéeg dans la base canonique duale
(si c’est la base canonique qui a été choisie [asur ).

Comme la relation (2.14) est vraie pour toute fotiméaire du dual, elle s’applique donc
aussi aux formes linéairgs (j=1,..4) de la base duale :

4
0j0{L, 2,3, 4:0M O%,, iy, (M) =D am .
i=1
4
On a donc, poulf =1 : OM O%,,,:y,(M)=> am. (2.15)
i=1
Il en est évidemment de méme pouyry,, v, .

Or, toute matrice dem,,, est du type(i SJ aveca, b, c, dOR. La base canonique de
; 10 01 00

M,,, €tant {( ] ( j ( ]
0 0 0 0 10

a
quelconquem Ow,,, sont 2 , c’est-a-dire que dans (2.15),=a m=h m= ¢ m= ¢

0 , , .
{o i]} les coordonnées d'une telle matrice

d
Pour déterminer la premiere forme linéaire de Isebduale a calculery(), utilisons la
relation (2.13) liant une base a sa base dualécplarisée ay, : y,(x)=4,. Ceci va nous
permettre de déterminer les (=1, ..., 4) dans (2.15).

. 01 . : .
On obtient alors | y,(x) = yl[l j:al.0+a2.1+a3.1+a4.0: 1, ce qui constitue un systeme

0

20
y1(><2)=y1(0 0|7 0x2+a,0+a,0¢a,.0= C

=

0
yl(xg)—yl[3 4
0
5 a.l+a,0+a0,0+a0,5 C

]=al.0+a2.1+a3.3+a4.4= 0

1
yl(x4) - yl[o
de 4 équations a 4 inconnues (i =1, ..., 4)).

En résolvant ce systeme, on trouve =0, a, :g , O, :_—21 , a,= 0. Par conséquent, est
défini par :y, : M,,, - R
a b 3 1
M = M)=—b-=c
[C d] = W(M)=2b-2

On reprend ensuite le raisonnement ci-dessus,cryEpdly,, v, v, -
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p 01
Poury,, onrésoutl y,(x)= y,| , |=a.0+a,1+a,1+a,.0= 0 pour trouver

20

Y, (%) =Y, 0 0 =a,2+a,0+a,.0+a,.0=1
01

V(%) =Y, 3 4 =a,0+a,1+a,3+a,.4 C
10

(%)= Yo | o o | =1 a,04a, 000, 5=

y2: MZXZ - ]R
a b
M = Y, (M) =l a—i b+—2 c——1 d
c d 2 10 10 10
p 01
Poury,, on résout| y,(x) =Y, 10 =a,0+a,1+a,1+a,.0= 0 pour trouver :

2 0

V3(%) = Ys 0 0 =a,.2+0a,0+a,0+a,.0= (
01

Ya(%) = Vs 3 4 =a,0+a,1+a,3+a,.4= 1
10

YACHERA 0 s =a.1+a,0+a,0+0,5 C

Ys: m2x2 - R

a b -1 1
M = M)=—bh+=
(C d] = Y(M)=—b+>cC

=

Poury,, on résout| y,(x) =y, =q,0+a,.1+a,.1+a,.0= 0 pour trouver :

o

o o
S —

Ya(%) = Vs =a,2+0a,0+a,.0+a,.0= (

=a,0+a,1+0,3a,4 0

O, WO ON B O
[EEY

YA(X4) =Y.

M/ N 7 N\

0
5] =a.1+a,0+a0,0+0,5 1

7 m2x2 - R

b
M=[i d] s M) =2 p-2 ity

10 10 5
0 1 2 0 0 1 1
e On peut donc conclure que la base dualeXde , , ,
10 00 3 4 0
est{y, v, V¥, Yy} oulesformes linéaireg (j=1,.4)sont définies ci-dessus.
Remarquons que, grace a I'exercice précedent éteamueme 2.23, on peut facilement obtenir
les coordonnées d'un vecteur (une matrice !) quigjue ded, ., dans la baseX définie

, . . . . (10 7
dans I'exercice ci-dessus. Par exemple, pour ablesicoordonnées de la matn%e3 8]

dans la baseX, utilisons la propriété « formes coordonnées » @éments de base duale
{v» ¥» ¥ Yy} déterminée dans I'exercice précédent :
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: ) 10 7
La 1" coordonnée de =( 2

] dans la bas& serayl(M)-yl(10 _7]=g.7—%.3=@ :

\ ] 10 7
la 2™ coordonnée de1 dans la bas& seray, L2 w231 €8xl5;
3 -8) 2 100 10" 10

: ; 10 7
la ™ coordonnée de1 dans la bas& seray, ( ]: “Laela[ 4

2
\ ] 10 7
la 4™ coordonnée de1 dans la bas& seray, ( ]:i 7-4 .3+—i3 €8)=[0 .

Ce qui fait que{[ls? ! ﬂ E
@

< 10 7
c’est-a-dire qu{ 3 j

Lol B3 J0l0 ]

Etant donné que la base duale d’'une badain espace vectori@ nous permet d’obtenir
les coordonnées dans la bas&’un vecteur quelconque d& nous allons pouvoir utiliser
cette base duale pour la construction de la madfioee transformation linéaire par rapport a
cette bas :

Théoreme 2.28. Soit X ={x,.., x} une base quelconque de l'espace vectolelde
dimensiom. Soit X '={y, ..., y,} la base duale dais (définie par la proposition (2.13)).
Soit, de plus(a;) la matrice d’une transformation linéafrsurE.

Alors, a; =[f(x), y]

Preuve.
Evident si on se rappelle que I'élémentde la matrice dont il est question n’est autre

que lai®™® coordonnée dans la baxXele f(x). Or, y,, en tant qu’élément de la base

duale deX, n'est autre qu’une « forme coordonnée », c’edir@-qu’appliquée a un
vecteur quelconque (et en particulierf & )) deE, elle en donne 1&™ coordonnée

dans la basx.

Citons encore un dernier résultat qui sera utpes€la suite dans le cours :

Théoreme 2.29 Pour tout vecteur non nul d'un espace vectoriel de dimension filigil
existe une forme linéaingdansk’, le dual dek, telle quelx, y] #0.

Preuve.
Soient{x}" et{y}' une base d& et sa base duale daks, (satisfaisant donc
(2.13)). Soitx, un vecteur quelconque d& On peut donc écrire<=zn:ﬁi>g, ou
i=1

B =[x y], étant donné que les formes linéaires de la baske dle X sont des formes
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coordonnées (Théoréme 2.23). Dondxsi] est nul pour touy, et en particulier pour
y, (i=1,..,n), alors tous leg sont nuls ex I'est aussi. o

Remarqgue : On peut voir immédiatement que cette derniére gsibjpn implique que su et

v dont deux vecteurs différents d’un espace vedtddalimension finiee, alors il existe une
forme linéairey dansk’ telle quefu, y] #[v ¥ . Il suffit en effet de substituer=u-v dans la

proposition 2.29.

2.5.2. Réflexivité
Continuation normale du cours
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Annexe 11. Guide d’entretien pour l'interview du

professeur enseignant la dualité en 2009-2010

Nous présentons ici le guide d’entretien que nawis suivi pour l'interview du professeur
enseignant la dualité en 2009-2010 (voir chapiire 4.2).

9.

. Quel est votre parcours professionnel ?

Comment en étes-vous arrivé a donner le cours ébadglinéaire aux étudiants inscrits en
premiere année math/physique a l'université de Namu

Quel est votre point de vue sur I'enseignementrdathématiques (en général) qu’il faut
apporter aux mathématiciens et physiciens ?

Quel est votre point de vue sur I'enseignementadgdbre linéaire ?
Qu’est-ce qui, selon vous, est important dans égmement de I'algébre linéaire ?

Quelle importance accordez-vous aux démonstratbrs formalisme ? Faites-vous des
différences entre mathématiciens et physiciens ?

Quel est I'objectif de I'enseignement de la duatitéalgebre linéaire ?

Si vous étiez titulaire du cours, présenteriez-vieusours de la méme facon que dans le
polycopié (Toint 2007) ?

Si vous étiez titulaire du cours, garderiez-vousoea la dualité ?

10.Quel est votre avis sur la partie du cours, corardria dualité, présente dans le polycopié

(Toint 2007) ?

11.Quelles sont les raisons des chaixpriori sur la proposition de cours sur la dualité

(dispositif « bases duales ») ?

12.Quelles sont vos impressioasposteriori sur la fagcon dont les étudiants ont percu les

parties reprises de la proposition d’enseignemeanies bases duales ?
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Annexe 12. Détail du déroulement de I'enseignement des
notions de dualité en 2009-2010 en premiére
année math-physique a l'université de Namur

En référence au chapitre 5, 8§84.2, nous présentondei détail du déroulement de
'enseignement des notions de dualité en 2009-2@H0 premiére année, sections
mathématique et physique, a l'université de Namur.

La partie du cours d’algebre en MP1 concernanubdiet a debuté le 10 novembre 2009 avec
la présentation des formes linéaires comme cagcpiiet des applications linéaires. Avant
cette date, le cours théorique avait déja préseefdyis le début de 'année académique, les
espaces vectoriels (structures algébriques, dépeadinéaire et dimension, sous-espaces
vectoriels), les applications et transformationgdiires (noyau, image, matrices par rapport a
des bases). Précisons que les étudiants n’ont m@Emeeabordé les notions de dualité en
travaux dirigés.

Le cours suivant (17/11/2009) a permis de montnee ¢fensemble des formes
linéaires pouvait étre muni d’'une structure d’espaectoriel (le dual), et a introduit la
notation du crochet de dualité. L'introduction deses duales s’est faite aprés avoir appliqué
un théoréme suivant :

SoientE un espace vectoriel de dimensiooonstruit sur le chamid, ety est une forme linéaire définie sur get
espace (: E - K). Soient aussi )é{xl,...g%} une base dE, et un ensemble descalaires{al,...,an} OK.

Si la forme linéairey est définie en tous vecteurs de la b¥sgar : y(x)=a; pouri=1..n, alors la forme

linéaire y est définie en tout vecteurie

Si 'on se munit d’une bas¢ d’'un espace vectori@ de dimensiom, la « construction » de
formes linéaires peut donc se faire en choisiseagmsembles de scalaires particuliers :

{1,00,...,9, {0,10,..0, .., {0,00,...}. Il reste alors & démontrer que lesformes
linéaires ainsi construites forment une base dp#ee dual dE.

C’est par cette démonstration que débute le cau4d11/09, apres quelques rappels
introductifs. Les deux espacdsetE’, étant alors de méme dimension, ils sont isoma&phe
De plus, si 'on change la bagdeau départ du raisonnement, une autre base duseual
établie. Les deux bases étant donc liées, celavendtappellation, pour la base du dual
construite a partir de la baXaleE, de « base duale de».

C’est pour expliquer le r6le du lien entre ces dbases que le vocable «formes
coordonnées » est utilisé par Prof.S., le professeppléant donnant le cours d’algebre, en
rapport avec notre proposition d’enseignement.dhtre en effet qu'une forme linéairg,

prise quelconque dans la base duale d’'une Bas&in espace vectoridk, associe a un
eme

vecteurv quelconque dani sai~" coordonnée dans la baseUn exercice est alors énoncé
et résolu par le professeur, dans le cadr®&de le calcul de la base duale d’'une baseRde

Ensuite, aprés avoir calculé les coordonnées daiadaX d'un vecteur deR”donné, le
professeur montre qu’on peut retrouver celles-cagpliquant les formes linéaires de la base
duale. Il fait ensuite le lien avec les rechercthessomposantes lors de la construction d’'une
matrice associée a une application linéaire (Vaptéme présenté dans le Tableau 12.1).
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Théoreme 2.28. Soit X ={X, ..., %} une base quelconque de I'espace vectdtigle dimensiom. Soit
X'={y, ..., ¥} la base duale dais (définie par la proposition (2.13)).

Soit, de plus|(a;) la matrice d’une transformation linéafreurE.

Alors, a; =[f(x), Y]

Tableau 12.1 : Théoréme faisant intervenir la foncdbnnalité outil "formes coordonnées" des bases duab

Aprés I'énoncé et la démonstration d'un lemmehlkeoteme de réflexivité est introduit dans
ce cours : existence du bidual, isomorphisme exigtatre le primal et le dual, entre le dual et
le bidual, donc entre le primal et le bidual. Malans ce dernier cas, il s’agit d'un
isomorphisme canonique, c’est-a-dire qui peut ééfinit sans obligation de référence a des
bases.

Le cours du 1/12/09 est ensuite consacré a la démation du théoréeme de
réflexivité, et a la présentation de I'applicatioansposée et de ses propriétés.
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernant
I'introduction de la dualité et les bases duales
en 2009-2010 en premiere année math-physique
a l'université de Namur

En référence au chapitre 5, § 4.2, nous présentotesinotes que deux étudiants ont prises
au cours théorique lors de l'introduction de la ldéa(formes linéaires et dual), de la
présentation des bases duales et de la fonctiv@maliil des formes coordonnées (nous nous
sommes arrétées a la présentation du théoremdebaviéd).
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales erD09-1
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales erD09-1
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales er009-1

2. Notes de I'étudiant 2

L’étudiant 2 a pris note en annotant le polycopiécdurs d’algébre linéaire (Toint 2007).
Nous présentons donc l'extrait annoté par cet atiden rapport avec la partie qui nous
intéresse. Nous avons laissé la méme dispositierdgns le polycopié : notes manuscrites de
I'étudiant en vis-a-vis de la page du polycopié.
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales er009-1

Nous reviendrons & nouveau sur cette représentation par une matrice ligne dans le contexte
des espaces métriques.

2.5.1 Espace dual E’: et dunl

Si l'on considére I’ensemble des formes linéaires sur un espace vectoriel F, en le munissant
de Yaddition et de la multiplication par un scalaire que nous venons d’envisager, on peut voir (&
faire en exercice) que cet ensemble est bien un espace vectoriel. Il s’agit de l’espace dual de E.

Définition 39 L’espace (vectoriel) dual E' d'un espace vectoriel E est composé de l'ensemble
des formes linéaires sur E, muni de la loi interne d’addition (2.5) et de la multiplication par un
scalaire (2.5).

Les vecteurs de I'espace dual sont donc des formes linéaires,
Nous allons maintenant introduire une notation supplémentaire, mais qui va nous faciliter le
travail. Au lieu de noter 'image des formes linéaires y(z) comme plus haut, nous noterons
EE ’
, (@)= [f 1 c ,E
¢ €’ 4 Le‘i,: EXe
Cette notation introduit une symétrie implicite entre les vecteurs de E et ceux de son dual E'.
Nous pouvens alors réécrire la propriété (2.4) sous la forme
)
ez + Bz,y] = afz,y] + Blz,v], 2.7)

tandis que la propriété caractéristique des opérations sur les formes linéaires (les vecteurs du
dual) s’écrit
[z, o + B2] = alz,y] + Blz, 2]. ‘ (2.8)

Nous prouvons ensuite deux propriétés importantes :

Théordme 2.23 Soit F un espace vectoriel de dimension n. Soit {z;}7, une base de E et

soit {a;}7.; un ensemble de n scalaires. Alors, il existe une et une seule forme linéaire y dans
E’ telle que

[z, ¥l =

pouri=1,..,n.

Preuve.
Chaque = de E peut s’écrire sous la forme

n
&L = Z.@iﬂ?i
i=1

43
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales er009-1

d’une et une seule maniére. Donc, si y est une forme linéaire de E’,

[z, 4] = En: Bilzi, y}.

i=1
Comme les §; sont uniques pour chaque =z, et & cause de la relation imposée 3 y dans la theése,

on voit que le seul y satisfaisant nos conditions est défini par
n
w9l =3 Biow
i=1

pour tout vecteur z de E. O

Théordme 2.24 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit {z;}?_, une base de E.
Alors il existe une base {y;}; du dual E’ telle que

[zi, 9] = &5, (2.9)
pour tous les 7 et j entre 1 et n.
Preuve, 1
De la proposition 2.23, on peut déduire que, pour chaque j = 1,...,n, il existe un seul y; dans

E' tel que (2.9) soit satisfaite. Il reste uniquement 3 vérifier que

forme une base de E'. Vérifions d’abord que les vecteurs de X’ sont linéairement indépendants.
Pour cela, considérons une combinaison linéaire de ces vecteurs qui soit nulle. En d’autres mots,

[z, ) osw] = > il 4] = 0

i=1 i=1

Supposons que

pour tout r dans E. Alors, nous avons, en choisissant = zj,

n n
0= ailzjml =) iy = o,
da=]

is=]1
et ceci pour tout j entre 1 et n. Les vecteurs de X’ sont donc linéairement indépendants.
Considérons maintenant un vecteur y quelconque dans E’ et notons

ai=[$i’y] (i=lr-"an):

ainsi que, pour un z quelconque de E,

n
T = Z ﬁ,‘.’l),‘.
i=1

AA
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales er009-1

On obtient alors

sl =0 Azuyl = Bilsny) = . (2.10)
i=1 i=1

i=1
D’autre part,
n
[z, 551 = > Bilws, 4] = B,
i=1
et donc, en rebaptisant indice,

Bi= {Il yi]'
En remplacant cette valeur dans (2.10), nous obtenons
n L3
[yl =) ilz, ] = [, aupil.
i=1 i=1
Comme z est arbitraire, on en tire que
n
y= Z il
i=1

et tout y de ' est combinaison linéaire des vecteurs de X , ¢e qui achéve la démonstration. 0
Une conséquence trés importante de ce résultat est le corollaire suivant :

Théordme 2.25 L’espace (vectoriel) dual E' d'un espace vectoriel E de dimension n est
aussi de dimension n.

Preuve.
Evidente d’aprés la proposition 2.24. [J

Une conséquence immédiate de la dernidre proposition est exprimée dans la proposition sui-
vante :

Théoréme 2.26 Tout espace vectoriel de dimension finie E est isomorphe A son dual E',

Preuve.
Ceci résulte directement du fait que si E est un espace vectoriel sur K, alors E' I'est aussi, grace
aux lois que nous avons construites pour en faire un espace vectoriel (définies en (2.5) et (2.6)).
Par le théoréme 2.25, nous savons qu'ils sont de méme dimension, ils sont donc isomorphes (par
le théoréme 2.4).0 -

La base de l'espace dual définie comme plus haut (cfr (2.9)) est aussi nommée la base duale
associée & une base du primal. Nous présentons encore un corollaire facile de la proposition 2.24 -

s

e
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales er009-1

Théoréme 2.27 Pour tout vecteur non nul z d’un espace vectoriel de dimension finje E il
existe une forme linéaire y dans E’, le dual de E, telle que

[z,y] # 0.

Preuve.
Soient {z;}y et {1}/, une base de E et sa base duale dans E’, (satisfaisant donc (2.9)). Si

n
=Y B
i=1

{(comme plus haut), alors §; = [z, ). Donc, si [z,y] est nul pour tout ¥, et en particulier pour
¥ (i=1,..,n}, alors tous les §; sont nuls et = I'est aussi. OJ

On peut voir immédiatement que cette dernitre propos'ition implique que si u et v sont deux
vecteurs différents d'un espace vectoriel de dimension finie E, alors il existe une forme linéaire y
dans E’ telle que [u,y] # [v,y]. Il suffit en effet de substituer £ = 4 — v dans la proposition 2.27.

A partir de la base duale d'une base du primal X, on peut reconstruire la matrice associée &
une transformation linéaire par rapport  cette base X par l'intermédiaire de crochets de dualité

Théoréme 2.28 Soit
X = {:L‘l,...,l‘n}

une base quelconque de 'espace vectoriel £ (de dimension n). Soit

X'= {yls---)yn}

la base duale dans E’ définie par la proposition 2.24. Soit, de plus, (a;;) la matrice d’une
transformation linéaire f sur E. Alors,

aij = [f(x5), yi)-

Preuve.
Cette propriété résulte directement de la définition d’une matrice associée & une transformation
linéaire par rapport & une base. En effet, nous avons que
k()
Fle) = agme (G=1,..,n). (2.11)
k=1
et dong

[.f(z.‘f)r y'i} = Zak}' [:ckayi] = Q45
k=1

46
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Annexe 13. Notes de deux étudiants concernantdihiction de la dualité et les bases duales erD09-1

svertu de la relation (2.11). OJ
Autrement dit, pour trouver I’élement ij de la matrice associée & f par rapport 4 la base X,

suffit d’appliquer f au jéme vecteur de X et d’appliquer le i¢me vecteur de X’ au résultat (un
ecteur de X' est, en effet, une forme linéaire sur E). '

2.5.2 Réflexivité

Considérons maintenant le dual du dual de E, soit E”, appelé le bidual de 'espace vectoriel
E. Ses vecteurs sont donc des formes linéaires, définies sur 'espace des formes linéaires sur E.
Une premire conséquence immédiate de cette définition

N
i
H

Théoréme 2.29 Tout espace vectorie! de dimension finie E est isomorphe 4 son bidual E”,

Preuve.
En effet, E' est isomorphe & E par la propriété 2.26 ; si nous appliquons la méme propﬂété AE
Plutdt qu'a E, nous obtenons que E” est isomorphe & E'. En combinant les deux isomorphismes,
nous obtenons la theése. (J

Dans le paragraphe qui suit, nous allons préciser I'isomorphisme qui les e et lui donner une
forme explicite. Commengons par la construction d’une correspondance entre F et E”,

Théoréme 2.30 Soit E est un espace vectoriel de dimension finie; A tout vecteur z de E,
on peut faire correspondre un élément z, défini par la relation z,(y) = y(z) pour tout y dans
E'. Cet élément z; appartient alors au bidual de E.

Preuve.
Si nous supposons que z est fixé, nous voyons que la fonction 2z, définie sur E’, qui associe & y

la valeur z;(y) = [z,], est bien & valeurs dans K. Nous en concluons que z, est bien une forme
définie sur E'.

Les lois introduites sur le dual pour en faire un espace vectoriel (définies en (2.5) et (2.6)),
montrent de plus que z, est lindaire. En effet, Yy, 2 € E'\Va, 5 € K

z{oyr + Bya) = (ay + Bya)(z)
oy (2) + Byz(x)
02 (y1) + B2:(y2)

It

Il

En résumé, la relation z,(y) = [x,y] définit une forme lindaire sur E' , cdd que z, est bien un
élément de E”.O0

Le raisonnement ci-dessus montre que les 2z() = [z, ] sont des vecteurs de B”. Nous ne savons
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