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R@sum@

Dans le cadre du recalage d’images m@dicales, il est souvent question d’un compromis entre
prdcision et temps d’ex@cution. Ce m@moire se penche sur le probltme du point de vue du calcul
du gradient de I'image, cette @tape ftant I'une des parties d’un algorithme de recalage d’images
contribuant souvent la perte de pr@cision. Le gradient est en e et gdn@ralement approxim@ par
des di @rences nies. Nous @tudions ici le calcul du gradient exact, rendu possible par une inter-
polation de I'image utilisant B-splines cubiques, fonctions deux fois continment di @rentiables.
Cette alternative est ici coupl@e un algorithme de recalage faisant @voluer les ensembles de niveau
de I'image mouvante vers ceux de I'image xe. Dans cette optique, ce m@moire expose d’abord un
gtat de I'art de I'imagerie m@dicale et du recalage d’images avant de d@velopper les mgthodes utili-
s@es. Une partie plus pratique pr@sente ensuite I'impl@mentation du code [I'aide d’une librairie de
traitement d’images du C++, ITK, ainsi que les di @rentes comparaisons rfalisges entre les deux
calculs de gradient possibles, menant une conclusion mitigge.

Mots-cl@s : imagerie m@dicale, recalage d’images, interpolation, B-splines, gradient de I'image,
librairie ITK.

Abstract

In the context of medical image registration, one of the main issues is to nd a good compromise
between accuracy and duration. This master thesis addresses the problem in terms of the compu-
tation of image gradient since this step often leads to a loss of accuracy. The gradient is indeed
generally approximated by nite di erences. We study here the computation of the exact gradient,
made possible by an image interpolation using cubic B-splines functions, which are twice conti-
nuously di erentiable. This alternative is here combined with a registration algorithm evolving the
level-sets of the moving image into the ones of the reference image. To this end, the present work
starts by establishing a state of the art of medical imaging along with image registration and then
develops the used methods. A more practical part presents afterwards the algorithm implementa-
tion within ITK, a C++ library for image processing. It also shows the di erent tests conducted
in order to compare both gradient computations, which lead to a mixed conclusion.

Keywords : medical imaging, image registration, interpolation, B-splines, image gradient, ITK
library.
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Introduction

Dans le milieu hospitalier, I'imagerie tient une place extrEmement importante. Di @rentes tech-
niques permettent d’obtenir des images m@dicales montrant I'intdrieur du corps du patient. Leur
but est de fournir des informations sur I'anatomie et le fonctionnement des organes, participant
ainsi au diagnostic, au suivi de I'fvolution du patient ou encore la plani cation de traitement.
Les images obtenues ne sont cependant pas toujours utilisables directement; un traitement prda-
lable est alors n@cessaire. C’est dans ce cadre que s’inscrit ce m@moire, rfalisd en collaboration
avec le Centre Hospitalier Universitaire de Dinant Godinne. Dans ce travail, nous nous int@ressons

une discipline particulitre du traitement d’images qu’est le recalage d’images. Cette technique
permet de mettre en correspondance deux images similaires contenant des informations di @rentes.
Son but est ainsi d’aider le m@decin dans ses ddcisions par I'apport d’informations compl@mentaires.

La probldmatique du recalage d’images consiste souvent en un compromis entre temps et prg-
cision. En e et, le recalage doit Etre e ectu@ de manitre rapide tout en gardant un maximum de
précision dans la mise en correspondance des deux images. Dans ce m@moire, cette probldmatique
est abord@e sous I’angle du calcul du gradient de I'image, nfcessaire la plupart des m@thodes de
recalage d’images. Nous @voquons deux possiblitds pour ce calcul. L’une, plus frgquemment utilisge
de par la rapiditgd du processus de recalage qu’elle engendre, propose d’approximer le gradient
I'aide de di @rences nies. L’autre, alternative que nous @tudions ici pour son avantage de prdci-
sion, calcule le gradient [I'aide de d@riv@es exactes. Ceci est rendu possible par I'introduction de
fonctions continues et di @rentiables appel@es B-splines dans la phase d’interpolation du recalage
d’images qui permet de rendre continue une image discrtte.

Ce travail est divisg en six chapitres. Le premier introduit formellement tout ce qui a trait
I'imagerie m@dicale. Nous abordons di @rentes caractfristiques de I'image ainsi que les moyens
d’acquisition des images m@dicales. Le deuxitme chapitre se concentre sur le traitement d’images,
et plus particulitrement sur le recalage. Le Chapitre 3 introduit les fonctions B-splines ainsi que
leur utilisation dans le cadre de I'interpolation pour les images via la th@orie du signal. Le quatritme
chapitre, lui, a pour but d’expliquer les notions th@oriques lides I’algorithme de recalage utilis?
dans ce mgmoire, savoir la m@gthode des ensembles de niveau. Le Chapitre 5 expose ensuite la mise
en pratique des notions vues prdcddemment via ITK, une librairie du C++ d@dife au traitement
d’images m@ddicales. En n, le dernier chapitre pr@sente les di @rents tests e ectufs et les r@sultats
obtenus.






Chapitre 1

Notions de base de I'imagerie m@dicale

Dans ce chapitre, nous introduisons progressivement le concept d’imagerie m@gdicale et de tout
ce qui y a trait.

1.1 Le concept d’'image

A I’heure actuelle, I'Etre humain se retrouve quotidiennement face des quantitds d’images de
tous genres. Le concept d’image est visuel ; nous savons tous ce que c’est, sans pour autant savoir
ce qu’il en est de sa construction informatique, math@matique. C’est donc un pr@requis de base
qu’il nous faut @tablir pour commencer. La question est donc : qu’est-ce qu’une image ?

Nous nous int@ressons bien sf3r ici aux images dites digitales ou num@rigues. Celles-ci peuvent Etre
d? nies comme des images pouvant Etre stockdes, transmises et manipulf@es I'aide d’un support
informatique [14]. Si nous consid@rons les images de notre point de vue de math@maticien, nous
pouvons en donner une d@ nition plus formelle [16].

D@ nition 1.1 (Image). Une image est une fonction d-dimensionnelle qui repr@sente une mesure
de certaines caractdristiques telles que la couleur, la brillance d’une sctne. Une image peut donc
Etre d@ nie par

Notons que les points auxquels s’appligue une fonction image forment une grille d-dimensionnelle.
A partir de la d@ nition 1.1, nous pouvons distinguer deux types d’images numdriques :

Les images matricielles :

Ces images sont constitudes de pixels (picture elements). Les pixels sont des petits carrds ayant
chacun une position et des caractd@ristiques bien d? nies au sein de I'image. L’ image peut donc
Etre consid@r@e comme une grille de points. En g@ndral, on ne distingue pas ces pixels I’oeil
nu, ce n’est que lorsque I'on zoome sur I'image que I'on s’aper oit de cette construction, et
c’est d’ailleurs le principal ddfaut de ce type d’images : on ne peut pas la fois les agrandir
et garder leur nettetd. Cette situation est illustr@e la gure 1.1, og I’'on voit qu’en zoomant
sur une certaine zone de I'image, on peut distinguer ses pixels.

Les images vectorielles :

Une image vectorielle est compos@e non pas de pixels mais de formes gdomg@triques @ldmen-
taires telles que des segments de droites, des ellipses, des arcs de cercle, etc. Chacune de ces
formes posstde un ensemble de caract@ristiques telles qu’une couleur et une position. De ce
fait, I'image est beaucoup plus "math@matique™. En pratique, lorsque I’on souhaite agrandir
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une image vectorielle, I'ordinateur recalcule toutes les formes [I'@chelle souhait@e, ce qui per-
met d’@viter une image oue, comme le montre la gure 1.2.

La grande di @rence entre les deux types d’images se situe donc au niveau du redimensionnement.

Lisant la description ci-dessus, on pourrait penser que les images matricielles n’ont pas de r@el
intdrEt par rapport aux images vectorielles. Ce n’est bien sf3r pas le cas : les images vectorielles
ont en fait I'inconv@nient d’Etre di cilement manipulables, mais surtout di ciles obtenir. En
e et, il n’est pas toujours @vident de garder le rfalisme, la pr@cision ou encore les couleurs de
certaines images (notamment les images m@dicales) en les construisant uniquement avec des formes
gdomg@triques. En pratique, donc, les images vectorielles seront essentiellement des logos, des images
cr@des arti ciellement et non pas des photographies. Les images m@dicales que nous manipulons
ici sont donc de type matriciel. Tous les concepts que nous abordons par la suite concernent ainsi
les images matricielles.

1.2 Caract@ristiques propres une image

Les images peuvent CEtre classfes selon plusieurs crittres qui leur sont propres. Nous allons ici
en passer certains en revue, savoir ceux qui nous intdressent dans le contexte de ce m@moire.
Six caract@ristiques des images nous semblent ainsi essentielles. Certaines sont propres aux images
m@dicales, d’autres non.

1.2.1 La dimension

La d@ nition 1.1 donnfde pr@cddemment mentionne les images comme @tant des fonctions multi-
dimensionnelles. Il existe en e et des images de dimension sup@rieure 2, particulitrement dans
le monde de I'imagerie m@dicale og I'on peut obtenir des images 2D, 3D ou mEme 4D. Dans ce
m@moire, nous nous concentrerons uniquement sur les images en deux ou trois dimensions.

Figure 1.1 [lllustration de la nature d’une image matricielle [51]

v ©
G W /-
&

Figure 1.2 Agrandissement d’images au format vectoriel ( gauche) et matriciel ( droite) [14]
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Une image 2D est simplement une image telle que d@crite jusqu’ici : c’est une grille 2D de pixels
qui, math@matiquement, peut Etre repr@sent@e par une certaine fonction de deux variables f(X1; X2)
0@ (X1;X2) correspond un point de la grille.

Une image 3D, au premier abord, semble plus di cile visualiser. En pratique, en imagerie
m@dicale, une image 3D se concrftise par une pile d’images 2D. Pour que cela ait du sens, il faut
bien sBr que les images repr@sentent des scknes proches, savoir par exemple plusieurs coupes d’un
poumon. Ainsi, une fois superpos@es, on peut obtenir une visualisation 3D du poumon, gr ce par
exemple des logiciels de traitement d’images comme MevisLab [17]. L’image ne nous parvient
donc pas directement comme une image 3D mais bien comme une s@rie d’images que I’on retravaille
ensuite pour obtenir une visualisation 3D. La gure 1.3 repr@sente un @chantillon d’une telle pile
d’images 2D (I’original en compte 436), tandis que la gure 1.4 nous montre leur repr@sentation
3D, basfe sur la pile entitre. La di @rence en termes de grille entre une image 2D et une image 3D
est illustre la gure 1.5.

Remarquons que dans les images 3D, un gl@ment (X1; X2; X3) est appeld voxel (volume element)
et non pixel. Nous prendrons cependant ici la convention d’utiliser le mot pixel pour ddsigner un
pixel ou voxel d’'une image de dimension quelconque.

Figure 1.3 Echantillon d’une pile d’images 2D illustrant un tronc humain [31]

Figure 1.4 Visualisation 3D d’une pile d’images illustrant un tronc humain [31]
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Figure 1.5 Une grille de pixels ( gauche) et une grille de voxels ( droite) [1]

1.2.2 La d@ nition

La d@ nition d’une image est le nombre total de pixels dont elle est compos@e. Elle est souvent
exprimf@e sous la forme m; ::: mg, 08 My;:::; Mg sont des entiers repr@sentant respectivement
le nombre de pixels selon chaque dimension de I'image. La d@ nition correspond donc en quelque
sorte au poids de I'image. Son unit@ est le pixel (p) [4].

1.2.3 La r@solution

La rgsolution d’une image est le nombre de pixels d’une image par unit@ de surface ou de volume.
Elle correspond donc la nesse de I'image. Son unitd est le pixel par pouce (ppp) [4].

1.2.4 L’espace physique

Les images sont @galement d@ nies via leur espace physique. Comme nous I’'avons d@j mentionng,
une image est une fonction donnant I'intensitd d’une grille de points. Cette grille de points peut
Etre acc@d@e de manitre absolue [I'aide d’index, les pixels gtant alors simplement num@rotds de
manitre entitre. Une autre approche est d’utiliser son espace physique, c’est- -dire de consid@rer
la grille dans un systtme de coordonn@es. Une image posstde en e et intrinstquement une origine
ainsi que ce qu’on appelle un spacing, donnant I'Gcart entre les points de la grille, i.e., entre les
pixels. Le spacing est unique pour une mEme direction; une image d-dimensionnelle a donc un
spacing sous forme de vecteur de taille d. Ces caract@ristiques de I'image sont essentielles lorsqu’on
s’intdresse au traitement d’images; nous y reviendrons.

1.2.5 Le format

Dans cette partie, nous pr@senterons quelques formats d’image pour les images de type matriciel,
dans le cadre de I'imagerie m@dicale mais aussi en dehors. Cependant, avant de les passer en revue,
il faut savoir que toute image, quel que soit son format, posstde un agencement typique. En e et,
les images sont compos@es de deux parties :

Le header :

Toute image est entre autres form@e d’un header, aussi dit Metadata, qui contient des infor-
mations techniques sur le format, la couleur, la d@ nition, la compression, ...En bref, il doit
contenir tout ce qu’il faut pour pouvoir reconstruire I'image partir de la seconde partie de
I'image ddcrite ci-dessous; c’est gr ce lui qu’un logiciel est capable d’ouvrir correctement
une quelconque image [16]. Dans le cas des images mddicales, le header contient @galement
des informations sur le mode de production de I'image. Celles-ci d@pendent de la modalitd



1.2. Caractf@ristiques propres une image 7

d’acquisition de I'image, mais nous reviendrons | -dessus plus loin, au paragraphe 1.3 [25].

L’information sur les pixels :

La deuxitme partie d’une image contient simplement les valeurs num@riques des pixels, les
valeurs permettant d’exprimer les di @rentes intensitds de I'image. Il existe plusieurs manitres
de stocker ces nombres; c’est fonction du format de I'image [25].

Avant de ddcrire les di @rents formats, notons que la probldmatique du format d’images repose
sur plusieurs exigences. Citons entre autres le poids de I'image, le type de header, la facilitd de
transmission ou encore la compatibilitd des logiciels [7]. Le format pr@fdrable d@pend donc du
contexte dans lequel on utilise I'image, et nous aborderons ici le probltme sous I’'angle de I'ima-
gerie m@dicale. Citons donc rapidement quelques formats d’images couramment utilisgs dans tous
types de domaines, avant de nous @tendre plus longuement sur le format prgf@r@ dans le monde de
I'imagerie m@dicale : le format DICOM.

Le format JPEG :

Ce gu’on appelle commun@ment le format JPEG (Joint Photographic Experts Group) est en
fait une m@thode de compression et non un format. En e et, les chiers .jpg sont des images
ddj compressfes. lls sont donc moins lourds que d’autres types de chiers que nous verrons
par la suite. Cependant, la compression JPEG entraine des pertes d’informations sur I'inten-
sitd, la couleur de I'image. Dans le cadre de I'imagerie m@dicale, ce n’est donc pas un type de
format adapt@ puisque trop impr@cis.

Le format GIF :

Le format GIF (Graphic Interchange Format), qui est @galement un format compress@, cible
un type d’images particulier. En e et, il ne permet que trts peu de pr@cision et peu de cou-
leurs. Cependant, contrairement au format JPEG, un seul chier GIF peut contenir une pile
d’images 2D, c’est- -dire une image 3D. Dans le domaine de I'imagerie m@dicale, les chiers
GIF ne sont bien sRr pas du tout utilis@s puisque beaucoup trop impr@cis, malgr@ le fait qu’ils
puissent Etre trois dimensions.

Le format PNG :

A nouveau, le format PNG (Portable Network Graphics) est un format d’images compressges.
Cependant, contrairement au JPEG, il ne provoque pas de perte d’information sur I'intensitd
et la couleur de I'image. Il prend donc plus de place en m@moire mais reste en gdngral accep-
table pour les transmissions. Dans le cadre de I'imagerie m@dicale, le format PNG pourrait
convenir gr ce sa bonne prfcision et sa facilitd de transmission. Cependant, son header lui
fait dgfaut, compar@ au standard DICOM que nous verrons par la suite.

Le format TIFF :

Le format TIFF (Tagged Image File Format) mise tout sur la qualitd de I'image. De plus, il
permet, tout comme le format GIF, de stocker une pile d’images 2D dans un seul chier. Ce
n’est pas un format compressg de base, mais il existe des manitres de le compresser a n de
pouvoir le transmettre plus facilement. En e et, cause de sa bonne qualitd et de sa possibi-
litd 3D, un chier TIFF prend @norm@ment de place en m@moire. Dans le cadre de I'imagerie
m@dicale, un chier TIFF pourrait donc Etre tout fait envisageable. Cependant, en pratique,
il est peu utilisg car il n’est compatible qu’avec peu de logiciels.
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Le format DICOM :

Comme dit pr@cddemment, le format DICOM (Digital Imaging and Communications in Me-
dicine) est le format le plus utilisd en imagerie m@dicale. Cr@@ en 1993 par I’ACR (American
College of Radiology) et la NEMA (National Electrical Manufacturers Association), ce format
fait son apparition suite plusieurs probltmes rencontr@s par les m@decins.

Un premier probltme est le transfert d’'images. Gr ce la norme DICOM, les transferts
d’images entre les di @rents constructeurs sont devenus beaucoup plus ais@s. De mEme, on
a pu standardiser les formats d’images d’un type d’appareil I'autre, c’est- -dire que quel
gue soit le moyen d’acquisition de I'image, I'image produite a toujours le mEme format. La
crfation de la norme DICOM a donc permis d’@viter de nombreux probltmes de maintenance
et gestion dans les centres m@dicaux, notamment des probltmes d’incompatibilitd, de co3t, ou
encore de perte d’information [41].

Deuxitmement, la norme DICOM a permis d’introduire dans I'image des informations concer-
nant le patient, le moyen d’acquisition de I'image, etc. Le header d’une image DICOM contient
donc des champs spf@cialement d@difs des donndes m@dicales. Cela permet d’@viter les erreurs
humaines, ou encore de faciliter les fchanges entre h pitaux.

Plus concritement, de quoi est compos@e une image DICOM ? Comme on le sait ddj , il y a
d’une part les pixels de I'image (leur valeur), et d’autre part le header. Celui-ci est compos@
par les quatre glgments suivants :

Tout d’abord, une image DICOM comprend toujours une @tiquette (ou tag), qui est compo-
sge d’un num@ro de groupe encod@ par deux octets ainsi que d’un numg@ro d’@lgment encodd
par deux octets @galement. Par exemple, une gtiquette peut Etre (0010;0030). Le premier
glgment, c’est- -dire le num@ro de groupe, correspond au type d’information g@ng@ral. C’est
en fait une catdgorie de donndes. Le second @ldment d’une gtiquette, c’est- -dire le num@ro
d’@ldment, prdcise I'information qui sera donn@e. Dans notre exemple, 0010 repr@sente les
donnges concernant le patient, tandis que 0030 indique plus particulitrement que I'informa-
tion fournie sera la date de naissance du patient [50]. Les principaux num@ros de groupes
indiquent notamment les donn@es sur le patient (0010), les donn@es sur le centre m@dical
(0008), les informations sur I’acquisition de I'information (0018), les donndes sur le posi-
tionnement du patient (0020), les donndes sur la pr@sentation de I'image (0028) ou encore
simplement les commentaires (4000) [11].

Ensuite, le header d’une image DICOM comprend ce qu’on appelle une reprdsentation de
valeur, encod@e gr ce deux caracttres. Il fournit le type de I'information donnfe. Par
exemple, pour notre exemple d’@tiquette (0010; 0030), la repr@sentation de valeur sera DA,
qui est le sigle repr@sentant une date. Parmi les nombreuses repr@sentations de valeur pos-
sibles, citons notamment AS (Age String), LT (Long Text), PN (Person Name) et UL
(Unsigned Long) [50].

Le header contient @galement une information sur la longueur de I'information donnfe, ap-
pelde longueur de la valeur [11]. C’est un entier non signg.

Pour nir, le header DICOM comprend I'information en elle-mEme, dite valeur [11]. Dans
notre exemple d’@tiquette (0010; 0030), il s’agit donc de la date de naissance du patient.
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La gure 1.6, obtenue I’aide du logiciel de traitement d’images ImageJ [38], nous montre
une partie des informations disponibles concernant une image DICOM.

Il faut donc retenir de tout ceci que, aujourd’hui, le format DICOM domine le monde de I'ima-
gerie m@dicale de par son ad@quation aux probltmes rencontr@s dans ce milieu.

1.2.6 L’angle de vue

Jusqu’ici, nous n’avons pas encore vu de concepts r@ellement propres au domaine de I'imagerie
m@dicale. Cette section s’inscrit dans ce cadre uniguement. Comme nous I’avons vu dans la section
prdc@dente, les images 3D de I'imagerie m@dicale sont form@es de plusieurs images 2D repr@sentant
des coupes d’une partie du corps. Mais ces coupes peuvent Etre ralis@es selon di @rents plans [11] :

Le plan frontal :

Aussi appeld plan coronal, ce plan s@pare le corps en une partie avant (ventrale) et une partie
arritre (dorsale).

Le plan sagittal :

Il s’agit du plan qui s@pare la moitid gauche et la moiti@ droite du corps.

Le plan transversal :

C’est le plan qui s@pare le corps en une partie sup@rieure et une partie inf@rieure.

0002,0002 Media Starage SOP Class UID: 1.2.840.10008.5.1.4.1.1.2
0002,0003 Media Storage SOP Inst UID: 1.2.392. 200036 9116.2 2 2 1762660276 1130217711 527365
0002,0010 Transfer Syntax UID: 1.2.840.10008.1.2.1

0002,0012 Implementation Class UID: 2.16.840.1

Q002,0013 Implementation version Name: MergeCOM3_330
0008,0008 Image Type: ORIGINALPRIMARYWARKIAL

Qo0g,0016 SOP Class UID: 1.2.840.10008.8.1.4.1.1.2

0008,0018 SOP Instance UID: 1.2.392 200036 9116.2.2 2 1762660276 1130217711 527565
Q00,0020 Stucy Date: 20051025

0008,0022 Acquisition Date: 20051025

Q0080023 Image Date: 200810245

0008,0030 Stucy Time: 141144 000

Q008,0032 Acquisition Time: 141852650

0008,0033 Image Time: 141857.275

0008,0050 Accession Mumber: 481497

0008,0060 Madality: CT

0008,0070 Manufacturer, TOSHIBA

0008,0080 Institution Mame: 777

0008,0090 Referring Pheysician's Name: 7?77

0008,1010 Station Name: ASTEION FEIRA,

0008 ,1040 Institutional Department Mame: ID_DEPARTMENT

Qoog 1090 mManufacturer's Model Mame: Asteion

0010,0010 Patient's Mame: A MR,

0010,0020 Patient ID; 20060119172140

0010,0030 Patient's Birth Date: 19290519

0010,0040 Patient's Sex O

0010,1010 Patient's Age: 076

Q0104000 Patient Comments: CONTRASTEENDOVENOSOWMRE SC
0018,0022 Scan Options: HELICAL _CT

0018,0020 Slice Thickness: 9.0

Figure 1.6 Echantillon d’informations associ une image au format DICOM [38]
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Ces trois plans forment donc un systtme d’axes en trois dimensions; chacun d’eux peut o rir une
prise de vue di @rente d’'un mEme organe, permettant aux m@decins d’observer di @rentes parties
de cet organe, ou une mEme partie sous di @rents angles.

La gure 1.7 sch@matise ces trois plans, tandis que la gure 1.8 nous montre des images r@elles
d’un cerveau r@alisfes selon chacun des trois plans.

1.2.7 La couleur

Ce que nous appelons ici la couleur correspond en fait au type d’images en fonction de leurs
couleurs. Plus pr@cisgment, cette section concerne I'intensitd des pixels, c’est- -dire leur valeur. De
ce point de vue, il existe trois types d’images :

L’image binaire :

Il s’agit du type d’images le plus basique. Les pixels valent soit 1, soit 0. Concrttement, cela
signi e que I'image comprend uniquement du noir et du blanc (0 pour noir, 1 pour blanc).
Il n’y a donc pas rdellement d’@chelle d’intensitd. La gure 1.9 montre un exemple d’image
binaire.

Figure 1.7 Les di @rents plans du corps humain [40]

Figure 1.8 Coupes frontale ( gauche), sagittale (au milieu) et transversale ( droite) d'un
cerveau [12]
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Figure 1.9 Image binaire (coupe transversale d’un tronc humain) [31]

L’image en niveaux de gris :

Dans le cas de I'image en niveaux de gris, les pixels peuvent prendre un nombre de valeurs
guelconque. Cependant, plus ils peuvent prendre de valeurs di @rentes, plus I'image prend de
la place en m@moire. Les niveaux de gris correspondent une @chelle d’intensitd qui, la plupart
du temps, est positive : le 0 repr@sente le noir tandis que le plus haut niveau repr@sente le
blanc, et tous les nombres entre 0 et ce plus haut niveau repr@sente di @rentes nuances de
gris (du plus fonc@ au plus clair). Malgrd gu’un nombre quelcongue de niveaux de gris soient
possibles, il existe des tailles types d’images. Une image de taille j-bit o rira 2} di @rentes
possibilitds de niveaux de gris. Une image 8-bit, par exemple, donnera une variation d’intensitd
des pixels entre 0 et 255, c’est- -dire 256 niveaux de gris possibles. Cependant, il n’est pas rare
gu’une image 8-bit ne contienne pas r@ellement 256 valeurs de pixels di @rentes. Consid@rons
par exemple une image 8-bit. Soit amin la plus petite valeur prise par un de ses pixels et amax
la plus grande. Le nombre

d=amax @min

est alors appel@ gamme dynamique de I'image [13]. A partir des valeurs de chaque pixel, on
peut ainsi cr@er un histogramme d@pendant de la gamme dynamique ou de I'intervalle [0,255],
nous donnant les proportions de pixels pour chacune de leurs valeurs possibles. Cet histo-
gramme est trks utilisg dans le domaine du traitement d’images. La gure 1.10 montre une
image en niveaux de gris (8-bit) et son histogramme associ@, obtenu par le logiciel MevisLab
[17].

Notons gu’une image binaire peut facilement Etre obtenue partir d’une image en niveaux de
gris. Par exemple, pour une image 8-bit, il su t pour cela de ddterminer un nombre seuil T

Figure 1.10 Image 8-bit et son histogramme [31], [17]
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(treshold) entre 0 et 255 comme @tant la limite entre noir et blanc : tous les pixels de I'image
en niveaux de gris ayant une valeur inf@rieure T vaudront O sur I'image binaire, tandis que
tous les nombres sup@rieurs T vaudront 1.

Prdcisons aussi que toutes les images en niveaux de gris ne posstdent pas une @chelle comme
celle ddcrite. C’est notamment le cas en imagerie m@dicale, og il n’est pas rare de rencontrer
des pixels intensitd ndgative.

L’image en couleur :

Avant de parler des images couleurs, il faut connaitre le principe de trichromie. Celui-ci nous
apprend que, sur base d’au moins trois couleurs (pas n’importe lesquelles), il est possible, en
les m@langeant, de recrfer toutes les autres couleurs. Plusieurs combinaisons de couleurs sont
possibles pour cela, mais la plus classique est I’espace couleur RGB (red - green - blue). La
plupart des images couleur utilisent ce systtme [30].

Revenons nos images. Les pixels d’une image couleur posstdent la particularitd d’avoir trois
valeurs. Prenons un exemple 2D. Au lieu d’avoir une image d@ nie par une matrice m;  msy,
nous avons une image d@ nie par trois matrices m; my. Chacune de ces matrices repr@sente
la quantitd (I'intensit@) de rouge, de vert ou de bleu qui d@ nit la couleur de chaque pixel.
Donc, chaque pixel est un vecteur de trois composantes : une pour le rouge, une pour le vert et
une pour le bleu. Similairement aux images en niveau de gris, ces valeurs sont comprises entre
0 et 255 (pour les images 8-bit). Le systtme des images couleurs est illustrg la gure 1.11,
tandis que la gure 1.12 illustre la d@dcomposition d’une image couleur en trois sous-images,
une pour les tons rouges, une pour les tons verts et une pour les tons bleus. Chacune de ces
trois images peut donc Etre comparable une image en niveaux de gris pour laquelle on utilise
une couleur au lieu du blanc.

Figure 1.11 Reprf@sentation math@matique d’une image couleur via I'espace RGB [16]

Figure 1.12 Sf@paration d’une image RGB en trois images basiques (rouge, vert et bleu) [38]
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1.3 Acquisition des images m@dicales

Maintenant que nous avons vu di @rentes caractgristiques d’une image, il est temps de s’intg-
resser ce qu’on appelle la modalitd d’une image : comment I'image a-t-elle gt@ obtenue? Nous
faisons bien sf3r ici rgf@rence aux images m@dicales uniquement.

Pour commencer, ils nous faut nous int@resser au but de I’examen m@dical que I’'on souhaite
rdaliser. En e et, on peut vouloir @tudier une partie du corps selon deux @tats di @rents : soit I'gtat
structurel, soit I'dtat fonctionnel. Certaines modalitds permettront d’obtenir des images structu-
relles, tandis que d’autres donneront des images fonctionnelles [52]. Une image structurelle ou
anatomique fournit des informations sur la structure des organes : forme, limites, volume, etc. Une
image fonctionnelle renseigne sur la fonction des organes : m@tabolisme, physiologie, etc.

Nous allons donc regrouper les di @rentes modalitds de I'imagerie m@dicale selon qu’elles four-
nissent des images structurelles ou fonctionnelles. Cependant, au vu du grand nombre de techno-
logies di @rentes existant sur le march@, nous nous contentons ici de d@crire les grandes familles
de modalitfs.

1.3.1 Techniques d’imagerie structurelle

Nous retrouvons principalement, dans cette cat@gorie, les quatre types de modalitds suivants [7] :

L’imagerie par rdsonance magngtique (IRM) :

Le principe est simple : les mol@cules d’eau (plus particulitrement leurs atomes d’hydrogtne)
poss@dant un moment magng@tique, I’appareil crde un champ magn@gtique puissant dans un tun-
nel og est placd le patient. Sous I'e et de ce champ, les mol@cules d’eau vont tendre s’orienter
toutes dans le mEme sens. Ensuite, une antenne @mettra des brefs signaux (fréquences) qui per-
turberont la trajectoire des mol@cules d’eau. Une fois le signal ni, les mol@cules reprendront
leur place initiale due au champ magn@tique, @mettant au passage des signaux glectroniques,
d’autres fr@quences, qui seront captfes par I’antenne. Celle-ci contiendra alors un signal @lec-
trique qui sera analys@ et permettra la cr@ation de I'image, gr ce au fait que le signal renvoy@
di tre en fonction de la quantitd d’eau contenue par les tissus [27].

L’imagerie par rayons X :

C’est ce qu’on appelle couramment la radiographie. La radiographie utilise le fait que les
rayons X traversent le corps de manitre plus ou moins importante en fonction de la densitd
des tissus. Des photons @mis par une source plac@e devant le corps sont en partie absorb@s par
les tissus humains, et ceux qui traversent sont rceptionn@s par un d@tecteur placg I'arritre
du corps. Le domaine de I'imagerie par rayons X regroupe notamment la radiologie standard
(technique 2D) telle que d@crite ci-dessus, mais @galement des d@riv@s tels que le CT-scan
(Computed Tomography) qui correspond de la radiographie 3D.

L’imagerie optique :

Contrairement aux techonologies utilisant des rayons X, I'imagerie optique utilise la lumitre
visible. Les propri@tds des photons sont exploit@es pour obtenir des images prdcises d’organes,
tissus ou mEme de trks petits fldments tels que des cellules. L’avantage est qu’on obtient des
images en couleurs, et que le patient n’est que trks peu exposg la radiation [37].

L’imagerie par ultrasons :
C’est ce qu’on appelle couramment les @chographies. Similairement aux technologies par rayons
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X, cette technologie se base sur I’'@mission et la r@ception d’ondes ultrasonores. Les ondes @mises
traversent les tissus et, en fonction de la nature des tissus, y font @cho di @rement (plus un
tissu est dense, plus I'6cho est important) [27].

La gure 1.13 illustre chacune de ces quatre grandes familles de modalit@s.

1.3.2 Techniques d’imagerie fonctionnelle

Passons pr@sent en revue les deux principales familles de I'imagerie fonctionnelle.

L’imagerie par @mission (ou scintigraphie) :

Dans le cas de I'imagerie par @mission, des radio@l@ments bien choisis sont injectds dans le
corps gr ce un traceur (en petite quantitd bien sRr) et vont se xer, gr ce leurs proprigtds,
sur I'organe ou le tissu que I’on souhaite examiner. Ensuite, en se d@sintdgrant, ces radiodIg-
ments @mettent des rayons gamma et un d@tecteur de rayons gamma relig un ordinateur les
ddtecte et les analyse. Cet appareillage de d@tection est appeld gamma-cam@ra, il permet de
crfer I'image [27]. Parmi les technologies fonctionnant par @mission, on retrouve la scintigra-
phie planaire, mais aussi le SPECT-scan (Single Photon Emission Computed Tomography) et
le PET-scan (Positron Emission Tomography) ; ces deux dernitres technologies fonctionnent
par tomographie, c’est- -dire qu’elles utilisent une gamma-cam@ra tournante ou une couronne
de d@tecteurs xes dans le but d’obtenir plusieurs images et donc par la suite une reconstruc-
tion en 3D.

Notons que cette famille de techniques d’imagerie fonctionnelle, bas@es sur I'administration
de substances radioactives au patient dans le but d’@tablir un diagnostic, constitue I’activit?
principale du domaine spf@cialisg de la m@decine appel@ m@decine nuclfaire.

La gure 1.14 illustre une scintigraphie planaire du corps entier (d’abord de face puis de dos).
Elle indique au niveau du genou droit une probable tumeur.

L’imagerie par rdsonance magngtique fonctionnelle (IRMf) :

Le principe de base de I'|RMf est le mEme que celui de I'IRM classique. Cependant, I'lRMf est
principalement destinde la neurologie. En soumettant le patient un stimulus (par exemple
le faire lire, @couter, calculer, etc), les zones du cerveau activfes par cette t che re oivent
plus d’oxygtne que lorsque le patient ne fait rien. Ces @changes d’oxygtne entre le sang et les
neurones modi ent ainsi le signal @mis par les mol@cules d’eau. La di @rence entre les deux
gtats (inactif et actif) est alors analys@e par ordinateur [27].

Figure 1.13 De gauche droite : IRM, CT-scan, imagerie optique, @chographie [27], [13]
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Figure 1.14 Scintigraphie planaire du corps humain [13]

1.4 Conclusion

Nous avons britvement introduit, dans ce chapitre, le domaine de I'imagerie m@dicale. Nous
avons vu ce qu’dtait une image, quelles gtaient les di @rentes possibilitds pour la caract@riser, mais
@galement comment obtenir une image m@dicale.

Dans le prochain chapitre, nous nous penchons plut t sur ce que I'on peut faire avant d’ana-
lyser des images m@dicales pour en am@liorer I'interpr@tation : il s’agit du traitement d’images,
une discipline tirge des domaines de I'informatique et des math@matiques. Nous nous concentrons
particulitrement sur le recalage d’images puisque ce m@moire traite majoritairement de ce domaine.






Chapitre 2

Recalage d’images

Dans ce chapitre, nous abordons le traitement d’images, et principalement le recalage d’images.
Comme dit pr@c@demment, le traitement d’images est une discipline math@matique et informatique.
Elle a 0t@ cr@de dans le but d’aider les m@decins dans leur t che d’analyse des images m@dicales. En
e et, il n’est pas rare que les images produites par les technologies d’imagerie m@dicale ne soient
pas faciles interprfter : peu de contraste, beaucoup de bruit (c’est- -dire des @ldments qui ne
devraient pas se trouver sur I'image), de I'information incompltte, etc. Certains domaines du trai-
tement d’images permettent @galement simplement d’apporter des informations compl@mentaires.

C’est donc dans ce cadre que les m@decins font appel aux informaticiens, math@maticiens ou
encore ing@nieurs pour faciliter et assurer leurs analyses d’images. Gr ce  leurs comp@tences
particulitres, ceux-ci ont pu mettre en place des techniques diverses permettant une meilleure vi-
sualisation des fl@ments des images, de manitre clari er les informations donndes par celles-ci.
Avant de rentrer dans le dftail de I'explication du recalage d’images, nous abordons rapidement
quelques grands domaines du traitement d’images.

Typiquement, la premitre @tape du traitement d’image est I'am@lioration de I'image. Celle-ci a
un but de clari cation de I'image; on souhaite am@liorer la perception des informations donnges
par I'image. La plupart du temps, les m@decins dd@sirent obtenir des images m@dicales dans le but
d’observer des fldments bien pr@cis (organes, tissus, os, etc). Le but de cette premitre famille du
traitement d’images consiste mettre ces @lgments en valeur, les faire ressortir a n de faciliter
la t che d’analyse du m@decin.

Un exemple classique est de modi er le contraste pour augmenter la visibilitd de certaines par-
ties de I'image et de r@duire le bruit. Une fois cela fait, la plupart du temps, on obtient une image
pouvant faciliter le diagnostic [2]. Un bon contraste est d@ ni via I’histogramme de I'image. En
e et, il n'est pas bon que le contraste soit trop faible, mais il ne doit pas Etre trop fort non plus!
L’iddal est donc que la gamme dynamique de I'image soit grande et que I’histogramme de I'image
soit assez bien r@parti sur cette gamme dynamique.

Un autre domaine essentiel du traitement d’images est la segmentation. Il se situe dans la conti-
nuation de I’'am@lioration d’images puisque son but est I’isolation de certaines r@gions de I'image.
Cela peut CEtre fait via un coloriage ou un contour; on cr@e ainsi ce qu’on appelle des rggions
d’intdrEt au sein de I'image. Une fois cela rfalisg, il est possible d’obtenir math@matiquement des
informations bien plus pr@cises sur ces r@gions que celles que fournirait I'oeil.

La gure 2.1 illustre, gauche, une image 8-bit bon contraste et la mEme image mauvais
contraste, ainsi que leurs histogrammes respectifs. A droite, nous observons une IRM du cerveau
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0g une tumeur a gtd segmentde par un contour vert via le logiciel ImageJ [38].

Avant de passer au recalage d’images, mentionnons un dernier domaine du traitement d’images
gu’est la quanti cation. Celui-ci intervient aprts la segmentation puisque son but est de quanti er
de di @rentes manitres les r@gions segment@es. Citons notamment le calcul du volume; il peut
par exemple Etre trks int@ressant de surveiller I'@volution d’une tumeur en connaissant son volume
exact.

Passons en n au dernier domaine du traitement d’images qui nous int@resse, savoir le recalage
d’images. Le recalage consiste en la superposition de deux images reprfsentant des objets simi-
laires. Son but est de pouvoir ainsi comparer ou combiner leurs informations respectives [33]. Toute
la probl@matique de ce domaine repose sur la mise en correspondance des images, i.e., la recherche
de la meilleure fa on de les superposer.

Le r le de I'optimisation dans le recalage appara t donc ici clairement : on recherche la trans-
formation spatiale optimale qui permettra d’envoyer une premitre image J, que I'on appellera ici
image mouvante, sur une deuxitme image | dite de r#fdrence. Math@matiguement parlant, il s’agira
donc de trouver une transformation T telle que

T =arg max S(I; T (3)); (2.1)

og T est I’ensemble des transformations spatiales et S est une fonction ddcrivant la similarit@ entre
deux images, ici | et T(J), I'image J aprts transformation.

Comme l'indique I'Gquation (2.1), I'objectif math@matique du recalage est donc de trouver la
fonction T qui maximisera la similaritd entre une image I et une image transformge T'(J). Notons
que nous utilisons ici un maximum pour symboliser le fait que I’on souhaite maximiser la similarit@
entre images, mais en pratique, selon la fonction de similarit@, il se peut que nous devions plut t
utiliser un minimum [6]. Le but est alors de minimiser la dissimilaritd entre images.

Une autre remarque importante faire concerne la notation de I'image mouvante transformde,
T(@J). Ene et, il est important de se souvenir, cf. Chapitre 1, que I'image J est une fonction attri-

Figure 2.1 A gauche : images bien contrast@e (haut) et mal contrast@e (bas) et leurs histo-
grammes; droite : IRM du cerveau avec segmentation d’une tumeur en vert [7], [38], [31]
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buant un point de coordonn@es spatiales une intensitd. La notation T (J) indique donc simplement
la transform@e de I'image de manitre intuitive, mais cependant il serait plus correct, math@mati-
quement parlant, de noter J(T), puisque la transformation T s’applique bien aux coordonn@es des
points de I'image et non leur intensitd. On applique donc en r@alit@ la fonction d’intensitd aux
nouvelles coordonn@es des points de I'image mouvante.

Avant de poursuivre plus en dftails, il nous faut remarquer que le recalage d’images peut s’e ec-
tuer sur tout type d’images, quelles que soient la dimension, la modalit@ d’acquisition, la couleur,
etc. Il peut notamment s’e ectuer entre des images poss@dant des caract@ristiques di @rentes : ci-
tons entre autre une image 2D et une image 3D, une image obtenue par scintigraphie et une image
obtenue par CT-scan ou encore des images provenant de di @rents patients. Chaque type de reca-
lage peut avoir son utilitd. On distingue d’ailleurs souvent les recalages e ectu@s avec des images
provenant d’une mEme modalitd ou non (mono-modal ou multi-modal), ainsi que les recalages
e ectu@s avec des images d’un mEme patient ou non (intra-sujet ou inter-sujets). En combinant
ces possibilitds, on obtient ainsi quatre types de recalages; chacun d’eux a son utilitd et mkne
des techniques de recalage particulitres.

Il existe donc toute une pl@thore d’algorithmes de fusion d’images. Les di @rents types de reca-
lages peuvent ainsi Etre classi s selon di @rentes possibilitds; pour en avoir une vue globale, le
lecteur int@ressd peut se r@fdrer [29]. Nous analyserons principalement ici cing grands critkres de
classi cation des m@thodes de recalage, savoir ceux qui nous permettront de d@crire au mieux
un processus g@ndral de recalage. 1l s’agit des attributs de I'image, de la fonction de similaritd, des
modtles de transformation, des techniques de rddchantillonnage et des m@thodes d’optimisation.
Ces critkres sont ddcrits dans les sections qui suivent.

Avant de les @tudier, observons un premier exemple de recalage la gure 2.2, obtenu par le
logiciel Mevislab [17]. 1l s’agit du recalage de deux images 3D d’'un mEme patient, I’'une obtenue
par rayons X (CT-scan) et I'autre par PET-scan. Le but ici est donc de combiner informations
structurelles et fonctionnelles du cerveau. Notons que la couleur de I'image obtenue par PET-scan
n’est pas naturelle; elle a td rajout@e a n de mieux percevoir les informations donn@es par le PET-
scan. Cela nous permet ainsi de faire ressortir certaines zones telles que celles en orange, indiquant
notamment la pr@sence d’une tumeur aux poumons, pointde par le curseur sur les images recalges.
On per oit donc bien ici I'importance de I'0tape d’amg@lioration de I'image. Gr ce au recalage, il
est Pgalement possible d’obtenir des informations structurelles sur cette tumeur, telles que son
emplacement exact ou son volume.

2.1 Attributs de I'image

Les attributs d’une image se d@ nissent comme les caractdristiques extraites de I'image de r@fg-
rence que I’on utilise pour guider le recalage. Ce sont les #ldments que I’on voudra, en prioritd, faire
correspondre avec leurs homologues sur I'image mouvante. Il existe plusieurs types d’attributs, et
par cons@quent plusieurs m@thodes pour les choisir.

Les m@thodes gdom@triques

Ces m@thodes se basent sur la recherche des caractgristiques (aussi dites primitives) gdomg-
triques des images. Il peut s’agir de points, de courbes ou encore de surfaces; ces dernitres sont
probablement les primitives les plus couramment utilisfes. Le choix des primitives peut Etre rfalisg
soit manuellement par un expert, soit par I'algorithme de recalage.
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Figure 2.2 Image CT, image PET et leur recalage sous les angles sagittal, frontal et transversal
[31]

Pour les points, on peut les choisir de manitre manuelle ou laisser I'algorithme les choisir. 1l su t
ensuite de trouver la transformation T qui appariera le mieux possible les points homologues entre
image de r@f@rence et image mouvante. Pour les courbes, on peut @galement les choisir par I'algo-
rithme, mais cela ne donne en g@ndral pas de trks bons recalages. Pour les surfaces, la meilleure
solution est g@n@ralement d’appliquer une segmentation une partie de I'image et d’ensuite ddter-
miner la transformation T qui appliquera le mieux possible cette partie de I'image mouvante sur
la surface correspondante de I'image de r@f@rence [18].

Notons que les primitives choisies auront un impact sur le choix de la fonction de similaritd S vue
prdcgdemment. Par exemple, pour des primitives points, la fonction de similaritd sera clairement
une fonction de distance. Il faudra donc la minimiser.

Les m@thodes iconiques

Les m@thodes iconiques, elles, ddcomposent I'image en pixels et utilisent leurs niveaux de gris
respectifs pour e ectuer la mise en correspondance des deux images. On peut donc parler ici de
primitives d’intensitds, prenant la forme d’un vecteur trois ou quatre composantes : la position
du point (2D ou 3D) et I'intensit? lui correspondant [18]. Comme les m@thodes iconiques ne nfces-
sitent aucune extraction de caract@ristiques gdom@triques, elles peuvent Etre appliqufes de manitre
totalement automatique, par algorithme.
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Les m@thodes hybrides

Les m@thodes gfom@triques et iconiques posstdent chacune leurs avantages et inconv@nients.
Ceux-ci sont repris dans la table 2.1. Certains chercheurs en sont ainsi venus, pour pallier aux

d@savantages de I'une comme de I'autre,

imaginer des m@thodes utilisant di @rents attributs

dans le but d’obtenir des algorithmes plus robustes. Nous pouvons classer ces techniques en trois
grande famille, que nous d@crivons britvement ici.

M@thodes gdom@triques

M@thodes iconiques

Avantages

Charge calculatoire r@duite car on ne
s’'int@resse qu’ un sous-ensemble de
I'image

Caract@ristiques g@omg@triques plus
discriminantes que les caractdris-
tiques d’intensitd

Utilisation de toute [I'information
donnfe par I'image et donc pas de
pr@-traitement ndcessaire
Complttement automatique

Inconv@nients

Impr@sicion des primitives extraites
Souvent manuel

Prdcision du recalage garantie uni-
guement dans le voisinage des primi-
tives

Impossibilitd de d@ nir ce que sont
des bonnes ou mauvaises primitives
Points des courbes/surfaces indiscer-
nables

Colit calculatoire car on considtre
chaque pixel

Caractdristiques d’intensitd peu in-
formatives (la mise en correspon-
dance des images via I'intensitd n’est
pas si @vidente)
Optimisation plus di
de minima locaux)

cile (pr@sence

Table 2.1  Avantages et inconv@nients des mgthodes gdom@triques et iconiques [18]

. Combiner di @rentes primitives gdomg@triques :

Un avantage ici est qu’on peut augmenter le nombre de primitives gdom@triques et pallier
ainsi au dfsavantage des m@thodes gdom@triques concernant la pr@cision du recalage, qui
n’est souvent pr@sente que dans le voisinage des primitives.

. Utiliser I'intensitd mais aussi d’autres informations qui en d@coulent :

Le but de cette technique est de tirer un maximum d’informations des caract@ristiques des
images a n de faciliter leur mise en correspondance. En e et, nous avons vu que les carac-
tdristiques d’intensitd ne sont pas toujours su santes pour obtenir un recalage @vident. Un
exemple classique est d’utiliser I'information obtenue en ddrivant I'image.

. Combiner I’'approche gdom@trique et I’'approche iconique :

Par exemple en s@lectionnant des primitives gdom@triques et en calculant I'intensit? des points
qui les composent, on r@cuptre plus d’information et donc de pr@cision lors du recalage, et ce
tout en gardant le faible cof3t calculatoire de I'approche gdom@trique. De plus, on peut ainsi
distinguer les points des primitives gdom@triques puisqu’on calcule @galement leur intensitg.
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2.2 Fonctions de similarit?

Comme d@j prdcisg, la fonction (ou crittre) de similaritd S d@pend des attributs de I'image.
Nous allons donc tout d’abord explorer les di @rentes fonctions de similarit@ possibles pour I'ap-
proche gdomg@trique, puis ensuite pour I’approche iconique. Les listes de critkres citds ne sont pas
exhaustives, elles reprennent les plus couramment utilisgs.

Critkres de similaritd gdom@triques

Pour mesurer la similaritd entre des points homologues, la fonction distance euclidienne est en
g@ngral utilisfe. En e et, elle permet souvent d’obtenir une solution analytique pour les paramttres
de la transformation T recherch@e dans la phase d’optimisation. Une telle fonction de similarit®
est alors dg nie par

v
u
S: R M TR :I(Xr;Xm) 71 t Xr,  Xm)%
i=1

0g R est le domaine de I'image de r@fgrence, \ le domaine de I'image mouvante, d est la di-
mension des images recaler, Xr = (XRr,; 5 XRy) €t XM = (Xmy; 25 XMy )-

Pour mesurer la similaritd entre des courbes ou des surfaces, c’est- -dire des ensembles de points,
il nous faut toujours calculer une distance, mais ici quatre possibilitds sont couramment utilisges
[35] :

Il est possible de se ramener au probltme de distance entre deux points; cette technique se
retrouve en fait dans un algorithme de recalage appel?@ ICP (lterative Closest Point).

On peut consid@rer le carrd de la distance entre un point de la primitive recaler et le point
le plus proche de la primitive de I'image de r@f@rence dans la direction du centro de de celle-ci
(le centro de peut Etre considdrd comme le centre de masse d’un ensemble de points au niveau
de leur intensitd).

Une autre approche est le calcul de ce qu’on appelle des cartes de distance. Pour construire une
telle carte, on commence par mettre I'intensitd de tous les pixels correspondant au contour
d’une primitive de I'image de r@fgrence z@ro. On calcule ensuite la distance entre chaque
point et le point de contour le plus proche; on peut envisager di @rentes distances pour cela.
Ensuite, pour utiliser la carte, il su t de calculer la moyenne des valeurs de la carte de distance
qui sont superpos@es avec les contours de I'image mouvante. On obtient ainsi une mesure de
distance entre deux ensembles de points.

Finalement, il est possible d’utiliser la distance de Hausdor . La fonction de similaritd S
devient alors

S( r; m)=max ( sup inf dist(xg;Xm); sup inf dist(Xg;Xm));
XR2 RXM 2 M XM 2 m XR< R
09 R est un ensemble de points de I'image de r@fdrence, \ un ensemble de points de I'image
mouvante et dist est une distance quelconque, souvent la distance euclidienne.

Critkres de similaritd iconiques

Dans le cas de I'approche iconique, on cherche mesurer une similaritd entre des intensitfs.
Cependant, on ne cherche pas obtenir une forte similaritd entre des points sgpar@ment mais bien
entre deux ensembles de points. On va donc s’int@resser ici au type de relation qu’il peut y avoir
entre les intensit@s de I'image de r@fdrence et les intensitd de I'image mouvante de manitre groupfe :
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il nous faut trouver une relation valable pour toute I'image et non plus pour une partie seulement
comme dans le cas gdom@trique. Cette relation peut Etre consid@rfe comme hypothtse du crittre
de similaritd : en fonction des images recaler, on fait une supposition sur le type de relation
qui lie leurs intensit@, ce qui nous fournit un crittre de similaritd. Nous allons donc ici d@velopper
quelgues manitres de mesurer la similaritd entre deux images mises en correspondance gr ce aux
intensitds respectives de leurs points [35].

La relation identit@ :
La relation identitd est d’application pour le recalage monomodal. En e et, on peut dts lors
supposer que les intensitds des deux images (repr@senant un mEme objet) seront approximati-
vement liges par la relation identitd. Ainsi, les systtmes reposant sur cette hypothtse t chent
de minimiser des fonctions de similaritd basfes sur la di @rence entre les intensitds des images.
On utilise notamment souvent le crittre des moindres carr@s, c’est- -dire la norme L,. En
gardant les notations utilisfes pr@cddemment, la fonction de similaritd S est alors de la forme
X 2
S(ETEA)) = I(s) T@A(E) 5

s2

og  est I'intersection des domaines de | et de T(J), c’est- -dire que
=Tfsjs2 rets2T( m)O:

Ce crittre doit bien sRr Etre minimis@ et non maximis@. D’autres crittres peuvent ggalement
Etre utilis@s, notamment la di @rence absolue des intensit@ds, savoir la norme L.

La relation a ne :

En rdalitd, I’hypothtse d’une relation identit@ entre intensitds n’est pas toujours v@ri Je, car
les intensit@s ddpendent fortement des appareils de mesure. On peut donc faire I’hypothtse
d’une relation a ne entre les intensit@s de nos deux images, qui correspondrait une remise
I’dchelle des intensitds. Dts lors, une bonne mesure de similarit@ est le coe cient de corrflation
lingaire. En e et, il ftudie par d@ nition la qualitd d’un ajustement a ne [10]. La fonction de
similaritd S est dans ce cas d@ nie par

1 X

S(KTA) = 1) 1+ TAEG) 10

1 TQ) o

0@ et (g reprdsentent respectivement les intensit@s moyennes des images I et T(J) et

1 et 1y les Gcarts-types des intensitds. Ce coe cient est compris entre 1 et 1. Plus il
est proche de 1 ou 1, plus la corrflation est forte. Lorsqu’on optimisera cette fonction de
similaritd, on voudra donc qu’elle soit proche de 1.

La relation fonctionnelle :

La relation a ne que nous venons de voir est souvent trts bien adapt@e pour le recalage
monomodal. Cependant, cela ne marche plus du tout pour le recalage multimodal car les
images  recaler sont trop di @rentes. L’hypothtse formuler quant la relation existant
entre les deux images est alors simplement une hypothtse de relation fonctionnelle quelconque,
c’est- -dire qu’ chaqgue intensitd d’une image peut Etre assocife seulement une intensitd d’une
seconde image. Plusieurs crittres de similaritd peuvent convenir pour cette hypothtse. lls
ddpendent gdndralement des modalit@s des images recaler puisque chaque type de recalage
multimodal sera caract@risd par une relation fonctionnelle particulitre. Par exemple, pour
le recalage IRM/PET-scan, le crittre de Woods est souvent utilis@d. 1l se base sur la notion
de dispersion : il mesure, pour une valeur d’intensitd donnfe dans une image donnfe, la
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dispersion des pixels poss@dant cette intensitd dans une seconde image. Cette dispersion est
suppos@e faible pour I’ensemble des intensitds lorsque les images sont recal@es. 1l faudra donc
ici minimiser la fonction de similaritd S d@ nie par

. _X 1jj |
S(TEAN = pi—
j 1jj

0@ pj est la probabilitd qu’'un pixel de J ait P'intensitd j, ;; et j; sont respectivement la
moyenne et I'dcart-type de I'intensitd des pixels de | correspondant aux pixels de J ayant pour
intensitd j.

La relation de d@pendance :
Une dernikre classe de relations possible, encore plus g@ngrale que celle des fonctions, est celle
des d@pendances. On considtre alors les images comme des variables alfatoires et, dans le cas
du recalage, on cherche calculer la ddpendance entre deux de ces variables. Pour ce faire,
deux approches sont envisageables. Premitrement, on peut construire I’histogramme conjoint,
c’est dire I’histogramme des intensit@s des deux images en mEme temps. Cela revient en fait
sommer les histogrammes de chaque image. Les critkres de similaritd utilisds sont alors bas@s
sur la dispersion de I’histogramme conjoint : plus elle est faible, meilleur est le recalage puisque
la ddpendance entre les deux images est grande. Deuxitmement, on peut consid@rer la distance
entre la distribution conjointe des images et la distribution conjointe qu’elles auraient sous
I’hypothtse d’ind@pendance. Les crittres de similaritd sont donc ici des mesures de distance
entre distributions.

2.3 Modtles de transformation

Il nous faut pr@sent @voquer un point essentiel du recalage d’images, savoir les di @rentes
formes que peuvent prendre la transformation de I'image mouvante. Ces transformations peuvent
Etre regroupdes en di @rentes classes, selon qu’elles soient lindaires ou non, globales ou locales. Les
modtles non lindaires donneront lieu des d@formations de I'image, contrairement aux modtles
lingaires. Les transformation globales s’appliqueront I'image tout entitre tandis que les transfor-
mations locales ne feront e et que sur une partie de I'image. La gure 2.3 compare les di @rentes
transformations que nous @voquerons par la suite, pour le cas global et le cas local.

Transformations rigides

Les transformations rigides sont les plus simples. Elles se contentent de transformer I'image
mouvante par des op@rations de translation et de rotation. Elles sont donc souvent globales. Ma-
th@matiquement, une transformation rigide pour un recalage d-dimensionnel est d@ nie par

T:p7¥ Rp+t;

08 p = (X1;::;Xq) est un point de I'image mouvante, R 2 RY ¢ est la matrice de rotation et
t 2 RY 1 est le vecteur de translation [19].

Par exemple, pour d = 3 et en notant respectivement Ry, Ry et R, les matrices de rotation
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Figure 2.3 Di frentes transformations pour le cas global et le cas local (2D) [35]

autour des axes X, y et z, et , et les angles de rotation correspondants, nous aurons
R = RxRyR
0 Y 10 10 1
1 0 0 Ccos 0 sin cos sin 0
= %0 cos sin §% 0 1 0 g%sin cos O§
0 sin oS sin 0 cos 0 0 1
1

CcOS CO0S cos sin +sin sin sin sin  sin cos sin cos
% cos sin  cos cos  sin sin sin  sin cos +cos sin sin §
sin sin  cos CcOS COS

et 0 1
Iy
t= %@% ;
t;
0g ty, ty et t, reprdsentent respectivement les translations selon les axes x, y et z de I'image 3D.

Transformations a nes

Bien souvent, de par leur simplicitd, les transformations rigides ne su sent pas pour obtenir un
bon recalage. Les transformations a nes viennent apporter une amg@lioration aux transformations
rigides, savoir une composante de cisaillement, c’est- -dire d’@tirement de I'image, mais @galement
une composante de mise I'@chelle. Elles conservent cependant toujours le parall@lisme, comme
illustr@ par la gure 2.3 [53]. De mEme que les transformations rigides, les transformations a nes
sont souvent de type global. Math@matiquement, en gardant les notations pr@c@demment gtablies
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pour les transformations rigides, une transformation a ne en dD est donc d@ nie par
T:p7% ECRp+t;

og E 2 RY 9 est la matrice de mise I’'dchelle et C 2 RY 9 est la matrice de cisaillement. Cepen-
dant, par simplicitd, on utilise souvent les coordonn@es homogtnes pour ddcrire la transformation,
qui permettent ainsi d’obtenir une transformation de la forme

T:p71¥ Ap;
00 p = (X1;:::;%g; 1) et A 2 ROA+D (d+1) correspond  I’ensemble des transformations e ectuer.

En reprenant notre exemple d’une simple transformation rigide avec d = 3, nous cr@erons donc
une matrice de translation M ainsi qu’une nouvelle matrice de rotation M, (cette fois-ci de di-
mension 4), donnfges par

0 1 0 1
1 0 0 ty 0
010t R 0
M = yg et M, = E
01 ¢t 0
0 00 1 0 0 01
et nous obtiendrons ainsi
A = M{M;:
Pour le cas d’une transformation a ne, nous aurons donc
A = Mc:M:M{My;
avec 0 1 0 1
ex 0 0 O 1 Cyx Czx O

0 e 0 O C 1 c 0
Me = Y g et M, = yx =y ;
0 0 e O Czx czy 1 O

0 0 0 1 0 0 o0 1

0D ey, ey et e, sont les paramttres de la mise I'dchelle tandis que cyx, C;x et C,y sont les paramt.tres
du cisaillement [11].

Transformations projectives

Contrairement aux transformations a nes, les transformations projectives ne conservent plus le
parallglisme. Cependant, elles exigent toujours que I'image d’une droite soit une droite. Leur but
est de prendre en compte I'e et de perspective dans I'image. Ce sont donc des transformations
qui permettent de transformer les images mouvantes en images de dimension infdrieure. L’exemple
typique est le recalage 3D/2D, lorsque I'on souhaite recaler une image 3D sur une image 2D. C’est
cependant assez peu courant [3].

Transformations non lin@Gaires

Les transformations dites lingaires, c’est- -dire celles d@crites pr@dc@demment, produisent des
changements peu cons@quents, assez super ciels, sans d@formations. Elles ne sont donc en g@ndral
adaptfes qu’ des recalages d’images og les images recaler sont ddj assez semblables : typi-
guement, des images d’un mEme patient. Cela ne su t g@n@ralement pas lorsque I’on souhaite
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superposer des images de di @rents patients. On a dts lors besoin de transformations non linfaires.
Les transformations non linfaires sont des transformations qui provoquent une r@elle d@formation,
c’est- -dire qu’elles transforment les lignes droites en courbes [5]. Elles sont appliqu@es localement;;
la transformation appliqu@e en un point de I'image peut donc Etre di @rente de celle appliquge aux
points voisins.

Un exemple typique de transformation non lingaire est la transformation polynomiale [35], og
la transformation T est simplement un polyn me. Pour un polyn me d’ordre 2 et une image 3D
par exemple, elle est donc ddcrite par

0 1 0 1
XO dj;1 ar2 iAo
ar1 Ay ar- t
ayézéﬁm 22 2’1°§ x2 y2 22 xy xz2 yz x'y z 1 ;
Z 31 as;2 as;10
1 0 o ::: 1

og (x%y%z9 sont les nouvelles coordonnges (aprts transformation) du point (x;y;z) de I'image
mouvante et lesa;;; (1 1 3; 1 j  10) sont les coe cients du polyn me. Les polyn mes
les plus utilisds sont ceux d’ordre 2, 3 et 4. Au-del de 4, ils ne sont en g@n@dral plus adaptgs au
recalage d’images.

Un autre exemple courant est celui des bases de fonctions : on utilise comme transformation T
une combinaison linfaire de d’un nombre | de fonctions ;(X1;:::;Xg) (1 i 1), og le choix de |
est libre. Ces fonctions peuvent notamment Etre des polyn mes, des fonctions splines, des fonctions
trigonom@triques, etc.

Il existe en r@alitd un grand nombre de transformations non lindaires applicables au recalage
d’images. Nous citerons entre autres les modtles de uides, les modtles de ux optique et les
modtles glastiques [42].

2.4 Interpolation et r@dchantillonnage

Un probltme que nous n’avons pas encore consid@r@ jusqu’ici est celui de I'dchantillonnage des
images que I'on souhaite recaler [2]. En e et, avant d’appliquer une transformation T  un point
de coordonndes (X1;:::; Xq) de I'image mouvante, og d est la dimension de I'image, ces coordonnges
sont entitres, ou du moins uniform@ment espacfes selon chaque dimension i (1 i d) [35].
Cependant, aprts transformation, il est rare qu’elles le soient toujours. En fait, il n’y a que pour
le cas de certaines translations ou d’une rotation d’un angle multiple de 90° que les nouvelles
coordonn@es resteront sur la grille de I'image. Si T est plus complexe que a, le point (X1;:::; Xq)
sera envoyd une position rgelle (x?; :::;xg) hors de la grille de I'image. Or ce qui nous intdresse
est de connaitre les intensitds aux noeuds de la grille de I'image transform@e. La solution ce
probltme est I'interpolation. Son but est de d@terminer I'intensitd d’un point sur base de points
voisins. L’interpolation calcule une fonction continue passant par un @chantillon de points qui sont
en fait les intensit@s connues aux points coordonndes rdelles obtenues par T. L'@tape suivante est
ensuite le r@@chantillonnage, qui discrdtise nouveau la fonction obtenue, cette fois aux neouds de
la grille dont on cherche I’'intensitd. Cette fa on de faire est connue sous le nom d’approche directe.

Cependant, en pratique, nous n’utiliserons pas la transformation T de maniktre directe. Nous
passerons plut t par la transformation inverse T 1, a n d’interpoler  partir de points ayant
une r@partition r@gulitre. Au lieu de r@@chantillonner des points coordonnf@es entitres, nous rg-
@chantillonnons ainsi des points coordonndes rdelles; c’est I’approche indirecte. Notons comme
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prdcgdemment notre image mouvante J, et plus particulitrement notre image mouvante avant
transformation par Jayant €t notre image mouvante aprts transformation par Japres. La gure 2.4
illustre alors cette fa on de proc@der. La partie sup@rieure illustre I'interpolation par approche
directe : les points de I'image mouvante sont transform@s par T deviennent ainsi des points qui ne
sont pas des noeuds de la grille image. L’interpolation en un noeud est alors rfalisde sur base de
points non uniform@ment espac@s. La partie infdrieure de I'image, elle, illustre I’'approche indirecte :
les noeuds de la grille sont transform@s par T et I'intensitd de ces points est interpolde sur base
de points uniform@ment espac@s de I'image avant transformation.

Une fois en possession d’une transformation T  une certaine itdration de I’algorithme de reca-
lage, le processus d’iterpolation peut donc Etre @tabli par les @tapes suivantes :

1. Application de T ! aux points uniformgment espacds de I'image mouvante (i.e., les noeuds
de la grille), on obtient ainsi des points non n@cessairement uniform@ment espacys ;

2. Recherhe d’une fonction continue passant par les noeuds de la grille de I'image avant trans-
formation (passage du discret au continu) ;

3. R@gchantillonnage de cette fonction aux points trouv@s I'dtape 1, on obtient ainsi I'intensitd
des neouds de la grille de I'image transform@e (passage du continu au discret).

Plusieurs m@thodes sont couramment utilisfes dans le cadre du traitement d’images. La plupart
d’entre elles sont des m@thodes linfaires, c’est- -dire telles que la somme de deux fonctions inter-
polfes est @gale I'interpolation de la somme de deux fonctions. Ici, nous nous concentrerons sur
les modtles de la forme

X
f(x) = fi (x k) 8x=(x1;:%q) 2 R%: (2.2)
k2zd
0g une valeur interpold@e f(x) en une coordonnde x rdelle est donnde comme une combinaison li-
ndaire des @chantillons fx @valu@s aux coordonndes entitres k = (Ky;:::;Kkq) 2 Z9, les poids gtant

donn@s par les valeurs de la fonction (X k). Nous avons donc ici fait I’hypothtse simpli catrice
que les noeuds de la grille posstdent des coordonn@es entitres ; si en rfalitd ce n’est pas v@ri 0, il est

Figure 2.4 Di @rence entre les approches par transformations directe et indirecte [35]
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facile de se ramener ce cas gr ce au spacing uniforme de I'image (cf. Chapitre 1, Section 1.2.4).
Dans les modtles de ce genre, il est @vident que la fonction doit respecter certaines conditions :
premitrement, elle doit s’annuler lorsqu’elle est @valufe en un nombre entier, sauf si ce nombre
entier est k; dans ce cas elle doit valoir 1 pour vari er f(k) = f(k).

Cette condition est trks contraignante, et nous préfdrons dts lors les modtles ddcrits par
X
f(x) = ek (X k) 8x=(xq;::%q) 2 RY; (2.3)
k2 zd

oo les coe cients cx ne sont plus forc@ment les @chantillons fy. Cette formulation permet un plus
large choix de fonctions . Une fois ces fonctions choisies, le probltme d’interpolation se rgsume
la recherche des coe cients cx. Pour d@terminer ces coe cients, considdrons I'dquation (2.3) pour
des entiers uniquement : X
f(ko) = CkPk, k 8ko 2 Z9; (2.4)
k2zd

0g pxk = (k). Nous obtenons donc un systtme linfaire
f=Pc;

og T est le vecteur des @chantillons de donndes, c le vecteur de coe cients et P la matrice d’'@va-
luations des fonctions . Ce systtme est de dimension in nie, mais en pratique nous ne possgdons
pas un @chantillon de taille in nie. De plus, nous pouvons contraindre les fonctions avoir un
support nia nd’obtenir une matrice P bande. Le systtme peut alors Etre r@solu via, par exemple,
une factorisation LU.

Il est cependant possible d’obtenir les coe cients cx di @remment, en remarquant que (2.4)
d@crit en fait une convolution discrt.te

fi, = (€ Po:

En convoluant des deux ¢ t@s par p 1, nous obtenons

Cko = ((p) ! f)ko: (25)

C’est cette mg@thode que nous utiliserons dans ce travail. Nous y reviendrons plus en ddtails dans
le Chapitre 3 pour le cas des B-splines.

Il nous faut pr@sent nous int@resser au choix des fonctions . Enorm@ment de possibilitds sont
propos@es dans la littdrature. Nous d@crirons ici les plus populaires. Nous allons nfanmoins, avant
cela, tudier les proprigtds que devraient poss@der les fonctions pour que I’on obtienne une in-
terpolation e cace [2] :

Support ni :

Il est essentiel d’utiliser des fonctions support ni, c’est- -dire des fonctions non nulles
uniquement sur un hypercube H". Ene et,si @tait supportin ni, cela demanderait beau-
coup trop d’@valuation de fonctions et I'interpolation ne serait donc pas du tout optimale d’un
point de vue temps de calcul.

S@parabilit? :
Supposons que les fonctions  soient bien support ni. Imaginons une interpolation en une
dimension requi@rant un nombre ni p d’@valuations de fonctions. Dts lors, en deux dimensions,



30

CHAPITRE 2. RECALAGE D’'IMAGES

I'interpolation demanderait p? @valuations de fonctions et en 3D, p3. Ce nombre peut donc
vite devenir @norme. Pour pallier ce probltme, on peut utiliser des fonctions respectant la
proprigtd de sfparabilitd, i.e.,

vd
(x) = (Xi) 8x = (X1;:1%q) 2 RY:
i=1
L’avantage est que I'interpolation peut alors Etre rfalisfe dimension par dimension. Pour le
cas 2D, par exemple, on interpole alors en 1D ligne par ligne, obtenant ainsi un point interpold
par ligne. La mEme proc@dure est ensuite utilis@e par colonne sur les points rdsultants, comme
illustrg la gure 2.5. Le nombre d’@valuations est donc r@duit dp, au lieu de pd.

Symgtrie :

La sym@trie est une proprigtd trts ddsirde dgalement pour les fonctions . C’est lig la qua-
litd d’interpolation lorsque I'on utilise I'Gquation (2.5) pour r@soudre le probltme, mais nous
n’entrons pas ici dans les ddtails. Le lecteur intdressd peut se r@f@rer [2].

Partition de I'unitd :
Imaginons que tous les points interpoler aient exactement la mEme intensitg, i.e., f(k) = o
8k 2 Z9. Intuitivement, il semble alors logique que la fonction interpolante continue soit
constante. Pour I’@quation (2.2), nous obtenons alors
X
1= (x k) 8x2RY:
k2zd

Similairement, il est possible de d@duire la partition de I'unit@ pour les fonctions dans I'dqua-
tion (2.3) [2].

Recensons  pr@sent quelques-unes des principales fonctions  utilisfes pour I'interpolation en

traitement d’images.

Plus proche voisin

La m@thode du plus proche voisin utilise comme fonction une simple fonction de type "palier* :

(
1 si-t x<1
x) = 2 2

0 sinon.

Cette fonction est sym@trique (sauf en un point), elle a un support local, elle respecte la partition

de I'unit@ et elle est s@parable. Elle produit par contre une fonction interpolante discontinue, ce

Figure 2.5 Interpolation e ectu@e dimension par dimension [26]
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qui peut poser probltme dans les algorithmes de recalage. Elle est extrEmement simple, ce qui
constitue la fois un avantage et un inconv@nient. En e et, cela permet une impl@mentation facile
et e cace, mais on perd fnorm@ment en qualitd d’interpolation. Concrttement, cela signi e que le
point dont on cherche I'intensitd prend simplement I'intensitd du point connu le plus proche. Elle
n’utilise donc qu’une seule information de I'@chantillon [2].

Interpolation lin@aire

La fonction utilisfe pour I'interpolation linfaire est une fonction de type "tente" donnfe par

(

1 X sijxj<1
(x) = X JX]

0 sinon.

C’est une fonction sym@trique, s@parable, support local et qui respecte la partition de I'unitg.
A nouveau, elle est trts simple et la m@thode est donc trts rapide. C’est I'impl@mentation la plus
basique qui fournit un interpolant continu. L’interpolant n’est cependant pas di @rentiable. Elle
utilise deux @chantillons pour produire une valeur interpolfe. En deux dimensions, cette m@thode
rdalise donc gquatre @valuations et en trois dimensions, six. Elle est frdquemment utilisge de par sa
simplicitd et sa continuitd [2].

Interpolation quadratique

Les polyn mes sont trts utilis@s en interpolation. Les deux cas prdc@demment vus sont d’ailleurs
respectivement des polyn mes constants et lingaires. Les polyn mes quadratiques peuvent @ga-
lement CEtre utilisds sous certaines conditions pour qu’ils v@ri ent les quatre propridtds qu’une
fonction  devrait respecter. Similairement au plus proche voisin, ils ne peuvent cependant Etre
totalement sym@triques. Ces polyn mes ne sont pas les plus utilisgs ; malgr@ leur continuit? et leur
di @rentiabilitd, I’ordre sup@rieur (polyn mes cubiques) o re souvent un meilleur compromis entre
qualitg d’interpolation et col3t de calcul.

B-splines

Une des classes de fonctions les plus utilisges pour est la classe des B-splines. Ces fonctions
forment une base pour les polyn mes splines. Les B-splines constituant I'objet de ce travail, nous
y reviendrons plus longuement dans le chapitre suivant, consacr@ I'interpolation par B-splines.

2.5 M@thodes d’optimisation

Rappelons que le recalage d’images consiste avant toute chose en une optimisation. Une dernitre
gtape essentielle est donc le choix de la m@thode d’optimisation. A nouveau, en fonction du type
d’images que I’on souhaitera recaler, certaines mgthodes seront plus adaptfes que d’autres.

Mais pour commencer, formulons de manitre math@matique un probltme classique d’optimisa-
tion. Par d@ nition, I'optimisation consiste trouver le minimum ou le maximum d’une fonction
possiblement soumise des contraintes sur ses variables [11]. En rfalitd, il n’y a en g@nfral pas de
contraintes intervenant dans les probltmes de recalage d’images. Notons f : R ¥ R la fonction
objectif, c’est- -dire la fonction optimiser, et x le vecteur des variables. On peut dts lors d@ nir
les probltmes d’optimisation sans contraintes par

min f(x) (2.6)
x2Rd
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pour le cas des minimisations [36].

Dans les sous-sections qui suivent, nous d@crivons britvement les di @rentes familles de mg-
thodes d’optimisation utilisdes dans le cadre du recalage d’images [35]. Le choix de la m@thode
d’optimisation d@pend de la forme de la fonction objectif, c’est- -dire du crittre de similaritd choisi.

M@thodes directes

Bien que rares, il existe des cas og le probltme d’optimisation du recalage admet une solution
exacte. Cela peut notamment arriver pour des recalages de type gdom@trique. Par exemple, la re-
cherche d’une transformation rigide ou a ne partir de primitives gdom@triques points et utilisant
comme fonction de similaritd la somme des carr@s des erreurs sur I’ensemble des points admet une
solution exacte.

M@thodes exhaustives

Le principe des m@thodes exhaustives est simple : il s’agit d’@chantillonner intervalles r@guliers
I’ensemble des variables et de retenir la meilleure solution, la solution optimale. Elles ne se basent
donc que sur I'@valuation de la fonction objectif en un certain nombre de points. Ces m@thodes
sont cependant peu utilisges car elles sont cof3teuses en temps de calcul.

M@thodes itdratives

Contrairement aux m@thodes exhaustives, les m@thodes it@ratives ont g@nfralement ggalement
besoin de calculer le gradient et/ou le hessien de la fonction objectif, c’est- -dire du crittre de
similaritd. Leur particularit? est bien sRr leur caracttre itgratif : elles cherchent s’approcher le
plus possible de la solution au fur et mesure des itdrations. Elles s’arrtent une fois le critkre
d’arr€t d? ni atteint. Ces m@thodes sont les plus utilisfes dans le cadre du recalage. Parmi les
nombreuses m@thodes itdratives, on distingue deux grandes familles : les m@thodes de recherche
lingaire et les m@thodes de r@gion de con ance. Dans le cadre du recalage, ce sont principalement
les m@thodes de recherche lingaire qui sont utilisfes.

M@thodes stochastiques

Nous avons vu, dans la Section 2.2, que les crittres de similarit@s pouvaient Etre bas@s sur
les statistiques, consid@rant dts lors les images comme des variables alfatoires. Rappelons par
exemple le cas du coe cient de corr@lation lingaire, qui mesure la qualitd d’'un ajustement a ne.
C’est dans ce cadre que les m@thodes stochastiques sont d’application ; la fonction objectif est alors
une fonction alfatoire.

Autres m@gthodes

Si le recalage d’images consiste toujours en une optimisation, celle-ci n’est pas toujours explicite.
Nous entendons par | que certains algorithmes de recalage n’utilisent aucune mgthode d’optimi-
sation car le processus de recalage en lui-mEme est ddj d@ ni pour it@rer dans la bonne direction :
I'optimisation d’un certain crittre de similaritd est alors intrinstque au processus. Un exemple
classique est celui og le recalage d’images est d@ ni par une gquation au d@riv@es partielles ddcri-
vant I’gvolution de I'image mouvante. Comme nous le verrons plus loin, c’est d’ailleurs ainsi que
fonctionnera I’algorithme @tudig@ ici.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abord@ les principaux domaines du traitement d’images, et plus
particulitrement le recalage d’images. Nous tentons ici de rdsumer en quelques phrases les gldments
importants d’un processus gdngral de recalage.

Le probltme de recalage est un probltme d’optimisation dont la fonction objectif est appel@e
crittre de similaritd et mesure donc la similaritd entre les images recaler. D’une itgration
I'autre, I'image mouvante tente d’approcher I'image xe via I'application d’une transformation
qui peut prendre diverses formes. Le recalage peut Etre bas@ soit sur des caract@ristiques gdomg-
trigues extraites des images qu’il faut alors mettre en correspondance entre image xe et image
mouvante, soit sur des caract@ristiques lides I'intensitd des pixels. Ce choix in uence d’ailleurs le
choix de la fonction de similaritd. Finalement, il est important de remarquer que nous ne pouvons
pas appliquer la transformation telle quelle  I'image mouvante ; une interpolation pr@alable est
indispensable.

La premikre @tape d’un recalage est donc le choix de la m@thode. Cela comprend le type d’at-
tributs, le crittre de similaritg, la mg@thode d’interpolation, la m@thode d’optimisation et le type
de transformation. Ensuite, on peut lancer le processus itdratif, dont une itgration quelconque est
donnfe par les @tapes suivantes :

Calcul du crittre de similaritd quanti ant la ressemblance entre les deux images;
Calcul d’une nouvelle transformf@e T ;
Interpolation de I'image mouvante pour obtenir une image continue;

o e

R@@chantillonnage de I'image mouvante pour obtenir les intensitds de I'image mouvante trans-
form@e par T.






Chapitre 3

B-splines et interpolation pour le
recalage d’images

Nous nous intfressons dans ce chapitre de plus prts la thdorie de ce que nous mettrons en
application plus loin dans ce m@gmoire, savoir tout ce qui a trait I'interpolation dans le cadre du
recalage d’images. Plus pr@cisdment, la technique qui retient ici notre attention est I'interpolation
par bases splines, aussi appel@es B-splines.

Commen ons par rappeler le problktme d’interpolation que nous avions d?@ ni la Section 2.4.
Soit d la dimension de I'image interpoler. Nous cherchons alors interpoler I'image mouvante
par une fonction X
f(x) = o (x k) 8x2RY; (3.1)

k2zd
og la fonction doit dans I'id@al poss@der les propridtds de support local, de sym@trie, de sgpara-
bilitd et de partition de I'unitg.

La premitre partie de ce chapitre introduit tout d’abord les B-splines en une dimension, en
gardant toujours I’esprit que nous cherchons des fonctions qui soient de bonnes candidates pour
jouer le r le de . Nous montrons ensuite comment adapter cette th@orie au cas multidimension-
nel, avant d’aborder quelques r@sultats importants. Finalement, un cas particulier des B-splines
est envisag@ : celui des B-splines cubiques noeuds uniform@ment espacds.

Une deuxitme partie de ce chapitre est consacr@e la construction concrite et impl@mentable
d’une m@thode d’interpolation par B-splines. Nous introduisons d’abord pour cela les bases de la
th@orie du signal, avant d’adapter ces notions I'interpolation par B-splines.

3.1 Les B-splines

Nous abordons dans cette section les splines et B-splines, fonctions d’une importance capitale
dans ce m@moire. Nous voyons tout d’abord les d@ nitions basiques menant aux B-splines uni-
dimensionnelles puis multidimensionnelles avant d’aborder leurs propri@tds les plus int@ressantes
ainsi qu’un cas particulier de B-splines. Les r@sultats pr@sentds dans cette section sont inspir@s de
[43], [45] et [47].

3.1.1 Premitres d@ nitions

Pour introduire les B-splines, il nous faut d’abord d@ nir formellement les polyn mes et les
splines [43].

35
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D@ nition 3.1 (Espace des polyn mes). L’espace des polyn mes d’ordre n est d@ ni par
xXn .
Pn="p(x):p(x) = cx'; ci;:ien; X2 Rg
i=0
Thgortme 3.1. Pour un el a donng, les fonctions
L(x a):nx at

forment une base de Pp.

D@ nition 3.2 (Espace des splines). Soit [a;b] un intervalle ni ferm@ et soit
=fxigl, aveca=xXo<X; <:::<Xg<Xgs1 =D
une partition de [a;b] form@e de k + 1 sous-intervalles
i = [Xi;Xi+1[; 1=0;1;:::;k 1 et I =[xk Xk +1]:
Soit n un entier positif et soit N = (ny;:::;nk) un vecteur d’entiers tels que 1 nj n+1,

i=1:2::::k.
Dts lors, on appelle I'espace

S(Pn;N; ) =fs:9sp;:::;5¢ 2Py tels que s(x) =sij(x) 8x 2 I;; i=0;1;:::;k;

Une fonction spline est donc une fonction polyn miale par morceaux n  n; fois continBment

pr@cise de la nature d’une spline via le contr le du caracttre lisse de la spline aux noeuds de raccord.
Dts lors, si par exemple ny = n + 1, il n’y aura aucune contrainte sur le caracttre continBment
ddrivable et la spline pourra trts bien Etre discontinue, et donc non dd@rivable, au noeud Xx;. A
I'autre extrEme, si ny = 1, la fonction spline sera aussi lisse qu’elle peut I'Etre au noeud x;. Pour
I’ordre 3 par exemple, la spline sera deux fois continBment d@rivable.

=
Thdortme 3.2. Soit K = n;. Alors S(Pn; N; ) est un espace vectoriel linfaire de dimension
i=1

n+1+K.

Maintenant que nous connaissons la dimension de I'espace des splines, il est possible de lui
associer une base. Le but ici est de rechercher des fonctions adapt@es pour jouer le r le des fonctions
dans I'dquation (3.1) qui, pour rappel, gtait donnge par

X
f(x) = ck X k) 8x2R;
K2z

pour le cas unidimensionnel que nous @tudions ici. Notons que si nous choisissons une base de
I’espace des splines comme fonctions , I'interpolant T sera alors une spline.
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De manitre logique, nous avons
Pn S(Pn;N; )

c’est- -dire que tout polyn me d’ordre n est une spline d’ordre n. De plus, par le thdortme 3.1, les
fonctions

forment une base de I’espace des polyn mes d’ordre n, Py, et peuvent donc @galement Etre inclues
dans une base de S(Pn; N; ). Par le thdortme 3.2, il nous reste donc K gldments trouver pour
compl@ter la base.

Il est en fait possible de montrer que
n _ n joni 1k
i () = (X Xi)+ i=0iz0’
09 Xp =@, Nng =n et

(

x Yh=6 W Yy §>0 (x y)= six y 0.

six y<o0 '
forme une base pour S(Pn; N; ) [43].

Dts lors, une spline s peut s’@crire de manitre unique sous la forme

K 1
s(x) = Cij i;j(X)
i=0 j=0
X X 1 -
= cij(x  xi)t I
i=0 j=0

Cependant, pour beaucoup d’applications num@riques, dont le recalage d’images, cette base n’est
pas iddale. Rappelons en e et que les propridtds que devraient poss@der la fonction pour un cof3t
de calcul moindre incluent le support local et la sym@trie. Celles-ci ne sont pas respectfes par les
fonctions de base d@ nies ci-dessus, qui ne sont dts lors pas de bonnes candidates. Or il serait
possible, la place, d’utiliser une autre base de S(Pn;N; ), d@ nie localement et permettant
ainsi, pour chaque @valuation de I'interpolant, de n’utiliser que quelgues @l@dments de la base. C’est
ici qu’interviennent les fonctions B-splines.

D@ nition 3.3 (Di @rence divisge). Soient des points t;  ::: tr+1 et soit ¥ une fonction. La
di @rence divisde d’ordre r de T sur les points ty;:::;t,+1 est alors d@ nie rdcursivement par
it ]F O [t t]F
[tlv - ;tr+1]f — [ 2 r+l] [ 1 r]

trv1 U
si t; & ty+1. Si t; =ty 41, alors

fO(t

it = ()

D@ nition 3.4 (B-spline). Soit

Y1 Yo Y1 Y2
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une suite de nombres rdels. Soient i et n > 0 des entiers. La fonction

BI(x) = ( D™ yistinYienead(X Y)Y si Vi < Yienei
0 sinon

Nous voici donc avec une premitre d@ nition des B-splines, assez g@n@grale. En r@alitd, nous ne
travaillerons pas avec ces fonctions mais bien avec les B-splines normalisfes, donn@es par

N'(X) = (Yien+1  Yi)B{'(X):

L’avantage est qu’elles posstdent certaines propridtds int@ressantes qui nous seront utiles, telles que
la partition de I'unitd.

A partir de maintenant, c’est ces fonctions normalis@es que nous ferons r@f@rence lorsque nous
@voquerons les B-splines. Nous avons  pr@sent tous les outils en main pour d@ nir une nouvelle
base de I'espace S(Pn; N; ).

D@ nition 3.5 (Partition Jtendue). Soient a < X1 < Xp < .. < Xk <bhetl nj n+1,
i=1;2;:::;k. Soient

Y1 Y2 i Yon+k+2

tels que

Yi 0 Yne1 & D Ynak+2  IIYon+K+2
et

Yn+2 Yn+K+1 = l_y{-z1_x}, B k_'{'Z’_XhG :

ni Nk

Dts lors, ~ = fyig2"*K*2 est une partition gtendue assocife  S(Pn;N; ), 08 N = (ng;:::;nk)
et = fXxigi;.

Thgortme 3.3. Soit ~ = fy;gi""**2 une partition gtendue assocife S(Pn;N; ). Supposons
que b < Yon+k+2. Pour i =1;2;:::;n+ K + 1, soient

NPOO = ( D" (Visner Y15 Yienaal(X - V5 @ x b
les fonctions B-splines d@ nies sur I'intervalle [a;b]. Les fonctions fNi”gi”;LlK+l forment alors une

base pour I’espace S(Pn; N; ).

Remarquons qu’une B-spline N{" est d? nie sur n+ 2 noeuds. La base fNi”gi”jlK+1 est donc bien

locale. Notons @galement que la pr@sence de la condition

b < Yon+k+2

est dRe au fait que I'intervalle Iy = [Xk;Xk+1], i.e. le dernier sous-intervalle de [a;b], est ferm@.
En e et, pour que la B-spline N1, ., appartienne bien I’ensemble S(Pn;N; ), il faut, par la

pas le cas au point b de I'intervalle Ix. En e et, ladi @rence divisde d@ nissant la B-spline s’annule
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en b, provoquant une discontinuit? sur I'intervalle [Xy; Xk+1]. 1l est cependant possible de d@ nir la
B-spline N7, «; au point b, si b = yn+k+2 =1 = Yon+k+2, par

Notk+1(0) = Xllirp Nk +1(X):
De cette fa on, le th@ortme 3.3 reste valable pour b = ynik+2 =1 = Yon+Kk+2.

Nous avons donc construit ici une base locale pour I'espace des splines S(Pn; N; ) et d@ ni par
I -mEme les fonctions B-splines. Pour I'instant, ils semblerait que ces fonctions puissent Etre de
bonnes candidates pour puisqu’elles sont support ni; les autres propridtds dgsirables restent
ndanmoins encore Vv@ri er.

Dans la section suivante, nous nous int@ressons la g@dn@ralisation des r@sultats obtenus ici au
cas multivarid.

3.1.2 Le cas des B-splines multivariges

Les sections prdc@dentes ont pr@sentd di @rentes d@ nitions et propridtds des B-splines unidi-
mensionnelles. Nous allons voir pr@sent comment @tendre ces notions au cas multidimensionnel,
puisque nous n’utiliserons dans ce travail que de telles fonctions. En e et, une image est une fonc-
tion au minimum bidimensionnelle.

Supposons que nous souhaitions travailler dans un espace de dimension d. Pour obtenir un espace
des splines multidimensionnel, nous allons utiliser le produit tensoriel. Donnons pour commencer
quelgues d@ nitions et r@sultats gdn@raux ce sujet [43].

espaces lingaires de fonctions X; ¥ R og Xj, i = 1;:::;d, sont des ensembles quelconques. Pour
tout u; 2 U;, la rigle

W(X1; X250 Xq) = Uur(X)u2(X2) i iiug(Xq);  (X1;Xo;::::Xq) 2 X1 Xo Xd;
dd nit une fonction sur X; X, ::: Xqg que I’on appelle le produit tensoriel de uq;uy;:::; ugq,
d@notd par
o
Up Ux ::: ug ou ui:

i=1
De plus, I’ensemble de toutes les combinaisons linfaires nies des fonctions d@ nies sur X1 X

Xg delaformeu; ux ::: uq, pouru;2Uj (i=1;:::;d), est un espace linZaire appeld
produit tensoriel des espaces Uq;:::;Uq et est donn@ par
e} X1 Xd
Ui = i in;iaUnjs (X1) 110U (Xa) 0 isie 2 R Uiy 2 U5 Ugiiy 2 Ug;
i=1 =1 ig=1

= Sspan Ul;jIUZ;jZZZZUd;j o ] .
R T PR P
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Th@ortme 3.4 (Dimension de I’espace produit tensoriel). Soient d 2 N et Uj;Uy;:::;Ug des
espaces linfaires de fonctions valeurs dans R. Alors

o
dim Ui =dim(Uy)dim(Uy) ::: dim(Ug):
i=1

Adaptons pr@sent ces r@sultats aux fonctions splines. Soient i, un entier tel que 1 i d,
[ai; bi] un intervalle ni ferm@ et n;, un entier positif. Supposons alors que
i = fai = Xjo < Xin <111 < Xik+1 = big
est une partition de [a;; bi] et que
=MiinNik);, 1 nig nmi+1 j=1,2000K

Par le thgortme 3.2 nous savons alors que les espaces S(Pp, ; Nj; i) sont de dimension n; + K; +1,
R

og Kj = Ni;j. De plus, si bj < Yon,+k;+2, alors par le thgortme 3.3,
i=1

n.+K.+1

S(Pn;Ni; i) =span N (xi)

Nous sommes donc ici en possession de d espaces lindaires de splines, sur base desquels nous allons
pouvoir construire un espace multidimensionnel de dimension d via la d@ nition 3.6. Consid@rons
cette n, pour i =1;:::;d, les partitions @tendues respectivement associfes aux partitions ; :

2n; +K; +2
I_fyljg | i

avec

Yie D Vim+1 o @i bi Yim+ki+2 11D Vien 4K +2
et

Yiini+2 10 Yin+Ki+1 = f(i;li :{':;Xi;}; o ;f(i;ki ; Z'Z;Xi;k}i

z {7~
ni: 1 Nijk
Soient les ensembles de B-splines normalis@es fNI k¥ gJ”'_“IK' *1 associgs aux partitions Jtendues ~

i=1;:::;d.
D@ nition 3.7 (B-spline produit tensoriel). Pour tout iq;:::;ig tel que 1 5  nj + Kj + 1,
j=1;:::;d,

Ni;:ig (X1 25 %a) = NI () Ng§, (Xa)
est appel@ B-spline produit tensoriel.

Nous pouvons pr@sent utiliser la dg nition 3.6 pour obtenir un produit tensoriel d’espaces de
splines.

D@ nition 3.8 (Espace des splines produit tensoriel). L’espace des splines produit tensoriel est
d? ni par

n1+K1+1;:::;nd+Kd+1_

S

S(Pn;Ni; i) =span N} (x1) Ngi (xa) ;
i=1
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Par les th@ortmes 3.2 et 3.4, il appara t que I’espace S est de dimension

Y
(nj + Kj +1):
i=1

Notons @galement qu’une spline s de I’espace S est d@ nie sur I’ensemble

Nous avons donc nalement vu, dans cette section, qu’il est trts simple de passer de B-splines
unidimensionnelles des B-splines multidimensionnelles gr ce I'usage du produit tensoriel. No-
tons que les B-splines respectent ainsi la proprigtd de s@parabilitd, propridtd voulue pour la fonction

gue nous avions introduite dans la Section 2.4.

Les r@sultats pr@sent@s dans la suite de ce chapitre sont donn@s pour le cas d’une dimension
unique puisqu’il est facile de ramener les B-splines multidimensionnelles des B-splines unidimen-
sionnelles.

3.1.3 B-splines noeuds uniform@ment espac@s

Nous avons vu, au Chapitre 2, Section 2.4, que I'interpolation dans le cadre du recalage d’images
s’e ectuait via la transformation inverse a n de pouvoir interpoler patir de points rggulitrement
espac@s, comme I'indiquait la gure 2.4. Si I'on interpole une image I'aide de B-splines, cela se
traduit par I'usage de B-splines ayant des noeuds uniform@ment espacds, c’est- -dire, en reprenant
les notations de la Section 3.1.1 :

Y1 <Y2 <IlI<Yom+K+2

et
9h2Rtelque8i2fl;::;2n+ K +1g:yj+1 VYi=h:

Les B-splines normalisfes noeuds uniform@ment espac@s sont dites B-splines uniformes. Nous les
noterons

Dts lors que nous considdrons des noeuds uniform@ment espacfs, il est possible de g@ndraliser
la d¢ nition de B-spline donn@e pr@cgdemment. En e et, les B-splines uniformes ne sont que des
translations mises I’@chelle I'une de I'autre, comme illustr@ par la gure 3.1 pour I'ordre 3, crgde

I'aide de Matlab [32], comme tous les graphes de ce travail. Mathgmatiguement parlant, cela
signi e que I'ggalitd

— X Vi
rpy= n XY

est v@ri fe. Cette proprigtd nous permet ainsi de d@ nir une B-spline dite de r@f@rence, ind@pen-
dante de I'indice i mais aussi de h en consid@rant sans perdre de g@n@ralitd que h vaut 1.

Nous pouvons ainsi donner une formulation des B-splines uniformes trts gdngrale. Celle-ci, ex-
primfde la d@ nition 3.9, peut Etre construite gr ce une expression particulitre des di @rences
divis@es lorsque tous les noeuds sont distincts [43], donn@e par le th@ortme suivant.
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Figure 3.1 Di @rentes B-splines cubiques noeuds uniform@ment espacds

Th@dortme 3.5. Si les noeuds ti;:::;tr+1 sont distincts, alors la di @rence divis@e d’une fonction
T en ces points peut Etre exprimfe par
Xi_l f t:
it itlf =
R G )]
=1
j&i

D@ nition 3.9 (B-spline uniforme). Soit n 2 N. Une B-spline uniforme de degr? n est le polyn me
par morceaux |
L _ !
ey — (DY n+l

W= =

- i

(x D

i=0

8X 2 R, 0g !
n+1 (n+1)!

i (n+1 )il

Nous remarquons cependant, via la courbe bleue (au centre) de la gure 3.1, que la B-spline de
réfdrence que nous venons de d@ nir n’est pas sym@trique par rapport I’axe x = 0. Comme dgj
vu, c’est une proprigtd souhaitable ; nous pouvons d@ nir la B-spline de r@fdrence de manitre symg-
trique gr ce I'introduction d’un simple d@calage. Les B-splines seront ainsi symg@triques partout
sauf aux noeuds de raccord. Pour le cas cubique, on obtient la courbe rouge ( gauche) de la gure
3.1. C’est avec ces fonctions que nous allons travailler.

D@ nition 3.10 (B-spline uniforme symg@trique). Soit n 2 N. Une B-spline uniforme sym@trique

de degrd n est le polyn me par morceaux
!

(1) n+1 n+1
n! i (x+

X—O—l

()=

i=0

()R
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8Xx 2R, 0g I
n+1 (n+1)!
i (n+1 il

Pour former une base de S(Pn;N; ) [I'aide des B-splines ainsi d@ nies, il su t donc de prendre
I’ensemble des B-splines shiftdes "(: k), k 2 Z, non nulles sur une partie au moins de I'intervalle
[a; b]. De plus, nous pouvons consid@rer que les coe cients cx d’interpolation sont donn@s par une
fonction discrtte ¢. Nous aurons donc par extension qu’une spline s d’ordre n peut s’exprimer de
manikre unique par X
s(xX)=  c¢k) "(x Kk): (3.2)

k2Z

Maintenant que nous avons d@ ni de manitre d@ nitive les fonctions B-splines que nous utilise-
rons dans par la suite, int@ressons-nous leurs propridt@s. Un r@sultat trks important, en particulier,
est que les B-splines peuvent Etre obtenues r@cursivement par convolution.

Th@ortme 3.6. Les B-splines d’ordre n peuvent Etre obtenues via la rdcursion

n(X): n 1 O(X)=|0 0 {Z O(X?,

(n+1) fois

og ddsigne le produit de convolution.

Notons que, via la d@ nition 3.9, il est facile de voir que la B-spline d’ordre 0 est d@ nie par

(
HE Y 1
)= + Sz X<z

0 sinon.

Nous obtenons donc bien une fonction d’ordre 0, de type palier et discontinue. De manitre g@nfrale,
une B-spline d’ordre n est une fonction polynomiale par morceaux, compos@e de n + 1 parties et
dg nie sur n + 2 noeuds.

Les B-splines sont des fonctions trks utilisfes en analyse num@rique, notamment de par certaines

de leurs propri@t@s. Nous reprenons ici les plus importantes, dont certaines ont dgj @td @voqudes
prdcddemment [43].

Proprigtd 3.1. Soit " la B-spline de rdfdrence d’ordre n, d@ nie sur les noeuds uniform@ment

(B

. Support local : "(X) =0 8X 2 [y1; Yn+2];
2. Positivitd : 8x 2 R; "(x) 0;

3. Continuit? et di grentiabililitg : "2Cc" 1;
4. Partition de I'unitd : P "x i)=1.

i2Z

Les points 1 et 4 de la proprigtd 3.1 con rment que les B-splines pourraient jouer le r le des
fonctions dans I'Bquation (3.1). De plus, nous avons d@j vu que les B-splines peuvent Etre sy-
m@triques et qu’elles sont sPparables. Elles sont donc nalement de bonnes candidates pour . Les
points 2 et 3 de la proprigt@ 3.1 sont eux essentiels parce qu’ils montrent I'int@rEt des B-splines
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dans I'interpolation des images. En e et, il est pratique d’interpoler une image I’aide de fonctions
positives, car on cherche interpoler des intensitds de pixels, qui sont souvent des valeurs positives.
De plus, le recalage d’images consiste en une optimisation, requ@rant ainsi, pour la plupart des
algorithmes, des d@rivations de I'image, c’est- -dire des d@rivations de son interpolant. En choi-
sissant un ordre de spline su samment @levd, nous obtiendrons donc un interpolant continBment
ddrivable une ou plusieurs fois. Remarquons que cette proprigtd est due au fait que les noeuds

donc Etre n 1 fois continBment d@rivables.

Un dernier r@sultat qui nous sera trks utile dans le cadre de ce travail est I’expression de la d@ri-
vle d’une B-spline [47]. Ce th@ortme @tant un des r@sultats phares de ce m@moire, nous avons tenu
tenter de le prouver malgr@ que nous n’ayons trouv@ aucune source reprenant la ddmonstration.

Th@ortme 3.7 (Dg@rivde d’une B-spline). La d@rivde d’une B-spline d’ordre n par rapport X est
donn@e par

@n(x)znlx_k} n 1 1
@x 2 2

8x 2 R.

D@monstration. D@montrons la formule par rdcurrence sur n.

Pas initial :
Via la d@ nition 3.9, nous trouvons qu’une B-spline de degr 1 est donn@e par

1(x):gx+1) x+1) 2x )+ 1) (x 1)
3 x+1 si 1 x<0

:B 1 X si0 x<1
-0 sinon.

Or nous avons

x+3) kD= xEDF ) ) (k1)
8

3 x+1 si 1 x<0
=_1 X si0 x<1

3 .
-0 sinon,
et I'dgalitd est donc bien vdri @e pour n = 1.
Pas de r@currence :
Supposons maintenant que I'@galitd soit vdri @e pour m=1;:::;n 1 et ddmontrons-la pour
m = n. Utilisons pour cela le th@ortme 3.6 ainsi que la rkgle de ddrivation d’un produit de
convolution.
@ n(X) _ @ n 1 0
i = X )09
@ n 1
= ® (;

@x
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par rtgle de d@rivation d’une convolution. Il en d@coule que

z
@ N(x +1 @ n 1
@)E) = S 0(t) dt
— n 2 } n 2 } 0 .
= X t+2 X t > (t) dt;

z z
0 "(x) 1 n 2 0 1
= t+ = t) dt n 2 t = o)dt
o . X > ® . X > ®
= ("7 yx+s ("2 9x
n 1 n 1 1

par le th@ortme 3.6.
]

Nous pouvons dts lors d@duire du th@ortme 3.7 et de (3.2) que la d@riv@e d’une spline d’ordre n
est donnde par

X n
s
e L
k2Z
X n 1 n 1 1
= + = -
Ck X k > X k 5
k2Z
X X 1
= ¢ "!'x k+: cknlxkE
k2Z k2z
X 1 X 1
= ¢ "!x k+> a1 " lx k+2
k2Z k2z
1
= (& &) "tx k+§ ; (3.3)
k2Z

Il nous faut cependant garder en tEte que le cas multidimensionnel est un peu di @rent; par la
proprigtd de s@parabilitd des B-splines, nous pouvons @crire une spline d’ordre n et de dimension
d sous la forme

X X
S(X1; 5 Xg) = L Ckykg (X1 K)iit "(Xa Kka);
ki2Z  kq2Z

et sa ddrivde par rapport X; est donc donnfe par

&(Xli:iiixd)z o Ckinkg 02 ki) " 1 ki )Di "(Xix1 Kiw1):n "X Ka);
! Ki2Z ky42Z
(3.4)
00 .
D|= n1X| ki+7 an| k| —
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3.1.4 Les B-splines cubiques

Dans ce travail, nous nous concentrons sur les B-splines d’ordre 3. Elles consistent en e et en un
bon compromis entre temps d’ex@cution, qualitd d’interpolation et complexitd de calcul. De plus,
elles sont deux fois continBment d@rivables. Les B-splines d’ordre 3 sont d’ailleurs trts utilisges
dans les domaines du traitement d’images et du traitement du signal.

Calculons I'expression d’une B-spline d’ordre 3 via la d@ nition 3.10 :

(%)

L+’ (x+ D+l r D) (+ D) ()

s 2 D x DEEx 2 (x 2
8 3 6
0
% I (x+2)?®
F(x+2?°® Z(x+1)3
Tx+2?% Z(x+13+x8
T (x+2°® Z(x+1P+x® Z(x 1)
L T L R K¢
F(x+2)3 si 2 x< 1
3% 66X si 1 x<0
3 2
37 X7 +4 si0 x 1
6
% @2 xp? sil x<2
0 sinon.
La B-spline obtenue est reprdsent@e la gure 3.2.

Utilisons

2)3

six< 2
si 2
si 1
si0 x<1
sil x<2
si2 X

x< 1
X<0

prdsent le th@ortme 3.7 pour d@terminer I’'expression de la d@rivde d’une B-spline
cubique. Par la d@ nition 3.9, nous trouvons que

1
2 = X+
00 =7 x

et donc, par le thdortme 3.7,

@ () 2
@x

3 2
2

X+
2

x+o 34l
2 2
1 1 3
2 2 2
1
2 J—
X3

- %(X+2)2 (x+2) 2(x+1)? (x+1)+3x2 (x)

2(x 1) (x 1)+%(x 2?2 (x 2):
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Figure 3.2 B-spline cubique

En d@veloppant, nous trouvons nalement

8
% (x+2)? si 2 x< 1
w si 1 x<0
: @i?() = 7)((3)(2 ) si0 x 1
71 (x 2)? sil x<2
0 sinon.

La gure 3.3 illustre la ddriv@e d’'une B-spline cubique.

3.2 Interpolation par B-splines pour les images

Dans cette section, nous allons voir comment interpoler optimalement une image partir des B-
splines d’ordre 3. Comme nous I’avons d@j rappel@ en dgbut de chapitre, le but est de ddterminer
une fonction f de la forme (3.2). Gr ce [I'introduction des B-splines la section pr@c@dente, le
probltme peut maintenant s’@crire

X
f(x) = c(k) "(x k) 8x2R%
k2 zd

og seule la fonction c est inconnue, i.e., les coe cients cx d? nis par (3.1). Cependant, nous avons
vu que les B-splines respectaient la propridtd de s@parabilitd. Une interpolation d-dimensionnelle
peut donc CEtre divis@e en d interpolations unidimensionnelles, ce qui alltge la fois les calculs et le
coldt. La proc@dure concrtte peut Etre expliqu@e pour le cas 2D via I'@quation suivante, provenant
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Figure 3.3 Dfriv@e d’une B-spline cubique

de la proprigtd de s@parabilitd des B-splines :

X X _ _
s(x;y) = Gj "(x i) "y J)
i2Z j2z
X
= "x ) ¢ "&v J)
i2Z j2z
X
= ci(y) "(x i)
i2Z

P
og ci(y) = cij "(y ). llsu talors de calculer les coe cients d’une interpolation 1D selon

i2z
x et d’utiliser ensuite les valeurs obtenues comme signal connu pour interpoler en 1D selon la
direction y : X
j— n 3)-
)= cij "¢y J)
i2z

Les coe cients trouvds sont ainsi les cjj que I'on cherchait au ddgpart [45]. Cet exemple 2D est
g@ndralisable n’importe quelle dimension d.

Nous pouvons donc r@duire le probltme au cas unidimensionnel :

X
fx)= ck) "(x k) 8x2R: (3.5)
k2Z

Le but de cette section est de d@crire une m@thode e cace pour le calcul des coe cients cy,
k 2 Z. L’approche que nous adoptons ici est bas@e sur le traitement du signal. La premitre partie
de cette section introduit donc la th@orie du signal, tandis que la deuxitme reprend pas pas la
construction de la m@thode d’interpolation par B-splines.
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3.2.1 Introduction au traitement du signal

Pour construire la m@thode d’interpolation que nous utiliserons dans ce travail, il nous faut uti-
liser les bases de la th@orie du signal. Le but de cette sous-section est de les introduire, mais nous
n’abordons pas toutes les notions incontournables de la th@orie du signal, uniqguement ce qui est
indispensable pour la construction de notre m@thode d’interpolation. L’essentiel de cette section
est bas@ sur [24] et [44].

Dans un premier temps, nous voyons les notions basiques relatives aux signaux et aux systtmes.
Nous introduisons ensuite ce qui a trait aux Itres et au domaine frgquentiel.

Signaux et systtmes

Avant toute chose, il nous faut pr@ciser formellement ce qu’est un signal. Le mot signal est peu
prdcis; il peut Etre d@ ni de beaucoup de fa ons di @rentes. La d@ nition choisie ici est celle de M.
Kunt [24]; elle est extrEmement large.

M. Kunt d@ nit simplement un signal comme @tant le support physique d’une information. Les
ondes de lumitre, par exemple, sont des signaux permettant de nous apporter de I'information vi-
suelle. Math@matiguement parlant, un signal est repr@sent@ par une fonction d’une (ou plusieurs)
variable(s). Cette variable est trks souvent le temps, mais pas toujours. L’exemple qui nous vient

I’esprit dans le cadre de ce travail est bien sRr I'image ; une image est un signal fonction de deux
variables au moins dont aucune n’est le temps puisqu’il s’agit simplement de variables repr@sentant
le systtme de coordonn@es de I'image.

A partir de | , il est possible d’imaginer di @rents types de signaux. Pour commencer, il nous
faut remarquer que les variables dont d@pend un signal peuvent Etre continues ou discrttes. Dans
le premier cas, le signal est dit analogique ; dans le second, il est dit @chantillonn@. L’amplitude du
signal peut @galement Etre continue ou discrtte. Un signal analogique avec une amplitude discrtte
est ainsi dit quanti @ tandis qu’un signal @chantillonng@ ayant une amplitude @galement discrtte est
dit num@rique. La gure 3.4 montre des exemples des quatre types de signaux envisaggs.

Figure 3.4 Classi cation des signaux [9]
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Notre exemple d’image est clairement celui d’un signal num@rique. Lorsque nous @voquerons un
signal par la suite, nous ferons donc concrttement r@f@rence une suite de valeurs num@riques. Les
signaux num@riques peuvent poss@dder di @rentes proprigtds. Citons ici celles susceptibles de nous
int@resser :

Un signal peut Etre valeurs r@elles (signal r@el) ou complexes (signal complexe).
Un signal est dit pdriodique de p@riode P si I’'on a, pour toute valeur de k,

X(k) = x(k +P):

Un signal est  longueur limite s’il n'est d@ ni qu’en un nombre ni N de points tel que,
pour un certain entier ko,

Xx(k) pourkg k ko+K 1

x(k) = .
0 partout ailleurs.
Un signal est dit ddterministe si son @volution peut Etre parfaitement pr@dite math@matique-
ment. Si ce n’est pas le cas, il est dit alZatoire.

Les signaux peuvent Etre gdn@r@s de plusieurs manitres. Il est tout d’abord possible de g@ndrer
une suite de nombres et d’ensuite faire correspondre ceux-ci un @chantillon de la variable indg-
pendante. Un signal num@rique peut aussi Etre form@ gr ce [I’obtention de mesures d’une certaine
grandeur physique e ectu@es des intervalles rgguliers de temps (ou fonctions d’une autre variable
discrtte bien sBr). Ensuite, les signaux ddterministes peuvent bien sBr Etre repr@sentds via I'utili-
sation d’une fonction math@matique, ou encore par une relation de r@currence qui y correspond.
Par exemple, le signal repr@sent@ par

x(k) = 2x(k 1)

avec x(0) = 1 est gquivalent
2k sik 0

X(k) =
() 0 sinon.

Avant de continuer, donnons I’expression de deux signaux trts courants :

Le signal impulsion est donn@ par

(
1 ik=0
d(k) = g
0 sinon.
Le signal saut unitd est d@ ni par
( 1 ik 0
w(k) = g
0 sinon.

Notons que le signal impulsion nous permet notamment d’@crire n’importe quel signal sous forme

de la s@rie
%1

x(k) = x(d(k 1); (3.6)

=1
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pour tout entier k. En e et, par d@ nition, I'impulsion d(k 1) n’est non nulle que pour | = k.

Maintenant que nous avons d@ ni plus pr@cisdment les signaux, nous pouvons aborder le trai-
tement du signal. En e et, les signaux doivent g@n@ralement Etre traitds pour que I’'on puisse en
extraire de I'information. Ces traitements sont e ectuds par ce que I'on appelle des systtmes. En
pratique, un systtme optre sur un signal d’entr@e et produit, en sortie, un signal sous une forme
plus appropride pour I'utilisation que I’on souhaite en faire. Ce signal de sortie est en fait appel?
rdponse du systtme. Une r@ponse bien connue est la rdponse impulsionnelle ; celle-ci, notge g, est
simplement la r@ponse du systtme pour un signal impulsion en entrge.

Les systtmes peuvent Etre class@s paralltlement aux signaux. Ainsi, les systtmes num@riques sont
les systtmes agissant sur un signal num@riqgue donn@ en entr@e et produisant en sortie un signal nu-
m@rigue @galement. Math@matiquement parlant, un systtme est repr@sentd par une transformation
ou un op@rateur fonctionnel S op@rant sur un signal d’entr@e x(k) pour le transformer en signal
de sortie y(k) :

y(k) = S[x(K)]:

Plus concrttement, un op@rateur est simplement une @quation (ou systtme d’@quations) repr@sen-
tant la relation entre x(k) et y(k).

Tout comme pour les signaux, il existe plusieurs fa ons de caract@riser un systtme. Nous en
donnons ici quatre :

Un systtme est dit causal si I’'op@rateur S associ@ ne ddpend que des valeurs passdes et prdsentes
du signal d’entrfe. Par exemple,

y(K) =x(K) +x(k 1)

est causal mais
y(k) = x(k) +x(k + 1)

ne I'est pas. Un systtme est anticausal s’il ne ddpend que des valeurs futures du signal d’entrfe.

Un systtme est linfaire si I'op@rateur S associ@ respecte la contrainte
S[axy (k) + bxz(k)] = aS[x1 (k)] + bS[x2(k)];
0@ a; b sont des constantes et X1; X, sont des signaux d’entrde.

Un systtme lingaire est dit invariant s’il ne varie pas sous translation, i.e., pour tout entier k,

y(K) =x(K) > yk ko) =x(k ko);

pour Ko un entier quelconque.

Un systtme lingaire invariant est stable si sa rdponse impulsionnelle g(k) satisfait la condition

suivante :
%1
jgk)j < A 3.7
k=1

Ici, nous nous int@resserons particulitrement aux systtmes lindaires invariants car ce sont ceux
que nous utiliserons pour I'interpolation par B-splines. Un tel systtme peut Etre @crit sous une forme
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particulitre gr ce I’expression (3.6). En e et, par linfaritg puis par invariance d’un systtme S,
nous avons

" #
Xl
y(k) =S x(d(k 1)
x1I=l
= x(DS[d(k D]
=1
xl
= x(Dg(k 1): (3.8)

=1

Cette repr@sentation d’un systtme lindaire invariant est trts utile pour montrer di @rents r@sul-
tats. Le th@ortme qui suit est d’ailleurs bas@ dessus, mais nous ne dgtaillons pas ici le processus
de d@monstration [24].

Th@ortme 3.8. Tout systtme linfaire invariant peut Gtre contraint Etre causal.

Ce thdortme permet I'introduction d’une autre manitre de repr@senter un systtme linfaire inva-
riant. Celle-ci est donnge par I’'dguation aux di @rences, i.e.,

X <
any(k n)= bmx(k  m); 3.9

n=0 m=0

og les coe cients a5, n = 0;::;; N, et by, m = 0;:::; M, sont constants et N; M sont des entiers
positifs. A partir de | , nous pouvons d@ nir I’ordre d’un systtme lin@aire invariant par

max(M; N):

Filtres num@riques et domaine frgquentiel

Nous abordons ici les Itres numg@riques, qui sont des systtmes particuliers. Nous donnons aussi
quelques d@ nitions et r@sultats concernant les transform@es en z et les fonctions de transfert, des
fonctions d@ nies dans le domaine frgquentiel et non le domaine temps [24].

D@ nition 3.11 (Filtre num@drique). Un Itre num@rique (ou digital) est un systtme numg@rique
lindaire invariant utilisd pour modi er la distribution frfquentielle des composantes d’un signal
selon des spdci cations donn@es, en utilisant des op@rations arithm@tiques de prdcision limitde.

Si cette d@ nition semble un peu complexe, elle peut Etre assez simplement r@sumf@e en disant
gu’un Itre num@rique est un systtme lin@aire invariant op@rant sur un signal discret dans le but
d’en garder uniquement la partie qui nous int@resse, ou encore de le transformer en un signal ayant
certaines proprifdtds voulues.

Les Itres num@riques sont souvent classi @s en fonction de la durfe de leur r@ponse impulsion-
nelle. Il y a dts lors deux types de Itres :

Les Itres rdponse impulsionnelle nie (FIR) posstdent une r@ponse impulsionnelle de durfe
nie. Celle-ci est donc un signal dur@e limitfe, la rdponse impulsionnelle nit par s’annuler.
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Les Itres rfdponse impulsionnelle in nie (IIR) posstdent une r@ponse impulsionnelle de du-
rde in nie. Il existe donc une in nit@ de valeurs k pour lesquelles g(k) & 0.

Thgortme 3.9. Soit un Itre FIR et g sa rponse impulsionnelle. Si pour tout entier Kk,
j9(k)j < +1;

alors ce Itre est stable.

En pratique, les Itres FIR sont quasiment tous stables.

Nous introduisons maintenant des fonctions trts int@ressantes dans le cadre du Itrage : les
transformdes en z.

D@ nition 3.12 (Transform@e en z). La transform@e en z, X(z), d’un signal x(k), est dg nie par

xl
X(z) = x(K)z ¥ (3.10)
k=1

0@ z est une variable complexe et X(z) une fonction complexe de z. La notation
X(z) = Z[x(K)]

est utilisde.

Proprigtd 3.2. La transform@e en z respecte les proprigtds suivantes :
1. Lindaritd : Z[axy(k) + bxa(k)] = aX1(z) + bX>(2).
2. Docalage : Z[x(k j)]=z IX().
3. Convolution : Z[x; X2(k)] = X1(z2)X2(2).

Un autre outil essentiel, bas@ sur la transform@e en z, est la fonction de transfert. Nous @non ons
@galement un r@sultat sur cette fonction dont nous aurons l'utilitg lors de la construction de la
m@thode d’interpolation par B-splines [24].

D@ nition 3.13 (Fonction de transfert). Soit un systtme linfaire invariant transformant un signal
d’entrfe x(k) en un signal de sortie y(k), donn@ par I’dquation (3.8), i.e.,

Xl
x(Dg(k  1): (3.11)

=1

En passant au domaine frgquentiel via les transform@es en z et leur proprigtd de convolution, nous
avons
Y (2) = X(2)G(2):

La fonction G(z) est appel@e fonction de transfert du systtme et est donc d@ nie comme ftant la
transform@e en z de la rdponse impulsionnelle.
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Th@ortme 3.10. La fonction de transfert d’'un Itre 1IR décrit par (3.9) est de la forme

)

bz M
— m=0 .
G(@) = T (3.12)

anz "
n=0

Nous avons pr@sent en main toute la th@orie ndcessaire pour construire notre mgthode d’in-
terpolation par Itrage. Cependant, avant d'y arriver, appliquons une partie de la th@orie vue ici
un exemple int@ressant que nous pourrons r@utiliser dans la section suivante.

Exemple 3.1. Calculons la fonction de transfert du Itre causal de premier ordre donn@ par

y(k) =x(k) +ay(k 1);

0g a est une constante quelconque. Calculons sa rdponse impulsionnelle g(k). Celle-ci est simple-
ment trouv@e en considdrant y(k) pour x(k) = d(k). Nous avons g(k) = 0 pour k < 0. Ensuite, la
rdponse impulsionnelle est donngde par

9(0) = x(0)+ay( D=1+0=1
g(1) = x()+ay()=0+a=a
9Q2) = x(+ay())=0+a*=a’

et donc, 8k 2 Z,

g(k) =2a* (k):
La fonction de transfert du Itre est ensuite donnge par la transform@e en z du rfsultat obtenu,
savoir ” " "
G@2)=Zlgk)]= & (kz k= az k= (az Y= %z

Calculons pr@sent la fonction de transfert d’un Itre anticausal de premier ordre donng par
y(k) = ax(k + 1) +ay(k + 1);

0g a est une constante quelconque. Le Itre peut Etre rddcrit sous la forme

Xt xt . x1 .
y(k)=  alx(k+j)= alxk j)= al (j Dxtk j)
j=1 j=1 j=1

et sa rdponse impulsionnelle est y(k) pour x(k) = d(k), i.e.,
gk)y=a * ( k 1)
La fonction de transfert associde ce Itre anticausal est donc donn@e par

X1 X1 X1
G(z) = Z[g(k)] = ak(k 1zk= akzk=(a)f=
k=1 k=1 k=1

L= Az .
1 az 1 az’
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3.2.2 Filtrage digital par B-splines

Dans cette partie, nous e ectuons tout le chemin jusqu’ I’obtention d’une formule nous per-
mettant, en pratique, d’e ectuer notre interpolation ([45], [46], [47], [48]).

Rappelons d’abord nouveau que nous souhaitons interpoler un @chantillon de donnfes I’aide
de B-splines de manitre obtenir une spline

X
sx)= c(i) "(x i) 8x2R;
22

cf. Section 3.2, @quation (3.5). Notons que nous avons ici remplac@ I'indice de sommation k par i
a n d’@viter toute confusion avec les notations de la th@orie du signal. Pour un signal discret et
rdel £Ff(k)g d@ ni pour k = 1A;:::;+71 d@ nissant les intensitds connues de I'image, la spline
interpolante devra notamment v@ri er
X
f(k) =s(k) = c(i) "(x i) 8k2Z: (3.13)
i2z

Bien si3r en pratique, (k) est un signal durfe limitge ; nous reviendrons sur la question plus loin.

Comme le laisse pr@sager I'Gquation (3.13), nous allons devoir utiliser des B-splines discrttes (
noeuds uniform@ment espac@s). Nous d@ nissons ci-dessous un type particulier de B-splines dis-
crites dont nous aurons besoin.

D@ nition 3.14 (B-spline discrkte avec facteur d’@largissement). Une B-spline discrtte d’ordre n
avec un facteur d’glargissement m est donnde 8k 2 Z par

k
bm(k) = " m |
XY onel k(D) "k (n+D)
: n! i m 2 m 2
=0 ! ! . !
_1X(Y nwr (0t cem D
mn n! i 2 2

i=0

Pour construire la m@thode d’interpolation dont nous avons besoin, nous allons passer au do-
maine fr@quentiel a n de caract@riser au mieux les B-splines. La formule (3.13) est en fait une
convolution discrtte. Elle peut donc Etre r@dcrite sous la forme

f(k) =b7 c(k):
En passant au domaine fr@quentiel avec les transform@es en z, nous obtenons, par la proprigtg 3.2,
F(z2) = B/ (2)C(2);

og F, B et C sont les transform@es en z respectives de f, b7 et c. Nous obtenons alors

C(z) =BM2) F(2): (3.14)
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Il semblerait donc que nous puissions d@terminer les coe cients ¢ par Itrage inverse gr ce au ltre
BI'(z) 1, dit Itre spline direct d’ordre n. Celui-ci est donng@ par dg nition de la transform@e en z :

1
B?(Z) 1= b?(k)Z k:
k2z

(3.15)

Nous observons par le thgortme 3.10 que BJ(z) ! correspond la fonction de transfert d’un Itre
rdponse impulsionnelle in nie. Cela amtne donc la question de sa stabilitd. En e et, pour CEtre
utilisable en pratique, un Itre doit Etre stable.

Comme dans ce travail nous travaillons par la suite avec des splines cubiques, nous nous conten-
tons ici d’@tudier le cas n = 3. Calculons donc Bj(z) *:

1
B3 1_
l(Z) bf(k)z K
k2z
_ 1

=P -
3(k)z k
k2z

—_ 1 1 20 11

= 0+...+0+62 +§Z +62 +0+:::+0
_ 6

T Zz+4+27 1

J— 62 .

22447+ 1

. P P . .
Les p les de cette fonction sont 2 3. Notons = 2+ 3. Le deuxitme p le est I'inverse du
premier. Dts lors, nous pouvons @crire

6z
R O TR
_ 6
@z H(ED)
6

=(1 Z 9@ z): (3.16)

En red@veloppant I’expression obtenue, nous pouvons voir qu’il s’agit en fait de la fonction de
transfert d’'un Itre r@ponse impulsionnelle in nie. En e et,

6
z z1+ 2
6 z 1
ZO+(2+1)21 22

HOREE

Nous retrouvons donc bien une expression de la forme (3.12).

Via une ddcomposition en fractions simples, il est @igalement possible de redgvelopper B3(z) *
pour obtenir une expression plus claire :

Bf(z)lz(l 3y 1 St (3.17)
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Gr ce I’exemple 3.1 donnd dans la sous-section pr@c@dente, introduisant la th@orie du signal, nous

remarquons tout de suite que le terme
1

1 z1
correspond la fonction de transfert d’'un Itre causal de premier ordre, tandis que le terme
z
1 z

est clairement la fonction de transfert d’un Itre anticausal de premier ordre. Leurs rfponses
impulsionnelles, toujours via I'exemple , sont respectivement

Kk) et *(k 1)
Leur somme est donc /K et la rgponse impulsionnelle totale lige B3(z) ! est dts lors donnge par
6 o
k)= — K.
Cette fonction est une exponentielle qui dfcro t avec jkj puisque j j < 1. La gure 3.5 I'illustre

d’ailleurs. Par d@ nition, la stabilitd du Itre spline direct est donc assurfe.

Repartons pr@sent de I'§quation (3.14) en red@veloppant gr ce aux r@sultats que nous venons
d’obtenir :

C(2)=Bi(2) 'F(2)
6 F(2) + F(2)
z

@ 1 z1i'1 F@)

Pour retrouver la fonction discrtte dfcrivant les coe cients c, il nous faut revenir dans le domaine
temps. Nous allons pour cela calculer les transform@es en z inverses de chacun des trois termes
du facteur de droite puisque la transform@e en z respecte la proprigtd de lindarit? (cf. Proprigtd 3.2).

Figure 3.5 R0ponse impulsionnelle du Itre spline direct
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Transformf@e en z inverse de F(z) :

Nous noterons celle-ci (k).

F@)

Transform@e en z inverse de G1(z) := 1T 1

Observons tout d’abord que
1
G =F@)——
1@ =F@ir—5

et que donc la transform@e en z inverse de G1(z), not@e g1(k), sera le produit de convolution
entre les transformfes en z inverses respectives de F (z) et % Notons la premitre (k) et
calculons la seconde. Nous voyons d’abord que

b X1 X1
— (Zl)i= iZ i — i (I)Z i:

i=0 i=0 i=1

S
1 z 1

Dts lors, sa transformge en z inverse est simplement X (k) et nous obtenons ainsi

g = ¥ (k) fK

X1 .
= <k DF®)
i=1
Xk .
= o {OF
i=1
Transform@e en z inverse de G,(z) := 1F (Z)Z :

Le raisonnement est similaire au pr@cgdent. Nous avons cette fois
1 X1 ooxt o X < ) )
— ( Z)I — IZI — IZ I= 1 ( |)Z I;
1 z . . . .
i=0 i=0 i=1 i=1

ce qui correspond la transform@e en z de ¥ (k). Nous obtenons ainsi

Rk = (kK fK

X1

= €Dk iNF@)
i=1
X1

S {OF
i=k

Il s’ensuit que la fonction discrtte d@crivant les coe cients de la spline interpolante que nous

cherchons d@terminer est donnge par

X1 |

6 K if( i ke .
5 (i) + £(Q) () : (3.18)
COED B i=k

N@anmoins, comme en pratique nous ne disposons pas d’un signal (k) de longueur in nie, nous

c(k) =

devient ainsi I

c(k) = a 0 2 K (i) + FREG) F(@) (3.19)
i=1 i=k
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Cette formule peut ensuite Etre exprim@e rdcursivement via la cration de deux variables intermg-
diaires :

8
§ cr(k)y=Ff(k)+ c"(k 1) (k=2;::1;K)

c K)=Ff(k)+ c (k+1) k=K 1::51) -
2 o) = a : 5C 0 +e (0 )

og la variable c* (k) est I'expression du Itre causal donn@ par la premitre somme de I’expression
(3.19), tandis que la variable ¢ (k) correspond au Itre anticausal, savoir la deuxitme somme de
(3.19).

Il faut pr@sent d@ nir des conditions frontitres pour ¢c* et ¢ , c’est- -dire choisir les valeurs
¢t (1) et ¢ (K). Une pratique courante en traitement de I'image est d’@tendre le signal en miroir,
i.e.,

fl k=f(k+1) k=0;:::;K 1)

(3.20)
f(k)=FfC2K k) k=K;::2K 1),

Nous pouvons dts lors exprimer les conditions initiales sur base de ce nouveau signal. Pour ¢* (1),
nous avons par d@ nition

ct(Q) =f@)+ c*(0)
=f()+ FO)+ %c*( 1)

1
= K 1f2 k)

B { (O}
k=1

k = ko, choisi de manitre ce que ko respecte un certain niveau de prcision. Similairement, nous
avons

c (K)=Ff(K)+ ¢ (K+1)
=f(K)+ f(K+1)+ ?c (K+2)

xl

= Kf(K + k)
k=0
Xl

= KfF(K k)
k=0

ici obtenue correspond en fait c¢*(K).
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Nous pouvons maintenant conclure en donnant ici la formule nale permettant de calculer les
coe cients c. Pour un signal @tendu donn@ par (3.20), nous avons

8
ct(k)=FfKk)+ c(k 1) k=2;::1;K)
% c K)=Ff(k)+ c (k+1) k=K 1;:::5;1)
c(k) = (162)(0"(10+C (k) (k) (3.21)

ct(l) = P Lf (k)
k=1
¢ (K) =c"(K):

Une autre expression est cependant @galement souvent utilisfe. Donnfe par le thgortme qui suit
[45], elle est bas@e sur la dgcomposition du Itre spline direct en produit et non en somme, c’est- -
dire sur I’expression (3.16) et non (3.17). Cela signi e donc qu’au lieu de sommer un Itre causal
et un Itre anticausal, nous appliquons un Itre anticausal aprts I'application d’un Itre causal.

Th@ortme 3.11. Pour un signal ff(0);::;; f(K 1)g, K 2 N, ftendu en miroir, la fonction c
ddcrivant les coe cients de la spline interpolante peut Etre exprim@e sous la forme

8
3 ct(k)=Fk)+ c(kk 1) k=1:K 1)
;0= @ K+ @) K=K 2150 (3.22)
- ¢(k) =6c (k)
avec
¢ (K D=—5—C"(K D+ c"(K 2)
et
8
3 P K (k) sikeg K 1
¢ () =_ k=0
3 112'”2:103 kf(k)  sinon,
(0]} |
g .
> Tog

avec la précision ddsirde.

3.3 Conclusion

Ce chapitre a portg@ sur la construction d’une m@thode d’interpolation utilisant les fonctions
B-splines.

Dans la premikre section, nous avons ddcouvert les B-splines ainsi que les propridtds justi ant
leur usage. Citons notamment celle de s@parabilitd, qui permet de r@aliser plusieurs interpolations
unidimensionnelles au lieu d’une interpolation multidimensionnelle, r@duisant ainsi @norm@ment
le col3t de calcul. Nous nous sommes particulitrement int@ress@s aux B-splines cubiques noeuds
uniform@ment espac@s, qui constituent un bon outil pour I'interpolation d’images.
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La seconde partie de ce chapitre a traitd de la construction d’une m@thode d’interpolation par
Itrage num@rique utilisant ces B-splines, bas@e sur le fait que I'interpolant discret

X
(k) =s(k) = c(i) "(x i) 8k2Zz
2z
gtait en fait une convolution discrtte. Tout le probltme r@sidant dans la d@couverte des coe cients
Ci, i 2 Z, une formule explicite pour le calcul de ceux-ci a gtd trouvde.

Le prochain chapitre s’intdresse I’algorithme de recalage utilisg dans ce m@moire : I’algorithme
des ensembles de niveau.






Chapitre 4

Ensembles de niveau pour le recalage
d’images

Ce m@moire a pour but I'ftude de I'interpolation par B-splines pour le recalage d’images non
rigide qui, pour rappel, @tait ddcrit au Chapitre 2, Section 2.3. La m@thode de recalage choisie,
laquelle nous avons appliqu@ I'interpolation par B-splines, est appel@e m@thode des ensembles de
niveau. Ce chapitre a pour but de la d@crire.

Reprenons les notations du Chapitre 2. L’algorithme des ensembles de niveau est une m@thode
non param@trique, c’est- -dire que la transformation T recherchde pour r@soudre le probltme de
recalage

T =arg max S(I;T(J))

n’est pas param@trisde comme le serait par exemple clairement un algorithme recherchant une
translation optimale. La m@thode est de plus iconique (cf. Chapitre 2, Section 2.1) et recherche
une transformation non lingaire, i.e., une dgformation. De plus, de par sa construction, elle est
adaptde aux cas og les images recaler di trent par des dgformations locales.

Plus concrttement, I'algorithme des ensembles de niveau utilise la thgorie de I’'@volution des
courbes et sa formulation en termes d’ensembles de niveau a n de trouver une transformation
optimale pour I'image mouvante. Le champ de d@formation est en fait la solution d’une gquation
aux ddriv@es partielles (EDP) d@crivant le mouvement de I'image. Le crittre de similaritd est en
quelque sorte implicite et ancr@ dans I’algorithme : c’est lui qui dirige intrinstquement I’@volution
du mouvement et ne peut donc Etre modi @. Il n’y a donc pas usage d’une m@thode d’optimisation,
tout le processus ftant bas@ sur une EDP de mouvement cr@de pour tendre minimiser le crittre
de similarit? [35].

La premitre section de ce chapitre est consacr@e I'@tude de la m@thode des courbes et ensembles
de niveau dans un cas g@n@ral. La section suivante illustre ensuite comment appliquer ces notions
pour obtenir un processus de recalage d’images. Nous e ectuons ensuite quelgues corrections sur les
@quations obtenues a n d’obtenir un algorithme plus robuste et plus stable. En n, une r@solution
num@rique concrtte des @guations ddcrivant le recalage d’images est envisagde. L’ensemble de ce
chapitre est principalement bas@ sur [28], [39] et [49].

63
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4.1 Courbes et ensembles de niveau
Consid@rons une famille de courbes planaires ferm@es donn@es par
C(p;t):S' [o;r) ¥ R?% 4.1)
og St est le cercle unitd. Ces courbes @voluent dans le temps selon I'@quation d’@volution

eC _ - p)-
e (4.2)

0g C(p;0) = Co(p) est une courbe initiale quelconque et
F(p;t):S* [0;r) ¥ R?

est un certain champ de vitesse. L’@quation est donc physiquement assez logique; elle exprime
simplement que la vitesse d’un point sur une courbe est donng@e par la ddrivde de son ddplacement.

Ce champ de vitesse F peut Etre ddcompos@ en une composante normale la courbe et une
composante tangente la courbe. L’@quation (4.2) peut donc se rd@crire

@@fz T+ N; (4.3)

og est la composante tangentielle de F, sa composante normale, T est le vecteur tangent unit@
et N est le vecteur normal unitd la courbe C. Notons que ce dernier peut Etre dirigd soit vers
I'int@rieur, soit vers I'ext@rieur de la courbe. Cela d@pend du sens dans lequel on considtre que la
courbe @volue ; c’est une question de convention.

Thgortme 4.1 (Epstein-Gage). Si le paramttre  dans I'§quation (4.3) ne ddpend pas de la
param@trisation de la courbe, alors I’@volution d’une courbe d@crite par (4.2) est la mEme que
celle ddcrite par
eC _
et
Le paramttre repr@sente ainsi lui seul la vitesse de la courbe [49]. Nous pouvons donc considdrer
uniquement les @quations d’@volution de la forme (4.4).

N: (4.4)

Formulons  pr@sent le probltme en termes d’ensembles de niveau. Commen ons par d@ nir
ceux-ci.

D@ nition 4.1 (Ensemble de niveau). Soit un naturel d et une fonction
f:R TR
L’ensemble de niveau ¢ de f est donng par
Le(F) = F(Xa; 5 xa)if (Xa; 11 Xa) = cg;

0@ ¢ est une constante quelconque.
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Il est ainsi possible de d@ nir une courbe planaire ferm@e comme @tant un ensemble de niveau
d’une fonction U. La gure 4.1 I'illustre.

Supposons donc que C(p;t) forme I'ensemble de niveau z@ro d’une fonction
U:R?> [0;r) T R:
C(p; t) satisfait donc
U(C;t)=0: (4.5)
En d@rivant cette @quation par rapport t via la rkgle de d@rivation en chaine, nous obtenons
guec  eu _ .
@C ot ot
c’est- -dire
ruCi+U; =0:

Ct n’est rien d’autre que le champ de vitesse (4.2) et nous avons vu que celui-ci peut s’exprimer
uniquement via sa composante normale N. Nous avons donc

rUu N +U;=0: (4.6)

A n de trouver I’expression de la normale C en termes d’ensembles de niveau, d@rivons
nouveau I'@quation (4.5), mais cette fois-ci selon la variable spatiale p. Nous obtenons

ouec _
ecep
ce qui donne, en notant le produit scalaire,
ru T =0;

puisque la tangente la courbe correspond sa d@riv@e spatiale. Cette @quation entra ne alors que
la tangente C est perpendiculaire  rU et, pour obtenir un vecteur unitaire pointant ici vers
I'intdrieur de la courbe, nous prenons

ru
kruUk (@.7)
Figure 4.1 lllustration de la repr@sentation d’une courbe par un ensemble de niveau d’une

fonction donn@e [15]
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En rempla ant dans I’'@quation (4.6), nous obtenons

(. ru) _
"Ukrok T =0
et I’expressions nale est donc
Us = kruk; (4.8)

dite @quation des ensembles de niveau et og  repr@sente la vitesse d’@volution de la courbe d@ nie
via I’ensemble de niveau z@ro de la fonction U. Cette formulation permet donc de poser le probltme
d’@volution d’une courbe en termes d’ensembles de niveau.

4.2 Application au recalage d’images

Tentons pr@sent de consid@rer notre probltme de recalage comme un probltme d’@volution de
courbes (cas 2D) ou de surfaces (cas 3D). Nous pouvons alors imaginer que recaler deux images
correspond faire @voluer les ensembles de niveau de la fonction image mouvante en les ensembles
de niveau de la fonction image xe. Il faut dts lors chercher un mapping envoyant les ensembles
de niveau de I'image mouvante sur ceux de I'image Xxe.

Soit 11(X), I'image mouvante que I’on souhaite recaler sur une image xe, 1,(X), avec X bidi-
mensionnel ou tridimensionnel. La formulation du recalage d’images que nous avions introduite au
Chapitre 2, @quation (2.1), devient alors

T =arg max S(l2; T(11)):

Nous voulons que 11(X) @volue jusqu’ devenir 1,(X). L’@quation des ensembles de niveau de ce
probltme peut donc Etre @crite sous la forme

10X t) = krl(X; t)k; avec 1(X;0) = 11(X); (4.9)

og est le terme de vitesse. Il nous faut maintenant choisir un  approprig. Comme I’@volution
de I'image 1:(X) doit s’arrGter lorsque celle-ci sera exactement 1,(X), le terme de vitesse doit
s’annuler lorsque les deux images sont exactement les memes. Un bon choix semble donc Etre
donng par

=1L(X) 1(X;1);

et I’'dguation (4.9) devient donc
10K 1) = (12(X) 1K 0))kr 1 (X; )k; avec 1(X;0) = 11(X): (4.10)

Cette formulation de I’'dquation des ensembles de niveau ne permet cependant pas de trouver ex-
plicitement la transformation gdom@trique appliquer I'image mouvante.

Soit V. = (u; V)T le vecteur de d@placement en X ; V (X) = (x+u;y +V)T. Pour le cas 3D, nous
avons similairement V. = (u; v;w)T et V (X) = (x+u;y+v;z+w)T. Le ddplacement correspond en
fait simplement un ensemble de niveau de la fonction image mouvante 1. Dts lors, son @volution
peut Etre formulde similairement I'dvolution (4.4) de la courbe C dans la section pr@cfdente,
c’est- -dire

Vi= N:

Le d@placement doit s’annuler lorsque I'image mouvante devient I'image xe. Prenons donc

= LX) LX) :
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En rempla ant de plus N par I’expression (4.7) trouv@e la section pr@cddente, nous obtenons

rii(V(X))

Vi= 1(X) 11(V(X)) m

avec V(X;0)="0:

Pour se d@barrasser du signe nggatif, nous pouvons redg nir V. (X) par (x u;y V)" en 2D ou
(x uy v;z w)" en3D. L'gquation prgcddente devient ainsi

rii(V(X))

Ve= 100 LD L SO

avec V(X;0)=70: (4.11)

4.3 Correction des @gquations d’@volution

Avant de passer la r@solution des @quations d’@volution obtenues la section pr@c@dente, il nous
faut envisager quelques petites modi cations dans les @quations (4.10) et (4.11) a n de rendre I'al-
gorithme plus robuste et plus stable [49].

En e et, I'dquation (4.10) a deux possibilitds pour s’annuler : soit le terme de vitesse (I12(X)
1(X;t)) tombe zf@ro, soit le gradient de |1 s’annule. Dans le cas pr@sent, nous voulons que le
processus stoppe uniguement si I'image 11 (X) devient I'image xe 1,(X). Nous allons donc modi er
I’'0quation (4.10) de manitre s’assurer que ce soit bien le cas :

p
1K 0) = (1,(X)  10X;1) krI(X;t)k2 + ; avec 1(X;0) = 1,(X); (4.12)
og est un petit nombre positif. L’auteur choisit lui = 0:1.

Pour I'Bquation aux d@drivdes partielles (4.11), un probltme de stabilitd risque de se poser si le
gradient de I'image mouvante approche z@ro. On peut ndanmoins pallier ce probltme en ajoutant
un terme  au d@nominateur :

i (V (X))

Ve= 1x(X) 11(V(X)) Kl (Y OOk + avec V (X;0) = 0;

0g est une petite constante positive.

Ensuite, pour I'dguation (4.10) aussi bien que pour I'Gquation (4.11), il est conseilld d’e ectuer
un lissage gaussien sur I'image mouvante avant d’en calculer le gradient. En e et, le calcul du
gradient est souvent trts sensible au bruit dans I'image. En pratique, il faut convoluer I'image
mouvante avec le Itre gaussien, donn@ par

1 kX k?
G(X)=p=——e 22;
(X) Pz
0o est I'cart-type du Itre gaussien et X 2 R". Plus augmente, plus I'image r@sultante est
out@e. Nos @quations aux d@rivdes partielles deviennent alors

1. 1) = (12(X) I(X;t))p kr(G 1(X;t))k2+ ; avec I1(X;0) = 1,(X) (4.13)
et
r(G  1L(V(X))

Ve= 10O W) e v ook~

; avec V(X;0) =10: (4.14)
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4.4 R@solution num@rique

Les calculs e ectufs ici sont pour le cas 2D mais que I'extension au cas 3D est assez simple.
Nous notons les coordonn@es d’un pixel (X;y) [49].

Avant de commencer, adaptons nos notations au cas discret. Notons Iiﬁ la fonction image au
pixel (i;J) [litgration k. L’itdration k est ainsi I'dquivalent discret du temps continu t. Pour ce
qui est de V, notons I

k
K

le d@placement du pixel (i;j) I'itgration k. D@ nissons @galement
Eij = G Iij;
Au vu des @quations (4.13) et (4.14), nous avons besoin d’une m@thode e cace pour calculer le

gradient de I'image mouvante. Commen ons par d@ nir les traditionnelles di @rences nies forward
et backward d’une fonction discrtte quelconque F au point (i; ) :

Fir1j  Fij

DyFij = 7”1'])( o

DyFij = Fi;jﬂy il ;

Fij Fi1j

Dy Fij = Fii Fij 1 L
y

og les deux premitres dd nissent les di @rences forward selon x et y et les deux dernitres les dif-
fdrences backward selon x et y.

Les auteurs de I'article [49] prfsentant la m@thode a rment, aprks exp@rimentations de di @-
rents schdmas de di @rences nies, que les di @rences nies minmod donnent un gradient d’une
exactitude acceptable pour I’'@quation (4.14), tandis que les di @rences nies upwind sont adapt@es
pour le calcul du gradient dans (4.13).

La fonction minmod est donnfe par

sign(xX) min(jxj; jyj)) sixy >0

m(x;y) = .
0 sinon,

og la fonction sign(x) donne le signe de x. Les ddrivfes de C au pixel (i;]) selon x et y sont alors
donn@es par (

(Cx)ij = m(Dx Cij; Dy Cij);
Cyij = m(D;,rCij; D, Cjj):
Les di @rences nies upwind de la fonction Ejj sont elles donnges par

8
< (B = max(Dy Eyj:0)? + min(D3 Ej:0)? 7,

(Ey)ij = max(Dy Eij; 0) + min(Dy Eij; 0)? =2,
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Nous avons pr@sent tous les outils en main pour r@soudre num@riquement les @quations aux
ddrivdes partielles (4.13) et (4.14). Pour cela, nous allons utiliser un schgma de r@solution par
di @rences nies. Le principe est d’approximer la d@rivde partielle selon t par une di @rence nie
forward. Les @quations (4.13) et (4.14) deviennent donc, en rempla ant @galement les gradients,

k+t gk p_
A=) I R

t
00
R = max(Dy Eij; 0)* + min(Dy Ejj; 0)* + max(D, Eij; 0)* + min(D; Eij; 0)> + ;
et | |
ot !
U us§ |
V=(j+l V%} _ (12)ij (1) uk i vk m(Dx Cij; Dy Cij)

= g
t m2(Di Cij; Dx Cij) + m(Dy Cij; Dy Cig) + MOy Cigi Dy Cig)

Les @quations nales de mise jour sont donc

p_
=1+ t () I R
et ! !
Uli(j+1 _ Uli(j + to (12)ij (1), uk i m(Dy Cij; Dy Cij)
k+1 - Kk e . '
Vi Vij m2(Dx Cij; Dx Cij) + m2(Dy Cij; Dy Cij) + m(Dy Cij; Dy Cij)

avec les conditions initiales respectives |
o
u:z:
0 — i — A
Iij — (Il)U et dl —_ ﬁ
ij
Nous obtenons ainsi une mise jour explicite du vecteur de dgformation appliquer en un pixel
ainsi gu’une expression d’@volution de I'image mouvante. En pratique, il faudra choisir de travailler
soit par image transform@e, soit par image @volu@e. On travaillera alors avec I'une ou l'autre des

deux @quations gtablies ci-dessus.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abord? la m@thode des ensembles de niveau permettant I'dtude
de I’'@volution des courbes et surfaces. Nous avons ensuite vu pourquoi et comment cette th@orie
s'appliguait particulitrement bien au recalage d’images. Cela nous a permis de d@terminer deux
@quations aux d@riv@es partielles distinctes menant chacune I’@volution de I'image mouvante vers
I'image xe. L’une fonctionne avec la gdom@trie de I'image tandis que I'autre agit directement sur
son intensit@d. Aprts de petites modi cations menant des @quations plus stables et plus robustes,
nous avons vu comment r@soudre celles-ci numg@riquement de manitre obtenir une m@thode im-
pldmentable.

Il est important de remarquer que la m@gthode gtudife est construite de fa on ne pas devoir
faire usage d’un algorithme d’optimisation externe. En e et, la phase d’optimisation est en quelque
sorte comprise dans 'EDP d@ nissant la m@thode, qui optimise implicitement un crittre de simi-
laritgd donn@, savoir le terme de vitesse donn@ par la di @rences entre images.

Le prochain chapitre aborde I'impl@mentation de cette m@thode de recalage d’images dans ITK,
une librairie du C++. Nous y ddcouvrons notamment I'impl@mentation de la phase d’interpolation
et celle du gradient, sujets qui nous intdressent dans le cadre de ce travail.






Chapitre 5

Outils et impl?dmentation

Maintenant que nous avons abord@ toutes les th@matiques th@oriques associfes au sujet de ce
m@moire, il nous faut parler de la mise en pratique du processus de recalage d@crit.

Dans la premitre section de ce chapitre, nous abordons le langage et la librairie utilisde pour
I'impl@mentation du code. Nous voyons ensuite la construction et I’architecture g@n@rale du code.
Un int@rEt particulier est alors portd I'impl@mentation de la m@thode des ensembles de niveau et
de la phase d’interpolation. En n, nous abordons le calcul du gradient de I'image.

5.1 La librairie ITK

Pour tester la m@thode d@crite plus t t dans ce manuscrit, nous sommes partis d’un code existant
provenant d’ITK (Insight Segmentation and Registration Toolkit [21]). ITK est une librairie open-
source du C++ dont le d@veloppement a commenc@ en 1999 gr ce au nancement de I'Institut
National de Sant@ am@ricain. Les principaux participants au projet sont la fois des entreprises
et des universit@s. Citons entre autre GE Corporate R&D, Kitware Inc., MathSoft, I’'Universitd de
Caroline du Nord, I'Universitd de Pennsylvanie et I’'Universitd du Tennessee. Comme beaucoup de
librairies, ITK est en @volution constante. A I’heure d’aujourd’hui, @norm@ment de scienti ques
travers le monde participent son d@veloppement.

ITK 0 re toutes sortes d’algorithmes de traitement d’images dont principalement des m@thodes
de recalage et de segmentation. Elle consiste en des dossiers de codes, la plupart @tant des classes
d’objets. Dans la suite de cette section, nous abordons britvement I'architecture g@ngrale d’ITK
ainsi que son utilisation en pratique.

5.1.1 Architecture gdn@rale d’'ITK

Comme d@j mentionng, la librairie ITK est faite d’un ensemble de dossiers contenant des codes.
Pour la plupart, il s’agit de classes d’objets, qui ne peuvent donc pas Etre utilisges toutes seules.
Ici, seuls deux de ces dossiers nous ont int@ress@s. Nous allons donc les passer britvement en revue
et voir, en pratique, comment combiner les di @rents codes de la librairie.

Explicitons tout d’abord un peu la notion de classe. Chaque classe d’ITK est constitude d’un
chier .h et d’'un chier .hxx. Le chier .h contient g@n@ralement des d@ nitions de types, de va-
riables et de fonctions. Le chier .hxx, lui, contient les fonctions en elles-mEmes.

Dans la version 4.10.0 que nous avons tdldchargde, ITK contient notamment les dossiers Modules
et Examples :

71
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Le dossier Modules est le dossier principal de la librairie. Divis@ en sous-dossiers, il contient
lui seul tous les glPments cl@s des m@thodes de traitement d’images propos@es par la librairie.
Une classe ne correspond cependant pas une m@thode de traitement d’images. Concentrons-
nous ici sur le recalage. Pour impl@menter un tel algorithme avec ITK, il faut lier di @rentes
classes entre elles. En e et, chaque classe correspond une composante du processus de re-
calage. Il y a par exemple une classe par m@thode d’optimisation, une classe par m@thode
d’interpolation, une classe par type de transformation. Pour construire un code, il faut donc
choisir chaque composante du processus de recalage et les assembler. Notons que, dans notre
cas, il n’y aura pas de classe pour I’'optimisation ou pour le type de transformation recherch@e
puisque tout cela est intrinstque la m@thode des ensembles de niveau.

Le dossier Examples, lui, reprend des chiers .cxx, c’est- -dire des programmes du langage
C++. Il donne ainsi des exemples d’algorithmes qu’il su t de lancer pour obtenir un r@sultat.
Pour le recalage d’images, il propose notamment toute une s@rie de codes permettant d’ef-
fectuer un recalage dgformable. Ceux-ci se trouvent dans le sous-dossier Registrationl TKv4.
Cela nous intfresse particulitrement puisque I'un de ces codes nous permettra d’ex@cuter
I’algorithme des ensembles de niveau pr@cgdemment gtudid. Celui-ci est le chier Deformable-
Registration5.cxx. Nous reviendrons plus en d@tails sur ce code dans la section suivante.

5.1.2 Utilisation d’ITK

Pour pouvoir utiliser 1TK, il faut d’abord con gurer la librairie. Pour cela, il faut tdlgcharger
CMake ainsi qu’un compilateur C++. CMake est un outil open-source destind construire, compi-
ler et tester des logiciels [20]. La proc@dure exacte pour con gurer ITK est ddcrite dans le premier
livre du Software Guide d’ITK [23].

Une fois la librairie con gur@e, nous pouvons commencer I'utiliser. Faire tourner un code d’ITK
n’est cependant pas imm@diat ; la compilation requiert nouveau CMake. Ddcrivons rapidement la
proc@dure utilisde pour compiler un code d’ITK sur Windows. Tout d’abord, il faut cr@er un chier
nomm@ CMakeLists.txt comprenant les paramttres et informations nfcessaires la construction
de I’ex@cutable. Ce chier doit Etre plac@ dans un dossier avec le programme principal que I'on
souhaite compiler. CMake permet ensuite de construire des chiers qui, ensemble, constituent un
projet. Celui-ci peut Etre ouvert via un IDE tel que Visual Studio C++ et permet dans cet IDE
la g@ndration de I’ex@cutable. La proc@dure est ddcrite plus en ddtails dans [23].

5.2 Impl@mentation gdndrale de I’algorithme gtudid

Nous allons ici nous tenter d’expliquer la structure g@ngrale de I'algorithme testd. Cependant,
les codes d’ITK posstdent une structure complexe qu’il n’est pas toujours @vident de comprendre
complttement. Cela est dR au fait que, lorsqu’on regarde un code d’ITK, la plupart des lignes
ne sont pas explicites car elles font appel des m@thodes impl@ment@es dans une autre classe.
Un mEme algorithme peut ainsi faire appel des centaines de classes di @rentes, ce qui rend la
lecture et la compr@hension du code di ciles. La plupart du temps, il sera donc sage de regarder
uniquement le nom de la fonction pour tenter de comprendre ce qu’elle fait.

Pour commencer, jetons un oeil au premier algorithme donn@ en annexe. 1l s’agit du code Defor-
mableRegistration5.cxx qui constitue le programme principal faisant appel la m@thode de recalage
qui nous int@resse. D@crivons britvement les di @rentes Jtapes de ce code.
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Etape 1 : Inclusion des chiers n@cessaires
Il faut, pour commencer, inclure les classes utilisges par le code. On inclut pour cela le chier
header .h de chaque classe n@cessaire au programme principal.

Etape 2 : V0@ri cation du nombre d’arguments donn@s en entrge

La premikre @tape du programme main est la v@ri cation des arguments entr@s par I'utilisa-
teur. En e et, les algorithmes de recalage d’ITK requitrent, pour la plupart, de donner en
entrfe I'image xe, I'image mouvante et le nom que I’'on souhaite donner I'image de sortie.
Dans notre cas nous pouvons aussi, si nous le souhaitons, rajouter un argument qui sera un
nom de chier pour enregistrer la ddformation nale appliquer I'image.

Etape 3 : Initialisations lides aux images et op@rations pr@liminaires

ITK fonctionne gnorm@ment avec le mot-cl@ typedef . Celui-ci permet de d@ nir des nouveaux
types pour all@ger la lecture du code et le rendre plus comprfhensible. Ici, on d@ nit notam-
ment des nouveaux types FixedlmageType et MovinglmageTypepour I'image xe et I'image
mouvante. La dimension des images recaler est @galement x@e. On initialise ensuite des
objets permettant de lire le contenu des images xes et mouvantes. En n, un nouveau type
d’images est d@ ni : InternallmageType . Ce type d’images est constitu@ de pixels de type
float , plus pratique pour retravailler I'image. Des Itres pour transformer (caster) une image

pixels entiers en une image pixels r@els sont ensuite d@ nis, initialisds et lancds.

Etape 4 : Pr@-recalage

Avant d’appliquer le recalage par ensembles de niveau, I’exemple DeformableRegistration5.cxx
e ectue un pr@-recalage en tentant de mettre en correspondance les histogrammes des images,
qui pour rappel avaient gtg introduits au Chapitre 1, Section 1.2.7.

Etape 5 : Initialisations lides au champ de d@dformation recherch@

ITK considtre les champs de dgformation comme des images dont chaque pixel est un vecteur.
On d@ nit donc ici un type VectorPixelType pour les pixels et un type DeformationFieldType
pour le champ de d@formation qui est un type d’images compos@ de pixels sous formes de vec-
teurs.

Etape 6 : Con guration et lancement du Itre de recalage

On commence ici par crder un type de Itres pour la m@thode des ensembles de niveau. On y
lie ensuite la classe d@clar@e au dgbut du code : CommandlterationUpdate. Cela permet, en
bref, de surveiller le processus de recalage en a chant des mesures I’@cran. Dans notre cas,
nous a chons la valeur de la fonction de similaritd. Le Itre de recalage est ensuite con gur@
(nombre maximum d’itdrations, images recaler, etc). Le processus de recalage est enclench@
via la mgthode Update() . Nous ne voyons donc dans le programme principal aucun calcul li@
au recalage. Concrttement, le proc@d? permettant d’arriver aux fonctions cl@s du recalage est
trks complexe et fait appel @norm@ment de classes di @rentes; nous n’entrerons ici pas plus
dans les d@tails de sa programmation.

Etape 7 : Application de la ddformation nale I'image mouvante
On d@ nit tout d’abord un Itre de d@formation et une m@thode d’interpolation. Le Itre est
ensuite con gur@ (interpolateur, image d@former, paramttres de I'image), puis lanc@.

Etape 8 : Ecriture de la nouvelle image
Avant d’@crire I'image mouvante de type MovinglmageTypeil faut la transformer en un nou-
veau type OutputimageType Des types pour les pixels de I'image de sortie et pour I'image de
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sortie sont donc d@ nis. Un Itre de cast est ensuite initialisg et lanc@. On initialise dgalement
un Itre permettant I'dcriture de I'image dans un chier dont le nom a @td donn@ par I'utili-
sateur (@tape 2). Il ne reste alors plus qu’ @crire I'image.

Etape 9 (optionnelle) : Ecriture du champ de d@formation nal

Si un quatritme argument a @td donn@ au programme, c’est que I’on souhaite sauvegarder la

ddformation nale dans un chier du nom de cet argument. Pour cela, on crde donc un Itre

permettant d'@crire un champ de ddformation. On le con gure (champ  @crire et nom du
chier de sortie), et on I’enclanche.

5.3 Impl@mentation de la m@thode des ensembles de niveau

Nous avons vu au chapitre prdc@dent que le processus de recalage d’images pouvait notamment
Etre exprim@ via une @quation aux d@riv@es partielles dont la solution numg@rique @tait donnde par
! ! !

UE(J-+1 _ Uli(j + tg (12)ij (1) uk v m(D;‘Cij; D, Cij)
k+1 k .
Vij vij m2(Ds Cij; Dx Cij) + m?(Dy Cij; Dy Cij) +  M(Dy Cij; Dy Cij)
avec la condition initiale suivante : I
uj) _o
Vo

i
Une autre EDP, fonctionnant directement par @volution des intensitds de I'image mouvante, avait
@galement gtd gtablie ; sa solution ftait

pP_
I :

k+1 _ 1k
=1+t (1)) R;

avec 13 = (I1);j et
R = max(D, Eij; 0)> + min(Dx Ejj; 0)> + max(D, Ejj; 0)* + min(Dy Ejj; 0)* + :

Nous sommes donc ici en possession de deux possibilitds pour faire @voluer les ensembles de
niveau de I'image mouvante. La premitre agit sur la gdom@trie de I'image (image transformge), la
deuxitme sur son intensitd (image @volude). Dans la librairie ITK, c’est la premitre solution qui a
gtg impl@mentde.

Avant de passer cette impldmentation en revue, il nous faut aborder un dernier point important :
le choix de la valeur de t. En e et, ce choix peut avoir un impact important sur la stabilitg du
sch@ma numg@rique de r@solution de I'EDP. Ici, nous allons nous contenter d’@tudier le cas 0@ nous
travaillons avec I'image transform@e puisque c’est I'impl@mentation utilisfe par ITK. Une condi-
tion n@cessaire bien connue sur t est la restiction de Courant-Friedrichs-Levy (CFL), que nous
@non ons ci-dessous [8].

Proposition 5.1 (Restriction CFL). Une condition ndcessaire pour obtenir la stabilitd d’un schdma
num@rique de r@solution d’une EDP est donn@e, pour le cas bidimensionnel, par

X y

00 sy et sy repr@sentent respectivement le terme de vitesse selon x ety, X et y sont les pas
spatiaux, t est le pas temporel et Cmax est dit nombre de Courant.

t

Crax;
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En pratique, le nombre de Courant est souvent pris #gal 1. Nous obtenons alors
1 .
X y
Appliquons cette condition notre expression discritte de la mise jour de V = (u;v)" obtenue

ci-dessus. Comme il s’agit d’un d@placement, le terme de vitesse est clairement
! !

SX. . (12)ij (1) uk jovk m(D;{Cij; Dy Cij).
|
Sy m2(Di Cij; Dx Cij) + m(Dy Cij; Dy Cig) + MOy Cigi Dy Cig)
Concrttement, nous prendrons en fait
1
t= P
y
a n d’assurer un maximum la stabilitd. Il faudra donc calculer
X y

en chaque pixel de I'image et garder, en n d’itdration, la valeur maximale. Notons que, ici, X et
y correspondent au pas choisi pour les di @rences nies minmod.

Voyons pr@sent comment se passe la r@solution num@rique de I’'EDP d’@volution dans ITK. Ce
n’est pas compliqud : la librairie impldmente simplement I’'dquation donnant la solution de cette
EDP. En rfalitd, ITK posstde toute une s@rie d’algorithmes de recalage d’images procgdant par
r@solution num@rique d’une EDP via di @rences nies. Ce cadre de r@solution est appel?d Finite
Di erence Solver (FDS). On trouve ainsi dans la librairie une s@rie de classes liges la r@solu-
tion par di @rences nies, communes tous ces algorithmes. Celles-ci sont situfes dans le dossier
\Modules\Core\FiniteDifference\include d'ITK.

Les deux classes principales du framework FDS sont itkFiniteDi erenceFilter et itkFiniteDi e-
renceFunction. Les autres sont des sous-classes de celles-ci mais chacune a son utilitd bien prcise.
La classe itkFiniteDi erenceFilter, ainsi que ses sous-classes, sont appelf@es des objets solvers.
Ceux-ci prennent une image en entrfe et produisent une image en sortie. La classe itkFiniteDi e-
renceFunction et ses sous-classes sont elles destinfes aux calculs plus ns en un pixel de I'image [21].

De manitre g@n@rale, beaucoup d’algorithmes d’ I TK sont divis@s en deux classes : ces deux classes
posstdent le mEme nom, si ce n’est que I'une nit par Filter et I'autre par Function, comme nous ve-
nons de le voir pour le framework FDS. C’est notamment le cas de I’algorithme des ensembles de ni-
veau, qui est impl@mentd dans les classes itkLevelSetMotionRegistrationFilter et itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction, situfes dans le dossier \Modules\Registration\PDEDeformable\include
C’est la seconde qui nous int@ressera principalement puisque c’est celle qui e ectue les calculs prg-
cis, pixel aprts pixel. Le chier .hxx est repris en annexe, comment®d, a n de retrouver le processus
th@orique ddcrit plus haut. La m@thode ComputeUpdate() est particulitrement importante ; c’est
dans cette fonction que I'on gtre la fois la mise  jour du d@placement, I’interpolation, le calcul
du gradient et le calcul de la m@trique de similaritd. Celle-ci, pour I’algorithme des ensembles de
niveau d’ITK, est la somme des di @rences au carrd moyenne, c’est- -dire la somme des di @rences
au carr@ divisfe par le nombre total de pixels :

1 X 2
S(2T() =5 I2(s)  T(1(s)) 7
s2
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og est I'intersection des domaines de I'image xe, I, et de I'image mouvante transform@e, T (I1),
et P est le nombre de pixels des images. On considtre donc ainsi que les intensitds des images
sont lides par une relation identitd, comme vu au Chapitre 2, Section 2.2. Cela semble raisonnable
puisque I'algorithme fonctionne par @volution des ensembles de niveau.

5.4 Phase d’interpolation

Nous avons vu, au Chapitre 3, comment I'interpolation par B-splines est e ectufe en pratique.
Nous allons maintenant d@crire les deux classes d’ITK impl@mentant la m@thode.

La premitre est la classe itkBSplineDecompositionlmageFilter. Son but est de calculer les coef-

cients ¢y de I'interpolation. Elle prend une image en entrfe et renvoie une image dont les pixels

correspondent aux coe cients d’interpolation. La deuxitme est itkBSplinelnterpolatelmageFunc-
tion. Elle calcule I'interpolant et I'@value en un point donng.

Tout ce qui touche I'interpolation par B-splines est en r@alitd impl@ment@e sur trois niveaux
di @rents. Une premitre partie concerne la ddclaration et I'initialisation de I'interpolateur. Cette
@tape n’est r@alisde qu’une seule fois sur tout le processus de recalage d’images. Une deuxitme par-
tie gtre I'image interpoler ainsi que le calcul des coe cients ck de I'interpolant. Cette @tape a lieu
au dfbut de chaque itdration de I'algorithme. En n, une dernitre partie s’occupe de I'@valuation
de I'interpolant en un point pr@cis de I'image. Si I'image posstde P pixels, cette @tape est donc
rdalisge P fois par itdration.

Les gures 5.1, 5.2 et 5.3 mod@lisent I'imbrication des fonctions principales pour chaque partie.
Les fonctions sont donnf@es sous le format NomDelLaClasse::NomDelLaFonctiories arguments des
fonctions sont omis pour alldger la lecture, mais toutes ces fonctions sont reprises dans les annexes
pour plus de dgtails. A chaque sch@ma est @galement assocife une explication plus précise de la
proc@dure.

Le premier niveau de I'interpolation est ddcrit la gure 5.1. La premitre fonction de ce schdma
est le constructeur de la classe itkBSplinelnterpolatelmageFunction. Ce dernier construit un objet
qui, ici, est un interpolateur pour images utilisant des B-splines. Il initialise les attributs de I'ob-
jet, puis fait appel au constructeur de la classe BSplineDecompositionlmageFilter. Un deuxitme
objet est donc cr@d (le Itre calculant les coe cients d’interpolation) et ses attributs initialis@s. Ce
constructeur fait ensuite appel la fonction BSplineDecompositionimageFilter::SetSplineOrder
a nde xerl’ordre des B-splines utiliser pour le calcul des coe cients. Cette fonction fait ensuite
elle-mEme appel la m@thode BSplineDecompositionlmageFilter::SetPoles , qui xe simple-
ment les p les du Itre spline direct, cf. Chapitre 3, Section 3.2.2. On retombe ensuite dans le
constructeur initial, celui de I'interpolateur. Celui-ci xe @galement I'ordre des B-splines  utiliser
dans I'interpolant via la fonction BSplinelnterpolatelmageFunction::SetSplineOrder . L’inter-
polateur est ainsi prét I’'usage.

Le deuxitme niveau de la phase d’interpolation est illustr@ par le schdma 5.2. Chaque it@ration
de I'algorithme commence avec la fonction Initializelteration de la classe itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction. Elle e ectue toutes les op@rations touchant I'image entitre et non un
pixel particulier, c’est- -dire le lissage de I'image avant calcul du gradient ainsi que I'initialisation
des interpolants (I'un pour I'image liss@e, I'autre pour I'image non liss@e). Pour ce faire, elle fait
appel pour chaque interpolant une fonction Setlnputimage qui xe I'image interpoler la
fois pour I'interpolateur et pour le Itre calculant les coe cients. Ensuite, elle enclanche le calcul
des coe cients via la fonction Update, qui ddclenche tout un pipeline de m@thodes pour arriver
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Figure 5.1 Enchainement des appels de fonctions pour la d@claration et I'initialisation de I'in-
terpolateur - Niveau 1 de I'interpolation

nalement la classe itkBSplineDecompositionlmageFilter, dans la fonction GenerateData. Cette
m@thode est pr@sente dans tous les Itres et son but est principalement d’allouer de la m@moire
pour les donn@es de sortie. Elle fait ensuite appel DataToCoefficientsND qui est chargfe du
calcul g@ndral des coe cients : par exemple, pour une image 2D dont la d@ nition est m;  mjy,
cette m@thode calcule les coe cients de I'interpolation en faisant appel m; + m; fois la fonction

Figure 5.2 Enchainement des appels de fonctions pour le choix de I'image interpoler et le
calcul des coe cients - Niveau 2 de I'interpolation
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DataToCoefficients1D , chargfe du calcul des coe cients d’une interpolation 1D. Concrttement,
ITK initialise I'image d’output destinfe aux coe cients d’interpolation avec I'image interpoler.
A l'aide de celle-ci, elle e ectue ensuite m, calculs de coe cients 1D selon la direction X, stocke
les r@sultats dans la mEme image et recommence pour la direction y (m; fois). C’est donc pour
cela que la classe gfrant les coe cients d’interpolation est un Itre : elle prend en entrde I'image

interpoler et donne en sortie une image de m&me d@ nition avec, en chaque pixel, le coe cient
d’interpolation associ@. Notons que la proc@dure 2D ddcrite ici peut facilement Etre ftendue aux
cas 3D ou plus.

Finalement, le troisitme niveau de I'interpolation est schgmatis@ la gure 5.3. La fonction de
ddpart est celle qui calcule une it@ration de I'algorithme. Ainsi, lorsqu’elle a besoin de I'intensitd
en un point, elle fait appel BSplinelnterpolatelmageFunction::Evaluate qui transforme le
point en lequel on souhaite @valuer I'interpolant en index continu et passe ensuite la main la
fonction EvaluateAtContinuousindex de la mEme classe. Celle-ci d@clare des variables de travail
et les passe, ainsi que I'index, EvaluateAtContinuousindexinternal , la fonction au coeur de
I'interpolation. Celle-ci commence par xer la r@gion de support des B-splines  utiliser pour
interpoler au point demandg@ via la fonction DetermineRegionOfSupport. Ensuite, elle @value les
B-splines sur la r@gion de support gr ce SetinterpolationWeights . Un exemple illustre cela
la gure 5.4 pour le cas des B-splines cubiques. On observe les poids de I'interpolation en orange
et les points de la rggion de support sont entour@s en bleu. En n, I'interpolateur fait appel la
fonction ApplyMirrorBoundaryConditions qui modi e la r@gion de support dans le cas og les
index qu’elle contient sont en dehors des index de I'image. Cela est fait de manitre miroir puisque
les B-splines sont sym@triques. L’@valuation de I'interpolant est ensuite simplement rfalisfe via une
double boucle, I'une portant sur les points servant interpoler, I'autre portant sur la dimension
de I'image.

Figure 5.3 Enchainement des appels de fonctions pour I'ftape d’@valuation de I'interpolant en
un pixel prdcis - Niveau 3 de I'interpolation
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Figure 5.4 B-splines intervenant dans I'interpolation en un point, modi @ de [22]

5.5 Calcul du gradient de I'image

Nous avons d@j vu que, pour calculer le gradient de I'image dans I’algorithme des ensembles
de niveau, ITK utilise des di @rences nies minmod. Le but de ce m@moire est de comparer cette
impl@mentation avec une impldmentation par ddrivdes exactes. Le probltme est que I'image est
discrtte; il faut donc d@river I'interpolant, qui est lui continu.

Nous verrons donc ici premitrement comment ITK e ectue son calcul de di @rences nies, avant
d’introduire une impldmentation alternative par ddrivdes exactes et de v@ri er num@riguement que
le codage a 0td bien e ectug.

5.5.1 Impl@mentation d’ITK par di @rences nies

Rappelons tout d’abord que les di @rences nies minmod de Cjj = G Ij y;j v sont donndes
par

(Cx)ij = m(Dx Cij; Dy Cij);
Cyij = m(D;“Cij; Dy Cij);

o]}
sign(X) min(jxj;jyj) sixy =0

m(x;y) = .
0 sinon.

La librairie ITK rfalise ce calcul dans la fonction ComputeUpdatede la classe itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction, donn@e en annexe. Cette fonction impldmente une itdration de I’algorithme
pour un pixel prdcis. Le pseudo-code du processus de d@rivation est repris I'algorithme 5.1, og
I fait rofdrence I'image lissde dont on calcule le gradient.

Notons qu’ITK utilise par dgfaut le spacing de I'image comme pas pour les di @rences nies.
Cela peut donc mener des approximations du gradient de mauvaise qualit@ lorsque le spacing est
assez floignd de z@ro.
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Algorithme 5.1 Calcul des di @rences nies minmod en un point V (P)
I (V(P) +spacing) lg (V(P))

forwardD = - par r@@dchantillonnage de I'image lissde
spacing
backwardD = le V(P)) ;(saéivn(gp) spacing) par r@dchantillonnage de I'image lissge

if forwardD backwardD > 0 then
a = min(jforwardDj; jbackwardDj)
gradient =a sign(forwardD)

else
gradient =0

end if

5.5.2 Calcul du gradient par ddriv@es exactes

Rappelons gqu’au Chapitre 3 nous avions vu que la d@riv@e d’un interpolant s(x) d’ordre n et de
dimension d gtait donn@e par I’dquation (3.4), i.e.,
@S X X
7(X1; D Xg) = - Ckpkg (X1 ki) "X 1 ki 1)Di "(Xi+1  Kix1) it "(Xg ka);
! ki2Z k42Z

0g les ¢k sont les coe cients de I'interpolant s et

1 1
Di= "1 x k+:> "I ko S
1 1 1 2 1 1 2
Nous pouvons donc reprendre le mEme calcul des coe cients que lors de I'interpolation, les mEmes
gvaluations de B-splines pour toutes les composantes sauf xj, pour laquelle il nous faut @valuer
deux B-splines de I’ordre inf@rieur.

En r@alit@, une grande partie du travail est dfj e ectufe par ITK puisque la classe itkBSpli-
nelnterpolatelmageFunction contient une fonction EvaluateDerivative . Le processus est alors

similaire celui de I’'@valuation de I'interpolant, si ce n’est qu’au lieu d’@valuer
X X
S(X1; 1 Xq) = 111 Ckyikg (X1 Ki):iii "(Xda  Ka);
ki2Z kg2Z

on Pvalue (3.4). C’est d’ailleurs comme cela que fonctionne ITK.

Le schdma de la pile des appels des fonctions principales est donn@ la gure 5.5. Similaire-
ment au niveau 3 de la phase d’interpolation, la fonction principale pour I'@valuation du gradient
est EvaluateDerivativeAtContinuousindexinternal . Celle-ci crfe la r@gion de support des B-
splines utiliser et @value ces B-splines au point d’intdr€t via la formule que nous avions fgtablie au
Chapitre 3, Section 3.1.4. Elle applique @galement si ngcessaire des conditions miroir sur les index

utiliser. Les d@rivdes selon chague composante sont ensuite calcul@es via (3.4).

Pour s’assurer que ce calcul de la ddrivde exacte de I'image est correctement e ectud, nous
pouvons nous int@resser la borne d’erreur lorsque I'on approxime le gradient par des di @rences

nies [36]. Supposons que nous cherchions calculer le gradient de I'interpolant I d’une image d
dimensions et que cet interpolant soit deux fois continment di @rentiable. Ce sera bien notre cas
gr ce la proprigtd 3.1 des B-splines. Le th@ortme de Taylor ([36]) nous dit que, si x;p 2 RY,

Ix+p)  1(X) r'(X)Tp=%pTr‘2I(X+tp)p pour t 2 (0: 1):
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Figure 5.5 Enchainement des appels de fonctions pour le calcul de la d@riv@e de I'interpolant
en un point

Soit L= sup kr?lI(y)k, nous avons dts lors
y2[x;x+p]

iHocHp) 100 T160Th Skok:

Si nous choisissons p = e; pour obtenir une ddriv@e de 1 par rapport X, 0@ les vecteurs e;
(i = 1;:::;d) sont les vecteurs de la base canonique de RY, nous obtenons

N
N

iIx+e) 100 ri)" eij

Ix+ ¢e) I(xX) 01 L

@x; 2

La marge d’erreur pour I'approximation du gradient de | par une di @rence nie forward est donc
donnfe par

L .

E ’
og est le pas choisi. Cette borne est identique pour une di @rence backward. Dans notre cas, nous
nous int@ressons aux di @rences nies minmod. Celles-ci sont donnfes soit par une di @rence nie
forward, soit par une di @rence nie backward, soit par z@ro. Ce dernier cas n’arrive cependant
que lorsque les approximations forward et backward sont de signe opposd, c’est- -dire lorsqu’on
est proche d’un extremum local. L’approximation du gradient par z@ro donnera donc une erreur
moindre qu’au moins une des deux di @rences nies possibles. Nous pouvons donc garder la borne
(5.1) comme marge d’erreur g@n@rale pour les di @rences nies minmod.

(5.1)

Il nous faut cependant @galement tenir compte des erreurs numgriques survenant lors du calcul
des gradients. On estime en g@nf@ral que I'erreur relative commise lors de I'@valuation d’une fonction
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est de I'ordre de la précision machine u, c’est- -dire 10 6 en double pr@cision [36]. En faisant cette

hypothtse et en d@ nissant une borne Ly = sup  jl(y)j, nous avons alors
y2[x;x+ €]

jeomp(1(x))  1(X)j uLy;

jeomp(I(x+ ei)) 1(x+ ei)j uLy;
og comp(.) d@signe la valeur calcul@e. De plus, en d@ nissant M = sup @—):(y) , Nous avons
y2[x;x+ €] i
@galement
@l @l
comp — —_— uM;
P @x; @x;

ce qui implique ainsi nalement que

Ix+ g) 1(x) @0l L +2uL|

+ uM:

@Xi 2

Notons cette marge d’erreur E( ). A n de trouver le pas optimal, nous pouvons minimiser E, ce
qui donne
2 _ 4L| u
L
En supposant que le probltme est bien @chelonng, c’est- -dire qu’un petit changement de x ne
procigit pas un grand changement de I, on peut choisir un pas de I'ordre de ~ u. Fixons donc
= " u; consid@rant le terme uM comme n@gligeable, I’erreur totale devient alors inf@rieure

P— LP P
EC u)= 2

=Pg %+2|_. : (5.2)

u+2 GL|

La borne d’erreur dgpend donc de I'intensitd de I'image et de la valeur de son hessien. En double
prdcision pour la ddrivation d’une image 8-bit, I’erreur maximale devrait Etre comprise, grosso
modo, entre 10 8 et 10 ©.

A n de v@ri er I'impl@mentation du gradient exact, calculons le gradient des deux maniktres
possibles pour la premitre itgration de notre algorithme de recalage appliqud deux images 2D
provenant des exemples fournis par ITK. La gure 5.6 montre ces images, qui repr@sentent la cage
thoracique d’un rat. Elles sont d@ nies sur 256 niveaux de gris. Ici, nous allons simplement calcu-
ler les gradients en chaque point de I'image mouvante puisque nous ne considdrons qu’une seule
itdration. Comme la d@ nition de I'image est de 128 128, cela nous donne d@j accts 16384
@valuations du gradient.

Aprts calcul des deux gradients (exact et par di @rences nies minmod avec = pm, nous
avons trac@ les di @rences absolues entre eux, selon x puis selon y. Les r@sultats sont donngs la

gure 5.7 avec une @chelle logarithmique. On y observe que la plupart des points sont de I'ordre
de 10 8,10 " ou 10 . Cela sgnble assez normal, mais il nous faut tout de mEme v@ri er que les
points d’un ordre sup@rieur u sont bien dRs au facteur

L

—+2L
5 I
de I’expression (5.2). Pour se faire une premitre id@e, nous pouvons visualiser la di @rence absolue
entre les deux gradients sous forme d’image (logarithmique) ; un pixel est ainsi donng par la di ¢-
rence absolue entre gradients @valu@s au pixel correspondant de I'image mouvante. Nous observons
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(@) (b)

Figure 5.6 (a) Image xe (b) Image mouvante [21]

(@) (b)

Figure 5.7 (a) Di @rence absolue entre gradients selon x (b) Di @rence absolue entre gradients
selon y

ainsi la gure 5.8 que la plupart des pixels sont dans les tons bleus, ce qui indique un @cart entre
gradients infdrieur 10 °. Seuls quelques pixels sont jaunes, indiquant une di @rence de I’ordre de
10 7 ou 10 8. Si I’on compare avec I'image initiale, gure 5.6(b), on remarque que ces importants
@gcarts sont dans des zones ayant, de base, une forte intensitd. Rappelons en e et que plus le pixel
est clair, plus la valeur de la fonction image est @lev@e. Au vu de la marge (5.2), cela pourrait donc
expliquer I’@cart plus @levd entre gradients ces endroits puisque la borne L, serait alors de I’ordre
de 10 ou 102

Pour nous en assurer, repartons de I'dquation (5.2). Nous avions

1(x+ pﬁei) Ix) en IOG L +2L,

@Xi 2
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@)

(b)

Figure 5.8 (a) Graphe logarithmique de la di @rence absolue des deux gradients par rapport X
en chaque pixel (b) Graphe logarithmique de la di @rence absolue des deux gradients par rapport
y en chaque pixel
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Nous pouvons donc simplement calculer

1x+Pie) 100 @1
D= B 0xi
§ + 2L|

et v@ri er que le nombre obtenu est bien de I'ordre de pﬁ ou moins. Comme nous ne connaissons
ni L ni Ly, nous allons les choisir comme @tant respectivement la valeur de I'interpolant et de la
norme du hessien en chaque point de I'image. En e et, si le probltme est bien @chelonnd, I’ordre ob-
tenu devrait Etre le bon. De plus, le d@nominateur ne devrait jamais Etre nfgatif ; aprts v@ri cation
c’est d’ailleurs bien le cas. Notons que nous avons ici calculd le hessien par di @rences nies forward.

A n de visualiser les r@sultats, a chons les nombres obtenus sur des graphes @chelle logarith-
mique ( gure 5.9). On observe que toutes les valeurs sont bien d’un ordre maximal de 10 2; le
calcul du gradient par d@rivges exactes semble donc nalement bien correct.

@) (b)

Figure 5.9 (a) Nombre D @valu@ en chaque pixel avec gradients par rapport x (b) Nombre D
@valu@ en chaque pixel avec gradients par rapport y

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord introduit I’outil utilis@ pour tester I'algorithme ddcrit
dans les chapitres prdcgdents. Il s’agit d’ITK, une librairie du C++.

L’algorithme qui nous int@resse ftait ddj impl@mentd dans ITK, et nous avons ici tent@ d’en
expliquer la structure g@n@rale, assez complexe. Nous avons ainsi abord@ I'impl@mentation de la
mise jour d’un champ de d@placement pour I'image mouvante de manitre explicite ainsi que celle
de la phase d’interpolation.

En n, nous avons abord@ un point cl@ de ce travail qu’est le calcul du gradient de I'image avec
ITK. La librairie utilise des di @rences nies minmod, que nous avons de notre ¢ t@ remplacdes
par des d@riv@es exactes de I'interpolant. Nous avons ensuite v@ri @ notre impl@mentation via
des tests sur une image, comparant les di @rences th@oriques et exp@drimentales entre les deux
impl@mentations di @rentes du gradient.






Chapitre 6

Expdrimentations et r@sultats

Ce chapitre pr@sente les di @rentes exp@rimentations de I’algorithme des ensembles de niveau
pour le recalage d’images ainsi que les r@sultats obtenus en fonction de la m@thode de calcul
du gradient utilisge. La premitre section explique la ddmarche e ectu@e pour choisir les di @rents
paramttres de I'algorithme. Nous exposons ensuite les rdsultats obtenus pour des images m@dicales
2D avant d’'@tudier un cas 3D. Notons que tous les r@sultats pr@sentds ici ont gt@ obtenus avec un
processeur Intel Core i5-2410M 2301 MHz.

6.1 Choix des paramttres

L’algorithme des ensembles de niveau utilise peu de paramkttres. Le recalage @tant un processus
devant souvent CEtre r@alisg rapidement, nous ne pouvons nous permettre de laisser le choix des
paramttres Etre fonction des images recaler. Il nous faut donc @tablir une fois pour toutes ces
valeurs. Les paramttres en question sont I'dcart-type  du lissage gaussien et la constante  stabi-
lisant le ddplacement en cas de gradient proche de z@ro, intervenant dans les @quations d’@volution
corrigfes la Section 5.3.1. Nous devons @galement penser  xer le pas temporel t du sch@ma
de r@solution num@drique de I'EDP principale devant respecter la restriction CFL donnge par le
th@ortme 5.1 ainsi que le nombre maximal d’itdrations de I’algorithme.

Commen ons par ce dernier. Nous choisissons ici de xer la limite du nombre d’itdrations  300.
En e et, c’est dfj beaucoup sachant que le recalage doit souvent se faire rapidement.

Passons maintenant au choix d’ . Cette constante doit Etre petite et positive a n de stabiliser
la solution dans le cas og la norme du gradient serait trts faible. Les auteurs de la m@thode de
recalage d’images ne proposant aucune valeur spdci que, nous choisissons simplement ici de garder
la valeur par d@faut proposfe par ITK: =0:1.

Intdressons-nous  pr@sent la valeur de I'Ocart-type dans le lissage gaussien de I'image avant
calcul du gradient. Cette ftape est destin@e @liminer le bruit de I'image a n de ne pas obtenir de
grandes variations dans le gradient qui ne seraient pas signi catives. Il faut cependant conserver
un maximum I'information r@elle de I'image. Pour se faire une idde, nous pouvons appliquer un
lissage gaussien I'image mouvante 5.6(b) utilisde dans le chapitre pr@c@dent pour la v@ri cation
du calcul du gradient exact. Prenons =1, =2et = 3 et comparons les images obtenues
avec I'image mouvante originale. A la vue de la gure 6.1, il est clair que choisir  @gal 3 est
trop; on perd beaucoup de dgtails de I'image. De plus, prendre = 1 donne d@j selon nous un
bon dgbruitage | og = 2 provoque d@j quelques pertes d’information. Nous garderons donc

= 1 pour tous les tests que nous r@aliserons, qui est d’ailleurs la valeur utilisde par I'auteur de

87
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@) (b) (c) (d)
Figure 6.1 (a) Image originale, (b) Image lissge avec = 1, (c) Image lissde avec = 2, (d)
Image lissge avec =3

la mg@thode des ensembles de niveaux pour le recalage d’images.

En n, il nous faut choisir un pas temporel t pour la r@solution de 'EDP d@crivant I’@volution
du champ de d@formation. Cependant, les valeurs que nous choisissons en pratique sont celles
donner x et vy, les pas spatiaux intervenant dans le calcul par di @rences nies du gradient.
Rappelons en e et que par la restriction CFL, le pas t doit Etre majord comme suit :

N
X y

et qu’en pratique nous prenons
1

y
Ainsi, plus nous choisirons x et y grands, plus t sera grand.

t=
max

Pour I'impl@mentation par di @rences nies, ITK xe par dffaut xet y 1 (pour lecalcul de

t uniguement), comme le propose I'auteur de la m@thode dans son article [49]. Nous laisserons
donc cela tel quel. Remarquons que cela ne correspond donc pas forcgment au spacing de I'image
et donc pas forc@ment non plus aux pas utilisds dans le calcul du gradient.

Pour I'implgmentation avec d@riv@es exactes, par contre, x et Yy sont suppos@s in niment
petits par d@ nition; il est donc probable que les xer 1 provoque une certaine instabilitd dans
la solution. A nouveau, e ectuons di @rents tests sur I'image mouvante 5.6(b) a n de xer les
paramttres concern@s. Nous a chons ici la valeur de la m@trique qui, pour rappel, est la somme
des di @rences au carr@ moyenne (MSD). Nous avons x@ successivement x et vy @gaux 1, 0.5,
0.3,0.2 et 0.1 en e ectuant maximum 300 itdrations. Les r@sultats se trouvent la gure 6.2. Nous
observons que plus les paramttres xet y sont grands, plus la mgtrique d@cro t vite. Cela semble
assez logique puisque plus test grand, plus vite on converge vers la solution. Cependant, le graphe
de droite nous permet de nous rendre compte de I'instabilitd engendr@e par le choix de certains pas.
C’est notamment frappant pour le choix de la valeur 1. Bien sBr, le choix de xet y 0.1 est
celui provoquant le moins d’instabilitd, mais il ne permet par contre pas de minimiser la m@trique
autant que les autres. Cela pourrait s’am@liorer en ajoutant des itdrations, mais 300 constitue ddj
un nombre important d’itgrations et, encore une fois, le recalage est souvent limitd par le temps.
Ici, un bon compromis nous semble Etre x = y = 0:3, qui engendre peu d’instabilitd (mEme
moins que pour 0.2 @tonnamment) tout en convergeant assez rapidement vers la solution. Pour
tous les tests que nous r@aliserons par la suite, nous xerons donc x= Yy =0:3.
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(a) (b)

Figure 6.2 (a) Valeur du crittre de similaritd MSD en fonction de I'itdration (b) Zoom sur les
dernitres itdrations

6.2 Application aux images m@dicales 2D

Nous avons commenc@ par appliquer I'algorithme des ensembles de niveau  quatres paires
d’images 2D. Pour chaque jeu de donnfes, nous avons compar@ I’'@volution du crittre de similarit@
ainsi que le temps d’ex@cution. Nous avons de plus compard les images montrant la di @rence ab-
solue entre image xe et image mouvante recalfe. Le premier jeu de donndes provient des exemples
fournis par la librairie ITK, tandis que les trois autres proviennent de la librairie FAIR (Flexible
Algorithms for Image Registration), un outil de recalage d’images pour Matlab [34].

La premitre paire d’images est le CT des poumons d’un rat; la dimension des images est 128
128. Comme le montrent les gures 6.3(a) et 6.3(b), les images recaler sont dgj assez semblables
avant le recalage. Le but ici est donc de corriger I'image mouvante par des petites d@formations
locales. Les images obtenues par les deux m@thodes @tudiges, i.e., utilisant un gradient approxim@
ou exact, sont montrfes aux gures 6.3(c) et 6.3(d). Il n’est pas facile de les comparer; la di @rence
absolue entre images apporte ici plus d’informations sur la qualitg du recalage. Nous remarquons
en e et aux gures 6.3(e) et 6.3(f) que la di @rence absolue entre image xe et image recalde
obtenue en calculant le gradient par di @rences nies ( gure 6.3(e)) posstde quelques points de
plus forte intensitd certains endroits de I'image, notamment sur la gauche, que la gure obtenue
en utilisant un gradient exact ( gure 6.3(f)). Cela semble indiquer un recalage plus uniforme pour
la m@thode utilisant un gradient exact.

Le deuxitme jeu de donnfes, la gure 6.4, montre un CT d’une main; la dimension des images
est 128 128. Cette fois, la di @rence entre les images de d@part est importante. Les images recal@es
semblent cependant toutes deux assez proches de I'image xe et il est di cile de les d@partager.
Cependant, I'image obtenue avec un calcul exact du gradient est globalement plus bruitde et une
petite anomalie est observ@e la base de I'index et du majeur. La base de la main, sur la gauche, est
@galement moins semblable I'image xe que le r@sultat obtenu avec un gradient exact la gure
6.4(d). Par contre, celle-ci pr@sente un petit dgfaut sur la droite de la main, dans la continuation
de l'auriculaire et comporte un peu de bruit autour des doigts de la main. Ces observations se
con rment d’ailleurs la vue de la di @rence absolue entre image xe et image dgform@e pour
chaque m@thode, aux gures 6.4(e) et 6.4(f).



90 CHAPITRE 6. EXP RIMENTATIONS ET R SULTATS

(@) (b)

© (d)

(e) ®

Figure 6.3 (a) Image xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante ddform@e - Di @rences
nies, (d) Image mouvante d@form@e - Gradient exact, (¢) Di @rence absolue entre (a) et (c), (f)
Di @rence absolue entre (a) et (d)
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Figure 6.4 (a) Image xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dgformde - Di @rences
nies, (d) Image mouvante d@form@e - Gradient exact, (¢) Di @rence absolue entre (a) et (c), (f)
Di @rence absolue entre (a) et (d)
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La troisitme paire d’images sur laquelle nous avons testd I’algorithme des ensembles de niveau
consiste en des IRM du cerveau ( gures 6.5(a) et 6.5(b)). Les dimensions des images de base sont
128  128. Ici, comme I’illustrent les gures 6.5(c), 6.5(d), 6.5(e) et 6.5(f), nous obtenons un re-
calage de mauvaise qualitd. C’est en rfalitd normal ; I’'algorithme des ensembles de niveau a pour
principe de faire @voluer les ensembles de niveau de I'image mouvante vers les ensembles de niveau
de I'image xe. Cela pr@suppose donc que deux points homologues sont de mEme intensitg, ce qui
n’est pas le cas ici. Ces images ne sont donc pas adaptf@es [I’algorithme gtudid, ce qui explique un
si mauvais r@sultat.

En n, le dernier jeu de donn@es utilisd reprdsente  nouveau un cerveau, mais cette fois-ci les
images sont de taille 256  256. La principale di @rence entre I'image xe et I'image mouvante,
prdsent@es aux gures 6.6(a) et 6.6(b), consiste en une d@formation dans la partie sup@rieure de
la repr@sentation du cerveau. Celle-ci semble assez bien corrigfe par le recalage, quelle que soit la
m@thode utilisge. Les r@sultats, visibles aux gures 6.6(c), 6.6(d), 6.6(e) et 6.6(f), sont cette fois
di cilement di @renciables; nous reviendrons sur la qualit? de ce recalage.

A pr@sent, comparons les deux m@thodes de calcul du gradient dans I’algorithme des ensembles
de niveau de manitre plus math@matique. Tra ons, pour les quatre jeux de donn@es, les courbes
d’@volution de la m@trique pour chague impl@mentation ainsi qu’un zoom sur les dernitres itgra-
tions. Pour rappel, la m@trique utilisge est la somme des di @rences au carrd moyenne (MSD).
Les r@sultats sont pr@sentds aux gures 6.7 6.10. La table 6.1, elle, reprend le temps d’ex@cution
ndcessaire chaque m@thode pour chaque paire d’images. Nous n’@tudions pas ici les rdsultats en
termes de nombre d’it@rations car le nombre d’itdrations maximal x@ est toujours atteint. En e et,
il N’y a pas de crittre d’arr€t num@rique sur la valeur de la m@trique pour cet algorithme. C’est
dR au fait que la m@trique approche rarement z@ro et que la qualitg du recalage d@pend @normg-
ment de la di @rence entre image Xxe et image mouvante avant recalage. Fixer un crittre d’arrCt
commun  toutes les images serait donc di cile. Ici, I’algorithme n’a ainsi que deux possibilitds
pour s’arrtter : soit il atteint le nombre maximal d’it@rations x@ par I'utilisateur, soit la valeur
du crittre de similaritd n’@volue plus (i.e., celle-ci est identique pour I'itdration courante et pour
Iitdration prdcgdente).

A la vue de la gure 6.7, nous constatons tout d’abord que I'impl@mentation du gradient exact
permet ici d’atteindre une bien meilleure pr@cision de recalage que la mg@thode utilisant des dif-
fdrences nies minmod. En e et, la somme des @carts au carrd moyenne descend jusque 5 pour le
gradient exact, contre environ 19 pour le gradient approximg@. Cela est probablement dR au fait que
le pas des di @rences nies est @gal au spacing de I'image, i.e., 1 ici, ce qui rend I’'approximation
trks grossitre. Cependant, le crittre de similaritd ddcro t plus vite pour la m@thode utilisant un
gradient calcul@ par di @rences nies; c’est simplement df3 au fait que nous avons choisi t=1
pour les di @rences nies mais t = 0:3 pour le gradient exact. Avec ces images-ci, le choix des
di @rences nies ne semble utile que dans le cas og nous souhaitons e ectuer un recalage deman-
dant moins d’une quarantaine d’itdrations. Le facteur temps doit nfanmoins @galement Etre pris
en compte. Nous observons la table 6.1 que le temps n@cessaire pour e ectuer 300 it@rations
de I'algorithme est environ double pour I'utilisation de di @rences nies. Sur base de ce jeu de
donnges, il semblerait donc qu’utiliser des di @rences nies, comme le fait ITK de base, serait une
mauvaise idge. Avant de passer [I’analyse du deuxitme recalage e ectu@, remarquons aussi que la

gure 6.7(b) nous montre une m@trique I@gktrement instable pour la m@thode utilisant un gradient
approxim@. Cela illustre que la restriction CFL donnfe par la proposition 5.1 est une condition
n@cessaire mais pas su sante. Ici, le choix du pas temporel t respecte cette restriction mais la
m@trique semble tout de mEme quelque peu instable, ce qui indique donc une solution @galement
instable de 'EDP  r@soudre.
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Figure 6.5 (a) Image xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dg¢formde - Di @rences
nies, (d) Image mouvante d@form@e - Gradient exact, (¢) Di @rence absolue entre (a) et (c), (f)
Di @rence absolue entre (a) et (d)
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Figure 6.6 (a) Image xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante ddform@e - Di @rences
nies, (d) Image mouvante d@form@e - Gradient exact, (¢) Di @rence absolue entre (a) et (c), (f)
Di @rence absolue entre (a) et (d)
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(@) (b)

Figure 6.7 (a) Evolution du crittre de similaritd MSD pour le premier jeu de donndes (poumons
d’un rat), (b) Zoom sur les dernitres it@rations

La m@dtrique obtenue par recalage des images repr@sentant une main est elle extrEmement lisse ;
le probltme de I'instabilitd n’appara t pas. Notons que la valeur de la MSD est trts flevde au dgbut
du recalage puisque les images sont trts di @rentes, contrairement au cas pr@c@dent. Par contre,
nous observons nouveau une am@lioration de la qualit? du recalage en utilisant un gradient exact,
mais c’est Idger. La gure 6.8(b) indique cependant que la valeur de la m@trique pourrait encore
descendre en autorisant un plus grand nombre d’itdrations. De plus, le temps d’ex@cution gtant
nouveau double pour la m@thode calculant le gradient par di @rences nies, celle-ci n’a d’int@rtt
que si on souhaite un temps maximal de recalage trts court.

Pour le troisitme jeu de donnf@es, nous ne nous attardons pas trop sur les r@sultats puisque nous

(@) (b)

Figure 6.8 (a) Evolution du critkre de similaritd MSD pour le deuxitme jeu de donn@es (main),
(b) Zoom sur les dernitres it@rations
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avons ddj wvu que ces images ne se prttent pas un algorithme tel que les ensembles de niveau.
Nous observons cependant la gure 6.9 des courbes assez similaires celles obtenues pour les
paires d’images pr@cddentes.

En n, le dernier jeu de donn@es montre des r@sultats semblables ceux obtenus par le recalage
du deuxitme jeu de donnfes. Les m@triques sont stables et la m@thode du gradient exact per-
met d’obtenir une meilleure pr@cision au-del d’un certain nombre d’it@rations. De plus, les temps
d’ex@cution de I'algorithme sont nouveau du simple au double. Notons cependant que les temps
d’ex@cution sont ici beaucoup plus @lev@s que pour les autres images testdes. Cela est simplement
dB au fait que ces images-ci sont de taille 256 256 au lieu de 128  128. Il y a donc quatre fois
plus de pixels traiter chaque itdration, ce qui explique des temps d’ex@cution si @levs.

(a) (b)

Figure 6.9 (a) Evolution du critktre de similaritd MSD pour le troisitme jeu de donnges (IRM
du cerveau), (b) Zoom sur les dernitres itdrations

(@) (b)

Figure 6.10 (&) Evolution du crittre de similaritd MSD pour le quatritme jeu de donn@es
(cerveau), (b) Zoom sur les dernitres it@rations
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H Di @rences nies | Gradient exact H

Paire d’images 1 - Poumons de rat 10742 ms 6027 ms
Paire d’images 2 - Main 10859 ms 5881 ms
Paire d’images 3 - IRM du cerveau 10589 ms 6205 ms
Paire d’images 4 - Cerveau 34988 ms 17361 ms

Table 6.1 Temps d’ex@dcution (en millisecondes) du recalage pour les quatre jeux de donnges
prdsentds : comparaison des m@thodes par gradient approximg et exact

La di @rence de temps d’ex@cution entre les deux m@thodes est assez simple expliquer. En e et,
nous avons vu au chapitre pr@cgdent qu’obtenir le gradient de I'interpolant en un point est extr¢-
mement similaire obtenir I'intensit@ de I'image en un point, puisque la d@riv@e de I'interpolant est
preque identique la formule d’interpolation. Dts lors, une d@rivation en un point consiste prin-
cipalement en la recherche des coe cients d’interpolation et en I'Gvaluation d’un certain nombre
de B-splines, tout comme I’interpolation. Or une dd@rivation par di @rences nies demande trois
interpolations : une premitre pour d@terminer I'intensitd du point d’intdrEt et deux autres pour
ddterminer I'intensit@ des pixels voisins, permettant ainsi le calcul des di @rences nies forward et
backward. D’autres petits calculs (minimes par rapport au col3t de I'interpolation) sont de plus
@galement n@cessaires pour obtenir une di @rence nie minmod. Une d@rivation exacte en un point,
par contre, ne demande que I’@quivalent d’une interpolation. Le calcul du gradient approximg est
donc peu prts trois fois plus coBteux que celui du gradient exact.

6.3 Etude d’un cas 3D

Cette section a pour but de pr@senter les r@sultats obtenus lors du test de I’algorithme des en-
sembles de niveau sur une paire d’images 3D. La paire d’images en question est compos@e d’'IRM
du cerveau 16-bit dont la dimension est 154 154 40 et nous a @td fournie par le CHU de
Dinant Godinne. Rappelons qu’une image 3D est une pile d’images 2D, cf. Chapitre 1, Section
1.2.1. Nous pouvons ici consid@rer notre image soit comme une pile de 154 images 2D frontales,
soit comme une pile de 154 images 2D sagittales, soit comme une pile de 40 images transversales.
Pour rappel, ces termes avaient gtg introduits au Chapitre 1, la Section 1.2.6. Une vue 3D de
chacune des images est proposge la gure 6.11. Celles-ci ont gtd color@es I’aide de MevisLab
pour une meilleure visualisation.

Pour appliquer I'exemple d’'ITK  ces images, nous avons df3 transformer chacune des deux
images 3D, qui consistaient en une image Dicom sous forme de pile, en un seul et mEme cher.
Nous avons pour cela utilisd le code DicomSeriesReadlmageWrite2 de la librairie ITK et ainsi
obtenu deux chiers 3D. Nous avons @galement appliqu@ un Itre sur I'image mouvante a n de lui
donner le mtme espace physique que celui de I'image xe via le Itre itkChangelnformationlma-
geFilter. En n, il a fallu changer le type de pixels utilisd pour @crire I'image de sortie, qui Qtait
pr@vu pour des images 8-bit.

Analyser visuellement les r@sultats d’un recalage d’images 3D est plus di cile que pour des
images 2D. En e et, visualiser uniqguement le volume comme la gure 6.11 n’apporte pas assez
de dftails de I'image et il nous est impossible de visualiser ici chaque tranche de I'image. Nous
avons donc ici choisi de comparer quatre tranches transversales de I'image ainsi que, bien sBr,
I’'@volution de la m@trique au cours des it@rations et les temps d’ex@cution respectifs de la m@thode
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@) (b)

Figure 6.11 (a) Image xe (b) Image mouvante

utilisant un gradient exact et de celle utilisant un gradient approxim@. Les tranches numgro 7,
12, 22 et 31 ont @t@ choisies. Les r@sultats obtenus pour chacune des m@thodes consid@drdes sont
visibles aux gures 6.12 6.15. La gure 6.16 montre I'Gvolution des m@triques et, en n, la table
6.2 prsente les temps d’ex@cution pour les deux algorithmes.

Avant de passer aux analyses des di @rents r@sultats, nous souhaitons insister sur le fait que
nous avons bien r@alis@ ici un recalage 3D et non quarante recalages 2D. Le champ de d@placement
obtenu est donc tridimensionnel et les images recalfes pr@sent@es dans les gures ci-dessous ne
correspondent pas au recalage 2D des tranches initiales montrdes.

A la gure 6.12, nous tentons d’@valuer la qualitd du recalage d’images via I’observation de la
tranche 7. Pour les r@sultats obtenus via I'une ou I'autre m@thode, aux gures 6.12(c) et 6.12(d),
nous voyons une ressemblance g@n@rale avec la tranche 7 de I'image xe ( gure 6.12(a)). L’image
est bien dans I'ensemble mais est loin d’Etre parfaite : plusieurs anomalies peuvent Etre obser-
vls quelle que soit la technique de calcul du gradient. Ainsi, I'image obtenue avec un gradient
approxim@ est plus bruit@e et moins lisse; elle posstde de surcro t un peu plus de petits d@fauts
gue la tranche 7 de I'image obtenue avec un calcul du gradient exact. Cela apparat d’ailleurs
aussi  travers les images pr@sentant la di @rence absolue entre images xes et images recaldes,
aux gures 6.12(e) et 6.12(f) : celle obtenue avec un gradient exact est plus sombre presque partout.

Pour la tranche 12 des images 3D, des remarques similaires sont faire. Nous pouvons cepen-
dant de plus remarquer la mauvaise qualitd du recalage lorsque les d@formations nfcessaires sont
importantes. En e et, les gures 6.13(c) et 6.13(d) pr@sentent toutes deux des contours peu lisses
et mal dessin@s certains endroits; citons par exemple le bord du cerveau dans la partie infdrieure
de I'image. L’algorithme des ensembles de niveau semble plus mEme de rfaliser des d@forma-
tions I@gkres, comme par exemple pour les bords du cerveau observ@s sur la gauche et la droite de
I'image. Pr@cisons cependant que cela semble li@ I’algorithme choisi et non au calcul du gradient
puisque cette observation est valable pour la gure 6.13(c) aussi bien que pour la gure 6.13(d).
Les di @rences absolues entre images mouvantes et images recalfes, aux gures 6.13(e) et 6.13(f),
semblent elles indiquer un recalage quelque peu meilleur pour la m@thode utilisant un gradient
exact.
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Figure 6.12 (a) Image xe - tranche 7, (b) Image mouvante - tranche 7, (¢) Image mouvante
dgformg@e - Di @rences nies, (d) Image mouvante d@formge - Gradient exact, (e) Di @rence absolue
entre (a) et (c), (f) Di @rence absolue entre (a) et (d)
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Figure 6.13 (a) Image xe - tranche 12, (b) Image mouvante - tranche 12, (c¢) Image mouvante
ddform@e - Di @rences nies, (d) Image mouvante ddform@e - Gradient exact, (e) Di @rence absolue
entre (a) et (c), (f) Di @rence absolue entre (a) et (d)
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La tranche 22 des images recaler, gures 6.14(a) et 6.14(b), nous permet particulitrement bien
de mettre en avant un important probltme : le cerveau de I'image mouvante est situ@ bien plus
bas que celui de 'image xe. A cause de cela, I’'algorithme doit faire d’importantes d@formations
de bas en haut et, comme nous I'avons d@j observd, cela ne se passe pas trts bien. Ici, nouveau,
les contours du cerveau dans la partie sup@rieure et la partie inf@rieure de I'image sont fortement
ab m@s et trks mal d@coup@s ( gures 6.14(c) et 6.14(d)). C’est simplement d3 au fait que I’algo-
rithme des niveau est pr@vu pour faire des corrections locales. Ici, le travail e ectuer est trop
important. En revanche, I'intdrieur du cerveau a @t@ assez bien d@form@ et ce sp@cialement pour
I'image obtenue en calculant le gradient de manitre exacte qui ne posstde pas de bruit. L’'autre
image est elle  nouveau fort bruit@e et peut-Etre un peu moins bien dgform@e certains endroits.
C’est nganmoins Idger.

En n, la dernitre tranche observ@e ne nous apprend rien de nouveau. Nous constatons toujours
les mEmes probltmes ddrangeants aux gures 6.15(c) et 6.15(d) : les contours du cerveau sont trts
mal corrigfs en haut et en bas des images et I'image obtenue avec un gradient approximg est brui-
tde. L’intdrieur du cerveau est lui assez bien d@formg; on I’observe notamment aux stries du cerveau.

De manitre g@ngrale, il nous faut cependant observer que les tranche des images recal@es sont
plus claires que celles des images xes. Cela est dR au fait que I'image mouvante est plus lumineuse
dans I’ensemble que I'image xe, comme I'indiquaient d’ailleurs d@j les gures 6.11(a) et 6.11(b).
Or I'algorithme des ensembles de niveau suppose une mEme intensitd pour des points correspon-
dants, ce qui expligue le petit dgcalage d’intensitd. Notons que cette constatation explique que I’on
visualise si bien les di @rences absolues entre images et que les valeurs de la mgtrique, comme nous
allons le voir, soient si hautes.

Nous pouvons aussi remarquer qu’il pourrait Etre intdressant de coupler I’algorithme des en-
sembles de niveau au recalage d’images par transformation globale a ne que nous avions @gvoqug
au Chapitre 2, Section 2.3. Cela permettrait ainsi de faire une premitre correction a ne trts go-
ndrale, r@duisant les importantes d@formations ndcessaires des plus petites. De plus, les recalages
de ce type sont assez rapides ; le temps d’ex@cution g@ndral n’en serait probablement que peu accru.

Intdressons-nous  pr@sent  I'@volution de la m@trique pour comparer le recalage obtenu en
calculant le gradient de manitre exacte et celui obtenu avec un gradient approxim@ par di @-
rences nies. L'@volution de la m@trique est pr@sentde la gure 6.16. Nous voyons gr ce la

gure zoom@e 6.16(b) que la valeur de la m@trique, aprts 300 it@rations, est quasiment du simple
au double entre les deux m@thodes. Le gain obtenu gr ce au gradient exact est donc @norme et,
de plus, il ne faut qu’une cinquantaine d’it@rations cette m@thode pour faire aussi bien que la
m@thode utilisant des di @rences nies. C’est cependant probablement di au fait que le spacing
de I'image est assez important : (1.4935, 1.4935, 3.9). Cela engendre donc des di @rences nies
assez loin du gradient exact puisque, pour rappel, le pas utilisd pour leur calcul est le spacing.
Dts lors, il pourrait peut-Etre Etre int@ressant de ne pas utiliser le spacing comme pas pour les
di @rences nies mais bien un pas xe qui serait un compromis entre pr@cision du gradient obtenu
et amplitude du pas temporel permettant de garder la stabilitd du sch@ma de r@solution numgrique.

Si nous prenons maintenant @galement les temps d’ex@cution en compte, nous voyons que la
m@thode avec gradient exact est ici clairement sup@rieure l'autre. En e et, la table 6.2 indique,
comme pour les cas 2D @tudi@s pr@cddemment, un temps plus que doubld pour la m@gthode calcu-
lant le gradient par di @rences nies. Dans I'absolu, les temps d’ex@cution ne sont pas trks bons
puisgu’ils sont respectivement de I'ordre de 16 et 7 minutes.
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(@) (b)

©) (d)

(e) )

Figure 6.14 (a) Image xe - tranche 22, (b) Image mouvante - tranche 22, (c¢) Image mouvante
ddform@e - Di @rences nies, (d) Image mouvante ddform@e - Gradient exact, (e) Di @rence absolue
entre (a) et (c), (f) Di @rence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)
© (d)
(e) )

Figure 6.15 (a) Image xe - tranche 31, (b) Image mouvante - tranche 31, (c) Image mouvante
dgformg@e - Di @rences nies, (d) Image mouvante d@form@e - Gradient exact, (e) Di @rence absolue
entre (a) et (c), (f) Di @rence absolue entre (a) et (d)
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() (b)

Figure 6.16 (a) Evolution du crittre de similaritd MSD pour le recalage 3D de deux IRM du
cerveau, (b) Zoom sur les dernikres it@rations

H ‘ Di @rences nies ‘ Gradient exact H
H Paire d’images 3D - IRM du cerveau ‘ 1 001 446 ms ‘ 469 363 ms H

Table 6.2 Temps d’ex@cution (en millisecondes) du recalage d’images 3D e ectu@ : comparaison
des m@thodes par gradient approximg et exact

Au vu de I’ensemble des observations faites, nous nous rendons compte que, pour cette image 3D,
il est prgfgrable d’utiliser un calcul de gradient exact avec la m@thode des ensembles de niveau.
Ce n’est cependant qu’une seule image et nous ne pouvons pr@dire avec certitude comment se
comporteraient les deux m@thodes sur une autre image 3D.

6.4 Conclusion

Bien que la m@thode impl@mentde avec un gradient exact semble prometteuse, il est di cile de se
prononcer sur son utilitd rdelle. En e et, tout est question de compromis entre temps d’ex@cution
et pr@cision du recalage et les di @rents tests pr@sent@s ici ont gtd r@alisds sur un ordinateur pro-
cesseur peu puissant. Il pourrait donc Etre int@ressant de refaire ces tests avec un autre matgriel.
Dans I’id@al, il pourrait aussi Etre mieux de tester I’algorithme sur un plus grand nombre d’images
avant de tirer des conclusions.

Nous pouvons cependant d@j a rmer pour le cas 2D que, si le processus de recalage d’images
doit Etre rapide, ce qui est souvent le cas, la m@thode utilisant un gradient exact est surtout utile
pour des images pr@sentant peu de di @rences avant recalage. Cela est trts bien illustr@ par le
premier jeu de donn@es. Par contre, pour une paire d’images trts di @rentes de base, telles que
celles repr@sentant une main pr@sentdes prgcddemment, on peut pr@fdrer un recalage rapide mais
moins prdcis. Dans ce cas, il faudra plut t choisir d’approximer le gradient par des di @rences nies.

En rdsumg, le choix de la m@thode d@pend de la situation. Si le m@decin est en possession de deux
images trts di @rentes, un recalage rapide et manquant un peu de prdcision pourra sans doute lui
su re. S’il veut par contre recaler deux images d@j trts similaires, ce sera alors probablement avec
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un but de grande prfcision et I'utilisation de la m@thode avec gradient exact sera alors plus adaptge.

Pour le cas 3D, il serait indispensable de r@aliser plus de tests. Nous n’avons ici testd les algo-
rithmes que sur une paire d’images et, mEme si ici la m@thode utilisant un gradient exact semble
plus adapt@e, les recherches doivent Etre pouss@es plus loin avant de tirer des conclusions. Tester les
m@thodes sur des images provenant d’autres modalitds comme par exemple le CT pourrait notam-
ment Etre utile. Comme d@j mentionnd plus haut, nous pourrions aussi @ventuellement coupler
I'algorithme des ensembles de niveau un pr@-recalage de type a ne a n de corriger les di @rences
importantes et puis seulement d@former localement I'image.

Notons nalement que nous avons ici appliqud la m@thode utilisant des d@riv@es exactes I'al-
gorithme des ensembles de niveau, algorithme qui ftait de base impldmentd dans ITK avec une
m@thode d’interpolation lindaire a n de limiter le temps de calcul. Il faut ndanmoins garder I'es-
prit qu’un calcul exact du gradient comme celui-ci serait applicable n’importe quel algorithme
de recalage coupld une m@thode d’interpolation par B-splines. Il pourrait dts lors Etre intdres-
sant d’gtudier cette m@thode pour des algorithmes un peu moins cof3teux en temps que celui des
ensembles de niveau, qui supporteraient peut-Etre mieux une interpolation un peu col3teuse par
splines.






Conclusions et perspectives

Ce m@moire avait pour but I'Gtude des fonctions B-splines pour I'interpolation dans le recalage
d’images m@dicales a n de fournir une mg@thode de calcul du gradient de I'image, peu habituelle,
employant des d@riv@es exactes.

Dans cette optigue, nous avons commenc@ par nous immerger dans le monde de I'imagerie mg-
dicale. Nous avons ainsi abord@ les di @rentes caract@ristiques des images m@dicales d’un point de
vue math@matique et informatique. Nous avons @galement vu comment ces images sont en pratique
acquises dans les h pitaux, distinguant par la m&me occasion I'imagerie structurelle de I'imagerie
fonctionnelle. Cela nous a meng vers le traitement d’images. En e et, une fois acquises, les images
peuvent rarement Etre utilisfes telles quelles. Un traitement pr@alable est souvent requis. Nous
avons ainsi vu gu’il existait plusieurs op@rations possibles dans le domaine du traitement d’images
et notamment le recalage, qui nous a particulitrement int@ress@s. Celui-ci consiste en une mise
en correspondance de deux images permettant de corriger les di @rences dues au positionnement,
mouvement du patient et autres d@tails pratiques, tout en gardant I'information des deux images.
Cela permet ainsi une interpr@tation plus pr@cise des images. D’un point de vue math@matique,
nous avons appris que le recalage d’images consistait en une optimisation d’un crittre de similaritd
entre images, processus la plupart du temps itdratif recherchant une transformation optimale pour
recaler I'image dite mouvante sur I'image de r@f@rence.

Di frentes @tapes et caract@ristiques du recalage d’images ont ensuite gt@ abord@es dont la
phase d’interpolation qui nous int@ressait particulitrement dans le cadre de ce m@moire. En e et,
comme une image est d?@ nie de manitre discrtte, c’est- -dire comme une grille, il est rare que
lors de I'application d’une transformation gdomg@trique sur les pixels, ceux-ci soient envoy@s sur
des points de la grille. Une interpolation est alors ndcessaire pour dgterminer I'intensit@ des points
de la grille. Nous avons cependant vu que, par facilitd de calcul, I'interpolation est e ectug@e par
transformation inverse a n d’utiliser I'information de points uniform@ment espac@s. Nous avons
ensuite gtudid di @rentes m@thodes d’interpolation imaginables pour le cas des images. Pour cela,
nous nous sommes concentr@s sur le cas le plus commun og l'interpolant est exprim@ comme une
combinaison linfaire de fonctions choisir. Dans ce m@moire, ces fonctions @taient les B-splines et
plus particulitrement les B-splines cubiques. Leur avantage est de respecter des propridtds souhai-
tables pour I'interpolation d’images telles que le support local, la sym@trie, la partition de I'unit@
ou encore la s@parabilitd. De plus, I'ordre 3 permet d’obtenir des fonctions deux fois continBment
di @rentiables, ce qui permet de pouvoir calculer le gradient exact de I'image, i.e., de I'interpolant.
L’@tude de ces fonctions nous a ensuite permis de construire une m@thode d’interpolation explicite
pour le calcul des coe cients de la combinaisons linfaire de B-splines servant d’interpolant. Cette
m@thode est bas@e sur la th@orie du signal.

Une autre partie importante de ce m@moire a @t@ le choix et I’'dtude de I'algorithme de reca-
lage auquel nous allions appliquer I'interpolation par B-splines. La m@thode choisie a @td celle

des ensembles de niveau. Son principe est de faire @voluer les ensembles de niveau de la fonction
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image mouvante vers ceux de I'image de r@fdrence a n de corriger I'image par des ddformations
locales. Ce probltme peut Etre exprim@ comme une @quation aux d@rivdes partielles (impliquant
un calcul du gradient de I'image) de deux manitres di @rentes : soit via une @quation d’@volution
de I'image, qui s’apparente I’@quation des ensembles de niveau, soit via une @gquation d’@volution
d’une transformation gdom@trique, qui s’apparente I’@quation d’@volution d’une courbe en termes
d’ensembles de niveau. C’est la deuxitme possibilitd que nous avons ici utilisge. Nous avons vu que
cette Pquation aux ddrivdes partielles pouvait Etre rdsolue de manitre discrtte via un schgma de
rdsolution num@rique par di @rences nies.

Une fois la th@orie n@cessaire prdsentde, nous avons pu nous intdresser I'impldmentation de la
m@thode @tudife dans une librairie de traitement d’images du C++ nomm@e ITK. Celle-ci com-
prenait dgj un code de la mg@thode des ensembles de niveau, mais avec une interpolation lingaire
et un calcul du gradient de I'image via di @rences nies. Nous avons donc modi @ ce code, d’abord
pour utiliser I'interpolation par B-splines, ensuite pour utiliser un gradient exact et non approximg
par des di @rences nies. Cette deuxitme modi cation a pu CEtre valid@e gr ce I’introduction de
bornes th@oriques sur I’erreur engendr@e par I'usage des di @rences nies.

Le dernier chapitre, en n, a expos@ les di @rents tests r@alisds avec chacune des m@thodes de
calcul du gradient gtudiges. Quatre paires d’images m@dicales en deux dimensions ont d’abord @t@
utilisdes, et il n’a pas 0tg facile de d@partager les deux m@thodes. Comme nous pouvions nous
y attendre, nous avons constatd que l'utilisation d’un gradient exact permettait d’obtenir une
meilleure optimisation du crittre de similaritd, mais que le prix payer gtait le nombre d’it@rations
n@cessaires pour cela. C’est di3 au fait que pour garder un sch@ma de r@solution stable en utilisant
des d@riv@es exactes, nous avons df3 diminuer son pas temporel, provoquant ainsi une convergence
plus lente en termes du nombre d’itdrations. Cependant, nous avons @galement vu que le temps
d’ex@cution pour un mtme nombre d’itdrations de I'algorithme utilisant des di @rences nies pour
le calcul du gradient gtait environ le double de celui de la m@thode employant un gradient exact.
C’est simplement parce que, comme nhous I’avons vu, le co3t de I’'@valuation du gradient exact en
un point s’apparente celui de I'fvaluation de I'interpolant en un point. Or les di frences nies
minmod utilisent trois interpolations pour le calcul du gradient en un point. Il faut ainsi Gtre
prudent lorsqu’on parle de lenteur de I'algorithme et di @rencier le temps d’ex@cution du nombre
d’itdrations.

Un cas 3D a ensuitd gtd gtudid. Nous avons recal@ deux IRM du cerveau avec chaque m@thode de
calcul du gradient. Le r@sultat obtenu gtait cette fois assez tranch@; pour ces images, la m@gthode
utilisant un gradient exact Jtait nettement sup@rieure I'autre de par la baisse de la valeur de
la m@trique qu’elle engendrait mais aussi de par la rapiditd du processus. Son rapport prdcision
/ temps d’ex@cution @tait de plus bien meilleur que celui de la m@thode approximant le gradient
par des di @rences nies. Les temps d’ex@cution de la m@thode des ensembles de niveau @taient
cependant selon nous assez mauvais, mais il faudrait pour bien faire comparer avec d’autres algo-
rithmes. De plus, la m@thode des ensembles de niveau donnait tout de mEme un recalage d’assez
basse qualitd, sBrement parce qu’il tentait de corriger une importante translation du cerveau par
des dgformations. Il pourrait donc Etre int@ressant d’essayer de coupler cette mgthode un al-
gorithme de recalage fonctionnant par transformation a ne. Cela permettrait probablement de
corriger le placement de I'objet de I'image avant de prdciser le recalage par des d@formation locales
de I'image. Par la suite, plus de tests devraient Etre r@alisgs. Il est en e et di cile de tirer des
conclusions g@n@rales sur base d’un seul recalage d’images 3D.

Nous avons donc ici e ectu@ un travail qui devrait pour bien faire Etre poursuivi. En e et,
malgr@ que la m@thode du gradient exact semble possdder des avantages certains, il nous faut
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rester prudents en tirant nos conclusions, notamment parce que nous manquons d’informations
quant I'importance exacte du temps d’ex@cution par rapport la prdcision du recalage d’images.
Dans un travail futur, xer un temps maximal d’ex@cution (rfaliste) permettrait par exemple
de comparer les deux m@thodes plus e cacement. Il faudrait de plus pouvoir tester I’algorithme
sur un plus grand nombre d’images et avec un mat@driel similaire celui utilisg dans les h pitaux,
a n d’obtenir des informations signi catives sur les temps d’ex@cution de chaque m@thode. Ensuite,
certaines am@liorations du code utilisant un gradient exact pourraient certainement Etre envisaggdes
pour accOl@rer le processus. En e et, le code tel qu’il est pour I'instant est pr@vu pour utiliser des
di @rences nies. L'utilisation d’un gradient exact pourrait changer la donne certains niveaux
de I'algorithme. Cela demanderait cependant une connaissance plus en profondeur des di @rents
composants d’ITK et de la programmation orientde objet. En n, il nous faut remarquer que, si
nous avons ici uniquement utilisg I'algorithme des ensembles de niveau, une @tude comparative
des deux m@thodes de calcul du gradient pourrait @galement Etre r@alisfe sur d’autres algorithmes,
et notamment des algorithmes rdput@s pour leur rapiditd puisque I'utilisation du gradient exact
pourrait alors compenser un manque de pr@cision. Ce travail ne se veut donc nalement qu’un
premier pas dans la direction de I’'dtude de la comparaison de ces deux approches pour le calcul
du gradient de I'image.
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Annexes

Les annexes reprennent les codes principaux pour la mg@thode de recalage d’images @tudife. Le
programme principal est tout d’abord donn@. Les classes associfes viennent ensuite, mais par souci
de concision seuls les chiers .hxx sont donn@s, les .h ne comprenant quasiment que des d@clarations
de types, de variables et de fonctions. De plus, nous n’avons repris ici que les fonctions importantes
et directement impliqudes dans les calculs qui nous intdressent. Le lecteur intdressg peut trouver
les fonctions et chiers manquants dans la librairie ITK.

DeformableRegistration5.cxx

*

Copyright Insight Software Consortium

Licensed under the Apache License, Version 2.0 (the "License");
you may not use this file except in compliance with the License.
You may obtain a copy of the License at

http ://www. apache.org/licenses/LICENSE 2.0.txt

Unless required by applicable law or agreed to in writing, software
distributed under the License is distributed on an "AS IS" BASIS,
WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or implied.
See the License for the specific language governing permissions and
limitations under the License.

A S Y e

*/

#include <stdio.h>

#include <iostream>

#include <string>

#include <time.h>

#include <fstream>

#include "itklmageFileReader.h"

#include "itklmageFileWriter.h"

#include "itklmageRegionlterator.h"
#include "itkLevelSetMotionRegistrationFilter.h"
#include "itkHistogramMatchinglmageFilter.h"
#include "itkChangelnformationlmageFilter.h"
#include "itkCastlmageFilter.h"

#include "itkWarplmageFilter.h"

/I Classe destinée au suivi du processus de recalage
class CommandlterationUpdate : public itk ::Command

{
public:
typedef CommandlterationUpdate Self;
typedef itk ::Command Superclass;
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ANNEXES

b

typedef itk :: SmartPointer<CommandlterationUpdate> Pointer;
itkNewMacro(CommandIterationUpdate) ;

protected:
CommandIterationUpdate () {};
typedef itk ::Image< float, 3 > InternallmageType;
typedef itk::Vector< float, 3 > VectorPixelType;

typedef itk ::Image< VectorPixelType, 3 > DisplacementFieldType;
typedef itk::LevelSetMotionRegistrationFilter< InternallmageType,
InternallmageType, DisplacementFieldType> RegistrationFilterType;

public:
void Execute(itk :: Object *caller, const itk:: EventObject & event)
ITK_OVERRIDE
{
Execute ((const itk :: Object *)caller, event);
}
void Execute(const itk ::Object * object, const itk::EventObject & event)
ITK_OVERRIDE
{
const RegistrationFilterType * filter =
static_cast< const RegistrationFilterType * >(object);
if (filter = ITK NULLPTR)
{
return;
}
if (I(itk::IterationEvent().CheckEvent(&event)))
{
return;
}
/I Afficher la valeur de la métrique aprés chaque itération
std ::cout < filter >GetMetric() < std::endl;
}

int main(int argc, char *argv([])

{

[* Vérifier que |'utilisateur a bien rentré assez d'arguments (au moins 3
arguments : image fixe , image mouvante et nom souhaité de |'image en sortie) */
if (argc < 4)
{
std :: cerr < "Missing Parameters " < std::endl;
std::cerr < "Usage: " < argv[0];
std::cerr < " fixedlmageFile movinglmageFile ";
std::cerr < " outputlmageFile " < std:: endl;
std::cerr << " [outputDisplacementFieldFile] " < std::endl;
return EXIT_FAILURE;

}

/I Dimension des images a recaler et définition d'un type pour leurs pixels
const unsigned int Dimension = 2;
typedef short int PixelType;

/I Définition de types pour les images données en entrée
typedef itk ::Image< PixelType, Dimension > FixedlmageType;
typedef itk ::Image< PixelType, Dimension > MovinglmageType;

/I Objets permettant de lire |'image fixe et |'image mouvante

typedef itk ::ImageFileReader< FixedlmageType > FixedlmageReaderType;

typedef itk ::ImageFileReader< MovinglmageType > MovinglmageReaderType;
FixedlmageReaderType :: Pointer fixedimageReader = FixedlmageReaderType ::New() ;
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MovinglmageReaderType :: Pointer movinglmageReader = MovinglmageReaderType ::New()

fixedimageReader >SetFileName (argv[1]);
movinglmageReader >SetFileName (argv[2]);

/* Modification éventuelle de |'espace physique de |'image mouvante
pour qu'il concorde avec celui de |'image fixe */

typedef itk ::ChangelnformationimageFilter<MovinglmageType> FilterType;
FilterType :: Pointer changeFilter = FilterType ::New();

changeFilter >Setlnput(movinglmageReader >GetOutput());

changeFilter >UseReferencelmageOn () ;

changeFilter >SetReferencelmage (fixedimageReader >GetOutput());
changeFilter >ChangeOriginOn () ;

changeFilter >ChangeSpacingOn() ;

changeFilter >ChangeDirectionOn () ;

changeFilter >Update();

/I Caster les images pour qu'elles aient des pixels de type float (utile pour

les calculs)

typedef float InternalPixelType;

typedef itk ::Image< InternalPixelType , Dimension > InternallmageType;

typedef itk :: CastlmageFilter< FixedlmageType, InternallmageType >
FixedlmageCasterType;

typedef itk :: CastlmageFilter< MovinglmageType, InternallmageType >
MovinglmageCasterType;

FixedimageCasterType :: Pointer fixedimageCaster = FixedlmageCasterType ::New() ;

MovinglmageCasterType :: Pointer movinglmageCaster = MovinglmageCasterType ::New()

fixedlmageCaster >Setinput(fixedimageReader >GetOutput());
movinglmageCaster >Setlnput(changeFilter >GetOutput());

/I Pré recalage par matching des histogrammes
typedef itk :: HistogramMatchinglmageFilter< InternallmageType, InternallmageType
>
MatchingFilterType;
MatchingFilterType :: Pointer matcher = MatchingFilterType ::New() ;
matcher >Setlnput(movinglmageCaster >GetOutput());
matcher >SetReferencelmage (fixedlmageCaster >GetOutput());
matcher >SetNumberOfHistogramLevels(1024);
matcher >SetNumberOfMatchPoints (7);
matcher >ThresholdAtMeanintensityOn () ;

/I Création d'un champ de déplacement et du filtre de recalage

typedef itk ::Vector< float, Dimension > VectorPixelType;

typedef itk ::Image< VectorPixelType, Dimension > DisplacementFieldType;

typedef itk::LevelSetMotionRegistrationFilter< InternallmageType,
InternalilmageType, DisplacementFieldType> RegistrationFilterType;

RegistrationFilterType :: Pointer filter = RegistrationFilterType ::New();

/Il Lier |'objet suivant le processus de recalage au filtre de recalage d'images
CommandlIterationUpdate :: Pointer observer = CommandIterationUpdate ::New() ;
filter >AddObserver(itk ::IterationEvent(), observer);

/I Choisir les paramétres du filtre de recalage et enclancher le filtre
filter >SetFixedlmage (fixedimageCaster >GetOutput());

filter >SetMovinglmage (matcher >GetOutput());

filter >SetNumberOflterations(300);

filter >SetGradientSmoothingStandardDeviations (1.0);

filter >Update();
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/I Création d'un filtre permettant de déformer |'image mouvante et ajustement

des parameétres associés

typedef itk :: WarplmageFilter< MovinglmageType, MovinglmageType,
DisplacementFieldType > WarperType;

typedef itk ::BSplinelnterpolatelmageFunction< MovinglmageType, double >
InterpolatorType;

WarperType :: Pointer warper = WarperType ::New() ;

InterpolatorType :: Pointer interpolator = InterpolatorType ::New();

FixedlmageType :: Pointer fixedlmage = fixedlmageReader >GetOutput();

warper >Setlnput(changeFilter >GetOutput());

warper >Setlnterpolator(interpolator);

warper >SetOutputSpacing (fixedlmage >GetSpacing());

warper >SetOutputOrigin(fixedimage >GetOrigin());

warper >SetOutputDirection(fixedlmage >GetDirection());

warper >SetDisplacementField(filter >GetOutput());

/I Cast |'image mouvante en un type de sortie et écrire |'image déformée dans
un fichier

typedef short int OutputPixelType;

typedef itk ::Image< OutputPixelType, Dimension > OutputimageType;
typedef itk :: CastlmageFilter< MovinglmageType, OutputimageType >
CastFilterType;

typedef itk ::ImageFileWriter< OutputimageType > WriterType;
WriterType :: Pointer writer = WriterType ::New() ;
CastFilterType :: Pointer caster = CastFilterType ::New();

writer >SetFileName (argv[3]);

caster >Setlnput(warper >GetOutput());

writer >Setlnput(caster >GetOutput());

writer >Update();

/I Sauvegarde éventuelle du champ de déformation final obtenu par le filtre de
recalage

/I Uniquement si |'utilisateur a fourni un quatrieme argument

if (argc > 4)

typedef itk ::ImageFileWriter< DisplacementFieldType > FieldWriterType;
FieldWriterType :: Pointer fieldWriter = FieldWriterType ::New() ;
fieldWriter >SetFileName(argv[4]);
fieldWriter >Setlnput(filter >GetOutput();
fieldWriter >Update();

}

return EXIT_SUCCESS;

}
itkLevelSetMotionRegistrationFunction.hxx

*

Copyright Insight Software Consortium

Licensed under the Apache License, Version 2.0 (the "License");
you may not use this file except in compliance with the License.
You may obtain a copy of the License at

http ://wwv. apache . org/licenses/LICENSE 2.0. txt

Unless required by applicable law or agreed to in writing, software
distributed under the License is distributed on an "AS |IS" BASIS,
WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or implied.
See the License for the specific language governing permissions and
l[imitations under the License.

* * * * * * * * * * * * * * * =~



18

20

22

24

26

28

30

32

36

38

40

42

a4

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

68

70

72

74

76

78

119

*.

*/

#ifndef

#define

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

itkLevelSetMotionRegistrationFunction_hxx
itkLevelSetMotionRegistrationFunction_hxx

"itkLevelSetMotionRegistrationFunction .h"
"itkMacro .h"

"itkMath . h"

<iostream>

<iomanip>

<cmath>

<limits>

<typeinfo>

<thread>

namespace itk

{

/I Constructeur

template< typename TFixedlmage, typename TMovinglmage, typename
TDisplacementField > LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedlmage,
TMovinglmage, TDisplacementField >::LevelSetMotionRegistrationFunction ()

{

RadiusType r;
unsigned int j;

for (j = 0; j < ImageDimension; j++)

{

}
this >SetRadius(r);

riil = 0;

/I Différents parametres

m_Alpha = 0.1;

m_GradientMagnitudeThreshold = 1le 9;
m_IntensityDifferenceThreshold = 0.001;
m_GradientSmoothingStandardDeviations = 1.0;
this >SetMovingimage (ITK NULLPTR) ;

this >SetFixedlmage (ITK NULLPTR) ;

/I Interpolateur pour |'image mouvante

typename DefaultinterpolatorType :: Pointer interp =
DefaultinterpolatorType ::New() ;

m_Movinglmagelnterpolator = static_cast< InterpolatorType * >
(interp.GetPointer());

/I Informations liées a la métrique

m_Metric = NumericTraits< double >::max();
m_SumOfSquaredDifference = 0.0;
m_NumberOfPixelsProcessed = OL;

m_RMSChange = NumericTraits< double >::max();
m_SumOfSquaredChange = 0.0;
m_UselmageSpacing = true;

/I Informations liées au filtre gaussien de lissage
m_MovinglmageSmoothingFilter = MovinglmageSmoothingFilterType ::New() ;
m_MovinglmageSmoothingFilter
>SetSigma(m_GradientSmoothingStandardDeviations) ;
m_MovinglmageSmoothingFilter >SetNormalizeAcrossScale(false);

/I Interpolateur pour |'image lissée
m_SmoothMovinglmagelnterpolator = static_cast< InterpolatorType * >
(DefaultinterpolatorType ::New() . GetPointer());
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/* Initialisation d'une itération du schéma de résolution numérique
de |'EDP d'évolution */
template< typename TFixedlmage, typename TMovinglmage, typename
TDisplacementField > void LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedlmage,
TMovinglmage, TDisplacementField >::Initializelteration ()
{

/[* Vérifier si |'image mouvante, |'image fixe et |'interpolateur de |'image

mouvante ont bien été définis */

if ('this >GetMovinglmage() || 'this >GetFixedlmage() ||

I'm_Movinglmagelnterpolator)

{

itkExceptionMacro
(<< "Movinglmage, Fixedlmage and/or Interpolator not set");

}

/I Créer une version lissée de |'image mouvante
m_MovinglmageSmoothingFilter >Setlnput(this >GetMovinglmage());
m_MovinglmageSmoothingFilter
>SetSigma(m_GradientSmoothingStandardDeviations) ;
m_MovinglmageSmoothingFilter >Update () ;

/I Interpolateur pour |'image mouvante lissée
m_SmoothMovinglmagelnterpolator
>Setlnputimage (m_MovinglmageSmoothingFilter >GetOutput());

/I Interpolateur pour |'image mouvante non lissée
m_Movinglmagelnterpolator >Setlnputimage(this >GetMovinglmage());

/I Initialisations liées a la métrique
m_SumOfSquaredDifference = 0.0;
m_NumberOfPixelsProcessed = OL;
m_SumOfSquaredChange = 0.0;

}

/I Fonction principale de |'algorithme : mise a jour du champ de déplacement
template< typename TFixedlmage, typename TMovinglmage, typename
TDisplacementField > typename LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedImage,
TMovinglmage, TDisplacementField >::PixelType
LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedlmage, TMovinglmage,
TDisplacementField >::ComputeUpdate(const NeighborhoodType & it, void *agd,
const FloatOffsetType & itkNotUsed(offset))
{

/I Informations sur le voisinage de pixels considéré

const IndexType index = it.Getlndex();

const double fixedValue = (double)this >GetFixedimage() >GetPixel(index);

PointType mappedPoint;

this >GetFixedlmage () >TransformlindexToPhysicalPoint(index, mappedPoint);

/* Mise a jour du pixel avec le déplacement calculé & |'itération
précédente */
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; j++)

{
mappedPoint[j] + it.GetCenterPixel()[j];
}
/I Evaluation de |'interpolant au point d'intérét
PixelType update;
double movingValue;

if (m_Movinglmagelnterpolator >IslnsideBuffer(mappedPoint))

{

movingValue = m_Movinglmagelnterpolator >Evaluate (mappedPoint);
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}

else

{
update. Fill (0.0);
return update;

}

/I Spacing de |'image mouvante
MovingSpacingType mSpacing = this >GetMovinglmage () >GetSpacing();
if (!this >m_UselmageSpacing)

{
}

mSpacing. Fill (1.0);

/* Calcul du gradient (exact si flagGradientExact=1,
approximé par différences finies si flagGradientExact=0) */
int flagGradientExact(0);

PointType mPoint(mappedPoint) ;

CovariantVectorType gradient;

double gradientMagnitude (0.0) ;

if (flagGradientExact = 1)

{ /I Calcul du gradient exact
if (m_SmoothMovinglmagelnterpolator >IsinsideBuffer(mPoint))
{ gradient = m_SmoothMovinglmagelnterpolator
>EvaluateDerivative (mPoint) ;
}
else
{
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; |j++)
{ gradient[j] = O;
}
}
/I Norme du gradient
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; j++)
{ gradientMagnitude += itk ::Math::sqr(gradient[j]);
LradientMagnitude = std :: sqrt(gradientMagnitude) ;
}
else
{

/I Calcul du gradient par différences finies minmod et de sa norme
const double centralValue = m_SmoothMovinglmagelnterpolator
>Evaluate (mPoint) ;

double forwardDifferences [ImageDimension];
double backwardDifferences[ImageDimension];
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; j++)

{

mPoint[j] += mSpacing[j];
if (m_SmoothMovinglmagelnterpolator >IsinsideBuffer(mPoint))

{
forwardDifferences[j] = m_SmoothMovinglmagelnterpolator
>Evaluate (mPoint) centralValue;
forwardDifferences[j] /= mSpacing[j];
}
else
{

forwardDifferences[j] = 0.0;

}
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mPoint[j] = (2.0 * mSpacing[j]);
if (m_SmoothMovinglmagelnterpolator >IsinsideBuffer(mPoint))
{
backwardDifferences[j] = centralValue
m_SmoothMovinglmagelnterpolator >Evaluate (mPoint);
backwardDifferences[j] /= mSpacing[j];

}
else
{
backwardDifferences[j] = 0.0;
}
mPoint[j] += mSpacing[j];
}
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; j++)
{
if (forwardDifferences[j] * backwardDifferences[j] > 0.0)
{
const double bvalue = itk::Math::abs(backwardDifferences|[j]):
double gvalue = itk ::Math::abs(forwardDifferences][j]);
if (gvalue > bvalue)
{
gvalue = bvalue;
}
gradient[j] = gvalue * itk::Math::sgn(forwardDifferences|[j]);
}
else
{
gradient[j] = 0.0;
}
gradientMagnitude += itk ::Math::sqr(gradient[j]);
}

gradientMagnitude = std:: sqrt(gradientMagnitude);

}

/* Calcul de la mise a jour du déplacement au pixel d'intérét et des
informations liées a la métrique */
const double speedValue = fixedValue movingValue;
GlobalDataStruct *globalData = (GlobalDataStruct *)gd;
/I Pour la métrique
if (globalData)
{
globalData >m_SumOfSquaredDifference += itk ::Math:: sqr(speedValue);
globalData >m_NumberOfPixelsProcessed += 1;
}
/I Cas d'un gradient presque nul
if (itk::Math::abs(speedValue) < m_IntensityDifferenceThreshold
|| gradientMagnitude < m_GradientMagnitudeThreshold)
{
update. Fill (0.0);
return update;
}
/* Calculs liés a la métrique et au pas temporel Delta t du schéma de
résolution de |'EDP */
double Llnorm = 0.0;
for (unsigned int j = 0; j < ImageDimension; j++)
{
update[j] = speedValue * gradient[j] / (gradientMagnitude + m_Alpha);
if (globalData)
{
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globalData >m_SumOfSquaredChange += itk ::Math:: sqr(update[j]);
Llnorm += (itk ::Math::abs(update[j]) / mSpacing[j]);

}

/* Garder la norme L1 calculée en ce pixel si elle est plus grande que
celles des pixels précédemment traités (pour le calcul du pas temporel) */
if (globalData & (Llnorm > globalData  >m_MaxL1Norm))

{
}

globalData >m_MaxL1Norm = Llnorm;

/I La fonction retourne la mise a jour du déplacement au pixel d'intérét
return update;

}

/I Calcul du pas temporel Delta t pour la résolution de |'EDP
template< typename TFixedlmage, typename TMovinglmage, typename
TDisplacementField > typename LevelSetMotionRegistrationFunction<
TFixedlmage, TMovinglmage, TDisplacementField >::TimeStepType
LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedlmage, TMovinglmage,
TDisplacementField >::ComputeGlobalTimeStep(void *GlobalData) const
{

TimeStepType dt = 1.0;

/* Delta =1 si on utilise des différences finies pour le gradient,

0.3 sinon */

double delta = 1.0;

GlobalDataStruct *d = (GlobalDataStruct *)GlobalData;

/I Pas temporel Delta t
if (d >n_MaxLINorm > 0.0)

{

dt = 1.0 / (d >m_MaxL1lNorm / delta);
}
return dt;

}

/* Mise a jour de la métrique et variables liées , et libération de la mémoire
pour la structure de données liée a la métrique */

template< typename TFixedlmage, typename TMovinglmage, typename
TDisplacementField > void LevelSetMotionRegistrationFunction< TFixedlmage,
TMovinglmage, TDisplacementField >::ReleaseGlobalDataPointer(void *gd) const

{
GlobalDataStruct *globalData = (GlobalDataStruct *)gd;

m_MetricCalculationLock . Lock() ;

m_SumOfSquaredDifference += globalData >m_SumOfSquaredDifference;
m_NumberOfPixelsProcessed += globalData >m_NumberOfPixelsProcessed;
m_SumOfSquaredChange += globalData >m_SumOfSquaredChange;

if (m_NumberOfPixelsProcessed)

{
m_Metric = m_SumOfSquaredDifference
| static_cast< double >(m_NumberOfPixelsProcessed);
m_RMSChange = std :: sqrt(m_SumOfSquaredChange
| static_cast< double >(m_NumberOfPixelsProcessed));
}

m_MetricCalculationLock . Unlock() ;
delete globalData;
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#endif

itkBSplineDecompositionlmageFilter.hxx

/
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Copyright Insight Software Consortium

Licensed under the Apache License, Version 2.0 (the "License");
you may not use this file except in compliance with the License.
You may obtain a copy of the License at

http ://ww. apache . org/licenses/LICENSE 2.0. txt

Unless required by applicable law or agreed to in writing, software
distributed under the License is distributed on an "AS IS" BASIS,
WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or implied.
See the License for the specific language governing permissions and
l[imitations under the License.

*/

Portions of this file are subject to the VIK Toolkit Version 3 copyright.
Copyright (c) Ken Martin, Will Schroeder, Bill Lorensen

For complete copyright, license and disclaimer of warranty information
please refer to the NOTICE file at the top of the ITK source tree.

*/
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#ifndef itkBSplineDecompositionlmageFilter_hxx

9 #define itkBSplineDecompositionimageFilter_hxx
#include "itkBSplineDecompositionlmageFilter.h"
1 #include "itkimageRegionConstlteratorWithindex.h"
#include "itkimageRegionlterator.h"

3 #include "itkProgressReporter.h"

#include "itkVector.h"
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namespace itk

{

/I Constructeur
template< typename TInputimage, typename TOutputimage >
BSplineDecompositionimageFilter< Tinputlmage, TOutputimage >
::BSplineDecompositionlmageFilter ()
{
m_SplineOrder = 0;
int SplineOrder = 3;
m_Tolerance = 1le 10;
m_lteratorDirection = 0;
this >SetSplineOrder(SplineOrder);

}

/I Calcul des coefficients d'une interpolation 1D
template< typename TInputlmage, typename TOutputimage >
bool BSplineDecompositionimageFilter< TIinputimage,
TOutputimage >::DataToCoefficients1D ()

{

/* Calcul de la constante multiplicatrice permettant d'obtenir c(k)
dans le théoreme 3.11 (6 pour |'ordre 3) et application */
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double ¢c0 = 1.0;

1.0 / m_SplinePoles[k]

(conditions frontieres)

1; n < m_DataLength[ m_IteratorDirection];

* m_Scratch[n 1];

(conditions frontiéres)

2;: 0<=n; n

m_Scratch[n] );

if ( m_DataLength[ m_IteratorDirection] = 1 )
{
return false;
}
for ( int k = 0; k < m_NumberOfPoles; k+ )
cO=c0 * (1.0 m_SplinePoles[k] ) * ( 1.0
}
for ( unsigned int n = 0; n < m_DataLength[m_IteratorDirection]; n+ )
m_Scratch[n] *= cO0;
}
/I Calcul des coefficients
for ( int k = 0; k < m_NumberOfPoles; k+ )
{
/I Initialiasation du filtre causal
this >SetlnitialCausalCoefficient(m_SplinePoles[k]) ;
/I Récursion causale
for ( unsigned int n =
{
m_Scratch[n] += m_SplinePoles[k]
}
/I Initialisation du filtre anticausal
this >SetlnitialAntiCausalCoefficient(m_SplinePoles[K]) ;
/I Récursion anticausale
for ( int n = m_DataLength[ m_IteratorDirection]
{
m_Scratch[n] =
m_SplinePoles[k] * ( m_Scratch[n + 1]
}
}
return true;
}
/I Fixer |'ordre des B splines a utiliser

template< typename TInputimage, typename TOutputimage >

void BSplineDecompositionlmageFilter< TInputimage, TOutputimage >

:: SetSplineOrder(unsigned

{

}

/Il Fixer

int SplineOrder)

if ( SplineOrder = m_SplineOrder )

{

return;

}

m_SplineOrder = SplineOrder;
this >SetPoles();
this >Modified () ;

les poles en fonction de
template< typename TInputimage, typename TOutputimage >

void BSplineDecompositionlmageFilter< Tlnputimage,
TOutputimage >::SetPoles()

{

switch ( m_SplineOrder )

{

case 3:

m_NumberOfPoles = 1;

m_SplinePoles[0]
break;

std::sqrt(3.0)

2.0;

| 'ordre des splines choisi

)

)
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case O:
m_NumberOfPoles = 0;
break;
case 1:
m_NumberOfPoles = 0;
break;
case 2:
m_NumberOfPoles = 1;
m_SplinePoles [0] = std::sqrt(8.0) 3.0;
break;
case 4:
m_NumberOfPoles = 2;
m_SplinePoles[0] = std::sqrt( 664.0 std::sqrt(438976.0) )
+ std::sqrt(304.0) 19.0;
m_SplinePoles[1] = std::sqrt( 664.0 + std::sqrt(438976.0) )
std::sqrt(304.0) 19.0;
break;
case 5:
m_NumberOfPoles = 2;
m_SplinePoles[0] = std::sqrt(135.0 / 2.0 std ::sqrt(17745.0 / 4.0)
)
+ std::sqrt(105.0 / 4.0) 13.0 / 2.0;
m_SplinePoles[1] = std::sqrt(135.0 / 2.0 + std::sqrt(17745.0 / 4.0)
)
std::sqrt(105.0 / 4.0) 13.0 / 2.0;
break;
default:
ExceptionObject err(_FILE _, _LINE_ );

err.SetLocation (ITK_LOCATION) ;

err.SetDescription("SplineOrder must be between 0 and 5. \
Requested spline order has not been implemented yet.");

throw err;

break;

}

/I Conditions initiales du filtre causal données par le théoréme 3.11
template< typename TInputlmage, typename TOutputimage >
void BSplineDecompositionlmageFilter< TInputimage, TOutputimage >
:: SetlnitialCausalCoefficient(double z)
{
CoeffType sum;
double zn, z2n, iz;
typename TlInputimage :: SizeValueType horizon;

/I horizon correspond a k 0 dans le théoreme 3.11
horizon = m_DataLength[ m_IteratorDirection];
zn = z;
if ( m_Tolerance > 0.0 )
{

horizon = (typename TInputimage :: SizeValueType)

std:: ceil( std::log(m_Tolerance) / std::log( std::fabs(z) ) );

}

/* Calcul des conditions initiales en fonction de la valeur de horizon
(voir théoréeme 3.11) */
if ( horizon < m_DataLength[ m_IteratorDirection] )
{
sum = m_Scratch[0];
for ( unsigned int n = 1; n < horizon; n+ )
{

sum += zn * m_Scratch[n];



181

185

187

189

191

193

195

197

199

201

203

205

207

209

211

213

215

217

219

221

223

225

227

229

231

233

235

237

239

127

zn *= z;

m_Scratch[0] = sum;

}
else
{
iz =101 z;
z2n = std::pow( z, (double)( m_DataLength[ m_IteratorDirection]
sum = m_Scratch[0]
+ z2n * m_Scratch[m_DataLength[ m_lteratorDirection] 1L1];
z2n *= z2n * iz;
for (unsigned int n = 1; n<=(m_DataLength[ m_lIteratorDirection]
{
sum += ( zn + z2n ) * m_Scratch[n];
zn *= z;
z2n *= iz;
}
m_Scratch[0] = sum / ( 1.0 zn * zn );
}

}

/I Conditions initiales du filtre anticausal données par le théoréme 3.11

template< typename TInputimage, typename TOutputimage >
void BSplineDecompositionlmageFilter< Tlnputimage, TOutputimage >
:: SetlnitialAntiCausalCoefficient(double z)

{

m_Scratch[m_DataLength[ m_lteratorDirection]

* (z * m_Scratch[m_DataLength[ m_IteratorDirection]
+ m_Scratch[m_DataLength[ m_IteratorDirection] 11 );

}

/I Calcul
template< typename TInputlmage, typename TOutputimage >
void BSplineDecompositionlmageFilter< Tlnputlmage, TOutputimage >
:: DataToCoefficientsND ()

{

des coefficients pour une interpolation ND

OutputlmagePointer output = this >GetOutput();

Size< ImageDimension > size = output
unsigned int count = output >GetBufferedRegion().GetNumberOfPixels ()

/

size[0] * ImageDimension;

ProgressReporter progress(this, 0, count, 10);

1

/I Boucle pour

2]

>GetBufferedRegion () . GetSize () ;

L ) )

2); n++)

11=(z /! (z * z 1.0 ) )

Initialisation de |'image de coefficients avec |'image a interpoler
this >CopylmageTolmage () ;

éventuellement z)

for

{

(

unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )

m_IteratorDirection = n;

/1

Itérateur pour parcourir |'image ligne par ligne

interpoler en 1D selon chaque direction (x, y et

OutputLinearlterator Clterator( output, output >GetBufferedRegion() );
Clterator. SetDirection(m_IteratorDirection);

11

{

Pour chaque ligne dans la direction m_lteratorDirection
while ( !Clterator.IsAtEnd() )

/* Copie de la ligne de coefficients dans la variable m_Scratch

de |'interpolation 1D ; au début coefficients
this >CopyCoefficientsToScratch(Clterator);

input image

*/
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/I Calcul des coefficients pour interpolation 1D de la ligne

courante
241 this >DataToCoefficients1D () ;
Clterator.GoToBeginOfLine() ;
243 /I Remplacer les coefficients utilisés par ceux trouvés
this >CopyScratchToCoefficients(Clterator); /I m_Scratch =
m_Ilmage;
245 /I L"itérateur avance d'une ligne
Clterator.NextLine();
247 progress.CompletedPixel () ;
}
249 }
}
251
/I Allocation de mémoire et enclanchement du calcul des coefficients
253 template< typename TInputlmage, typename TOutputimage >
void BSplineDecompositionlmageFilter< TInputimage, TOutputimage >
255 1. GenerateData ()
{
257 InputimageConstPointer inputPtr = this >Getlnput () ;
m_Datalength = inputPtr >GetBufferedRegion () . GetSize () ;
259 typename TOutputimage :: SizeValueType maxLength = 0;
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
261 {
if ( m_DataLength[n] > maxLength )
263 {
maxLength = m_DataLength[n];
265 }
}
267 m_Scratch. resize (maxLength) ;
OutputlmagePointer outputPtr = this >GetOutput() ;
269 outputPtr >SetBufferedRegion( outputPtr >GetRequestedRegion() );

outputPtr >Allocate ();
271

this >DataToCoefficientsND () ;
273

m_Scratch. clear () ;
275 }

}

277 #endif

itkBSplinelnterpolatelmageFunction.hxx

1 /*
3 * Copyright Insight Software Consortium
*
5 * Licensed under the Apache License, Version 2.0 (the "License");
* you may not use this file except in compliance with the License.
7 * You may obtain a copy of the License at
9 * http ://wwv. apache . org/licenses/LICENSE 2.0. txt
*
11 * Unless required by applicable law or agreed to in writing, software
* distributed under the License is distributed on an "AS IS" BASIS,
13 *  WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, either express or implied.
* See the License for the specific language governing permissions and
15 * limitations under the License.
*
17 % */
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#define itkBSplinelnterpolatelmageFunction_hxx

#include "itkBSplinelnterpolatelmageFunction.h"

#include "itkl
33 #include "itkl
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namespace it

{

k

/I Constructeur
template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
BSplinelnterpolatelmageFunction< TimageType, TCoordRep, TCoefficientType >

elnterpolatelmageFunction ()

/I Pour la parallélisation
m_NumberOfThreads = 1;
m_ThreadedEvaluatelndex = ITK NULLPTR;
m_ThreadedWeights = [TK_ NULLPTR;
m_ThreadedWeightsDerivative = [TK_ NULLPTR;

/I Création de filtres pour le calcul des coefficients d'interpolation
m_CoefficientFilter = CoefficientFilter ::New();

oefficients = CoefficientimageType ::New();

/I Parameéetres sur les B splines
m_SplineOrder = 0;
unsigned int SplineOrder = 3;

::BSplin
{
m_C
this
this
}
Il Fixer

>SetSplineOrder (SplineOrder) ;
>m_UselmageDirection = true;

| 'image a interpoler et calcul des coefficients d'interpolation

template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TImageType, TCoordRep, TCoefficientType >
:: Setlnputlmage (const TImageType *inputData)

{
if (
{
}
else
{
}

}

/I Fixer

inputData )

m_CoefficientFilter >Setlnput(inputData);
m_CoefficientFilter >Update();

m_Coefficients = m_CoefficientFilter >GetOutput () ;
Superclass :: Setlnputimage (inputData) ;

m_Datalength = inputData >GetBufferedRegion().GetSize();

m_Coefficients = [TK_NULLPTR;

| 'ordre des splines et calcul de variables de travail
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template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TIimageType, TCoordRep, TCoefficientType >
:: SetSplineOrder (unsigned int SplineOrder)

{
if ( SplineOrder = m_SplineOrder )
{
return;
}
m_SplineOrder = SplineOrder;
m_CoefficientFilter >SetSplineOrder(SplineOrder);
m_MaxNumberlinterpolationPoints = 1;
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
m_MaxNumberinterpolationPoints *= ( m_SplineOrder + 1 );
}
this >GeneratePointsTolndex();
}
/I Evaluation des B splines utiles a |'évaluation de |'interpolant en un point

template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TIlmageType, TCoordRep, TCoefficientType >
;. SetinterpolationWeights(const ContinuousindexType & x, const vnl_matrix<long>
& Evaluatelndex, vnl_matrix< double > & weights, unsigned int splineOrder)
const

double w, w2, w4, t, tO, t1;
switch ( splineOrder )

{
case 3:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
/Il wx k ou k est le plus petit index servant a |'interpolation
w = x[n] (double)Evaluatelndex[n][1];
weights[n][3] = ( 1.0 / 6.0 ) *w * w * w;
weights[n][0] = ( 1.0 / 6.0 ) + 0.5 * w * (w 1.0)
weights[n][3];
weights[n][2] =w + weights[n][0] 2.0 * weights[n][3];
weights[n][1] = 1.0 weights[n][0] weights[n][2]
weights[n][3];
}
break;
}
case O:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
weights[n][0] = 1;
}
break;
}
case 1:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] (double)Evaluatelndex[n][0];
weights[n][1] = w;
weights[n][0] = 1.0 w;
}
break;
}

case 2:
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{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] (double)Evaluatelndex[n][1];
weights[n][1] = 0.75 w *ow;
weights[n][2] = 0.5 * (w weights[n][1] + 1.0 );
weights[n][0] = 1.0 weights[n][1] weights[n][2];
}
break;
}
case 4:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] (double)Evaluatelndex[n][2];
w2 =w * w;
=(1.0/ 6.0 ) * w2;
welghts[n][O] = 0.5 w;
weights[n][0] *= weights[n][0];
weights[n][0] *= ( 1.0 / 24.0 ) * weights[n][0];
t0 =w * (t 11.0 / 24.0 );
tl1 = 19.0 / 96.0 +w2 * ( 0.25 t);
weights[n][1] = t1 + tO;
weights[n][3] = t1 to;
weights[n][4] = weights[n][0] + t0O + 0.5 * w;
weights[n][2] = 1.0 weights[n][0] weights[n][1]
weights[n][3] weights[n][4];
}
break;
}
case 5:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] (double)Evaluatelndex[n][2];
w2 =w * w;
weights[n][5] = ( 1.0 / 120.0 ) * w * w2 * w2;
w2 = Ww;
w4 = w2 * w2;
w = 0.5;
t=w2 * (w2 3.0 );
weights[n][0] = ( 1.0 / 24.0 ) * ( 1.0 / 5.0 + w2 + w4 )
weights[n][5];
0=( 1.0/ 24.0 ) * (w2* (w2 5.0 ) + 46.0 / 5.0 );
1= 1.0/ 120 ) *w* (t+ 4.0 );
weights[n][2] = 0 + t1;
wel hts[n][3] = t1;
(10/16.0)*(9.0/5.0 t);
=(10/24.0)*W*(W4 w2 5.0 );
weights[n][1] = t0 + t1;
weights[n][4] = tO t1;
}
break;
}
default:
{
ExceptionObject err(_FILE , _LINE );

err.SetLocation (ITK_LOCATION) ;

err.SetDescription("SplineOrder must be between 0 and 5.

Requested spline order has not been
throw err;
break;

implemented yet.

\

")
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}

/* Evaluation des B splines pour |'évaluation en un point de la dérivée
exacte de |'interpolant */

template< typename TIimageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TIlmageType, TCoordRep, TCoefficientType >
:: SetDerivativeWeights(const ContinuousindexType & x, const vnl_matrix<long>

& Evaluatelndex, vnl_matrixxdouble> & weights, unsigned int splineOrder) const

double w, wl, w2, w3, w4, w5, t, t0O, t1, t2;

int derivativeSplineOrder = (int)splineOrder 1;
switch ( derivativeSplineOrder )
{
case 1:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
weights[n][0] = 0.0;
}
break;
}
case O:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
weights[n][0] = 1.0;
weights[n][1] = 1.0;
}
break;
}
case 1:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] + 0.5 (double)Evaluatelndex[n][1];
wl=1.0 W,
weights[n][0] = 0.0 wl;
weights[n][1] = wl w;
weights[n][2] = w;
}
break;
}
case 2:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] + .5 (double)Evaluatelndex[n][2];
w2 = 0.75 W * w;
w3 =05 * (w w2 + 1.0 );
wl=1.0 w2 w3;
weights[n][0] = 0.0 wl;
weights[n][1] = wl w2;
weights[n][2] = w2 w3;
weights[n][3] = w3;
}
break;
}
case 3:
{

for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
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{
w = x[n] + 0.5 (double)Evaluatelndex[n][2];
wd=(1.0/6.0) *w?™*w?*w,
wi=(1.0/6.0)+ 05 *w?* (w 1.0 ) w4 ;
w3 =w + wl 2.0 * w4;
w2 = 1.0 wl w3 w4 ;
weights[n][0] = 0.0 wl;
weights[n][1] = wl w2;
weights[n][2] = w2 w3;
weights[n][3] = w3 w4 ;
weights[n][4] = w4;
}
break;
}
case 4:
{
for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{
w = x[n] + .5 (double)Evaluatelndex[n][3];
t2 =w * w;
t=(1.0/ 6.0 ) * t2;
wl = 0.5 w;
wl *= wil;
wl*= ( 1.0/ 24.0 ) * wi;
t0o=w * (t 11.0 / 24.0 );
tl1 = 19.0 / 96.0 + t2 * ( 0.25 t ),
w2 = tl + t0;
w4 = tl to;
w5 =wl +t0 + 0.5 * w;
w3 = 1.0 wl w2 w4 w5 ;
weights[n][0] = 0.0 wl;
weights[n][1] = wl w2;
weights[n][2] = w2 w3;
weights[n][3] = w3 w4 ;
weights[n][4] = w4 w5;
weights[n][5] = w5;
}
break;
}
default:
{
ExceptionObject err(_FILE , _LINE );
err.SetLocation (ITK_LOCATION) ;
err.SetDescription("SplineOrder (for derivatives) must be between \
1 and 5. Requested spline order has not been implemented yet.")
throw err;
break;
}

}

/* Génération de
lies a la parallélisation */

la variable de travalil

m_PointsTolndex et calculs

template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >

void BSplinelnterpolatelmageFunction< TImageType, TCoordRep,

.. GeneratePointsTolndex ()

{

TCoefficientType >

delete [] m_ThreadedEvaluatelndex;
m_ThreadedEvaluatelndex = new vnl_matrix< long >[m_NumberOfThreads];

delete [] m_ThreadedWeights;

m_ThreadedWeights = new vnl_matrix< double >[m_NumberOfThreads];
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delete[] m_ThreadedWeightsDerivative;
m_ThreadedWeightsDerivative = new vnl_matrix< double >[m_NumberOfThreads];
for ( unsigned int i = 0; i < m_NumberOfThreads; i+ )
{
m_ThreadedEvaluatelndex[i]. set_size (ImageDimension, m_SplineOrder + 1);
m_ThreadedWeights[i]. set_size (ImageDimension, m_SplineOrder + 1);
m_ThreadedWeightsDerivative[i]. set_size (ImageDimension,
m_SplineOrder + 1);
}

m_PointsTolndex. resize (m_MaxNumberinterpolationPoints) ;
for ( unsigned int p = 0; p < m_MaxNumberinterpolationPoints; p++ )
{ .
int pp = p;
unsigned long indexFactor[ImageDimension];
indexFactor[0] = 1;
for ( int j = 1; j < static_cast< int >( ImageDimension ); j+ )
{
indexFactor[j] = indexFactor[j 1] * ( m_SplineOrder + 1 );

for (int j = (static_cast<int>(ImageDimension) 1); j>= 0; j )

m_PointsTolndex[p][j] = pp / indexFactor[j];
pp = pp % indexFactor[j];

}

/I Calcul de la région de support des B splines
template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TIlmageType, TCoordRep, TCoefficientType >
.. DetermineRegionOfSupport(vnl_matrix< long > & evaluatelndex,
const ContinuousindexType & x, unsigned int splineOrder) const
{

/I Décalage de 1/2 pour les ordres de splines pairs

const float halfOffset = splineOrder & 1 ? 0.0 : 0.5;

for (unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n++)

{
/I Index le plus bas servant a |'interpolation
long indx = (long)std:: floor((float)x[n] + halfOffset) splineOrder/2;
/I Calcul des index suivants
for (unsigned int k = 0; k <= splineOrder; k++)
{
evaluatelndex [n][k] = indx++;
}
}

}

/* Calcul des conditions miroirs lorsque les indexs calculés par
DetermineRegionOfSupport sont hors de |'image */
template< typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType >
void BSplinelnterpolatelmageFunction< TimageType, TCoordRep, TCoefficientType >
;o ApplyMirrorBoundaryConditions (vnl_matrix< long > & evaluatelndex,
unsigned int splineOrder) const
{

/I Index du premier pixel

const IndexType startindex = this >GetStartindex();

/I Index du dernier pixel

const IndexType endindex = this >GetEndIndex();

for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n++ )

{

/I Si |'image est de longueur 1 selon une des directions
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if ( m_DataLength[n] = 1 )

{
for ( unsigned int k = 0; k <= splineOrder; k+ )
{
/I Seul le pixel 0 est utilisé pour cette direction
evaluatelndex[n][k] = O;
}
}
else
{
for ( unsigned int k = 0; k <= splineOrder; k+ )
{
/I ' Si |'index est plus petit que le premier index
if ( evaluatelndex[n][k] < startindex[n] )
{
/I Conditions miroir
evaluatelndex[n][k] = startlndex[n] +
( startindex[n] evaluatelndex[n][k] );
}
/I Si |'index est plus grand que le dernier
if ( evaluatelndex[n][k] >= endIndex[n] )
{
/I Conditions miroir
evaluatelndex[n][k] = endIindex[n]
( evaluatelndex[n][k] endindex[n] );
}
}
}
}
}
/I Evaluation de |'interpolant en un point

template<typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType>
typename BSplinelnterpolatelmageFunction<TImageType, TCoordRep,
TCoefficientType >::OutputType BSplinelnterpolatelmageFunction<TImageType,
TCoordRep, TCoefficientType >::EvaluateAtContinuousindexInternal(const

ContinuousindexType & x, vnl_matrix< long > & evaluatelndex,
vnl_matrix< double > & weights) const

{
/I Calcul de la région de support
this >DetermineRegionOfSupport( ( evaluatelndex ), x, m_SplineOrder );
/I Evaluation des B splines
SetinterpolationWeights(x, ( evaluatelndex ), ( weights ), m_SplineOrder);
/I Calcul des conditions miroir si evaluatelndex sort des
image

this >ApplyMirrorBoundaryConditions( ( evaluatelndex ), m_SplineOrder );

/I Calcul de |'interpolant en x
double interpolated = 0.0;
IndexType coefficientindex;

/I On parcourt chaque point du cube d'interpolation n dimensionnel
for ( unsigned int p = 0; p < m_MaxNumberinterpolationPoints; p++ )

{
double w= 1.0;

for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n++ )
{
unsigned int indx = m_PointsTolndex[p][n];
w *= ( weights )[n][indx];
coefficientindex[n] = ( evaluatelndex )[n][indx];

limites de
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/I Combinaison linéaire des coefficients et des B splines évaluées
interpolated +=w * m_Coefficients >GetPixel(coefficientlindex);

}
return ( interpolated );
}
/I Evaluation de la dérivée exacte de |'interpolant en un point X

template<typename TImageType, typename TCoordRep, typename TCoefficientType>
typename BSplinelnterpolatelmageFunction<TImageType, TCoordRep,
TCoefficientType >::CovariantVectorType BSplinelnterpolatelmageFunction
< TImageType, TCoordRep, TCoefficientType >
:: EvaluateDerivativeAtContinuousindexinternal (const ContinuousindexType & X,
vnl_matrix<long> & evaluatelndex, vnl_matrix<double> & weights,
vnl_matrix< double > & weightsDerivative) const
{

/I Calcul de la région de support

this >DetermineRegionOfSupport( (evaluatelndex), x, m_SplineOrder );

/I Evaluation des B splines nécessaires au calcul de |'interpolant
SetinterpolationWeights(x, (evaluatelndex), (weights), m_SplineOrder);

/* Evaluation des B splines nécessaires au calcul de la dérivée de

| "interpolant */

SetDerivativeWeights (x, (evaluatelndex), (weightsDerivative),
m_SplineOrder) ;

/* Calcul des conditions miroir au cas ou evaluatelndex sort des
index de |'image*/
this >ApplyMirrorBoundaryConditions( ( evaluatelndex ), m_SplineOrder );

/I Image en entrée et son spacing

const InputlmageType *inputlmage = this >Getlnputimage();

const typename InputimageType::SpacingType & spacing =
inputimage >GetSpacing();

/I Calcul de la dérivée
CovariantVectorType derivativeValue;

double tempValue;

IndexType coefficientindex;

for ( unsigned int n = 0; n < ImageDimension; n+ )
{

derivativeValue[n] =
for ( unsigned int p

{

0.0;
= 0; p < m_MaxNumberlnterpolationPoints; p+ )

tempValue = 1.0;
/I Selon chaque direction:
for ( unsigned int nl = 0; nl < ImageDimension; nl+ )
{
unsigned int indx;
indx = m_PointsTolndex[p][nl];
coefficientindex[nl] = ( evaluatelndex )[n1l][indx];
/* Utiliser soit les B splines pour |'interpolant si on n'
est pas dans la méme direction que la boucle sur n, soit les
B splines pour la dérivée si on est dans la méme directiont/
if (nl1l=n)
{
}
else

{
}

tempValue *= ( weightsDerivative )[nl][indx];

tempValue *= ( weights )[n1][indx];



513

515

517

519

521

523

525

527

529

531

533

535

[N

w

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

33

137

}

/* Combinaison linéaire avec les coefficients d'interpolation
et les B splines évaluées */
derivativeValue[n] += m_Coefficients >GetPixel(coefficientindex)
* tempValue;
}
/I Tenir compte de |'espace physique
derivativeValue [n] /= spacing[n];

}

/I Tenir compte de |'espace physique
if ( this >m_UselmageDirection )

{
CovariantVectorType orientedDerivative;
inputimage >TransformLocalVectorToPhysicalVector(derivativeValue ,
orientedDerivative);
return orientedDerivative;
}
return ( derivativeValue );
}
}
#endif

Fonctions importantes suppl@mentaires, extraites de itkBSplinelnterpolatelmageFunction.h :

/I Fonction appelée par ComputeUpdate de itkLevelSetMotionRegistrationFunction
/I Fonction chargée d'interpoler en un point de |'espace physique

virtual OutputType Evaluate(const PointType & point) const ITK OVERRIDE

{

ContinuousindexType index;

/I De |'espace physique vers un index continu
this >Getlnputlmage () >TransformPhysicalPointToContinuousindex(point, index);

return ( this >EvaluateAtContinuousindex(index) );

}

/I Fonction chargée d'interpoler en un index continu
virtual OutputType EvaluateAtContinuousindex(const ContinuousindexType & index)
const ITK OVERRIDE

{
vnl_matrix< long > evaluatelndex( ImageDimension, ( m_SplineOrder + 1 ) );
vnl_matrix< double > weights( ImageDimension, ( m_SplineOrder + 1 ) );
return this >EvaluateAtContinuousindexinternal(index, evaluatelndex, weights);
}
/* Fonction chargée d'évaluer la dérivée exacte de |'interpolant en un point

de |'espace physique
Fonction appelée par ComputeUpdate de itkLevelSetMotionRegistrationFunction */
CovariantVectorType EvaluateDerivative (const PointType & point) const

{

ContinuousindexType index;

this >Getlnputlmage () >TransformPhysicalPointToContinuousindex(point, index);
return ( this >EvaluateDerivativeAtContinuousindex(index) );



w

5

37

a1

138

ANNEXES

/I Fonction chargée d'évaluer

{

continu
CovariantVectorType EvaluateDerivativeAtContinuousindex(const
ContinuousindexType & x) const

vnl_matrix< long >

la dérivée exacte de |'interpolant en un index

evaluatelndex( ImageDimension, ( m_SplineOrder + 1 ) );
vnl_matrix< double > weights( ImageDimension,

( m_SplineOrder + 1 ) );

vnl_matrix< double > weightsDerivative ( ImageDimension, ( m_SplineOrder + 1 ) )

return this >EvaluateDerivativeAtContinuousindexInternal(x, evaluatelndex,

weights ,

weightsDerivative);



