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RØsumØ

Dans le cadre du recalage d’images mØdicales, il est souvent question d’un compromis entre
prØcision et temps d’exØcution. Ce mØmoire se penche sur le problŁme du point de vue du calcul
du gradient de l’image, cette Øtape Øtant l’une des parties d’un algorithme de recalage d’images
contribuant souvent à la perte de prØcision. Le gradient est en e�et gØnØralement approximØ par
des di�Ørences �nies. Nous Øtudions ici le calcul du gradient exact, rendu possible par une inter-
polation de l’image utilisant B-splines cubiques, fonctions deux fois continßment di�Ørentiables.
Cette alternative est ici couplØe à un algorithme de recalage faisant Øvoluer les ensembles de niveau
de l’image mouvante vers ceux de l’image �xe. Dans cette optique, ce mØmoire expose d’abord un
Øtat de l’art de l’imagerie mØdicale et du recalage d’images avant de dØvelopper les mØthodes utili-
sØes. Une partie plus pratique prØsente ensuite l’implØmentation du code à l’aide d’une librairie de
traitement d’images du C++, ITK, ainsi que les di�Ørentes comparaisons rØalisØes entre les deux
calculs de gradient possibles, menant à une conclusion mitigØe.

Mots-clØs : imagerie mØdicale, recalage d’images, interpolation, B-splines, gradient de l’image,
librairie ITK.

Abstract

In the context of medical image registration, one of the main issues is to �nd a good compromise
between accuracy and duration. This master thesis addresses the problem in terms of the compu-
tation of image gradient since this step often leads to a loss of accuracy. The gradient is indeed
generally approximated by �nite di�erences. We study here the computation of the exact gradient,
made possible by an image interpolation using cubic B-splines functions, which are twice conti-
nuously di�erentiable. This alternative is here combined with a registration algorithm evolving the
level-sets of the moving image into the ones of the reference image. To this end, the present work
starts by establishing a state of the art of medical imaging along with image registration and then
develops the used methods. A more practical part presents afterwards the algorithm implementa-
tion within ITK, a C++ library for image processing. It also shows the di�erent tests conducted
in order to compare both gradient computations, which lead to a mixed conclusion.

Keywords : medical imaging, image registration, interpolation, B-splines, image gradient, ITK
library.
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Introduction

Dans le milieu hospitalier, l’imagerie tient une place extrŒmement importante. Di�Ørentes tech-
niques permettent d’obtenir des images mØdicales montrant l’intØrieur du corps du patient. Leur
but est de fournir des informations sur l’anatomie et le fonctionnement des organes, participant
ainsi au diagnostic, au suivi de l’Øvolution du patient ou encore à la plani�cation de traitement.
Les images obtenues ne sont cependant pas toujours utilisables directement ; un traitement prØa-
lable est alors nØcessaire. C’est dans ce cadre que s’inscrit ce mØmoire, rØalisØ en collaboration
avec le Centre Hospitalier Universitaire de Dinant Godinne. Dans ce travail, nous nous intØressons
à une discipline particuliŁre du traitement d’images qu’est le recalage d’images. Cette technique
permet de mettre en correspondance deux images similaires contenant des informations di�Ørentes.
Son but est ainsi d’aider le mØdecin dans ses dØcisions par l’apport d’informations complØmentaires.

La problØmatique du recalage d’images consiste souvent en un compromis entre temps et prØ-
cision. En e�et, le recalage doit Œtre e�ectuØ de maniŁre rapide tout en gardant un maximum de
prØcision dans la mise en correspondance des deux images. Dans ce mØmoire, cette problØmatique
est abordØe sous l’angle du calcul du gradient de l’image, nØcessaire à la plupart des mØthodes de
recalage d’images. Nous Øvoquons deux possiblitØs pour ce calcul. L’une, plus frØquemment utilisØe
de par la rapiditØ du processus de recalage qu’elle engendre, propose d’approximer le gradient à
l’aide de di�Ørences �nies. L’autre, alternative que nous Øtudions ici pour son avantage de prØci-
sion, calcule le gradient à l’aide de dØrivØes exactes. Ceci est rendu possible par l’introduction de
fonctions continues et di�Ørentiables appelØes B-splines dans la phase d’interpolation du recalage
d’images qui permet de rendre continue une image discrŁte.

Ce travail est divisØ en six chapitres. Le premier introduit formellement tout ce qui a trait à
l’imagerie mØdicale. Nous abordons di�Ørentes caractØristiques de l’image ainsi que les moyens
d’acquisition des images mØdicales. Le deuxiŁme chapitre se concentre sur le traitement d’images,
et plus particuliŁrement sur le recalage. Le Chapitre 3 introduit les fonctions B-splines ainsi que
leur utilisation dans le cadre de l’interpolation pour les images via la thØorie du signal. Le quatriŁme
chapitre, lui, a pour but d’expliquer les notions thØoriques liØes à l’algorithme de recalage utilisØ
dans ce mØmoire, à savoir la mØthode des ensembles de niveau. Le Chapitre 5 expose ensuite la mise
en pratique des notions vues prØcØdemment via ITK, une librairie du C++ dØdiØe au traitement
d’images mØdicales. En�n, le dernier chapitre prØsente les di�Ørents tests e�ectuØs et les rØsultats
obtenus.
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Chapitre 1

Notions de base de l’imagerie mØdicale

Dans ce chapitre, nous introduisons progressivement le concept d’imagerie mØdicale et de tout
ce qui y a trait.

1.1 Le concept d’image

A l’heure actuelle, l’Œtre humain se retrouve quotidiennement face à des quantitØs d’images de
tous genres. Le concept d’image est visuel ; nous savons tous ce que c’est, sans pour autant savoir
ce qu’il en est de sa construction informatique, mathØmatique. C’est donc un prØrequis de base
qu’il nous faut Øtablir pour commencer. La question est donc : qu’est-ce qu’une image ?

Nous nous intØressons bien sßr ici aux images dites digitales ou numØriques. Celles-ci peuvent Œtre
dØ�nies comme des images pouvant Œtre stockØes, transmises et manipulØes à l’aide d’un support
informatique [14]. Si nous considØrons les images de notre point de vue de mathØmaticien, nous
pouvons en donner une dØ�nition plus formelle [16].

DØ�nition 1.1 (Image). Une image est une fonction d-dimensionnelle qui reprØsente une mesure
de certaines caractØristiques telles que la couleur, la brillance d’une scŁne. Une image peut donc
Œtre dØ�nie par

f : Rd �! R : (x1; : : : ; xd) 7�! f(x1; : : : ; xd);

oø (x1; : : : ; xd) reprØsente un point de l’image et f(x1; : : : ; xd) l’intensitØ de l’image en ce point.

Notons que les points auxquels s’applique une fonction image forment une grille d-dimensionnelle.
A partir de la dØ�nition 1.1, nous pouvons distinguer deux types d’images numØriques :

� Les images matricielles :
Ces images sont constituØes de pixels (picture elements). Les pixels sont des petits carrØs ayant
chacun une position et des caractØristiques bien dØ�nies au sein de l’image. L’image peut donc
Œtre considØrØe comme une grille de points. En gØnØral, on ne distingue pas ces pixels à l’oeil
nu, ce n’est que lorsque l’on zoome sur l’image que l’on s’aperçoit de cette construction, et
c’est d’ailleurs le principal dØfaut de ce type d’images : on ne peut pas à la fois les agrandir
et garder leur nettetØ. Cette situation est illustrØe à la �gure 1.1, oø l’on voit qu’en zoomant
sur une certaine zone de l’image, on peut distinguer ses pixels.

� Les images vectorielles :
Une image vectorielle est composØe non pas de pixels mais de formes gØomØtriques ØlØmen-
taires telles que des segments de droites, des ellipses, des arcs de cercle, etc. Chacune de ces
formes possŁde un ensemble de caractØristiques telles qu’une couleur et une position. De ce
fait, l’image est beaucoup plus "mathØmatique". En pratique, lorsque l’on souhaite agrandir
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4 CHAPITRE 1. NOTIONS DE BASE DE L’IMAGERIE MÉDICALE

une image vectorielle, l’ordinateur recalcule toutes les formes à l’Øchelle souhaitØe, ce qui per-
met d’Øviter une image �oue, comme le montre la �gure 1.2.

La grande di�Ørence entre les deux types d’images se situe donc au niveau du redimensionnement.

Lisant la description ci-dessus, on pourrait penser que les images matricielles n’ont pas de rØel
intØrŒt par rapport aux images vectorielles. Ce n’est bien sßr pas le cas : les images vectorielles
ont en fait l’inconvØnient d’Œtre di�cilement manipulables, mais surtout di�ciles à obtenir. En
e�et, il n’est pas toujours Øvident de garder le rØalisme, la prØcision ou encore les couleurs de
certaines images (notamment les images mØdicales) en les construisant uniquement avec des formes
gØomØtriques. En pratique, donc, les images vectorielles seront essentiellement des logos, des images
crØØes arti�ciellement et non pas des photographies. Les images mØdicales que nous manipulons
ici sont donc de type matriciel. Tous les concepts que nous abordons par la suite concernent ainsi
les images matricielles.

1.2 CaractØristiques propres à une image

Les images peuvent Œtre classØes selon plusieurs critŁres qui leur sont propres. Nous allons ici
en passer certains en revue, à savoir ceux qui nous intØressent dans le contexte de ce mØmoire.
Six caractØristiques des images nous semblent ainsi essentielles. Certaines sont propres aux images
mØdicales, d’autres non.

1.2.1 La dimension

La dØ�nition 1.1 donnØe prØcØdemment mentionne les images comme Øtant des fonctions multi-
dimensionnelles. Il existe en e�et des images de dimension supØrieure à 2, particuliŁrement dans
le monde de l’imagerie mØdicale oø l’on peut obtenir des images 2D, 3D ou mŒme 4D. Dans ce
mØmoire, nous nous concentrerons uniquement sur les images en deux ou trois dimensions.

Figure 1.1 � Illustration de la nature d’une image matricielle [51]

Figure 1.2 � Agrandissement d’images au format vectoriel (à gauche) et matriciel (à droite) [14]
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Une image 2D est simplement une image telle que dØcrite jusqu’ici : c’est une grille 2D de pixels
qui, mathØmatiquement, peut Œtre reprØsentØe par une certaine fonction de deux variables f(x1; x2)
oø (x1; x2) correspond à un point de la grille.

Une image 3D, au premier abord, semble plus di�cile à visualiser. En pratique, en imagerie
mØdicale, une image 3D se concrØtise par une pile d’images 2D. Pour que cela ait du sens, il faut
bien sßr que les images reprØsentent des scŁnes proches, à savoir par exemple plusieurs coupes d’un
poumon. Ainsi, une fois superposØes, on peut obtenir une visualisation 3D du poumon, grâce par
exemple à des logiciels de traitement d’images comme MevisLab [17]. L’image ne nous parvient
donc pas directement comme une image 3D mais bien comme une sØrie d’images que l’on retravaille
ensuite pour obtenir une visualisation 3D. La �gure 1.3 reprØsente un Øchantillon d’une telle pile
d’images 2D (l’original en compte 436), tandis que la �gure 1.4 nous montre leur reprØsentation
3D, basØe sur la pile entiŁre. La di�Ørence en termes de grille entre une image 2D et une image 3D
est illustrØe à la �gure 1.5.

Remarquons que dans les images 3D, un ØlØment (x1; x2; x3) est appelØ voxel (volume element)
et non pixel. Nous prendrons cependant ici la convention d’utiliser le mot pixel pour dØsigner un
pixel ou voxel d’une image de dimension quelconque.

Figure 1.3 � Echantillon d’une pile d’images 2D illustrant un tronc humain [31]

Figure 1.4 � Visualisation 3D d’une pile d’images illustrant un tronc humain [31]
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Figure 1.5 � Une grille de pixels (à gauche) et une grille de voxels (à droite) [1]

1.2.2 La dØ�nition

La dØ�nition d’une image est le nombre total de pixels dont elle est composØe. Elle est souvent
exprimØe sous la forme m1� : : :�md, oø m1; : : : ;md sont des entiers reprØsentant respectivement
le nombre de pixels selon chaque dimension de l’image. La dØ�nition correspond donc en quelque
sorte au poids de l’image. Son unitØ est le pixel (p) [4].

1.2.3 La rØsolution

La rØsolution d’une image est le nombre de pixels d’une image par unitØ de surface ou de volume.
Elle correspond donc à la �nesse de l’image. Son unitØ est le pixel par pouce (ppp) [4].

1.2.4 L’espace physique

Les images sont Øgalement dØ�nies via leur espace physique. Comme nous l’avons dØjà mentionnØ,
une image est une fonction donnant l’intensitØ d’une grille de points. Cette grille de points peut
Œtre accØdØe de maniŁre absolue à l’aide d’index, les pixels Øtant alors simplement numØrotØs de
maniŁre entiŁre. Une autre approche est d’utiliser son espace physique, c’est-à-dire de considØrer
la grille dans un systŁme de coordonnØes. Une image possŁde en e�et intrinsŁquement une origine
ainsi que ce qu’on appelle un spacing, donnant l’Øcart entre les points de la grille, i.e., entre les
pixels. Le spacing est unique pour une mŒme direction ; une image d-dimensionnelle a donc un
spacing sous forme de vecteur de taille d. Ces caractØristiques de l’image sont essentielles lorsqu’on
s’intØresse au traitement d’images ; nous y reviendrons.

1.2.5 Le format

Dans cette partie, nous prØsenterons quelques formats d’image pour les images de type matriciel,
dans le cadre de l’imagerie mØdicale mais aussi en dehors. Cependant, avant de les passer en revue,
il faut savoir que toute image, quel que soit son format, possŁde un agencement typique. En e�et,
les images sont composØes de deux parties :

� Le header :
Toute image est entre autres formØe d’un header, aussi dit Metadata, qui contient des infor-
mations techniques sur le format, la couleur, la dØ�nition, la compression, . . . En bref, il doit
contenir tout ce qu’il faut pour pouvoir reconstruire l’image à partir de la seconde partie de
l’image dØcrite ci-dessous ; c’est grâce à lui qu’un logiciel est capable d’ouvrir correctement
une quelconque image [16]. Dans le cas des images mØdicales, le header contient Øgalement
des informations sur le mode de production de l’image. Celles-ci dØpendent de la modalitØ
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d’acquisition de l’image, mais nous reviendrons là-dessus plus loin, au paragraphe 1.3 [25].

� L’information sur les pixels :
La deuxiŁme partie d’une image contient simplement les valeurs numØriques des pixels, les
valeurs permettant d’exprimer les di�Ørentes intensitØs de l’image. Il existe plusieurs maniŁres
de stocker ces nombres ; c’est fonction du format de l’image [25].

Avant de dØcrire les di�Ørents formats, notons que la problØmatique du format d’images repose
sur plusieurs exigences. Citons entre autres le poids de l’image, le type de header, la facilitØ de
transmission ou encore la compatibilitØ des logiciels [7]. Le format prØfØrable dØpend donc du
contexte dans lequel on utilise l’image, et nous aborderons ici le problŁme sous l’angle de l’ima-
gerie mØdicale. Citons donc rapidement quelques formats d’images couramment utilisØs dans tous
types de domaines, avant de nous Øtendre plus longuement sur le format prØfØrØ dans le monde de
l’imagerie mØdicale : le format DICOM.

� Le format JPEG :

Ce qu’on appelle communØment le format JPEG (Joint Photographic Experts Group) est en
fait une mØthode de compression et non un format. En e�et, les �chiers .jpg sont des images
dØjà compressØes. Ils sont donc moins lourds que d’autres types de �chiers que nous verrons
par la suite. Cependant, la compression JPEG entraine des pertes d’informations sur l’inten-
sitØ, la couleur de l’image. Dans le cadre de l’imagerie mØdicale, ce n’est donc pas un type de
format adaptØ puisque trop imprØcis.

� Le format GIF :

Le format GIF (Graphic Interchange Format), qui est Øgalement un format compressØ, cible
un type d’images particulier. En e�et, il ne permet que trŁs peu de prØcision et peu de cou-
leurs. Cependant, contrairement au format JPEG, un seul �chier GIF peut contenir une pile
d’images 2D, c’est-à-dire une image 3D. Dans le domaine de l’imagerie mØdicale, les �chiers
GIF ne sont bien sßr pas du tout utilisØs puisque beaucoup trop imprØcis, malgrØ le fait qu’ils
puissent Œtre à trois dimensions.

� Le format PNG :

A nouveau, le format PNG (Portable Network Graphics) est un format d’images compressØes.
Cependant, contrairement au JPEG, il ne provoque pas de perte d’information sur l’intensitØ
et la couleur de l’image. Il prend donc plus de place en mØmoire mais reste en gØnØral accep-
table pour les transmissions. Dans le cadre de l’imagerie mØdicale, le format PNG pourrait
convenir grâce à sa bonne prØcision et sa facilitØ de transmission. Cependant, son header lui
fait dØfaut, comparØ au standard DICOM que nous verrons par la suite.

� Le format TIFF :

Le format TIFF (Tagged Image File Format) mise tout sur la qualitØ de l’image. De plus, il
permet, tout comme le format GIF, de stocker une pile d’images 2D dans un seul �chier. Ce
n’est pas un format compressØ de base, mais il existe des maniŁres de le compresser a�n de
pouvoir le transmettre plus facilement. En e�et, à cause de sa bonne qualitØ et de sa possibi-
litØ 3D, un �chier TIFF prend ØnormØment de place en mØmoire. Dans le cadre de l’imagerie
mØdicale, un �chier TIFF pourrait donc Œtre tout à fait envisageable. Cependant, en pratique,
il est peu utilisØ car il n’est compatible qu’avec peu de logiciels.
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� Le format DICOM :

Comme dit prØcØdemment, le format DICOM (Digital Imaging and Communications in Me-
dicine) est le format le plus utilisØ en imagerie mØdicale. CrØØ en 1993 par l’ACR (American
College of Radiology) et la NEMA (National Electrical Manufacturers Association), ce format
fait son apparition suite à plusieurs problŁmes rencontrØs par les mØdecins.

Un premier problŁme est le transfert d’images. Grâce à la norme DICOM, les transferts
d’images entre les di�Ørents constructeurs sont devenus beaucoup plus aisØs. De mŒme, on
a pu standardiser les formats d’images d’un type d’appareil à l’autre, c’est-à-dire que quel
que soit le moyen d’acquisition de l’image, l’image produite a toujours le mŒme format. La
crØation de la norme DICOM a donc permis d’Øviter de nombreux problŁmes de maintenance
et gestion dans les centres mØdicaux, notamment des problŁmes d’incompatibilitØ, de coßt, ou
encore de perte d’information [41].

DeuxiŁmement, la norme DICOM a permis d’introduire dans l’image des informations concer-
nant le patient, le moyen d’acquisition de l’image, etc. Le header d’une image DICOM contient
donc des champs spØcialement dØdiØs à des donnØes mØdicales. Cela permet d’Øviter les erreurs
humaines, ou encore de faciliter les Øchanges entre hôpitaux.

Plus concrŁtement, de quoi est composØe une image DICOM? Comme on le sait dØjà, il y a
d’une part les pixels de l’image (leur valeur), et d’autre part le header. Celui-ci est composØ
par les quatre ØlØments suivants :

� Tout d’abord, une image DICOM comprend toujours une Øtiquette (ou tag), qui est compo-
sØe d’un numØro de groupe encodØ par deux octets ainsi que d’un numØro d’ØlØment encodØ
par deux octets Øgalement. Par exemple, une Øtiquette peut Œtre (0010; 0030). Le premier
ØlØment, c’est-à-dire le numØro de groupe, correspond au type d’information gØnØral. C’est
en fait une catØgorie de donnØes. Le second ØlØment d’une Øtiquette, c’est-à-dire le numØro
d’ØlØment, prØcise l’information qui sera donnØe. Dans notre exemple, 0010 reprØsente les
donnØes concernant le patient, tandis que 0030 indique plus particuliŁrement que l’informa-
tion fournie sera la date de naissance du patient [50]. Les principaux numØros de groupes
indiquent notamment les donnØes sur le patient (0010), les donnØes sur le centre mØdical
(0008), les informations sur l’acquisition de l’information (0018), les donnØes sur le posi-
tionnement du patient (0020), les donnØes sur la prØsentation de l’image (0028) ou encore
simplement les commentaires (4000) [11].

� Ensuite, le header d’une image DICOM comprend ce qu’on appelle une reprØsentation de
valeur, encodØe grâce à deux caractŁres. Il fournit le type de l’information donnØe. Par
exemple, pour notre exemple d’Øtiquette (0010; 0030), la reprØsentation de valeur sera DA,
qui est le sigle reprØsentant une date. Parmi les nombreuses reprØsentations de valeur pos-
sibles, citons notamment AS (Age String), LT (Long Text), PN (Person Name) et UL
(Unsigned Long) [50].

� Le header contient Øgalement une information sur la longueur de l’information donnØe, ap-
pelØe longueur de la valeur [11]. C’est un entier non signØ.

� Pour �nir, le header DICOM comprend l’information en elle-mŒme, dite valeur [11]. Dans
notre exemple d’Øtiquette (0010; 0030), il s’agit donc de la date de naissance du patient.



1.2. CaractØristiques propres à une image 9

La �gure 1.6, obtenue à l’aide du logiciel de traitement d’images ImageJ [38], nous montre
une partie des informations disponibles concernant une image DICOM.

Il faut donc retenir de tout ceci que, aujourd’hui, le format DICOM domine le monde de l’ima-
gerie mØdicale de par son adØquation aux problŁmes rencontrØs dans ce milieu.

1.2.6 L’angle de vue

Jusqu’ici, nous n’avons pas encore vu de concepts rØellement propres au domaine de l’imagerie
mØdicale. Cette section s’inscrit dans ce cadre uniquement. Comme nous l’avons vu dans la section
prØcØdente, les images 3D de l’imagerie mØdicale sont formØes de plusieurs images 2D reprØsentant
des coupes d’une partie du corps. Mais ces coupes peuvent Œtre rØalisØes selon di�Ørents plans [11] :

� Le plan frontal :
Aussi appelØ plan coronal, ce plan sØpare le corps en une partie avant (ventrale) et une partie
arriŁre (dorsale).

� Le plan sagittal :
Il s’agit du plan qui sØpare la moitiØ gauche et la moitiØ droite du corps.

� Le plan transversal :
C’est le plan qui sØpare le corps en une partie supØrieure et une partie infØrieure.

Figure 1.6 � Echantillon d’informations associØ à une image au format DICOM [38]
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Ces trois plans forment donc un systŁme d’axes en trois dimensions ; chacun d’eux peut o�rir une
prise de vue di�Ørente d’un mŒme organe, permettant aux mØdecins d’observer di�Ørentes parties
de cet organe, ou une mŒme partie sous di�Ørents angles.

La �gure 1.7 schØmatise ces trois plans, tandis que la �gure 1.8 nous montre des images rØelles
d’un cerveau rØalisØes selon chacun des trois plans.

1.2.7 La couleur

Ce que nous appelons ici la couleur correspond en fait au type d’images en fonction de leurs
couleurs. Plus prØcisØment, cette section concerne l’intensitØ des pixels, c’est-à-dire leur valeur. De
ce point de vue, il existe trois types d’images :

� L’image binaire :
Il s’agit du type d’images le plus basique. Les pixels valent soit 1, soit 0. ConcrŁtement, cela
signi�e que l’image comprend uniquement du noir et du blanc (0 pour noir, 1 pour blanc).
Il n’y a donc pas rØellement d’Øchelle d’intensitØ. La �gure 1.9 montre un exemple d’image
binaire.

Figure 1.7 � Les di�Ørents plans du corps humain [40]

Figure 1.8 � Coupes frontale (à gauche), sagittale (au milieu) et transversale (à droite) d’un
cerveau [12]
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Figure 1.9 � Image binaire (coupe transversale d’un tronc humain) [31]

� L’image en niveaux de gris :
Dans le cas de l’image en niveaux de gris, les pixels peuvent prendre un nombre de valeurs
quelconque. Cependant, plus ils peuvent prendre de valeurs di�Ørentes, plus l’image prend de
la place en mØmoire. Les niveaux de gris correspondent à une Øchelle d’intensitØ qui, la plupart
du temps, est positive : le 0 reprØsente le noir tandis que le plus haut niveau reprØsente le
blanc, et tous les nombres entre 0 et ce plus haut niveau reprØsente di�Ørentes nuances de
gris (du plus foncØ au plus clair). MalgrØ qu’un nombre quelconque de niveaux de gris soient
possibles, il existe des tailles types d’images. Une image de taille j-bit o�rira 2j di�Ørentes
possibilitØs de niveaux de gris. Une image 8-bit, par exemple, donnera une variation d’intensitØ
des pixels entre 0 et 255, c’est-à-dire 256 niveaux de gris possibles. Cependant, il n’est pas rare
qu’une image 8-bit ne contienne pas rØellement 256 valeurs de pixels di�Ørentes. ConsidØrons
par exemple une image 8-bit. Soit amin la plus petite valeur prise par un de ses pixels et amax
la plus grande. Le nombre

d = amax � amin

est alors appelØ gamme dynamique de l’image [13]. A partir des valeurs de chaque pixel, on
peut ainsi crØer un histogramme dØpendant de la gamme dynamique ou de l’intervalle [0,255],
nous donnant les proportions de pixels pour chacune de leurs valeurs possibles. Cet histo-
gramme est trŁs utilisØ dans le domaine du traitement d’images. La �gure 1.10 montre une
image en niveaux de gris (8-bit) et son histogramme associØ, obtenu par le logiciel MevisLab
[17].

Notons qu’une image binaire peut facilement Œtre obtenue à partir d’une image en niveaux de
gris. Par exemple, pour une image 8-bit, il su�t pour cela de dØterminer un nombre seuil T

Figure 1.10 � Image 8-bit et son histogramme [31], [17]
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(treshold) entre 0 et 255 comme Øtant la limite entre noir et blanc : tous les pixels de l’image
en niveaux de gris ayant une valeur infØrieure à T vaudront 0 sur l’image binaire, tandis que
tous les nombres supØrieurs à T vaudront 1.

PrØcisons aussi que toutes les images en niveaux de gris ne possŁdent pas une Øchelle comme
celle dØcrite. C’est notamment le cas en imagerie mØdicale, oø il n’est pas rare de rencontrer
des pixels à intensitØ nØgative.

� L’image en couleur :
Avant de parler des images couleurs, il faut connaitre le principe de trichromie. Celui-ci nous
apprend que, sur base d’au moins trois couleurs (pas n’importe lesquelles), il est possible, en
les mØlangeant, de recrØer toutes les autres couleurs. Plusieurs combinaisons de couleurs sont
possibles pour cela, mais la plus classique est l’espace couleur RGB (red - green - blue). La
plupart des images couleur utilisent ce systŁme [30].

Revenons à nos images. Les pixels d’une image couleur possŁdent la particularitØ d’avoir trois
valeurs. Prenons un exemple 2D. Au lieu d’avoir une image dØ�nie par une matrice m1 �m2,
nous avons une image dØ�nie par trois matrices m1�m2. Chacune de ces matrices reprØsente
la quantitØ (l’intensitØ) de rouge, de vert ou de bleu qui dØ�nit la couleur de chaque pixel.
Donc, chaque pixel est un vecteur de trois composantes : une pour le rouge, une pour le vert et
une pour le bleu. Similairement aux images en niveau de gris, ces valeurs sont comprises entre
0 et 255 (pour les images 8-bit). Le systŁme des images couleurs est illustrØ à la �gure 1.11,
tandis que la �gure 1.12 illustre la dØcomposition d’une image couleur en trois sous-images,
une pour les tons rouges, une pour les tons verts et une pour les tons bleus. Chacune de ces
trois images peut donc Œtre comparable à une image en niveaux de gris pour laquelle on utilise
une couleur au lieu du blanc.

Figure 1.11 � ReprØsentation mathØmatique d’une image couleur via l’espace RGB [16]

Figure 1.12 � SØparation d’une image RGB en trois images basiques (rouge, vert et bleu) [38]
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1.3 Acquisition des images mØdicales

Maintenant que nous avons vu di�Ørentes caractØristiques d’une image, il est temps de s’intØ-
resser à ce qu’on appelle la modalitØ d’une image : comment l’image a-t-elle ØtØ obtenue ? Nous
faisons bien sßr ici rØfØrence aux images mØdicales uniquement.

Pour commencer, ils nous faut nous intØresser au but de l’examen mØdical que l’on souhaite
rØaliser. En e�et, on peut vouloir Øtudier une partie du corps selon deux Øtats di�Ørents : soit l’Øtat
structurel, soit l’Øtat fonctionnel. Certaines modalitØs permettront d’obtenir des images structu-
relles, tandis que d’autres donneront des images fonctionnelles [52]. Une image structurelle ou
anatomique fournit des informations sur la structure des organes : forme, limites, volume, etc. Une
image fonctionnelle renseigne sur la fonction des organes : mØtabolisme, physiologie, etc.

Nous allons donc regrouper les di�Ørentes modalitØs de l’imagerie mØdicale selon qu’elles four-
nissent des images structurelles ou fonctionnelles. Cependant, au vu du grand nombre de techno-
logies di�Ørentes existant sur le marchØ, nous nous contentons ici de dØcrire les grandes familles
de modalitØs.

1.3.1 Techniques d’imagerie structurelle

Nous retrouvons principalement, dans cette catØgorie, les quatre types de modalitØs suivants [7] :

� L’imagerie par rØsonance magnØtique (IRM) :
Le principe est simple : les molØcules d’eau (plus particuliŁrement leurs atomes d’hydrogŁne)
possØdant un moment magnØtique, l’appareil crØe un champ magnØtique puissant dans un tun-
nel oø est placØ le patient. Sous l’e�et de ce champ, les molØcules d’eau vont tendre à s’orienter
toutes dans le mŒme sens. Ensuite, une antenne Ømettra des brefs signaux (frØquences) qui per-
turberont la trajectoire des molØcules d’eau. Une fois le signal �ni, les molØcules reprendront
leur place initiale due au champ magnØtique, Ømettant au passage des signaux Ølectroniques,
d’autres frØquences, qui seront captØes par l’antenne. Celle-ci contiendra alors un signal Ølec-
trique qui sera analysØ et permettra la crØation de l’image, grâce au fait que le signal renvoyØ
di�Łre en fonction de la quantitØ d’eau contenue par les tissus [27].

� L’imagerie par rayons X :
C’est ce qu’on appelle couramment la radiographie. La radiographie utilise le fait que les
rayons X traversent le corps de maniŁre plus ou moins importante en fonction de la densitØ
des tissus. Des photons Ømis par une source placØe devant le corps sont en partie absorbØs par
les tissus humains, et ceux qui traversent sont rØceptionnØs par un dØtecteur placØ à l’arriŁre
du corps. Le domaine de l’imagerie par rayons X regroupe notamment la radiologie standard
(technique 2D) telle que dØcrite ci-dessus, mais Øgalement des dØrivØs tels que le CT-scan
(Computed Tomography) qui correspond à de la radiographie 3D.

� L’imagerie optique :
Contrairement aux techonologies utilisant des rayons X, l’imagerie optique utilise la lumiŁre
visible. Les propriØtØs des photons sont exploitØes pour obtenir des images prØcises d’organes,
tissus ou mŒme de trŁs petits ØlØments tels que des cellules. L’avantage est qu’on obtient des
images en couleurs, et que le patient n’est que trŁs peu exposØ à la radiation [37].

� L’imagerie par ultrasons :
C’est ce qu’on appelle couramment les Øchographies. Similairement aux technologies par rayons
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X, cette technologie se base sur l’Ømission et la rØception d’ondes ultrasonores. Les ondes Ømises
traversent les tissus et, en fonction de la nature des tissus, y font Øcho di�Ørement (plus un
tissu est dense, plus l’Øcho est important) [27].

La �gure 1.13 illustre chacune de ces quatre grandes familles de modalitØs.

1.3.2 Techniques d’imagerie fonctionnelle

Passons à prØsent en revue les deux principales familles de l’imagerie fonctionnelle.

� L’imagerie par Ømission (ou scintigraphie) :
Dans le cas de l’imagerie par Ømission, des radioØlØments bien choisis sont injectØs dans le
corps grâce à un traceur (en petite quantitØ bien sßr) et vont se �xer, grâce à leurs propriØtØs,
sur l’organe ou le tissu que l’on souhaite examiner. Ensuite, en se dØsintØgrant, ces radioØlØ-
ments Ømettent des rayons gamma et un dØtecteur de rayons gamma reliØ à un ordinateur les
dØtecte et les analyse. Cet appareillage de dØtection est appelØ gamma-camØra, il permet de
crØer l’image [27]. Parmi les technologies fonctionnant par Ømission, on retrouve la scintigra-
phie planaire, mais aussi le SPECT-scan (Single Photon Emission Computed Tomography) et
le PET-scan (Positron Emission Tomography) ; ces deux derniŁres technologies fonctionnent
par tomographie, c’est-à-dire qu’elles utilisent une gamma-camØra tournante ou une couronne
de dØtecteurs �xes dans le but d’obtenir plusieurs images et donc par la suite une reconstruc-
tion en 3D.

Notons que cette famille de techniques d’imagerie fonctionnelle, basØes sur l’administration
de substances radioactives au patient dans le but d’Øtablir un diagnostic, constitue l’activitØ
principale du domaine spØcialisØ de la mØdecine appelØ mØdecine nuclØaire.

La �gure 1.14 illustre une scintigraphie planaire du corps entier (d’abord de face puis de dos).
Elle indique au niveau du genou droit une probable tumeur.

� L’imagerie par rØsonance magnØtique fonctionnelle (IRMf) :
Le principe de base de l’IRMf est le mŒme que celui de l’IRM classique. Cependant, l’IRMf est
principalement destinØe à la neurologie. En soumettant le patient à un stimulus (par exemple
le faire lire, Øcouter, calculer, etc), les zones du cerveau activØes par cette tâche reçoivent
plus d’oxygŁne que lorsque le patient ne fait rien. Ces Øchanges d’oxygŁne entre le sang et les
neurones modi�ent ainsi le signal Ømis par les molØcules d’eau. La di�Ørence entre les deux
Øtats (inactif et actif) est alors analysØe par ordinateur [27].

Figure 1.13 � De gauche à droite : IRM, CT-scan, imagerie optique, Øchographie [27], [13]
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Figure 1.14 � Scintigraphie planaire du corps humain [13]

1.4 Conclusion

Nous avons briŁvement introduit, dans ce chapitre, le domaine de l’imagerie mØdicale. Nous
avons vu ce qu’Øtait une image, quelles Øtaient les di�Ørentes possibilitØs pour la caractØriser, mais
Øgalement comment obtenir une image mØdicale.

Dans le prochain chapitre, nous nous penchons plutôt sur ce que l’on peut faire avant d’ana-
lyser des images mØdicales pour en amØliorer l’interprØtation : il s’agit du traitement d’images,
une discipline tirØe des domaines de l’informatique et des mathØmatiques. Nous nous concentrons
particuliŁrement sur le recalage d’images puisque ce mØmoire traite majoritairement de ce domaine.





Chapitre 2

Recalage d’images

Dans ce chapitre, nous abordons le traitement d’images, et principalement le recalage d’images.
Comme dit prØcØdemment, le traitement d’images est une discipline mathØmatique et informatique.
Elle a ØtØ crØØe dans le but d’aider les mØdecins dans leur tâche d’analyse des images mØdicales. En
e�et, il n’est pas rare que les images produites par les technologies d’imagerie mØdicale ne soient
pas faciles à interprØter : peu de contraste, beaucoup de bruit (c’est-à-dire des ØlØments qui ne
devraient pas se trouver sur l’image), de l’information incomplŁte, etc. Certains domaines du trai-
tement d’images permettent Øgalement simplement d’apporter des informations complØmentaires.

C’est donc dans ce cadre que les mØdecins font appel aux informaticiens, mathØmaticiens ou
encore ingØnieurs pour faciliter et assurer leurs analyses d’images. Grâce à leurs compØtences
particuliŁres, ceux-ci ont pu mettre en place des techniques diverses permettant une meilleure vi-
sualisation des ØlØments des images, de maniŁre à clari�er les informations donnØes par celles-ci.
Avant de rentrer dans le dØtail de l’explication du recalage d’images, nous abordons rapidement
quelques grands domaines du traitement d’images.

Typiquement, la premiŁre Øtape du traitement d’image est l’amØlioration de l’image. Celle-ci a
un but de clari�cation de l’image ; on souhaite amØliorer la perception des informations donnØes
par l’image. La plupart du temps, les mØdecins dØsirent obtenir des images mØdicales dans le but
d’observer des ØlØments bien prØcis (organes, tissus, os, etc). Le but de cette premiŁre famille du
traitement d’images consiste à mettre ces ØlØments en valeur, à les faire ressortir a�n de faciliter
la tâche d’analyse du mØdecin.

Un exemple classique est de modi�er le contraste pour augmenter la visibilitØ de certaines par-
ties de l’image et de rØduire le bruit. Une fois cela fait, la plupart du temps, on obtient une image
pouvant faciliter le diagnostic [2]. Un bon contraste est dØ�ni via l’histogramme de l’image. En
e�et, il n’est pas bon que le contraste soit trop faible, mais il ne doit pas Œtre trop fort non plus !
L’idØal est donc que la gamme dynamique de l’image soit grande et que l’histogramme de l’image
soit assez bien rØparti sur cette gamme dynamique.

Un autre domaine essentiel du traitement d’images est la segmentation. Il se situe dans la conti-
nuation de l’amØlioration d’images puisque son but est l’isolation de certaines rØgions de l’image.
Cela peut Œtre fait via un coloriage ou un contour ; on crØe ainsi ce qu’on appelle des rØgions
d’intØrŒt au sein de l’image. Une fois cela rØalisØ, il est possible d’obtenir mathØmatiquement des
informations bien plus prØcises sur ces rØgions que celles que fournirait l’oeil.

La �gure 2.1 illustre, à gauche, une image 8-bit à bon contraste et la mŒme image à mauvais
contraste, ainsi que leurs histogrammes respectifs. A droite, nous observons une IRM du cerveau

17
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oø une tumeur a ØtØ segmentØe par un contour vert via le logiciel ImageJ [38].

Avant de passer au recalage d’images, mentionnons un dernier domaine du traitement d’images
qu’est la quanti�cation. Celui-ci intervient aprŁs la segmentation puisque son but est de quanti�er
de di�Ørentes maniŁres les rØgions segmentØes. Citons notamment le calcul du volume ; il peut
par exemple Œtre trŁs intØressant de surveiller l’Øvolution d’une tumeur en connaissant son volume
exact.

Passons en�n au dernier domaine du traitement d’images qui nous intØresse, à savoir le recalage
d’images. Le recalage consiste en la superposition de deux images reprØsentant des objets simi-
laires. Son but est de pouvoir ainsi comparer ou combiner leurs informations respectives [33]. Toute
la problØmatique de ce domaine repose sur la mise en correspondance des images, i.e., la recherche
de la meilleure façon de les superposer.

Le rôle de l’optimisation dans le recalage apparaît donc ici clairement : on recherche la trans-
formation spatiale optimale qui permettra d’envoyer une premiŁre image J , que l’on appellera ici
image mouvante, sur une deuxiŁme image I dite de rØfØrence. MathØmatiquement parlant, il s’agira
donc de trouver une transformation T̂ telle que

T̂ = arg max
T2T

S(I; T (J)); (2.1)

oø T est l’ensemble des transformations spatiales et S est une fonction dØcrivant la similaritØ entre
deux images, ici I et T (J), l’image J aprŁs transformation.

Comme l’indique l’Øquation (2.1), l’objectif mathØmatique du recalage est donc de trouver la
fonction T̂ qui maximisera la similaritØ entre une image I et une image transformØe T̂ (J). Notons
que nous utilisons ici un maximum pour symboliser le fait que l’on souhaite maximiser la similaritØ
entre images, mais en pratique, selon la fonction de similaritØ, il se peut que nous devions plutôt
utiliser un minimum [6]. Le but est alors de minimiser la dissimilaritØ entre images.

Une autre remarque importante à faire concerne la notation de l’image mouvante transformØe,
T (J). En e�et, il est important de se souvenir, cf. Chapitre 1, que l’image J est une fonction attri-

Figure 2.1 � A gauche : images bien contrastØe (haut) et mal contrastØe (bas) et leurs histo-
grammes ; à droite : IRM du cerveau avec segmentation d’une tumeur en vert [7], [38], [31]
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buant à un point de coordonnØes spatiales une intensitØ. La notation T (J) indique donc simplement
la transformØe de l’image de maniŁre intuitive, mais cependant il serait plus correct, mathØmati-
quement parlant, de noter J(T ), puisque la transformation T s’applique bien aux coordonnØes des
points de l’image et non à leur intensitØ. On applique donc en rØalitØ la fonction d’intensitØ aux
nouvelles coordonnØes des points de l’image mouvante.

Avant de poursuivre plus en dØtails, il nous faut remarquer que le recalage d’images peut s’e�ec-
tuer sur tout type d’images, quelles que soient la dimension, la modalitØ d’acquisition, la couleur,
etc. Il peut notamment s’e�ectuer entre des images possØdant des caractØristiques di�Ørentes : ci-
tons entre autre une image 2D et une image 3D, une image obtenue par scintigraphie et une image
obtenue par CT-scan ou encore des images provenant de di�Ørents patients. Chaque type de reca-
lage peut avoir son utilitØ. On distingue d’ailleurs souvent les recalages e�ectuØs avec des images
provenant d’une mŒme modalitØ ou non (mono-modal ou multi-modal), ainsi que les recalages
e�ectuØs avec des images d’un mŒme patient ou non (intra-sujet ou inter-sujets). En combinant
ces possibilitØs, on obtient ainsi quatre types de recalages ; chacun d’eux a son utilitØ et mŁne à
des techniques de recalage particuliŁres.

Il existe donc toute une plØthore d’algorithmes de fusion d’images. Les di�Ørents types de reca-
lages peuvent ainsi Œtre classi�Øs selon di�Ørentes possibilitØs ; pour en avoir une vue globale, le
lecteur intØressØ peut se rØfØrer à [29]. Nous analyserons principalement ici cinq grands critŁres de
classi�cation des mØthodes de recalage, à savoir ceux qui nous permettront de dØcrire au mieux
un processus gØnØral de recalage. Il s’agit des attributs de l’image, de la fonction de similaritØ, des
modŁles de transformation, des techniques de rØØchantillonnage et des mØthodes d’optimisation.
Ces critŁres sont dØcrits dans les sections qui suivent.

Avant de les Øtudier, observons un premier exemple de recalage à la �gure 2.2, obtenu par le
logiciel Mevislab [17]. Il s’agit du recalage de deux images 3D d’un mŒme patient, l’une obtenue
par rayons X (CT-scan) et l’autre par PET-scan. Le but ici est donc de combiner informations
structurelles et fonctionnelles du cerveau. Notons que la couleur de l’image obtenue par PET-scan
n’est pas naturelle ; elle a ØtØ rajoutØe a�n de mieux percevoir les informations donnØes par le PET-
scan. Cela nous permet ainsi de faire ressortir certaines zones telles que celles en orange, indiquant
notamment la prØsence d’une tumeur aux poumons, pointØe par le curseur sur les images recalØes.
On perçoit donc bien ici l’importance de l’Øtape d’amØlioration de l’image. Grâce au recalage, il
est Øgalement possible d’obtenir des informations structurelles sur cette tumeur, telles que son
emplacement exact ou son volume.

2.1 Attributs de l’image

Les attributs d’une image se dØ�nissent comme les caractØristiques extraites de l’image de rØfØ-
rence que l’on utilise pour guider le recalage. Ce sont les ØlØments que l’on voudra, en prioritØ, faire
correspondre avec leurs homologues sur l’image mouvante. Il existe plusieurs types d’attributs, et
par consØquent plusieurs mØthodes pour les choisir.

Les mØthodes gØomØtriques

Ces mØthodes se basent sur la recherche des caractØristiques (aussi dites primitives) gØomØ-
triques des images. Il peut s’agir de points, de courbes ou encore de surfaces ; ces derniŁres sont
probablement les primitives les plus couramment utilisØes. Le choix des primitives peut Œtre rØalisØ
soit manuellement par un expert, soit par l’algorithme de recalage.



20 CHAPITRE 2. RECALAGE D’IMAGES

Figure 2.2 � Image CT, image PET et leur recalage sous les angles sagittal, frontal et transversal
[31]

Pour les points, on peut les choisir de maniŁre manuelle ou laisser l’algorithme les choisir. Il su�t
ensuite de trouver la transformation T̂ qui appariera le mieux possible les points homologues entre
image de rØfØrence et image mouvante. Pour les courbes, on peut Øgalement les choisir par l’algo-
rithme, mais cela ne donne en gØnØral pas de trŁs bons recalages. Pour les surfaces, la meilleure
solution est gØnØralement d’appliquer une segmentation à une partie de l’image et d’ensuite dØter-
miner la transformation T̂ qui appliquera le mieux possible cette partie de l’image mouvante sur
la surface correspondante de l’image de rØfØrence [18].

Notons que les primitives choisies auront un impact sur le choix de la fonction de similaritØ S vue
prØcØdemment. Par exemple, pour des primitives points, la fonction de similaritØ sera clairement
une fonction de distance. Il faudra donc la minimiser.

Les mØthodes iconiques

Les mØthodes iconiques, elles, dØcomposent l’image en pixels et utilisent leurs niveaux de gris
respectifs pour e�ectuer la mise en correspondance des deux images. On peut donc parler ici de
primitives d’intensitØs, prenant la forme d’un vecteur à trois ou quatre composantes : la position
du point (2D ou 3D) et l’intensitØ lui correspondant [18]. Comme les mØthodes iconiques ne nØces-
sitent aucune extraction de caractØristiques gØomØtriques, elles peuvent Œtre appliquØes de maniŁre
totalement automatique, par algorithme.
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Les mØthodes hybrides

Les mØthodes gØomØtriques et iconiques possŁdent chacune leurs avantages et inconvØnients.
Ceux-ci sont repris dans la table 2.1. Certains chercheurs en sont ainsi venus, pour pallier aux
dØsavantages de l’une comme de l’autre, à imaginer des mØthodes utilisant di�Ørents attributs
dans le but d’obtenir des algorithmes plus robustes. Nous pouvons classer ces techniques en trois
grande famille, que nous dØcrivons briŁvement ici.

MØthodes gØomØtriques MØthodes iconiques

Avantages

� Charge calculatoire rØduite car on ne
s’intØresse qu’à un sous-ensemble de
l’image

� CaractØristiques gØomØtriques plus
discriminantes que les caractØris-
tiques d’intensitØ

� Utilisation de toute l’information
donnØe par l’image et donc pas de
prØ-traitement nØcessaire

� ComplŁtement automatique

InconvØnients

� ImprØsicion des primitives extraites
� Souvent manuel
� PrØcision du recalage garantie uni-

quement dans le voisinage des primi-
tives

� ImpossibilitØ de dØ�nir ce que sont
des bonnes ou mauvaises primitives

� Points des courbes/surfaces indiscer-
nables

� Coßt calculatoire car on considŁre
chaque pixel

� CaractØristiques d’intensitØ peu in-
formatives (la mise en correspon-
dance des images via l’intensitØ n’est
pas si Øvidente)

� Optimisation plus di�cile (prØsence
de minima locaux)

Table 2.1 � Avantages et inconvØnients des mØthodes gØomØtriques et iconiques [18]

1. Combiner di�Ørentes primitives gØomØtriques :
Un avantage ici est qu’on peut augmenter le nombre de primitives gØomØtriques et pallier
ainsi au dØsavantage des mØthodes gØomØtriques concernant la prØcision du recalage, qui
n’est souvent prØsente que dans le voisinage des primitives.

2. Utiliser l’intensitØ mais aussi d’autres informations qui en dØcoulent :
Le but de cette technique est de tirer un maximum d’informations des caractØristiques des
images a�n de faciliter leur mise en correspondance. En e�et, nous avons vu que les carac-
tØristiques d’intensitØ ne sont pas toujours su�santes pour obtenir un recalage Øvident. Un
exemple classique est d’utiliser l’information obtenue en dØrivant l’image.

3. Combiner l’approche gØomØtrique et l’approche iconique :
Par exemple en sØlectionnant des primitives gØomØtriques et en calculant l’intensitØ des points
qui les composent, on rØcupŁre plus d’information et donc de prØcision lors du recalage, et ce
tout en gardant le faible coßt calculatoire de l’approche gØomØtrique. De plus, on peut ainsi
distinguer les points des primitives gØomØtriques puisqu’on calcule Øgalement leur intensitØ.
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2.2 Fonctions de similaritØ

Comme dØjà prØcisØ, la fonction (ou critŁre) de similaritØ S dØpend des attributs de l’image.
Nous allons donc tout d’abord explorer les di�Ørentes fonctions de similaritØ possibles pour l’ap-
proche gØomØtrique, puis ensuite pour l’approche iconique. Les listes de critŁres citØs ne sont pas
exhaustives, elles reprennent les plus couramment utilisØs.

CritŁres de similaritØ gØomØtriques

Pour mesurer la similaritØ entre des points homologues, la fonction distance euclidienne est en
gØnØral utilisØe. En e�et, elle permet souvent d’obtenir une solution analytique pour les paramŁtres
de la transformation T̂ recherchØe dans la phase d’optimisation. Une telle fonction de similaritØ
est alors dØ�nie par

S : 
R � 
M �! R+ : (xR; xM ) 7�!

vu
u
t

dX

i=1

(xRi � xMi )2;

oø 
R est le domaine de l’image de rØfØrence, 
M le domaine de l’image mouvante, d est la di-
mension des images à recaler, xR = (xR1 ; :::; xRd ) et xM = (xM1 ; :::; xMd ).

Pour mesurer la similaritØ entre des courbes ou des surfaces, c’est-à-dire des ensembles de points,
il nous faut toujours calculer une distance, mais ici quatre possibilitØs sont couramment utilisØes
[35] :

� Il est possible de se ramener au problŁme de distance entre deux points ; cette technique se
retrouve en fait dans un algorithme de recalage appelØ ICP (Iterative Closest Point).

� On peut considØrer le carrØ de la distance entre un point de la primitive à recaler et le point
le plus proche de la primitive de l’image de rØfØrence dans la direction du centroïde de celle-ci
(le centroïde peut Œtre considØrØ comme le centre de masse d’un ensemble de points au niveau
de leur intensitØ).

� Une autre approche est le calcul de ce qu’on appelle des cartes de distance. Pour construire une
telle carte, on commence par mettre l’intensitØ de tous les pixels correspondant au contour
d’une primitive de l’image de rØfØrence à zØro. On calcule ensuite la distance entre chaque
point et le point de contour le plus proche ; on peut envisager di�Ørentes distances pour cela.
Ensuite, pour utiliser la carte, il su�t de calculer la moyenne des valeurs de la carte de distance
qui sont superposØes avec les contours de l’image mouvante. On obtient ainsi une mesure de
distance entre deux ensembles de points.

� Finalement, il est possible d’utiliser la distance de Hausdor�. La fonction de similaritØ S
devient alors

S(�R;�M ) = max ( sup
xR 2 �R

inf
xM 2 �M

dist(xR; xM ); sup
xM 2 �M

inf
xR 2 �R

dist(xR; xM ));

oø �R est un ensemble de points de l’image de rØfØrence, �M un ensemble de points de l’image
mouvante et dist est une distance quelconque, souvent la distance euclidienne.

CritŁres de similaritØ iconiques

Dans le cas de l’approche iconique, on cherche à mesurer une similaritØ entre des intensitØs.
Cependant, on ne cherche pas à obtenir une forte similaritØ entre des points sØparØment mais bien
entre deux ensembles de points. On va donc s’intØresser ici au type de relation qu’il peut y avoir
entre les intensitØs de l’image de rØfØrence et les intensitØ de l’image mouvante de maniŁre groupØe :
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il nous faut trouver une relation valable pour toute l’image et non plus pour une partie seulement
comme dans le cas gØomØtrique. Cette relation peut Œtre considØrØe comme hypothŁse du critŁre
de similaritØ : en fonction des images à recaler, on fait une supposition sur le type de relation
qui lie leurs intensitØ, ce qui nous fournit un critŁre de similaritØ. Nous allons donc ici dØvelopper
quelques maniŁres de mesurer la similaritØ entre deux images mises en correspondance grâce aux
intensitØs respectives de leurs points [35].

� La relation identitØ :
La relation identitØ est d’application pour le recalage monomodal. En e�et, on peut dŁs lors
supposer que les intensitØs des deux images (reprØsenant un mŒme objet) seront approximati-
vement liØes par la relation identitØ. Ainsi, les systŁmes reposant sur cette hypothŁse tâchent
de minimiser des fonctions de similaritØ basØes sur la di�Ørence entre les intensitØs des images.
On utilise notamment souvent le critŁre des moindres carrØs, c’est-à-dire la norme L2. En
gardant les notations utilisØes prØcØdemment, la fonction de similaritØ S est alors de la forme

S(I; T (J)) =
X

s2 


�
I(s)� T (J(s))

� 2;

oø 
 est l’intersection des domaines de I et de T (J), c’est-à-dire que


 = fsjs 2 
R et s 2 T (
M )g:

Ce critŁre doit bien sßr Œtre minimisØ et non maximisØ. D’autres critŁres peuvent Øgalement
Œtre utilisØs, notamment la di�Ørence absolue des intensitØs, à savoir la norme L1.

� La relation a�ne :
En rØalitØ, l’hypothŁse d’une relation identitØ entre intensitØs n’est pas toujours vØri�Øe, car
les intensitØs dØpendent fortement des appareils de mesure. On peut donc faire l’hypothŁse
d’une relation a�ne entre les intensitØs de nos deux images, qui correspondrait à une remise à
l’Øchelle des intensitØs. DŁs lors, une bonne mesure de similaritØ est le coe�cient de corrØlation
linØaire. En e�et, il Øtudie par dØ�nition la qualitØ d’un ajustement a�ne [10]. La fonction de
similaritØ S est dans ce cas dØ�nie par

S(I; T (J)) =
1

�I�T (J)

X

s2 


�
I(s)� �I

��
T (J(s))� �T (J)

�
;

oø �I et �T (J) reprØsentent respectivement les intensitØs moyennes des images I et T (J) et
�I et �T (J) les Øcarts-types des intensitØs. Ce coe�cient est compris entre �1 et 1. Plus il
est proche de �1 ou 1, plus la corrØlation est forte. Lorsqu’on optimisera cette fonction de
similaritØ, on voudra donc qu’elle soit proche de �1.

� La relation fonctionnelle :
La relation a�ne que nous venons de voir est souvent trŁs bien adaptØe pour le recalage
monomodal. Cependant, cela ne marche plus du tout pour le recalage multimodal car les
images à recaler sont trop di�Ørentes. L’hypothŁse à formuler quant à la relation existant
entre les deux images est alors simplement une hypothŁse de relation fonctionnelle quelconque,
c’est-à-dire qu’à chaque intensitØ d’une image peut Œtre associØe seulement une intensitØ d’une
seconde image. Plusieurs critŁres de similaritØ peuvent convenir pour cette hypothŁse. Ils
dØpendent gØnØralement des modalitØs des images à recaler puisque chaque type de recalage
multimodal sera caractØrisØ par une relation fonctionnelle particuliŁre. Par exemple, pour
le recalage IRM/PET-scan, le critŁre de Woods est souvent utilisØ. Il se base sur la notion
de dispersion : il mesure, pour une valeur d’intensitØ donnØe dans une image donnØe, la
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dispersion des pixels possØdant cette intensitØ dans une seconde image. Cette dispersion est
supposØe faible pour l’ensemble des intensitØs lorsque les images sont recalØes. Il faudra donc
ici minimiser la fonction de similaritØ S dØ�nie par

S(I; T (J)) =
X

j

pj
�I jj

�I jj
;

oø pj est la probabilitØ qu’un pixel de J ait l’intensitØ j, �I jj et �I jj sont respectivement la
moyenne et l’Øcart-type de l’intensitØ des pixels de I correspondant aux pixels de J ayant pour
intensitØ j.

� La relation de dØpendance :
Une derniŁre classe de relations possible, encore plus gØnØrale que celle des fonctions, est celle
des dØpendances. On considŁre alors les images comme des variables alØatoires et, dans le cas
du recalage, on cherche à calculer la dØpendance entre deux de ces variables. Pour ce faire,
deux approches sont envisageables. PremiŁrement, on peut construire l’histogramme conjoint,
c’est à dire l’histogramme des intensitØs des deux images en mŒme temps. Cela revient en fait
à sommer les histogrammes de chaque image. Les critŁres de similaritØ utilisØs sont alors basØs
sur la dispersion de l’histogramme conjoint : plus elle est faible, meilleur est le recalage puisque
la dØpendance entre les deux images est grande. DeuxiŁmement, on peut considØrer la distance
entre la distribution conjointe des images et la distribution conjointe qu’elles auraient sous
l’hypothŁse d’indØpendance. Les critŁres de similaritØ sont donc ici des mesures de distance
entre distributions.

2.3 ModŁles de transformation

Il nous faut à prØsent Øvoquer un point essentiel du recalage d’images, à savoir les di�Ørentes
formes que peuvent prendre la transformation de l’image mouvante. Ces transformations peuvent
Œtre regroupØes en di�Ørentes classes, selon qu’elles soient linØaires ou non, globales ou locales. Les
modŁles non linØaires donneront lieu à des dØformations de l’image, contrairement aux modŁles
linØaires. Les transformation globales s’appliqueront à l’image tout entiŁre tandis que les transfor-
mations locales ne feront e�et que sur une partie de l’image. La �gure 2.3 compare les di�Ørentes
transformations que nous Øvoquerons par la suite, pour le cas global et le cas local.

Transformations rigides

Les transformations rigides sont les plus simples. Elles se contentent de transformer l’image
mouvante par des opØrations de translation et de rotation. Elles sont donc souvent globales. Ma-
thØmatiquement, une transformation rigide pour un recalage d-dimensionnel est dØ�nie par

T : p 7�! Rp+ t;

oø p = (x1; :::; xd) est un point de l’image mouvante, R 2 Rd� d est la matrice de rotation et
t 2 Rd� 1 est le vecteur de translation [19].

Par exemple, pour d = 3 et en notant respectivement Rx, Ry et Rz les matrices de rotation
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Figure 2.3 � Di�Ørentes transformations pour le cas global et le cas local (2D) [35]
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oø tx, ty et tz reprØsentent respectivement les translations selon les axes x, y et z de l’image 3D.

Transformations a�nes

Bien souvent, de par leur simplicitØ, les transformations rigides ne su�sent pas pour obtenir un
bon recalage. Les transformations a�nes viennent apporter une amØlioration aux transformations
rigides, à savoir une composante de cisaillement, c’est-à-dire d’Øtirement de l’image, mais Øgalement
une composante de mise à l’Øchelle. Elles conservent cependant toujours le parallØlisme, comme
illustrØ par la �gure 2.3 [53]. De mŒme que les transformations rigides, les transformations a�nes
sont souvent de type global. MathØmatiquement, en gardant les notations prØcØdemment Øtablies



26 CHAPITRE 2. RECALAGE D’IMAGES

pour les transformations rigides, une transformation a�ne en dD est donc dØ�nie par

T : p 7�! ECRp+ t;

oø E 2 Rd� d est la matrice de mise à l’Øchelle et C 2 Rd� d est la matrice de cisaillement. Cepen-
dant, par simplicitØ, on utilise souvent les coordonnØes homogŁnes pour dØcrire la transformation,
qui permettent ainsi d’obtenir une transformation de la forme

T : _p 7�! A _p;

oø _p = (x1; :::; xd; 1) et A 2 R(d+1)� (d+1) correspond à l’ensemble des transformations à e�ectuer.

En reprenant notre exemple d’une simple transformation rigide avec d = 3, nous crØerons donc
une matrice de translation Mt ainsi qu’une nouvelle matrice de rotation Mr (cette fois-ci de di-
mension 4), donnØes par

Mt =

0
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et nous obtiendrons ainsi
A = MtMr:

Pour le cas d’une transformation a�ne, nous aurons donc

A = MeMcMtMr;

avec
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A
;

oø ex, ey et ez sont les paramŁtres de la mise à l’Øchelle tandis que cyx, czx et czy sont les paramŁtres
du cisaillement [11].

Transformations projectives

Contrairement aux transformations a�nes, les transformations projectives ne conservent plus le
parallØlisme. Cependant, elles exigent toujours que l’image d’une droite soit une droite. Leur but
est de prendre en compte l’e�et de perspective dans l’image. Ce sont donc des transformations
qui permettent de transformer les images mouvantes en images de dimension infØrieure. L’exemple
typique est le recalage 3D/2D, lorsque l’on souhaite recaler une image 3D sur une image 2D. C’est
cependant assez peu courant [3].

Transformations non linØaires

Les transformations dites linØaires, c’est-à-dire celles dØcrites prØcØdemment, produisent des
changements peu consØquents, assez super�ciels, sans dØformations. Elles ne sont donc en gØnØral
adaptØes qu’à des recalages d’images oø les images à recaler sont dØjà assez semblables : typi-
quement, des images d’un mŒme patient. Cela ne su�t gØnØralement pas lorsque l’on souhaite
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superposer des images de di�Ørents patients. On a dŁs lors besoin de transformations non linØaires.
Les transformations non linØaires sont des transformations qui provoquent une rØelle dØformation,
c’est-à-dire qu’elles transforment les lignes droites en courbes [5]. Elles sont appliquØes localement ;
la transformation appliquØe en un point de l’image peut donc Œtre di�Ørente de celle appliquØe aux
points voisins.

Un exemple typique de transformation non linØaire est la transformation polynomiale [35], oø
la transformation T est simplement un polynôme. Pour un polynôme d’ordre 2 et une image 3D
par exemple, elle est donc dØcrite par
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oø (x0; y0; z0) sont les nouvelles coordonnØes (aprŁs transformation) du point (x; y; z) de l’image
mouvante et les ai;j (1 � i � 3; 1 � j � 10) sont les coe�cients du polynôme. Les polynômes
les plus utilisØs sont ceux d’ordre 2, 3 et 4. Au-delà de 4, ils ne sont en gØnØral plus adaptØs au
recalage d’images.

Un autre exemple courant est celui des bases de fonctions : on utilise comme transformation T
une combinaison linØaire de d’un nombre l de fonctions �i(x1; :::; xd) (1 � i � l), oø le choix de l
est libre. Ces fonctions peuvent notamment Œtre des polynômes, des fonctions splines, des fonctions
trigonomØtriques, etc.

Il existe en rØalitØ un grand nombre de transformations non linØaires applicables au recalage
d’images. Nous citerons entre autres les modŁles de �uides, les modŁles de �ux optique et les
modŁles Ølastiques [42].

2.4 Interpolation et rØØchantillonnage

Un problŁme que nous n’avons pas encore considØrØ jusqu’ici est celui de l’Øchantillonnage des
images que l’on souhaite recaler [2]. En e�et, avant d’appliquer une transformation T à un point
de coordonnØes (x1; :::; xd) de l’image mouvante, oø d est la dimension de l’image, ces coordonnØes
sont entiŁres, ou du moins uniformØment espacØes selon chaque dimension i (1 � i � d) [35].
Cependant, aprŁs transformation, il est rare qu’elles le soient toujours. En fait, il n’y a que pour
le cas de certaines translations ou d’une rotation d’un angle multiple de 90° que les nouvelles
coordonnØes resteront sur la grille de l’image. Si T est plus complexe que ça, le point (x1; :::; xd)
sera envoyØ à une position rØelle (x0

1; :::; x0
d) hors de la grille de l’image. Or ce qui nous intØresse

est de connaitre les intensitØs aux noeuds de la grille de l’image transformØe. La solution à ce
problŁme est l’interpolation. Son but est de dØterminer l’intensitØ d’un point sur base de points
voisins. L’interpolation calcule une fonction continue passant par un Øchantillon de points qui sont
en fait les intensitØs connues aux points à coordonnØes rØelles obtenues par T . L’Øtape suivante est
ensuite le rØØchantillonnage, qui discrØtise à nouveau la fonction obtenue, cette fois aux neouds de
la grille dont on cherche l’intensitØ. Cette façon de faire est connue sous le nom d’approche directe.

Cependant, en pratique, nous n’utiliserons pas la transformation T de maniŁre directe. Nous
passerons plutôt par la transformation inverse T � 1, a�n d’interpoler à partir de points ayant
une rØpartition rØguliŁre. Au lieu de rØØchantillonner des points à coordonnØes entiŁres, nous rØ-
Øchantillonnons ainsi des points à coordonnØes rØelles ; c’est l’approche indirecte. Notons comme
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prØcØdemment notre image mouvante J , et plus particuliŁrement notre image mouvante avant
transformation par Javant et notre image mouvante aprŁs transformation par Japres. La �gure 2.4
illustre alors cette façon de procØder. La partie supØrieure illustre l’interpolation par approche
directe : les points de l’image mouvante sont transformØs par T deviennent ainsi des points qui ne
sont pas des noeuds de la grille image. L’interpolation en un noeud est alors rØalisØe sur base de
points non uniformØment espacØs. La partie infØrieure de l’image, elle, illustre l’approche indirecte :
les noeuds de la grille sont transformØs par T � 1 et l’intensitØ de ces points est interpolØe sur base
de points uniformØment espacØs de l’image avant transformation.

Une fois en possession d’une transformation T à une certaine itØration de l’algorithme de reca-
lage, le processus d’iterpolation peut donc Œtre Øtabli par les Øtapes suivantes :

1. Application de T � 1 aux points uniformØment espacØs de l’image mouvante (i.e., les noeuds
de la grille), on obtient ainsi des points non nØcessairement uniformØment espacØs ;

2. Recherhe d’une fonction continue passant par les noeuds de la grille de l’image avant trans-
formation (passage du discret au continu) ;

3. RØØchantillonnage de cette fonction aux points trouvØs à l’Øtape 1, on obtient ainsi l’intensitØ
des neouds de la grille de l’image transformØe (passage du continu au discret).

Plusieurs mØthodes sont couramment utilisØes dans le cadre du traitement d’images. La plupart
d’entre elles sont des mØthodes linØaires, c’est-à-dire telles que la somme de deux fonctions inter-
polØes est Øgale à l’interpolation de la somme de deux fonctions. Ici, nous nous concentrerons sur
les modŁles de la forme

f(x) =
X

k2 Zd

fk�(x� k) 8x = (x1; :::; xd) 2 Rd; (2.2)

oø une valeur interpolØe f(x) en une coordonnØe x rØelle est donnØe comme une combinaison li-
nØaire des Øchantillons fk ØvaluØs aux coordonnØes entiŁres k = (k1; :::; kd) 2 Zd, les poids Øtant
donnØs par les valeurs de la fonction �(x� k). Nous avons donc ici fait l’hypothŁse simpli�catrice
que les noeuds de la grille possŁdent des coordonnØes entiŁres ; si en rØalitØ ce n’est pas vØri�Ø, il est

Figure 2.4 � Di�Ørence entre les approches par transformations directe et indirecte [35]



2.4. Interpolation et rØØchantillonnage 29

facile de se ramener à ce cas grâce au spacing uniforme de l’image (cf. Chapitre 1, Section 1.2.4).
Dans les modŁles de ce genre, il est Øvident que la fonction � doit respecter certaines conditions :
premiŁrement, elle doit s’annuler lorsqu’elle est ØvaluØe en un nombre entier, sauf si ce nombre
entier est k ; dans ce cas elle doit valoir 1 pour vØri�er f(k) = f(k).

Cette condition est trŁs contraignante, et nous prØfØrons dŁs lors les modŁles dØcrits par

f(x) =
X

k2 Zd

ck�(x� k) 8x = (x1; :::; xd) 2 Rd; (2.3)

oø les coe�cients ck ne sont plus forcØment les Øchantillons fk. Cette formulation permet un plus
large choix de fonctions �. Une fois ces fonctions choisies, le problŁme d’interpolation se rØsume à
la recherche des coe�cients ck. Pour dØterminer ces coe�cients, considØrons l’Øquation (2.3) pour
des entiers uniquement :

f(k0) =
X

k2 Zd

ckpk0 � k 8 k0 2 Zd; (2.4)

oø pk = �(k). Nous obtenons donc un systŁme linØaire

f = Pc;

oø f est le vecteur des Øchantillons de donnØes, c le vecteur de coe�cients et P la matrice d’Øva-
luations des fonctions �. Ce systŁme est de dimension in�nie, mais en pratique nous ne possØdons
pas un Øchantillon de taille in�nie. De plus, nous pouvons contraindre les fonctions � à avoir un
support �ni a�n d’obtenir une matrice P bande. Le systŁme peut alors Œtre rØsolu via, par exemple,
une factorisation LU .

Il est cependant possible d’obtenir les coe�cients ck di�Øremment, en remarquant que (2.4)
dØcrit en fait une convolution discrŁte

fk0 = (c � p)k0 :

En convoluant des deux côtØs par p� 1, nous obtenons

ck0 = ((p)� 1 � f)k0 : (2.5)

C’est cette mØthode que nous utiliserons dans ce travail. Nous y reviendrons plus en dØtails dans
le Chapitre 3 pour le cas des B-splines.

Il nous faut à prØsent nous intØresser au choix des fonctions �. EnormØment de possibilitØs sont
proposØes dans la littØrature. Nous dØcrirons ici les plus populaires. Nous allons nØanmoins, avant
cela, Øtudier les propriØtØs que devraient possØder les fonctions � pour que l’on obtienne une in-
terpolation e�cace [2] :

� Support �ni :
Il est essentiel d’utiliser des fonctions � à support �ni, c’est-à-dire des fonctions non nulles
uniquement sur un hypercube Hn. En e�et, si � Øtait à support in�ni, cela demanderait beau-
coup trop d’Øvaluation de fonctions et l’interpolation ne serait donc pas du tout optimale d’un
point de vue temps de calcul.

� SØparabilitØ :
Supposons que les fonctions � soient bien à support �ni. Imaginons une interpolation en une
dimension requiØrant un nombre �ni p d’Øvaluations de fonctions. DŁs lors, en deux dimensions,
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l’interpolation demanderait p2 Øvaluations de fonctions et en 3D, p3. Ce nombre peut donc
vite devenir Ønorme. Pour pallier à ce problŁme, on peut utiliser des fonctions � respectant la
propriØtØ de sØparabilitØ, i.e.,

�(x) =
dY

i=1

�(xi) 8x = (x1; :::; xd) 2 Rd:

L’avantage est que l’interpolation peut alors Œtre rØalisØe dimension par dimension. Pour le
cas 2D, par exemple, on interpole alors en 1D ligne par ligne, obtenant ainsi un point interpolØ
par ligne. La mŒme procØdure est ensuite utilisØe par colonne sur les points rØsultants, comme
illustrØ à la �gure 2.5. Le nombre d’Øvaluations est donc rØduit à dp, au lieu de pd.

� SymØtrie :
La symØtrie est une propriØtØ trŁs dØsirØe Øgalement pour les fonctions �. C’est liØ à la qua-
litØ d’interpolation lorsque l’on utilise l’Øquation (2.5) pour rØsoudre le problŁme, mais nous
n’entrons pas ici dans les dØtails. Le lecteur intØressØ peut se rØfØrer à [2].

� Partition de l’unitØ :
Imaginons que tous les points à interpoler aient exactement la mŒme intensitØ, i.e., f(k) = f0
8 k 2 Zd. Intuitivement, il semble alors logique que la fonction interpolante continue soit
constante. Pour l’Øquation (2.2), nous obtenons alors

1 =
X

k2 Zd

�(x� k) 8x 2 Rd:

Similairement, il est possible de dØduire la partition de l’unitØ pour les fonctions � dans l’Øqua-
tion (2.3) [2].

Recensons à prØsent quelques-unes des principales fonctions � utilisØes pour l’interpolation en
traitement d’images.

Plus proche voisin

La mØthode du plus proche voisin utilise comme fonction � une simple fonction de type "palier" :

�(x) =

(
1 si � 1

2 � x <
1
2

0 sinon.

Cette fonction est symØtrique (sauf en un point), elle a un support local, elle respecte la partition
de l’unitØ et elle est sØparable. Elle produit par contre une fonction interpolante discontinue, ce

Figure 2.5 � Interpolation e�ectuØe dimension par dimension [26]
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qui peut poser problŁme dans les algorithmes de recalage. Elle est extrŒmement simple, ce qui
constitue à la fois un avantage et un inconvØnient. En e�et, cela permet une implØmentation facile
et e�cace, mais on perd ØnormØment en qualitØ d’interpolation. ConcrŁtement, cela signi�e que le
point dont on cherche l’intensitØ prend simplement l’intensitØ du point connu le plus proche. Elle
n’utilise donc qu’une seule information de l’Øchantillon [2].

Interpolation linØaire

La fonction � utilisØe pour l’interpolation linØaire est une fonction de type "tente" donnØe par

�(x) =

(
1� jxj si jxj < 1
0 sinon.

C’est une fonction symØtrique, sØparable, à support local et qui respecte la partition de l’unitØ.
A nouveau, elle est trŁs simple et la mØthode est donc trŁs rapide. C’est l’implØmentation la plus
basique qui fournit un interpolant continu. L’interpolant n’est cependant pas di�Ørentiable. Elle
utilise deux Øchantillons pour produire une valeur interpolØe. En deux dimensions, cette mØthode
rØalise donc quatre Øvaluations et en trois dimensions, six. Elle est frØquemment utilisØe de par sa
simplicitØ et sa continuitØ [2].

Interpolation quadratique

Les polynômes sont trŁs utilisØs en interpolation. Les deux cas prØcØdemment vus sont d’ailleurs
respectivement des polynômes constants et linØaires. Les polynômes quadratiques peuvent Øga-
lement Œtre utilisØs sous certaines conditions pour qu’ils vØri�ent les quatre propriØtØs qu’une
fonction � devrait respecter. Similairement au plus proche voisin, ils ne peuvent cependant Œtre
totalement symØtriques. Ces polynômes ne sont pas les plus utilisØs ; malgrØ leur continuitØ et leur
di�ØrentiabilitØ, l’ordre supØrieur (polynômes cubiques) o�re souvent un meilleur compromis entre
qualitØ d’interpolation et coßt de calcul.

B-splines

Une des classes de fonctions les plus utilisØes pour � est la classe des B-splines. Ces fonctions
forment une base pour les polynômes splines. Les B-splines constituant l’objet de ce travail, nous
y reviendrons plus longuement dans le chapitre suivant, consacrØ à l’interpolation par B-splines.

2.5 MØthodes d’optimisation

Rappelons que le recalage d’images consiste avant toute chose en une optimisation. Une derniŁre
Øtape essentielle est donc le choix de la mØthode d’optimisation. A nouveau, en fonction du type
d’images que l’on souhaitera recaler, certaines mØthodes seront plus adaptØes que d’autres.

Mais pour commencer, formulons de maniŁre mathØmatique un problŁme classique d’optimisa-
tion. Par dØ�nition, l’optimisation consiste à trouver le minimum ou le maximum d’une fonction
possiblement soumise à des contraintes sur ses variables [11]. En rØalitØ, il n’y a en gØnØral pas de
contraintes intervenant dans les problŁmes de recalage d’images. Notons f : Rd �! R la fonction
objectif, c’est-à-dire la fonction à optimiser, et x le vecteur des variables. On peut dŁs lors dØ�nir
les problŁmes d’optimisation sans contraintes par

min
x2 Rd

f(x) (2.6)
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pour le cas des minimisations [36].

Dans les sous-sections qui suivent, nous dØcrivons briŁvement les di�Ørentes familles de mØ-
thodes d’optimisation utilisØes dans le cadre du recalage d’images [35]. Le choix de la mØthode
d’optimisation dØpend de la forme de la fonction objectif, c’est-à-dire du critŁre de similaritØ choisi.

MØthodes directes

Bien que rares, il existe des cas oø le problŁme d’optimisation du recalage admet une solution
exacte. Cela peut notamment arriver pour des recalages de type gØomØtrique. Par exemple, la re-
cherche d’une transformation rigide ou a�ne à partir de primitives gØomØtriques points et utilisant
comme fonction de similaritØ la somme des carrØs des erreurs sur l’ensemble des points admet une
solution exacte.

MØthodes exhaustives

Le principe des mØthodes exhaustives est simple : il s’agit d’Øchantillonner à intervalles rØguliers
l’ensemble des variables et de retenir la meilleure solution, la solution optimale. Elles ne se basent
donc que sur l’Øvaluation de la fonction objectif en un certain nombre de points. Ces mØthodes
sont cependant peu utilisØes car elles sont coßteuses en temps de calcul.

MØthodes itØratives

Contrairement aux mØthodes exhaustives, les mØthodes itØratives ont gØnØralement Øgalement
besoin de calculer le gradient et/ou le hessien de la fonction objectif, c’est-à-dire du critŁre de
similaritØ. Leur particularitØ est bien sßr leur caractŁre itØratif : elles cherchent à s’approcher le
plus possible de la solution au fur et à mesure des itØrations. Elles s’arrŒtent une fois le critŁre
d’arrŒt dØ�ni atteint. Ces mØthodes sont les plus utilisØes dans le cadre du recalage. Parmi les
nombreuses mØthodes itØratives, on distingue deux grandes familles : les mØthodes de recherche
linØaire et les mØthodes de rØgion de con�ance. Dans le cadre du recalage, ce sont principalement
les mØthodes de recherche linØaire qui sont utilisØes.

MØthodes stochastiques

Nous avons vu, dans la Section 2.2, que les critŁres de similaritØs pouvaient Œtre basØs sur
les statistiques, considØrant dŁs lors les images comme des variables alØatoires. Rappelons par
exemple le cas du coe�cient de corrØlation linØaire, qui mesure la qualitØ d’un ajustement a�ne.
C’est dans ce cadre que les mØthodes stochastiques sont d’application ; la fonction objectif est alors
une fonction alØatoire.

Autres mØthodes

Si le recalage d’images consiste toujours en une optimisation, celle-ci n’est pas toujours explicite.
Nous entendons par là que certains algorithmes de recalage n’utilisent aucune mØthode d’optimi-
sation car le processus de recalage en lui-mŒme est dØjà dØ�ni pour itØrer dans la bonne direction :
l’optimisation d’un certain critŁre de similaritØ est alors intrinsŁque au processus. Un exemple
classique est celui oø le recalage d’images est dØ�ni par une Øquation au dØrivØes partielles dØcri-
vant l’Øvolution de l’image mouvante. Comme nous le verrons plus loin, c’est d’ailleurs ainsi que
fonctionnera l’algorithme ØtudiØ ici.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordØ les principaux domaines du traitement d’images, et plus
particuliŁrement le recalage d’images. Nous tentons ici de rØsumer en quelques phrases les ØlØments
importants d’un processus gØnØral de recalage.

Le problŁme de recalage est un problŁme d’optimisation dont la fonction objectif est appelØe
critŁre de similaritØ et mesure donc la similaritØ entre les images à recaler. D’une itØration à
l’autre, l’image mouvante tente d’approcher l’image �xe via l’application d’une transformation
qui peut prendre diverses formes. Le recalage peut Œtre basØ soit sur des caractØristiques gØomØ-
triques extraites des images qu’il faut alors mettre en correspondance entre image �xe et image
mouvante, soit sur des caractØristiques liØes à l’intensitØ des pixels. Ce choix in�uence d’ailleurs le
choix de la fonction de similaritØ. Finalement, il est important de remarquer que nous ne pouvons
pas appliquer la transformation telle quelle à l’image mouvante ; une interpolation prØalable est
indispensable.

La premiŁre Øtape d’un recalage est donc le choix de la mØthode. Cela comprend le type d’at-
tributs, le critŁre de similaritØ, la mØthode d’interpolation, la mØthode d’optimisation et le type
de transformation. Ensuite, on peut lancer le processus itØratif, dont une itØration quelconque est
donnØe par les Øtapes suivantes :

1. Calcul du critŁre de similaritØ quanti�ant la ressemblance entre les deux images ;
2. Calcul d’une nouvelle transformØe T ;
3. Interpolation de l’image mouvante pour obtenir une image continue ;
4. RØØchantillonnage de l’image mouvante pour obtenir les intensitØs de l’image mouvante trans-

formØe par T .





Chapitre 3

B-splines et interpolation pour le
recalage d’images

Nous nous intØressons dans ce chapitre de plus prŁs à la thØorie de ce que nous mettrons en
application plus loin dans ce mØmoire, à savoir tout ce qui a trait à l’interpolation dans le cadre du
recalage d’images. Plus prØcisØment, la technique qui retient ici notre attention est l’interpolation
par bases splines, aussi appelØes B-splines.

Commençons par rappeler le problŁme d’interpolation que nous avions dØ�ni à la Section 2.4.
Soit d la dimension de l’image à interpoler. Nous cherchons alors à interpoler l’image mouvante
par une fonction

f(x) =
X

k2 Zd

ck�(x� k) 8x 2 Rd; (3.1)

oø la fonction � doit dans l’idØal possØder les propriØtØs de support local, de symØtrie, de sØpara-
bilitØ et de partition de l’unitØ.

La premiŁre partie de ce chapitre introduit tout d’abord les B-splines en une dimension, en
gardant toujours à l’esprit que nous cherchons des fonctions qui soient de bonnes candidates pour
jouer le rôle de �. Nous montrons ensuite comment adapter cette thØorie au cas multidimension-
nel, avant d’aborder quelques rØsultats importants. Finalement, un cas particulier des B-splines
est envisagØ : celui des B-splines cubiques à noeuds uniformØment espacØs.

Une deuxiŁme partie de ce chapitre est consacrØe à la construction concrŁte et implØmentable
d’une mØthode d’interpolation par B-splines. Nous introduisons d’abord pour cela les bases de la
thØorie du signal, avant d’adapter ces notions à l’interpolation par B-splines.

3.1 Les B-splines

Nous abordons dans cette section les splines et B-splines, fonctions d’une importance capitale
dans ce mØmoire. Nous voyons tout d’abord les dØ�nitions basiques menant aux B-splines uni-
dimensionnelles puis multidimensionnelles avant d’aborder leurs propriØtØs les plus intØressantes
ainsi qu’un cas particulier de B-splines. Les rØsultats prØsentØs dans cette section sont inspirØs de
[43], [45] et [47].

3.1.1 PremiŁres dØ�nitions

Pour introduire les B-splines, il nous faut d’abord dØ�nir formellement les polynômes et les
splines [43].

35
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DØ�nition 3.1 (Espace des polynômes). L’espace des polynômes d’ordre n est dØ�ni par

Pn = fp(x) : p(x) =
nX

i=0

cixi; c1; : : : ; cn; x 2 Rg

ThØorŁme 3.1. Pour un rØel a donnØ, les fonctions

1; (x� a); : : : ; (x� a)n

forment une base de Pn.

DØ�nition 3.2 (Espace des splines). Soit [a; b] un intervalle �ni fermØ et soit

� = fxigki=1 avec a = x0 < x1 < : : : < xk < xk+1 = b

une partition de [a; b] formØe de k + 1 sous-intervalles

Ii = [xi; xi+1[; i = 0; 1; : : : ; k � 1 et Ik = [xk; xk + 1]:

Soit n un entier positif et soit N = (n1; : : : ; nk) un vecteur d’entiers tels que 1 � ni � n + 1,
i = 1; 2; : : : ; k.
DŁs lors, on appelle l’espace

S(Pn;N ; �) = fs : 9 s0; : : : ; sk 2 Pn tels que s(x) = si(x) 8x 2 Ii; i = 0; 1; : : : ; k;

et s(j)
i� 1(xi) = s(j)

i (xi) pour j = 0; : : : ; n� ni; i = 1; : : : ; kg

l’espace des splines d’ordre n dØ�nies sur les noeuds x1; : : : ; xk de multiplicitØs respectives n1; : : : ; nk.

Une fonction spline est donc une fonction polynômiale par morceaux n � ni fois continßment
dØrivable en chaque noeud de raccord xi, i = 1; : : : ; k. Le vecteur N permet ainsi une dØ�nition
prØcise de la nature d’une spline via le contrôle du caractŁre lisse de la spline aux noeuds de raccord.
DŁs lors, si par exemple n1 = n + 1, il n’y aura aucune contrainte sur le caractŁre continßment
dØrivable et la spline pourra trŁs bien Œtre discontinue, et donc non dØrivable, au noeud x1. A
l’autre extrŒme, si n1 = 1, la fonction spline sera aussi lisse qu’elle peut l’Œtre au noeud x1. Pour
l’ordre 3 par exemple, la spline sera deux fois continßment dØrivable.

ThØorŁme 3.2. Soit K =
kP

i=1
ni. Alors S(Pn;N ; �) est un espace vectoriel linØaire de dimension

n+ 1 +K.

Maintenant que nous connaissons la dimension de l’espace des splines, il est possible de lui
associer une base. Le but ici est de rechercher des fonctions adaptØes pour jouer le rôle des fonctions
� dans l’Øquation (3.1) qui, pour rappel, Øtait donnØe par

f(x) =
X

k2 Z

ck�(x� k) 8x 2 R;

pour le cas unidimensionnel que nous Øtudions ici. Notons que si nous choisissons une base de
l’espace des splines comme fonctions �, l’interpolant f sera alors une spline.
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De maniŁre logique, nous avons
Pn � S(Pn;N ; �);

c’est-à-dire que tout polynôme d’ordre n est une spline d’ordre n. De plus, par le thØorŁme 3.1, les
fonctions

1; (x� a); : : : ; (x� a)n

forment une base de l’espace des polynômes d’ordre n, Pn, et peuvent donc Øgalement Œtre inclues
dans une base de S(Pn;N ; �). Par le thØorŁme 3.2, il nous reste donc K ØlØments à trouver pour
complØter la base.

Il est en fait possible de montrer que
n
�i;j(x) = (x� xi)n� j

+

oni � 1; k

j=0; i=0
;

oø x0 = a, n0 = n et

(x� y)j+ = (x� y)j�(x� y); j > 0; �(x� y) =

(
1 si x� y � 0
0 si x� y < 0

;

forme une base pour S(Pn;N ; �) [43].

DŁs lors, une spline s peut s’Øcrire de maniŁre unique sous la forme

s(x) =
kX

i=0

ni � 1X

j=0

cij�i;j(x)

=
kX

i=0

ni � 1X

j=0

cij(x� xi)n� j
+ :

Cependant, pour beaucoup d’applications numØriques, dont le recalage d’images, cette base n’est
pas idØale. Rappelons en e�et que les propriØtØs que devraient possØder la fonction � pour un coßt
de calcul moindre incluent le support local et la symØtrie. Celles-ci ne sont pas respectØes par les
fonctions de base dØ�nies ci-dessus, qui ne sont dŁs lors pas de bonnes candidates. Or il serait
possible, à la place, d’utiliser une autre base de S(Pn;N ; �), dØ�nie localement et permettant
ainsi, pour chaque Øvaluation de l’interpolant, de n’utiliser que quelques ØlØments de la base. C’est
ici qu’interviennent les fonctions B-splines.

DØ�nition 3.3 (Di�Ørence divisØe). Soient des points t1 � : : : � tr+1 et soit f une fonction. La
di�Ørence divisØe d’ordre r de f sur les points t1; : : : ; tr+1 est alors dØ�nie rØcursivement par

[t1; : : : ; tr+1]f =
[t2; : : : ; tr+1]f � [t1; : : : ; tr]f

tr+1 � t1

si t1 6= tr+1. Si t1 = tr+1, alors

[t1; : : : ; tr+1]f =
f (r)(t1)
r!

:

DØ�nition 3.4 (B-spline). Soit

: : : � y� 1 � y0 � y1 � y2 � : : :
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une suite de nombres rØels. Soient i et n > 0 des entiers. La fonction

Bn
i (x) =

(
(�1)n+1[yi; : : : ; yi+n+1](x� y)n+ si yi < yi+n+1

0 sinon
;

8x 2 R, est dite B-spline d’ordre n associØe aux noeuds yi; : : : ; yi+n+1.

Nous voici donc avec une premiŁre dØ�nition des B-splines, assez gØnØrale. En rØalitØ, nous ne
travaillerons pas avec ces fonctions mais bien avec les B-splines normalisØes, donnØes par

Nn
i (x) = (yi+n+1 � yi)Bn

i (x):

Les fonctionsNn
i sont donc dites B-splines normalisØes d’ordre n associØes aux noeuds yi; : : : ; yi+n+1.

L’avantage est qu’elles possŁdent certaines propriØtØs intØressantes qui nous seront utiles, telles que
la partition de l’unitØ.

A partir de maintenant, c’est à ces fonctions normalisØes que nous ferons rØfØrence lorsque nous
Øvoquerons les B-splines. Nous avons à prØsent tous les outils en main pour dØ�nir une nouvelle
base de l’espace S(Pn;N ; �).

DØ�nition 3.5 (Partition Øtendue). Soient a < x1 < x2 < : : : < xk < b et 1 � ni � n + 1,
i = 1; 2; : : : ; k. Soient

y1 � y2 � : : : � y2n+K+2

tels que
y1 � : : : � yn+1 � a; b � yn+K+2 � : : : y2n+K+2

et
yn+2 � : : : � yn+K+1 = x1; : : : ; x1| {z }

n1

; : : : ; xk; : : : ; xk| {z }
nk

:

DŁs lors, ~� = fyig2n+K+2
1 est une partition Øtendue associØe à S(Pn;N ; �), oø N = (n1; : : : ; nk)

et � = fxigki=1.

ThØorŁme 3.3. Soit ~� = fyig2n+K+2
1 une partition Øtendue associØe à S(Pn;N ; �). Supposons

que b < y2n+K+2. Pour i = 1; 2; : : : ; n+K + 1, soient

Nn
i (x) = (�1)n+1(yi+n+1 � yi)[yi; : : : ; yi+n+1](x� y)n+; a � x � b;

les fonctions B-splines dØ�nies sur l’intervalle [a; b]. Les fonctions fNn
i g

n+K+1
i=1 forment alors une

base pour l’espace S(Pn;N ; �).

Remarquons qu’une B-spline Nn
i est dØ�nie sur n+2 noeuds. La base fNn

i g
n+K+1
i=1 est donc bien

locale. Notons Øgalement que la prØsence de la condition

b < y2n+K+2

est dße au fait que l’intervalle Ik = [xk; xk+1], i.e. le dernier sous-intervalle de [a; b], est fermØ.
En e�et, pour que la B-spline Nn

n+K+1 appartienne bien à l’ensemble S(Pn;N ; �), il faut, par la
dØ�nition 3.2, qu’elle soit un polynôme d’ordre n sur tout intervalle Ii, i = 0; : : : ; k. Or ce n’est
pas le cas au point b de l’intervalle Ik. En e�et, la di�Ørence divisØe dØ�nissant la B-spline s’annule
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en b, provoquant une discontinuitØ sur l’intervalle [xk; xk+1]. Il est cependant possible de dØ�nir la
B-spline Nn

n+K+1 au point b, si b = yn+K+2 = : : : = y2n+K+2, par

Nn
n+K+1(b) = lim

x! b�
Nm
n+K+1(x):

De cette façon, le thØorŁme 3.3 reste valable pour b = yn+K+2 = : : : = y2n+K+2.

Nous avons donc construit ici une base locale pour l’espace des splines S(Pn;N ; �) et dØ�ni par
là-mŒme les fonctions B-splines. Pour l’instant, ils semblerait que ces fonctions puissent Œtre de
bonnes candidates pour � puisqu’elles sont à support �ni ; les autres propriØtØs dØsirables restent
nØanmoins encore à vØri�er.

Dans la section suivante, nous nous intØressons à la gØnØralisation des rØsultats obtenus ici au
cas multivariØ.

3.1.2 Le cas des B-splines multivariØes

Les sections prØcØdentes ont prØsentØ di�Ørentes dØ�nitions et propriØtØs des B-splines unidi-
mensionnelles. Nous allons voir à prØsent comment Øtendre ces notions au cas multidimensionnel,
puisque nous n’utiliserons dans ce travail que de telles fonctions. En e�et, une image est une fonc-
tion au minimum bidimensionnelle.

Supposons que nous souhaitions travailler dans un espace de dimension d. Pour obtenir un espace
des splines multidimensionnel, nous allons utiliser le produit tensoriel. Donnons pour commencer
quelques dØ�nitions et rØsultats gØnØraux à ce sujet [43].

DØ�nition 3.6 (Produit tensoriel d’espaces linØaires de fonctions). Soient Ui, i = 1; : : : ; d, des
espaces linØaires de fonctions Xi ! R oø Xi, i = 1; : : : ; d, sont des ensembles quelconques. Pour
tout ui 2 Ui, la rŁgle

w(x1; x2; : : : ; xd) := u1(x1)u2(x2) : : : ud(xd); (x1; x2; : : : ; xd) 2 X1 �X2 � : : :�Xd;

dØ�nit une fonction sur X1 �X2 � : : :�Xd que l’on appelle le produit tensoriel de u1; u2; : : : ; ud,
dØnotØ par

u1 
 u2 
 : : :
 ud ou
dO

i=1

ui:

De plus, l’ensemble de toutes les combinaisons linØaires �nies des fonctions dØ�nies sur X1�X2�
: : :�Xd de la forme u1 
 u2 
 : : :
 ud, pour ui 2 Ui (i = 1; : : : ; d), est un espace linØaire appelØ
produit tensoriel des espaces U1; : : : ; Ud et est donnØ par

dO

i=1

Ui =
� p1X

i1=1

: : :
pdX

id =1

�i1 ;:::;idu1;j1 (x1) : : : ud;jd (xd) : �i1 ;:::;id 2 R; u1;i1 2 U1; : : : ; ud;id 2 Ud;

i1 2 f1; : : : ; p1g; : : : ; id 2 f1; : : : ; pdg; p1; : : : ; pd 2 N et x1 2 X1; : : : ; xd 2 Xd

�

= span
n
u1;j1u2;j2 : : : ud;jd

op1 ;p2 ;:::;pd

j1 ;j2 ;:::;jd =1
:
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ThØorŁme 3.4 (Dimension de l’espace produit tensoriel). Soient d 2 N et U1; U2; : : : ; Ud des
espaces linØaires de fonctions à valeurs dans R. Alors

dim
� dO

i=1

Ui
�

= dim(U1) dim(U2) : : : dim(Ud):

Adaptons à prØsent ces rØsultats aux fonctions splines. Soient i, un entier tel que 1 � i � d,
[ai; bi] un intervalle �ni fermØ et ni, un entier positif. Supposons alors que

�i = fai = xi;0 < xi;1 < : : : < xi;ki +1 = big

est une partition de [ai; bi] et que

Ni = (ni;1; : : : ; ni;ki ); 1 � ni;j � ni + 1; j = 1; 2; : : : ; ki:

Par le thØorŁme 3.2 nous savons alors que les espaces S(Pni ;Ni; �i) sont de dimension ni+Ki+1,

oø Ki =
kiP

j=1
ni;j . De plus, si bi < y2ni +Ki +2, alors par le thØorŁme 3.3,

S(Pni ;Ni; �i) = span
�
Nni
i;j (xi)

	 ni +Ki +1
j=1 :

Nous sommes donc ici en possession de d espaces linØaires de splines, sur base desquels nous allons
pouvoir construire un espace multidimensionnel de dimension d via la dØ�nition 3.6. ConsidØrons
à cette �n, pour i = 1; : : : ; d, les partitions Øtendues respectivement associØes aux partitions �i :

~�i = fyi;jg2ni +Ki +2
j=1

avec
yi;1 � : : : � yi;ni +1 � ai; bi � yi;ni +Ki +2 � : : : � yi;2ni +Ki +2

et
yi;ni +2 � : : : � yi;ni +Ki +1 = xi;1; : : : ; xi;1| {z }

ni; 1

; : : : ; xi;ki ; : : : ; xi;ki| {z }
ni;k i

:

Soient les ensembles de B-splines normalisØes fNni
i;jg

ni +Ki +1
j=1 associØs aux partitions Øtendues ~�i,

i = 1; : : : ; d.

DØ�nition 3.7 (B-spline produit tensoriel). Pour tout i1; : : : ; id tel que 1 � ij � nj + Kj + 1,
j = 1; : : : ; d,

Ni1 ;:::;id (x1; :::; xd) = Nn1
1;i1 (x1) � � �Nnd

d;id (xd)

est appelØ B-spline produit tensoriel.

Nous pouvons à prØsent utiliser la dØ�nition 3.6 pour obtenir un produit tensoriel d’espaces de
splines.

DØ�nition 3.8 (Espace des splines produit tensoriel). L’espace des splines produit tensoriel est
dØ�ni par

S =
dO

i=1

S(Pni ;Ni; �i) = span
�
Nn1

1;i1 (x1) � � �Nnd
d;id (xd)

	 n1+K1+1;:::;nd +Kd +1
i1=1;:::;id =1 :
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Par les thØorŁmes 3.2 et 3.4, il apparaît que l’espace S est de dimension

kY

i=1

(ni +Ki + 1):

Notons Øgalement qu’une spline s de l’espace S est dØ�nie sur l’ensemble

H =
dO

i=1

[ai; bi] = f(x1; : : : ; xd) : ai � xi � bi; i = 1; : : : ; dg:

Nous avons donc �nalement vu, dans cette section, qu’il est trŁs simple de passer de B-splines
unidimensionnelles à des B-splines multidimensionnelles grâce à l’usage du produit tensoriel. No-
tons que les B-splines respectent ainsi la propriØtØ de sØparabilitØ, propriØtØ voulue pour la fonction
� que nous avions introduite dans la Section 2.4.

Les rØsultats prØsentØs dans la suite de ce chapitre sont donnØs pour le cas d’une dimension
unique puisqu’il est facile de ramener les B-splines multidimensionnelles à des B-splines unidimen-
sionnelles.

3.1.3 B-splines à noeuds uniformØment espacØs

Nous avons vu, au Chapitre 2, Section 2.4, que l’interpolation dans le cadre du recalage d’images
s’e�ectuait via la transformation inverse a�n de pouvoir interpoler à patir de points rØguliŁrement
espacØs, comme l’indiquait la �gure 2.4. Si l’on interpole une image à l’aide de B-splines, cela se
traduit par l’usage de B-splines ayant des noeuds uniformØment espacØs, c’est-à-dire, en reprenant
les notations de la Section 3.1.1 :

y1 < y2 < : : : < y2m+K+2

et
9 h 2 R tel que 8 i 2 f1; : : : ; 2n+K + 1g : yi+1 � yi = h:

Les B-splines normalisØes à noeuds uniformØment espacØs sont dites B-splines uniformes. Nous les
noterons �.

DŁs lors que nous considØrons des noeuds uniformØment espacØs, il est possible de gØnØraliser
la dØ�nition de B-spline donnØe prØcØdemment. En e�et, les B-splines uniformes ne sont que des
translations mises à l’Øchelle l’une de l’autre, comme illustrØ par la �gure 3.1 pour l’ordre 3, crØØe
à l’aide de Matlab [32], comme tous les graphes de ce travail. MathØmatiquement parlant, cela
signi�e que l’ØgalitØ

�ni (x) = �n
�
x� yi
h

�

est vØri�Øe. Cette propriØtØ nous permet ainsi de dØ�nir une B-spline dite de rØfØrence, indØpen-
dante de l’indice i mais aussi de h en considØrant sans perdre de gØnØralitØ que h vaut 1.

Nous pouvons ainsi donner une formulation des B-splines uniformes trŁs gØnØrale. Celle-ci, ex-
primØe à la dØ�nition 3.9, peut Œtre construite grâce à une expression particuliŁre des di�Ørences
divisØes lorsque tous les noeuds sont distincts [43], donnØe par le thØorŁme suivant.
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Figure 3.1 � Di�Ørentes B-splines cubiques à noeuds uniformØment espacØs

ThØorŁme 3.5. Si les noeuds t1; : : : ; tr+1 sont distincts, alors la di�Ørence divisØe d’une fonction
f en ces points peut Œtre exprimØe par

[t1; : : : ; tr+1]f =
r+1X

i=1

f(ti)
r+1Q

j=1
j6=i

(ti � tj)

DØ�nition 3.9 (B-spline uniforme). Soit n 2 N. Une B-spline uniforme de degrØ n est le polynôme
par morceaux

�n(x) =
n+1X

i=0

(�1)i

n!

 
n+ 1
i

!

(x� i)n+;

8x 2 R, oø  
n+ 1
i

!

=
(n+ 1)!

(n+ 1� i)! i!
:

Nous remarquons cependant, via la courbe bleue (au centre) de la �gure 3.1, que la B-spline de
rØfØrence que nous venons de dØ�nir n’est pas symØtrique par rapport à l’axe x = 0. Comme dØjà
vu, c’est une propriØtØ souhaitable ; nous pouvons dØ�nir la B-spline de rØfØrence de maniŁre symØ-
trique grâce à l’introduction d’un simple dØcalage. Les B-splines seront ainsi symØtriques partout
sauf aux noeuds de raccord. Pour le cas cubique, on obtient la courbe rouge (à gauche) de la �gure
3.1. C’est avec ces fonctions que nous allons travailler.

DØ�nition 3.10 (B-spline uniforme symØtrique). Soit n 2 N. Une B-spline uniforme symØtrique
de degrØ n est le polynôme par morceaux

�n(x) =
n+1X

i=0

(�1)i

n!

 
n+ 1
i

!

(x+
n+ 1

2
� i)n+;
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8x 2 R, oø  
n+ 1
i

!

=
(n+ 1)!

(n+ 1� i)! i!
:

Pour former une base de S(Pn;N ; �) à l’aide des B-splines ainsi dØ�nies, il su�t donc de prendre
l’ensemble des B-splines shiftØes �n(:�k), k 2 Z, non nulles sur une partie au moins de l’intervalle
[a; b]. De plus, nous pouvons considØrer que les coe�cients ck d’interpolation sont donnØs par une
fonction discrŁte c. Nous aurons donc par extension qu’une spline s d’ordre n peut s’exprimer de
maniŁre unique par

s(x) =
X

k2 Z

c(k)�n(x� k): (3.2)

Maintenant que nous avons dØ�ni de maniŁre dØ�nitive les fonctions B-splines que nous utilise-
rons dans par la suite, intØressons-nous à leurs propriØtØs. Un rØsultat trŁs important, en particulier,
est que les B-splines peuvent Œtre obtenues rØcursivement par convolution.

ThØorŁme 3.6. Les B-splines d’ordre n peuvent Œtre obtenues via la rØcursion

�n(x) = �n� 1 � �0(x) = �0 � �0 � : : : � �0(x)
| {z }

(n+1) fois

;

oø � dØsigne le produit de convolution.

Notons que, via la dØ�nition 3.9, il est facile de voir que la B-spline d’ordre 0 est dØ�nie par

�0(x) =

(
1 si � 1

2 � x <
1
2

0 sinon.

Nous obtenons donc bien une fonction d’ordre 0, de type palier et discontinue. De maniŁre gØnØrale,
une B-spline d’ordre n est une fonction polynomiale par morceaux, composØe de n + 1 parties et
dØ�nie sur n+ 2 noeuds.

Les B-splines sont des fonctions trŁs utilisØes en analyse numØrique, notamment de par certaines
de leurs propriØtØs. Nous reprenons ici les plus importantes, dont certaines ont dØjà ØtØ ØvoquØes
prØcØdemment [43].

PropriØtØ 3.1. Soit �n la B-spline de rØfØrence d’ordre n, dØ�nie sur les noeuds uniformØment
espacØs y1; : : : ; yn+2. Cette fonction respecte les propriØtØs suivantes :

1. Support local : �n(x) = 0 8x =2 [y1; yn+2] ;
2. PositivitØ : 8x 2 R; �n(x) � 0 ;
3. ContinuitØ et di�ØrentiabililitØ : �n 2 Cn� 1 ;
4. Partition de l’unitØ :

P

i2 Z
�n(x� i) = 1.

Les points 1 et 4 de la propriØtØ 3.1 con�rment que les B-splines pourraient jouer le rôle des
fonctions � dans l’Øquation (3.1). De plus, nous avons dØjà vu que les B-splines peuvent Œtre sy-
mØtriques et qu’elles sont sØparables. Elles sont donc �nalement de bonnes candidates pour �. Les
points 2 et 3 de la propriØtØ 3.1 sont eux essentiels parce qu’ils montrent l’intØrŒt des B-splines
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dans l’interpolation des images. En e�et, il est pratique d’interpoler une image à l’aide de fonctions
positives, car on cherche à interpoler des intensitØs de pixels, qui sont souvent des valeurs positives.
De plus, le recalage d’images consiste en une optimisation, requØrant ainsi, pour la plupart des
algorithmes, des dØrivations de l’image, c’est-à-dire des dØrivations de son interpolant. En choi-
sissant un ordre de spline su�samment ØlevØ, nous obtiendrons donc un interpolant continßment
dØrivable une ou plusieurs fois. Remarquons que cette propriØtØ est due au fait que les noeuds
y1; : : : ; y2n+K+2 sont distincts. En e�et, par dØ�nition de partition Øtendue, cela implique que la
multiplicitØ de chaque noeud xi (i = 1; : : : ; k) vaut 1. Les splines s de l’espace S(Pn;N ; �) doivent
donc Œtre n� 1 fois continßment dØrivables.

Un dernier rØsultat qui nous sera trŁs utile dans le cadre de ce travail est l’expression de la dØri-
vØe d’une B-spline [47]. Ce thØorŁme Øtant un des rØsultats phares de ce mØmoire, nous avons tenu
à tenter de le prouver malgrØ que nous n’ayons trouvØ aucune source reprenant la dØmonstration.

ThØorŁme 3.7 (DØrivØe d’une B-spline). La dØrivØe d’une B-spline d’ordre n par rapport à x est
donnØe par

@�n(x)
@x

= �n� 1
�
x+

1
2

�
� �n� 1

�
x�

1
2

�
;

8x 2 R.

DØmonstration. DØmontrons la formule par rØcurrence sur n.

� Pas initial :
Via la dØ�nition 3.9, nous trouvons qu’une B-spline de degrØ 1 est donnØe par

�1(x) = (x+ 1) �(x+ 1)� 2x �(x) + (x� 1) �(x� 1)

=

8
>><

>>:

x+ 1 si �1 � x < 0
1� x si 0 � x < 1
0 sinon.

Or nous avons

�0(x+
1
2

)� �0(x�
1
2

) = �(x+ 1) + �(x)� �(x)� �(x� 1)

=

8
>><

>>:

x+ 1 si �1 � x < 0
1� x si 0 � x < 1
0 sinon,

et l’ØgalitØ est donc bien vØri�Øe pour n = 1.

� Pas de rØcurrence :
Supposons maintenant que l’ØgalitØ soit vØri�Øe pour m = 1; : : : ; n� 1 et dØmontrons-la pour
m = n. Utilisons pour cela le thØorŁme 3.6 ainsi que la rŁgle de dØrivation d’un produit de
convolution.

@�n(x)
@x

=
@
@x

(�n� 1 � �0)(x)

=
� @�n� 1

@x
� �0

�
(x);
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par rŁgle de dØrivation d’une convolution. Il en dØcoule que

@�n(x)
@x

=
Z +1

�1

@�n� 1

@x
(x� t)�0(t) dt

=
Z +1

�1

�
�n� 2

�
x� t+

1
2

�
� �n� 2

�
x� t�

1
2

� �
�0(t) dt;

par hypothŁse de rØcurrence, et donc

@�n(x)
@x

=
Z +1

�1
�n� 2

�
x� t+

1
2

�
�0(t) dt�

Z +1

�1
�n� 2

�
x� t�

1
2

�
�0(t) dt

= (�n� 2 � �0)
�
x+

1
2

�
� (�n� 2 � �0)

�
x�

1
2

�

= �n� 1
�
x+

1
2

�
� �n� 1

�
x�

1
2

�
;

par le thØorŁme 3.6.

Nous pouvons dŁs lors dØduire du thØorŁme 3.7 et de (3.2) que la dØrivØe d’une spline d’ordre n
est donnØe par

@s
@x

(x) =
X

k2 Z

ck
@�n

@x
(x� k)

=
X

k2 Z

ck
�
�n� 1

�
x� k +

1
2

�
� �n� 1

�
x� k �

1
2

� �

=
X

k2 Z

ck�n� 1
�
x� k +

1
2

�
�

X

k2 Z

ck�n� 1
�
x� k �

1
2

�

=
X

k2 Z

ck�n� 1
�
x� k +

1
2

�
�

X

k2 Z

ck� 1�n� 1
�
x� k +

1
2

�

=
X

k2 Z

(ck � ck� 1)�n� 1
�
x� k +

1
2

�
: (3.3)

Il nous faut cependant garder en tŒte que le cas multidimensionnel est un peu di�Ørent ; par la
propriØtØ de sØparabilitØ des B-splines, nous pouvons Øcrire une spline d’ordre n et de dimension
d sous la forme

s(x1; :::; xd) =
X

k12 Z

: : :
X

kd 2 Z

ck1 :::kd�
n(x1 � k1) : : : �n(xd � kd);

et sa dØrivØe par rapport à xi est donc donnØe par

@s
@xi

(x1; :::; xd) =
X

k12 Z

:::
X

kd 2 Z

ck1 :::kd�
n(x1 � k1) ::: �n(xi� 1 � ki� 1)Di�n(xi+1 � ki+1) ::: �n(xd � kd);

(3.4)

oø
Di = �n� 1

�
xi � ki +

1
2

�
� �n� 1

�
xi � ki �

1
2

�
:
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3.1.4 Les B-splines cubiques

Dans ce travail, nous nous concentrons sur les B-splines d’ordre 3. Elles consistent en e�et en un
bon compromis entre temps d’exØcution, qualitØ d’interpolation et complexitØ de calcul. De plus,
elles sont deux fois continßment dØrivables. Les B-splines d’ordre 3 sont d’ailleurs trŁs utilisØes
dans les domaines du traitement d’images et du traitement du signal.

Calculons l’expression d’une B-spline d’ordre 3 via la dØ�nition 3.10 :

�3(x) =
1
6

(x+ 2)3 �(x+ 2) +
�2
3

(x+ 1)3 �(x+ 1) + x3 �(x)

+
�2
3

(x� 1)3 �(x� 1) +
1
6

(x� 2)3 �(x� 2)

=

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

0 si x < �2
1
6 (x+ 2)3 si �2 � x < �1
1
6 (x+ 2)3 � 2

3 (x+ 1)3 si �1 � x < 0
1
6 (x+ 2)3 � 2

3 (x+ 1)3 + x3 si 0 � x < 1
1
6 (x+ 2)3 � 2

3 (x+ 1)3 + x3 � 2
3 (x� 1)3 si 1 � x < 2

1
6 (x+ 2)3 � 2

3 (x+ 1)3 + x3 � 2
3 (x� 1)3 + 1

6 (x� 2)3 si 2 � x

=

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

1
6 (x+ 2)3 si �2 � x < �1

�3x3 � 6x2 + 4
6

si �1 � x < 0

3x3 � 6x2 + 4
6

si 0 � x � 1

1
6 (2� x)3 si 1 � x < 2

0 sinon.

La B-spline obtenue est reprØsentØe à la �gure 3.2.

Utilisons à prØsent le thØorŁme 3.7 pour dØterminer l’expression de la dØrivØe d’une B-spline
cubique. Par la dØ�nition 3.9, nous trouvons que

�2(x) =
1
2

�
x+

3
2

� 2
�

�
x+

3
2

�
�

3
2

�
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2

� 2
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1
2

�

+
3
2

�
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1
2

� 2
�

�
x�

1
2

�
�

1
2

�
x�

3
2

� 2
�

�
x�

3
2

�
;

et donc, par le thØorŁme 3.7,

@�3(x)
@x

= �2
�
x+

1
2

�
� �2

�
x�

1
2

�

=
1
2

(x+ 2)2�(x+ 2)� 2(x+ 1)2�(x+ 1) + 3x2�(x)

�2(x� 1)2�(x� 1) +
1
2

(x� 2)2�(x� 2):
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Figure 3.2 � B-spline cubique

En dØveloppant, nous trouvons �nalement

@�3(x)
@x

=

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

1
2

(x+ 2)2 si �2 � x < �1

x(�3x� 4)
2

si �1 � x < 0

x(3x� 4)
2

si 0 � x � 1

�1
2

(x� 2)2 si 1 � x < 2

0 sinon.

La �gure 3.3 illustre la dØrivØe d’une B-spline cubique.

3.2 Interpolation par B-splines pour les images

Dans cette section, nous allons voir comment interpoler optimalement une image à partir des B-
splines d’ordre 3. Comme nous l’avons dØjà rappelØ en dØbut de chapitre, le but est de dØterminer
une fonction f de la forme (3.2). Grâce à l’introduction des B-splines à la section prØcØdente, le
problŁme peut maintenant s’Øcrire

f(x) =
X

k2 Zd

c(k)�n(x� k) 8x 2 Rd;

oø seule la fonction c est inconnue, i.e., les coe�cients ck dØ�nis par (3.1). Cependant, nous avons
vu que les B-splines respectaient la propriØtØ de sØparabilitØ. Une interpolation d-dimensionnelle
peut donc Œtre divisØe en d interpolations unidimensionnelles, ce qui allŁge à la fois les calculs et le
coßt. La procØdure concrŁte peut Œtre expliquØe pour le cas 2D via l’Øquation suivante, provenant
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Figure 3.3 � DØrivØe d’une B-spline cubique

de la propriØtØ de sØparabilitØ des B-splines :

s(x; y) =
X

i2 Z

X

j2 Z

cij�n(x� i)�n(y � j)

=
X

i2 Z

�n(x� i)
X

j2 Z

cij�n(y � j)

=
X

i2 Z

ci(y)�n(x� i);

oø ci(y) =
P

j2 Z
cij�n(y � j). Il su�t alors de calculer les coe�cients d’une interpolation 1D selon

x et d’utiliser ensuite les valeurs obtenues comme signal connu pour interpoler en 1D selon la
direction y :

ci(y) =
X

j2 Z

cij�n(y � j):

Les coe�cients trouvØs sont ainsi les cij que l’on cherchait au dØpart [45]. Cet exemple 2D est
gØnØralisable à n’importe quelle dimension d.

Nous pouvons donc rØduire le problŁme au cas unidimensionnel :

f(x) =
X

k2 Z

c(k)�n(x� k) 8x 2 R: (3.5)

Le but de cette section est de dØcrire une mØthode e�cace pour le calcul des coe�cients ck,
k 2 Z. L’approche que nous adoptons ici est basØe sur le traitement du signal. La premiŁre partie
de cette section introduit donc la thØorie du signal, tandis que la deuxiŁme reprend pas à pas la
construction de la mØthode d’interpolation par B-splines.
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3.2.1 Introduction au traitement du signal

Pour construire la mØthode d’interpolation que nous utiliserons dans ce travail, il nous faut uti-
liser les bases de la thØorie du signal. Le but de cette sous-section est de les introduire, mais nous
n’abordons pas toutes les notions incontournables de la thØorie du signal, uniquement ce qui est
indispensable pour la construction de notre mØthode d’interpolation. L’essentiel de cette section
est basØ sur [24] et [44].

Dans un premier temps, nous voyons les notions basiques relatives aux signaux et aux systŁmes.
Nous introduisons ensuite ce qui a trait aux �ltres et au domaine frØquentiel.

Signaux et systŁmes

Avant toute chose, il nous faut prØciser formellement ce qu’est un signal. Le mot signal est peu
prØcis ; il peut Œtre dØ�ni de beaucoup de façons di�Ørentes. La dØ�nition choisie ici est celle de M.
Kunt [24] ; elle est extrŒmement large.

M. Kunt dØ�nit simplement un signal comme Øtant le support physique d’une information. Les
ondes de lumiŁre, par exemple, sont des signaux permettant de nous apporter de l’information vi-
suelle. MathØmatiquement parlant, un signal est reprØsentØ par une fonction d’une (ou plusieurs)
variable(s). Cette variable est trŁs souvent le temps, mais pas toujours. L’exemple qui nous vient
à l’esprit dans le cadre de ce travail est bien sßr l’image ; une image est un signal fonction de deux
variables au moins dont aucune n’est le temps puisqu’il s’agit simplement de variables reprØsentant
le systŁme de coordonnØes de l’image.

A partir de là, il est possible d’imaginer di�Ørents types de signaux. Pour commencer, il nous
faut remarquer que les variables dont dØpend un signal peuvent Œtre continues ou discrŁtes. Dans
le premier cas, le signal est dit analogique ; dans le second, il est dit ØchantillonnØ. L’amplitude du
signal peut Øgalement Œtre continue ou discrŁte. Un signal analogique avec une amplitude discrŁte
est ainsi dit quanti�Ø tandis qu’un signal ØchantillonnØ ayant une amplitude Øgalement discrŁte est
dit numØrique. La �gure 3.4 montre des exemples des quatre types de signaux envisagØs.

Figure 3.4 � Classi�cation des signaux [9]
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Notre exemple d’image est clairement celui d’un signal numØrique. Lorsque nous Øvoquerons un
signal par la suite, nous ferons donc concrŁtement rØfØrence à une suite de valeurs numØriques. Les
signaux numØriques peuvent possØder di�Ørentes propriØtØs. Citons ici celles susceptibles de nous
intØresser :

� Un signal peut Œtre à valeurs rØelles (signal rØel) ou complexes (signal complexe).
� Un signal est dit pØriodique de pØriode P si l’on a, pour toute valeur de k,

x(k) = x(k + P ):

� Un signal est à longueur limitØe s’il n’est dØ�ni qu’en un nombre �ni N de points tel que,
pour un certain entier k0,

x(k) =

(
x(k) pour k0 � k � k0 +K � 1
0 partout ailleurs.

� Un signal est dit dØterministe si son Øvolution peut Œtre parfaitement prØdite mathØmatique-
ment. Si ce n’est pas le cas, il est dit alØatoire.

Les signaux peuvent Œtre gØnØrØs de plusieurs maniŁres. Il est tout d’abord possible de gØnØrer
une suite de nombres et d’ensuite faire correspondre ceux-ci à un Øchantillon de la variable indØ-
pendante. Un signal numØrique peut aussi Œtre formØ grâce à l’obtention de mesures d’une certaine
grandeur physique e�ectuØes à des intervalles rØguliers de temps (ou fonctions d’une autre variable
discrŁte bien sßr). Ensuite, les signaux dØterministes peuvent bien sßr Œtre reprØsentØs via l’utili-
sation d’une fonction mathØmatique, ou encore par une relation de rØcurrence qui y correspond.
Par exemple, le signal reprØsentØ par

x(k) = 2x(k � 1)

avec x(0) = 1 est Øquivalent à

x(k) =

(
2k si k � 0
0 sinon.

Avant de continuer, donnons l’expression de deux signaux trŁs courants :

� Le signal impulsion est donnØ par

d(k) =

(
1 si k = 0
0 sinon.

� Le signal saut unitØ est dØ�ni par

w(k) =

(
1 si k � 0
0 sinon.

Notons que le signal impulsion nous permet notamment d’Øcrire n’importe quel signal sous forme
de la sØrie

x(k) =
+1X

l=�1

x(l)d(k � l); (3.6)
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pour tout entier k. En e�et, par dØ�nition, l’impulsion d(k � l) n’est non nulle que pour l = k.

Maintenant que nous avons dØ�ni plus prØcisØment les signaux, nous pouvons aborder le trai-
tement du signal. En e�et, les signaux doivent gØnØralement Œtre traitØs pour que l’on puisse en
extraire de l’information. Ces traitements sont e�ectuØs par ce que l’on appelle des systŁmes. En
pratique, un systŁme opŁre sur un signal d’entrØe et produit, en sortie, un signal sous une forme
plus appropriØe pour l’utilisation que l’on souhaite en faire. Ce signal de sortie est en fait appelØ
rØponse du systŁme. Une rØponse bien connue est la rØponse impulsionnelle ; celle-ci, notØe g, est
simplement la rØponse du systŁme pour un signal impulsion en entrØe.

Les systŁmes peuvent Œtre classØs parallŁlement aux signaux. Ainsi, les systŁmes numØriques sont
les systŁmes agissant sur un signal numØrique donnØ en entrØe et produisant en sortie un signal nu-
mØrique Øgalement. MathØmatiquement parlant, un systŁme est reprØsentØ par une transformation
ou un opØrateur fonctionnel S opØrant sur un signal d’entrØe x(k) pour le transformer en signal
de sortie y(k) :

y(k) = S[x(k)]:

Plus concrŁtement, un opØrateur est simplement une Øquation (ou systŁme d’Øquations) reprØsen-
tant la relation entre x(k) et y(k).

Tout comme pour les signaux, il existe plusieurs façons de caractØriser un systŁme. Nous en
donnons ici quatre :

� Un systŁme est dit causal si l’opØrateur S associØ ne dØpend que des valeurs passØes et prØsentes
du signal d’entrØe. Par exemple,

y(k) = x(k) + x(k � 1)

est causal mais
y(k) = x(k) + x(k + 1)

ne l’est pas. Un systŁme est anticausal s’il ne dØpend que des valeurs futures du signal d’entrØe.

� Un systŁme est linØaire si l’opØrateur S associØ respecte la contrainte

S[ax1(k) + bx2(k)] = aS[x1(k)] + bS[x2(k)];

oø a; b sont des constantes et x1; x2 sont des signaux d’entrØe.

� Un systŁme linØaire est dit invariant s’il ne varie pas sous translation, i.e., pour tout entier k,

y(k) = x(k) ) y(k � k0) = x(k � k0);

pour k0 un entier quelconque.

� Un systŁme linØaire invariant est stable si sa rØponse impulsionnelle g(k) satisfait la condition
suivante :

+1X

k=�1

jg(k)j <1: (3.7)

Ici, nous nous intØresserons particuliŁrement aux systŁmes linØaires invariants car ce sont ceux
que nous utiliserons pour l’interpolation par B-splines. Un tel systŁme peut Œtre Øcrit sous une forme
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particuliŁre grâce à l’expression (3.6). En e�et, par linØaritØ puis par invariance d’un systŁme S,
nous avons

y(k) = S

" +1X

l=�1

x(l)d(k � l)

#

=
+1X

l=�1

x(l)S[d(k � l)]

=
+1X

l=�1

x(l)g(k � l): (3.8)

Cette reprØsentation d’un systŁme linØaire invariant est trŁs utile pour montrer di�Ørents rØsul-
tats. Le thØorŁme qui suit est d’ailleurs basØ dessus, mais nous ne dØtaillons pas ici le processus
de dØmonstration [24].

ThØorŁme 3.8. Tout systŁme linØaire invariant peut Œtre contraint à Œtre causal.

Ce thØorŁme permet l’introduction d’une autre maniŁre de reprØsenter un systŁme linØaire inva-
riant. Celle-ci est donnØe par l’Øquation aux di�Ørences, i.e.,

NX

n=0

any(k � n) =
MX

m=0

bmx(k �m); (3.9)

oø les coe�cients an, n = 0; :::; N , et bm, m = 0; :::;M , sont constants et N;M sont des entiers
positifs. A partir de là, nous pouvons dØ�nir l’ordre d’un systŁme linØaire invariant par

max(M;N):

Filtres numØriques et domaine frØquentiel

Nous abordons ici les �ltres numØriques, qui sont des systŁmes particuliers. Nous donnons aussi
quelques dØ�nitions et rØsultats concernant les transformØes en z et les fonctions de transfert, des
fonctions dØ�nies dans le domaine frØquentiel et non le domaine temps [24].

DØ�nition 3.11 (Filtre numØrique). Un �ltre numØrique (ou digital) est un systŁme numØrique
linØaire invariant utilisØ pour modi�er la distribution frØquentielle des composantes d’un signal
selon des spØci�cations donnØes, en utilisant des opØrations arithmØtiques de prØcision limitØe.

Si cette dØ�nition semble un peu complexe, elle peut Œtre assez simplement rØsumØe en disant
qu’un �ltre numØrique est un systŁme linØaire invariant opØrant sur un signal discret dans le but
d’en garder uniquement la partie qui nous intØresse, ou encore de le transformer en un signal ayant
certaines propriØtØs voulues.

Les �ltres numØriques sont souvent classi�Øs en fonction de la durØe de leur rØponse impulsion-
nelle. Il y a dŁs lors deux types de �ltres :

� Les �ltres à rØponse impulsionnelle �nie (FIR) possŁdent une rØponse impulsionnelle de durØe
�nie. Celle-ci est donc un signal à durØe limitØe, la rØponse impulsionnelle �nit par s’annuler.
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� Les �ltres à rØponse impulsionnelle in�nie (IIR) possŁdent une rØponse impulsionnelle de du-
rØe in�nie. Il existe donc une in�nitØ de valeurs k pour lesquelles g(k) 6= 0.

ThØorŁme 3.9. Soit un �ltre FIR et g sa rØponse impulsionnelle. Si pour tout entier k,

jg(k)j < +1;

alors ce �ltre est stable.

En pratique, les �ltres FIR sont quasiment tous stables.

Nous introduisons maintenant des fonctions trŁs intØressantes dans le cadre du �ltrage : les
transformØes en z.

DØ�nition 3.12 (TransformØe en z). La transformØe en z, X(z), d’un signal x(k), est dØ�nie par

X(z) =
+1X

k=�1

x(k)z� k; (3.10)

oø z est une variable complexe et X(z) une fonction complexe de z. La notation

X(z) = Z[x(k)]

est utilisØe.

PropriØtØ 3.2. La transformØe en z respecte les propriØtØs suivantes :
1. LinØaritØ : Z[ax1(k) + bx2(k)] = aX1(z) + bX2(z).
2. DØcalage : Z[x(k � j)] = z� jX(z).
3. Convolution : Z[x1 � x2(k)] = X1(z)X2(z).

Un autre outil essentiel, basØ sur la transformØe en z, est la fonction de transfert. Nous Ønonçons
Øgalement un rØsultat sur cette fonction dont nous aurons l’utilitØ lors de la construction de la
mØthode d’interpolation par B-splines [24].

DØ�nition 3.13 (Fonction de transfert). Soit un systŁme linØaire invariant transformant un signal
d’entrØe x(k) en un signal de sortie y(k), donnØ par l’Øquation (3.8), i.e.,

+1X

l=�1

x(l)g(k � l): (3.11)

En passant au domaine frØquentiel via les transformØes en z et leur propriØtØ de convolution, nous
avons

Y (z) = X(z)G(z):

La fonction G(z) est appelØe fonction de transfert du systŁme et est donc dØ�nie comme Øtant la
transformØe en z de la rØponse impulsionnelle.
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ThØorŁme 3.10. La fonction de transfert d’un �ltre IIR dØcrit par (3.9) est de la forme

G(z) =

MP

m=0
bmz� m

NP

n=0
anz� n

: (3.12)

Nous avons à prØsent en main toute la thØorie nØcessaire pour construire notre mØthode d’in-
terpolation par �ltrage. Cependant, avant d’y arriver, appliquons une partie de la thØorie vue ici
à un exemple intØressant que nous pourrons rØutiliser dans la section suivante.

Exemple 3.1. Calculons la fonction de transfert du �ltre causal de premier ordre donnØ par

y(k) = x(k) + ay(k � 1);

oø a est une constante quelconque. Calculons sa rØponse impulsionnelle g(k). Celle-ci est simple-
ment trouvØe en considØrant y(k) pour x(k) = d(k). Nous avons g(k) = 0 pour k < 0. Ensuite, la
rØponse impulsionnelle est donnØe par

g(0) = x(0) + ay(�1) = 1 + 0 = 1
g(1) = x(1) + ay(0) = 0 + a = a
g(2) = x(2) + ay(1) = 0 + a2 = a2

...

et donc, 8 k 2 Z,
g(k) = ak�(k):

La fonction de transfert du �ltre est ensuite donnØe par la transformØe en z du rØsultat obtenu, à
savoir

G(z) = Z[g(k)] =
+1X

k=�1

ak�(k)z� k =
+1X

k=0

akz� k =
+1X

k=0

(az� 1)k =
1

1� az� 1 :

Calculons à prØsent la fonction de transfert d’un �ltre anticausal de premier ordre donnØ par

y(k) = ax(k + 1) + ay(k + 1);

oø a est une constante quelconque. Le �ltre peut Œtre rØØcrit sous la forme

y(k) =
+1X

j=1

ajx(k + j) =
1X

j=�1

a� jx(k � j) =
+1X

j=�1

a� j�(�j � 1)x(k � j);

et sa rØponse impulsionnelle est y(k) pour x(k) = d(k), i.e.,

g(k) = a� k�(�k � 1):

La fonction de transfert associØe à ce �ltre anticausal est donc donnØe par

G(z) = Z[g(k)] =
+1X

k=�1

a� k�(�k � 1)z� k =
� 1X

k=�1

a� kz� k =
+1X

k=1

(az)k =
1

1� az
� 1 =

az
1� az

:
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3.2.2 Filtrage digital par B-splines

Dans cette partie, nous e�ectuons tout le chemin jusqu’à l’obtention d’une formule nous per-
mettant, en pratique, d’e�ectuer notre interpolation ([45], [46], [47], [48]).

Rappelons d’abord à nouveau que nous souhaitons interpoler un Øchantillon de donnØes à l’aide
de B-splines de maniŁre à obtenir une spline

s(x) =
X

i2 Z

c(i)�n(x� i) 8x 2 R;

cf. Section 3.2, Øquation (3.5). Notons que nous avons ici remplacØ l’indice de sommation k par i
a�n d’Øviter toute confusion avec les notations de la thØorie du signal. Pour un signal discret et
rØel ff(k)g dØ�ni pour k = �1; : : : ;+1 dØ�nissant les intensitØs connues de l’image, la spline
interpolante devra notamment vØri�er

f(k) = s(k) =
X

i2 Z

c(i)�n(x� i) 8 k 2 Z: (3.13)

Bien sßr en pratique, f(k) est un signal à durØe limitØe ; nous reviendrons sur la question plus loin.

Comme le laisse prØsager l’Øquation (3.13), nous allons devoir utiliser des B-splines discrŁtes (à
noeuds uniformØment espacØs). Nous dØ�nissons ci-dessous un type particulier de B-splines dis-
crŁtes dont nous aurons besoin.

DØ�nition 3.14 (B-spline discrŁte avec facteur d’Ølargissement). Une B-spline discrŁte d’ordre n
avec un facteur d’Ølargissement m est donnØe 8 k 2 Z par

bnm(k) = �n
�
k
m

�

=
n+1X

i=0

(�1)i

n!

 
n+ 1
i

! �
k
m

+
(n+ 1)

2
� i

� n
�

�
k
m

+
(n+ 1)

2
� i

�

=
1
mn

n+1X

i=0

(�1)i

n!

 
n+ 1
i

!  

k +m
�

(n+ 1)
2

� i
� ! n

�

 

k +m
�

(n+ 1)
2

� i
� !

:

Pour construire la mØthode d’interpolation dont nous avons besoin, nous allons passer au do-
maine frØquentiel a�n de caractØriser au mieux les B-splines. La formule (3.13) est en fait une
convolution discrŁte. Elle peut donc Œtre rØØcrite sous la forme

f(k) = bn1 � c (k):

En passant au domaine frØquentiel avec les transformØes en z, nous obtenons, par la propriØtØ 3.2,

F (z) = Bn
1 (z)C(z);

oø F , Bn
1 et C sont les transformØes en z respectives de f , bn1 et c. Nous obtenons alors

C(z) = Bn
1 (z)� 1F (z): (3.14)
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Il semblerait donc que nous puissions dØterminer les coe�cients c par �ltrage inverse grâce au �ltre
Bn

1 (z)� 1, dit �ltre spline direct d’ordre n. Celui-ci est donnØ par dØ�nition de la transformØe en z :

Bn
1 (z)� 1 =

1
P

k2 Z
bn1 (k)z� k : (3.15)

Nous observons par le thØorŁme 3.10 que Bn
1 (z)� 1 correspond à la fonction de transfert d’un �ltre

à rØponse impulsionnelle in�nie. Cela amŁne donc la question de sa stabilitØ. En e�et, pour Œtre
utilisable en pratique, un �ltre doit Œtre stable.

Comme dans ce travail nous travaillons par la suite avec des splines cubiques, nous nous conten-
tons ici d’Øtudier le cas n = 3. Calculons donc B3

1(z)� 1 :

B3
1(z)� 1 =

1
P

k2 Z
b31(k)z� k

=
1

P

k2 Z
�3(k)z� k

=
�

0 + : : :+ 0 +
1
6
z� 1 +

2
3
z0 +

1
6
z1 + 0 + : : :+ 0

� � 1

=
6

z + 4 + z� 1

=
6z

z2 + 4z + 1
:

Les pôles de cette fonction sont �2�
p

3. Notons � = �2 +
p

3. Le deuxiŁme pôle est l’inverse du
premier. DŁs lors, nous pouvons Øcrire

B3
1(z)� 1 =

6z
(z � �)(z � �� 1)

=
6

(1� �z� 1)(�z� 1
� )

=
�6�

(1� �z� 1)(1� �z)
: (3.16)

En redØveloppant l’expression obtenue, nous pouvons voir qu’il s’agit en fait de la fonction de
transfert d’un �ltre à rØponse impulsionnelle in�nie. En e�et,

B3
1(z)� 1 =

�6�
1� �z � �z� 1 + �2

=
�6�z� 1

��z0 + (�2 + 1)z� 1 � �z� 2

Nous retrouvons donc bien une expression de la forme (3.12).

Via une dØcomposition en fractions simples, il est Øgalement possible de redØvelopper B3
1(z)� 1

pour obtenir une expression plus claire :

B3
1(z)� 1 =

�6�
(1� �2)

�
1

1� �z� 1 +
�z

1� �z

�
: (3.17)
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Grâce à l’exemple 3.1 donnØ dans la sous-section prØcØdente, introduisant la thØorie du signal, nous
remarquons tout de suite que le terme

1
1� �z� 1

correspond à la fonction de transfert d’un �ltre causal de premier ordre, tandis que le terme
�z

1� �z

est clairement la fonction de transfert d’un �ltre anticausal de premier ordre. Leurs rØponses
impulsionnelles, toujours via l’exemple , sont respectivement

�k�(k) et �� k�(�k � 1):

Leur somme est donc �jkj et la rØponse impulsionnelle totale liØe à B3
1(z)� 1 est dŁs lors donnØe par

g(k) =
�6�

(1� �2)
�jkj :

Cette fonction est une exponentielle qui dØcroît avec jkj puisque j�j < 1. La �gure 3.5 l’illustre
d’ailleurs. Par dØ�nition, la stabilitØ du �ltre spline direct est donc assurØe.

Repartons à prØsent de l’Øquation (3.14) en redØveloppant grâce aux rØsultats que nous venons
d’obtenir :

C(z) = B3
1(z)� 1 F (z)

=
�6�

(1� �2)

�
F (z)

1� �z� 1 +
F (z)

1� �z
� F (z)

�
:

Pour retrouver la fonction discrŁte dØcrivant les coe�cients c, il nous faut revenir dans le domaine
temps. Nous allons pour cela calculer les transformØes en z inverses de chacun des trois termes
du facteur de droite puisque la transformØe en z respecte la propriØtØ de linØaritØ (cf. PropriØtØ 3.2).

Figure 3.5 � RØponse impulsionnelle du �ltre spline direct
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� TransformØe en z inverse de F (z) :

Nous noterons celle-ci f(k).

� TransformØe en z inverse de G1(z) :=
F (z)

1� �z� 1 :

Observons tout d’abord que

G1(z) = F (z):
1

1� �z� 1

et que donc la transformØe en z inverse de G1(z), notØe g1(k), sera le produit de convolution
entre les transformØes en z inverses respectives de F (z) et 1

1� �z� 1 . Notons la premiŁre f(k) et
calculons la seconde. Nous voyons d’abord que

1
1� �z� 1 =

+1X

i=0

(�z� 1)i =
+1X

i=0

�iz� i =
+1X

i=�1

�i�(i)z� i:

DŁs lors, sa transformØe en z inverse est simplement �k�(k) et nous obtenons ainsi

g1(k) = �k�(k) � f(k)

=
+1X

i=�1

�k� i�(k � i)f(i)

=
kX

i=�1

�k� if(i):

� TransformØe en z inverse de G2(z) :=
F (z)

1� �z
:

Le raisonnement est similaire au prØcØdent. Nous avons cette fois

1
1� �z

=
+1X

i=0

(�z)i =
+1X

i=0

�izi =
0X

i=�1

�� iz� i =
+1X

i=�1

�� i�(�i)z� i;

ce qui correspond à la transformØe en z de �� k�(�k). Nous obtenons ainsi

g2(k) = �� k�(�k) � f(k)

=
+1X

i=�1

�� (k� i)�(�(k � i))f(i)

=
+1X

i=k

�i� kf(i):

Il s’ensuit que la fonction discrŁte dØcrivant les coe�cients de la spline interpolante que nous
cherchons à dØterminer est donnØe par

c(k) =
�6�

(1� �2)

 kX

i=�1

�k� if(i) +
+1X

i=k

�i� kf(i)� f(i)

!

: (3.18)

NØanmoins, comme en pratique nous ne disposons pas d’un signal f(k) de longueur in�nie, nous
allons uniquement considØrer la suite ff(1); : : : ; f(K)g pour un certain K 2 N. La formule (3.18)
devient ainsi

c(k) =
�6�

(1� �2)

 kX

i=1

�k� if(i) +
KX

i=k

�i� kf(i)� f(i)

!

: (3.19)
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Cette formule peut ensuite Œtre exprimØe rØcursivement via la crØation de deux variables intermØ-
diaires :

8
>>><

>>>:

c+(k) = f(k) + �c+(k � 1) (k = 2; : : : ;K)
c� (k) = f(k) + �c� (k + 1) (k = K � 1; : : : ; 1)

c(k) =
�6�

(1� �2)
(c+(k) + c� (k)� f(k))

;

oø la variable c+(k) est l’expression du �ltre causal donnØ par la premiŁre somme de l’expression
(3.19), tandis que la variable c� (k) correspond au �ltre anticausal, à savoir la deuxiŁme somme de
(3.19).

Il faut à prØsent dØ�nir des conditions frontiŁres pour c+ et c� , c’est-à-dire choisir les valeurs
c+(1) et c� (K). Une pratique courante en traitement de l’image est d’Øtendre le signal en miroir,
i.e., (

f(1� k) = f(k + 1) (k = 0; : : : ;K � 1)
f(k) = f(2K � k) (k = K; : : : ; 2K � 1).

(3.20)

Nous pouvons dŁs lors exprimer les conditions initiales sur base de ce nouveau signal. Pour c+(1),
nous avons par dØ�nition

c+(1) = f(1) + �c+(0)

= f(1) + �f(0) + �2c+(�1)
...

=
+1X

k=1

�k� 1f(2� k)

=
+1X

k=1

�k� 1f(k);

par (3.20), en remarquant que la condition f(1�k) = f(k+1) (k = 0; : : : ;K�1) est Øquivalente à la
condition f(2�k) = f(k) (k = 1; : : : ;K). La somme obtenue peut Œtre calculØe jusqu’à un certain
k = k0, choisi de maniŁre à ce que �k0 respecte un certain niveau de prØcision. Similairement, nous
avons

c� (K) = f(K) + �c� (K + 1)

= f(K) + �f(K + 1) + �2c� (K + 2)
...

=
+1X

k=0

�kf(K + k)

=
+1X

k=0

�kf(K � k);

par (3.20), en remarquant que la condition f(k) = f(2K � k) (k = K; : : : ; 2K � 1) est Øquivalente
à la condition f(K+k) = f(K�k) (k = 0; : : : ;K�1). Il est facile de voir que la condition initiale
ici obtenue correspond en fait à c+(K).
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Nous pouvons maintenant conclure en donnant ici la formule �nale permettant de calculer les
coe�cients c. Pour un signal Øtendu donnØ par (3.20), nous avons

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

c+(k) = f(k) + �c+(k � 1) (k = 2; : : : ;K)
c� (k) = f(k) + �c� (k + 1) (k = K � 1; : : : ; 1)

c(k) =
�6�

(1� �2)
(c+(k) + c� (k)� f(k))

c+(1) =
k0P

k=1
�k� 1f(k)

c� (K) = c+(K):

(3.21)

Une autre expression est cependant Øgalement souvent utilisØe. DonnØe par le thØorŁme qui suit
[45], elle est basØe sur la dØcomposition du �ltre spline direct en produit et non en somme, c’est-à-
dire sur l’expression (3.16) et non (3.17). Cela signi�e donc qu’au lieu de sommer un �ltre causal
et un �ltre anticausal, nous appliquons un �ltre anticausal aprŁs l’application d’un �ltre causal.

ThØorŁme 3.11. Pour un signal ff(0); :::; f(K � 1)g, K 2 N, Øtendu en miroir, la fonction c
dØcrivant les coe�cients de la spline interpolante peut Œtre exprimØe sous la forme

8
>><

>>:

c+(k) = f(k) + �c+(k � 1) (k = 1; : : : ;K � 1)
c� (k) = �(c� (k + 1)� c+(k)) (k = K � 2; : : : ; 0)
c(k) = 6c� (k)

(3.22)

avec
c� (K � 1) =

�
�2 � 1

(c+(K � 1) + �c+(K � 2))

et

c+(0) =

8
>><

>>:

k0P

k=0
�kf(k) si k0 � K � 1

1
1� �2K� 2

2K� 3P

k=0
�kf(k) sinon,

oø

k0 >
log �
log�

;

avec � la prØcision dØsirØe.

3.3 Conclusion

Ce chapitre a portØ sur la construction d’une mØthode d’interpolation utilisant les fonctions
B-splines.

Dans la premiŁre section, nous avons dØcouvert les B-splines ainsi que les propriØtØs justi�ant
leur usage. Citons notamment celle de sØparabilitØ, qui permet de rØaliser plusieurs interpolations
unidimensionnelles au lieu d’une interpolation multidimensionnelle, rØduisant ainsi ØnormØment
le coßt de calcul. Nous nous sommes particuliŁrement intØressØs aux B-splines cubiques à noeuds
uniformØment espacØs, qui constituent un bon outil pour l’interpolation d’images.
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La seconde partie de ce chapitre a traitØ de la construction d’une mØthode d’interpolation par
�ltrage numØrique utilisant ces B-splines, basØe sur le fait que l’interpolant discret

f(k) = s(k) =
X

i2 Z

c(i)�m(x� i) 8 k 2 Z;

Øtait en fait une convolution discrŁte. Tout le problŁme rØsidant dans la dØcouverte des coe�cients
ci, i 2 Z, une formule explicite pour le calcul de ceux-ci a ØtØ trouvØe.

Le prochain chapitre s’intØresse à l’algorithme de recalage utilisØ dans ce mØmoire : l’algorithme
des ensembles de niveau.





Chapitre 4

Ensembles de niveau pour le recalage
d’images

Ce mØmoire a pour but l’Øtude de l’interpolation par B-splines pour le recalage d’images non
rigide qui, pour rappel, Øtait dØcrit au Chapitre 2, Section 2.3. La mØthode de recalage choisie, à
laquelle nous avons appliquØ l’interpolation par B-splines, est appelØe mØthode des ensembles de
niveau. Ce chapitre a pour but de la dØcrire.

Reprenons les notations du Chapitre 2. L’algorithme des ensembles de niveau est une mØthode
non paramØtrique, c’est-à-dire que la transformation T̂ recherchØe pour rØsoudre le problŁme de
recalage

T̂ = arg max
T2T

S(I; T (J))

n’est pas paramØtrisØe comme le serait par exemple clairement un algorithme recherchant une
translation optimale. La mØthode est de plus iconique (cf. Chapitre 2, Section 2.1) et recherche
une transformation non linØaire, i.e., une dØformation. De plus, de par sa construction, elle est
adaptØe aux cas oø les images à recaler di�Łrent par des dØformations locales.

Plus concrŁtement, l’algorithme des ensembles de niveau utilise la thØorie de l’Øvolution des
courbes et sa formulation en termes d’ensembles de niveau a�n de trouver une transformation
optimale pour l’image mouvante. Le champ de dØformation est en fait la solution d’une Øquation
aux dØrivØes partielles (EDP) dØcrivant le mouvement de l’image. Le critŁre de similaritØ est en
quelque sorte implicite et ancrØ dans l’algorithme : c’est lui qui dirige intrinsŁquement l’Øvolution
du mouvement et ne peut donc Œtre modi�Ø. Il n’y a donc pas usage d’une mØthode d’optimisation,
tout le processus Øtant basØ sur une EDP de mouvement crØØe pour tendre à minimiser le critŁre
de similaritØ [35].

La premiŁre section de ce chapitre est consacrØe à l’Øtude de la mØthode des courbes et ensembles
de niveau dans un cas gØnØral. La section suivante illustre ensuite comment appliquer ces notions
pour obtenir un processus de recalage d’images. Nous e�ectuons ensuite quelques corrections sur les
Øquations obtenues a�n d’obtenir un algorithme plus robuste et plus stable. En�n, une rØsolution
numØrique concrŁte des Øquations dØcrivant le recalage d’images est envisagØe. L’ensemble de ce
chapitre est principalement basØ sur [28], [39] et [49].

63
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4.1 Courbes et ensembles de niveau

ConsidØrons une famille de courbes planaires fermØes donnØes par

C(p; t) : S1 � [0; r) �! R2; (4.1)

oø S1 est le cercle unitØ. Ces courbes Øvoluent dans le temps selon l’Øquation d’Øvolution

@C
@t

= ~F (p; t); (4.2)

oø C(p; 0) = C0(p) est une courbe initiale quelconque et

~F (p; t) : S1 � [0; r) �! R2

est un certain champ de vitesse. L’Øquation est donc physiquement assez logique ; elle exprime
simplement que la vitesse d’un point sur une courbe est donnØe par la dØrivØe de son dØplacement.

Ce champ de vitesse ~F peut Œtre dØcomposØ en une composante normale à la courbe et une
composante tangente à la courbe. L’Øquation (4.2) peut donc se rØØcrire

@C
@t

= �~T + 
 ~N; (4.3)

oø � est la composante tangentielle de ~F , 
 sa composante normale, ~T est le vecteur tangent unitØ
et ~N est le vecteur normal unitØ à la courbe C. Notons que ce dernier peut Œtre dirigØ soit vers
l’intØrieur, soit vers l’extØrieur de la courbe. Cela dØpend du sens dans lequel on considŁre que la
courbe Øvolue ; c’est une question de convention.

ThØorŁme 4.1 (Epstein-Gage). Si le paramŁtre 
 dans l’Øquation (4.3) ne dØpend pas de la
paramØtrisation de la courbe, alors l’Øvolution d’une courbe dØcrite par (4.2) est la mŒme que
celle dØcrite par

@C
@t

= 
 ~N: (4.4)

Le paramŁtre 
 reprØsente ainsi à lui seul la vitesse de la courbe [49]. Nous pouvons donc considØrer
uniquement les Øquations d’Øvolution de la forme (4.4).

Formulons à prØsent le problŁme en termes d’ensembles de niveau. Commençons par dØ�nir
ceux-ci.

DØ�nition 4.1 (Ensemble de niveau). Soit un naturel d et une fonction

f : Rd �! R:

L’ensemble de niveau c de f est donnØ par

Lc(f) = f(x1; :::; xd)jf(x1; :::; xd) = cg;

oø c est une constante quelconque.
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Il est ainsi possible de dØ�nir une courbe planaire fermØe comme Øtant un ensemble de niveau
d’une fonction U . La �gure 4.1 l’illustre.

Supposons donc que C(p; t) forme l’ensemble de niveau zØro d’une fonction

U : R2 � [0; r) �! R:

C(p; t) satisfait donc
U(C; t) = 0: (4.5)

En dØrivant cette Øquation par rapport à t via la rŁgle de dØrivation en chaine, nous obtenons

@U
@C

@C
@t

+
@U
@t

= 0;

c’est-à-dire
rUCt + Ut = 0:

Ct n’est rien d’autre que le champ de vitesse (4.2) et nous avons vu que celui-ci peut s’exprimer
uniquement via sa composante normale ~N . Nous avons donc

rU
 ~N + Ut = 0: (4.6)

A�n de trouver l’expression de la normale à C en termes d’ensembles de niveau, dØrivons à
nouveau l’Øquation (4.5), mais cette fois-ci selon la variable spatiale p. Nous obtenons

@U
@C

@C
@p

= 0;

ce qui donne, en notant � le produit scalaire,

rU � ~T = 0;

puisque la tangente à la courbe correspond à sa dØrivØe spatiale. Cette Øquation entraîne alors que
la tangente à C est perpendiculaire à rU et, pour obtenir un vecteur unitaire pointant ici vers
l’intØrieur de la courbe, nous prenons

~N =
�rU
krUk

: (4.7)

Figure 4.1 � Illustration de la reprØsentation d’une courbe par un ensemble de niveau d’une
fonction donnØe [15]
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En remplaçant dans l’Øquation (4.6), nous obtenons


rU
(�rU)
krUk

+ Ut = 0;

et l’expressions �nale est donc
Ut = 
krUk; (4.8)

dite Øquation des ensembles de niveau et oø 
 reprØsente la vitesse d’Øvolution de la courbe dØ�nie
via l’ensemble de niveau zØro de la fonction U . Cette formulation permet donc de poser le problŁme
d’Øvolution d’une courbe en termes d’ensembles de niveau.

4.2 Application au recalage d’images

Tentons à prØsent de considØrer notre problŁme de recalage comme un problŁme d’Øvolution de
courbes (cas 2D) ou de surfaces (cas 3D). Nous pouvons alors imaginer que recaler deux images
correspond à faire Øvoluer les ensembles de niveau de la fonction image mouvante en les ensembles
de niveau de la fonction image �xe. Il faut dŁs lors chercher un mapping envoyant les ensembles
de niveau de l’image mouvante sur ceux de l’image �xe.

Soit I1(X), l’image mouvante que l’on souhaite recaler sur une image �xe, I2(X), avec X bidi-
mensionnel ou tridimensionnel. La formulation du recalage d’images que nous avions introduite au
Chapitre 2, Øquation (2.1), devient alors

T̂ = arg max
T2T

S(I2; T (I1)):

Nous voulons que I1(X) Øvolue jusqu’à devenir I2(X). L’Øquation des ensembles de niveau de ce
problŁme peut donc Œtre Øcrite sous la forme

It(X; t) = 
krI(X; t)k; avec I(X; 0) = I1(X); (4.9)

oø 
 est le terme de vitesse. Il nous faut maintenant choisir un 
 appropriØ. Comme l’Øvolution
de l’image I1(X) doit s’arrŒter lorsque celle-ci sera exactement I2(X), le terme de vitesse doit
s’annuler lorsque les deux images sont exactement les mŒmes. Un bon choix semble donc Œtre
donnØ par


 = I2(X)� I(X; t);

et l’Øquation (4.9) devient donc

It(X; t) = (I2(X)� I(X; t))krI(X; t)k; avec I(X; 0) = I1(X): (4.10)

Cette formulation de l’Øquation des ensembles de niveau ne permet cependant pas de trouver ex-
plicitement la transformation gØomØtrique à appliquer à l’image mouvante.

Soit ~V = (u; v)T le vecteur de dØplacement en X ; ~V (X) = (x+u; y+ v)T . Pour le cas 3D, nous
avons similairement ~V = (u; v; w)T et ~V (X) = (x+u; y+v; z+w)T . Le dØplacement correspond en
fait simplement à un ensemble de niveau de la fonction image mouvante I1. DŁs lors, son Øvolution
peut Œtre formulØe similairement à l’Øvolution (4.4) de la courbe C dans la section prØcØdente,
c’est-à-dire

~Vt = 
 ~N:

Le dØplacement doit s’annuler lorsque l’image mouvante devient l’image �xe. Prenons donc


 =
�
I2(X)� I1(~V (X))

�
:
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En remplaçant de plus ~N par l’expression (4.7) trouvØe à la section prØcØdente, nous obtenons

~Vt =
�
I2(X)� I1(~V (X))

� �rI1(~V (X))
krI1(~V (X))k

avec ~V (X; 0) = ~0:

Pour se dØbarrasser du signe nØgatif, nous pouvons redØ�nir ~V (X) par (x � u; y � v)T en 2D ou
(x� u; y � v; z � w)T en 3D. L’Øquation prØcØdente devient ainsi

~Vt =
�
I2(X)� I1(~V (X))

� rI1(~V (X))
krI1(~V (X))k

avec ~V (X; 0) = ~0: (4.11)

4.3 Correction des Øquations d’Øvolution

Avant de passer à la rØsolution des Øquations d’Øvolution obtenues à la section prØcØdente, il nous
faut envisager quelques petites modi�cations dans les Øquations (4.10) et (4.11) a�n de rendre l’al-
gorithme plus robuste et plus stable [49].

En e�et, l’Øquation (4.10) a deux possibilitØs pour s’annuler : soit le terme de vitesse (I2(X)�
I(X; t)) tombe à zØro, soit le gradient de I s’annule. Dans le cas prØsent, nous voulons que le
processus stoppe uniquement si l’image I1(X) devient l’image �xe I2(X). Nous allons donc modi�er
l’Øquation (4.10) de maniŁre à s’assurer que ce soit bien le cas :

It(X; t) = (I2(X)� I(X; t))
p
krI(X; t)k2 + �; avec I(X; 0) = I1(X); (4.12)

oø � est un petit nombre positif. L’auteur choisit lui � = 0:1.

Pour l’Øquation aux dØrivØes partielles (4.11), un problŁme de stabilitØ risque de se poser si le
gradient de l’image mouvante approche zØro. On peut nØanmoins pallier à ce problŁme en ajoutant
un terme � au dØnominateur :

~Vt =
�
I2(X)� I1(~V (X))

� rI1(~V (X))
krI1(~V (X))k+ �

; avec ~V (X; 0) = ~0;

oø � est une petite constante positive.

Ensuite, pour l’Øquation (4.10) aussi bien que pour l’Øquation (4.11), il est conseillØ d’e�ectuer
un lissage gaussien sur l’image mouvante avant d’en calculer le gradient. En e�et, le calcul du
gradient est souvent trŁs sensible au bruit dans l’image. En pratique, il faut convoluer l’image
mouvante avec le �ltre gaussien, donnØ par

G�(X) =
1

(
p

2��)n
e

�
kXk2

2�2 ;

oø � est l’Øcart-type du �ltre gaussien et X 2 Rn. Plus � augmente, plus l’image rØsultante est
�outØe. Nos Øquations aux dØrivØes partielles deviennent alors

It(X; t) = (I2(X)� I(X; t))
p
kr(G� � I(X; t))k2 + �; avec I(X; 0) = I1(X) (4.13)

et
~Vt =

�
I2(X)� I1(~V (X))

� r(G� � I1(~V (X)))
kr(G� � I1(~V (X)))k+ �

; avec ~V (X; 0) = ~0: (4.14)
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4.4 RØsolution numØrique

Les calculs e�ectuØs ici sont pour le cas 2D mais que l’extension au cas 3D est assez simple.
Nous notons les coordonnØes d’un pixel (x; y) [49].

Avant de commencer, adaptons nos notations au cas discret. Notons Ikij la fonction image au
pixel (i; j) à l’itØration k. L’itØration k est ainsi l’Øquivalent discret du temps continu t. Pour ce
qui est de ~V , notons  

ukij
vkij

!

le dØplacement du pixel (i; j) à l’itØration k. DØ�nissons Øgalement

Eij := G� � Iij ;
Cij := G� � Ii� u;j� v:

Au vu des Øquations (4.13) et (4.14), nous avons besoin d’une mØthode e�cace pour calculer le
gradient de l’image mouvante. Commençons par dØ�nir les traditionnelles di�Ørences �nies forward
et backward d’une fonction discrŁte quelconque F au point (i; j) :

D+
x Fij =

Fi+1;j � Fij
�x

;

D+
y Fij =

Fi;j+1 � Fij
�y

;

D�
x Fij =

Fij � Fi� 1;j

�x
;

D�
y Fij =

Fij � Fi;j� 1

�y
;

oø les deux premiŁres dØ�nissent les di�Ørences forward selon x et y et les deux derniŁres les dif-
fØrences backward selon x et y.

Les auteurs de l’article [49] prØsentant la mØthode a�rment, aprŁs expØrimentations de di�Ø-
rents schØmas de di�Ørences �nies, que les di�Ørences �nies minmod donnent un gradient d’une
exactitude acceptable pour l’Øquation (4.14), tandis que les di�Ørences �nies upwind sont adaptØes
pour le calcul du gradient dans (4.13).

La fonction minmod est donnØe par

m(x; y) =

(
sign(x) min(jxj; jyj) si xy > 0
0 sinon,

oø la fonction sign(x) donne le signe de x. Les dØrivØes de C au pixel (i; j) selon x et y sont alors
donnØes par (

(Cx)ij = m(D+
x Cij ; D�

x Cij);
(Cy)ij = m(D+

y Cij ; D�
y Cij):

Les di�Ørences �nies upwind de la fonction Eij sont elles donnØes par
8
<

:

(Ex)ij =
�

max(D�
x Eij ; 0)2 + min(D+

x Eij ; 0)2� 1=2;

(Ey)ij =
�

max(D�
y Eij ; 0)2 + min(D+

y Eij ; 0)2� 1=2:
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Nous avons à prØsent tous les outils en main pour rØsoudre numØriquement les Øquations aux
dØrivØes partielles (4.13) et (4.14). Pour cela, nous allons utiliser un schØma de rØsolution par
di�Ørences �nies. Le principe est d’approximer la dØrivØe partielle selon t par une di�Ørence �nie
forward. Les Øquations (4.13) et (4.14) deviennent donc, en remplaçant Øgalement les gradients,

Ik+1
ij � Ikij

�t
=

�
(I2)ij � Ikij

�p
R;

oø
R = max(D�

x Eij ; 0)2 + min(D+
x Eij ; 0)2 + max(D�

y Eij ; 0)2 + min(D+
y Eij ; 0)2 + �;

et
 
uk+1
ij

vk+1
ij

!

�

 
ukij
vkij

!

�t
=

(I2)ij � (I1)i� uk
ij ;j� v

k
ijq

m2(D+
x Cij ; D�

x Cij) +m2(D+
y Cij ; D�

y Cij) + �

 
m(D+

x Cij ; D�
x Cij)

m(D+
y Cij ; D�

y Cij)

!

:

Les Øquations �nales de mise à jour sont donc

Ik+1
ij = Ikij + �t

�
(I2)ij � Ikij

�p
R

et
 
uk+1
ij

vk+1
ij

!

=

 
ukij
vkij

!

+ �t
(I2)ij � (I1)i� uk

ij ;j� v
k
ijq

m2(D+
x Cij ; D�

x Cij) +m2(D+
y Cij ; D�

y Cij) + �

 
m(D+

x Cij ; D�
x Cij)

m(D+
y Cij ; D�

y Cij)

!

;

avec les conditions initiales respectives

I0
ij = (I1)ij et

 
u0
ij

v0
ij

!

= ~0:

Nous obtenons ainsi une mise à jour explicite du vecteur de dØformation à appliquer en un pixel
ainsi qu’une expression d’Øvolution de l’image mouvante. En pratique, il faudra choisir de travailler
soit par image transformØe, soit par image ØvoluØe. On travaillera alors avec l’une ou l’autre des
deux Øquations Øtablies ci-dessus.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordØ la mØthode des ensembles de niveau permettant l’Øtude
de l’Øvolution des courbes et surfaces. Nous avons ensuite vu pourquoi et comment cette thØorie
s’appliquait particuliŁrement bien au recalage d’images. Cela nous a permis de dØterminer deux
Øquations aux dØrivØes partielles distinctes menant chacune à l’Øvolution de l’image mouvante vers
l’image �xe. L’une fonctionne avec la gØomØtrie de l’image tandis que l’autre agit directement sur
son intensitØ. AprŁs de petites modi�cations menant à des Øquations plus stables et plus robustes,
nous avons vu comment rØsoudre celles-ci numØriquement de maniŁre à obtenir une mØthode im-
plØmentable.

Il est important de remarquer que la mØthode ØtudiØe est construite de façon à ne pas devoir
faire usage d’un algorithme d’optimisation externe. En e�et, la phase d’optimisation est en quelque
sorte comprise dans l’EDP dØ�nissant la mØthode, qui optimise implicitement un critŁre de simi-
laritØ donnØ, à savoir le terme de vitesse donnØ par la di�Ørences entre images.

Le prochain chapitre aborde l’implØmentation de cette mØthode de recalage d’images dans ITK,
une librairie du C++. Nous y dØcouvrons notamment l’implØmentation de la phase d’interpolation
et celle du gradient, sujets qui nous intØressent dans le cadre de ce travail.





Chapitre 5

Outils et implØmentation

Maintenant que nous avons abordØ toutes les thØmatiques thØoriques associØes au sujet de ce
mØmoire, il nous faut parler de la mise en pratique du processus de recalage dØcrit.

Dans la premiŁre section de ce chapitre, nous abordons le langage et la librairie utilisØe pour
l’implØmentation du code. Nous voyons ensuite la construction et l’architecture gØnØrale du code.
Un intØrŒt particulier est alors portØ à l’implØmentation de la mØthode des ensembles de niveau et
de la phase d’interpolation. En�n, nous abordons le calcul du gradient de l’image.

5.1 La librairie ITK

Pour tester la mØthode dØcrite plus tôt dans ce manuscrit, nous sommes partis d’un code existant
provenant d’ITK (Insight Segmentation and Registration Toolkit [21]). ITK est une librairie open-
source du C++ dont le dØveloppement a commencØ en 1999 grâce au �nancement de l’Institut
National de SantØ amØricain. Les principaux participants au projet sont à la fois des entreprises
et des universitØs. Citons entre autre GE Corporate R&D, Kitware Inc., MathSoft, l’UniversitØ de
Caroline du Nord, l’UniversitØ de Pennsylvanie et l’UniversitØ du Tennessee. Comme beaucoup de
librairies, ITK est en Øvolution constante. A l’heure d’aujourd’hui, ØnormØment de scienti�ques à
travers le monde participent à son dØveloppement.

ITK o�re toutes sortes d’algorithmes de traitement d’images dont principalement des mØthodes
de recalage et de segmentation. Elle consiste en des dossiers de codes, la plupart Øtant des classes
d’objets. Dans la suite de cette section, nous abordons briŁvement l’architecture gØnØrale d’ITK
ainsi que son utilisation en pratique.

5.1.1 Architecture gØnØrale d’ITK

Comme dØjà mentionnØ, la librairie ITK est faite d’un ensemble de dossiers contenant des codes.
Pour la plupart, il s’agit de classes d’objets, qui ne peuvent donc pas Œtre utilisØes toutes seules.
Ici, seuls deux de ces dossiers nous ont intØressØs. Nous allons donc les passer briŁvement en revue
et voir, en pratique, comment combiner les di�Ørents codes de la librairie.

Explicitons tout d’abord un peu la notion de classe. Chaque classe d’ITK est constituØe d’un
�chier .h et d’un �chier .hxx. Le �chier .h contient gØnØralement des dØ�nitions de types, de va-
riables et de fonctions. Le �chier .hxx, lui, contient les fonctions en elles-mŒmes.

Dans la version 4.10.0 que nous avons tØlØchargØe, ITK contient notamment les dossiers Modules
et Examples :
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� Le dossier Modules est le dossier principal de la librairie. DivisØ en sous-dossiers, il contient à
lui seul tous les ØlØments clØs des mØthodes de traitement d’images proposØes par la librairie.
Une classe ne correspond cependant pas à une mØthode de traitement d’images. Concentrons-
nous ici sur le recalage. Pour implØmenter un tel algorithme avec ITK, il faut lier di�Ørentes
classes entre elles. En e�et, chaque classe correspond à une composante du processus de re-
calage. Il y a par exemple une classe par mØthode d’optimisation, une classe par mØthode
d’interpolation, une classe par type de transformation. Pour construire un code, il faut donc
choisir chaque composante du processus de recalage et les assembler. Notons que, dans notre
cas, il n’y aura pas de classe pour l’optimisation ou pour le type de transformation recherchØe
puisque tout cela est intrinsŁque à la mØthode des ensembles de niveau.

� Le dossier Examples, lui, reprend des �chiers .cxx, c’est-à-dire des programmes du langage
C++. Il donne ainsi des exemples d’algorithmes qu’il su�t de lancer pour obtenir un rØsultat.
Pour le recalage d’images, il propose notamment toute une sØrie de codes permettant d’ef-
fectuer un recalage dØformable. Ceux-ci se trouvent dans le sous-dossier RegistrationITKv4.
Cela nous intØresse particuliŁrement puisque l’un de ces codes nous permettra d’exØcuter
l’algorithme des ensembles de niveau prØcØdemment ØtudiØ. Celui-ci est le �chier Deformable-
Registration5.cxx. Nous reviendrons plus en dØtails sur ce code dans la section suivante.

5.1.2 Utilisation d’ITK

Pour pouvoir utiliser ITK, il faut d’abord con�gurer la librairie. Pour cela, il faut tØlØcharger
CMake ainsi qu’un compilateur C++. CMake est un outil open-source destinØ à construire, compi-
ler et tester des logiciels [20]. La procØdure exacte pour con�gurer ITK est dØcrite dans le premier
livre du Software Guide d’ITK [23].

Une fois la librairie con�gurØe, nous pouvons commencer à l’utiliser. Faire tourner un code d’ITK
n’est cependant pas immØdiat ; la compilation requiert à nouveau CMake. DØcrivons rapidement la
procØdure utilisØe pour compiler un code d’ITK sur Windows. Tout d’abord, il faut crØer un �chier
nommØ CMakeLists.txt comprenant les paramŁtres et informations nØcessaires à la construction
de l’exØcutable. Ce �chier doit Œtre placØ dans un dossier avec le programme principal que l’on
souhaite compiler. CMake permet ensuite de construire des �chiers qui, ensemble, constituent un
projet. Celui-ci peut Œtre ouvert via un IDE tel que Visual Studio C++ et permet dans cet IDE
la gØnØration de l’exØcutable. La procØdure est dØcrite plus en dØtails dans [23].

5.2 ImplØmentation gØnØrale de l’algorithme ØtudiØ

Nous allons ici nous tenter d’expliquer la structure gØnØrale de l’algorithme testØ. Cependant,
les codes d’ITK possŁdent une structure complexe qu’il n’est pas toujours Øvident de comprendre
complŁtement. Cela est dß au fait que, lorsqu’on regarde un code d’ITK, la plupart des lignes
ne sont pas explicites car elles font appel à des mØthodes implØmentØes dans une autre classe.
Un mŒme algorithme peut ainsi faire appel à des centaines de classes di�Ørentes, ce qui rend la
lecture et la comprØhension du code di�ciles. La plupart du temps, il sera donc sage de regarder
uniquement le nom de la fonction pour tenter de comprendre ce qu’elle fait.

Pour commencer, jetons un oeil au premier algorithme donnØ en annexe. Il s’agit du code Defor-
mableRegistration5.cxx qui constitue le programme principal faisant appel à la mØthode de recalage
qui nous intØresse. DØcrivons briŁvement les di�Ørentes Øtapes de ce code.
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� Etape 1 : Inclusion des �chiers nØcessaires
Il faut, pour commencer, inclure les classes utilisØes par le code. On inclut pour cela le �chier
header .h de chaque classe nØcessaire au programme principal.

� Etape 2 : VØri�cation du nombre d’arguments donnØs en entrØe
La premiŁre Øtape du programme main est la vØri�cation des arguments entrØs par l’utilisa-
teur. En e�et, les algorithmes de recalage d’ITK requiŁrent, pour la plupart, de donner en
entrØe l’image �xe, l’image mouvante et le nom que l’on souhaite donner à l’image de sortie.
Dans notre cas nous pouvons aussi, si nous le souhaitons, rajouter un argument qui sera un
nom de �chier pour enregistrer la dØformation �nale à appliquer à l’image.

� Etape 3 : Initialisations liØes aux images et opØrations prØliminaires
ITK fonctionne ØnormØment avec le mot-clØ typedef . Celui-ci permet de dØ�nir des nouveaux
types pour allØger la lecture du code et le rendre plus comprØhensible. Ici, on dØ�nit notam-
ment des nouveaux types FixedImageType et MovingImageTypepour l’image �xe et l’image
mouvante. La dimension des images à recaler est Øgalement �xØe. On initialise ensuite des
objets permettant de lire le contenu des images �xes et mouvantes. En�n, un nouveau type
d’images est dØ�ni : InternalImageType . Ce type d’images est constituØ de pixels de type
float , plus pratique pour retravailler l’image. Des �ltres pour transformer (caster) une image
à pixels entiers en une image à pixels rØels sont ensuite dØ�nis, initialisØs et lancØs.

� Etape 4 : PrØ-recalage
Avant d’appliquer le recalage par ensembles de niveau, l’exemple DeformableRegistration5.cxx
e�ectue un prØ-recalage en tentant de mettre en correspondance les histogrammes des images,
qui pour rappel avaient ØtØ introduits au Chapitre 1, Section 1.2.7.

� Etape 5 : Initialisations liØes au champ de dØformation recherchØ
ITK considŁre les champs de dØformation comme des images dont chaque pixel est un vecteur.
On dØ�nit donc ici un type VectorPixelType pour les pixels et un type DeformationFieldType
pour le champ de dØformation qui est un type d’images composØ de pixels sous formes de vec-
teurs.

� Etape 6 : Con�guration et lancement du �ltre de recalage
On commence ici par crØer un type de �ltres pour la mØthode des ensembles de niveau. On y
lie ensuite la classe dØclarØe au dØbut du code : CommandIterationUpdate. Cela permet, en
bref, de surveiller le processus de recalage en a�chant des mesures à l’Øcran. Dans notre cas,
nous a�chons la valeur de la fonction de similaritØ. Le �ltre de recalage est ensuite con�gurØ
(nombre maximum d’itØrations, images à recaler, etc). Le processus de recalage est enclenchØ
via la mØthode Update() . Nous ne voyons donc dans le programme principal aucun calcul liØ
au recalage. ConcrŁtement, le procØdØ permettant d’arriver aux fonctions clØs du recalage est
trŁs complexe et fait appel à ØnormØment de classes di�Ørentes ; nous n’entrerons ici pas plus
dans les dØtails de sa programmation.

� Etape 7 : Application de la dØformation �nale à l’image mouvante
On dØ�nit tout d’abord un �ltre de dØformation et une mØthode d’interpolation. Le �ltre est
ensuite con�gurØ (interpolateur, image à dØformer, paramŁtres de l’image), puis lancØ.

� Etape 8 : Ecriture de la nouvelle image
Avant d’Øcrire l’image mouvante de type MovingImageType, il faut la transformer en un nou-
veau type OutputImageType. Des types pour les pixels de l’image de sortie et pour l’image de
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sortie sont donc dØ�nis. Un �ltre de cast est ensuite initialisØ et lancØ. On initialise Øgalement
un �ltre permettant l’Øcriture de l’image dans un �chier dont le nom a ØtØ donnØ par l’utili-
sateur (Øtape 2). Il ne reste alors plus qu’à Øcrire l’image.

� Etape 9 (optionnelle) : Ecriture du champ de dØformation �nal
Si un quatriŁme argument a ØtØ donnØ au programme, c’est que l’on souhaite sauvegarder la
dØformation �nale dans un �chier du nom de cet argument. Pour cela, on crØe donc un �ltre
permettant d’Øcrire un champ de dØformation. On le con�gure (champ à Øcrire et nom du
�chier de sortie), et on l’enclanche.

5.3 ImplØmentation de la mØthode des ensembles de niveau

Nous avons vu au chapitre prØcØdent que le processus de recalage d’images pouvait notamment
Œtre exprimØ via une Øquation aux dØrivØes partielles dont la solution numØrique Øtait donnØe par
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avec la condition initiale suivante :  
u0
ij

v0
ij

!

= ~0:

Une autre EDP, fonctionnant directement par Øvolution des intensitØs de l’image mouvante, avait
Øgalement ØtØ Øtablie ; sa solution Øtait

Ik+1
ij = Ikij + �t

�
(I2)ij � Ikij

�p
R;

avec I0
ij = (I1)ij et

R = max(D�
x Eij ; 0)2 + min(D+

x Eij ; 0)2 + max(D�
y Eij ; 0)2 + min(D+

y Eij ; 0)2 + �:

Nous sommes donc ici en possession de deux possibilitØs pour faire Øvoluer les ensembles de
niveau de l’image mouvante. La premiŁre agit sur la gØomØtrie de l’image (image transformØe), la
deuxiŁme sur son intensitØ (image ØvoluØe). Dans la librairie ITK, c’est la premiŁre solution qui a
ØtØ implØmentØe.

Avant de passer cette implØmentation en revue, il nous faut aborder un dernier point important :
le choix de la valeur de �t. En e�et, ce choix peut avoir un impact important sur la stabilitØ du
schØma numØrique de rØsolution de l’EDP. Ici, nous allons nous contenter d’Øtudier le cas oø nous
travaillons avec l’image transformØe puisque c’est l’implØmentation utilisØe par ITK. Une condi-
tion nØcessaire bien connue sur �t est la restiction de Courant-Friedrichs-Levy (CFL), que nous
Ønonçons ci-dessous [8].

Proposition 5.1 (Restriction CFL). Une condition nØcessaire pour obtenir la stabilitØ d’un schØma
numØrique de rØsolution d’une EDP est donnØe, pour le cas bidimensionnel, par

�t
�
jsxj
�x

+
jsyj
�y

�
� Cmax;

oø sx et sy reprØsentent respectivement le terme de vitesse selon x et y, �x et �y sont les pas
spatiaux, �t est le pas temporel et Cmax est dit nombre de Courant.
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En pratique, le nombre de Courant est souvent pris Øgal à 1. Nous obtenons alors

�t �
1

jsxj
�x

+
jsyj
�y

:

Appliquons cette condition à notre expression discriŁte de la mise à jour de ~V = (u; v)T obtenue
ci-dessus. Comme il s’agit d’un dØplacement, le terme de vitesse est clairement

 
sx
sy

!

=
(I2)ij � (I1)i� uk

ij ;j� v
k
ijq

m2(D+
x Cij ; D�

x Cij) +m2(D+
y Cij ; D�

y Cij) + �

 
m(D+

x Cij ; D�
x Cij)

m(D+
y Cij ; D�

y Cij)

!

:

ConcrŁtement, nous prendrons en fait

�t =
1

max
�
jsxj
�x

+
jsyj
�y

�

a�n d’assurer un maximum la stabilitØ. Il faudra donc calculer
jsxj
�x

+
jsyj
�y

en chaque pixel de l’image et garder, en �n d’itØration, la valeur maximale. Notons que, ici, �x et
�y correspondent au pas choisi pour les di�Ørences �nies minmod.

Voyons à prØsent comment se passe la rØsolution numØrique de l’EDP d’Øvolution dans ITK. Ce
n’est pas compliquØ : la librairie implØmente simplement l’Øquation donnant la solution de cette
EDP. En rØalitØ, ITK possŁde toute une sØrie d’algorithmes de recalage d’images procØdant par
rØsolution numØrique d’une EDP via di�Ørences �nies. Ce cadre de rØsolution est appelØ Finite
Di�erence Solver (FDS). On trouve ainsi dans la librairie une sØrie de classes liØes à la rØsolu-
tion par di�Ørences �nies, communes à tous ces algorithmes. Celles-ci sont situØes dans le dossier
\Modules\Core\FiniteDifference\include d’ITK.

Les deux classes principales du framework FDS sont itkFiniteDi�erenceFilter et itkFiniteDi�e-
renceFunction. Les autres sont des sous-classes de celles-ci mais chacune a son utilitØ bien prØcise.
La classe itkFiniteDi�erenceFilter, ainsi que ses sous-classes, sont appelØes des objets solvers.
Ceux-ci prennent une image en entrØe et produisent une image en sortie. La classe itkFiniteDi�e-
renceFunction et ses sous-classes sont elles destinØes aux calculs plus �ns en un pixel de l’image [21].

De maniŁre gØnØrale, beaucoup d’algorithmes d’ITK sont divisØs en deux classes : ces deux classes
possŁdent le mŒme nom, si ce n’est que l’une �nit par Filter et l’autre par Function, comme nous ve-
nons de le voir pour le framework FDS. C’est notamment le cas de l’algorithme des ensembles de ni-
veau, qui est implØmentØ dans les classes itkLevelSetMotionRegistrationFilter et itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction, situØes dans le dossier \Modules\Registration\PDEDeformable\include .
C’est la seconde qui nous intØressera principalement puisque c’est celle qui e�ectue les calculs prØ-
cis, pixel aprŁs pixel. Le �chier .hxx est repris en annexe, commentØ, a�n de retrouver le processus
thØorique dØcrit plus haut. La mØthode ComputeUpdate() est particuliŁrement importante ; c’est
dans cette fonction que l’on gŁre à la fois la mise à jour du dØplacement, l’interpolation, le calcul
du gradient et le calcul de la mØtrique de similaritØ. Celle-ci, pour l’algorithme des ensembles de
niveau d’ITK, est la somme des di�Ørences au carrØ moyenne, c’est-à-dire la somme des di�Ørences
au carrØ divisØe par le nombre total de pixels :

S(I2; T (I1)) =
1
P

X

s2 


�
I2(s)� T (I1(s))

� 2;
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oø 
 est l’intersection des domaines de l’image �xe, I2, et de l’image mouvante transformØe, T (I1),
et P est le nombre de pixels des images. On considŁre donc ainsi que les intensitØs des images
sont liØes par une relation identitØ, comme vu au Chapitre 2, Section 2.2. Cela semble raisonnable
puisque l’algorithme fonctionne par Øvolution des ensembles de niveau.

5.4 Phase d’interpolation

Nous avons vu, au Chapitre 3, comment l’interpolation par B-splines est e�ectuØe en pratique.
Nous allons maintenant dØcrire les deux classes d’ITK implØmentant la mØthode.

La premiŁre est la classe itkBSplineDecompositionImageFilter. Son but est de calculer les coef-
�cients ck de l’interpolation. Elle prend une image en entrØe et renvoie une image dont les pixels
correspondent aux coe�cients d’interpolation. La deuxiŁme est itkBSplineInterpolateImageFunc-
tion. Elle calcule l’interpolant et l’Øvalue en un point donnØ.

Tout ce qui touche à l’interpolation par B-splines est en rØalitØ implØmentØe sur trois niveaux
di�Ørents. Une premiŁre partie concerne la dØclaration et l’initialisation de l’interpolateur. Cette
Øtape n’est rØalisØe qu’une seule fois sur tout le processus de recalage d’images. Une deuxiŁme par-
tie gŁre l’image à interpoler ainsi que le calcul des coe�cients ck de l’interpolant. Cette Øtape a lieu
au dØbut de chaque itØration de l’algorithme. En�n, une derniŁre partie s’occupe de l’Øvaluation
de l’interpolant en un point prØcis de l’image. Si l’image possŁde P pixels, cette Øtape est donc
rØalisØe P fois par itØration.

Les �gures 5.1, 5.2 et 5.3 modØlisent l’imbrication des fonctions principales pour chaque partie.
Les fonctions sont donnØes sous le format NomDeLaClasse::NomDeLaFonction. Les arguments des
fonctions sont omis pour allØger la lecture, mais toutes ces fonctions sont reprises dans les annexes
pour plus de dØtails. A chaque schØma est Øgalement associØe une explication plus prØcise de la
procØdure.

Le premier niveau de l’interpolation est dØcrit à la �gure 5.1. La premiŁre fonction de ce schØma
est le constructeur de la classe itkBSplineInterpolateImageFunction. Ce dernier construit un objet
qui, ici, est un interpolateur pour images utilisant des B-splines. Il initialise les attributs de l’ob-
jet, puis fait appel au constructeur de la classe BSplineDecompositionImageFilter. Un deuxiŁme
objet est donc crØØ (le �ltre calculant les coe�cients d’interpolation) et ses attributs initialisØs. Ce
constructeur fait ensuite appel à la fonction BSplineDecompositionImageFilter::SetSplineOrder
a�n de �xer l’ordre des B-splines à utiliser pour le calcul des coe�cients. Cette fonction fait ensuite
elle-mŒme appel à la mØthode BSplineDecompositionImageFilter::SetPoles , qui �xe simple-
ment les pôles du �ltre spline direct, cf. Chapitre 3, Section 3.2.2. On retombe ensuite dans le
constructeur initial, celui de l’interpolateur. Celui-ci �xe Øgalement l’ordre des B-splines à utiliser
dans l’interpolant via la fonction BSplineInterpolateImageFunction::SetSplineOrder . L’inter-
polateur est ainsi prŒt à l’usage.

Le deuxiŁme niveau de la phase d’interpolation est illustrØ par le schØma 5.2. Chaque itØration
de l’algorithme commence avec la fonction InitializeIteration de la classe itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction. Elle e�ectue toutes les opØrations touchant à l’image entiŁre et non à un
pixel particulier, c’est-à-dire le lissage de l’image avant calcul du gradient ainsi que l’initialisation
des interpolants (l’un pour l’image lissØe, l’autre pour l’image non lissØe). Pour ce faire, elle fait
appel pour chaque interpolant à une fonction SetInputImage qui �xe l’image à interpoler à la
fois pour l’interpolateur et pour le �ltre calculant les coe�cients. Ensuite, elle enclanche le calcul
des coe�cients via la fonction Update, qui dØclenche tout un pipeline de mØthodes pour arriver
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Figure 5.1 � Enchainement des appels de fonctions pour la dØclaration et l’initialisation de l’in-
terpolateur - Niveau 1 de l’interpolation

�nalement à la classe itkBSplineDecompositionImageFilter, dans la fonction GenerateData. Cette
mØthode est prØsente dans tous les �ltres et son but est principalement d’allouer de la mØmoire
pour les donnØes de sortie. Elle fait ensuite appel à DataToCoefficientsND qui est chargØe du
calcul gØnØral des coe�cients : par exemple, pour une image 2D dont la dØ�nition est m1 �m2,
cette mØthode calcule les coe�cients de l’interpolation en faisant appel m1 +m2 fois à la fonction

Figure 5.2 � Enchainement des appels de fonctions pour le choix de l’image à interpoler et le
calcul des coe�cients - Niveau 2 de l’interpolation
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DataToCoefficients1D , chargØe du calcul des coe�cients d’une interpolation 1D. ConcrŁtement,
ITK initialise l’image d’output destinØe aux coe�cients d’interpolation avec l’image à interpoler.
A l’aide de celle-ci, elle e�ectue ensuite m2 calculs de coe�cients 1D selon la direction x, stocke
les rØsultats dans la mŒme image et recommence pour la direction y (m1 fois). C’est donc pour
cela que la classe gØrant les coe�cients d’interpolation est un �ltre : elle prend en entrØe l’image
à interpoler et donne en sortie une image de mŒme dØ�nition avec, en chaque pixel, le coe�cient
d’interpolation associØ. Notons que la procØdure 2D dØcrite ici peut facilement Œtre Øtendue aux
cas 3D ou plus.

Finalement, le troisiŁme niveau de l’interpolation est schØmatisØ à la �gure 5.3. La fonction de
dØpart est celle qui calcule une itØration de l’algorithme. Ainsi, lorsqu’elle a besoin de l’intensitØ
en un point, elle fait appel à BSplineInterpolateImageFunction::Evaluate qui transforme le
point en lequel on souhaite Øvaluer l’interpolant en index continu et passe ensuite la main à la
fonction EvaluateAtContinuousIndex de la mŒme classe. Celle-ci dØclare des variables de travail
et les passe, ainsi que l’index, à EvaluateAtContinuousIndexInternal , la fonction au coeur de
l’interpolation. Celle-ci commence par �xer la rØgion de support des B-splines à utiliser pour
interpoler au point demandØ via la fonction DetermineRegionOfSupport. Ensuite, elle Øvalue les
B-splines sur la rØgion de support grâce à SetInterpolationWeights . Un exemple illustre cela à
la �gure 5.4 pour le cas des B-splines cubiques. On observe les poids de l’interpolation en orange
et les points de la rØgion de support sont entourØs en bleu. En�n, l’interpolateur fait appel à la
fonction ApplyMirrorBoundaryConditions qui modi�e la rØgion de support dans le cas oø les
index qu’elle contient sont en dehors des index de l’image. Cela est fait de maniŁre miroir puisque
les B-splines sont symØtriques. L’Øvaluation de l’interpolant est ensuite simplement rØalisØe via une
double boucle, l’une portant sur les points servant à interpoler, l’autre portant sur la dimension
de l’image.

Figure 5.3 � Enchainement des appels de fonctions pour l’Øtape d’Øvaluation de l’interpolant en
un pixel prØcis - Niveau 3 de l’interpolation
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Figure 5.4 � B-splines intervenant dans l’interpolation en un point, modi�Ø de [22]

5.5 Calcul du gradient de l’image

Nous avons dØjà vu que, pour calculer le gradient de l’image dans l’algorithme des ensembles
de niveau, ITK utilise des di�Ørences �nies minmod. Le but de ce mØmoire est de comparer cette
implØmentation avec une implØmentation par dØrivØes exactes. Le problŁme est que l’image est
discrŁte ; il faut donc dØriver l’interpolant, qui est lui continu.

Nous verrons donc ici premiŁrement comment ITK e�ectue son calcul de di�Ørences �nies, avant
d’introduire une implØmentation alternative par dØrivØes exactes et de vØri�er numØriquement que
le codage a ØtØ bien e�ectuØ.

5.5.1 ImplØmentation d’ITK par di�Ørences �nies

Rappelons tout d’abord que les di�Ørences �nies minmod de Cij = G� � Ii� u;j� v sont donnØes
par

(
(Cx)ij = m(D+

x Cij ; D�
x Cij);

(Cy)ij = m(D+
y Cij ; D�

y Cij);

oø

m(x; y) =

(
sign(x) min(jxj; jyj) si xy > 0
0 sinon.

La librairie ITK rØalise ce calcul dans la fonction ComputeUpdatede la classe itkLevelSetMotion-
RegistrationFunction, donnØe en annexe. Cette fonction implØmente une itØration de l’algorithme
pour un pixel prØcis. Le pseudo-code du processus de dØrivation est repris à l’algorithme 5.1, oø
IG� fait rØfØrence à l’image lissØe dont on calcule le gradient.

Notons qu’ITK utilise par dØfaut le spacing de l’image comme pas pour les di�Ørences �nies.
Cela peut donc mener à des approximations du gradient de mauvaise qualitØ lorsque le spacing est
assez ØloignØ de zØro.
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Algorithme 5.1 Calcul des di�Ørences �nies minmod en un point ~V (P )

forwardD =
IG� (~V (P ) + spacing)� IG� (~V (P ))

spacing
par rØØchantillonnage de l’image lissØe

backwardD =
IG� (~V (P ))� IG� (~V (P )� spacing)

spacing
par rØØchantillonnage de l’image lissØe

if forwardD � backwardD > 0 then
a = min(jforwardDj; jbackwardDj)
gradient = a � sign(forwardD)

else
gradient = 0

end if

5.5.2 Calcul du gradient par dØrivØes exactes

Rappelons qu’au Chapitre 3 nous avions vu que la dØrivØe d’un interpolant s(x) d’ordre n et de
dimension d Øtait donnØe par l’Øquation (3.4), i.e.,

@s
@xi

(x1; :::; xd) =
X

k12 Z

:::
X

kd 2 Z

ck1 :::kd�
n(x1� k1) ::: �n(xi� 1� ki� 1)Di�n(xi+1� ki+1) ::: �n(xd� kd);

oø les ck sont les coe�cients de l’interpolant s et

Di = �n� 1
�
xi � ki +

1
2

�
� �n� 1

�
xi � ki �

1
2

�
:

Nous pouvons donc reprendre le mŒme calcul des coe�cients que lors de l’interpolation, les mŒmes
Øvaluations de B-splines pour toutes les composantes sauf xi, pour laquelle il nous faut Øvaluer
deux B-splines de l’ordre infØrieur.

En rØalitØ, une grande partie du travail est dØjà e�ectuØe par ITK puisque la classe itkBSpli-
neInterpolateImageFunction contient une fonction EvaluateDerivative . Le processus est alors
similaire à celui de l’Øvaluation de l’interpolant, si ce n’est qu’au lieu d’Øvaluer

s(x1; :::; xd) =
X

k12 Z

:::
X

kd 2 Z

ck1 :::kd�
n(x1 � k1) : : : �n(xd � kd);

on Øvalue (3.4). C’est d’ailleurs comme cela que fonctionne ITK.

Le schØma de la pile des appels des fonctions principales est donnØ à la �gure 5.5. Similaire-
ment au niveau 3 de la phase d’interpolation, la fonction principale pour l’Øvaluation du gradient
est EvaluateDerivativeAtContinuousIndexInternal . Celle-ci crØe la rØgion de support des B-
splines à utiliser et Øvalue ces B-splines au point d’intØrŒt via la formule que nous avions Øtablie au
Chapitre 3, Section 3.1.4. Elle applique Øgalement si nØcessaire des conditions miroir sur les index
à utiliser. Les dØrivØes selon chaque composante sont ensuite calculØes via (3.4).

Pour s’assurer que ce calcul de la dØrivØe exacte de l’image est correctement e�ectuØ, nous
pouvons nous intØresser à la borne d’erreur lorsque l’on approxime le gradient par des di�Ørences
�nies [36]. Supposons que nous cherchions à calculer le gradient de l’interpolant I d’une image à d
dimensions et que cet interpolant soit deux fois continßment di�Ørentiable. Ce sera bien notre cas
grâce à la propriØtØ 3.1 des B-splines. Le thØorŁme de Taylor ([36]) nous dit que, si x; p 2 Rd,

I(x+ p)� I(x)�rI(x)T p =
1
2
pTr2I(x+ tp)p pour t 2 (0; 1):
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Figure 5.5 � Enchainement des appels de fonctions pour le calcul de la dØrivØe de l’interpolant
en un point

Soit L = sup
y2 [x;x+p]

kr2I(y)k, nous avons dŁs lors

jI(x+ p)� I(x)�rI(x)T pj �
L
2
kpk2:

Si nous choisissons p = �ei pour obtenir une dØrivØe de I par rapport à xi, oø les vecteurs ei
(i = 1; :::; d) sont les vecteurs de la base canonique de Rd, nous obtenons

jI(x+ �ei)� I(x)�rI(x)T �eij �
L
2
�2;

i.e., �
�
�
�
I(x+ �ei)� I(x)

�
�
@I
@xi

�
�
�
� �

L
2
�:

La marge d’erreur pour l’approximation du gradient de I par une di�Ørence �nie forward est donc
donnØe par

L
2
�; (5.1)

oø � est le pas choisi. Cette borne est identique pour une di�Ørence backward. Dans notre cas, nous
nous intØressons aux di�Ørences �nies minmod. Celles-ci sont donnØes soit par une di�Ørence �nie
forward, soit par une di�Ørence �nie backward, soit par zØro. Ce dernier cas n’arrive cependant
que lorsque les approximations forward et backward sont de signe opposØ, c’est-à-dire lorsqu’on
est proche d’un extremum local. L’approximation du gradient par zØro donnera donc une erreur
moindre qu’au moins une des deux di�Ørences �nies possibles. Nous pouvons donc garder la borne
(5.1) comme marge d’erreur gØnØrale pour les di�Ørences �nies minmod.

Il nous faut cependant Øgalement tenir compte des erreurs numØriques survenant lors du calcul
des gradients. On estime en gØnØral que l’erreur relative commise lors de l’Øvaluation d’une fonction
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est de l’ordre de la prØcision machine u, c’est-à-dire 10� 16 en double prØcision [36]. En faisant cette
hypothŁse et en dØ�nissant une borne LI = sup

y2 [x;x+�ei ]
jI(y)j, nous avons alors

jcomp(I(x))� I(x)j � uLI ;
jcomp(I(x+ �ei))� I(x+ �ei)j � uLI ;

oø comp(.) dØsigne la valeur calculØe. De plus, en dØ�nissant M = sup
y2 [x;x+�ei ]

�
�
�
�
@I
@xi

(y)
�
�
�
� , nous avons

Øgalement �
�
�
�comp

�
@I
@xi

�
�
@I
@xi

�
�
�
� � uM;

ce qui implique ainsi �nalement que
�
�
�
�
I(x+ �ei)� I(x)

�
�
@I
@xi

�
�
�
� �

L
2
�+

2uLI
�

+ uM:

Notons cette marge d’erreur E(�). A�n de trouver le pas � optimal, nous pouvons minimiser E, ce
qui donne

�2 =
4LIu
L

:

En supposant que le problŁme est bien ØchelonnØ, c’est-à-dire qu’un petit changement de x ne
produit pas un grand changement de I, on peut choisir un pas de l’ordre de

p
u. Fixons donc

� =
p
u ; considØrant le terme uM comme nØgligeable, l’erreur totale devient alors infØrieure à

E(
p
u) =

L
2
p
u+ 2

p
uLI

=
p
u

�
L
2

+ 2LI
�
: (5.2)

La borne d’erreur dØpend donc de l’intensitØ de l’image et de la valeur de son hessien. En double
prØcision pour la dØrivation d’une image 8-bit, l’erreur maximale devrait Œtre comprise, grosso
modo, entre 10� 8 et 10� 6.

A�n de vØri�er l’implØmentation du gradient exact, calculons le gradient des deux maniŁres
possibles pour la premiŁre itØration de notre algorithme de recalage appliquØ à deux images 2D
provenant des exemples fournis par ITK. La �gure 5.6 montre ces images, qui reprØsentent la cage
thoracique d’un rat. Elles sont dØ�nies sur 256 niveaux de gris. Ici, nous allons simplement calcu-
ler les gradients en chaque point de l’image mouvante puisque nous ne considØrons qu’une seule
itØration. Comme la dØ�nition de l’image est de 128 � 128, cela nous donne dØjà accŁs à 16384
Øvaluations du gradient.

AprŁs calcul des deux gradients (exact et par di�Ørences �nies minmod avec � =
p
u), nous

avons tracØ les di�Ørences absolues entre eux, selon x puis selon y. Les rØsultats sont donnØs à la
�gure 5.7 avec une Øchelle logarithmique. On y observe que la plupart des points sont de l’ordre
de 10� 8, 10� 7 ou 10� 6. Cela semble assez normal, mais il nous faut tout de mŒme vØri�er que les
points d’un ordre supØrieur à

p
u sont bien dßs au facteur

L
2

+ 2LI

de l’expression (5.2). Pour se faire une premiŁre idØe, nous pouvons visualiser la di�Ørence absolue
entre les deux gradients sous forme d’image (logarithmique) ; un pixel est ainsi donnØ par la di�Ø-
rence absolue entre gradients ØvaluØs au pixel correspondant de l’image mouvante. Nous observons
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(a) (b)

Figure 5.6 � (a) Image �xe (b) Image mouvante [21]

(a) (b)

Figure 5.7 � (a) Di�Ørence absolue entre gradients selon x (b) Di�Ørence absolue entre gradients
selon y

ainsi à la �gure 5.8 que la plupart des pixels sont dans les tons bleus, ce qui indique un Øcart entre
gradients infØrieur à 10� 9. Seuls quelques pixels sont jaunes, indiquant une di�Ørence de l’ordre de
10� 7 ou 10� 6. Si l’on compare avec l’image initiale, �gure 5.6(b), on remarque que ces importants
Øcarts sont dans des zones ayant, de base, une forte intensitØ. Rappelons en e�et que plus le pixel
est clair, plus la valeur de la fonction image est ØlevØe. Au vu de la marge (5.2), cela pourrait donc
expliquer l’Øcart plus ØlevØ entre gradients à ces endroits puisque la borne LI serait alors de l’ordre
de 101 ou 102.

Pour nous en assurer, repartons de l’Øquation (5.2). Nous avions

�
�
�
�
I(x+

p
uei)� I(x)
�

�
@I
@xi

�
�
�
� �
p
u

�
L
2

+ 2LI
�
:
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(a)

(b)

Figure 5.8 � (a) Graphe logarithmique de la di�Ørence absolue des deux gradients par rapport à x
en chaque pixel (b) Graphe logarithmique de la di�Ørence absolue des deux gradients par rapport
à y en chaque pixel
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Nous pouvons donc simplement calculer

D :=

�
�
�
�
I(x+

p
uei)� I(x)
�

�
@I
@xi

�
�
�
�

L
2

+ 2LI

et vØri�er que le nombre obtenu est bien de l’ordre de
p
u ou moins. Comme nous ne connaissons

ni L ni LI , nous allons les choisir comme Øtant respectivement la valeur de l’interpolant et de la
norme du hessien en chaque point de l’image. En e�et, si le problŁme est bien ØchelonnØ, l’ordre ob-
tenu devrait Œtre le bon. De plus, le dØnominateur ne devrait jamais Œtre nØgatif ; aprŁs vØri�cation
c’est d’ailleurs bien le cas. Notons que nous avons ici calculØ le hessien par di�Ørences �nies forward.

A�n de visualiser les rØsultats, a�chons les nombres obtenus sur des graphes à Øchelle logarith-
mique (�gure 5.9). On observe que toutes les valeurs sont bien d’un ordre maximal de 10� 8 ; le
calcul du gradient par dØrivØes exactes semble donc �nalement bien correct.

(a) (b)

Figure 5.9 � (a) Nombre D ØvaluØ en chaque pixel avec gradients par rapport à x (b) Nombre D
ØvaluØ en chaque pixel avec gradients par rapport à y

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord introduit l’outil utilisØ pour tester l’algorithme dØcrit
dans les chapitres prØcØdents. Il s’agit d’ITK, une librairie du C++.

L’algorithme qui nous intØresse Øtait dØjà implØmentØ dans ITK, et nous avons ici tentØ d’en
expliquer la structure gØnØrale, assez complexe. Nous avons ainsi abordØ l’implØmentation de la
mise à jour d’un champ de dØplacement pour l’image mouvante de maniŁre explicite ainsi que celle
de la phase d’interpolation.

En�n, nous avons abordØ un point clØ de ce travail qu’est le calcul du gradient de l’image avec
ITK. La librairie utilise des di�Ørences �nies minmod, que nous avons de notre côtØ remplacØes
par des dØrivØes exactes de l’interpolant. Nous avons ensuite vØri�Ø notre implØmentation via
des tests sur une image, comparant les di�Ørences thØoriques et expØrimentales entre les deux
implØmentations di�Ørentes du gradient.





Chapitre 6

ExpØrimentations et rØsultats

Ce chapitre prØsente les di�Ørentes expØrimentations de l’algorithme des ensembles de niveau
pour le recalage d’images ainsi que les rØsultats obtenus en fonction de la mØthode de calcul
du gradient utilisØe. La premiŁre section explique la dØmarche e�ectuØe pour choisir les di�Ørents
paramŁtres de l’algorithme. Nous exposons ensuite les rØsultats obtenus pour des images mØdicales
2D avant d’Øtudier un cas 3D. Notons que tous les rØsultats prØsentØs ici ont ØtØ obtenus avec un
processeur Intel Core i5-2410M 2301 MHz.

6.1 Choix des paramŁtres

L’algorithme des ensembles de niveau utilise peu de paramŁtres. Le recalage Øtant un processus
devant souvent Œtre rØalisØ rapidement, nous ne pouvons nous permettre de laisser le choix des
paramŁtres Œtre fonction des images à recaler. Il nous faut donc Øtablir une fois pour toutes ces
valeurs. Les paramŁtres en question sont l’Øcart-type � du lissage gaussien et la constante � stabi-
lisant le dØplacement en cas de gradient proche de zØro, intervenant dans les Øquations d’Øvolution
corrigØes à la Section 5.3.1. Nous devons Øgalement penser à �xer le pas temporel �t du schØma
de rØsolution numØrique de l’EDP principale devant respecter la restriction CFL donnØe par le
thØorŁme 5.1 ainsi que le nombre maximal d’itØrations de l’algorithme.

Commençons par ce dernier. Nous choisissons ici de �xer la limite du nombre d’itØrations à 300.
En e�et, c’est dØjà beaucoup sachant que le recalage doit souvent se faire rapidement.

Passons maintenant au choix d’�. Cette constante doit Œtre petite et positive a�n de stabiliser
la solution dans le cas oø la norme du gradient serait trŁs faible. Les auteurs de la mØthode de
recalage d’images ne proposant aucune valeur spØci�que, nous choisissons simplement ici de garder
la valeur par dØfaut proposØe par ITK : � = 0:1.

IntØressons-nous à prØsent à la valeur de l’Øcart-type dans le lissage gaussien de l’image avant
calcul du gradient. Cette Øtape est destinØe à Øliminer le bruit de l’image a�n de ne pas obtenir de
grandes variations dans le gradient qui ne seraient pas signi�catives. Il faut cependant conserver
un maximum l’information rØelle de l’image. Pour se faire une idØe, nous pouvons appliquer un
lissage gaussien à l’image mouvante 5.6(b) utilisØe dans le chapitre prØcØdent pour la vØri�cation
du calcul du gradient exact. Prenons � = 1, � = 2 et � = 3 et comparons les images obtenues
avec l’image mouvante originale. A la vue de la �gure 6.1, il est clair que choisir � Øgal à 3 est
trop ; on perd beaucoup de dØtails de l’image. De plus, prendre � = 1 donne dØjà selon nous un
bon dØbruitage là oø � = 2 provoque dØjà quelques pertes d’information. Nous garderons donc
� = 1 pour tous les tests que nous rØaliserons, qui est d’ailleurs la valeur utilisØe par l’auteur de

87



88 CHAPITRE 6. EXPÉRIMENTATIONS ET RÉSULTATS

(a) (b) (c) (d)

Figure 6.1 � (a) Image originale, (b) Image lissØe avec � = 1, (c) Image lissØe avec � = 2, (d)
Image lissØe avec � = 3

la mØthode des ensembles de niveaux pour le recalage d’images.

En�n, il nous faut choisir un pas temporel �t pour la rØsolution de l’EDP dØcrivant l’Øvolution
du champ de dØformation. Cependant, les valeurs que nous choisissons en pratique sont celles à
donner à �x et �y, les pas spatiaux intervenant dans le calcul par di�Ørences �nies du gradient.
Rappelons en e�et que par la restriction CFL, le pas �t doit Œtre majorØ comme suit :

�t �
1

jsxj
�x

+
jsyj
�y

;

et qu’en pratique nous prenons

�t =
1

max
�
jsxj
�x

+
jsyj
�y

� :

Ainsi, plus nous choisirons �x et �y grands, plus �t sera grand.

Pour l’implØmentation par di�Ørences �nies, ITK �xe par dØfaut �x et �y à 1 (pour le calcul de
�t uniquement), comme le propose l’auteur de la mØthode dans son article [49]. Nous laisserons
donc cela tel quel. Remarquons que cela ne correspond donc pas forcØment au spacing de l’image
et donc pas forcØment non plus aux pas utilisØs dans le calcul du gradient.

Pour l’implØmentation avec dØrivØes exactes, par contre, �x et �y sont supposØs in�niment
petits par dØ�nition ; il est donc probable que les �xer à 1 provoque une certaine instabilitØ dans
la solution. A nouveau, e�ectuons di�Ørents tests sur l’image mouvante 5.6(b) a�n de �xer les
paramŁtres concernØs. Nous a�chons ici la valeur de la mØtrique qui, pour rappel, est la somme
des di�Ørences au carrØ moyenne (MSD). Nous avons �xØ successivement �x et �y Øgaux à 1, 0.5,
0.3, 0.2 et 0.1 en e�ectuant maximum 300 itØrations. Les rØsultats se trouvent à la �gure 6.2. Nous
observons que plus les paramŁtres �x et �y sont grands, plus la mØtrique dØcroît vite. Cela semble
assez logique puisque plus �t est grand, plus vite on converge vers la solution. Cependant, le graphe
de droite nous permet de nous rendre compte de l’instabilitØ engendrØe par le choix de certains pas.
C’est notamment frappant pour le choix de la valeur 1. Bien sßr, le choix de �x et �y à 0.1 est
celui provoquant le moins d’instabilitØ, mais il ne permet par contre pas de minimiser la mØtrique
autant que les autres. Cela pourrait s’amØliorer en ajoutant des itØrations, mais 300 constitue dØjà
un nombre important d’itØrations et, encore une fois, le recalage est souvent limitØ par le temps.
Ici, un bon compromis nous semble Œtre �x = �y = 0:3, qui engendre peu d’instabilitØ (mŒme
moins que pour 0.2 Øtonnamment) tout en convergeant assez rapidement vers la solution. Pour
tous les tests que nous rØaliserons par la suite, nous �xerons donc �x = �y = 0:3.
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(a) (b)

Figure 6.2 � (a) Valeur du critŁre de similaritØ MSD en fonction de l’itØration (b) Zoom sur les
derniŁres itØrations

6.2 Application aux images mØdicales 2D

Nous avons commencØ par appliquer l’algorithme des ensembles de niveau à quatres paires
d’images 2D. Pour chaque jeu de donnØes, nous avons comparØ l’Øvolution du critŁre de similaritØ
ainsi que le temps d’exØcution. Nous avons de plus comparØ les images montrant la di�Ørence ab-
solue entre image �xe et image mouvante recalØe. Le premier jeu de donnØes provient des exemples
fournis par la librairie ITK, tandis que les trois autres proviennent de la librairie FAIR (Flexible
Algorithms for Image Registration), un outil de recalage d’images pour Matlab [34].

La premiŁre paire d’images est le CT des poumons d’un rat ; la dimension des images est 128 �
128. Comme le montrent les �gures 6.3(a) et 6.3(b), les images à recaler sont dØjà assez semblables
avant le recalage. Le but ici est donc de corriger l’image mouvante par des petites dØformations
locales. Les images obtenues par les deux mØthodes ØtudiØes, i.e., utilisant un gradient approximØ
ou exact, sont montrØes aux �gures 6.3(c) et 6.3(d). Il n’est pas facile de les comparer ; la di�Ørence
absolue entre images apporte ici plus d’informations sur la qualitØ du recalage. Nous remarquons
en e�et aux �gures 6.3(e) et 6.3(f) que la di�Ørence absolue entre image �xe et image recalØe
obtenue en calculant le gradient par di�Ørences �nies (�gure 6.3(e)) possŁde quelques points de
plus forte intensitØ à certains endroits de l’image, notamment sur la gauche, que la �gure obtenue
en utilisant un gradient exact (�gure 6.3(f)). Cela semble indiquer un recalage plus uniforme pour
la mØthode utilisant un gradient exact.

Le deuxiŁme jeu de donnØes, à la �gure 6.4, montre un CT d’une main ; la dimension des images
est 128 � 128. Cette fois, la di�Ørence entre les images de dØpart est importante. Les images recalØes
semblent cependant toutes deux assez proches de l’image �xe et il est di�cile de les dØpartager.
Cependant, l’image obtenue avec un calcul exact du gradient est globalement plus bruitØe et une
petite anomalie est observØe à la base de l’index et du majeur. La base de la main, sur la gauche, est
Øgalement moins semblable à l’image �xe que le rØsultat obtenu avec un gradient exact à la �gure
6.4(d). Par contre, celle-ci prØsente un petit dØfaut sur la droite de la main, dans la continuation
de l’auriculaire et comporte un peu de bruit autour des doigts de la main. Ces observations se
con�rment d’ailleurs à la vue de la di�Ørence absolue entre image �xe et image dØformØe pour
chaque mØthode, aux �gures 6.4(e) et 6.4(f).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.3 � (a) Image �xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dØformØe - Di�Ørences
�nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue entre (a) et (c), (f)
Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.4 � (a) Image �xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dØformØe - Di�Ørences
�nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue entre (a) et (c), (f)
Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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La troisiŁme paire d’images sur laquelle nous avons testØ l’algorithme des ensembles de niveau
consiste en des IRM du cerveau (�gures 6.5(a) et 6.5(b)). Les dimensions des images de base sont
128 � 128. Ici, comme l’illustrent les �gures 6.5(c), 6.5(d), 6.5(e) et 6.5(f), nous obtenons un re-
calage de mauvaise qualitØ. C’est en rØalitØ normal ; l’algorithme des ensembles de niveau a pour
principe de faire Øvoluer les ensembles de niveau de l’image mouvante vers les ensembles de niveau
de l’image �xe. Cela prØsuppose donc que deux points homologues sont de mŒme intensitØ, ce qui
n’est pas le cas ici. Ces images ne sont donc pas adaptØes à l’algorithme ØtudiØ, ce qui explique un
si mauvais rØsultat.

En�n, le dernier jeu de donnØes utilisØ reprØsente à nouveau un cerveau, mais cette fois-ci les
images sont de taille 256 � 256. La principale di�Ørence entre l’image �xe et l’image mouvante,
prØsentØes aux �gures 6.6(a) et 6.6(b), consiste en une dØformation dans la partie supØrieure de
la reprØsentation du cerveau. Celle-ci semble assez bien corrigØe par le recalage, quelle que soit la
mØthode utilisØe. Les rØsultats, visibles aux �gures 6.6(c), 6.6(d), 6.6(e) et 6.6(f), sont cette fois
di�cilement di�Ørenciables ; nous reviendrons sur la qualitØ de ce recalage.

A prØsent, comparons les deux mØthodes de calcul du gradient dans l’algorithme des ensembles
de niveau de maniŁre plus mathØmatique. Traçons, pour les quatre jeux de donnØes, les courbes
d’Øvolution de la mØtrique pour chaque implØmentation ainsi qu’un zoom sur les derniŁres itØra-
tions. Pour rappel, la mØtrique utilisØe est la somme des di�Ørences au carrØ moyenne (MSD).
Les rØsultats sont prØsentØs aux �gures 6.7 à 6.10. La table 6.1, elle, reprend le temps d’exØcution
nØcessaire à chaque mØthode pour chaque paire d’images. Nous n’Øtudions pas ici les rØsultats en
termes de nombre d’itØrations car le nombre d’itØrations maximal �xØ est toujours atteint. En e�et,
il n’y a pas de critŁre d’arrŒt numØrique sur la valeur de la mØtrique pour cet algorithme. C’est
dß au fait que la mØtrique approche rarement zØro et que la qualitØ du recalage dØpend ØnormØ-
ment de la di�Ørence entre image �xe et image mouvante avant recalage. Fixer un critŁre d’arrŒt
commun à toutes les images serait donc di�cile. Ici, l’algorithme n’a ainsi que deux possibilitØs
pour s’arrŒter : soit il atteint le nombre maximal d’itØrations �xØ par l’utilisateur, soit la valeur
du critŁre de similaritØ n’Øvolue plus (i.e., celle-ci est identique pour l’itØration courante et pour
l’itØration prØcØdente).

A la vue de la �gure 6.7, nous constatons tout d’abord que l’implØmentation du gradient exact
permet ici d’atteindre une bien meilleure prØcision de recalage que la mØthode utilisant des dif-
fØrences �nies minmod. En e�et, la somme des Øcarts au carrØ moyenne descend jusque 5 pour le
gradient exact, contre environ 19 pour le gradient approximØ. Cela est probablement dß au fait que
le pas des di�Ørences �nies est Øgal au spacing de l’image, i.e., 1 ici, ce qui rend l’approximation
trŁs grossiŁre. Cependant, le critŁre de similaritØ dØcroît plus vite pour la mØthode utilisant un
gradient calculØ par di�Ørences �nies ; c’est simplement dß au fait que nous avons choisi �t = 1
pour les di�Ørences �nies mais �t = 0:3 pour le gradient exact. Avec ces images-ci, le choix des
di�Ørences �nies ne semble utile que dans le cas oø nous souhaitons e�ectuer un recalage deman-
dant moins d’une quarantaine d’itØrations. Le facteur temps doit nØanmoins Øgalement Œtre pris
en compte. Nous observons à la table 6.1 que le temps nØcessaire pour e�ectuer 300 itØrations
de l’algorithme est environ double pour l’utilisation de di�Ørences �nies. Sur base de ce jeu de
donnØes, il semblerait donc qu’utiliser des di�Ørences �nies, comme le fait ITK de base, serait une
mauvaise idØe. Avant de passer à l’analyse du deuxiŁme recalage e�ectuØ, remarquons aussi que la
�gure 6.7(b) nous montre une mØtrique lØgŁrement instable pour la mØthode utilisant un gradient
approximØ. Cela illustre que la restriction CFL donnØe par la proposition 5.1 est une condition
nØcessaire mais pas su�sante. Ici, le choix du pas temporel �t respecte cette restriction mais la
mØtrique semble tout de mŒme quelque peu instable, ce qui indique donc une solution Øgalement
instable de l’EDP à rØsoudre.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.5 � (a) Image �xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dØformØe - Di�Ørences
�nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue entre (a) et (c), (f)
Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.6 � (a) Image �xe, (b) Image mouvante, (c) Image mouvante dØformØe - Di�Ørences
�nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue entre (a) et (c), (f)
Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

Figure 6.7 � (a) Evolution du critŁre de similaritØ MSD pour le premier jeu de donnØes (poumons
d’un rat), (b) Zoom sur les derniŁres itØrations

La mØtrique obtenue par recalage des images reprØsentant une main est elle extrŒmement lisse ;
le problŁme de l’instabilitØ n’apparaît pas. Notons que la valeur de la MSD est trŁs ØlevØe au dØbut
du recalage puisque les images sont trŁs di�Ørentes, contrairement au cas prØcØdent. Par contre,
nous observons à nouveau une amØlioration de la qualitØ du recalage en utilisant un gradient exact,
mais c’est lØger. La �gure 6.8(b) indique cependant que la valeur de la mØtrique pourrait encore
descendre en autorisant un plus grand nombre d’itØrations. De plus, le temps d’exØcution Øtant à
nouveau double pour la mØthode calculant le gradient par di�Ørences �nies, celle-ci n’a d’intØrŒt
que si on souhaite un temps maximal de recalage trŁs court.

Pour le troisiŁme jeu de donnØes, nous ne nous attardons pas trop sur les rØsultats puisque nous

(a) (b)

Figure 6.8 � (a) Evolution du critŁre de similaritØ MSD pour le deuxiŁme jeu de donnØes (main),
(b) Zoom sur les derniŁres itØrations
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avons dØjà vu que ces images ne se prŒtent pas à un algorithme tel que les ensembles de niveau.
Nous observons cependant à la �gure 6.9 des courbes assez similaires à celles obtenues pour les
paires d’images prØcØdentes.

En�n, le dernier jeu de donnØes montre des rØsultats semblables à ceux obtenus par le recalage
du deuxiŁme jeu de donnØes. Les mØtriques sont stables et la mØthode du gradient exact per-
met d’obtenir une meilleure prØcision au-delà d’un certain nombre d’itØrations. De plus, les temps
d’exØcution de l’algorithme sont à nouveau du simple au double. Notons cependant que les temps
d’exØcution sont ici beaucoup plus ØlevØs que pour les autres images testØes. Cela est simplement
dß au fait que ces images-ci sont de taille 256 � 256 au lieu de 128 � 128. Il y a donc quatre fois
plus de pixels à traiter à chaque itØration, ce qui explique des temps d’exØcution si ØlevØs.

(a) (b)

Figure 6.9 � (a) Evolution du critŁre de similaritØ MSD pour le troisiŁme jeu de donnØes (IRM
du cerveau), (b) Zoom sur les derniŁres itØrations

(a) (b)

Figure 6.10 � (a) Evolution du critŁre de similaritØ MSD pour le quatriŁme jeu de donnØes
(cerveau), (b) Zoom sur les derniŁres itØrations
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Di�Ørences �nies Gradient exact

Paire d’images 1 - Poumons de rat 10742 ms 6027 ms
Paire d’images 2 - Main 10859 ms 5881 ms
Paire d’images 3 - IRM du cerveau 10589 ms 6205 ms
Paire d’images 4 - Cerveau 34988 ms 17361 ms

Table 6.1 � Temps d’exØcution (en millisecondes) du recalage pour les quatre jeux de donnØes
prØsentØs : comparaison des mØthodes par gradient approximØ et exact

La di�Ørence de temps d’exØcution entre les deux mØthodes est assez simple à expliquer. En e�et,
nous avons vu au chapitre prØcØdent qu’obtenir le gradient de l’interpolant en un point est extrŒ-
mement similaire à obtenir l’intensitØ de l’image en un point, puisque la dØrivØe de l’interpolant est
preque identique à la formule d’interpolation. DŁs lors, une dØrivation en un point consiste prin-
cipalement en la recherche des coe�cients d’interpolation et en l’Øvaluation d’un certain nombre
de B-splines, tout comme l’interpolation. Or une dØrivation par di�Ørences �nies demande trois
interpolations : une premiŁre pour dØterminer l’intensitØ du point d’intØrŒt et deux autres pour
dØterminer l’intensitØ des pixels voisins, permettant ainsi le calcul des di�Ørences �nies forward et
backward. D’autres petits calculs (minimes par rapport au coßt de l’interpolation) sont de plus
Øgalement nØcessaires pour obtenir une di�Ørence �nie minmod. Une dØrivation exacte en un point,
par contre, ne demande que l’Øquivalent d’une interpolation. Le calcul du gradient approximØ est
donc à peu prŁs trois fois plus coßteux que celui du gradient exact.

6.3 Etude d’un cas 3D

Cette section a pour but de prØsenter les rØsultats obtenus lors du test de l’algorithme des en-
sembles de niveau sur une paire d’images 3D. La paire d’images en question est composØe d’IRM
du cerveau 16-bit dont la dimension est 154 � 154 � 40 et nous a ØtØ fournie par le CHU de
Dinant Godinne. Rappelons qu’une image 3D est une pile d’images 2D, cf. Chapitre 1, Section
1.2.1. Nous pouvons ici considØrer notre image soit comme une pile de 154 images 2D frontales,
soit comme une pile de 154 images 2D sagittales, soit comme une pile de 40 images transversales.
Pour rappel, ces termes avaient ØtØ introduits au Chapitre 1, à la Section 1.2.6. Une vue 3D de
chacune des images est proposØe à la �gure 6.11. Celles-ci ont ØtØ colorØes à l’aide de MevisLab
pour une meilleure visualisation.

Pour appliquer l’exemple d’ITK à ces images, nous avons dß transformer chacune des deux
images 3D, qui consistaient en une image Dicom sous forme de pile, en un seul et mŒme �cher.
Nous avons pour cela utilisØ le code DicomSeriesReadImageWrite2 de la librairie ITK et ainsi
obtenu deux �chiers 3D. Nous avons Øgalement appliquØ un �ltre sur l’image mouvante a�n de lui
donner le mŒme espace physique que celui de l’image �xe via le �ltre itkChangeInformationIma-
geFilter. En�n, il a fallu changer le type de pixels utilisØ pour Øcrire l’image de sortie, qui Øtait
prØvu pour des images 8-bit.

Analyser visuellement les rØsultats d’un recalage d’images 3D est plus di�cile que pour des
images 2D. En e�et, visualiser uniquement le volume comme à la �gure 6.11 n’apporte pas assez
de dØtails de l’image et il nous est impossible de visualiser ici chaque tranche de l’image. Nous
avons donc ici choisi de comparer quatre tranches transversales de l’image ainsi que, bien sßr,
l’Øvolution de la mØtrique au cours des itØrations et les temps d’exØcution respectifs de la mØthode
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(a) (b)

Figure 6.11 � (a) Image �xe (b) Image mouvante

utilisant un gradient exact et de celle utilisant un gradient approximØ. Les tranches numØro 7,
12, 22 et 31 ont ØtØ choisies. Les rØsultats obtenus pour chacune des mØthodes considØrØes sont
visibles aux �gures 6.12 à 6.15. La �gure 6.16 montre l’Øvolution des mØtriques et, en�n, la table
6.2 prØsente les temps d’exØcution pour les deux algorithmes.

Avant de passer aux analyses des di�Ørents rØsultats, nous souhaitons insister sur le fait que
nous avons bien rØalisØ ici un recalage 3D et non quarante recalages 2D. Le champ de dØplacement
obtenu est donc tridimensionnel et les images recalØes prØsentØes dans les �gures ci-dessous ne
correspondent pas au recalage 2D des tranches initiales montrØes.

A la �gure 6.12, nous tentons d’Øvaluer la qualitØ du recalage d’images via l’observation de la
tranche 7. Pour les rØsultats obtenus via l’une ou l’autre mØthode, aux �gures 6.12(c) et 6.12(d),
nous voyons une ressemblance gØnØrale avec la tranche 7 de l’image �xe (�gure 6.12(a)). L’image
est bien dans l’ensemble mais est loin d’Œtre parfaite : plusieurs anomalies peuvent Œtre obser-
vØs quelle que soit la technique de calcul du gradient. Ainsi, l’image obtenue avec un gradient
approximØ est plus bruitØe et moins lisse ; elle possŁde de surcroît un peu plus de petits dØfauts
que la tranche 7 de l’image obtenue avec un calcul du gradient exact. Cela apparaît d’ailleurs
aussi à travers les images prØsentant la di�Ørence absolue entre images �xes et images recalØes,
aux �gures 6.12(e) et 6.12(f) : celle obtenue avec un gradient exact est plus sombre presque partout.

Pour la tranche 12 des images 3D, des remarques similaires sont à faire. Nous pouvons cepen-
dant de plus remarquer la mauvaise qualitØ du recalage lorsque les dØformations nØcessaires sont
importantes. En e�et, les �gures 6.13(c) et 6.13(d) prØsentent toutes deux des contours peu lisses
et mal dessinØs à certains endroits ; citons par exemple le bord du cerveau dans la partie infØrieure
de l’image. L’algorithme des ensembles de niveau semble plus à mŒme de rØaliser des dØforma-
tions lØgŁres, comme par exemple pour les bords du cerveau observØs sur la gauche et la droite de
l’image. PrØcisons cependant que cela semble liØ à l’algorithme choisi et non au calcul du gradient
puisque cette observation est valable pour la �gure 6.13(c) aussi bien que pour la �gure 6.13(d).
Les di�Ørences absolues entre images mouvantes et images recalØes, aux �gures 6.13(e) et 6.13(f),
semblent elles indiquer un recalage quelque peu meilleur pour la mØthode utilisant un gradient
exact.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.12 � (a) Image �xe - tranche 7, (b) Image mouvante - tranche 7, (c) Image mouvante
dØformØe - Di�Ørences �nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue
entre (a) et (c), (f) Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.13 � (a) Image �xe - tranche 12, (b) Image mouvante - tranche 12, (c) Image mouvante
dØformØe - Di�Ørences �nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue
entre (a) et (c), (f) Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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La tranche 22 des images à recaler, �gures 6.14(a) et 6.14(b), nous permet particuliŁrement bien
de mettre en avant un important problŁme : le cerveau de l’image mouvante est situØ bien plus
bas que celui de l’image �xe. A cause de cela, l’algorithme doit faire d’importantes dØformations
de bas en haut et, comme nous l’avons dØjà observØ, cela ne se passe pas trŁs bien. Ici, à nouveau,
les contours du cerveau dans la partie supØrieure et la partie infØrieure de l’image sont fortement
abîmØs et trŁs mal dØcoupØs (�gures 6.14(c) et 6.14(d)). C’est simplement dß au fait que l’algo-
rithme des niveau est prØvu pour faire des corrections locales. Ici, le travail à e�ectuer est trop
important. En revanche, l’intØrieur du cerveau a ØtØ assez bien dØformØ et ce spØcialement pour
l’image obtenue en calculant le gradient de maniŁre exacte qui ne possŁde pas de bruit. L’autre
image est elle à nouveau fort bruitØe et peut-Œtre un peu moins bien dØformØe à certains endroits.
C’est nØanmoins lØger.

En�n, la derniŁre tranche observØe ne nous apprend rien de nouveau. Nous constatons toujours
les mŒmes problŁmes dØrangeants aux �gures 6.15(c) et 6.15(d) : les contours du cerveau sont trŁs
mal corrigØs en haut et en bas des images et l’image obtenue avec un gradient approximØ est brui-
tØe. L’intØrieur du cerveau est lui assez bien dØformØ ; on l’observe notamment aux stries du cerveau.

De maniŁre gØnØrale, il nous faut cependant observer que les tranche des images recalØes sont
plus claires que celles des images �xes. Cela est dß au fait que l’image mouvante est plus lumineuse
dans l’ensemble que l’image �xe, comme l’indiquaient d’ailleurs dØjà les �gures 6.11(a) et 6.11(b).
Or l’algorithme des ensembles de niveau suppose une mŒme intensitØ pour des points correspon-
dants, ce qui explique le petit dØcalage d’intensitØ. Notons que cette constatation explique que l’on
visualise si bien les di�Ørences absolues entre images et que les valeurs de la mØtrique, comme nous
allons le voir, soient si hautes.

Nous pouvons aussi remarquer qu’il pourrait Œtre intØressant de coupler l’algorithme des en-
sembles de niveau au recalage d’images par transformation globale a�ne que nous avions ØvoquØ
au Chapitre 2, Section 2.3. Cela permettrait ainsi de faire une premiŁre correction a�ne trŁs gØ-
nØrale, rØduisant les importantes dØformations nØcessaires à des plus petites. De plus, les recalages
de ce type sont assez rapides ; le temps d’exØcution gØnØral n’en serait probablement que peu accru.

IntØressons-nous à prØsent à l’Øvolution de la mØtrique pour comparer le recalage obtenu en
calculant le gradient de maniŁre exacte et celui obtenu avec un gradient approximØ par di�Ø-
rences �nies. L’Øvolution de la mØtrique est prØsentØe à la �gure 6.16. Nous voyons grâce à la
�gure zoomØe 6.16(b) que la valeur de la mØtrique, aprŁs 300 itØrations, est quasiment du simple
au double entre les deux mØthodes. Le gain obtenu grâce au gradient exact est donc Ønorme et,
de plus, il ne faut qu’une cinquantaine d’itØrations à cette mØthode pour faire aussi bien que la
mØthode utilisant des di�Ørences �nies. C’est cependant probablement dß au fait que le spacing
de l’image est assez important : (1.4935, 1.4935, 3.9). Cela engendre donc des di�Ørences �nies
assez loin du gradient exact puisque, pour rappel, le pas utilisØ pour leur calcul est le spacing.
DŁs lors, il pourrait peut-Œtre Œtre intØressant de ne pas utiliser le spacing comme pas pour les
di�Ørences �nies mais bien un pas �xe qui serait un compromis entre prØcision du gradient obtenu
et amplitude du pas temporel permettant de garder la stabilitØ du schØma de rØsolution numØrique.

Si nous prenons maintenant Øgalement les temps d’exØcution en compte, nous voyons que la
mØthode avec gradient exact est ici clairement supØrieure à l’autre. En e�et, la table 6.2 indique,
comme pour les cas 2D ØtudiØs prØcØdemment, un temps plus que doublØ pour la mØthode calcu-
lant le gradient par di�Ørences �nies. Dans l’absolu, les temps d’exØcution ne sont pas trŁs bons
puisqu’ils sont respectivement de l’ordre de 16 et 7 minutes.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.14 � (a) Image �xe - tranche 22, (b) Image mouvante - tranche 22, (c) Image mouvante
dØformØe - Di�Ørences �nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue
entre (a) et (c), (f) Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.15 � (a) Image �xe - tranche 31, (b) Image mouvante - tranche 31, (c) Image mouvante
dØformØe - Di�Ørences �nies, (d) Image mouvante dØformØe - Gradient exact, (e) Di�Ørence absolue
entre (a) et (c), (f) Di�Ørence absolue entre (a) et (d)
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(a) (b)

Figure 6.16 � (a) Evolution du critŁre de similaritØ MSD pour le recalage 3D de deux IRM du
cerveau, (b) Zoom sur les derniŁres itØrations

Di�Ørences �nies Gradient exact

Paire d’images 3D - IRM du cerveau 1 001 446 ms 469 363 ms

Table 6.2 � Temps d’exØcution (en millisecondes) du recalage d’images 3D e�ectuØ : comparaison
des mØthodes par gradient approximØ et exact

Au vu de l’ensemble des observations faites, nous nous rendons compte que, pour cette image 3D,
il est prØfØrable d’utiliser un calcul de gradient exact avec la mØthode des ensembles de niveau.
Ce n’est cependant qu’une seule image et nous ne pouvons prØdire avec certitude comment se
comporteraient les deux mØthodes sur une autre image 3D.

6.4 Conclusion

Bien que la mØthode implØmentØe avec un gradient exact semble prometteuse, il est di�cile de se
prononcer sur son utilitØ rØelle. En e�et, tout est question de compromis entre temps d’exØcution
et prØcision du recalage et les di�Ørents tests prØsentØs ici ont ØtØ rØalisØs sur un ordinateur à pro-
cesseur peu puissant. Il pourrait donc Œtre intØressant de refaire ces tests avec un autre matØriel.
Dans l’idØal, il pourrait aussi Œtre mieux de tester l’algorithme sur un plus grand nombre d’images
avant de tirer des conclusions.

Nous pouvons cependant dØjà a�rmer pour le cas 2D que, si le processus de recalage d’images
doit Œtre rapide, ce qui est souvent le cas, la mØthode utilisant un gradient exact est surtout utile
pour des images prØsentant peu de di�Ørences avant recalage. Cela est trŁs bien illustrØ par le
premier jeu de donnØes. Par contre, pour une paire d’images trŁs di�Ørentes de base, telles que
celles reprØsentant une main prØsentØes prØcØdemment, on peut prØfØrer un recalage rapide mais
moins prØcis. Dans ce cas, il faudra plutôt choisir d’approximer le gradient par des di�Ørences �nies.

En rØsumØ, le choix de la mØthode dØpend de la situation. Si le mØdecin est en possession de deux
images trŁs di�Ørentes, un recalage rapide et manquant un peu de prØcision pourra sans doute lui
su�re. S’il veut par contre recaler deux images dØjà trŁs similaires, ce sera alors probablement avec
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un but de grande prØcision et l’utilisation de la mØthode avec gradient exact sera alors plus adaptØe.

Pour le cas 3D, il serait indispensable de rØaliser plus de tests. Nous n’avons ici testØ les algo-
rithmes que sur une paire d’images et, mŒme si ici la mØthode utilisant un gradient exact semble
plus adaptØe, les recherches doivent Œtre poussØes plus loin avant de tirer des conclusions. Tester les
mØthodes sur des images provenant d’autres modalitØs comme par exemple le CT pourrait notam-
ment Œtre utile. Comme dØjà mentionnØ plus haut, nous pourrions aussi Øventuellement coupler
l’algorithme des ensembles de niveau à un prØ-recalage de type a�ne a�n de corriger les di�Ørences
importantes et puis seulement dØformer localement l’image.

Notons �nalement que nous avons ici appliquØ la mØthode utilisant des dØrivØes exactes à l’al-
gorithme des ensembles de niveau, algorithme qui Øtait de base implØmentØ dans ITK avec une
mØthode d’interpolation linØaire a�n de limiter le temps de calcul. Il faut nØanmoins garder à l’es-
prit qu’un calcul exact du gradient comme celui-ci serait applicable à n’importe quel algorithme
de recalage couplØ à une mØthode d’interpolation par B-splines. Il pourrait dŁs lors Œtre intØres-
sant d’Øtudier cette mØthode pour des algorithmes un peu moins coßteux en temps que celui des
ensembles de niveau, qui supporteraient peut-Œtre mieux une interpolation un peu coßteuse par
splines.





Conclusions et perspectives

Ce mØmoire avait pour but l’Øtude des fonctions B-splines pour l’interpolation dans le recalage
d’images mØdicales a�n de fournir une mØthode de calcul du gradient de l’image, peu habituelle,
employant des dØrivØes exactes.

Dans cette optique, nous avons commencØ par nous immerger dans le monde de l’imagerie mØ-
dicale. Nous avons ainsi abordØ les di�Ørentes caractØristiques des images mØdicales d’un point de
vue mathØmatique et informatique. Nous avons Øgalement vu comment ces images sont en pratique
acquises dans les hôpitaux, distinguant par la mŒme occasion l’imagerie structurelle de l’imagerie
fonctionnelle. Cela nous a menØ vers le traitement d’images. En e�et, une fois acquises, les images
peuvent rarement Œtre utilisØes telles quelles. Un traitement prØalable est souvent requis. Nous
avons ainsi vu qu’il existait plusieurs opØrations possibles dans le domaine du traitement d’images
et notamment le recalage, qui nous a particuliŁrement intØressØs. Celui-ci consiste en une mise
en correspondance de deux images permettant de corriger les di�Ørences dues au positionnement,
mouvement du patient et autres dØtails pratiques, tout en gardant l’information des deux images.
Cela permet ainsi une interprØtation plus prØcise des images. D’un point de vue mathØmatique,
nous avons appris que le recalage d’images consistait en une optimisation d’un critŁre de similaritØ
entre images, processus la plupart du temps itØratif recherchant une transformation optimale pour
recaler l’image dite mouvante sur l’image de rØfØrence.

Di�Ørentes Øtapes et caractØristiques du recalage d’images ont ensuite ØtØ abordØes dont la
phase d’interpolation qui nous intØressait particuliŁrement dans le cadre de ce mØmoire. En e�et,
comme une image est dØ�nie de maniŁre discrŁte, c’est-à-dire comme une grille, il est rare que
lors de l’application d’une transformation gØomØtrique sur les pixels, ceux-ci soient envoyØs sur
des points de la grille. Une interpolation est alors nØcessaire pour dØterminer l’intensitØ des points
de la grille. Nous avons cependant vu que, par facilitØ de calcul, l’interpolation est e�ectuØe par
transformation inverse a�n d’utiliser l’information de points uniformØment espacØs. Nous avons
ensuite ØtudiØ di�Ørentes mØthodes d’interpolation imaginables pour le cas des images. Pour cela,
nous nous sommes concentrØs sur le cas le plus commun oø l’interpolant est exprimØ comme une
combinaison linØaire de fonctions à choisir. Dans ce mØmoire, ces fonctions Øtaient les B-splines et
plus particuliŁrement les B-splines cubiques. Leur avantage est de respecter des propriØtØs souhai-
tables pour l’interpolation d’images telles que le support local, la symØtrie, la partition de l’unitØ
ou encore la sØparabilitØ. De plus, l’ordre 3 permet d’obtenir des fonctions deux fois continßment
di�Ørentiables, ce qui permet de pouvoir calculer le gradient exact de l’image, i.e., de l’interpolant.
L’Øtude de ces fonctions nous a ensuite permis de construire une mØthode d’interpolation explicite
pour le calcul des coe�cients de la combinaisons linØaire de B-splines servant d’interpolant. Cette
mØthode est basØe sur la thØorie du signal.

Une autre partie importante de ce mØmoire a ØtØ le choix et l’Øtude de l’algorithme de reca-
lage auquel nous allions appliquer l’interpolation par B-splines. La mØthode choisie a ØtØ celle
des ensembles de niveau. Son principe est de faire Øvoluer les ensembles de niveau de la fonction
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image mouvante vers ceux de l’image de rØfØrence a�n de corriger l’image par des dØformations
locales. Ce problŁme peut Œtre exprimØ comme une Øquation aux dØrivØes partielles (impliquant
un calcul du gradient de l’image) de deux maniŁres di�Ørentes : soit via une Øquation d’Øvolution
de l’image, qui s’apparente à l’Øquation des ensembles de niveau, soit via une Øquation d’Øvolution
d’une transformation gØomØtrique, qui s’apparente à l’Øquation d’Øvolution d’une courbe en termes
d’ensembles de niveau. C’est la deuxiŁme possibilitØ que nous avons ici utilisØe. Nous avons vu que
cette Øquation aux dØrivØes partielles pouvait Œtre rØsolue de maniŁre discrŁte via un schØma de
rØsolution numØrique par di�Ørences �nies.

Une fois la thØorie nØcessaire prØsentØe, nous avons pu nous intØresser à l’implØmentation de la
mØthode ØtudiØe dans une librairie de traitement d’images du C++ nommØe ITK. Celle-ci com-
prenait dØjà un code de la mØthode des ensembles de niveau, mais avec une interpolation linØaire
et un calcul du gradient de l’image via di�Ørences �nies. Nous avons donc modi�Ø ce code, d’abord
pour utiliser l’interpolation par B-splines, ensuite pour utiliser un gradient exact et non approximØ
par des di�Ørences �nies. Cette deuxiŁme modi�cation a pu Œtre validØe grâce à l’introduction de
bornes thØoriques sur l’erreur engendrØe par l’usage des di�Ørences �nies.

Le dernier chapitre, en�n, a exposØ les di�Ørents tests rØalisØs avec chacune des mØthodes de
calcul du gradient ØtudiØes. Quatre paires d’images mØdicales en deux dimensions ont d’abord ØtØ
utilisØes, et il n’a pas ØtØ facile de dØpartager les deux mØthodes. Comme nous pouvions nous
y attendre, nous avons constatØ que l’utilisation d’un gradient exact permettait d’obtenir une
meilleure optimisation du critŁre de similaritØ, mais que le prix à payer Øtait le nombre d’itØrations
nØcessaires pour cela. C’est dß au fait que pour garder un schØma de rØsolution stable en utilisant
des dØrivØes exactes, nous avons dß diminuer son pas temporel, provoquant ainsi une convergence
plus lente en termes du nombre d’itØrations. Cependant, nous avons Øgalement vu que le temps
d’exØcution pour un mŒme nombre d’itØrations de l’algorithme utilisant des di�Ørences �nies pour
le calcul du gradient Øtait environ le double de celui de la mØthode employant un gradient exact.
C’est simplement parce que, comme nous l’avons vu, le coßt de l’Øvaluation du gradient exact en
un point s’apparente à celui de l’Øvaluation de l’interpolant en un point. Or les di�Ørences �nies
minmod utilisent trois interpolations pour le calcul du gradient en un point. Il faut ainsi Œtre
prudent lorsqu’on parle de lenteur de l’algorithme et di�Ørencier le temps d’exØcution du nombre
d’itØrations.

Un cas 3D a ensuitØ ØtØ ØtudiØ. Nous avons recalØ deux IRM du cerveau avec chaque mØthode de
calcul du gradient. Le rØsultat obtenu Øtait cette fois assez tranchØ ; pour ces images, la mØthode
utilisant un gradient exact Øtait nettement supØrieure à l’autre de par la baisse de la valeur de
la mØtrique qu’elle engendrait mais aussi de par la rapiditØ du processus. Son rapport prØcision
/ temps d’exØcution Øtait de plus bien meilleur que celui de la mØthode approximant le gradient
par des di�Ørences �nies. Les temps d’exØcution de la mØthode des ensembles de niveau Øtaient
cependant selon nous assez mauvais, mais il faudrait pour bien faire comparer avec d’autres algo-
rithmes. De plus, la mØthode des ensembles de niveau donnait tout de mŒme un recalage d’assez
basse qualitØ, sßrement parce qu’il tentait de corriger une importante translation du cerveau par
des dØformations. Il pourrait donc Œtre intØressant d’essayer de coupler cette mØthode à un al-
gorithme de recalage fonctionnant par transformation a�ne. Cela permettrait probablement de
corriger le placement de l’objet de l’image avant de prØciser le recalage par des dØformation locales
de l’image. Par la suite, plus de tests devraient Œtre rØalisØs. Il est en e�et di�cile de tirer des
conclusions gØnØrales sur base d’un seul recalage d’images 3D.

Nous avons donc ici e�ectuØ un travail qui devrait pour bien faire Œtre poursuivi. En e�et,
malgrØ que la mØthode du gradient exact semble possØder des avantages certains, il nous faut
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rester prudents en tirant nos conclusions, notamment parce que nous manquons d’informations
quant à l’importance exacte du temps d’exØcution par rapport à la prØcision du recalage d’images.
Dans un travail futur, �xer un temps maximal d’exØcution (rØaliste) permettrait par exemple
de comparer les deux mØthodes plus e�cacement. Il faudrait de plus pouvoir tester l’algorithme
sur un plus grand nombre d’images et avec un matØriel similaire à celui utilisØ dans les hôpitaux,
a�n d’obtenir des informations signi�catives sur les temps d’exØcution de chaque mØthode. Ensuite,
certaines amØliorations du code utilisant un gradient exact pourraient certainement Œtre envisagØes
pour accØlØrer le processus. En e�et, le code tel qu’il est pour l’instant est prØvu pour utiliser des
di�Ørences �nies. L’utilisation d’un gradient exact pourrait changer la donne à certains niveaux
de l’algorithme. Cela demanderait cependant une connaissance plus en profondeur des di�Ørents
composants d’ITK et de la programmation orientØe objet. En�n, il nous faut remarquer que, si
nous avons ici uniquement utilisØ l’algorithme des ensembles de niveau, une Øtude comparative
des deux mØthodes de calcul du gradient pourrait Øgalement Œtre rØalisØe sur d’autres algorithmes,
et notamment des algorithmes rØputØs pour leur rapiditØ puisque l’utilisation du gradient exact
pourrait alors compenser un manque de prØcision. Ce travail ne se veut donc �nalement qu’un
premier pas dans la direction de l’Øtude de la comparaison de ces deux approches pour le calcul
du gradient de l’image.
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Annexes

Les annexes reprennent les codes principaux pour la mØthode de recalage d’images ØtudiØe. Le
programme principal est tout d’abord donnØ. Les classes associØes viennent ensuite, mais par souci
de concision seuls les �chiers .hxx sont donnØs, les .h ne comprenant quasiment que des dØclarations
de types, de variables et de fonctions. De plus, nous n’avons repris ici que les fonctions importantes
et directement impliquØes dans les calculs qui nous intØressent. Le lecteur intØressØ peut trouver
les fonctions et �chiers manquants dans la librairie ITK.

DeformableRegistration5.cxx

1 / *=========================================================================
*

3 * Copyr ight I n s i g h t Sof tware Consortium
*

5 * L icensed under the Apache License , Vers ion 2 .0 ( the " L i cense ") ;
* you may not use t h i s f i l e except in compl iance with the L icense .

7 * You may obta in a copy o f the L icense at
*

9 * ht tp : / /www. apache . org / l i c e n s e s /LICENSE � 2.0 . t x t
*

11 * Unless requ i r ed by a p p l i c a b l e law or agreed to in wr i t i ng , so f twa re
* d i s t r i b u t e d under the L icense i s d i s t r i b u t e d on an "AS IS " BASIS ,

13 * WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, e i t h e r exp ress or imp l ied .
* See the L icense f o r the s p e c i f i c language govern ing pe rm iss ions and

15 * l i m i t a t i o n s under the L icense .
*

17 *========================================================================= * /

19 #i n c l u d e <s t d i o . h>
#i n c l u d e <iost ream>

21 #i n c l u d e <s t r i n g >
#i n c l u d e <time . h>

23 #i n c l u d e <fst ream>
#i n c l u d e " i t k ImageFi leReader . h"

25 #i n c l u d e " i t k ImageF i leWr i te r . h"
#i n c l u d e " i t k ImageReg ion I te ra to r . h"

27 #i n c l u d e " i t k L e v e l S e t M o t i o n R e g i s t r a t i o n F i l t e r . h"
#i n c l u d e " i tkH is togramMatch ingImageFi l te r . h"

29 #i n c l u d e " i t kChangeIn fo rmat ion ImageF i l te r . h"
#i n c l u d e " i t kCas t ImageF i l t e r . h"

31 #i n c l u d e " i tkWarpImageFi l ter . h"

33

// C lasse d e s t i n é e au s u i v i du p rocessus de r e c a l a g e
35 c l a s s CommandIterationUpdate : pub l i c i t k : : Command

{
37 pub l i c :

t ypede f CommandIterationUpdate S e l f ;
39 t ypede f i t k : : Command Supe rc l ass ;
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t ypede f i t k : : SmartPointer<CommandIterationUpdate> Po in te r ;
41 itkNewMacro ( CommandIterationUpdate ) ;

43 pro tec ted :
CommandIterationUpdate ( ) { } ;

45 t ypede f i t k : : Image< f l o a t , 3 > Internal ImageType ;
typede f i t k : : Vector< f l o a t , 3 > VectorPixelType ;

47 t ypede f i t k : : Image< VectorPixelType , 3 > DisplacementFie ldType ;
typede f i t k : : Leve lSe tMo t i onReg i s t r a t i onF i l t e r < Internal ImageType ,

49 Internal ImageType , DisplacementFieldType> R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e ;

51 pub l i c :
vo id Execute ( i t k : : Object * c a l l e r , cons t i t k : : EventObject & event )

53 ITK_OVERRIDE
{

55 Execute ( ( cons t i t k : : Object * ) c a l l e r , event ) ;
}

57 void Execute ( cons t i t k : : Object * ob jec t , cons t i t k : : EventObject & event )
ITK_OVERRIDE

59 {
cons t R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e * f i l t e r =

61 s ta t i c_cas t < cons t R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e * >( o b j e c t ) ;
i f ( f i l t e r == ITK_NULLPTR)

63 {
re tu rn ;

65 }
i f ( ! ( i t k : : I t e ra t i onEven t ( ) . CheckEvent(&event ) ) )

67 {
re tu rn ;

69 }
// A f f i c h e r l a va leu r de l a métr ique après chaque i t é r a t i o n

71 s td : : cout << f i l t e r � >GetMetr ic ( ) << std : : end l ;
}

73 } ;

75 i n t main ( i n t argc , char * argv [ ] )
{

77 / * V é r i f i e r que l ' u t i l i s a t e u r a b ien r e n t r é a s s e z d ' arguments ( au moins 3
arguments : image f i x e , image mouvante e t nom souha i t é de l ' image en s o r t i e ) * /

79 i f ( a rgc < 4)
{

81 s td : : c e r r << " Miss ing Parameters " << std : : end l ;
s td : : c e r r << "Usage : " << argv [ 0 ] ;

83 s td : : c e r r << " f i xed ImageF i l e movingImageFi le " ;
s td : : c e r r << " output ImageFi le " << std : : end l ;

85 s td : : c e r r << " [ ou tpu tD isp lacementF ie ldF i l e ] " << s td : : end l ;
re tu rn EXIT_FAILURE;

87 }

89 // Dimension des images à r e c a l e r e t d é f i n i t i o n d ' un type pour l e u r s p i x e l s
cons t uns igned i n t Dimension = 2 ;

91 t ypede f sho r t i n t PixelType ;

93 // D é f i n i t i o n de types pour l e s images données en en t rée
typede f i t k : : Image< PixelType , Dimension > FixedImageType ;

95 t ypede f i t k : : Image< PixelType , Dimension > MovingImageType ;

97 // Objets permettant de l i r e l ' image f i x e e t l ' image mouvante
typede f i t k : : ImageFi leReader< FixedImageType > FixedImageReaderType ;

99 t ypede f i t k : : ImageFi leReader< MovingImageType > MovingImageReaderType ;
FixedImageReaderType : : Po in te r f ixedImageReader = FixedImageReaderType : : New( ) ;
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101 MovingImageReaderType : : Po in te r movingImageReader = MovingImageReaderType : : New( )
;
f ixedImageReader� >SetFi leName ( argv [ 1 ] ) ;

103 movingImageReader� >SetFi leName ( argv [ 2 ] ) ;

105

/ * Mod i f i ca t i on é v e n t u e l l e de l ' espace physique de l ' image mouvante
107 pour qu ' i l concorde avec c e l u i de l ' image f i x e * /

t ypede f i t k : : ChangeInformat ionImageFi l ter<MovingImageType> F i l te rType ;
109 Fi l te rType : : Po in te r c ha n ge F i l t e r = F i l te rType : : New( ) ;

changeF i l t e r � >Set Input ( movingImageReader � >GetOutput ( ) ) ;
111 changeF i l t e r � >UseReferenceImageOn ( ) ;

changeF i l t e r � >SetReferenceImage ( f ixedImageReader� >GetOutput ( ) ) ;
113 changeF i l t e r � >ChangeOriginOn ( ) ;

changeF i l t e r � >ChangeSpacingOn ( ) ;
115 changeF i l t e r � >ChangeDirectionOn ( ) ;

changeF i l t e r � >Update ( ) ;
117

// Caster l e s images pour qu ' e l l e s a i e n t des p i x e l s de type f l o a t ( u t i l e pour
l e s c a l c u l s )

119 t ypede f f l o a t In te rna lP ixe lType ;
typede f i t k : : Image< In te rna lP ixe lType , Dimension > Internal ImageType ;

121 t ypede f i t k : : Cast ImageFi l te r < FixedImageType , Internal ImageType >
FixedImageCasterType ;

123 t ypede f i t k : : Cast ImageFi l te r < MovingImageType , Internal ImageType >
MovingImageCasterType ;

125 FixedImageCasterType : : Po in te r f i xed ImageCaster = FixedImageCasterType : : New( ) ;
MovingImageCasterType : : Po in te r movingImageCaster = MovingImageCasterType : : New( )
;

127 f i xedImageCaster � >Set Input ( f ixedImageReader � >GetOutput ( ) ) ;
movingImageCaster� >Set Input ( changeF i l t e r � >GetOutput ( ) ) ;

129

// Pré � r e c a l a g e par matching des histogrammes
131 t ypede f i t k : : HistogramMatchingImageFi l ter< Internal ImageType , Internal ImageType

>
MatchingFi l terType ;

133 MatchingFi l terType : : Po in te r matcher = MatchingFi l terType : : New( ) ;
matcher� >Set Input ( movingImageCaster � >GetOutput ( ) ) ;

135 matcher� >SetReferenceImage ( f ixedImageCaster� >GetOutput ( ) ) ;
matcher� >SetNumberOfHistogramLevels (1024) ;

137 matcher� >SetNumberOfMatchPoints (7 ) ;
matcher� >ThresholdAtMeanIntensityOn ( ) ;

139

// Créat ion d ' un champ de déplacement e t du f i l t r e de r e c a l a g e
141 t ypede f i t k : : Vector< f l o a t , Dimension > VectorPixelType ;

typede f i t k : : Image< VectorPixelType , Dimension > DisplacementFie ldType ;
143 t ypede f i t k : : Leve lSe tMo t i onReg i s t r a t i onF i l t e r < Internal ImageType ,

Internal ImageType , DisplacementFieldType> R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e ;
145 R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e : : Po in te r f i l t e r = R e g i s t r a t i o n F i l t e r T y p e : : New( ) ;

147 // L i e r l ' ob j e t su i van t l e p rocessus de r e c a l a g e au f i l t r e de r e c a l a g e d ' images
CommandIterationUpdate : : Po in te r obse rve r = CommandIterationUpdate : : New( ) ;

149 f i l t e r � >AddObserver ( i t k : : I t e ra t i onEven t ( ) , obse rve r ) ;

151 // Cho i s i r l e s paramètres du f i l t r e de r e c a l a g e e t enc lancher l e f i l t r e
f i l t e r � >SetFixedImage ( f ixedImageCaster � >GetOutput ( ) ) ;

153 f i l t e r � >SetMovingImage ( matcher � >GetOutput ( ) ) ;
f i l t e r � >SetNumberOf I terat ions (300) ;

155 f i l t e r � >SetGradientSmooth ingStandardDeviat ions ( 1 . 0 ) ;
f i l t e r � >Update ( ) ;

157
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// Créat ion d ' un f i l t r e permettant de déformer l ' image mouvante e t a justement
des paramètres a s s o c i é s

159 t ypede f i t k : : WarpImageFilter< MovingImageType , MovingImageType ,
DisplacementFie ldType > WarperType ;

161 t ypede f i t k : : BSp l ine In te rpo la te ImageFunct ion < MovingImageType , double >
In te rpo la to rType ;

163 WarperType : : Po in te r warper = WarperType : : New( ) ;
In te rpo la to rType : : Po in te r i n t e r p o l a t o r = In te rpo la to rType : : New( ) ;

165 FixedImageType : : Po in te r f ixedImage = f ixedImageReader � >GetOutput ( ) ;
warper� >Set Input ( changeF i l t e r � >GetOutput ( ) ) ;

167 warper� >S e t I n t e r p o l a t o r ( i n t e r p o l a t o r ) ;
warper� >SetOutputSpacing ( f ixedImage � >GetSpacing ( ) ) ;

169 warper� >SetOutputOr ig in ( f ixedImage � >GetOrig in ( ) ) ;
warper� >SetOutputDi rec t ion ( f ixedImage � >GetD i rec t ion ( ) ) ;

171 warper� >SetD isp lacementF ie ld ( f i l t e r � >GetOutput ( ) ) ;

173 // Cast l ' image mouvante en un type de s o r t i e e t é c r i r e l ' image déformée dans
un f i c h i e r
typede f sho r t i n t OutputPixelType ;

175 t ypede f i t k : : Image< OutputPixelType , Dimension > OutputImageType ;
typede f i t k : : Cast ImageFi l te r < MovingImageType , OutputImageType >
CastF i l te rType ;

177 t ypede f i t k : : ImageFi leWri ter< OutputImageType > WriterType ;
WriterType : : Po in te r w r i t e r = WriterType : : New( ) ;

179 CastF i l te rType : : Po in te r c a s t e r = CastF i l te rType : : New( ) ;
wr i te r � >SetFi leName ( argv [ 3 ] ) ;

181 cas te r� >Set Input ( warper � >GetOutput ( ) ) ;
wr i te r � >Set Input ( cas te r � >GetOutput ( ) ) ;

183 wr i te r � >Update ( ) ;

185 // Sauvegarde é v e n t u e l l e du champ de déformat ion f i n a l obtenu par l e f i l t r e de
r e c a l a g e
// Uniquement s i l ' u t i l i s a t e u r a f o u r n i un quatr ième argument

187 i f ( a rgc > 4)
{

189 t ypede f i t k : : ImageFi leWri ter< DisplacementFie ldType > FieldWri terType ;
Fie ldWri terType : : Po in te r f i e l d W r i t e r = FieldWri terType : : New( ) ;

191 f i e l d W r i t e r � >SetFi leName ( argv [ 4 ] ) ;
f i e l d W r i t e r � >Set Input ( f i l t e r � >GetOutput ( ) ;

193 f i e l d W r i t e r � >Update ( ) ;
}

195 re tu rn EXIT_SUCCESS;
}

itkLevelSetMotionRegistrationFunction.hxx

/ *=========================================================================
2 *

* Copyr ight I n s i g h t Sof tware Consortium
4 *

* L icensed under the Apache License , Vers ion 2 .0 ( the " L i cense ") ;
6 * you may not use t h i s f i l e except in compl iance with the L icense .

* You may obta in a copy o f the L icense at
8 *

* ht tp : / /www. apache . org / l i c e n s e s /LICENSE � 2.0 . t x t
10 *

* Unless requ i r ed by a p p l i c a b l e law or agreed to in wr i t i ng , so f twa re
12 * d i s t r i b u t e d under the L icense i s d i s t r i b u t e d on an "AS IS " BASIS ,

* WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, e i t h e r exp ress or imp l ied .
14 * See the L icense f o r the s p e c i f i c language govern ing pe rm iss ions and

* l i m i t a t i o n s under the L icense .
16 *
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*========================================================================= * /
18 #i f n d e f i tkLeve lSetMot ionReg is t ra t ionFunct ion_hxx

#d e f i n e i tkLeve lSetMot ionReg is t ra t ionFunct ion_hxx
20 #i n c l u d e " i t kLeve lSe tMo t ionReg is t ra t i onFunc t i on . h"

#i n c l u d e " i tkMacro . h"
22 #i n c l u d e " itkMath . h"

#i n c l u d e <iost ream>
24 #i n c l u d e <iomanip>

#i n c l u d e <cmath>
26 #i n c l u d e <l i m i t s >

#i n c l u d e <type in fo >
28 #i n c l u d e <thread>

30 namespace i t k
{

32

// Const ruc teur
34 template< typename TFixedImage , typename TMovingImage , typename

TDisplacementFie ld > Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage ,
36 TMovingImage , TDisplacementFie ld >:: Leve lSe tMot ionReg is t ra t ionFunc t ion ( )

{
38 RadiusType r ;

uns igned i n t j ;
40

f o r ( j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
42 {

r [ j ] = 0 ;
44 }

t h i s � >SetRadius ( r ) ;
46

// D i f f é r e n t s paramètres
48 m_Alpha = 0 . 1 ;

m_GradientMagnitudeThreshold = 1e � 9;
50 m_In tens i t yD i f fe renceThresho ld = 0 . 0 0 1 ;

m_GradientSmoothingStandardDeviat ions = 1 . 0 ;
52 t h i s � >SetMovingImage (ITK_NULLPTR) ;

t h i s � >SetFixedImage (ITK_NULLPTR) ;
54

// I n t e r p o l a t e u r pour l ' image mouvante
56 typename Defau l t I n te rpo la to rType : : Po in te r i n t e r p =

De fau l t I n te rpo la to rType : : New( ) ;
58 m_MovingImageInterpolator = s ta t i c_cas t < In te rpo la to rType * >

( i n t e r p . GetPointer ( ) ) ;
60

// I n fo rmat ions l i é e s à l a métr ique
62 m_Metric = NumericTrai ts< double >::max( ) ;

m_SumOfSquaredDifference = 0 . 0 ;
64 m_NumberOfPixelsProcessed = 0L ;

m_RMSChange = NumericTrai ts< double >::max( ) ;
66 m_SumOfSquaredChange = 0 . 0 ;

m_UseImageSpacing = t rue ;
68

// I n fo rmat ions l i é e s au f i l t r e gauss ien de l i s s a g e
70 m_MovingImageSmoothingFilter = MovingImageSmoothingFil terType : : New( ) ;

m_MovingImageSmoothingFilter
72 � >SetSigma ( m_GradientSmoothingStandardDeviat ions ) ;

m_MovingImageSmoothingFilter � >SetNorma l i zeAcrossSca le ( f a l s e ) ;
74

// I n t e r p o l a t e u r pour l ' image l i s s é e
76 m_SmoothMovingImageInterpolator = s ta t i c_cas t < In te rpo la to rType * >

( De fau l t I n te rpo la to rType : : New( ) . GetPointer ( ) ) ;
78 }
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80 / * I n i t i a l i s a t i o n d ' une i t é r a t i o n du schéma de r é s o l u t i o n numérique
de l 'EDP d ' é v o l u t i o n * /

82 template< typename TFixedImage , typename TMovingImage , typename
TDisplacementFie ld > void Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage ,

84 TMovingImage , TDisplacementFie ld >:: I n i t i a l i z e I t e r a t i o n ( )
{

86 / * V é r i f i e r s i l ' image mouvante , l ' image f i x e e t l ' i n t e r p o l a t e u r de l ' image
mouvante ont b ien é té d é f i n i s * /

88 i f ( ! t h i s � >GetMovingImage ( ) | | ! t h i s � >GetFixedImage ( ) | |
! m_MovingImageInterpolator )

90 {
i tkExcept ionMacro

92 (<< "MovingImage , FixedImage and/ or I n t e r p o l a t o r not s e t " ) ;
}

94

// Créer une v e r s i o n l i s s é e de l ' image mouvante
96 m_MovingImageSmoothingFilter � >Set Input ( t h i s � >GetMovingImage ( ) ) ;

m_MovingImageSmoothingFilter
98 � >SetSigma ( m_GradientSmoothingStandardDeviat ions ) ;

m_MovingImageSmoothingFilter � >Update ( ) ;
100

// I n t e r p o l a t e u r pour l ' image mouvante l i s s é e
102 m_SmoothMovingImageInterpolator

� >SetInputImage ( m_MovingImageSmoothingFilter � >GetOutput ( ) ) ;
104

// I n t e r p o l a t e u r pour l ' image mouvante non l i s s é e
106 m_MovingImageInterpolator � >SetInputImage ( th i s � >GetMovingImage ( ) ) ;

108 // I n i t i a l i s a t i o n s l i é e s à l a métr ique
m_SumOfSquaredDifference = 0 . 0 ;

110 m_NumberOfPixelsProcessed = 0L ;
m_SumOfSquaredChange = 0 . 0 ;

112 }

114 // Fonct ion p r i n c i p a l e de l ' a lgor i thme : mise à jou r du champ de déplacement
template< typename TFixedImage , typename TMovingImage , typename

116 TDisplacementFie ld > typename Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage ,
TMovingImage , TDisplacementFie ld >:: PixelType

118 Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage , TMovingImage ,
TDisplacementFie ld >:: ComputeUpdate ( cons t NeighborhoodType & i t , vo id * gd ,

120 cons t F loatOf fse tType & itkNotUsed ( o f f s e t ) )
{

122 // I n fo rmat ions sur l e v o i s i n a g e de p i x e l s c o n s i d é r é
cons t IndexType index = i t . GetIndex ( ) ;

124 cons t double f i xedVa lue = ( double ) th i s � >GetFixedImage ( ) � >GetPixe l ( index ) ;
PointType mappedPoint ;

126 t h i s � >GetFixedImage ( ) � >TransformIndexToPhysicalPoint ( index , mappedPoint ) ;

128 / * Mise à jou r du p i x e l avec l e déplacement c a l c u l é à l ' i t é r a t i o n
précéden te * /

130 f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
{

132 mappedPoint [ j ] += i t . GetCenterPixe l ( ) [ j ] ;
}

134

// Eva luat ion de l ' i n t e r p o l a n t au po in t d ' i n t é r ê t
136 PixelType update ;

double movingValue ;
138 i f ( m_MovingImageInterpolator � >I s I n s i d e B u f f e r ( mappedPoint ) )

{
140 movingValue = m_MovingImageInterpolator � >Evaluate ( mappedPoint ) ;
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}
142 e l s e

{
144 update . F i l l ( 0 . 0 ) ;

re tu rn update ;
146 }

148 // Spacing de l ' image mouvante
MovingSpacingType mSpacing = th i s � >GetMovingImage ( ) � >GetSpacing ( ) ;

150 i f ( ! t h i s � >m_UseImageSpacing )
{

152 mSpacing . F i l l ( 1 . 0 ) ;
}

154

/ * Ca lcu l du g rad ien t ( exact s i f l agGrad ien tExac t =1,
156 approximé par d i f f é r e n c e s f i n i e s s i f l agGrad ien tExac t =0) * /

i n t f l agGrad ien tExac t (0 ) ;
158 PointType mPoint ( mappedPoint ) ;

CovariantVectorType g rad ien t ;
160 double gradientMagni tude ( 0 . 0 ) ;

i f ( f l agGrad ien tExac t == 1)
162 {

// Ca lcu l du g rad ien t exac t
164 i f ( m_SmoothMovingImageInterpolator � >I s I n s i d e B u f f e r ( mPoint ) )

{
166 g rad ien t = m_SmoothMovingImageInterpolator

� >Eva lua teDer i va t i ve ( mPoint ) ;
168 }

e l s e
170 {

f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
172 {

g rad ien t [ j ] = 0 ;
174 }

}
176 // Norme du g rad ien t

f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
178 {

gradientMagni tude += i t k : : Math : : sq r ( g rad ien t [ j ] ) ;
180 }

gradientMagni tude = std : : s q r t ( gradientMagni tude ) ;
182 }

e l s e
184 {

// Ca lcu l du g rad ien t par d i f f é r e n c e s f i n i e s minmod et de sa norme
186 cons t double cen t ra lVa lue = m_SmoothMovingImageInterpolator

� >Evaluate ( mPoint ) ;
188 double f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ ImageDimension ] ;

double backwardDi f fe rences [ ImageDimension ] ;
190 f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)

{
192 mPoint [ j ] += mSpacing [ j ] ;

i f ( m_SmoothMovingImageInterpolator � >I s I n s i d e B u f f e r ( mPoint ) )
194 {

f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] = m_SmoothMovingImageInterpolator
196 � >Evaluate ( mPoint ) � cen t ra lVa lue ;

f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] /= mSpacing [ j ] ;
198 }

e l s e
200 {

f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] = 0 . 0 ;
202 }
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204 mPoint [ j ] � = ( 2 . 0 * mSpacing [ j ] ) ;
i f ( m_SmoothMovingImageInterpolator � >I s I n s i d e B u f f e r ( mPoint ) )

206 {
backwardDi f fe rences [ j ] = cen t ra lVa lue

208 � m_SmoothMovingImageInterpolator � >Evaluate ( mPoint ) ;
backwardDi f fe rences [ j ] /= mSpacing [ j ] ;

210 }
e l s e

212 {
backwardDi f fe rences [ j ] = 0 . 0 ;

214 }
mPoint [ j ] += mSpacing [ j ] ;

216 }

218 f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
{

220 i f ( f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] * backwardDi f fe rences [ j ] > 0 . 0 )
{

222 cons t double bvalue = i t k : : Math : : abs ( backwardDi f fe rences [ j ] ) ;
double gva lue = i t k : : Math : : abs ( f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] ) ;

224 i f ( gva lue > bvalue )
{

226 gva lue = bvalue ;
}

228 g rad ien t [ j ] = gva lue * i t k : : Math : : sgn ( f o r w a r d D i f f e r e n c e s [ j ] ) ;
}

230 e l s e
{

232 g rad ien t [ j ] = 0 . 0 ;
}

234 gradientMagni tude += i t k : : Math : : sq r ( g rad ien t [ j ] ) ;
}

236 gradientMagni tude = std : : s q r t ( gradientMagni tude ) ;

238 }

240 / * Ca lcu l de l a mise à jou r du déplacement au p i x e l d ' i n t é r ê t e t des
in fo rma t i ons l i é e s à l a métr ique * /

242 cons t double speedValue = f i xedVa lue � movingValue ;
GlobalDataStruct * g loba lData = ( GlobalDataStruct * ) gd ;

244 // Pour l a métr ique
i f ( g loba lData )

246 {
g lobalData � >m_SumOfSquaredDifference += i t k : : Math : : sq r ( speedValue ) ;

248 globalData � >m_NumberOfPixelsProcessed += 1 ;
}

250 // Cas d ' un g rad ien t presque nul
i f ( i t k : : Math : : abs ( speedValue ) < m_In tens i tyD i f fe renceThresho ld

252 | | gradientMagni tude < m_GradientMagnitudeThreshold )
{

254 update . F i l l ( 0 . 0 ) ;
re tu rn update ;

256 }
/ * Ca lcu l s l i é s à l a métr ique e t au pas tempore l Del ta t du schéma de

258 r é s o l u t i o n de l 'EDP * /
double L1norm = 0 . 0 ;

260 f o r ( uns igned i n t j = 0 ; j < ImageDimension ; j++)
{

262 update [ j ] = speedValue * g rad ien t [ j ] / ( gradientMagni tude + m_Alpha) ;
i f ( g loba lData )

264 {
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globalData � >m_SumOfSquaredChange += i t k : : Math : : sq r ( update [ j ] ) ;
266 L1norm += ( i t k : : Math : : abs ( update [ j ] ) / mSpacing [ j ] ) ;

}
268 }

270 / * Garder l a norme L1 c a l c u l é e en ce p i x e l s i e l l e e s t p lus grande que
c e l l e s des p i x e l s précédemment t r a i t é s ( pour l e c a l c u l du pas tempore l ) * /

272 i f ( g loba lData && (L1norm > globalData � >m_MaxL1Norm) )
{

274 globalData � >m_MaxL1Norm = L1norm ;
}

276

// La f o n c t i o n re tou rne l a mise à jou r du déplacement au p i x e l d ' i n t é r ê t
278 re tu rn update ;

}
280

// Ca lcu l du pas tempore l Del ta t pour l a r é s o l u t i o n de l 'EDP
282 template< typename TFixedImage , typename TMovingImage , typename

TDisplacementFie ld > typename Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion <
284 TFixedImage , TMovingImage , TDisplacementFie ld >:: TimeStepType

Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage , TMovingImage ,
286 TDisplacementFie ld >:: ComputeGlobalTimeStep ( vo id * GlobalData ) cons t

{
288 TimeStepType dt = 1 . 0 ;

/ * Del ta = 1 s i on u t i l i s e des d i f f é r e n c e s f i n i e s pour l e grad ien t ,
290 0 .3 s inon * /

double d e l t a = 1 . 0 ;
292

GlobalDataStruct * d = ( GlobalDataStruct * ) GlobalData ;
294

// Pas tempore l Del ta t
296 i f (d � >m_MaxL1Norm > 0 . 0 )

{
298 dt = 1 .0 / (d � >m_MaxL1Norm / d e l t a ) ;

}
300

re tu rn dt ;
302 }

304 / * Mise à jou r de l a métr ique e t v a r i a b l e s l i é e s , e t l i b é r a t i o n de l a mémoire
pour l a s t r u c t u r e de données l i é e à l a métr ique * /

306 template< typename TFixedImage , typename TMovingImage , typename
TDisplacementFie ld > void Leve lSetMot ionReg is t ra t ionFunc t ion < TFixedImage ,

308 TMovingImage , TDisplacementFie ld >:: Re leaseGloba lDataPoin ter ( vo id * gd ) cons t
{

310 GlobalDataStruct * g loba lData = ( GlobalDataStruct * ) gd ;

312 m_Metr icCalculat ionLock . Lock ( ) ;
m_SumOfSquaredDifference += globalData � >m_SumOfSquaredDifference ;

314 m_NumberOfPixelsProcessed += globalData � >m_NumberOfPixelsProcessed ;
m_SumOfSquaredChange += globalData � >m_SumOfSquaredChange ;

316 i f ( m_NumberOfPixelsProcessed )
{

318 m_Metric = m_SumOfSquaredDifference
/ s ta t i c_cas t < double >(m_NumberOfPixelsProcessed ) ;

320 m_RMSChange = std : : s q r t (m_SumOfSquaredChange
/ s ta t i c_cas t < double >(m_NumberOfPixelsProcessed ) ) ;

322 }
m_Metr icCalculat ionLock . Unlock ( ) ;

324 d e l e t e g loba lData ;
}

326 }



124 ANNEXES

#e n d i f

itkBSplineDecompositionImageFilter.hxx

1 / *=========================================================================
*

3 * Copyr ight I n s i g h t Sof tware Consortium
*

5 * L icensed under the Apache License , Vers ion 2 .0 ( the " L i cense ") ;
* you may not use t h i s f i l e except in compl iance with the L icense .

7 * You may obta in a copy o f the L icense at
*

9 * ht tp : / /www. apache . org / l i c e n s e s /LICENSE � 2.0 . t x t
*

11 * Unless requ i r ed by a p p l i c a b l e law or agreed to in wr i t i ng , so f twa re
* d i s t r i b u t e d under the L icense i s d i s t r i b u t e d on an "AS IS " BASIS ,

13 * WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, e i t h e r exp ress or imp l ied .
* See the L icense f o r the s p e c i f i c language govern ing pe rm iss ions and

15 * l i m i t a t i o n s under the L icense .
*

17 *========================================================================= * /
/ *=========================================================================

19 *
* Por t i ons o f t h i s f i l e are s u b j e c t to the VTK Too lk i t Vers ion 3 copy r igh t .

21 *
* Copyr ight ( c ) Ken Martin , Wi l l Schroeder , B i l l Lorensen

23 *
* For complete copyr igh t , l i c e n s e and d i s c l a i m e r o f warranty in fo rmat ion

25 * p l e a s e r e f e r to the NOTICE f i l e at the top o f the ITK source t r e e .
*

27 *========================================================================= * /
#i f n d e f i tkBSpl ineDecomposi t ion ImageFi l te r_hxx

29 #d e f i n e i tkBSpl ineDecomposi t ionImageFi l te r_hxx
#i n c l u d e " i t kBSp l ineDecompos i t i on ImageF i l te r . h"

31 #i n c l u d e " i tk ImageRegionConst I tera torWi th Index . h"
#i n c l u d e " i t k ImageReg ion I te ra to r . h"

33 #i n c l u d e " i t kP rog ressRepo r te r . h"
#i n c l u d e " i t kVec to r . h"

35

namespace i t k
37 {

39 // Const ruc teur
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

41 BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
: : BSp l ineDecompos i t ion ImageFi l te r ( )

43 {
m_SplineOrder = 0 ;

45 i n t Sp l ineOrder = 3 ;
m_Tolerance = 1e � 10;

47 m_I te ra to rD i rec t ion = 0 ;
th i s � >SetSp l ineOrder ( Sp l ineOrder ) ;

49 }

51 // Ca lcu l des c o e f f i c i e n t s d ' une i n t e r p o l a t i o n 1D
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

53 bool BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage ,
TOutputImage >:: DataToCoef f ic ients1D ( )

55 {

57 / * Ca lcu l de l a cons tan te m u l t i p l i c a t r i c e permettant d ' ob t en i r c ( k )
dans l e théorème 3.11 (6 pour l ' o rd re 3) e t a p p l i c a t i o n * /
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59 double c0 = 1 . 0 ;
i f ( m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] == 1 )

61 {
re tu rn f a l s e ;

63 }
f o r ( i n t k = 0 ; k < m_NumberOfPoles ; k++ )

65 {
c0 = c0 * ( 1 .0 � m_SplinePoles [ k ] ) * ( 1 .0 � 1 .0 / m_SplinePoles [ k ] )

;
67 }

f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] ; n++ )
69 {

m_Scratch [ n ] *= c0 ;
71 }

73 // Ca lcu l des c o e f f i c i e n t s
f o r ( i n t k = 0 ; k < m_NumberOfPoles ; k++ )

75 {
// I n i t i a l i a s a t i o n du f i l t r e causa l ( c o n d i t i o n s f r o n t i è r e s )

77 t h i s � >S e t I n i t i a l C a u s a l C o e f f i c i e n t ( m_SplinePoles [ k ] ) ;
// Récurs ion causa le

79 f o r ( uns igned i n t n = 1 ; n < m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] ; n++ )
{

81 m_Scratch [ n ] += m_SplinePoles [ k ] * m_Scratch [ n � 1 ] ;
}

83 // I n i t i a l i s a t i o n du f i l t r e a n t i c a u s a l ( c o n d i t i o n s f r o n t i è r e s )
th i s � >S e t I n i t i a l A n t i C a u s a l C o e f f i c i e n t ( m_SplinePoles [ k ] ) ;

85 // Récurs ion a n t i c a u s a l e
f o r ( i n t n = m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 2 ; 0 <= n ; n �� )

87 {
m_Scratch [ n ] =

89 m_SplinePoles [ k ] * ( m_Scratch [ n + 1 ] � m_Scratch [ n ] ) ;
}

91 }
re tu rn t rue ;

93 }

95 // F ixer l ' o rd re des B � s p l i n e s à u t i l i s e r
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

97 void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
: : Se tSp l ineOrder ( uns igned i n t Sp l ineOrder )

99 {
i f ( Sp l ineOrder == m_SplineOrder )

101 {
re tu rn ;

103 }
m_SplineOrder = Spl ineOrder ;

105 t h i s � >Se tPo les ( ) ;
t h i s � >Modi f ied ( ) ;

107 }

109 // F ixer l e s p o l e s en f o n c t i o n de l ' o rd re des s p l i n e s c h o i s i
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

111 void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage ,
TOutputImage >:: Se tPo les ( )

113 {
sw i tch ( m_SplineOrder )

115 {
case 3 :

117 m_NumberOfPoles = 1 ;
m_SplinePoles [ 0 ] = s td : : s q r t ( 3 . 0 ) � 2 . 0 ;

119 break ;
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case 0 :
121 m_NumberOfPoles = 0 ;

break ;
123 case 1 :

m_NumberOfPoles = 0 ;
125 break ;

case 2 :
127 m_NumberOfPoles = 1 ;

m_SplinePoles [ 0 ] = s td : : s q r t ( 8 . 0 ) � 3 . 0 ;
129 break ;

case 4 :
131 m_NumberOfPoles = 2 ;

m_SplinePoles [ 0 ] = s td : : s q r t ( 664 .0 � s td : : s q r t (438976 .0 ) )
133 + std : : s q r t ( 3 0 4 . 0 ) � 1 9 . 0 ;

m_SplinePoles [ 1 ] = s td : : s q r t ( 664 .0 + std : : s q r t ( 438976 .0 ) )
135 � s td : : s q r t ( 3 0 4 . 0 ) � 1 9 . 0 ;

break ;
137 case 5 :

m_NumberOfPoles = 2 ;
139 m_SplinePoles [ 0 ] = s td : : s q r t ( 135 .0 / 2 .0 � s td : : s q r t (17745 .0 / 4 . 0 )

)
+ s td : : s q r t ( 105 .0 / 4 . 0 ) � 13 .0 / 2 . 0 ;

141 m_SplinePoles [ 1 ] = s td : : s q r t ( 135 .0 / 2 .0 + std : : s q r t (17745 .0 / 4 . 0 )
)

� s td : : s q r t ( 105 .0 / 4 . 0 ) � 13 .0 / 2 . 0 ;
143 break ;

d e f a u l t :
145 Except ionObject e r r (__FILE__, __LINE__) ;

e r r . Se tLoca t ion (ITK_LOCATION) ;
147 e r r . Se tDesc r i p t i on ( " Sp l ineOrder must be between 0 and 5 . \

Requested s p l i n e order has not been implemented yet . " ) ;
149 throw e r r ;

break ;
151 }

}
153

// Cond i t ions i n i t i a l e s du f i l t r e causa l données par l e théorème 3.11
155 template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
157 : : S e t I n i t i a l C a u s a l C o e f f i c i e n t ( double z )

{
159 CoeffType sum ;

double zn , z2n , i z ;
161 typename TInputImage : : SizeValueType hor i zon ;

163 // ho r i zon cor respond à k_0 dans l e théorème 3.11
hor i zon = m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] ;

165 zn = z ;
i f ( m_Tolerance > 0 .0 )

167 {
ho r i zon = ( typename TInputImage : : SizeValueType )

169 s td : : c e i l ( s td : : l og ( m_Tolerance ) / s td : : l og ( s td : : f abs ( z ) ) ) ;
}

171

/ * Ca lcu l des c o n d i t i o n s i n i t i a l e s en f o n c t i o n de l a va leu r de hor i zon
173 ( v o i r théorème 3 . 1 1 ) * /

i f ( ho r i zon < m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] )
175 {

sum = m_Scratch [ 0 ] ;
177 f o r ( uns igned i n t n = 1 ; n < hor i zon ; n++ )

{
179 sum += zn * m_Scratch [ n ] ;
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zn *= z ;
181 }

m_Scratch [ 0 ] = sum ;
183 }

e l s e
185 {

i z = 1 .0 / z ;
187 z2n = std : : pow( z , ( double ) ( m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 1L ) )

;
sum = m_Scratch [ 0 ]

189 + z2n * m_Scratch [ m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 1L ] ;
z2n *= z2n * i z ;

191 f o r ( uns igned i n t n = 1 ; n<=(m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 2) ; n++)
{

193 sum += ( zn + z2n ) * m_Scratch [ n ] ;
zn *= z ;

195 z2n *= i z ;
}

197 m_Scratch [ 0 ] = sum / ( 1 .0 � zn * zn ) ;
}

199 }

201 // Cond i t ions i n i t i a l e s du f i l t r e a n t i c a u s a l données par l e théorème 3.11
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

203 void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
: : S e t I n i t i a l A n t i C a u s a l C o e f f i c i e n t ( double z )

205 {
m_Scratch [ m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 1 ] = ( z / ( z * z � 1 .0 ) )

207 * ( z * m_Scratch [ m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 2 ]
+ m_Scratch [ m_DataLength [ m_I te ra to rD i rec t ion ] � 1 ] ) ;

209 }

211 // Ca lcu l des c o e f f i c i e n t s pour une i n t e r p o l a t i o n ND
template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

213 void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
: : DataToCoeff ic ientsND ( )

215 {
OutputImagePointer output = th i s � >GetOutput ( ) ;

217 Size < ImageDimension > s i z e = output � >GetBuf feredRegion ( ) . GetSize ( ) ;
uns igned i n t count = output � >GetBuf feredRegion ( ) . GetNumberOfPixels ( )

219 / s i z e [ 0 ] * ImageDimension ;
ProgressRepor te r p r o g r e s s ( th i s , 0 , count , 10) ;

221

// I n i t i a l i s a t i o n de l ' image de c o e f f i c i e n t s avec l ' image à i n t e r p o l e r
223 t h i s � >CopyImageToImage ( ) ;

225 // Boucle pour i n t e r p o l e r en 1D s e l o n chaque d i r e c t i o n (x , y e t
éven tue l lement z )

f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
227 {

m_I te ra to rD i rec t ion = n ;
229

// I t é r a t e u r pour p a r c o u r i r l ' image l i g n e par l i g n e
231 Outpu tL inear I te ra to r C I te ra to r ( output , output � >GetBuf feredRegion ( ) ) ;

C I te ra to r . S e t D i r ec t i o n ( m_I te ra to rD i rec t ion ) ;
233

// Pour chaque l i g n e dans l a d i r e c t i o n m_I te ra to rD i rec t ion :
235 whi le ( ! C I t e ra to r . IsAtEnd ( ) )

{
237 / * Copie de l a l i g n e de c o e f f i c i e n t s dans l a v a r i a b l e m_Scratch

de l ' i n t e r p o l a t i o n 1D ; au début c o e f f i c i e n t s = input image * /
239 t h i s � >CopyCoef f i c ien tsToScra tch ( C I te ra to r ) ;
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// Ca lcu l des c o e f f i c i e n t s pour i n t e r p o l a t i o n 1D de l a l i g n e
courante

241 t h i s � >DataToCoef f ic ients1D ( ) ;
C I te ra to r . GoToBeginOfLine ( ) ;

243 // Remplacer l e s c o e f f i c i e n t s u t i l i s é s par ceux t rouvés
th i s � >CopyScra tchToCoef f i c ien ts ( C I te ra to r ) ; // m_Scratch =

m_Image ;
245 // L ' i t é r a t e u r avance d ' une l i g n e

CI te ra to r . NextLine ( ) ;
247 p r o g r e s s . CompletedPixel ( ) ;

}
249 }

}
251

// A l l o c a t i o n de mémoire e t enclanchement du c a l c u l des c o e f f i c i e n t s
253 template< typename TInputImage , typename TOutputImage >

void BSpl ineDecompos i t ion ImageFi l te r < TInputImage , TOutputImage >
255 : : GenerateData ( )

{
257 Input ImageConstPointer inputPt r = th i s � >GetInput ( ) ;

m_DataLength = inputPtr � >GetBuf feredRegion ( ) . GetSize ( ) ;
259 typename TOutputImage : : SizeValueType maxLength = 0 ;

f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
261 {

i f ( m_DataLength [ n ] > maxLength )
263 {

maxLength = m_DataLength [ n ] ;
265 }

}
267 m_Scratch . r e s i z e ( maxLength ) ;

OutputImagePointer outputPtr = th i s � >GetOutput ( ) ;
269 outputPtr � >SetBuf fe redRegion ( outputPtr � >GetRequestedRegion ( ) ) ;

outputPtr � >A l l oca te ( ) ;
271

t h i s � >DataToCoeff ic ientsND ( ) ;
273

m_Scratch . c l e a r ( ) ;
275 }

}
277 #e n d i f

itkBSplineInterpolateImageFunction.hxx

1 / *=========================================================================
*

3 * Copyr ight I n s i g h t Sof tware Consortium
*

5 * L icensed under the Apache License , Vers ion 2 .0 ( the " L i cense ") ;
* you may not use t h i s f i l e except in compl iance with the L icense .

7 * You may obta in a copy o f the L icense at
*

9 * ht tp : / /www. apache . org / l i c e n s e s /LICENSE � 2.0 . t x t
*

11 * Unless requ i r ed by a p p l i c a b l e law or agreed to in wr i t i ng , so f twa re
* d i s t r i b u t e d under the L icense i s d i s t r i b u t e d on an "AS IS " BASIS ,

13 * WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND, e i t h e r exp ress or imp l ied .
* See the L icense f o r the s p e c i f i c language govern ing pe rm iss ions and

15 * l i m i t a t i o n s under the L icense .
*

17 *========================================================================= * /
/ *=========================================================================

19 *
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* Por t i ons o f t h i s f i l e are s u b j e c t to the VTK Too lk i t Vers ion 3 copy r igh t .
21 *

* Copyr ight ( c ) Ken Martin , Wi l l Schroeder , B i l l Lorensen
23 *

* For complete copyr igh t , l i c e n s e and d i s c l a i m e r o f warranty in fo rmat ion
25 * p l e a s e r e f e r to the NOTICE f i l e at the top o f the ITK source t r e e .

*
27 *========================================================================= * /

29 #i f n d e f i tkBSpl ine In terpo la te ImageFunct ion_hxx
#d e f i n e i tkBSpl ine In terpo la te ImageFunct ion_hxx

31 #i n c l u d e " i t kBSp l i ne In te rpo la te ImageFunc t i on . h"
#i n c l u d e " i t k ImageL inear I te ra to rWi th Index . h"

33 #i n c l u d e " i tk ImageRegionConst I tera torWi th Index . h"
#i n c l u d e " i t k ImageReg ion I te ra to r . h"

35 #i n c l u d e " i t kVec to r . h"
#i n c l u d e " i t kMat r i x . h"

37

namespace i t k
39 {

// Const ruc teur
41 template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f i c ien tType >

BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >
43 : : BSp l ine In te rpo la te ImageFunc t ion ( )

{
45 // Pour l a p a r a l l é l i s a t i o n

m_NumberOfThreads = 1 ;
47 m_ThreadedEvaluateIndex = ITK_NULLPTR;

m_ThreadedWeights = ITK_NULLPTR;
49 m_ThreadedWeightsDerivative = ITK_NULLPTR;

51 // Créat ion de f i l t r e s pour l e c a l c u l des c o e f f i c i e n t s d ' i n t e r p o l a t i o n
m_Coe f f i c i en tF i l t e r = C o e f f i c i e n t F i l t e r : : New( ) ;

53 m_Coef f ic ien ts = Coef f i c ien t ImageType : : New( ) ;

55 // Paramètres sur l e s B � s p l i n e s
m_SplineOrder = 0 ;

57 unsigned i n t Sp l ineOrder = 3 ;
th i s � >SetSp l ineOrder ( Sp l ineOrder ) ;

59 t h i s � >m_UseImageDirection = t rue ;
}

61

// F ixer l ' image à i n t e r p o l e r e t c a l c u l des c o e f f i c i e n t s d ' i n t e r p o l a t i o n
63 template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f i c ien tType >

void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >
65 : : SetInputImage ( cons t TImageType * inputData )

{
67 i f ( inputData )

{
69 m_Coe f f i c i en tF i l t e r � >Set Input ( inputData ) ;

m_Coe f f i c i en tF i l t e r � >Update ( ) ;
71 m_Coef f ic ien ts = m_Coe f f i c i en tF i l t e r � >GetOutput ( ) ;

Supe rc l ass : : SetInputImage ( inputData ) ;
73 m_DataLength = inputData � >GetBuf feredRegion ( ) . GetSize ( ) ;

}
75 e l s e

{
77 m_Coef f ic ien ts = ITK_NULLPTR;

}
79 }

81 // F ixer l ' o rd re des s p l i n e s e t c a l c u l de v a r i a b l e s de t r a v a i l
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template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >
83 void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >

: : Se tSp l ineOrder ( uns igned i n t Sp l ineOrder )
85 {

i f ( Sp l ineOrder == m_SplineOrder )
87 {

re tu rn ;
89 }

m_SplineOrder = Spl ineOrder ;
91 m_Coe f f i c i en tF i l t e r � >SetSp l ineOrder ( Sp l ineOrder ) ;

m_MaxNumberInterpolationPoints = 1 ;
93 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

{
95 m_MaxNumberInterpolationPoints *= ( m_SplineOrder + 1 ) ;

}
97 t h i s � >GeneratePointsToIndex ( ) ;

}
99

// Eva luat ion des B � s p l i n e s u t i l e s à l ' é va lua t i on de l ' i n t e r p o l a n t en un po in t
101 template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >

void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >
103 : : Se t In te rpo la t i onWe igh ts ( cons t ContinuousIndexType & x , cons t vnl_matrix<long>

& EvaluateIndex , vnl_matrix< double > & weights , uns igned i n t sp l i neOrde r )
cons t

105 {
double w, w2 , w4 , t , t0 , t1 ;

107 swi tch ( sp l i neOrde r )
{

109 case 3 :
{

111 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

113 // w=x � k où k e s t l e p lus p e t i t index servan t à l ' i n t e r p o l a t i o n
w = x [ n ] � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 1 ] ;

115 weights [ n ] [ 3 ] = ( 1 .0 / 6 .0 ) * w * w * w;
weights [ n ] [ 0 ] = ( 1 .0 / 6 .0 ) + 0 .5 * w * (w � 1 . 0 )

117 � we ights [ n ] [ 3 ] ;
we ights [ n ] [ 2 ] = w + weights [ n ] [ 0 ] � 2 .0 * weights [ n ] [ 3 ] ;

119 weights [ n ] [ 1 ] = 1 .0 � we ights [ n ] [ 0 ] � we ights [ n ] [ 2 ]
� we ights [ n ] [ 3 ] ;

121 }
break ;

123 }
case 0 :

125 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

127 {
we ights [ n ] [ 0 ] = 1 ;

129 }
break ;

131 }
case 1 :

133 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

135 {
w = x [ n ] � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 0 ] ;

137 weights [ n ] [ 1 ] = w;
weights [ n ] [ 0 ] = 1 .0 � w;

139 }
break ;

141 }
case 2 :
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143 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

145 {
w = x [ n ] � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 1 ] ;

147 weights [ n ] [ 1 ] = 0 .75 � w * w;
weights [ n ] [ 2 ] = 0 .5 * ( w � weights [ n ] [ 1 ] + 1 .0 ) ;

149 weights [ n ] [ 0 ] = 1 .0 � we ights [ n ] [ 1 ] � we ights [ n ] [ 2 ] ;
}

151 break ;
}

153 case 4 :
{

155 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

157 w = x [ n ] � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 2 ] ;
w2 = w * w;

159 t = ( 1 .0 / 6 .0 ) * w2 ;
weights [ n ] [ 0 ] = 0 .5 � w;

161 weights [ n ] [ 0 ] *= weights [ n ] [ 0 ] ;
we ights [ n ] [ 0 ] *= ( 1 .0 / 24 .0 ) * we ights [ n ] [ 0 ] ;

163 t0 = w * ( t � 11 .0 / 24 .0 ) ;
t1 = 19 .0 / 96 .0 + w2 * ( 0 .25 � t ) ;

165 weights [ n ] [ 1 ] = t1 + t0 ;
we ights [ n ] [ 3 ] = t1 � t0 ;

167 weights [ n ] [ 4 ] = weights [ n ] [ 0 ] + t0 + 0 .5 * w;
weights [ n ] [ 2 ] = 1 .0 � we ights [ n ] [ 0 ] � we ights [ n ] [ 1 ]

169 � we ights [ n ] [ 3 ] � we ights [ n ] [ 4 ] ;
}

171 break ;
}

173 case 5 :
{

175 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

177 w = x [ n ] � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 2 ] ;
w2 = w * w;

179 weights [ n ] [ 5 ] = ( 1 .0 / 120 .0 ) * w * w2 * w2 ;
w2 � = w;

181 w4 = w2 * w2 ;
w � = 0 . 5 ;

183 t = w2 * ( w2 � 3 .0 ) ;
we ights [ n ] [ 0 ] = ( 1 .0 / 24 .0 ) * ( 1 .0 / 5 .0 + w2 + w4 )

185 � we ights [ n ] [ 5 ] ;
t0 = ( 1 .0 / 24 .0 ) * ( w2 * ( w2 � 5 .0 ) + 46 .0 / 5 .0 ) ;

187 t1 = ( � 1.0 / 12 .0 ) * w * ( t + 4 .0 ) ;
we ights [ n ] [ 2 ] = t0 + t1 ;

189 weights [ n ] [ 3 ] = t0 � t1 ;
t0 = ( 1 .0 / 16 .0 ) * ( 9 .0 / 5 .0 � t ) ;

191 t1 = ( 1 .0 / 24 .0 ) * w * ( w4 � w2 � 5 .0 ) ;
we ights [ n ] [ 1 ] = t0 + t1 ;

193 weights [ n ] [ 4 ] = t0 � t1 ;
}

195 break ;
}

197 d e f a u l t :
{

199 Except ionObject e r r (__FILE__, __LINE__) ;
e r r . Se tLoca t ion (ITK_LOCATION) ;

201 e r r . Se tDesc r i p t i on ( " Sp l ineOrder must be between 0 and 5 . \
Requested s p l i n e order has not been implemented yet . " ) ;

203 throw e r r ;
break ;
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205 }
}

207 }

209 / * Eva luat ion des B� s p l i n e s pour l ' é va lua t i on en un po in t de l a d é r i v é e
exac te de l ' i n t e r p o l a n t * /

211 template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >
void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >

213 : : Se tDer iva t i veWeigh ts ( cons t ContinuousIndexType & x , cons t vnl_matrix<long>
& EvaluateIndex , vnl_matrix<double> & weights , uns igned i n t sp l i neOrde r ) cons t

215 {
double w, w1 , w2 , w3 , w4 , w5 , t , t0 , t1 , t2 ;

217 i n t d e r i v a t i v e S p l i n e O r d e r = ( i n t ) sp l i neOrde r � 1 ;
sw i tch ( d e r i v a t i v e S p l i n e O r d e r )

219 {
case � 1:

221 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

223 {
we ights [ n ] [ 0 ] = 0 . 0 ;

225 }
break ;

227 }
case 0 :

229 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

231 {
we ights [ n ] [ 0 ] = � 1.0;

233 weights [ n ] [ 1 ] = 1 . 0 ;
}

235 break ;
}

237 case 1 :
{

239 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

241 w = x [ n ] + 0 .5 � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 1 ] ;
w1 = 1 .0 � w;

243 weights [ n ] [ 0 ] = 0 .0 � w1 ;
weights [ n ] [ 1 ] = w1 � w;

245 weights [ n ] [ 2 ] = w;
}

247 break ;
}

249 case 2 :
{

251 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

253 w = x [ n ] + . 5 � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 2 ] ;
w2 = 0 .75 � w * w;

255 w3 = 0 .5 * ( w � w2 + 1 .0 ) ;
w1 = 1 .0 � w2 � w3 ;

257 weights [ n ] [ 0 ] = 0 .0 � w1 ;
weights [ n ] [ 1 ] = w1 � w2 ;

259 weights [ n ] [ 2 ] = w2 � w3 ;
weights [ n ] [ 3 ] = w3 ;

261 }
break ;

263 }
case 3 :

265 {
f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
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267 {
w = x [ n ] + 0 .5 � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 2 ] ;

269 w4 = ( 1 .0 / 6 .0 ) * w * w * w;
w1 = ( 1 .0 / 6 .0 ) + 0 .5 * w * ( w � 1 .0 ) � w4 ;

271 w3 = w + w1 � 2 .0 * w4 ;
w2 = 1 .0 � w1 � w3 � w4 ;

273 weights [ n ] [ 0 ] = 0 .0 � w1 ;
weights [ n ] [ 1 ] = w1 � w2 ;

275 weights [ n ] [ 2 ] = w2 � w3 ;
weights [ n ] [ 3 ] = w3 � w4 ;

277 weights [ n ] [ 4 ] = w4 ;
}

279 break ;
}

281 case 4 :
{

283 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
{

285 w = x [ n ] + . 5 � ( double ) EvaluateIndex [ n ] [ 3 ] ;
t2 = w * w;

287 t = ( 1 .0 / 6 .0 ) * t2 ;
w1 = 0 .5 � w;

289 w1 *= w1 ;
w1 *= ( 1 .0 / 24 .0 ) * w1 ;

291 t0 = w * ( t � 11 .0 / 24 .0 ) ;
t1 = 19 .0 / 96 .0 + t2 * ( 0 .25 � t ) ;

293 w2 = t1 + t0 ;
w4 = t1 � t0 ;

295 w5 = w1 + t0 + 0 .5 * w;
w3 = 1 .0 � w1 � w2 � w4 � w5 ;

297 weights [ n ] [ 0 ] = 0 .0 � w1 ;
weights [ n ] [ 1 ] = w1 � w2 ;

299 weights [ n ] [ 2 ] = w2 � w3 ;
weights [ n ] [ 3 ] = w3 � w4 ;

301 weights [ n ] [ 4 ] = w4 � w5 ;
weights [ n ] [ 5 ] = w5 ;

303 }
break ;

305 }
d e f a u l t :

307 {
Except ionObject e r r (__FILE__, __LINE__) ;

309 e r r . Se tLoca t ion (ITK_LOCATION) ;
e r r . Se tDesc r i p t i on ( " Sp l ineOrder ( f o r d e r i v a t i v e s ) must be between \

311 1 and 5 . Requested s p l i n e order has not been implemented yet . " )
;

throw e r r ;
313 break ;

}
315 }

}
317

/ * Générat ion de l a v a r i a b l e de t r a v a i l m_PointsToIndex e t c a l c u l s
319 l i é s à l a p a r a l l é l i s a t i o n * /

template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >
321 void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >

: : GeneratePointsToIndex ( )
323 {

d e l e t e [ ] m_ThreadedEvaluateIndex ;
325 m_ThreadedEvaluateIndex = new vnl_matrix< long >[m_NumberOfThreads ] ;

d e l e t e [ ] m_ThreadedWeights ;
327 m_ThreadedWeights = new vnl_matrix< double >[m_NumberOfThreads ] ;



134 ANNEXES

d e l e t e [ ] m_ThreadedWeightsDerivative ;
329 m_ThreadedWeightsDerivative = new vnl_matrix< double >[m_NumberOfThreads ] ;

f o r ( uns igned i n t i = 0 ; i < m_NumberOfThreads ; i++ )
331 {

m_ThreadedEvaluateIndex [ i ] . s e t _ s i z e ( ImageDimension , m_SplineOrder + 1) ;
333 m_ThreadedWeights [ i ] . s e t _ s i z e ( ImageDimension , m_SplineOrder + 1) ;

m_ThreadedWeightsDerivative [ i ] . s e t _ s i z e ( ImageDimension ,
335 m_SplineOrder + 1) ;

}
337

m_PointsToIndex . r e s i z e ( m_MaxNumberInterpolationPoints ) ;
339 f o r ( uns igned i n t p = 0 ; p < m_MaxNumberInterpolationPoints ; p++ )

{
341 i n t pp = p ;

uns igned long indexFactor [ ImageDimension ] ;
343 i ndexFactor [ 0 ] = 1 ;

f o r ( i n t j = 1 ; j < s ta t i c_cas t < i n t >( ImageDimension ) ; j++ )
345 {

indexFactor [ j ] = indexFactor [ j � 1 ] * ( m_SplineOrder + 1 ) ;
347 }

f o r ( i n t j = ( s ta t i c_cas t <in t >(ImageDimension ) � 1) ; j >= 0 ; j �� )
349 {

m_PointsToIndex [ p ] [ j ] = pp / indexFactor [ j ] ;
351 pp = pp % indexFactor [ j ] ;

}
353 }

}
355

// Ca lcu l de l a rég ion de suppor t des B � s p l i n e s
357 template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >

void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >
359 : : DetermineRegionOfSupport ( vnl_matrix< long > & eva luate Index ,

cons t ContinuousIndexType & x , uns igned i n t sp l i neOrde r ) cons t
361 {

// Décalage de 1/2 pour l e s o rd res de s p l i n e s p a i r s
363 cons t f l o a t h a l f O f f s e t = sp l i neOrde r & 1 ? 0 .0 : 0 . 5 ;

f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++)
365 {

// Index l e p lus bas servan t à l ' i n t e r p o l a t i o n
367 long indx = ( long ) s td : : f l o o r ( ( f l o a t ) x [ n ] + h a l f O f f s e t ) � sp l i neOrde r /2 ;

// Ca lcu l des index su i van t s
369 f o r ( uns igned i n t k = 0 ; k <= sp l i neOrde r ; k++)

{
371 eva lua te Index [ n ] [ k ] = indx++;

}
373 }

}
375

/ * Ca lcu l des c o n d i t i o n s m i r o i r s l o r s q u e l e s indexs c a l c u l é s par
377 DetermineRegionOfSupport sont hors de l ' image * /

template< typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ien tType >
379 void BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion < TImageType , TCoordRep , TCoef f i c ien tType >

: : ApplyMirrorBoundaryCondit ions ( vnl_matrix< long > & eva luate Index ,
381 unsigned i n t sp l i neOrde r ) cons t

{
383 // Index du premier p i x e l

cons t IndexType s ta r t I nd ex = th i s � >GetStar t Index ( ) ;
385 // Index du d e r n i e r p i x e l

cons t IndexType endIndex = th i s � >GetEndIndex ( ) ;
387 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

{
389 // S i l ' image e s t de longueur 1 s e l o n une des d i r e c t i o n s
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i f ( m_DataLength [ n ] == 1 )
391 {

f o r ( uns igned i n t k = 0 ; k <= sp l i neOrde r ; k++ )
393 {

// Seu l l e p i x e l 0 e s t u t i l i s é pour c e t t e d i r e c t i o n
395 eva lua te Index [ n ] [ k ] = 0 ;

}
397 }

e l s e
399 {

f o r ( uns igned i n t k = 0 ; k <= sp l i neOrde r ; k++ )
401 {

// S i l ' index e s t p lus p e t i t que l e premier index
403 i f ( eva lua te Index [ n ] [ k ] < s ta r t I nd ex [ n ] )

{
405 // Cond i t ions m i ro i r

eva lua te Index [ n ] [ k ] = s ta r t I n de x [ n ] +
407 ( s t a r t I nde x [ n ] � eva lua te Index [ n ] [ k ] ) ;

}
409 // S i l ' index e s t p lus grand que l e d e r n i e r index

i f ( eva lua te Index [ n ] [ k ] >= endIndex [ n ] )
411 {

// Cond i t ions m i ro i r
413 eva lua te Index [ n ] [ k ] = endIndex [ n ] �

( eva lua te Index [ n ] [ k ] � endIndex [ n ] ) ;
415 }

}
417 }

}
419 }

421 // Eva luat ion de l ' i n t e r p o l a n t en un po in t
template<typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ientType>

423 typename BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion <TImageType , TCoordRep ,
TCoef f ic ientType >: : OutputType BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion <TImageType ,

425 TCoordRep , TCoef f ic ientType >: : Eva luateAtCont inuousIndexIn terna l ( cons t
ContinuousIndexType & x , vnl_matrix< long > & eva luate Index ,

427 vnl_matrix< double > & weights ) cons t
{

429 // Ca lcu l de l a rég ion de suppor t
t h i s � >DetermineRegionOfSupport ( ( eva lua te Index ) , x , m_SplineOrder ) ;

431

// Eva luat ion des B � s p l i n e s
433 Se t In te rpo la t i onWe igh ts ( x , ( eva lua te Index ) , ( we ights ) , m_SplineOrder ) ;

435 // Ca lcu l des c o n d i t i o n s m i ro i r s i eva lua te Index s o r t des l i m i t e s de l '
image

th i s � >ApplyMirrorBoundaryCondit ions ( ( eva lua te Index ) , m_SplineOrder ) ;
437

// Ca lcu l de l ' i n t e r p o l a n t en x
439 double i n t e r p o l a t e d = 0 . 0 ;

IndexType c o e f f i c i e n t I n d e x ;
441 // On parcour t chaque po in t du cube d ' i n t e r p o l a t i o n n � d imens ionne l

f o r ( uns igned i n t p = 0 ; p < m_MaxNumberInterpolationPoints ; p++ )
443 {

double w = 1 . 0 ;
445 f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )

{
447 unsigned i n t indx = m_PointsToIndex [ p ] [ n ] ;

w *= ( weights ) [ n ] [ indx ] ;
449 c o e f f i c i e n t I n d e x [ n ] = ( eva lua te Index ) [ n ] [ indx ] ;

}
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451 // Combinaison l i n é a i r e des c o e f f i c i e n t s e t des B� s p l i n e s éva luées
i n t e r p o l a t e d += w * m_Coef f ic ients � >GetPixe l ( c o e f f i c i e n t I n d e x ) ;

453 }
re tu rn ( i n t e r p o l a t e d ) ;

455 }

457 // Eva luat ion de l a d é r i v é e exac te de l ' i n t e r p o l a n t en un po in t x
template<typename TImageType , typename TCoordRep , typename TCoef f ic ientType>

459 typename BSpl ine In te rpo la te ImageFunct ion <TImageType , TCoordRep ,
TCoef f ic ientType >: : CovariantVectorType BSp l ine In te rpo la te ImageFunc t ion

461 < TImageType , TCoordRep , TCoef f ic ien tType >
: : Eva lua teDer iva t i veAtCont inuous Index In te rna l ( cons t ContinuousIndexType & x ,

463 vnl_matrix<long> & eva luate Index , vnl_matrix<double> & weights ,
vnl_matrix< double > & we igh t sDer i va t i ve ) cons t

465 {
// Ca lcu l de l a rég ion de suppor t

467 t h i s � >DetermineRegionOfSupport ( ( eva lua te Index ) , x , m_SplineOrder ) ;

469 // Eva luat ion des B � s p l i n e s n é c e s s a i r e s au c a l c u l de l ' i n t e r p o l a n t
Se t In te rpo la t i onWe igh ts (x , ( eva lua te Index ) , ( we ights ) , m_SplineOrder ) ;

471

/ * Eva luat ion des B� s p l i n e s n é c e s s a i r e s au c a l c u l de l a d é r i v é e de
473 l ' i n t e r p o l a n t * /

Se tDer iva t i veWeigh ts (x , ( eva lua te Index ) , ( we igh t sDer i va t i ve ) ,
475 m_SplineOrder ) ;

477 / * Ca lcu l des c o n d i t i o n s m i ro i r au cas où eva lua te Index s o r t des
index de l ' image * /

479 t h i s � >ApplyMirrorBoundaryCondit ions ( ( eva lua te Index ) , m_SplineOrder ) ;

481 // Image en en t rée e t son spac ing
cons t InputImageType * inputImage = th i s � >GetInputImage ( ) ;

483 cons t typename InputImageType : : SpacingType & spac ing =
inputImage � >GetSpacing ( ) ;

485

// Ca lcu l de l a d é r i v é e
487 CovariantVectorType de r i va t i veVa lue ;

double tempValue ;
489 IndexType c o e f f i c i e n t I n d e x ;

f o r ( uns igned i n t n = 0 ; n < ImageDimension ; n++ )
491 {

de r i va t i veVa lue [ n ] = 0 . 0 ;
493 f o r ( uns igned i n t p = 0 ; p < m_MaxNumberInterpolationPoints ; p++ )

{
495 tempValue = 1 . 0 ;

// Se lon chaque d i r e c t i o n :
497 f o r ( uns igned i n t n1 = 0 ; n1 < ImageDimension ; n1++ )

{
499 unsigned i n t indx ;

indx = m_PointsToIndex [ p ] [ n1 ] ;
501 c o e f f i c i e n t I n d e x [ n1 ] = ( eva lua te Index ) [ n1 ] [ indx ] ;

/ * U t i l i s e r s o i t l e s B� s p l i n e s pour l ' i n t e r p o l a n t s i on n '
503 e s t pas dans l a même d i r e c t i o n que l a bouc le sur n , s o i t l e s

B� s p l i n e s pour l a d é r i v é e s i on e s t dans l a même d i r e c t i o n* /
505 i f ( n1 == n )

{
507 tempValue *= ( we igh t sDer i va t i ve ) [ n1 ] [ indx ] ;

}
509 e l s e

{
511 tempValue *= ( weights ) [ n1 ] [ indx ] ;

}
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513 }
/ * Combinaison l i n é a i r e avec l e s c o e f f i c i e n t s d ' i n t e r p o l a t i o n

515 et l e s B� s p l i n e s éva luées * /
de r i va t i veVa lue [ n ] += m_Coef f ic ients � >GetPixe l ( c o e f f i c i e n t I n d e x )

517 * tempValue ;
}

519 // Tenir compte de l ' espace physique
de r i va t i veVa lue [ n ] /= spac ing [ n ] ;

521 }

523 // Tenir compte de l ' espace physique
i f ( t h i s � >m_UseImageDirection )

525 {
CovariantVectorType o r i e n t e d D e r i v a t i v e ;

527 inputImage � >TransformLocalVectorToPhysica lVector ( de r i va t i veVa lue ,
o r i e n t e d D e r i v a t i v e ) ;

529 re tu rn o r i e n t e d D e r i v a t i v e ;
}

531

re tu rn ( de r i va t i veVa lue ) ;
533 }

}
535 #e n d i f

Fonctions importantes supplØmentaires, extraites de itkBSplineInterpolateImageFunction.h :

1 // Fonct ion appe lée par ComputeUpdate de i t kLeve lSe tMo t ionReg is t ra t i onFunc t i on
// Fonct ion chargée d ' i n t e r p o l e r en un po in t de l ' espace physique

3 v i r t u a l OutputType Evaluate ( cons t PointType & po in t ) cons t ITK_OVERRIDE
{

5 ContinuousIndexType index ;

7 // De l ' espace physique ve rs un index cont inu
th i s � >GetInputImage ( ) � >TransformPhysicalPointToCont inuousIndex ( point , index ) ;

9

re tu rn ( th i s � >EvaluateAtCont inuousIndex ( index ) ) ;
11 }

13 // Fonct ion chargée d ' i n t e r p o l e r en un index cont inu
v i r t u a l OutputType EvaluateAtCont inuousIndex ( cons t ContinuousIndexType & index )

15 cons t ITK_OVERRIDE
{

17 vnl_matrix< long > eva lua te Index ( ImageDimension , ( m_SplineOrder + 1 ) ) ;
vnl_matrix< double > weights ( ImageDimension , ( m_SplineOrder + 1 ) ) ;

19

re tu rn th i s � >Eva luateAtCont inuousIndexIn terna l ( index , eva luate Index , we ights ) ;
21 }

23 / * Fonct ion chargée d ' éva lue r l a d é r i v é e exac te de l ' i n t e r p o l a n t en un po in t
de l ' espace physique

25 Fonct ion appe lée par ComputeUpdate de i t kLeve lSe tMo t ionReg is t ra t i onFunc t i on * /
CovariantVectorType Eva lua teDer i va t i ve ( cons t PointType & po in t ) cons t

27 {
ContinuousIndexType index ;

29

t h i s � >GetInputImage ( ) � >TransformPhysicalPointToCont inuousIndex ( point , index ) ;
31 re tu rn ( th i s � >EvaluateDer ivat iveAtCont inuousIndex ( index ) ) ;

}
33
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// Fonct ion chargée d ' éva lue r l a d é r i v é e exac te de l ' i n t e r p o l a n t en un index
cont inu

35 CovariantVectorType EvaluateDer ivat iveAtCont inuousIndex ( cons t
ContinuousIndexType & x ) cons t

37 {
vnl_matrix< long > eva lua te Index ( ImageDimension , ( m_SplineOrder + 1 ) ) ;

39 vnl_matrix< double > weights ( ImageDimension , ( m_SplineOrder + 1 ) ) ;
vnl_matrix< double > we igh t sDer i va t i ve ( ImageDimension , ( m_SplineOrder + 1 ) )
;

41

re tu rn th i s � >Eva lua teDer iva t i veAtCont inuous Index In te rna l ( x , eva luate Index ,
43 weights , we igh t sDer i va t i ve ) ;

}


