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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié I’ effet Gertsenshtein direct, qui traite de la conversion d’ondes
électromagnétiques en ondes gravitationnelles en présence d’un champ magnétique externe, ainsi
que l’effet inverse. Pour ce faire, nous avons tout d’abord étudié le systeme Einstein-Maxwell.
Apres avoir linéarisé les équations du champ, nous avons considéré les perturbations de la métrique
induites par une onde électromagnétique seule, pour ensuite traiter de 1’effet Gertsenshtein en étu-
diant les polarisations transverse-électrique, transverse-magnétique et transverse-électromagnétique
de I’onde ainsi que les champs magnétiques externes longitudinaux et transverses. Le résultat prin-
cipal est que seule une onde polarisée transverse-électromagnétique avec un champ magnétique
externe transverse va nous fournir une solution non-triviale pour les composantes transverses de
la métrique. En d’autres mots, seulement une onde transverse-électromagnétique avec un champ
magnétique externe transverse va générer des ondes gravitationnelles transverses, de polarisation
semblable a celles venant de sources astrophysiques. Apres ces résultats, pour étudier I’effet in-
verse, nous avons également transformé les équations du champ électromagnétique en équation
d’onde pour le quadripotentiel électromagnétique qui contient les corrections du premier ordre
du champ électromagnétique. Nous avons résolu les équations pour un probleme unidimensionnel
en utilisant le calcul symbolique. Ce probleme traite d’'un champ magnétique externe statique et
d’une onde électromagnétique stationnaires. Nous arrivons a générer des ondes gravitationnelles
stationnaires, dont I’amplitude varie linéairement par rapport au temps. Les amplitudes des correc-
tions électromagnétiques varient quant a elle quadratiquement par rapport au temps. Nous avons
également étudié les limites de ce modele 1D, qui nous a amené des perspectives pour un travail
de recherche futur.



Abstract

In this master thesis, we studied the direct Gertsenshtein effect, which is related to the conversion
of electromagnetic waves into gravitational waves with an external megnectic field, and the inver-
ted effect. To perform this, we first studied the Einstein-Maxwell system. Then, after linearizing
the field equations, we first considered the metric perturbation induced by an electromagnetic wave
alone and after that, we studied the case of a transverse and a longitudinal external magnetic field
and the case of a transverse-magnetic, transverse-electric and transverse-electromagnetic wave.
The main result is that only the transverse-electromagnetic wave and the transverse external ma-
gnetic field gives a non-trivial solution for the transverse components of the metric perturbation. In
other words, only a transverse-electromagnetic wave and a transverse external magnetic field will
generate tranverse gravitational waves. After these results, we consider the inverted Gertsenshtein
effect. We transformed the electromagnetic field equations in wave equations for the electroma-
gnetic 4-potential that contains corrections of the electromagnetic field. After developing these
equations, we used symbolic computations to solve a one-dimensional problem of generation of
standing gravitational wave with a constant magnetic field and a stationary electromagnetic wave.
We found that the amplitude of the gravitational waves grows linearly with time, and the amplitude
of the corrections tothe electromagnetci field grows quadratically with time. We find out also some
limitations of our 1D model, and also perspectives for further research.

il
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Introduction

Dans ce mémoire, nous allons traiter de maniere générale aux liens entre la gravitation et 1’élec-
tromagnétisme. En effet, le principe d’équivalence, postule que I’énergie courbe 1’espace-temps,
et cette courbure, dans la théorie de la relativité générale, est synonyme de gravitation. La gé-
nération de champs gravitationnels artificiels, créés par ’homme n’appartient donc pas qu’a la
science-fiction. Il faut noter qu’a I’heure actuelle, la gravitation est la seule des quatre interac-
tions physiques fondamentales dont nous ne pouvons controler a souhait. En effet, il n’existe pas
« d’interrupteur » pour la gravitation. Bien que générer de la gravitation artificiellement est théo-
riquement possible, cela reste un défi théorique et technologique a I’heure actuelle.

Parallelement a ce fait, la récente détection et mesure en 2015 des ondes gravitationnelles par
le détecteur LIGO a enfin pu donner une preuve directe de 1’existence de telles ondes, a 1’ori-
gine prédites par Einstein au début du XX®™® sigcle. Cette prouesse expérimentale a ouvert de
nouvelles perspectives quant a I’exploitation de ces ondes. En effet, une maitrise totale de la gé-
nération et détection de ce type d’onde pourrait tout bonnement révolutionner nos perspectives en
matiere de transmission d’informations. En effet, les ondes gravitationnelles ne sont pas perturbées
par des facteurs tels que la nature d’un matériau, le champ magnétique terrestre, etc. Les ondes
gravitationnelles offrent une formidable alternative a 1’utilisation d’ondes électromagnétiques. Ce-
pendant, nous sommes encore tres tres loin de pouvoir maitriser les ondes gravitationnelles comme
nous maitrisons les ondes électromagnétiques actuellement.

Ce mémoire va traiter d’un effet décrit pour la premiere fois dans les années soixante, un effet qui
porte le nom de celui qui I’a découvert, il s’agit de I’effet Gertsenshtein, effet qui permet de trai-
ter de la génération et la détection d’onde gravitationnelles a 1’aide d’énergie électromagnétique.
Il existe un effet direct et un effet inverse. L’effet Gertsenshtein inverse peut s’expliquer comme
suit. Une onde gravitationnelle passant dans un champ magnétique externe produit une variation
locale du volume et donc du flux magnétique, se manifestant par une onde électromagnétique de
méme fréquence que I’onde gravitationnelle progénitrice. L’effet direct traite alors de la génération
d’ondes gravitationnelles grace a des ondes électromagnétiques et un champ magnétique externe.

Pour traiter ce sujet, ils nous faut tout d’abord des notions théoriques solides. Premi¢rement, nous
allons construire mathématiquement, de maniere la plus rigoureuse possible , le systeme Einstein-
Maxwell, qui repose sur la description de la gravitation et de I’électromagnétisme dans le cadre
de la théorie de la relativité générale. Apres avoir linéarisé les équations du champ et introduire la
notion d’onde gravitationnelles, nous parlerons des motivations qui nous poussent a approfondir
I’étude de I’effet Gertsenshtein.
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Pour terminer, nous allons fournir une étude compléte d’un point de vue polarisation de 1’effet
Gertsenshtein dans un modele unidimensionnel de propagation d’ondes planes et considérer la
génération d’ondes gravitationnelles stationnaires. Nous essayerons a la fin d’imaginer quelques

perspectives a ce travail.

Bonne lecture.



Chapitre 1

Construction du systéeme
Einstein-Maxwell

Dans ce chapitre, nous allons décrire les équations qui traitent du couplage entre la gravitation et
I’électromagnétisme dans le cadre de la théorie de la relativité générale. Cet ensemble d’équations
porte le nom de systeéme Einstein-Maxwell, nom qui nous rappelle les noms d’Albert Einstein,
qui a élaboré la théorie de la relativité générale et de James Clerk Maxwell, grand pionnier de la
théorie de 1’électromagnétisme. Pour parvenir a ces équations, nous allons tout d’abord passer en
revue quelques notions de géométrie différentielle. Nous introduirons par apres la notion de fibré
vectoriel, afin de définir un cadre géométrique a I’espace-temps. Une fois ce cadre introduit, nous
pourrons dériver les équations du systeme Einstein-Maxwell grice a un principe variationnel.

1.1 Introduction a la théorie de la relativité

Nous allons introduire ce chapitre par un bref rappel des motivations historiques au développe-
ment de la relativité restreinte et de sa géométrie. Pour cette section, nous nous sommes largement
inspirés de [1].

La relativité restreinte repose sur un postulat, la vitesse de la lumiere dans le vide est constante
pour tout observateur, cette valeur est tabulée [2],

¢ =299792458 m/s.

Maintenant, il reste a trouver une géométrie compatible avec les postulats d’Einstein. Tout d’abord,
Einstein considéra un espace a quatre dimensions, 1’espace-temps, un point P de cet espace est re-
péré grice a une coordonnée temporelle x° = ct, ainsi que les coordonnées d’espace (x] ,xz,x3).
Le fait de ce passage a des coordonnées dans un espace abstrait enleve le sens physique des co-
ordonnées, ce seront les observables, quantités invariantes sous changements de coordonnées qui

compteront.

Revenons 2 la géométrie, 1utilisation de la géométrie euclidienne dans R* ne convient pas, car
si I’on transforme les coordonnées, I’élément de « longueur », appelé intervalle d’espace-temps,

2 2 2
As? = % (AD)? + (Axl) + (sz) + (Ax3) est incompatible avec la constance de c. Par contre si
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nous passons en géométrie pseudo-euclidienne, alors I’intervalle d’espace-temps
2 2 2 1\2 2\2 3)\2
As® = =c? (AD? + (Ax") + (Ax?) "+ (AX7) (1.1)
est quant a lui compatible avec ¢ constant.

L’espace-temps considéré est appelé R>!. Remarquons que nous pouvons écrire (1.1) comme

-1 0 0 0\/cAt
1 0 OffAx!
2 _ 1 2 3
As —(cAt Ax'  Ax Ax) 0o 1 ollazl
0 0 0 1/\AxX?

et la matrice n = diag(—1,1,1,1) peut étre considérée comme une métrique ', elle est appelée
métrique de Minkowski. Cette métrique est fort utile en relativité. Remarquons toute fois que
Einstein ne traite pas du probleme de la gravitation en relativité restreinte, il s’y intéressera lors
de la formulation de la théorie de la relativité générale, que nous décrirons apres avoir introduit
quelques notions de géométrie différentielle.

1.2 Notions de géométrie différentielle

La théorie de la relativité est une formidable preuve du lien trés fort qu’entretiennent les sciences
mathématiques et physiques. En effet, le relativité est une géométrisation de la physique, en uti-
lisant pour support la géométrie différentielle. Dans cette section, nous allons d’abord rappeler
rapidement plusieurs définitions de géométrie différentielle vues en baccalauréat pour ensuite pas-
ser a la notion d’espace fibré et toutes les notions nécessaires a la construction de 1’espace-temps.
Pour ces définitions, nous nous sommes inspirés de [3].

1.2.1 Rappels de la géométrie différentielle de base

Dans une variété différentiable V de dimension n, ou nous considérons la carte locale de coordon-

2

nées (xl,x ,...,x"™), on peut définir une application qui a un point de la variété P, identifie un

scalaire réel. Une telle application f : V — R est appelée champ scalaire.

Nous définissons également le vecteur tangent a un point P de la variété V comme un opérateur
différentiel linéaire du premier ordre

X[.1=X"1pdy,

oud, = % et X*|p 2 sont les composantes du vecteur définies localement en P.

L’ensemble des {9, }ZZI forment ce que 1’on appelle la base naturelle. Cette base engendre un
espace que 1’on qualifie d’espace tangent local au point P, noté Tp(V), et qui est défini par

Tp(V) = span({0,,0,,...,0,})

1. Remarquons que cette métrique est en fait une pseudo-métrique, a cause de sa valeur propre négative
2. Nous omettrons la notation |p ensuite par souci de visibilité
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Notons que Tp (V) est espace vectoriel tel que dim7p(V) = dimV = n. Comme notre espace
tangent est un espace vectoriel, nous pouvons regarder son espace dual. Cet espace que nous
appellerons espace cotangent, not€ 7, (V), qui contient des éléments appelées vecteurs cotangent,
défini par

w = wydx",

ou {dx* }Zzl est la base naturelle de 1’espace cotangent.
Nous pouvons définir un produit scalaire entre les deux bases naturelles
(Ou,dx") = 0y dx”,
qui par propriété de la dualité, nous amene a conclure que
v _ vV
Opdx” =6 s

ou ¢}, est le symbole de Kronecker.
Le produit scalaire entre un vecteur tangent X et un vecteur cotangent w est alors défini par

(X,w) = X"w,0,dx" = X”wvéz =X w,

A la lumiere de ces définitions, nous pouvons voir le vecteur tangent comme une application
linéaire X : T, (V) — R, et le covecteur tangent comme une application lin€aire w : Tp(V) — R.
ces applications sont définies par le produit scalaire.

Nous pouvons alors généraliser et considérer une application multilinéaire 7', appelée tenseur de
type (p,q) , qui envoie p vecteurs cotangents et g vecteurs tangents sur 1’ensemble réel, et définie
par

T:Th(V)P xTp(V)? — RIT = M7

vi...

vg Oy ® - ® 0y, ®dx" @ -+~ ®dx",
ou ® est le produit tensoriel défini par

A®B =C(w,... ,cup,g’],. .. ,g’pf,U],. .. ,Uq,Wl,. .. ,qu)
= Alwy,...,wp,Ur,...,U)B(1,. ... {p s Wi, W),
ou A est un tenseur de type(p,q), B un tenseur de type (p’,q’), C est par conséquent un tenseur de

type(p + p’,q + ¢q’), qui s’applique a p vecteurs cotangents w, p’ vecteurs cotangents £, g vecteurs
tangents U et ¢’ vecteurs tangents W.

Les composantes d’un tenseur de type (p, g) se transforment lors d’un changement de coordonnées
x vers x’ via la loi

T(neW)/-ll--'/Jp _ ax’”l ax’ﬂp axﬁl axﬁp T(old)al...afp (1 2)
Vi--Vqg — Oxa Ox%p ax’vl ax'vp B1---Bg '

Toute application multilinéaire qui suit cette loi de transformation est un tenseur.

Les vecteurs tangents peuvent étre alors vus comme des tenseurs de type (1,0) et les vecteurs co-
tangents comme des tenseurs de type (0,1).



CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

Un tenseur particulier est la métrique, tenseur de type (0,2), que 1’on note en général g, un tenseur
symétrique, qui permet de définir le produit scalaire entre deux vecteurs tangents X et Y, qui est
donné par I’expression

(X,Y) = g XHY".

Un produit scalaire est défini de la méme maniere entre deux vecteurs cotangents via I’inverse de
la métrique g, ot g, 8" = ¢},. La métrique permet de passer des coordonnées d’un vecteur
tangent aux coordonnées de sa version vecteur cotangent, c¢’est ce que I’on appelle I’isomorphisme
musical. La version vecteur cotangent du vecteur tangent X a pour coordonnées X, = g,, X", et
la version vecteur tangent du vecteur cotangent w a pour coordonnées w* = g"”w, . Cet isomor-
phisme peut étre généralisé pour « monter » ou « descendre » les indices d’un tenseur.

Nous pouvons, a I’aide du produit vectoriel, introduire un nouveau produit appelé produit exté-
rieur, produit entre k vecteurs de la base naturelle de I’espace cotangent noté par A et défini par

Xt A dxt A AdxE = sgn(p)dxtr D @ dxtrO @ -+ @ dxtr ),
PESK
ou Sy représente I’ensemble des permutations entre les k indices, et ou p est une permutation. Le
produit extérieur est en fait un produit tensoriel totalement antisymétrique.

Ce produit extérieur nous amene a définir ce qu’est une forme différentielle d’ordre &, appelée
également k-forme, qui est un tenseur completement antisymétrique de type (0,k). Une k-forme
w est définie par

1
k!
Par cette définition, nous pouvons voir qu’un champ scalaire est une O-forme et un vecteur cotan-

w Wpy .. i XY N dXF2 N A dxHE (1.3)

gent est une 1-forme, L’espace des k-formes existant au point P de la variété V est noté par A’; V).

Nous pouvons également définir sur I’espace des k-formes une application d : A’; V) - A’;,” V),
appelée dérivée extérieure. Pour une k-forme w décrite par (1.3), la dérivée extérieure, dw, qui est
une (k+1)-forme, a pour expression
! v M1 M2 Mk

dw = F(?Vwmmm#kdx Adx*Y NdxH2 A A dxHE, (1.4)
Par les propriétés de commutativité entre les dérivées partielles, et d’antisymétrie du produit exté-
rieur, nous pouvons démontrer facilement que deux applications successives de la dérivée extérieur
rend la forme différentielle identiquement nulle, notée

d>=0. (1.5)

Définissons également 1’opérateur de dualité d’Hodge, application linéaire x : A¥ — A"k qui
transforme une k-forme w en une (n — k)-forme xw définie par

1
I .VndekH Adx 2 A A de”, (16)

*w = k! (I’l _ k)!wlllln---,“ke Vi+1Vk+2--

N

OU €y pts.pn

, estle tenseur de Levi-Civita, tenseur totalement antisymétrique, défini par
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<] 1 2 ... n
€urpa...u, = VIEISEN ,
M2t W .. n
ou g est le déterminant de la métrique.
Pour le tenseur de Levi-Civita, nous avons la propriété
ViV2...Vn _ Vi SV2 Vn
€purptr.pin € =sn! 6,65 ...0,", 1.7

ou s vaut 1 si la métrique est riemannienne et -1 si la métrique est lorentzienne. L’ opérateur *x est
bien un opérateur dual car si on I’applique deux fois de suite a une k-forme, on obtient
xxw = (- R, (1.8)
Nous retombons bien sur la méme k-forme de départ, a un signe pres.
Définissons a présent un opérateur adjoint a la dérivée extérieure, que 1’on appelle co-diférentielle,
opérateur d' : A%(V) — AKTI(V), et qui est défini par
d" = (=) (—5) % d x . (1.9)

Dans ce cas, nous avons également la propriété

(@) =0 (1.10)

Nous terminerons ces notions de géométrie différentielle de base par parler de I'intégration de
formes différentielles, et plus précisément le théoreme de Stokes.

Théoréme 1.1 (Théoreme de Stokes). Soit ¢ une sous-variété a bord (de bord dc) d’une variété
(pseudo-)riemannienne, et une k-forme w € A'I‘,(V), alors

fdw:f o. (1.11)
c oc

Ce théoreme est tres utile pour intégrer les formes différentielles et son prolongement en analyse
vectorielle est tres utile en physique.

Un corollaire de ce théoréme de Stokes est le théoréme de Gauss-Ostrogradsky, qui s’applique
pour un vecteur tangent ¢ et a pour énoncé

fV#t//”Qc=f nu Yt Qae, (1.12)
c dc

ou V est la dérivée covariante, que nous définirons plus tard, n, est un vecteur cotangent per-
pendiculaire au bord dc et Q. est la forme de volume de la variété ¢ de dimension m, définie
par

Q. = JIgldx" Adx* A+ Adx™. (1.13)



CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

1.2.2 Le fibré vectoriel

Nous allons a présent développer la théorie des fibrés vectoriels. Apres avoir décrit quelques no-
tions, nous allons nous intéresser au cas particulier du fibré tangent, dans lequel nous allons pou-
voir définir toutes les propriétés nécessaires a la construction de notre espace-temps, de notre
géométrie pour obtenir les équations du systeme Einstein-Maxwell par principe variationnel. Pour
construire et structurer cette partie, nous nous sommes inspirés des définitions de [4].

Prenons une variété différentiable B, de dimension n, que I’on appelle I’espace de base. A chaque
point x de la variété, se trouve un espace vectoriel Fy, de dimension r, c’est ce que 1’on appelle la
fibre au-dessus de x. L’espace fibré vectoriel ou fibré vectoriel est une variété différentiable F de
la forme

F={(x,v)|x € B,y € Fy},

qui est localement triviale, c’est a dire telle qu’il existe un voisinage U C B en tout point de la
variété B ou Fy = {(x,v)|x € U,v € F,} est diftéomorphe au produit direct U X R".

Notons que I’application 7 : F — B|n(x,v) = x est appelée la projection du fibré sur I’espace de
base. Le fibré vectoriel peut &tre noté par la variété F ou bien avec la notation F' Z, B. Un fibré
vectoriel est par définition de dimension n + r.

Nous pouvons également définir la section globale du fibré, qui est une application s : B — F,
(C* ou continue), qui associe a chaque point x de la variété B, un vecteur de la fibre, ce qui veut
dire que Vx € B,s(x) € F,.

Dans la suite de ce mémoire, nous allons considérer que les sections globales sont C™ et nous
pouvons identifier 1’espace des sections globales du fibré par ’espace C*™(B, F'), I’ensemble des
applications C* qui ont pour domaine de départ B et domaine d’arrivée F.

Un cas particulier de fibré vectoriel est le fibré tangent, ou la fibre F). est ’espace tangent en x,
c’est-a-dire Ty (B). Dans ce cas précis, une section ne serait rien d’autre qu’un champ de vecteurs
tangents, une application qui a chaque x de la variété B, associe un vecteur tangent. Nous revien-
drons au cas du fibré tangent un peu plus tard. Nous pouvons voir une illustration schématique du
fibré vectoriel et de la section globale a la figure (1.1).

Nous pouvons également définir sur chaque fibre F,, une métrique &, telle que pour chaque v; et
vy appartenant a F, hy(v,2) € R. Cette métrique induit une norme associée pour un vecteur v
de Fy, |[v|[®> = hy(v,v). Si cette métrique est hermitienne pour tout x € B, alors F Z, Bestun
fibré vectoriel hermitien.

Une autre chose que nous pouvons définir sur un fibré vectoriel, est une connexion, qui est un

opérateur différentiel D : C°(F) — C®(A! x F) d’ordre 1 tel que pour un champ scalaire f sur
B et une section s de F,

D(fs) = (df)s + fDs.
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Section s 7
F : Espace fibré

B : Espace de base

Ficure 1.1 — Représentation schématique d’un fibré vectoriel et d’une section globale

De plus, s’il existe une métrique 4 sur F, la connexion doit étre compatible avec la métrique, c’est-
a-dire préserver le produit scalaire entre n’importe quelle section s; et sy appartenant a F via la
formule

d(h(s1,52)) = h(Dsy,s2) + h(s1,Ds2)

Regardons de plus pres la connexion, en chaque point de x, (A}C X Fx) est un espace vectoriel 3
puisqu’il est le produit de deux espaces vectoriels. Pour une section du fibré s, I’objet Ds possede
une composante qui va se contracter avec un vecteur tangent quelconque U. Dans ce cas, nous
avons Dy s € Fy, ce qui veut dire que la connexion d’une section le long d’un vecteur tangent est
une section. Dy s est également appelé dérivée covariante le long de U.

Une autre propriété que peut avoir un fibré vectoriel est le fait d’étre trivial, ce qui arrive si et seule-
ment s’il existe r sections globales {s,...,s,}, telles que en tout point x de B, {s1(x),...,s,(x)}
forment une base de F), et de maniere continue par rapport a X.

Cette notion est trés importante pour définir ce que I’on appelle un choix de jauge, appelé aussi
trivialisation du fibré, qui est donc un ensemble de r sections de référence o = {o,...,0,} qui
rendent le fibré trivial. Dans ce cas, une section quelconque s(x) peut s’écrire en termes de la
base #

$() = ) YH (R0,
u=1

La dérivée covariante d’une section peut également s’écrire en termes de la base puisque ¢’est une
section. Nous avons alors pour les sections de références

-
Pl
oy = Z AL,
=1

ou A/’i est la matrice de connexion, que I’on appelle également potentiel de jauge, car la valeur de
cette matrice dépend du choix de o.

3. notons que /\)lc peut également s’écrire Ty (B)
4. La somme est notée explicitement car nous additionnons des objets et non des coordonnées, idem pour les deux
autres sommes suivantes
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Dans un systéme de coordonnées, nous avons que
n
A _ A \
A= AL dx,
v=1
ou les Afw sont les coeflicients de connexion.

1.2.3 Connexion de Levi-Civita et courbure sur le fibré tangent

Intéressons nous a présent a un cas particulier, celui du fibré tangent. A chaque point x de la variété
B, la fibre associée est I’espace tangent T (B), et le fibré tangent est alors noté 7'(B), qui est un
fibré réel de dimension n et de rang n. Nous faisons en plus une autre hypothese, celle que notre
variété B est une variété munie d’une métrique g qui est riemannienne ou lorentzienne. L’ avantage
du fibré tangent, c’est que la métrique sur le fibre T, (B) est exactement la méme que celle de B,
et la métrique est identique a toutes les fibres Ty (B) quel que soit x.

Pour ce qui est de la connexion, sa particularité réside dans le fait que si on considere la dérivée
covariante Dy W, U et W appartiennent tous deux au méme espace, T (B). Nous allons pouvoir
définir sous ces hypotheses une connexion dite de Riemann ou Levi-Civita sur notre fibré tangent,
qui est un opérateur différentiel V : C*(T(B)) — C*(A1XT(B)), qui pour tout X, Y, Z appartenant
a C™(T(B)), préserve la métrique selon la relation

Xg(Y,Z2) =g(VxY,Z) + g(Y,Vx Z).
Cette connexion vérifie également la condition de torsion nulle
VxY - VyX = [X,Y] V¥X,Y € C*(T(B)),

ou [X,Y] = XY — YX est le commutateur entre les deux champs vectoriels.

Pour cette connexion de Levi-Civita, nous avons le théoréme suivant.

Théoreme 1.2 (Existence et unicité de la connexion de Levi-Civita sur le fibré tangent). Sur le
fibré tangent T(B), Le connexion de Levi-Civita existe et est unique. De plus, la connexion est
déterminée par la formule, VX,Y,Z € C*(T(B))

28(VxY,Z) = Xg(Y,2) +Yg(X,Z) = Zg(X.Y) +g([X.Y], Z) = g([X,Z].Y) - g([¥. Z]. X) (1.14)

La preuve de ce théoreme peut étre facilement trouvée dans la littérature, notamment dans [4].

Nous pouvons 2 présent passer aux coordonnées (x!, x2,...,x™), et choisir une base de 7, (B), qui
sera en fait notre trivialisation du fibré, nous prenons donc o = {9, }ZZI, notre base naturelle de
I’espace tangent. Nous allons essayer d’avoir une expression pour les coefficients de connexion
I“/lw, définis par

Vo,0u = Vo0, =T",,0,.
Ces coefficients de connexion portent également le nom de symboles de Christoffel dans le cadre
de la connexion de Levi-Civita. Essayons a présent d’exprimer le terme 2g(D,,0,,0),

10
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28(Dydy,0¢) = 2g(I,,,00.0,) = 2T, 8(82.80) = 2T, 8- (1.15)

Mais nous pouvons voir également que le terme précédent peut s’exprimer aussi comme 1’expres-
sion (1.14). En tenant compte que les commutateurs des vecteurs de la base naturelle sont nuls,
nous obtenons

28(Du5v, aK) = aug(av,ak) + 3v8(5u,5:<) - 5Kg(5,u,(3v) = 6,ugw< + avgyk - akgﬂv' (116)
En identifiant les équations (1.15) et (1.16) nous obtenons la relation

1
a _
Sl =5 (0u8vi + 0y 8uux = Ou8pry ) - (1.17)
Dans cette définition des symboles de Christoffel en coordonnées, nous pouvons voir que ces
symboles sont symétriques sur les deux indices covariants. Cette symétrie provient en fait de la

torsion nulle car
Dyudy = Dy =T7,,0, =T, 0, = (T*,,, =T, ) 01 = [0,.8,] = 0.

Maintenant ces coefficients de connexion bien définis, nous pouvons définir un autre opérateur
dans le cadre d’un fibré tangent 7'(B), munit de la connexion de Levi-Civita, ¢’est I’opérateur de
courbure de Riemann R(.,.). : C*(T(B)) — C*(T(B)) et qui a pour expression

R(X,Y)Z =[Vx,VylZ -V|x vZ,

ou X,Y et Z sont des éléments de C*(T(B)). Essayons de voir la nature de cet opérateur R.
R(X,Y) s’applique a un vecteur tangent pour donner un autre vecteur tangent, R(X,Y) appar-
tient &8 Hom(T'(B)), ’ensemble des homomorphismes (transformations linéaires) de 7'(B). Mais
R(X,Y) s’applique également a deux vecteurs tangents, il a donc un caractere de 2-forme égale-
ment, Nous concluons donc que R appartient a I’ensemble C® (A2 X H om(T(B))). En coordon-
nées, cela donne que la matrice de la transformation linéaire R*,, peut étre décomposée en 2-forme
via la formule
RE, = RH | dx' A dx¥,

ott R 1. €stun tenseur de type (1,3) appel€ tenseur de Riemann.

Pour avoir I’expression des composantes du tenseur, nous utilisons une démarche analogue a celle
des symboles de Christoffel en calculant

R(0:0,)0a = [V5,,Y5,] 04 = Vg, 0,101
0

Calculons a présent V,V, 0,

VuVy0r =V (T%0,0¢) = Vpu (T%4,,) 04T 1, Vi = 0uT% 3, B+ T ) T 0y = (0T%, + 7, 1%, ) O

Sachant cela, nous pouvons calculer

11



CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

R(0p:0,)00 = [V, Vo | 04 = VY0 01=9, 9,00 = (0,1, + T, 1%, = 0, 1%, =T, T%,,) e,

(1.18)
Et par définition de I’opérateur R, nous obtenons
R(8u,0,)04 = R*),,, Oc (1.19)
En égalisant (1.18) et (1.19) nous obtenons
R"AW =0,I'",, - 61,1“’(/111 + I“"MI“"W - I“"MF’(W, (1.20)

nous avons alors 1’expression du tenseur de Riemann en fonction des symboles de Christoffel.

De plus, I’expression (1.19) nous donne une interprétation géométrique a la courbure. En effet, si
les dérivées covariantes selon d,, et 9, commutent, cela nous amenera a un tenseur de Riemann
identiquement nul. Un tenseur de Riemann non nul signifie alors que se déplacer de maniere in-
finitésimale dans une direction et puis I’autre ou I’inverse ne revient pas a la méme chose, ce qui
n’arrive que dans des déplacements sur une surface non-plane.

Le tenseur de Riemann posseéde des symétries,

Reapy = —Reavy,
R.f/l,uVa = _R/lé‘/.nu
Rgluv- = Rﬂvgﬂ.

La premiere symétrie vient de la définition du tenseur de Riemann, les deux autres sont obtenues
grace a la connexion de Levi-Civita. Nous pouvons également définir le tenseur de Ricci, R,
défini par

R,, = R" (1.21)

uv?

ce tenseur est symétrique. Nous définissons également la courbure scalaire, notée R, qui a pour
expression

Y _ pM

R=g""R,, =R",.

Notons que R est un invariant de la variété.

Le tenseur de Riemann vérifie également les identités de Bianchi dont la premiere est donnée par

et la deuxiéme

VeRT L+ VR 4 VR =0, (1.22)

u

Nous avons a présent toutes les définitions et outils nécessaires pour le développement des équa-
tions du systeme Einstein-Maxwell par un principe variationnel.

12
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1.3 Le systeme Einstein-Maxwell par principe variationnel

Nous décrirons ici les équations du systeme que nous allons traiter dans ce mémoire, le systeme
Einstein-Maxwell, systeme qui traite du couplage de la gravitation et de I’électromagnétisme dans
le cadre de la théorie de la relativité générale. Nous allons d’abord définir 1’espace-temps utilisé
dans le cadre de la relativité, puis définir un lagrangien pour en dériver 1I’équation d’Einstein dans
le vide et en présence d’énergie électromagnétique, puis les équations de Maxwell covariantes.
Nous essayerons de retrouver les équations de la physique classique avant de synthétiser le sys-
teme.

1.3.1 D’espace-temps relativiste et définition du lagrangien

L’espace temps relativiste, est une variété différentiable lorentzienne (M, g) a 4 dimensions, géné-
ralisation de I’espace-temps plat de Minkowski pseudo-euclidien. La valeur propre négative de la
métrique correspond donc a la partie temporelle de la variété. Dans cet espace-temps, mis a part
la métrique g, on considere le fibré tangent de cet espace, avec la connexion de Levi-Civita, les
tenseurs de Riemann, de Ricci et la courbure scalaire. Nous considérons un champ de 1-forme
A € C*(AY), qui est en fait le quadripotentiel électromagnétique, équivalent des potentiels vec-
teurs et magnétiques de 1’électrodynamique classique. Nous avons aussi un champ vectoriel tan-
gent U € C®(T(M)) qui représente la quadrivitesse, qui est un vecteur normalisé et de type
temps, c’est-a-dire, U, U* = —1. Ce vecteur contient les variations des coordonnées par rapport a
un parametre 7, appelé temps propre, qui correspond physiquement au temps qui s’écoule dans le
référentiel de référence. La variation du temps propre vaut en toute généralité

dr? = —ds?

bl

c2
ou ds? = guvdxtdxY est1’élément de longueur de la métrique, équivalent a I’intervalle d’espace-
temps en relativité restreinte.

Maintenant la structure de 1’espace-temps définie, nous pouvons décrire une densité lagrangienne,
£, qui multipliée par la forme de volume +/—gd*x, ol g est le déterminant de la métrique, et
intégrée sur la variété M, donne une action. Une fois cela fait, nous pouvons utiliser un principe
variationnel pour en déduire les équations du champ. La densité lagrangienne, est la somme de
deux contributions, comme nous pouvons le voir dans [5], ou I’une est d’origine gravitationnelle
et I’autre électromagnétique qui sont données par 1’expression

L=Lg u+LEum.

Nous allons & présent décrire bricvement ces différentes contributions, en donnant des arguments
heuristiques pour chacune d’entre elles .

Le terme Lg_g est le la densité lagrangienne d’Einstein-Hilbert. II est défini par

c* 1

Le-g= R=—R,
s

ol Kk = 82+4G, et G la constante de gravitation de Newton. Cette densité lagrangienne est celle dont

découle I’équation d’Einstein en relativité. Pourquoi un terme de cette forme ? Rappelons que

13
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Einstein souhaitait la covariance des équations. Pour cela une équation de caracteére tensoriel est
un bon candidat car sous cette forme, les lois de transformations tensorielles nous préservent la
covariance des équations sous changement de coordonnées. La courbure scalaire fera apparaitre,
en termes de variations, les tenseurs de Ricci et Riemann et pourront en théorie nous fournir une
équation tensorielle. De plus, il y a un principe treés important en relativité qui s’appelle le principe
d’équivalence. L’idée de ce principe est qu’il est impossible de distinguer localement un champ
de pesanteur et un référentiel accéléré par quelque expérience physique non-gravitationnelle que
ce soit. Ce principe induit que lorsque nous n’avons pas de champ gravitationnel a proximité, les
lois de la physique doivent étre celle de la relativité restreinte. Ce qui veut dire que la métrique
guv se réduit en 7, Dans I’espace-temps que nous avons construit, nous pouvons alors émettre
I’hypothese que la gravitation est une théorie métrique, et c’est ce que Einstein a fait. La relati-
vité générale est en fait basée sur un principe d’équivalence dit principe d’équivalence fort, qui
n’accepte que la seule métrique comme descripteur de la gravitation. C’est pourquoi nous avons
la densité lagrangienne d’Einstein-Hilbert, qui doit étre scalaire puisque 1’action est scalaire. Dans
[6], est donnée une justification du choix de R comme scalaire. En effet, la métrique peut étre ré-
duite a une forme canonique, en n’importe quel point de la variété avec les dérivées premieres de la
métrique identiquement nulle. Le scalaire doit alors contenir des termes de dérivées secondes, ce
qui est le cas de R, puisque le tenseur de Riemann contient des dérivées secondes de la métrique.
Par souci de simplicité et pour ne pas ajouter de nouveaux degrés de liberté, le seul scalaire indé-
pendant provenant de la métrique, ayant des dérivées de la métrique d’ordre 2 et pas au-dessus, est
la courbure scalaire R. Le facteur 217 est un parametre pour le respect des unités physiques.

Le terme Lgps est la densité lagrangienne électromagnétique. Ce terme vaut

1 :
-LEM = %Fﬂ‘,Fﬂy + A”j'u,

ol o est la perméabilité du vide magnétique, j# est le quadrivecteur de courant et F, est le
tenseur de Faraday, appelé également tenseur électromagnétique. Ce tenseur a pour expression

Fuy = (dA) 4y »

mais pourquoi utiliser ce tenseur ? En électromagnétisme classique, les 6 composantes du champ
électromagnétique dérivent de 4 potentiels, les 3 composantes du potentiel vecteur et le potentiel
scalaire. Le quadripotentiel A, représente alors ce potentiel. Essayons d’obtenir 6 composantes
avec ce quadripotentiel, A,, étant une 1-forme, si nous prenons la dérivée extérieure, nous obtenons
une 2-forme, tenseur de type (0,2) antisymétrique, qui en 4 dimensions comportent 6 composantes
indépendantes. Nous avons donc trouvé I’équivalent tensoriel du champ électromagnétique. A
I’instar de la densité lagrangienne d’Einstein-Hilbert, nous prenons le scalaire le plus simple com-
portant le champ électromagnétique F,,, F*, le facteur ﬁ est 1a pour des raison d’unités.

Cependant notre densité lagrangienne contient un autre terme, celui qui évoque les sources électro-
magnétiques. En effet, les équations de Maxwell de I’électrodynamique classique font intervenir,
deux sources, densité de charge et densité de courant, qui comprennent 4 composantes en tout, que
nous regroupons dans un vecteur tangent appelé quadricourant, qui est défini par j# = pU#, ou p
est la densité de charge. Nous devons essayer de contracter ce terme de source avec une 1-forme
en décrivant une interaction avec le champ electromagnétique. Il se trouve que la contraction avec
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le quadripotentiel A, répond a ces criteres et en plus les unités de cette contraction correspond a
une densité€ lagrangienne. Nous venons d’expliquer I’origine du terme A, j*.

Nous avons donc défini notre géométrie, avec la métrique, la connexion, les indicateurs de cour-
bure, et les différents champs tensoriels. Dans une variété lorentzienne, nous avons également
une équation de la dynamique, c’est I’équation des géodésiques, qui représentent les chemins les
plus directs sur une variété. Les géodésiques représentent également les lieux ou les vecteurs sont
transportés parallelement. Elles donnent également une notion de parallélisme sur une variété.
Cette équation en I’absence de forces extérieures est

d%xH dx¥ dxf
—— 4T =0, 1.23
do? P do do (1.23)

ou o est un parametre. Il nous reste alors a trouver les équations du champ.

1.3.2 L’équation d’Einstein

Nous allons obtenir I’équation de la relativité en appliquant un principe variationnel avec I’action
d’Einstein-Hilbert, Sg_g, qui a pour expression

C4

Rv—-gd*
16ntM gab

ou g désigne le déterminant de la métrique, M 1’espace-temps. Les équations d’Einstein s’ob-

SE-H =

tiennent en imposant la stationnarité de Sg_g, ¢’est-a-dire
0Sg_g =0.

sous variation des champs,

8uv 8uv +08uv,
gt = g+ sgh,

ol 6g,, = 6g"” = 0 sur le bord de la variété, M. Développons 6 Sk,

1
6Sgp_pg = 7 fM ) (g"”’R#V \/—g) d*x.

Développons a présent la variation

1
0Sg-H = P j;w (6g”VRW V—g+g""oR,, V=g + 8" R,,0 ( \/—g)) d*x.
Nous avons donc une structure telle que décrite dans [7],

O0SE_g =651 +65, + 553

1
681 = Zf 5gﬂvR,uv V_gd4X,
1
65 = 5o | 8"oR. =g d*x, et
68y = —f g"" R, 5 )d4x.
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Nous allons nous intéresser maintenant a exprimer 65, en fonction de 6g#”. En utilisant les équa-
tions (1.20) et (1.21), nous obtenons

Ruy =R, = 0.1, = 8,14, +T7,, I, —T7 T4, (1.29)

Considérons également une variation des connexions, [ ay = l"’llw + 61"/1#,,, nous avons alors

que

a mA A
ore,, =17, -17,.

En utilisant la loi de transformation des I'* , ,, donné par

v

ooy o 0y
aB  gya gyP gxt MY 9yagyB ox1’

nous obtenons que 6T°* v S transforme comme un tenseur et est donc un tenseur puisqu’il respecte
la loi de transformation (1.2). Nous pouvons alors nous placer dans un jeu de coordonnées ot tous
les coefficients de connexion sont nuls, de sorte que >

ORyy = 02077, —8,6T" .

Comme les coefficients de connexion sont nuls, la dérivée usuelle est égale a la dérivée covariante,
ce qui nous donne

8" 6Ryy = g (VaoT4,, = V6T, ) =V, (—g"" 6T, | + g1, ) = V, ¥

ou'” = gh6I”,,, — g6 . Revenons a 65,

1
58, = — f V, WY =g d*x,
2K M

en utilisant le théoreme d’Ostrogradsky (1.12), nous avons que

1
68 = — f n, W ¢ dx,
2K oM

ou { est une métrique induite sur M, n,, est un vecteur normal a M. Comme 61“7(1 5= 0 sur OM,
I’intégrale est nulle et par conséquent, 65> = 0.

Intéressons nous maintenant a .53, il nous est facile de développer ¢ ( \/—g),

1

0 ( \/—_g) = —ﬁ58,

il nous reste a développer dg.

Nous savons que le déterminant de la métrique s’écrit comme

8= Z 8apAap
B

5. Notez que ¢ et d commutent
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pour un « fixé, ot A,p représente le cofacteur de 1I’élément g, . Nous pouvons également expri-
mer la métrique inverse,
1 T A
B — _ [Ba
g =~ (Aap) =22
g (4as) g
Dérivons g par rapport a gq3,

dg
(?gaﬁ B Z Aaﬂ‘

B
Nous pouvons a présent considérer une variation de g,
— g - — poB
0g = _6ga,3 = ZAQ,B(Sga,B = 88 6ga/,8
agaﬁ B

toujours pour un « fixé. Nous allons a présent convertir le 6g, g en 58P,
662 =0 (gangny) = gnyégan + gaﬂ]égny =0
Nous obtenons donc
g'775g(n7 = —gm75g'7y,

et en multipliant par gg, des deux cotés, nous avons

680/3‘ = _gﬁygon]é‘gny,
Ce qui nous donne

1 1 1 1
5 (V=¢) = —ﬁggﬁ“égaﬁ = —5 V88" 8an8py 08" = =5 \=8085,08" =~ V=821, 08"

Nous allons donc injecter 1’expression
1
5 (V=8) = —5 V=88apg"”

dans 453 ce qui nous donne

1 1 1

1
683 = b __g#VR,uv V_ggaﬂ‘sgaﬁ d*x = — __Rgaﬁ‘sgaﬁ V—& d*x.
K Jm 2 2k M 2

En résumé nous avons,

1 4
081 = P ]1;1 R, 68" \-gd x,
08, = 0,
1 1
683 = — —=Rguy08"" \—-g d*x.

2k M 2

Ce qui nous donne

1 1
85SE_ =681 + 68, + 683 = —f R,, — =Rgu | 0" Vg d*x
2K M H 2

qui doit étre nul pour 6g#” arbitraire. Ce qui revient a dire que

1
G#V = R#V - ERguy =0

17



CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

c’est ce que I'on appelle L’équation d’Einstein dans le vide. Le tenseur G, est appelé tenseur
d’Einstein.

Que se passe-t-il quand il y a de la matiere ? L’action totale S;,,; n’est plus celle d’Einstein-Hilbert,
elle a pour expression

Stol = SE—H - SmaZa

nous devons alors trouver I’équation qui respecte
651‘ ot = O’

ce qui implique que
OSE-H = 0Smar- (1.25)

Nous allons chercher a exprimer 6S,,,;. Tout d’abord, nous savons que

Smat :f Lnar V—8 d4x3
M

ou L4 est ce que I’on appelle la densité lagrangienne de la matiere. Cette densité lagrangienne
est fonction des coordonnées et de leurs dérivées. Exprimons a présent la variation de cette action,

0Smar = f 0 (-Emat \/__g) d4x.
M

Notons que la variation se fait par rapport aux composantes de la métrique, nous pouvons alors
décomposer 1’équation précédente en

6Smat _ f 0 (Lmat \/__g) s v N 0 (Lmat \/__g)
M

4

g d’x.
0 g/lV 0 ( ap g /.n/)

En utilisant I’intégration par parties sur le deuxieme terme de la somme, le théoreme d’Ostrograd-

dp (0g"")

sky (1.12) et le fait que 6g*” = 0 sur M, nous obtenons

b5 f 9 (Limar V=3) o, (a(l:mm V=3)

v j4
gt 9 (9pgm”) ) e

Il nous suffit alors de poser

T = 2 o] (-Lmat V_g) P 0 ('Emat V_g)
= e T e
pour que I’équation (1.25) devienne
8nG
G,uv = o T,uv, (1.26)

qui est la bien connue équation d’Einstein. Ecrivons cette équation en composantes mixtes

1 8nG
G, =R, - ERéﬂV = TTMV’
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

en contractant les indices en posant v = u, nous avons que
R=-7T, (1.27)

ouT =T,". L’équation (1.27) nous permet de réécrire I’équation d’Einstein,

876 1

R/JV = c—4 (T,uv - ETg’uv) . (128)

Pour le tenseur d’Einstein, nous pouvons remarquer qu’en utilisant la contraction de I’identité de
Bianchi (1.22) sur les indices u et en utilisant la symétrie du tenseur de Riemann, nous pouvons
obtenir que

v,G* =0.

En vertu de I’équation (1.26), nous pouvons alors conclure la conservation locale du tenseur
énergie-impulsion, noté
v, T =0. (1.29)

Cette propriété est alors en fait un corollaire d’un théoréme bien connu en physique, appelé
théoréme de Noether, théoreme a 1’origine des lois de conservation. La conservation du tenseur
énergie-impulsion est en fait une version relativiste de la conservation de I’énergie et de la quantité
de mouvement.

A présent, reprenons I’équation des géodésiques (1.23), en prenant o = 7, le temps propre d’une
particule massive,
d?x# u  dx” dxP
+I%,,————=0,
dr? dr dr

. . . N . . . i N .
Dans la limite classique, c’est a dire des faibles vitesses, nous savons que ddit < c,oui €{1,2,3}.
Nous allons considérer également le temps de maniere classique, comme universel, ce qui veut
dire que 7 = ¢. En sachant cela, nous pouvons dire que I’équation des géodésiques se résument a

d?x!

P2
ﬁ +T 00€ = 0,
ot nous gardons a I’esprit que x° = cz. En suivant la loi de Newton, nous pouvons dire que
2 i . o .
dd—t’; = —%6 Y, ou V est le potentiel gravitationnel newtonien, nous pouvons donc conclure que
P =~ 2V
07 27 gy
En reprenant 1’expression des symboles de Christoffel (1.17), en considérant g;; = 1,g9; = O et
goo # 0, nous obtenons
2V

=-1-—.
800 2

Cette expression est valide car si V=0, nous retombons sur la métrique de Minkowski.

Considérons a présent I’équation (1.28) pour la composante 00, nous avons

8nG 1
Royo= —— |Too — =T .
00 o ( 00~ 5 goo)
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

Le tenseur énergie impulsion pour la maticre classique au repos est 7, = diag(pc?,0,0,0), et
donc, T = pc?, I’équation se simplifie donc en

En utilisant les équations (1.20) et (1.21), nous obtenons Ryy = 6iFiOO ce qui donne

1 .. 0%V 1
Rop = =67 ——— = —V?V,
0= 2% oxioxi 2 v

6

En égalant les deux équations, nous obtenons
V2V = 4nGp,

I’équation de Poisson gravitationnelle newtonienne. Dans la limite classique, I’équation d’Einstein
contient la théorie de Newton, cela respecte un principe physique que 1’on appelle le principe de
correspondance.

1.3.3 L’équation d’Einstein avec source électromagnétique

Prenons maintenant 1’action en 1’absence de sources,
1
SEM = f Tg“ng(eraFﬂv V=g d'x
M FTHo
et exprimons sa variation par rapport a la métrique,
1
6SEM = 7 fM [5 (8"°8"7) FpoFuy V-8 + 8" 8" Fpo Fuy 6 ( v—g)] d*x.

Par une démarche analogue a I’action d’Einstein-Hilbert, nous avons que
1 1
6Sem = — | (28”7 FupFro — 58 Fpo FP7 | 68" =g d*x.
4po Jm 2

De la méme maniere que 1’équation d’Einstein en présence de matiere, nous avons que 0Sg_g =
0SEMm, et donc en posant

1 1
WM = ” (FM,FV” - ZgWFp(TFp‘T) , (1.30)
nous obtenons I’équation
&G
Gy = c—4T,§€M), (1.31)

qui est I’équation d’Einstein en présence de champ électromagnétique.

La partie comprenant la source n’intervient par car si nous développons

f Ayt \/—gd4x = A, ut f p\/—gd4x =A,utQ,
M M

6. V < ¢, nous approximons gog ~ —1
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

ou Q est la quantité de charge de I’espace temps, cette expression est indépendante de la métrique
et donc sa variation par rapport a la métrique sera nulle.

Pour cette équation d’Einstein, il n’y a pas d’équivalent classique puisque gravité et espace-temps
sont découplés en physique classique.

Remarquons également que si nous prenons la trace du tenseur énergie-impulsion électromagné-
tique (1.30), nous avons que cette trace est nulle. Physiquement, cela peut €tre vu comme une
conséquence du fait que la photon est de masse nulle. Mathématiquement, ¢’est une conséquence
de I'invariance conforme en quatre dimensions. Notons que ce n’est valable que dans le cas ou
nous avons quatre dimensions.

1.3.4 Les équations de Maxwell covariantes

Avant de dériver les équations de Maxwell covariantes, nous allons faire un petit détour sur
quelques propriétés des formes différentielles, décrites dans [8].

Prenons deux k-formes, w et y, nous pouvons via (1.3) et (1.6) exprimer le produit extérieur
w A %y, qui a pour expression

n!

_ ViV2... Vi M1 H2 AL Mk Yi+1 YEk+2 AL .. Yn
WAk ) = —k'k‘(n—k)lw”‘”z"""‘)("“’z“"”‘e Vis1Yisaeeyn AXTANAXFE N AXFE NDXTR NAXTRE A AT
que nous pouvons reformuler comme
n! .
_ 1V2.--Vi ) sa @k PBr+1 Pr+2 ﬁn)
wAxy = Kk (n— k) (“’ﬂlflzuﬂk)(vlvzu-ka BrsiBrsan fn Om1Ops -+ - Oy 0y, 11 Oy 5 - Oy,

dx"V A dxP2 A AdxPE A AT N AXTRE AN - A dxT.

En utilisant (1.7) et la formule (1.13), nous pouvons réécrire le produit extérieur comme

1
mwalag...akX

VIV2 Vi ¢

WAXy = X192 Ak Pr+1Br+2---Pn \/—_gdnx.

vive.. Vi Br+1Br+2---Pn

Etenfin, en utilisant la propriété €, @102 @B Bra--Br = g(n—k)1k16y! 6,2 ... OyK,

V2. Vi Pr+1Br+2---Bn €
nous obtenons

1
wWA)y = Fw(zlaz...ak)(alazmak V—gdnx. (1.32)

Le produit entre une k-forme et le dual d’Hodge d’une autre k-forme est relié au produit scalaire

entre ces deux k-formes.

Prenons maintenant w une k-forme et & une (k+1)-forme, nous pouvons alors établir une regle de
Leibniz pour la dérivée extérieure et le produit extérieur w A x£.

d(wA*E) =dw A*&E+ (-DFo Ad* &
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

Nous pouvons placer devant le terme d % &, en utilsant la relation (1.8), le terme

(_1)(n—(k+1)+1)(k+1—1)s * *,

qui vaut I’identité. Nous obtenons donc

d(wA*xE) =dw A*E +w A (=D (=) 5 xd % £
En utilsant la propriété (DR (-1)n=Rk = (—1)ynk(—1)~kk=1 = (—1)"k 7 nous pouvons alors
écrire que
d(wA*E) = dw A*E —w Ax(=1)" (=s) x d % &,

oll nous remarquons que (1), (=s)xd * & est en fait, en utilisant (1.9), de . Nous obtenons donc
finalement

d(wA*E) =dw A*E —w A*d'E.

En vertu le théoreme de Stokes (1.11), si w ou *& s’annule sur le bord de la variété M, nous
avons

fd(w/\*f)zf wA*E=0.
M oM
Or, fM d(wAN*€) = fM (da) AN*E—w A *dTg), nous avons donc la propriété

fdam*ng wAxd' ¢ (1.33)
M M

a condition que w ou x¢ s’annule sur le bord de la variété oM.

Forts de ces définitions, nous pouvons a présent dériver les équations de Maxwell de notre densité
lagrangienne L. Nous allons appliquer un principe variationnel en considérant une petite variation
du quadripotentiel 6A,, qui s’annule aux bords de la variét€¢ M. Le seul terme qui contient le
quadripotentiel est L. Décrivons a présent la variation de I’action de ce terme,

1
6SEM:f —8 (Fuy F*) = 5A,j" | \=gd"x.
m \4Ho

Il est trivial que ¢ (F,,,,F ’”’) = 26F,, F*, et en utilisant le fait que F' = dA, nous obtenons

1
6SEM = f —d (5A) 1y (A = 5A,j" | V=gd*x.
m \2Ho

Via la formule (1.32), nous avons que

1 1
—d (6A),, (dAY™ \=gd*x = —21d (5A) A xdA,
2o 20

Eten utilisant (1.33), puisque 6 A, s’annule aux bords de la variété M et en repassant a un produit
scalaire via (1.32), nous avons

1 1 1 .
—d (§4) N xdA = —G8A A xd'dA = —6A, (d'dA)" =gd*x.
Ho Ho Ho

7. pour la derniere égalité, nous prenons le fait que k(k — 1), le produit de deux nombres successifs, est pair.
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

Sachant cela, la variation de I’action électromagnétique vaut alors

1
6SEM»:tf‘(——(deAyl—j“)éAM\[:§d4m
M \ MO

et I’équation dérivée par le principe variationnel est alors

(a"dA)" = post.
qui en écriture en termes de formes différentielles et en utilisant F' = dA, donne
d'F) = poj 1.34
(4'F), = ko (1.34)

C’est ce que I’on appelle le deuxieme groupe d’équations de Maxwell covariantes. De plus, via la
propriété (1.10), nous pouvons voir que

d'd'F = pod'j =0,

et in en découle donc la propriété
d'j=0, (1.35)

qui est la version covariante de 1’équation de continuité.

Le premier groupe d’équations de Maxwell provient d’une propriété de construction du tenseur de
Faraday, F' = dA. En effet, la propriété (1.5), nous affirme que

d’A = d (dA) =0,
ou en d’autres termes,

dF = 0. (1.36)

Nous avons donc dérivé les deux groupes d’équations de Maxwell covariantes. Notons que le
quadripotentiel possede une liberté de jauge, en effet, si nous avons un champ scalaire { et que
nous considérons le quadripotentiel A” = A + dy, le tenseur de Faraday

F=dA =dA+d*y

posséde la méme forme puisque d%y = 0 par (1.5). Nous pouvons alors choisir une jauge qui est
la jauge de Lorenz, et que nous définissons par

d'A=0. (1.37)
Dans ce cas, I’équation (1.34) peut étre réécrite sous la forme
T T A) = .
«dd+m1))# m

ol (de + dd%) est en fait une définition du laplacien de Hodge sur la variété. Dans le cas de notre
espace-temps, cet opérateur équivaut a 1’opposé de I’opérateur d’ Alembertien, noté [, qui nous
donne alors

UA, = —pojus (1.38)
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CHAPITRE 1. CONSTRUCTION DU SYSTEME EINSTEIN-MAXWELL

qui est une équation d’onde pour le quadripotentiel, uniquement valable en jauge de Lorenz.

Nous pouvons a présent essayer de retrouver, dans la limite classique, les équations de Maxwell
de I’électromagnétisme classique. Dans un premier temps, essayons de retrouver 1’expression des
équations de Maxwell covariante dans le cadre de la métrique de Minkowski, muni des coordon-
nées cartésiennes (xo = ct,xl,xz,x3).

Essayons d’exprimer (1.36), grace a (1.4) nous obtenons
dF = 0, Fy,dx" A dx" A dx” =0,
Les propriétés d’antisymétrie du produit extérieur nous amene a conclure que
dx* A dx* A dx¥ = dx* Adx” Adx* = dx” Adx® A dx*,

ce qui nous permet de réécrire dF sous la forme

1
I
Comme toutes les composantes de dF doivent étre identiquement nulles, nous pouvons conclure

dF = 2 (0cFyuy + OpFy + 8y Fry) dx* A dxt A dx” = 0. (1.39)

que I’équation (1.39) revient en métrique de Minkowski a
OcFuy + 0, Fyi + 0, Fy = 0. (1.40)

Nous verrons dans le chapitre 2 que, dans le cas ot nous nous trouvons la connexion de Levi-
Civita, les dérivées partielles de 1’équation (1.40) peuvent étre remplacées par des dérivées cova-
riantes dans n’importe quel systéme de coordonnées. Nous avons alors I’équation

VFuy + VuFy + Yy Fey = 0. (1.41)

Essayons de faire de méme pour le deuxieéme groupe d’équations de Maxwell. Pour ce faire, pre-
nons !
F = 2—!Flwdx” AdxY,

et essayons de calculer d'F. Tout d’abord via (1.6) on a

1

*F:ﬁ

F'm,e’waﬁdx‘Z A dxP,
et en utilisant (1.4) nous avons

d*F Oy (Fuy) €, pdx A dx® A dxP.

1
T 20!

En reprenant le dual d’Hodge et en regardant (1.9), nous obtenons

1
— _ py ka1
d'F=xd%xF = WGK (F,uv) € Qﬁf /ld)C ,

et en faisant intervenir 1’isomorphisme musical, nous obtenons

1
d'F=xd*F = ﬁa,( (F*) eymﬁemﬁ‘sg(g,ldx’l.
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Nous pouvons en utilisant les propriétés d’antisymétrie du tenseur de Levi-Civita prouver que

e<@B0 = e¥0F et que I’équation (1.7) nous donne que €, €0 = -21216% 59.

uvap
Nous avons donc I’équation (1.34) qui s’écrit comme

d'F = =0, F" gyadx” = pojadx® = poj” gyadx®,
et nous avons donc dans la métrique de Minkowski

O FH = — ). (1.42)

y73% . .
ap Va introduire un terme +/—g
1

va quant a lui introduire un terme —.
q ﬁ

Dans un systeme général de coordonnée, notons que le terme €
dans la dérivée partielle de F,,, et que le terme P N
De plus, dans la connexion de Levi-Civita, nous pouvons facilement conclure via (1.17) que la
contraction des symboles de Christoffel vaut

1 1
Fﬂ,uv =—0g=—

2g V-8

Grace a cela et au fait que le tenseur de Faraday est antisymétrique, nous pouvons conclure que

8, V=3.

1
V“F”V = —_g(?,u \/—gF/“W.

Le deuxieme groupe des équations de Maxwell ont alors, dans un systeme général de coordonnées,
la forme

V. FR = o) (1.43)

Revenons 4 la métrique de Minkowski, I’équation de la jauge de Lorenz, d'A = 0, via la méme
méthode que pour obtenir 1’équation (1.42), donne en coordonnées

8, A" = 0. (1.44)

Réécrivons 1’équation (1.42) en fonction du quadripotentiel,

0 F" = —uoj”,
O " Foa = —pon”ja,
0" 0y (0r Ag — 02Ac) = —pon” " jas
" (0udrAd — Ou0aAs) = —poja
(040" Ax = 010, A") = —poja.

La jauge de Lorenz simplifie I’équation en d,0" Ay = kja, qui se réécrit comme
UAp = —pojas

ou L = 9,0 = 010, est I’opérateur d’ Alembertien. Nous avons donc I’équivalent de (1.38).

De la méme maniere que (1.42), nous pouvons également exprimer I’équation (1.35) en métrique
de Minkowski, qui a pour expression
duj* = 0. (1.45)
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La derniere étape de cette section tente de créer un lien avec I’électromagnétisme classique. Pour
cela, placons nous en métrique de Minkowski, en coordonnées cartésiennes le vecteur de quadri-
courant a alors pour expression

* = (pe.d)

ou p est la densité de charge et fla densité de courant classique. Nous pouvons alors exprimer

I’équation (1.45) comme 8

D

v.i+=L£=o,
J ot

ou V est le vecteur (6x, Oy, 6Z) en coordonnées cartésiennes, qui est I’équation de conservation de
la charge en physique classique. Nous pouvons également définir le quadripotentiel dans un repere

()

ou ¢ désigne le potentiel électromagnétique scalaire et A désigne le potentiel électromagnétique

inertiel cartésien comme

vecteur dans un espace euclidien. La condition de jauge de Lorenz (1.44) devient alors

V- A+ =— =0,
c? ot

et I’équation du champ (1.38) devient

DA) = —/lof, et

Op = -2,

€0
ou € est la permittivité du vide, constante fondamentale ou /ﬁ = ¢2. Dans ce cas ’opérateur
. ) z s 2z . 1) 2

d’ Alembertien est 1’opérateur d’équation d’onde [] = —;—2% + V2.

Si nous utilisons les expressions qui lient les potentiels aux champs mesurables en coordonnées

cartésiennes,
- — - - — aA
B=VXAetE=-V¢p—- —,
ot
nous pouvons facilement obtenir les équations bien connues de Maxwell,
$.F - L
€0
V-B = 0,
> o B
VXE = ——,
ot
L dE
VXB =

J + po€o—-.
HoJ + Ho<€o Ep
De plus grace a I’équation (1.2), nous pouvons déduire que, dans ce référentiel inertiel,

. . _ 1 9(A-¢)  ag E.é
i 0 - J
Foj = 00A; — 0;Ag = donj,i A = 9jmo,i A = DA + 0,A" = o\ T TadlT

(1.46)

8. Notons que dans I’expression V. f I’opérateur « - » représente le produit scalaire dans 1’espace euclidien 3D
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et
Fio = 01A2 — Ay = 01 i AT — 0oy i AT = 0147 = hA! = (6 : I‘Y) & =B-é, (1.47)

ol ¢; est le jeme vecteur de base cartésien. Nous pouvons en déduire par des raisonnement ana-
logues a I’expression de Fip que les autres composantes du champ d’induction magnétique se

trouvent dans le tenseur F,,,,

Nous pouvons donc conclure que le tenseur de Faraday contient toute 1’information du champ
électromagnétique.

1.3.5 Le systeme Einstein-Maxwell

Nous avons alors construit les équations qui lient la gravitation et 1’électromagnétisme. Nous pou-
vons alors écrire le systéme Einstein-Maxwell, qui va coupler la métrique et le tenseur de Faraday,
composé des équations (1.31), (1.30), (1.36) et (1.34),

8nG
Gy = 7@5’51‘“, (1.31)
1 1
M = ” (FM,FVP - Zg,,vaFW) , (1.30)
dF =0, (1.36)
(dTF)ﬂ = U0ju- (1.34)

Nous pouvons également utiliser les expressions en coordonnées dérivées en métrique de Min-
kowski, les équations (1.41) et (1.43), et les utiliser pour remplacer(1.36) et (1.34). Le systeme
Einstein-Maxwell peut alors s’écrire

8nG
Gy = C_4T,§‘§M>, (1.31)
1 1
WM = — FupF,”° - Zgw,Fpo-Fpo' , (1.30)
Ho
0=VyFu +VyFop+V,Fyo, (1.41)
VF* = —ugj”. (1.43)

Ce systeme sera la base des études suivantes dans ce mémoire. Dans ce chapitre, nous avons essayé
de décrire dans un cadre mathématique rigoureux les différentes équations du systeme et le cadre
géométrique dans lequel il se trouve.
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Chapitre 2

Linéarisation du systeme
Einstein-Maxwell

Ce chapitre traite de la linéarisation des équations du systeme Einstein-Maxwell. Nous allons en
fait considérer une approche perturbative de la métrique de notre espace-temps lorentzien M. La
métrique g, peut alors s’écrire comme

8uv = Muv + huv’ (21)

ol 77, est la métrique de Minkowski, considérée comme la métrique de base de I’espace-temps et
h v << 1etla perturbation de celle-ci. Pourquoi imposer ces conditions a notre métrique ? Il faut
remarquer que 1’équation d’Einstein (1.31), qui lie gravitation et I’énergie électromagnétique, lie
les deux tenseurs avec une constante, 8::_4(;’ qui dans les unités du SI, donne une valeur de I’ordre
de 107*3, il faut donc que le tenseur énergie-impulsion T}, possede des composantes d’une assez
grande valeur, pour que le terme de droite de (1.31) soit vraiment significatif. En effet, le tenseur
d’Einstein G, contient les dérivées secondes de la métrique, et par conséquent un terme de droite
trop petit dans (1.31) ne permet pas de bien évaluer les variations de la métrique g,,. Comme
les composantes de 7}, correspondent en unité du SI a une densité d’énergie divisée par ¢?, nous
allons donc considérer comme source électromagnétique un champ qui permet de décomposer
la métrique de notre espace-temps comme la formule (2.1). Ce qui est a ’heure actuelle tout a
fait applicable a tous les champs électromagnétiques possibles en laboratoire. Nous allons donc
linéariser une par une les équations du systeme via la métrique (2.1), en commencant par 1’équa-
tion d’Einstein (1.31), pour développer ce que 1’on appelle la théorie des ondes gravitationnelles.
Ensuite nous décrirons la linéarisation des autres équations du systeéme. Qu’entendons-nous exac-
tement par linéariser ? Il s’agit en fait de ne garder dans les équations que les termes du premier
ordre en Euv’ vu que I’on peut accepter que les termes du type I_sz
I’appellation linéarisation. Nous pouvons également voir que la métrique inverse g#” peut s’écrire

soient négligeables. D’ou

sous la forme perturbative
gt =gt + kM.

Essayons a présent de connaitre la relation entre k#” et hy, en utilsant le fait que g# g, =6y

Nous avons alors

"2y = (n#/l + kﬂ/l) ('7/lv + B/lv) =", +0 g, + KR, + KR, = 6
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En utilisant le fait que n#1n , = 6} et le fait que le terme k#1h,  soit négligeable car du second
ordre, nous obtenons la relation k#p W =-n" h 1> Ou de maniere équivalente

kMY = _n/lvn,uk}_lkv — _}‘l,uv‘
Nous pouvons alors considérer 1’expression de la métrique inverse par la formule
g" =gt — WM, 2.2)

Remarquons donc que h*” et h,,,, ne sont pas inverse I'un de I"autre.

2.1 Linéarisation de I’équation d’Einstein, théorie des ondes gravi-
tationnelles

Dans cette section, nous allons tout d’abord tenter de linéariser le tenseur d’Einstein, pour ensuite
obtenir I’équation des ondes gravitationnelles via I’équation d’Einstein. Une fois cette équation
dérivée, nous parlerons de quelques propriétés de ces ondes, notamment leurs polarisations. Cette
section est une synthese de lectures personnelles, des sources [7] et [9], nécessaires a une bonne
compréhension du sujet.

2.1.1 Linéarisation du tenseur d’Einstein

En considérant 1’expression de la métrique (2.1) et de son inverse (2.2), nous pouvons réécrire
I’expression des symboles de Christoffel (1.17) comme

1 - _ - -
Pl 2 a
M =5 (7% = A™) (O + By — Oy ) -
Nous pouvons a présent négliger les termes d’ordre supérieur a 1, donc tous les termes en (hoh),
et nous obtenons alors I’expression des symboles de Christoffel linéarisés,

1 _ _ _
r, = EUM (Buhy + Ol — Ochy,) - 2.3)

Essayons a présent d’exprimer le tenseur de Riemann, défini par (1.20). Nous pouvons remarquer
que comme les symboles de Christoffel s’expriment comme (2.3), les termes qui multiplient deux
symboles entre-eux seront d’ordre deux. Le tenseur de Riemann linéarisé prend donc la forme
suivante

RK

Auv — 6.UFK/IV - aVrk/l;l :

Nous pouvons alors définir facilement le tenseur de Ricci lin€arisé par la contraction R, =

R/l

411> IOUS avons donc

Ry = 0,1, -0,T", = %n“ (0 (O + Oyl = Ok, ) + 0y (Bl + Oahy — ik, ) -

En simplifiant les termes, nous arrivons a 1’expression du tenseur de Ricci linéarisé, qui s’écrit
comme

Ruv = 5 (1™ (0103hs + 920,y — 920F,) = 0B (24)
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ol nous avons utilisé & = n** h,,, la trace de la perturbation.

Apres les tenseurs de Riemann et Ricci, il nous reste bien évidemment la courbure scalaire linéa-
risée, que nous allons contracter grace a la métrique de Minkowski, pour obtenir tous les termes
d’ordre un. Nous avons alors

R=n" Ry = %n,uv (7" (0a0phy + 020y By — 0204hy,,) — 00, h)

1 _ _ _ _
=5 (020, 1" + 020, R = 9 010k — 0" 9,0, ) .

Nous pouvons donc obtenir I’expression la courbure scalaire linéarisée, qui s’écrit comme
R = Uaﬁ (nﬂkakaﬁila/l - aaaﬁ}_l) . (2.5)

Nous avons a présent tous les éléments pour obtenir la version linéarisée du tenseur d’Einstein,
par I’équation (1.3.2), ce qui nous donne
1

1
GllV = RMV - ERgllV = RMV - ERT]/IV’

car comme pour les précédents tenseurs, le produit Rgy,, se réduit en Rn,, au premier ordre. Le
tenseur d’Einstein linéarisé s’écrit a I’aide de (2.4) et (2.5) donc comme

Gy = % (7" (040)uPy + 020y By = 0aOich,,, ) = 80, 1) %n”ﬁ (7" 0cOphar — 0adph) .

(2.6)
Notre tenseur d’Einstein est donc linéarisé. Pour avoir une écriture de I’équation d’Einstein sous la
forme d’une équation d’onde, nous allons passer a I’écriture du tenseur a I’aide de la perturbation
a trace renversée.

2.1.2 Passage a la perturbation a trace renversée

La perturbation a trace renversée, h,, est définie par

- 1-
by = hyy — Ehnuv- 2.7

Si nous calculons la trace de cette perturbation, nous avons h = n*” hy,, = —h, ce qui explique le
nom de perturbation a trace renversée. Nous allons réécrire 1I’expression du tenseur d’Einstein en
utilisant la formule l_z,w = hyy — %hn uv»> hous avons alors

1 1 1 1
Guy = 5 (17’“‘ (8,18/, (hyk - Ehnw) + 0,0, (h,m - Ehn#,() — 020k (hvﬂ - Ehm”)) + 0,181,}1)

1 1
- Enaﬂ (n/lkakaﬁ (h(txl - Ehna/l) + aa/aﬁh) Nuv,

et en développant les termes nous obtenons
_l Ak _l/l Ak _l/l _ Ak l/lk
Guv = 5 920, (7" hyc) 503000 + 0,0, (7" hyue) 504010 h =0 By + 5" Ny 2B
1
+0u0yh = 11" 3o gy = 1P 30 (1" M) My + Eaﬁnﬂkaﬂakh) :
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11 nous reste a simplifier les termes, remarquer que 70, 9ch uv = Uhy,, et poser

Vo = 0 (1" haa) 2.8)
pour nous permettre d’obtenir
- on, +a 0,V =P 2.9
G,uv = ) ( nv T /JVV + vv,u n (1Vﬁ77,uv) . ( . )
Nous avons alors que 1’équation d’Einstein (1.31), via I’équation (2.9), peut s’écrire sous la forme
167G
Ohyy = 84V = 8,V + 1P 0o Vgn o = T (2.10)

Nous avons une équation qui contient un d’alembertien, donc nous avons une forme d’équation
qui ressemble a celle d’une équation d’onde. Mais dans la construction de notre perturbation, une
liberté de jauge existe.

2.1.3 Liberté de jauge et équation d’onde

Dans notre écriture de la métrique (2.1), il existe une liberté de jauge due au choix des coordon-

nées, supposons que la métrique décrite par (2.1) est la métrique dans un systeme de coordonnées
3 : ] z 3 2 .

{xH }'u:O. Supposons maintenant d’autres coordonnées {y* }”:0, définies par

yH = xH + &£H, 2.11)

ou les {&#} sont des coordonnées arbitraires de méme ordre de grandeur que £, .

3
#=0
La jacobienne du changement de coordonnées (2.11) est alors donnée par

ay(l' B a(x(l +§(Z)
OxH OxH

=0y, + 0u&”

Le changement inverse est donc

Ot _ QM = a0 9K, agﬂ(

) 8 xt
0y“ 0y« CPxk gy Y Pxk ’

@ 9x oy®
Comme nous ne considerons que les termes au premier ordre en £%, nous avons que

u H
Ox _gu O _on g em. 2.12)
oy® ox®

En utilisant (2.12), nous pouvons exprimer la métrique dans ce nouveau systeme de coordonnées
3 ’ :
(¥}~ 8uv» Qui vaut alors

, oxt 0x
gaﬁ = guvﬁﬁ = g/lv (55 - aa/é:'u) (5}; - aﬁfv) = guvégé};_gﬂvégaﬁg‘/_gyvaafﬂ(sl‘é"'g/lvaafﬂaﬁ-fy-

En négligeant une nouvelle fois un terme du second ordre, g,,, 0, dg&Y, nous avons que

gc’yﬁ —8ap = gavaﬁé:v - g/vl,Baa/é:M = (nav + }_la/v) 6ﬁ§V + (U,uﬁ + E/Jﬁ) aaé:ﬂ-

La métrique g;,,, peut finalement s’écrire, en négligeant les termes du second ordre impliquant un
produit (h¢), comme
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géﬁ =Nap t+ E’H/ﬁv
oll /o est défini par
E,aﬁ = }_laﬁ - aﬁf:t - a(tfﬁ- (2‘13)

Nous pouvons a présent montrer que ce changement de coordonnées conserve le tenseur de Rie-

mann. Pour cela, nous devons montrer que R “ Apy ~ R*

. Ay = 0. Déveleppons cette différence

’

R*,, —R =9,T%,, - avr/gu - 8,T%,, +8,T",

K
Auv

:%nka (a,ua/l (ﬁ/av - }_lav) + a,uav (l’;’a/l - Ba/l) - a,uaa (E’/lv - }_l/lv)

- 8,,5/1 (l/zl(t,u - ]jlay) + avay (E/axl - ljla/l) - avaa (]/;I/Uz - }_l/ly))

1
ZEUKQ - aﬂa/laafv - a/la/lavé:a - ayava(lf/l - apava/lfaf
e N e e
| ) 13 15}
+0,0000&) +0u000,E) +0,0200&, + 0,010, +0,0,0060
1 13 14 15 13

+ ava,ua/lf(t - avaaaﬂf/l - 61/8(!5/15#
—_— ——— ——
5] 13 t4

=0.

Le changement de coordonnées infinitésimal (2.11) rend le tenseur de Riemann invariant, nous

allons donc pouvoir utiliser les composantes {£#} comme un potentiel de jauge. Pour cela,

3
p=0
regardons comment la perturbation a trace renversée hy,, se transforme sous le changement de

coordonnées infinitésimal (2.11). En utilisant (2.7) et (2.13), nous avons que

, _ 1 - _ 1 _
haﬁ = h/aﬁ - Eh/naﬁ = haﬁ - 5[36@ - aff,B - znafﬁ 77/“/ (l’lﬂv - 81/5# - aﬂfv) .

h=28,&H

Ce qui nous amene a conclure que

h;'g = ha,ﬁ — 8,350 — Oa$p + na/gf'),,fﬂ. (214)
Nous pouvons alors nous intéresser a la modification de V,, sous le changement de coordonnées
infinitésimal. En utilisant (2.8) et (2.14), nous obtenons

Vi =0 (0,) = 0 (0™ (haa = 0aéa — Babd + aadue”))
=Vy — aaaK§K + aaaué:# - n/lkakaxl'fa =Vo - Dé:a-

Il nous suffit alors de choisir L&, = V,, pour nous trouver dans un systeme de coordonnées ol
4 —_—
Vv, =0.

Imaginons alors que nous nous trouvons dans un systeme tel que celui-ci, la perturbation £,
respecte alors la jauge de Lorenz, notée V, = 0 ou bien de maniere équivalente

9, hhe = 0. (2.15)
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Grace a la jauge de Lorenz (2.15), I’équation d’Einstein (2.9), se réécrit sous la forme d’équation
d’onde suivante,

167G

Dhﬂv = —C—4T'uv, (216)

qui est I’équation des ondes gravitationnelles. Nous allons pouvoir & présent étudier le comporte-
ment de ces ondes dans le vide.
2.1.4 Les polarisations des ondes gravitationnelles

Placons nous dans le vide, dans ce cas, I’équation des ondes gravitationnelles (2.16) prend la forme

Ot =0, 2.17)
ol nous avons pris la version contravariante de 1’équation. Pour simplifier notre analyse, nous
allons supposer, comme fait dans [9] et [10], que notre solution #*” est une onde plane, c’est-a-
dire

W = A,uveik,lx"
ot x¥ = (ct,x',x%,x3) représente les coordonnées et k, = (—%,0,0,k) représente 1’équivalent
relativiste du vecteur d’onde. Notons que, vu la forme de k, notre onde est une onde plane se
déplacant selon la direction x>. Avec cette hypothése, développons a présent 1’équation (2.17)
Dh” = P 0, 0ph™ = 9Py (ikght”) = 1P kakght” = ko k™R =0,

Cela nous amene a la relation

ko k™ =0,
qui se réduit en termes de composantes a
2
w
— =K%, (2.18)
c

appelée relation de dispersion de I’onde, cela veut dire que notre onde se déplace a la vitesse de la
lumiere c.

Intéressons-nous a présent a la condition de jauge de Lorenz. Pour cela, développons (2.15)

Quht” = By (A ™" ) = AW ik et =0

La jauge est alors réécrite par la relation

kyA*Y = 0. (2.19)

Avec la forme de I’équation (2.19), I’expression de k, et la relation (2.18), nous avons que
A% = L A3 (2.20)

ou le signe dépend du sens de propagation de 1’onde.
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Remarquons également que la jauge de Lorenz (2.15), permet une liberté de jauge. En effet, si nous
choisissons un changement de coordonnées infinitésimal (2.11) tel que [J¢, = 0, nous sommes
toujours en jauge de Lorenz.

Comme pour notre onde £, , nous allons considérer le vecteur arbitraire de changement de coor-
données infinitésimal comme
: @
gt = BHetkax (2.21)

Sous ces hypotheses, développons alors 1’équation (2.14)
WY = R R E =M E 4 00 = (AR — ikHBY — ik BF + in* kaBY) eFer" = AV ke
Nous avons alors la modification de notre amplitude A#*” sous changement de coordonnées infini-
tésimal,

AP = AR — kM B” — ikY B* + in* k B*. (2.22)

Nous pouvons alors choisir alors un changement de coordonnées infinitésimal ol le vecteur arbi-
traire B? est choisi tel que
N A" =0 et AY =0,

ou j € {1,2,3}, pour obtenir une jauge transverse et sans trace, plus communément appelé jauge
TT. En effet, la jauge de Lorenz (2.19), avec v = 0 réduit a I’équation

kgAY = 0,

donc nous pouvons conclure que
A% =, (2.23)

et la propriété n,, A*” = 0, peut €tre réécrite en
A=A =0. (2.24)

Les équations (2.20), (2.23) et (2.24), nous amenent a conclure que nous n’avons que deux com-
posantes indépendantes non nulles, qui sont

A=A = A,, et
AlZ = 421 2 A

Les deux ondes gravitationnelles planes dans le vide ont donc pour expression

A= —n? = hy = At 0D et (2.25)
h? = 1 = by = Age oD, (2.26)

Il nous reste alors a connaitre 1’effet de ces ondes sur les particules libres, ce qui nous permettra
d’expliquer les notation /. et hy.

Pour caractériser 1’effet des ondes gravitationnelles, nous allons prendre 1’équation des géodé-
siques, pour laquelle nous allons considérer un systeme de coordonnées x*, et son changement de
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coordonnées infinitésimal, y* = x* + &#. Si nous prenons pour chaque systéme de coordonnées,
I’équation des géodésiques (1.23), en prenant pour parametre 7, le temps propre d’une particule
libre, et que nous soustrayons les deux équations, nous obtenons

d> (M + EF) dPaH
dr? dr?

dx¥+&)d(xP +&P) dx” dxf
r“ - —— =0.
T (x4 8) dr dr ve () dr dt 0

En utilisant la linéarité des dérivées, un développement de Taylor pour I'* vp (X + &), et en ne
gardant que les termes du premier ordre, nous avons
d*er u  dx” d&P dx” dxP

@ 7o, LT, 227
dt? P dr dr té P dr dr (2.27)

Nous pouvons a présent considérer la dérivée temporelle de la dérivée covariante de £%, qui a pour
équation

A il

dr dr dr
Appliquons une nouvelle fois cet opérateur et développons, nous obtenons alors

Ve X(E e ﬁﬂ) d(ﬂ e gﬁﬂ)”apa(ﬁnp pdx”) dx?
dr

@ B
+Fﬁ)’§

= + [ J— +
dr? dr \ dr BY> dr dr \ dt B> 4r By> dr | dr

2 dx? dx” deP dx? &2x deP dx” dx? dx”

— o.T¢ Bt B re, == == @ B @ »e = @ 1—~,0 L
a2 pr* dr dr  Brar dr pré a2 T Po T dr pr* dr dt
A2 b\ pdx? dx” déB dx? &2

_ v v gt Br v = B

-~ dr? +(80F‘ﬁy+l"‘pal" /37)6 dr dt T2, dt dr "o dr?

Pour simplifier a nouveau, nous allons utiliser 1’équation (2.27) et (1.23), ce qui nous permet

d’obtenir
V2 o o dEP dx¥ dx” dx® dax¥ dx“
- - _ S T B a B a o4 o g
de‘f =2y dr dt T dr dtr (801“ py T ol ﬁy)é: dr drt
deB dxy dx? dx°
$2re, = = 4o gPlrr
BY dr dr pot ( YT dr dT)
dx? dx“
— _ o _ Y B
= (05T = 9Ty + T T, — T, I ) €0 —— =
Et donc via I’équation (1.20), nous avons la relation
v? dx” dx”
_ p T
dr? "= Raw'ﬁ ¢ dr dt’ (2.28)

Dans notre cas, celui de particules libres et sans vitesse initiale, nous avons que 7 =t etV = d.

Nous avons également que seul —‘ilxto est non nul, ce qui nous amene a réécrire (2.28) comme
2 dx*\*
a _ pa B _ _2pa B
pri i R%0p & (_dt ) = —c"R%5 &”. (2.29)

Dans notre cas de la jauge TT, ol nous avons alors que h,, = hy, et via les équations (1.20) et
(2.3), nous pouvons montrer que les seules composantes du tenseur de Riemann de type R“OB0
non nulles sont
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RL = _Ld_z
010 ™ 2e2 g2
R — _Ld_z
020 ™ 2e2 g2
R = _Ld_z
010 ™ 2e2 g2
R = Ld_2
0207 22 g2

Pour le vecteur £%, nous avons alors deux équations

d? ., 1d*hy .,  1d®hy
a2t T2art T2
d* , 1d*he ., 1d°h,
2> 2 dr? 2 dr?

& (2.30)

& (2.31)

Prenons /1, x = A, x cos (wt), une onde plane en z = 0, et prenons &' = xg + dx et £2 = yg + 6y,
ol xq et yp sont des constantes proches de 0 et dx et dy sont des perturbations négligeables par
rapport a xg et yg. Sachant cela, si Ax = 0, les équations (2.30) et (2.31) deviennent

d2

ﬁdx = —§A+ X0 LL)2 COS ((Ut) ,
d? )

ﬁéy = §A+ Yo w” cos (wt) ,

et les solutions sont

1
ox = §A+ Xxg cos (wt),

1
oy = —§A+ yo cos (wt) .

Ce qui nous montre le mode de polarisation « + » de 1’onde gravitationnelle. En effet, un anneau
de particules au repos, dans le plan XY, va se comporter comme a la figure (2.1), ou cela dessine
une forme en « + ». Ce qui justifie I’appellation.

De maniére tout a fait analogue, si A, = 0, les équations (2.30) et (2.31) deviennent

d2
ﬁéx = _EAX Yo w? cos (wt),
d2
ﬁéy = _EAX X0 w? cos (wt),

et les solutions sont
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FiGure 2.1 — Polarisation « + » des ondes gravitationnelles !

1
ox = EAX yo cos (wt),

1
oy = EAX xo cos (wt) .

Ce qui nous montre le mode de polarisation « X » de 1’onde gravitationnelle. En effet, un anneau
de particules au repos, dans le plan XY, va se comporter comme a la figure (2.2), ou cela dessine
une forme en « X ». Ce qui justifie I’appellation.

FiGURE 2.2 — Polarisation « X » des ondes gravitationnelles '

2.2 Linéarisation des autres équations

Maintenant que nous avons linéarisé I’équation d’Einstein, et développer quelques propriétés des
ondes gravitationnelles, nous allons pouvoir linéariser les autres équations du systeéme Einstein-
Maxwell. Au vu des sections précédentes, nous pouvons supposer que la jauge de Lorenz (2.15)
est respectée pour la perturbation. Comme nous avons également que le tenseur énergie-impulsion
électromagnétique est de trace nulle, nous pouvons en déduire que la trace de notre perturbation £
est égale 2 0. Ceci a pour conséquence que A, = h,,,. Malgré cette particularisation, les équations
trouvées restent générales.

2.2.1 Linéarisation du tenseur énergie-impulsion

Pour linéariser I’expression du tenseur énergie-impulsion electromagnétique, il nous suffit de ré-
écrire la formule (1.30) en considérant la métrique (2.1), et en négligeant les termes d’ordre supé-
rieur a un, nous obtenons

1. Provient de [7], page 506
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1 ) 1
T;(tEM) = E ((77'“ - hpa) Fﬂvaa - Z (qu + huv) Fpo‘ (Upa - hpa/) (U‘Tﬁ - ho—ﬁ) Faﬁ)

1 1
= ,U_O |:(77paF,up va ~ Znuvnpano—ﬁFpaFaﬁ)

1 1
+ (—hP"Fﬂme = 2l 7P Fpo Fag + v Foo Fap (R 17F + nP"h"ﬁ))] .

Nous pouvons alors décomposer le tenseur énergie-impulsion en deux parties, telle que

TEM =T + T, (2.32)
ou
1 1
T\ = ” (n”“prFm - annp“n“ﬁFpmﬁ), et (2.33)

1 1 1
T,L(/ll/) — E (—hp(lFﬂvaa _ Zhﬂvnpwn(rﬁFpaFa,B + ZnvapO'Far,B (hpwn(rﬁ 4 np(zh(rﬁ)) i

(2.34)

N 4 . 7 h N
ou nous séparons clairement le terme d’ordre 0 TP(,Z,) et le terme d’ordre 1 Tl(“,). Nous avons a
présent une forme bien linéarisée du tenseur énergie-impulsion. Nous allons pouvons maintenant
traiter les équations de Maxwell covariantes.

2.2.2 Linéarisation du premier groupe d’équations de Maxwell

Développons a présent les dérivées covariantes de 1’équation (1.41)

VoFuy + VyFou + VuFyg = 05 Fuy =T Fay =T Fua

+ 0y Fop — T, Fau =T, Foa
+0uFyo =T, Fac =T, Fa
=0.

En utilisant la symétrie des symboles de Christoffel et I’antisymétrie du tenseur de Faraday, nous
pouvons simplifier les termes et obtenir que

VoFuy +VioFou +VuF,o = 05 Fyy + 0y Fyy + 0, F 6 = 0.

La version linéarisée de I’équation (1.41), est en fait sa version dans la métrique de Minkowski,
c’est-a-dire

OoFyy + 0, Fyy + 0, F, 5 = 0. (2.35)

C’est en fait une propriété géométrique qui provient de la construction du tenseur de Faraday,
F = dA, et nous pouvons abandonner les dérivées covariantes car nous avons la connexion de
Levi-Civita, qui possede la symétrie sur les deux indices covariants. Nous allons maintenant pas-
ser a la linéarisation du deuxiéme groupe.
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2.2.3 Linéarisation du deuxiéme groupe d’équations de Maxwell
La derniere équation que nous avons a linéariser est celle deuxieme groupe d’équations de Max-
well covariantes, a savoir (1.43). Pour cela, développons le terme V , F#”
VuF* =0, FF +TH F* + 17, FH®.
Notons également que
FRY = g”aé’vﬁFaﬁ = (" = h"?) (Uyﬁ - hvﬁ) Fop
— (rl,u(tnvﬁ _ rl,u(thv,B _ h/uxnvﬁ) Faﬁa

ol nous ne gardons que les termes du premier ordre. La dérivée covariante V, F*” peut s’écrire
alors comme

VMFHV _ (nwynyﬁ _ n,uahvﬁ _ hllanvﬁ + hn/uthﬁ) a,uFaﬁ
— T]'uaay hV'BFaﬁ - 77V'B all hﬂa Ffl’ﬁ + F'ullaFav + FVHO/ F,U(!
0, jauge de Lorenz

= (0P =R — W0 Gy Fap — 0uhPFYy + TV g F™ + TV, FH.
11 nous reste alors a développer I'* pa FO + TV o FH®. Pour ce faire, nous allons utiliser (2.3), ce
qui nous donne
1 1
A e (Ouhan + dahyu — Ochpa) F™ + 5 (Ouhan + arhyuc — Ochpua ) FH

1
= —U”KT}MUV‘; (a/thZK + 8a/h;u< - akhya) Fas

2
1
" Enwnu/lnaé (auhak + C’)ahﬂk - 8Kh”a) Fis
1
— 5 (UV68[1 h/J/l _ nvéaKhK/l) F/l(3
1
+ E (nuﬂaﬂhév + nada”h/lv _ nVKaKh/lé) F/lé
1
=5 A0,k Fas + 0 0a " Fas =" 0" Fas
I]”/la“h‘s"F(;,l 0
=0,

ot le fait que d,h*° Fys = 0 provient de I’antisymétrie du tenseur de Faraday, la simplification des
deux autres termes également. Il nous suffit alors d’avoir la propriété I'* pa F+TY o FHY = 0en
téte pour obtenir la version linéarisée du deuxieme groupe d’équations de Maxwell covariantes,

(rl,uanvﬁ _ r],uahvﬂ _ hyar]vﬂ + hnyanvﬂ) a,uFa,B _ aﬂhvﬁF,‘lﬁ — _’quv.

Remarquons que dans le vide, ou en absence de source électromagnétique, nous avons simplement
la relation

(" n”® =t P — P + P 8y Fap — 0P FYy = 0, (2.36)
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car j” = 0. Nous avons a présent les équations nécessaires a la compréhension du lien qui pourrait
exister entre les ondes gravitationnelles et les lois de I’électromagnétisme. Nous allons a présent
nous intéresser aux solutions du systéme Einstein-Maxwell, tout d’abord le systéme non-linéarisé,
pour ensuite arriver a des solutions d’ondes gravitationnelles.
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Chapitre 3

Etude des liens entre gravitation et
¢lectromagnétisme

3.1 Solutions du systeme Einstein-Maxwell

Nous allons vous présenter maintenant des métriques respectant les équations du systeme Einstein-
Maxwell. Pour I’analyse de ces métriques, nous nous sommes aidés du logiciel de calcul symbo-
lique open-source SageMath [11]!, avec surtout sa librairie Sage Manifold, qui nous permet de
faire de la géométrie différentielle. Notons également que pour décrire les métriques, a la place
d’énoncer les éléments g,,,, de la métrique, nous allons exprimer la métrique en utilisant I’élément
de longueur au carré ds* = SuvdxtdxY.

3.1.1 Solution de Reissner-Nordstrom

Nous allons nous placer dans un systeéme de coordonnées (xo,r,g,qﬁ) oux?=ct,t € R, r eR,
6 € [0,7] et ¢ € [0,2x]. La métrique de Reissner-Nordstrom (RN) décrit 1’espace-temps dans
lequel se trouve une particule de masse M en r = 0 et posseéde une charge g. Cette métrique est
2 2 2 1
ds* =—-|[1- o + Q— (dxo) + —Zdr2 +r? (d92 + sin29d¢2) ,
RN g
r

r

L GM 2 _ Gq*
oum==Z3etQ = e

Grace a I’équation (1.17) nous obtenons les coefficients de connexion,

1. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation des feuilles SageMath a I’annexe a la fin de ce mémoire
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(4 ncegmr — qz)G

ro,. = :
0r = 4 wcteord — (8 mcteomr? — ¢2r)G
(32 71'26‘46817’12}’2 — 12 nc?egmq’r + q4)G2 -4 (4 7r2c66%mr3 - 7rc4eoq2r2)G
r,=- ,
00 16 ﬂzcgegrs
(4 ncegmr — qz)G
r.-=- ,
nr 4 rctegr’ — (8 mctegmr? — ¢*r)G
. 4rcteor? — (8 nctegmr — qz)G
g =- 4t )
nctegr
. 4 rctepr? sin ((77)2 - (8 nctegmr — qz)G sin (0)2
r =— ,
¢ 4rcteor
1
0
I re = ;’
FH(M = —cos(0)sin (0),
1
¢ _
r re =7
¢ _ cos(0)
90~ sin(9) "

Ensuite, I’équation (1.24) nous donne les composantes du tenseur de Ricci,

41Gctegqgr? — (8 nctegmg’r — C]4)G2

Roo = 1671'2686%7'6 ’
R,, = G’
T 4nctegrt - (8 nctegmrd — ¢2r2) G’
R, =57
00 = 4 rcteqr?’
Gq? sin (0)?
r =Y (0)

¢ dnctegr?

Nous en concluons que la courbure scalaire est nulle, ce qui était attendu puisque la trace du ten-
seur énergie-impulsion électromagnétique est nulle également. Le tenseur d’Einstein est donc égal

a celui de Ricci.

De plus, nous connaissons de I’électrodynamique classique I’expression du champ électrique pro-

duit par une charge g située en r = 0,

Nous pouvons donc conclure avec les équations (1.46) et (1.47) que les seules composantes non-
nulles du tenseur électromagnétique sont

q
Fy, = ——1
or 4 rcegr?
q
F ,=—:
"0 " A rcegr?
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Nous pouvons également remarquer que les équations (1.31) et (1.30) sont vérifiées.

En utilisant I’équation(1.41), nous pouvons écrire les composantes du tenseur énergie-impulsion
sont,

4dncteggr? - (8 nctegmg’r — q4)G

T - bl
00 128 7r3c4egr6
. AP
T 8 (4ntctegrt — (8 m2ctegmrd — ng*r?)G)’
2
V. S
00 = 32 12012’
2 @ 2
0
T g~ sin (6)

¢ 3D p2epr?’

L’équation (1.43) est alors vérifiée.

Remarquons que la métrique possede des singularités. En effet, elle n’est pas bien définie en
r = 0 ainsi qu’en r = m + /m? — Q2, mais si nous regardons le déterminant de la métrique,
qui est un invariant, det(g) = —r*sin’6, nous remarquons que la seule singularité intrinséque est
r = 0. Les deux autres sont des singularités de coordonnées. Nous remarquons également que
—det(g) est exactement le déterminant d’une métrique de Minkowski en coordonnées sphériques
Nsphere = diag (—1, 1,72, r2sin20). Ce qui veut dire que notre métrique est conformément plate.

Nous allons terminer notre analyse de cette métrique par le scalaire de Kretchmann Kr, autre
invariant de la métrique défini par
_ p&duv
Kr=R Ry

Dans notre cas, il vaut

(96 nzc4egm2r2 — 48 nc’egmq’r +7 614)G2

2 ﬂzcsegrg

Kr =

Nous pouvons remarquer sur la figure (3.1) que cet invariant tend vers O pour r grand, ce qui veut
dire que notre espace-temps est asymptotiquement de courbure nulle.

3.1.2 Solutions de Mukherji et de Witten

0=ct,1,7 € R,

r € R" et¢ € [0,2n]. Les métriques décrivent I’espace-temps dans lequel se trouve un fil rectiligne

Nous allons a présent nous placer dans un systeme de coordonnées (xo, r, ¢, z) ou x

infini parcouru par un courant /. L’étude de ces métriques provient d’un mémoire précédemment
présenté au département de physique de 1’Université de Namur [12], qui traite de ces deux mé-
triques mais n’arrive pas a montrer I’équivalence de celles-ci, alors qu’elles décrivent le méme
probleme. Pour nous aider dans cette recherche, une correspondance par mail avec un professeur
émérite de I’'UCL, Ernest Matagne, a été effectuée et nous a donné quelques pistes.
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Scalaire de Kretchmann en fonction de la coordonnée radiale (m=5,Q=3)
30 T T T T T

- n N
(3] o )]
T
| | |

Scalaire de Kretchmann

—_
o
T
|

Ficure 3.1 — Scalaire de Kretchmann pour la métrique de RN

La métrique de Witten

La métrique de Witten dans [12] et [13] est donnée par 1’expression

2vVd
ds? = _r(zd—zﬁ)Pz (dx0)2 + r(2d—2ﬁ)P2dr2 + r(z—zﬁ)Pze—zqd(ﬁz + r?dzz’

ot P = r2Vd 4 k,etk = %, d et g étant des constantes d’intégration. Mais nous pouvons
remarquer qu’en fait cette métrique n’est pas la plus générale. En effet, nous pouvons en toute
généralité diviser les quantités de r par une longueur caractéristique rg, correspondant au rayon du
fil, et notre métrique est toujours solution du systeme Einstein-Maxwell. De plus, cela va résoudre

certains problémes d’unités physiques expliqués dans [12]. Notre métrique devient donc

-\ (2d-2Yd) 5 [\ (2d-2Vd) 1\ (-2Vd) (L)WE
ds? = — (—) w2 (dxo) +(—) W2dr?+r? (—) er_zqd¢2+—r0 dz?,
ro ro ro w2
. 2Vd T . .
ouW = (:—O) + k. Grace a I’équation (1.17) nous obtenons les coefficients de connexion,
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4wt d®r? Vd + Glzduor2 \f (4 nctdr2 Ve Vd GIZuor ‘/E) Vd

0 _
For = 4 etdr2 Vd+1 4 Glz,uorrzw
drctd®r 2‘F+G12a’u rZW (47TC4dr2\F GI*uor ‘/E)\/E
-
Foo” 4 mctdr? Va+ 4 GIZ,uorr2 vd
4nctd?r 2‘F+G12duor2‘r (47rc4dr2‘F GIZyor ‘/3)\/3
b 4chdr? V! 4 Glz,uorr2 Vd
4 et dr Ve, 2d 1 G2y rr2d+2\F (47rc4dr2 Vd+1 r2d — G2 pgrr2d W)\/—
-
oo™~ 4mctdrrdv2Vde2q) 1+ GI2 pgr2dr] Vdp2q)
256 (4n5c20d5 6Vd, 2d+4«F TG g yort Yy 2d+6\F)\/g
r,.= D
4rctdr Va4 Glz,uor2 \F (4 rctdr? Vd Glz,uor2 ‘F) Vd
r?, =
4 mcrdr? Va+ 4 Glzﬂorré vd
(4 mctdr? Vd - Glz,uorg ﬁ) Vd
rc =_

rz

4rctdr2 Vd+l 4 GIz,uorrg vd

ol D = 1024 7152045 ,2d+10 Vd+1 1 1280 74 GI2 ¢ 164 or2d+8 Vd Vd+1 2‘/3+640n36214c12d3y(2)r2d+6 \/E+1rg \Cn
160 72G3 103 d? u 3 p2d+4 Nd+1 6\F+207TG418 4dﬂ4r2d+2 Vd+1 8W+G5110 5 2d+1r(1)0 «/E‘

Ensuite, l’équatlon (1.24) nous donne les composantes du tenseur de Ricci,

16 7TG1264d2/1()}"2 \/3—2,,3 vd

Ry = 2>
(4 mctdr2 Ve + Glzyoré ‘/E)
16 nGI*c*d? por? \/3—2,,3 vd
rr = R
(4 rctdr2 Vd Glzyorg ‘/E)
16 nGI*c*d? pgr=24+? Vd2d+2 Vd p(-24)
Ropg =~ °

2
(4 netdr2 Vd 4 G12y0r§ ‘/E)

4096 15 GI220 46 ,uor‘2 d+6 «/2—2r§ d+6 Vd

zz —

6
(4 rctdr2 Vd 4 Glzyorg \/2)

Nous concluons également que la courbure scalaire est nulle, ce qui est logique vu que le tenseur
énergie-impulsion électromagnétique est de trace nulle. Le tenseur d’Einstein est donc égal a celui
de Ricci. Comme le tenseur de Ricci est de trace nulle, I’équation (1.43) nous assure que le tenseur
énergie-impulsion est de trace nulle également.
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De plus, nous connaissons de I’électrodynamique classique qu’un fil rectiligne infini parcouru par
un courant génere un champ magnétique ayant pour seule composante non-nulle, la composante
azimuthale Nous pouvons donc conclure que les seules composantes non-nulles du tenseur élec-
tromagnétique sont F',, = —F . Un calcul fastidieux, réalisé a I’aide d’un tenseur comprenant
des nombres complexes , de la formule (1.41) et le fait que la trace de T}, soit nulle nous donne

que
_ Mol 1

@ e

rz
ro ro

En utilisant I’équation (1.41), nous pouvons écrire que les composantes du tenseur énergie-impulsion
sont,

) Izcsdzﬂorz «H—zrg vd

Ty, = =,

(4 netdr? V4 + G org ﬁ)

2 128 d? pgr? ﬁ—zrg vd

Tr ro= 5

s

2 Izcgdz,uor‘z d+2 \/Erg d+2 \/Ze(_zq)
Tyy = - :
vd
(4 mctdr2 Vd 4 GIZuoré )

512 n* 1224 d0 puor=24+6 x/E—zré d+6 Vd

T =

Zz

6
(4 mctdr2 Ve + Glz,uorg \/E)

L’équation (1.43) est alors vérifiée. Les équations de Maxwell sont trivialement satisfaites dans ce
cas.

La métrique de Mukherji

La métrique de Mukherji décrite dans [12] et [14] a pour expression

2
ds® = —e? (dxo) + &M (a’r2 + r2d¢2) + ez, 3.D
ou %
20 _
e = ?,
€2V — YZZ’
e = L (r_o) 2
VY \r
A4mG
y=1+"2Zmn’,
c ro
2
1+ —’UOI ,
16nGm?
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ou m et rg sont des constantes d’intégration, mais comme pour la métrique de Witten, une solution
plus générale existe. En effet, a un moment, les références [12] et [14] ameénent comme solution
aux fonctions de (3.1) I’expression

= Ap, (3.2)

ol p=1In (2) + B, a et B étant des constantes d’intégration. Nous avons également que

)
uoGI?

. Il nous reste alors a résoudre 1’équation différentielle

oul =

d? 1d
— U+ AD)+——u+A
7 M VF St ) =
Nous pouvons montrer que la solution générale de l’équation ci-dessusest u+ 1 =Klnp-p+c,
d’ol nous pouvons conclure que
Mt = Ce P pk. (3.4)

Via les équations (3.2), (3.3) et (3.4), nous pouvons trouver les expressions des coefficients de la
métrique (3.1). Nous pouvons également dans cette métrique effectuer le changement de variable
de r vers p, ce qui nous donne r = ae”e” 8. Apres avoir calculé les composantes du tenseur de
Ricci, nous remarquons que le fait que la métrique doit €tre une solution du vide, nous amene a
fixer la constante d’intégration k = b*. La métrique devient alors

Azp2 2 C%a® 2 4
ds? = Iz (dx ) + 1_66 ZBP% V4 (d,O2 + d¢2) + Edzz, (3.5

N o b {2 P -b\? P .. P T
ouzZ = (T) + 3357 (7) . La métrique de Mukherji présente alors quelques similitudes avec

la métrique de Witten.

Grace a I’équation (1.17) nous obtenons les coefficients de connexion pour cette métrique (3.5),

(nb® + nb?) A2c4 2P — G (b= DI g

lﬂoop - TA2D2c4 p2 b+l 1 GI212b 1y p
o ((nb3 +7rb2)A4 4204162 B) _ A2GP2(p - 1)12b’u0pe(23))
00 TA2C2a2b2c? p20*+2b 4 C2GI2a212b o p2 b’ ’
o (nb* + 7b¥) A2 p?P + (% = b)GIP2P g
pp TA2D2cA 2+l 4 GI212P g p ’
o (nb* + 7b¥) A2 p?b + (% = b)GIP12P g
oo TA2D2cA 2o+l 4+ GI212b g p ’
o 64 (ﬂ5A10b11c2014bp6be(23) _ 7T4A8612b9c1616bﬂ0p4be(2B))
zz H ’
o (nb* + 7b¥) A2 p?P + (% = b)GIP2P g
pe TA2D2CA P2+l GI212P g p ’
szz _ TA2B3c* 2P — GI2BI%b g |
7TA2b2C4 2b+1 + G1212b/.10p
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N

ou

H = ﬂ'SA]OCZClzb]OCZOpZb2+10h+1 +5 7T4A8C2G12a2l7861612bu0p2b2+8b+1
+ 10ﬂ3A6C2G214a2b6C1214b,u(2)p2b2+6b+]
+ 107T2A4C2G316a2b4c816b'u(3)p2b2+4b+1

+5 7TA2C2G418612]72C418bﬂép2b2+2b+l + C2G5110a2110b’ugp2b2+1

Ensuite, I’équation (1.24) nous donne les composantes du tenseur de Ricci,

~ 16ﬂ.A4G12b4C412blqu—2b2+2be(ZB)

Ry = 2 ’
(71'A2b2C4p2b + GIZZZb/J()) C2q2
~ 4w A2GIPHH 12l o p? b2
PP (A2 2P + G220 1)
R,, < - 4ﬂA2612b4c4l2b'u0p2b—22’
(TA2D2c4 p2b + GI212P )
R _ 256 ﬂ5A10G12b12C2016b'uop—2b2+6b—26(23)

2z

(T A2D2c4 p2b + Gl2l2b,u0)6C2a2
Nous en concluons que la courbure scalaire est nulle, le tenseur d’Einstein est donc égal a celui de
Ricci. Ce qui est logique car le tenseur énergie-impulsion est de trace nulle, I’équation (1.43) nous
assure donc que le tenseur de Ricci est de trace nulle également.

Comme pour la métrique de Witten, nous pouvons conclure que les seules composantes non-nulles
du tenseur €électromagnétique sont F', ., = —F_ . Un calcul réalisé grace a la formule (1.30) ainsi
que le raccord au cas classique nous donne

pooo Mol gy pol 4

e 2rr 2rp AZ’

En utilisant I’équation (1.41), nous pouvons que écrire les composantes du tenseur énergie-impulsion
sont,

2 AY2ZPACS2 b/lop_z b2+2be(2 B)

00— (A2 2P + GI2I2P 1) C2 a2
A2 B2 g p2 02
PP 0 (AR A 2P & GI2I2b )
A2 B2 g o2 02
T,, = - :
00 2 (A2D2c* p2P + GI212P pg)*
. 30 74 AI0 2120246 0 -2 b7 +6b-2,(2 B)
oo

(T A2D2c4 p2b + GIzlzb,uo)6C2a2

Nous remarquons alors que 1I’équation (1.43) est bel et bien vérifiée. Nous allons maintenant pas-
ser a I’étude des invariants.
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Etude des invariants

Pour comparer nos deux métriques, nous allons considérer la grandeur 2

r Vd r -va\*
R=r (—) +k(—) = pAZ,
ro ro

grandeur qui fait que le champ magnétique dans les deux métriques, décroit comme %. Cette
grandeur va nous fournir alors quelque chose de mesurable qui va nous permettre de comparer
les deux métriques. Vous pouvez remarquer a la figure (3.2) que les champs magnétiques suivent
bien la décroissance voulue. Pour les constantes d’intégration, nous avons pris pour la métrique
de Mukherji les valeurs b = 1.9, A =2,a =4,C =1, B =0, = 0.7. Pour la métrique de Wit-
ten, nous avons considéré les valeurs d = 3.61 et ¢ = 0. Pour I’intensité du courant, nous avons
I = 10 A dans les deux métriques. Pour ce qui est de la valeur des exposants b et d, Witten dans
[13] nous dit que ces exposants sont liés a la masse linéique du fil et doivent étre plus grands que 1.

Champ magnétique en fonction de R

~ ‘ ‘ —B
10°} ]
2107 ]
m
10—157 |
-20
10 L L
10° 10° 10" 10%°
R (u.a)
(a) Métrique de Witten
0 Champ magnétique en fonction de R
1 ‘ ‘
0 N —
N —1/R
10° : ]
2107 ]
m
10*157 |
-20
10 L L
10° 10° 10" 10%°

R (u.a)

(b) Métrique de Mukherji

Ficure 3.2 — Valeurs du champ magnétique dans les deux métriques en fonction de R

2. Cette grandeur est le « rayon vecteur », soit la longueur géodésique a coordonnées (r,ct,z) fixées dans ds?, le

tout divisé par 27.
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Nous pouvons alors grace a SageMath, calculer le scalaire de Kretchmann, pour 1’analyser a la
figure (3.3). Le graphique possede la méme allure dans les deux métriques. Le scalaire de Kretch-
mann tend alors vers 0. Ce qui dénote d’une courbure nulle a I’infini. Graphiquement, nous pou-
vons voir que le scalaire de Kretchmann posséde une décroissance proche de R~>. Remarquons
que si nous voulions tracer ce scalaire dans les plus grandes valeurs de R, ce n’est pas possible en
échelle logarithmique car le scalaire de Kretchmann vaut exactement 0 numériquement. Regardons
a présent ce qui se passe au niveau du déterminant. Nous avons tracé les deux déterminants a la
figure (3.4). Nous pouvons remarquer encore une fois que les graphes sont identiques, par contre,
le déterminant divisé par R?, déterminant de la métrique plate en coordonnées cylindriques ne tend
pas vers 1. Nous avons donc un probleme de divergence du déterminant. Cette divergence pour-
rait provenir du fait que la situation d’un fil infini est irréaliste, et que donc ce genre de paradoxe
pourraient apparaitre. Nous avons donc pu remarquer une certaine équivalence des invariants de
nos métriques. Cette étude dans le cadre de ce mémoire, nous a permis de nous familiariser avec
le systeme Einstein-Maxwell et d’appréhender des problémes d’électromagnétisme en relativité.
Nous allons a présent faire un petit tour d’autres sujets dans la littérature qui concernent le systeme
Einstein-Maxwell.

5 Scalaire de Kretchmann en fonction de R
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Scalaire de Kretchmann
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(a) Métrique de Witten

5 Scalaire de Kretchmann en fonction de R
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(b) Métrique de Mukher;ji

Ficure 3.3 — Valeurs du scalaire de Kretchmann dans les deux métriques en fonction de R
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w0 Déterminant de la métrique en fonction de R
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(a) Métrique de Witten
Déterminant de la métrique en fonction de R
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(b) Métrique de Mukherji

FIGURE 3.4 — Valeurs du déterminant dans les deux métriques en fonction de R

3.2 Motivations pour étudier I’effet Gertsenshtein

Dans cette section, nous allons tenter de résumer, dans les grandes lignes et via quelques formules,
les lectures et articles qui nous ont motivés a étudier 1’effet Gertstenshtein, nous commencerons
par décrire des résultats vus dans la littérature sur les liens entre gravité et électromagnétisme pour
ensuite parler de I’effet Gertsenshtein en lui-méme.

3.2.1 La courbure de I’espace-temps autour d’un champ magnétique formé par un
solénoide

Une des premieres lectures qui a motivé 1’étude de I’effet Gertsenshtein est 1’article [15]. Dans

ce papier, André Fiizfa étudie la courbure de 1’espace-temps autour d’'un champ magnétique créé

par une boucle de courant ou un solénoide. L’idée est de partir du systeme Einstein-Maxwell
et d’utiliser comme métrique une jauge appelée jauge de Weyl, qui s’exprime en coordonnées
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cylindriques comme 3

ds* = c?eP "D dp? — A7) (dr2 + de) —e P2y,

La raison de choisir les coordonnées cylindriques est le fait que les configurations électromagné-
tiques comme les boucles de courant et les solénoides possedent un axe de symétrie. Dans cette
symétrie, le potentiel vecteur possede seulement une seule composante non-nulle Ay = alr.z)

Dans ce cas-1a, les équations du systeme Einstein-Maxwell se réduisent a 4 équations qui ont pour

expression
8nG ef
2 _ 2 2
Vip = C4ﬂol”_2 ((5ra) + (0;a) )’
811G ef
VA + (000 = 25 ((8ra)* ~ (8,0)%)
c*po r?
167G
0, A+ 0,p=r0,p0,p+ —47T 0rad,a,
C Ho
2
VZa - ~dra=- (0radyp + 0;ad p) — roJ,

ou J est la densité de courant selon la direction ¢. Rappelons également que le laplacien en coor-
données cylindriques, oli nous omettons les dérivées angulaires, est donné par V2 = 92 + %8, + 63.
Dans la derniere équation, nous pouvons considérer que le potentiel vecteur peut contenir une par-
tie non relativiste et une correction relativiste. Nous avons donc I’expression a = a,, + dej, Ol
VZarel - %ararel = —ruoJ.

Avec les résultats ci-dessus, une résolution numérique des équations résultantes du systeme Einstein-
Maxwell peut étre effectuée et nous pouvons obtenir une caractérisation de la courbure de I’espace-
temps autour de la boucle ou du solénoide. Cette courbure est assimilée physiquement a un champ
gravitationnel artificiel généré par le champ électromagnétique. A la fin de I’article [15], grace a
I’information sur la courbure de la variété, on peut résoudre 1’équations des géodésiques (1.23)
pour connaitre la trajectoire des rayons lumineux au voisinage de la boucle ou du solénoide.
L’étude de ces trajectoires permet d’établir une configuration expérimentale via interférométrie,
ou I’une des deux branches de I’interférometre passe par un dispositif de génération de champ de
gravité artificiel via deux solénoides en disposition de Helmoltz, pour amplifier le champ magné-
tique. Ce champ gravitationnel va dévier légerement la lumiere et va donc induire une différence
de marche, un déphasage entre les ondes lumineuses des deux branches. Ce déphasage vaut en fait

T L
x fo (p(0,2) = A(0,2)) dz,

ou A est la longueur d’onde de la lumiere et L la longueur du bras de I'interférometre. Via les
équations ci-dessus, nous pouvons déduire en fait que la différence p — A est reliée au champ
magnétique selon la coordonnée radiale. La limitation de ce résultat est que ce phénomene ne
produit que des champs gravitationnels artificiels statiques. Si on veut produire des ondes gravi-
tationnelles, il nous faut nécessairement avoir la présence d’un champ électromagnétique variable
dans le temps.

3. Notez que dans cette section, on utilise I'autre signature de la métrique lorentzienne de I’espace-temps
(+,==).
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3.2.2 Les ondes gravitationnelles provenant d’une onde électromagnétique

Ehrenfest, Podolsky et Tolman, dans les années 30, veulent étudier dans leur article [16] comment
se comporte la gravitation produite par un rayon lumineux dans un régime linéarisé. Pour cela, il
suffit d’imposer que la source électromagnétique amene seulement une perturbation de la métrique
de Minkowski. Dans ce cas, I’équation a résoudre est I’équation (2.16). Dans le cas d’une plane
se dirigeant selon I'axe X' = X, ils déterminent que le tenseur énergie-impulsion avait pour
expression

Too = Ti1 = =Tor = =T = p, (3.6)

ou p représente la densité d’énergie du pulse électromagnétique. Ils considerent alors un pulse
électromagnétique de longueur A, de densité d’énergie p, se déplacant entre le point x = 0 et
x = [. Le début du pulse est situé en x = 0 au temps ¢ = 0, ce qui implique que le début du pulse
est situé a chaque instant en x = ct et la fin est par conséquent située en x = ct — A. Sous ces
hypotheses, ils résolvent I’équation (2.16) et obtiennent comme solution pour la perturbation de la
métrique hy,,,

G dv
hoo = hi1 = —ho1 = —hio = —4—; f p—,
c r
ou dV est le volume spatial élémentaire, et r la distance de I’observateur par rapport au pulse.
Remarquons que ces perturbations ne sont que des perturbations longitudinales, qui pourraient étre

en fait éliminer par un boost, équivalent de la transformation de Galilée en relativité. Ils trouvent
plus précisément que

4G ‘- ,
- 4'01n i sinfx2+y2+ 2 <ct < A[xF+yr+ 2+ 4,
c V2 +y2+ 22—«
4Gp ct—x
- 1( ) ix2+y2+ 2+/1<t<\/l— 24324724,
hoo = A M- a—x) SNrTYyTL ¢ (I =) +y*+z

2,24 2
4G (-x)y"+y*+zo+1-x
- 4pln \/ 7 si\/(l—x)2+y2+z2+l<ct<\/(l—x)2+y2+z2+l+/l.
C Ccl — - X

Ils vont ensuite se concentrer sur I’équation des géodésiques, calculer les symboles de Christoffel
pour cette perturbation, et en déduire 1’accélération de particules tests. Ils montrent que selon la di-
rection de propagation du pulse, la particule test va d’abord bouger dans la direction de propagation
de I’onde et va ensuite bouger dans le sens inverse. Ce sont donc des oscillations longitudinales
Des résultats similaires ont été trouvées par Ritzel récemment [17], ol il considere un potentiel
retardé et tente de décrire graphiquement les accélérations des particules tests et photons. Il consi-
dere également les polarisations linéaire et circulaire du pulse électromagnétique. Notons que un
pulse électromagnétique seul ne produit pas d’ondes gravitationnelles transverses. Nous aurons
besoin de la présence d’un champ magnétique externe, ce qui provoquera I’effet Gertsenshtein.

3.2.3 Description de I’effet Gertsenshtein

Nous allons maintenant nous intéresser a I’effet Gertsenshtein, effet imaginé par le scientifique
russe du méme nom, en 1961, la lettre « Wave Resonance of Light and Gravitational Waves » [18]
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nous propose une nouvelle méthode pour générer des ondes gravitationnelles. La présence d’un
champ magnétique externe et d’une onde électromagnétique va pouvoir générer des ondes gravi-
tationnelle. En effet, le tenseur de Faraday peut étre décomposé en deux termes, celui du champ
externe F (c)w, et celui de I’onde électromagnétique, F (W)W . Le tenseur énergie-impulsion étant

donné par I’équation (1.30), il contient 3 termes différents, un qui est proportionnel a (F (C)IW ) ,un

. . R 2 . . . . .
autre qui est proportionnel a (F w) ) et un dernier qui contient des termes mixtes, proportionnel

yn%
a (F (C)w, F (W)W ) . Ce dernier terme contient des termes oscillants, tout comme celui proportion-

2
nel a (F (W)ﬂv ) , mais Gertsenshtein fit I’hypothese que I’énergie du champ externe est bien plus

2
importante que celui de I’onde, donc le terme proportionnel a (F w) ) devient négligeable. Hy-

)72%
pothese réaliste, car dans la cas d’une onde transverse électromagnétique par exemple, le champ
magnétique de I’onde vaut B = % donc une onde électromagnétique va en général posséder un
champ magnétique bien plus faible qu’un champ externe de 1’ordre du tesla. De plus, cet effet va
activer les modes d’ondes gravitationnelles transverses, ce qui n’est pas le cas d’une onde électro-

magnétique seule ou d’un champ magnétique seul. Ce sont donc les perturbations de la métrique

)
u

Gertsenshtein, que nous qualifierons de direct. Via I’équation d’onde (2.16), il conclut que 1’onde

sourcées par le terme contenant les produits mixtes F (C)W F™ » qui vont donc provoquer 1’effet
gravitationnelle créée est de fréquence identique a 1’onde électromagnétique de départ. Il mon-
tra également que 1’amplitude de I’onde gravitationnelle est a la fois proportionnelle a I’amplitude
des deux champs électromagnétiques mais aussi au temps de parcours de I’onde électromagnétique
dans le champ magnétique externe. Ce qui explique le phénomene de résonance car I’effet s’am-
plifie si ’onde reste plus longtemps dans le champ externe. Gertsenshtein se posait des questions
quant a la stabilité du champ externe et la cohérence des ondes créées. Dans la conclusion de son
article, il fit la remarque que ’effet inverse, qu’une onde gravitationnelle passant dans un champ
magnétique externe crée une onde électromagnétique, est autorisé par la théorie de la relativité
générale, mais qu’il n’en voit pas vraiment 1’intérét. Cela a par la suite été étudié dans plusieurs
articles puisque cela ouvre la voie a la détection d’ondes gravitationnelles de haute fréquence via
la conversion d’une ondes gravitationnelle incidente en onde électromagnétique.

En 1970, quatre chercheurs italiens, ménés par Boccaletti s’attaquerent a un développement ana-
Iytique des idées de Gertsenshtein. IIs considérent dans [19] une onde électromagnétique polarisée
linéairement, qui se propage selon I’axe X; = X. La composante du champ électrique de 1’onde
est E) = ae’* =<1 et la composante du champ magnétique H" = ae’**=¢)_ Contrairement
a Gertsenshtein, ils considérent comme champ électromagnétique externe un champ magnétique
constant (Hy, Hy, H;) et un champ électrique constant (Ey, Ey, E;). Sous cette configuration, ils
trouvent des solutions en ondes planes pour les perturbations de la métrique qui s’écrivent comme

. v _ 2iGla

— veik(x—ct)
M kc4 M ’

ou [ est la longueur que parcourt I’onde dans le champ externe et @,,” est un ensemble de constantes
dépendantes du champ externe. Ils trouvent également que le flux d’énergie transporté par 1’onde
gravitationnelle est donné par

¢ = %12612 [(Hy + EZ)Z +(H + Ey)z] .
Dans la deuxiéme partie de I’article, ils essayent également de traiter de I’effet inverse, 1a aussi
en considérant un champ magnétique et un champ électrique externe. Ils trouvent que dans ce
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contexte, seul les champs perpendiculaires a I’axe de propagation sont activés. Ils trouvent une
solution sous forme d’onde plane pour I’onde électromagnétique créée. Ils utilisent bien entendu
I’approximation d’un point éloigné par rapport a la dimension de la source pour obtenir des solu-
tions d’ondes planes

En 1973,1’astrophysicien théorique russe du nom de Zel’dovich, sortit un article [20] qui traite de
I’effet Gertsenshtein et les travaux de Bocaletti entre autres. Il s’inquiéta en fait de 1’application
de I’effet Gertsenshtein dans des situations astrophysiques, en parlant notamment de la fraction
d’énergie électromagnétique transformée en énergie gravitationnelle. Il en conclut que un coeffi-
cient de conversion acceptable ne peut apparaitre que dans un Univers vide, chaud et magnétique,
ou le redshift est assez important.

Nous avons donc dans cette section résumé et synthétisé nos lectures préliminaires a 1I’étude de
I’effet Gertsenshtein. Fort de ces lectures, nous allons pouvoir entamé le chapitre suivant, qui va
revisiter la maniere de considérer I’effet Gertsenshtein. Pourquoi étudier et revisiter 1’effet Gert-
senshtein & ’heure d’aujourd’hui ? Les études de Gertsenshtein et Zel’dovich sont fortement ba-
sées sur des arguments dimensionnels et qualitatifs. Les solutions de 1’équipe de Boccaletti sont
analytiques et dans des approximations d’ondes planes, avec des champs statiques externes non
nécessairement transverses (les composantes longitudinales ne générent pas d’ondes gravitation-
nelles). Une analyse détaillée des polarisations de 1’onde électromagnétique incidente et des ondes
gravitationnelles produites doit étre faite. C’est ce que nous allons faire dans le chapitre suivant.
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Chapitre 4

I’effet Gertsenshtein revisité

Dans ce chapitre, nous allons a présent revisiter I’effet Gertsenshtein en faisant une nouvelle ana-
lyse, nous allons commencer par décrire les équations utilisées, pour ensuite étudier le cas de
I’onde électromagnétique, puis considérer I’effet Gertsenshtein avec plusieurs configurations de
polarisations différentes.

Tout d’abord, nous devons bien distinguer les équations qui vont décrire I’effet Gertsenshtein di-
rect, qui traite de la création d’une onde gravitationnelle grace a une onde électromagnétique et un
champ magnétique externe , de I’effet inverse qui traite de la création d’une onde électromagné-
tique grace a une onde gravitationnelle et un champ magnétique externe.

4.1 Equations utilisées

Pour ce qui est de la configuration que nous considérons, nous avons un tenseur de Faraday pour
)
)73%

magnétique externe, que nous pouvons imaginer par exemple créé par un solénoide F (C)#V. Le

notre onde électromagnétique, que nous allons appeler F (W) _ et un tenseur pour notre champ

tenseur total possede donc la forme

tot
F( o )[JV — F(C)yv + F(W),uv’

comme dans les travaux de Gerstenshtein. Le tenseur peut donc se décomposer en 3 parties, qui
s’écrivent comme

T(t()t)

v — T(C)

o AT + T 4.1

La perturbation de la métrique va alors aussi se décomposer en plusieurs parties, nous avons alors
la métrique
8uv = Nuv + Cuy + Wyy + h,uVa

)
uv

Fiizfa [15] sur les solénoides, qui est donc statique. Le terme wy, est sourcé par le terme 7'

ol ¢y, est en fait sourcé par le terme T et correspond au cas des analyses de I’article d’ André

(w)
)3%

et correspond aux cas des analyses de Tolman, Ehrenfest et Podolsky ainsi que celles de Ratzel.
Et enfin, I’effet Gertsenshtein est donc représenté par la perturbation 4, sourcé par le tenseur de
couplage entre I’onde électromagnétique et le champ magnétique externe, T(res)lw .
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Pour ce qui est du choix de la jauge, nous choisissons la jauge de Lorenz. Elle est importante
car elle permet de découpler les équations d’ondes. Chaque composante £, est sourcée par une
composante 7, uniquement, et partagent donc les propriétés algébriques. En fait, cette jauge
de Lorenz s’impose d’elle-méme car dans notre configuration, nous avons des conditions sur le
tenseur énergie-impulsion. La premiere est que, comme le tenseur énergie-impulsion est celui de
I’électromagnétisme, la trace du tenseur est nulle, donc la trace de notre perturbation /4 est nulle,
et que A uv = hyy. D’autre part, comme nous sommes dans I’approche perturbative de la relativité
générale, I’équation de conservation du tenseur énergie-impulsion, venant du théoréme de Noether,
est en métrique de Minkowski donné par 1’équation

8, T = 0. 4.2)

Cette équation de conservation du tenseur, nous amene directement a choisir la jauge de Lorenz
pour la perturbation /1, .

4.1.1 L’effet direct

Evidemment, la premiére équation que nous allons considérer est celle des ondes gravitationnelles
(2.16). Pour I’effet Gerstenshtein cela correspond a I’équation

167G

Ohyy = = TV, . (4.3)

Remarquons que dans cette équation, le terme de gauche, contient en fait la linéarisation du tenseur
d’Einstein, et ne contient que des termes du premier ordre, et aucun d’ordre 0. Nous devons alors
considérer pour le terme de droite seulement le terme d’ordre O, afin de pouvoir identifier les
contributions selon chaque ordre terme a terme. Nous allons donc pouvoir calculer notre tenseur

T(res)u,, assez facilement, car en utilisant I’équation (4.1), nous obtenons
tot
T(reS)'w — T( o )#y _ T(C)#y _ T(W),UV'

Comme nous devons nous limiter a 1’ordre 0, I’équation pour calculer les différents tenseurs de
I’équation ci-dessus, est la formule (2.32), qui va se réduire au tenseur T,(]Z,) dans chaque cas. Nous
avons alors

1 1
(x) _ (x) (x) @ (x) ap
! ’”_uo( ua B = g B )
ou x = {tot,c,w}. Pour considérer I’effet Gertsenshtein direct, nous pouvons donc considérer le

systéme suivant

On, = 197G rres (4.4)
uv o4 uy .
T(res)'uv — T(l()t),uv _ T(C),uv _ T(W),uv , (45)
1 1
T(X)Ilv = % (F(X)/la F(X)va - Zn,qu(X)aﬁ F(x)aﬁ) . x = {tot,c,w} (4.6)

En effet, les équations de Maxwell covariantes ne sont pas considérées dans ce probléme, car si
nous avons une onde électromagnétique qui existe, les équations de Maxwell sans source sont
trivialement vérifiées. De plus I’équation (4.2) implique que les équations de Maxwell covariantes
dans le vide sont respectées. N’importe quelle solution des équations de Maxwell dans le vide
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convient donc pour ce probleme. Nous avons donc réécrit le systeme Einstein-Maxwell pour le
cas de I’effet Gertsenshtein direct. Passons a présent a 1’effet inverse.

4.1.2 L’effet inverse

Comme nous considérons des ondes gravitationnelles venant dans notre champ magnétique, nous
pouvons conclure que I’équation (2.16) avec Ty, = 0 est trivialement vérifiée. Il nous reste alors a
traiter les équations de Maxwell linéarisées pour le tenseur de Faraday F (W)W . L’équation (2.35)
est alors trivialement satisfaite car cela provient de la construction du tenseur de Faraday lui-
méme, puisqu’il est issu d’un potentiel sous forme de quadrivecteur. Il nous reste alors a traiter
I’équation (2.36), puisque nous n’avons pas de source électromagnétique, qui pour rappel vaut !

(nwt,f/ﬁ _ nwthVB _ h/m,YV,B) a/"F(W)aﬁ _ 8ﬂhVﬁF(W)'uﬁ =0,

Nous allons a présent considérer que le tenseur de Faraday contient deux contributions. La pre-
miere est le tenseur de Faraday a 1’ordre 0, qui est notre champ magnétique externe, et la deuxieéme
est une correction au premier ordre. Notre tenseur de Faraday s’exprime donc comme

0 1
F(W)uv — F( )pv + F( )”V .

Avec cette hypothese, pour garder I’équation au premier ordre, nous nous devons de négliger
tous les termes qui multiplient la perturbation £, et la correction du premier ordre du champ
électromagnétique F (l)ﬂv . Nous pouvons également conclure, dans notre approche perturbative,
que le terme d’ordre O du tenseur de Faraday, respecte 1’équation de Maxwell dans la métrique de
Minkowski,

Hv _
(9,1F(0) =0,

ce qui peut aussi s’exprimer par la relation 9, F (0)0 = 0. Gréce a ces relations. L’équation (2.36)

B
se réduit alors en

uvo_ vB - (0)u
8,,F(1) =0,W"F 5
L’équation ci-dessus peut s’exprimer comme une équation du second groupe des équations de

Maxwell sur I’espace de Minkowski. En effet, il nous suffit de poser —uoj i = Oy hBFOH B
pour obtenir 1’équation

v .
OuF)™ = ~Hojipy-

Comme dans le chapitre 1, nous pouvons décrire le tenseur de Faraday F (l)ﬂv par un potentiel

y7i
(1)
obtenir une équation similaire a I’équation (1.38). Nous avons donc I’équation

Aﬂ), qui respecte la jauge de Lorenz de I’électromagnétisme, d,A;;, = 0. Nous pouvons donc

0AD = —uoj’ =1, A0 PE G (4.7)

Grace a cette équation, nous pouvons alors, grace a une équation d’onde, déterminer facilement
les corrections du premier ordre de notre onde électromagnétique. Nous allons maintenant pou-
voir étudier le cas de I’onde électromagnétique et de 1’effet Gertsenshtein direct et inverse avec les
équations que nous avons décrites ci-dessus.

1. Rappelons que la trace de la perturbation est nulle dans notre cas.
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4.2 Cas de I’onde electromagnétique seule

Pour cette étude, nous allons nous placer dans des coordonnées cartésiennes pour notre espace-
temps, (x%x!,x%,x3) = (ct,x,y,z). Nous considérons une onde électromagnétique sous forme
d’onde plane a une dimension, ol nous considérons une propagation le long de I’axe X° = Z.
Bien siir nous supposons la symétrie du tenseur w,,,, qui représente la perturbation de la métrique
due a ’onde. Nous utilisons le logiciel de calcul symbolique SageMath ? pour dériver les diffé-
rentes équations.

Nous considérons alors que 1’onde électromagnétique est formée des composantes des champs
€lectriques et magnétiques (Ey,Ey, E;, By, By, B;), et que le tenseur w,, est décrit par

Wwoo Woi W02 Wo3
Wwor W11 W12 W13
Wo2 Wiz W22 W23
wo3 W13 W23 W33

Nous pouvons alors calculer la jauge de Lorenz pour notre perturbation. Cette jauge de Lorenz
nous donne quatre équations, qui ont pour expression

dowgy = 0, w3
Jowgz = 0, w33
dowyy = 0, w3
Jowgy = 0, Wy3

Essayons par exemple de résoudre la premiere équation, dow,,, = d;w,),. La forme de cette équa-
tion nous amene a conclure que la solution est en fait que wy, = w, soit une onde plane se
propageant vers I’arriere, a savoir une fonction w* (z + ct). En effet, nous avons que dow,,, =
(W)’ (z+ct) et aussi que 0, Wos = (w)’ (z+ct). Cependant, une autre solution existe, on pourrait
. . . . _ . ,

imaginer que la solution est le fait que w, = —w,,, soit une onde plane se propageant vers I’avant,
a savoir une fonction w™(z — c¢r). Nous avons alors dans ce cas que dow, = — w™) (z—ct) et
aussi que 9wy, = — (w™)’ (z—ct). Notre solution sera alors une superposition des deux solutions,

nous avons donc alors
«— -
Woo =W (z+ct) +w™ (z—ct),

W =w" (2+ct)—w™ (z—ct).

Nous pouvons appliquer la méme méthode pour les autres équations, et donc nous obtenons en
résumé pour la perturbation les solutions suivantes

Woo =W (2+ct) +w™ (z2—ct) = wy,
W =w" (2+ct)—w™ (z—ct)
Wo; = Wy (2 + ct) +wy, (z—ct)

Wi = wop (2 +ct) —wy; (2= ct)

= wg, (2 +ct) + wy, (2 — 1)

S
S
|

Wyy = Wy, (2 + ct) —wy, (2 = ct)

2. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation des feuilles SageMath a I’annexe a la fin de ce mémoire
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Nous avons également le fait que la trace de notre perturbation w est nulle. Comme w, = wss,
nous avons automatiquement que w,, = —w,,. Nous allons a présent tenter d’écrire les équations
de Maxwell. Ces équations se réduisent au systéme

8B, = 9.B. =0
B, = ~0;E,
d0B, = 0.E, .

X
La premiere équation nous amene au fait que B, = 0. Les deux autres équations peuvent étre
résolues de maniere identique a la perturbation et nous amene aux solutions

E.=E; (z+ct)+E. (z—ct)

E, =E, (z+ct)+Ey (z —ct)

B, = (ES (z+ct)—E7 (z—ct)) ¢!

B, = (—E;_ (z+et) +EJ (z- ct)) .

Nous allons a présent considérer le cas d’une propagation vers I’avant et vers I’ arriere pour 1’onde
électromagnétique.

— Propagation de I’onde électromagnétique vers I’avant

Nous avons donc que

E. =E  (z—ct)

E, =E; (z-ct)

B, =-E; (z—ct)c™!
B, = E; (z—ct) ¢!
B, =0

Nous n’avons pas encore de condition sur la composante E, de I’onde, mais apres avoir
calculé le tenseur énergie-impulsion grace a la formule (4.6), nous remarquons que pour
que w,, = ws,, il faut que T\, = T5,. Dans notre cas, cela n’est réalisable que si E; =
0. Nous avons donc une onde plane transverse électromagnétique (TEM). Le tenseur de
Faraday dans notre probléme posseéde donc comme expression

0 -Ey -Ey 0
1lEz o o -E?
FI~1V=_ - =
c|lEy 0 0 -E

0 Ey Ey 0

et grace a I’équation (4.6), le tenseur énergie-impulsion a pour forme

EX+Ey 0 0 -EY -E
— 0 0 0 0
Y pe? 0 0 0 0

—)2 —>2 —)2 _>2
-E-E7 0 0 EY +Ej
Sous cette configuration, nous pouvons remarquer que les composantes de la perturbation
w11, W12, Wo1 et wgy ne sont pas sourcées par le tenseur énergie-impulsion via 1’équation
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(4.4). Nous pouvons alors les poser comme étant nulles. De plus, la forme du tenseur

énergie-impulsion, avec le signe opposé a T\, = T, pour la composante 7, , nous amene a

03°
conclure que le seul mode actif est le mode w™ (z — ct) , ce qui veut dire que w™ (z + ct) =

0. La perturbation de la métrique a donc pour forme

w> 0 0 —w™
1o 00 o
"Wl 00 o |
-w~ 0 0 w™

et I’équation de propagation est

2 2
Oy = _16nG EX” + Ey

o o (4.8)

Propagation de I’onde électromagnétique vers I’arriere

Nous avons donc que

E. =E_ (z+ct)

E, =E; (z+ct)

B, =ES (z+ct)c!
B, = —E;_ (z+ct)c!
B, =0

Comme pour le cas précédent, nous n’avons pas encore de condition sur la composante E,
de I’onde, mais apres avoir calculé le tenseur énergie-impulsion grace a la formule (4.6),
Nous remarquons que pour que w,, = ws,, il faut que 7, = T, . Et comme dans le cas de la
propagation vers 1’avant, cela n’est réalisable que si £, = 0. Nous avons donc également
une onde plane transverse électromagnétique (TEM). Le tenseur de Faraday dans notre
probléme possede donc comme expression

0 -Ef -Ef 0

X
1|ES 0 0 ES
Fo=7lge o 0 E-|
¢ y y
0 -Ef -Ef 0

et grace a I’équation (4.6), le tenseur énergie-impulsion a pour forme

EC+ES 0 0 ES +ES
_—_— 0 0 0 0
Y pe? 0 00 0

EC+ET 0 0 ES +ES
Sous cette configuration, nous pouvons remarquer comme dans le cas précédent que les
composantes de la perturbation wyj, wia, wg; et woy ne sont pas sourcées par le tenseur
énergie-impulsion via 1’équation (4.4). Nous pouvons alors les poser comme étant nulles.
De plus, la forme du tenseur énergie-impulsion, avec le signe identique pour la composante

T, parrapporta Ty, =T

33 » hous amene a conclure que le seul mode actif est le mode
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w (z + ct), ce qui veut dire que w™ (z — ct) = 0. La perturbation de la métrique a donc

pour forme
w— 0 0 w<
10 00 O
Y=o 00 o
wT™ 0 0 w<

et I’équation de propagation est

2 2
167G Ey + ES
e (4.9)
c Ho

équation sensiblement semblable au cas précédent.

Nous pouvons alors remarquer que les résultats de la propagation vers I’avant pour I’onde électro-
magnétique ressemblent aux résultats trouvés par Tolman, Ehrenfest et Podolsky, ainsi que ceux
de Ritzel. Cependant, nous pouvons voir que considérer la propagation inverse change 1égerement
la forme de la perturbation mais ne change en rien 1’équation de propagation de 1’onde gravitation-
nelle. Ceci est du au fait que le tenseur énergie-impulsion est quadratique par rapport a I’intensité
du champ électromagnétique. Nous allons maintenant pouvoir passer a I’analyse de différents cas
de polarisation pour 1’effet Gertsenshtein.

4.3 Etude de différents cas pour I’effet Gertsenshtein

Considérerons a présent 1’effet Gertsenshtein. Pour ce faire, nous allons nous placer comme pré-
cédemment dans un repere de coordonnées cartésiennes, (x%, x1, x%,x3) = (ct,x, ¥,z). Nous consi-
dérons une onde électromagnétique sous forme d’onde plane a une dimension, qui se propage le
long de ’axe X? = Z, qui se déplace en présence d’un champ magnétique externe constant. Bien
slir nous supposons la symétrie du tenseur £, , qui représente la perturbation de la métrique due
a ’onde. Nous utilisons également le logiciel de calcul symbolique SageMath 3 pour dériver les
différentes équations.

Nous allons considérer dans cette section I’effet Gertsenshtein direct et inverse. Pour 1’effet di-
rect, pouvons mettre en avant deux cas de champ magnétique, le premier est le cas du champ
magnétique transverse, décrit par les composantes By et Byl. Le deuxiéme cas est celui du champ
longitudinal, décrit par la composante du champ magnétique selon ’axe X3 = Z, la composante
Bl

Dans ces deux cas, nous allons traiter différentes polarisations de 1’onde électromagnétique, dé-
crite par les composantes (Ex, Ey,E,, By, By, B;). Les différentes polarisations considérées sont,
I’onde transverse électrique (TE, E,; = 0), ’onde transverse magnétique (TM, B, = 0) et ’onde
transverse électromagnétique (TEM, E, = B, = 0). Dans tous les cas, nous considérons une
perturbation de la métrique symétrique qui a pour expression

3. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation des feuilles SageMath a I’annexe a la fin de ce mémoire
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hoo  hor  hoz  hos
hot hiy hiz hiz
hoy hia hyp hoz|
hos  hiz has has

Nous pouvons alors calculer la jauge de Lorenz pour notre perturbation. Cette jauge de Lorenz
nous donne quatre équations, qui ont pour expression

Oohgy = 0, hys
Oohyy = 0, hys
Oohy, = 0, hy4
Oohgy, = 0, hys
Les équations considérées sont semblables a celles du cas de I’onde électromagnétique seule. Nous

pouvons donc utiliser une méthode de résolution identique a la section précédente, et obtenir pour
la perturbation les solutions suivantes

hoy=h" (z+ct) +h~ (z—ct) = hyy
hoyy =h" (z+ct)—h” (z—ct)
hy, = hoy (z+ct) + hyy (z —ct)
hyy = hgy (z+ct) — hyy (z —ct)

hyy = hoy (z+ct) + hy, (2 —ct)

hyy = hi, (2 + ct) = hgy (z—ct)
Nous avons également le fait que la trace de notre perturbation / est nulle. Comme h,, = hs,,
nous avons automatiquement que h,, = —h;, = —h,. La perturbation de la métrique générale

dans notre cas est alors de la forme

K+ h™ b +hy ki +hy, R = b

A R R R TR @i
ho, + he, hx —hy hoy = hoy

K —h™ kS —hy ki —hy, R+ b

Les équations de Maxwell pour 1’onde vont nous fournir pour la partie transverse de I’onde élec-
tromagnétique les équations

B, =-0.E,,
B, =0.E,,

ce qui nous amene aux solutions

E.=E; (z+ct)+E_ (z—ct)
e — _
Ey = Ey (z+ct)+ Ey (z=ct)
B, = (ES (z+ct)—EY (z—ct)) !
-1
B, = (-Ey (z+ct) +E) (z—ct))c".
Maintenant ces propriétés énoncées et rappelées, nous allons pouvoir commencer a étudier 1’effet
direct.
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4.3.1 Effet direct, avec un champ externe transverse

Pour rappel, le champ transverse est décrit par deux composantes By et Byl. Ce champ magnétique

est aussi considéré comme constant.

— Onde électromagnétique TEM

Dans le cas de I’onde transverse électromagnétique, Le tenseur de Faraday de 1’onde élec-

tromagnétique a pour expression *
0 -Ey —EY -Ej —EY 0
F(W) _ l E;C_ + E; 0 0 E;C_ — Ex—)
uyo — - — - |’
c|ES +E; 0 0 ES - E;
0 -E +E. -Ej +EY 0

et celui du champ magnétique externe a pour expression

00 0 0
0 0 0 -Bf

F(C) —
1o 0o 0 B
0 B: -Bf 0
Grace a ces expressions, nous pouvons facilement calculer les tenseurs 7 ”’)W , T(C)W , et
7™  via I’équation (4.6) et nous pouvons par apres calculer le tenseur 7% ., erace a
uv q p par ap uv 8

(4.5). Dans notre cas, ce tenseur a alors comme expression

A 0 0 8B

pires) 110 ¢ D 0
uyo = )

poc{ 0 O -C 0

B8 0 0 A

A =ByE. - ByEy — ByE;’ + By Ey~
B = —ByLEx_’ - B;E;C_ + B;Ey_’ + B;E;_
C = ByE, — ByEy +ByE; - ByE,
et D=-ByE_ +BiES + BylEy_’ - BylE;_
Nous voyons alors que les composantes de la perturbation (4.10), hg; et hg, ne sont pas

)
v

Nous pouvons donc les poser comme étant nulles. Ces composantes seront, comme nous

sourcées par le tenseur énergie-impulsion de 1’effet Gertsenshtein, le tenseur Tes
le verrons plus loin, sourcées par des composantes longitudinales.

Dans ces cas, nous avons alors identifié quatre équations de propagation de composantes
d’ondes gravitationnelles, nous avons alors le systeme

4. Ici nous considérons les deux propagations de 1’onde électromagnétique en méme temps
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_lonG B)J/_E; - BYEY

O~ = -— o @.11)
167G —BLES + BrES

Oh = -2 XX X (4.12)
c HoC

O, = - 16726 ByLEx_> - ByLE; + B,ny_’ - B;E;_ @.13)
C HoC

S 162@ ~BLE; + B+ES + By E; - BLES @i
C HoC

— Onde électromagnétique TE et TM
Imaginons a présent que notre onde électromagnétique soit polarisée de maniere transverse
électrique. Il y a donc apparition d’une composante poH, pour I’onde électromagnétique
Dans ce cas, le tenseur de Faraday de I’onde électromagnétique a pour expression

0 -Ey —EY -Ey —E; 0
pov L EC+EY 0 poH,  Ey —E7
W c|Ey +EY —uoH; 0 Ey —E7|
0 -Ey +EY -Ey +E; 0

et le tenseur de Faraday lié au champ externe est toujours donné par

00 0 0
0 0 0 -B
0o 0 0 B

0 Bf -B: 0

F(C)yv —

T(lot)

Comme dans le cas précédent, nous pouvons calculer les différents tenseurs v

T(C)W, et T(W)ﬂv via I’équation (4.6) et nous pouvons grace a cela calculer le tenseur
T(r”)’w a ’aide de I’équation (4.5). Le tenseur énergie-impulsion pour I’effet Gertsensh-

tein est alors de la forme

A 0 0 B
T(res)'uv — L 0 C D _,UOB)JC_HZ )
toc | 0 D -C —uoBy H,
B —poByH, —poByH, A

ou A, B, C et D ont les mémes valeurs que pour le cas transverse électromagnétique.
Ces composantes ne sont donc pas sourcées par les composantes longitudinales. Dans ce
cas transverse électrique, si nous utilisons la condition de conservation du tenseur énergie-
impulsion, I’équation (4.2), nous obtenons les équations

Bid.H, =0,
Byo.H; =0

De plus, les équations de Maxwell nous fournissent 1’équation dgH, = 0. Ces équations
nous amene a conclure que H, = 0. Nous retombons alors sur le cas transverse électro-
magnétique. Dans le cas de I’onde transverse magnétique, une construction similaire peut
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étre effectuée et nous amene a conclure que £, = 0. Nous retombons également sur le cas
d’une onde transverse électromagnétique. Maintenant, nous allons pouvoir considérer le
cas d’un champ magnétique externe longitudinal.

4.3.2 Effet direct, avec un champ externe longitudinal

Pour rappel, le champ transverse est décrit par une composante selon I’axe X* = Z, notée Bll. Ce
champ magnétique est considéré comme constant.

— Onde électromagnétique TEM
Dans le cas de I’onde transverse électromagnétique, Le tenseur de Faraday de I’onde élec-
tromagnétique a pour expression

0 -Ey —EY -Ey —E; 0
pov V| EC+ED 0 0  Ey-Ep
| Ey + EY 0 0 Ey —E7|
0 -Ey +EY -Ey +E; 0

et celui du champ magnétique externe a pour expression

0 0 0 O

P o o Bl o

i 0 -B" 0 o0

0 0 0 O
Grace a ces expressions, nous pouvons facilement calculer les tenseurs Tt )uv , T(C),n,,
et T(W)ﬂ,, via I’équation (4.6) et nous pouvons grice a cela calculer le tenseur T(res)ﬂ,, en

utilisant (4.5). Dans notre cas, ce tenseur a alors comme expression

0 o A 0

tres) _1ljag 0 0 ¢
W eel 0 0 2|

0 ¢ 2 0

o =-BE; - BIES
% =BVE_ + BIEC
¢ =BE; - BIE;
2 =-B'E; + BIEL.
Nous voyons alors que les composantes de la perturbation (4.10), A, hy, h~ et k™ ne sont

)

pas sourcées par le tenseur énergie-impulsion de I’effet Gertsenshtein, le tenseur Tes v -

Nous pouvons donc les poser comme étant nulles.

Dans ces cas, nous avons alors identifié quatre équations de propagation de composantes
d’ondes gravitationnelles, nous avons alors le systeme
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162G BEy’
Ohy, = 7: > (4.15)
c HoC
162G BEy
Ohg; = — y (4.16)
c HoC
167G BE?
Ohy, = — X 4.17
02 o4 Uoc ( )
167G BVES
Ohs, = — X 4.18
02 C4 l,[OC ( )

A titre d’information, si nous réalisons une analyse de la polarisation de ces degrés de po-
larisations hg; et hgy, et que nous cherchons a obtenir des équations similaires a (2.30) et
(2.31), nous avons que ces degrés de liberté font bouger les masses tests a la fois selon une
composante transverse, x pour Aoy et y pour hgy, et selon la composante longitudinale, z.

— Onde électromagnétique TE et TM

Afin de ne pas surcharger cette section, nous n’allons pas détailler les calculs car les dé-
veloppements sont similaires a ceux du cas du champ magnétique externe transverse. En
effet, le fait de considérer une onde transverse électrique ou transverse magnétique impli-
quera que la conservation du tenseur énergie-impulsion ainsi que les équations de Maxwell
nous forcera a considérer le cas de I’onde transverse électromagnétique. Maintenant que
nous avons considéré les différents cas pour I’effet direct, nous allons pouvoir considérer
I’effet inverse.

4.3.3 Effet inverse

Comme nous avons remarqué dans le chapitre 2, les ondes gravitationnelles venant de sources
astrophysiques et se propageant dans le vide ne contiennent que deux polarisations, /i, et hix. Au
vu de nos analyses précédentes le cas qui va générer des ondes de cette polarisation est le cas
d’un champ externe transverse avec une onde transverse électromagnétique. Pour considérer 1’ef-
fet inverse, seul ce cas sera considéré afin d’analyser 1’action des modes transverses des ondes
gravitationnelles.

Nous pouvons a présent considérer I’équation d’onde pour les corrections du premier ordre du
champ électromagnétique (4.7), qui pour rappel est 1’équation

04Dy = ~poj” = nadulPFp) "y
Imaginons une perturbation de métrique ayant la forme,
h=+h~ 0 0 h=-h"
I 0 hy  hy 0
SN (] hy —h. 0o |
h~=h> 0 0 h=+h”
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perturbation qui pourrait elle-méme étre générée par effet Gertsenshtein direct. Nous considérons
une onde transverse électromagnétique dont le tenseur de Faraday est

0 -Ey —EY -Ej —EY 0
F(W)uv _1 E- +E; 0 0 E; -E; ’
c|Ey +EY 0 0 Ey —EY
0 -Ey +EY -Ej +EY 0

ainsi qu’un champ magnétique externe et considéré comme constant, dont le tenseur de Faraday
est donné par

00 0 0
o _|0 0 0 B
“~lo 0o 0 B

0 Bf -Bf 0

Sous ces hypotheses, nous pouvons calculer le terme — jflf  de I’équation (4.7) et nous obtenons
les composantes

jgff :jfff -0
—pojs! == (Be+ 7 (ZEy + E)) b+ 7 (EY + Ey) Do
+ (By + ¢ (EY - EY)) 0:hy + ¢ (EY + EY) dohs
—ojy’ = (By + ¢ (EY = EY)) O:he + ¢ (EY + EY) dohy
+ (By + ¢ (<Ey + Ey)) 0:hy = ¢ (B + Ey) dohs.

Nous remarquons dans ce cas que les termes qui contiennent 2~ et A n’apparaissent pas dans

le terme de source effective —p jf1 I Ce qui pourrait nous conforter dans le fait qu’ils sont des

effets de coordonnées et peuvent €tre supprimés par un boost. Donc des sources d’ondes gravita-
tionnelles provenant de sources astrophysiques ne contenant que les polarisations /1, et hy, sont
bel et bien intéressantes pour I’effet Gertsenshtein inverse.

Les corrections du premier ordre du champ électromagnétique sont tout d’abord décrites par les
équations d’onde

DAY, == (Be + ¢ (<Ey + Ey)) dchu + ¢ (Ey + Ey7) dohx
+ (By + ¢ (EY - EY)) 0:hy + ¢ (EY + EY) dohy
DAY, = (By + ¢ (EY = EY)) 0:h + ¢ (EY + E) doh
+ (Bx+ ¢ (-Ey + Ey)) 0:hy — ' (Ey + Ey) dohs

et ensuite par la relation entre le tenseur de Faraday et le potentiel électromagnétique F' = dA, qui
nous permet d’obtenir les corrections explicites du champ électromagnétique via les équations
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ED = —copa®,
E{ = —c@oA(l)y
1 _ (D

B, =0.A"",

B" =9,A",
Nous avons donc a présent décrit les différentes équations de propagation qui surviennent lors du
traitement de 1’effet Gertsenshtein direct et inverse. Grace a ces équations de propagation, qui sont
des équations d’onde, nous allons pouvoir traiter d’une configuration qui va nous permettre d’utili-

ser en méme temps 1’effet Gertsenshtein direct et inverse pour générer des ondes gravitationnelles
stationnaires.
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Chapitre 5

Génération d’ondes gravitationnelles
stationnaires

Nouas allons dans ce chapitre utiliser I’effet Gertsenshtein direct pour générer des ondes gravita-
tionnelles stationnaires et 1’effet inverse pour étudier les corrections du champ électromagnétique
causées par ceux-ci. Pour cela, nous allons nous placer, comme dans le chapitre précédent, dans un
systeéme de coordonnées cartésiennes (x%x!,x2,x3) = (ct,x,y,z). Nous allons en fait considérer
une onde électromagnétique stationnaire, sous forme d’onde plane a une dimension se déplacant
selon I’axe X3 = Z, polarisée de maniére transverse éléctromagnétique (TEM). Nous allons consi-
dérer que 1’onde électromagnétique est dans une cavité TEM, qui autorise donc une onde trans-
verse électromagnétique, de longueur 2L. Dans la cavité, nous avons également la présence d’un
champ magnétique externe, considéré comme constant, transverse par rapport a 1’onde électroma-
gnétique. Dans ce chapitre, nous allons d’abord décrire brievement les équations qui traitent de ce
probléme, pour ensuite les transformer en équations sans dimensions, afin de traiter plus facile-
ment les ordres de grandeur et les unités du probléme. Apres, nous allons résoudre les équations
du probléme dans les cas d’une polarisation linéaire et circulaire pour I’onde électromagnétique.
Nous allons représenter les solutions graphiquement afin de bien caractériser les ondes créées.

5.1 Descriptions des équations d’onde

Pour obtenir les équations du probleéme, il nous faut rappeler les résultats du chapitre précédent,
Nous allons considérer une onde stationnaire transverse électromagnétique, dont le tenseur de
Faraday s’écrit de manicre générale comme

0 -Ey —EY -Ej —E7 0
F(W),uv _ LEC +EY 0 0 E- —EC
c|Ey +EY 0 0 ES -E

0 -Ey +E; -Ej +E7 0

Nous avons aussi le champ magnétique externe, constant, qui est un champ transverse et donc le
tenseur de Faraday de ce champ a pour forme
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00 0 0
s |00 0 B
»”=lo 0o o0 B

0 Bf -Bf 0

Comme dans le chapitre précédent, nous pouvons facilement calculer les tenseurs T(wt)ﬂ,, , T(C)W ,

et T(W)u,, grice 2 I’équation (4.6) et nous pouvons grice a cela calculer le tenseur 7¢° )uv grice
a (4.5). Dans notre cas, ce tenseur a alors comme expression

o 0 0 R

tres) 1fo € 2 0
" ueel 0 2 - o

A 0 0

o o/ = ByE, — ByEy — ByE)’ + ByEy
B = —B;E;’ - BylE;_ + B;Ey_’ + B;E;_
¢ = ByE,’ - ByEy + ByE, — ByE,
et 9=-ByE. +ByES + ByLEy_) - ByLE;_
Nous voyons alors que les composantes de la perturbation (4.10), hg; et hgy, ne sont pas sourcées

par le tenseur énergie-impulsion de I’effet Gertsenshtein, le tenseur T(res)#,, . Nous pouvons donc
les poser comme étant nulles.

La perturbation de la métrique est alors de la forme

h+h> 0 0 ho—-h>
0 he hy 0
hyy = 5.1
K 0 hy —hy 0 SR

h==h— 0 0 h™+h™

Comme déja vu précédemment, les équations pour I’effet Gertsenshtein direct sont de la forme

16 G BJ_E—> _ BJ_E—>
Oh~ = — 7; y &x x =y
C HoC
1 e 1 e
——— _167;G —-BJE, + By E;
c Hoc
e — 167G BylEx_’ - BylE;C_ + B;‘Ey_’ - BjE;_
" ct HoC
T - 167G —BxEY" + ByEx + ByE;” — ByEy”
x ct HoC '

Nous avons vu également, que sous ces hypotheses, nous avons pour I’effet Gertsenshtein inverse
les équations suivantes,
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DAYV, = (By + ¢ (<Ey + Ey)) O:he + ¢ (Ey + Ey ) doh
+(By + 7 (EY —EY)) 0chy + ¢ (EY + EY) dohs

0AY, = (By + ¢ (EY - EY)) Och + ¢ (BY + EY) dohs
+ (By+ 7 (<Ey + EY)) 0:hy = ¢ (Ey + Ey7) dohs

Nous avons donc les différentes équations qui traitent de notre probleme. Ce sont des équations
d’ondes, que nous allons changer pour des versions sans dimension.

5.2 Passage aux équations sans dimension

Pour des raisons de simplicité dans I’interprétation et le traitement des résultats, nous allons trai-
ter dans nos équations des grandeurs sans dimension. Par exemple, pour nos équations d’ondes
gravitationnelles, nous avons des équations du type

167G
¢ o
ou h représente une onde gravitationnelle, et p le terme de source dépendant du champ électro-

Oh=082h -0, h =

(ct) P

magnétique. La premicre étape pour dédimensionner notre équation est de faire un changement
de variables. Nous choisissons une longueur L, longueur caractéristique de notre probleme, qui
est en fait la longueur de notre cavité, qui est autrement dit la distance parcourue par I’onde élec-
tromagnétique dans le champ magnétique externe, dont parlait Gertsenshtein. Cette longueur va
nous permettre d’effectuer le changement de variable z = ZL et ct = TL. Nous avons alors que
0, = %82 et Oer) = %GT. Ce qui nous permet d’obtenir I’équation

167G, .
s L.
C” Ho

ol p est notre source modifiée par le changement de variable. Notre équation ne dépend plus

02h — d2h =

des unités de longueur mais encore des unités du champ électromagnétique. Nous fixons alors
une valeur £y = max(E;_,E;’,E;_ ,Ey_’ ) etBy = max(B;,B;), qui sont en fait respectivement les
maxima des différentes composantes du champ électrique et magnétique considéré. Nous pouvons
alors poser E;” = Ep&E et ainsi de suite pour les autres composantes du champ électrique. On pose
également By = ByBj etla méme chose pour ByL. Cette suppression des unités électromagnétique
nous permet de réécrire 1I’équation sous la forme

ou p est encore la modification du terme de source. Nous pouvons également définir le nombre
Gz, appelé nombre de Gertsenshtein-Zel’dovich, défini par

167G L2*EyB
zZ= "5
C Ho

Ce nombre va nous permettre en fait de définir nos composantes de la perturbation comme £ =
GzH , pour obtenir des équations sans dimensions du type

0ZH — 0+ H = F,
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ou F est un terme de source sans dimension qui est défini a partir de p. De maniere analogue, nous

pouvons, pour les composantes de la correction au premier ordre du potentiel électromagnétique
z . E . . . . . . .

AW définir AV = 20LG, A et ainsi obtenir des équations sans dimensions du type

A - 02A = S,
ou S est un terme de source sans dimension a définir a partir de — g jff /Dans notre probleme de
génération d’ondes stationnaires, les équations sans dimension sont explicitement données par
OGH™ - H™ = -BrEY + BrE)
OZH™ —0FH™ = ByET - BLES
OZH, — 07 H, = -By & + By &L - BLE) + BLEY
05 Hy — 07 Hy = By &Y - BLET — By &) + By &y
03 Ay — 07 A = (=B + & = &) dzHy + (&) + &) drHy
+(By +E7 —E7) M, + (87 + EY) orH,
03 Ay — 07 Ay = (By + &7 = &7 ) 0z Hy + (87 +EY) drHy
+(Br - &7 + &) 0z H, - (&) + &) orH,

Nous allons pouvoir a présent essayer de résoudre ce probleme grace aux équations sans dimen-
sions ci-dessus. Pour revenir ensuite aux quantités physiques, il suffit de multiplier les quantités
‘H par Gz pour les ondes gravitationnelles, et pour les corrections au premier ordre du champ
électromagnétique, nous avons les relations

EL = -Gz Egor A, (5.2)

E" = -Gz Epor A, (5.3)
E

B =Gz — 077, (5.4)
E

B = Gz =0, As. (5.5)

5.3 Résolution du probleme

Nous considérons notre cavité de longueur 2L comme centrée en Z = 0. L’intérieur de la cavité
correspond alors a I’intervalle Z € [—1, 1] . L’onde stationnaire est créée en considérant deux ondes
électromagnétiques identiques. Une se propageant vers 1’avant et I’autre vers 1’arriere. Nous avons
alors

E; = Wf(Z - T)>
E- =E,f(Z+T),
E; = Ewg(Z-T),
ES = E,g(Z+T).

Par hypothese de simplicité, nous allons considérer le champ magnétique externe constant comme
étant identique dans les deux directions transverses, a savoir

By =By = B*.
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Sous ces hypotheses, nous pouvons voir que
EO = EW7

et

By = B,
ol nous avons que E,, = &, Ey et B+ = B8+ By. Remarquons que dans ce cas précis nous avons au
départ &, = B+ = 1.

Pour résoudre le probleme, nous allons utiliser résoudre les équations d’onde sans dimensions de
maniere symbolique, griace au logiciel Matlab.

— Intérieur de la cavité

Pour les conditions initiales dans notre cavité, nous considérons que les degrés de liberté
U=H"H",H,, Hy, Ay, A, sont tels que

U(Z,0)=0rU(Z,0) =0. (5.6)

Pour résoudre les différentes équations d’onde, nous avons vu dans notre cours de méca-
nique des fluides [21] en bachelier qu’une équation d’onde du type

92U — 02U = F(Z,T)

avec les conditions initiales (5.6), peut se résoudre via la formule

1 7T Z+T-n
Uuzrm = E‘fo (fz F(f,n)a’f) dn. 5.7

-T+n
— Extérieur de la cavité

Pour ce qui se passe en dehors de la cavité, pour les degrés de liberté Ay et Ay, nous
utilisons la méme méthode de résolution (5.7) que pour I’intérieur de la cavité. Pour ce qui
est des degrés de liberté dus aux ondes gravitationnelles, nous utilisons pour les degrés de
libertés V = H~,H ~,H, les quantités suivantes qui doivent étre continues au bord de la
cavité Z = +1,

V(£1,T) et 3,V(£1,T)

Nous allons nous concentrer sur le bord Z = 1, I'autre bord de la cavité est facilement
transposable par symétrie. Nous pouvons voir également dans [21] que la solution a I’ex-
térieur de la cavité pour V est

T+Z-1

V(Z,T):%(V(I,T—Z+1)+V(1,T+Z—1)+f aZV(l,n)dn). (5.8)
T

-Z+1

Grace a ces équations (5.7) et (5.8) ainsi que les équations de (5.2) a (5.5), nous pouvons facilement
alors obtenir toutes les solutions de notre probleme, out nous allons considérer les polarisations li-
néaire et circulaire pour I’onde électromagnétique.
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Afin de bien caractériser notre métrique, nous allons considérer des invariants de celle-ci, et de
vérifier que les ondes créées ne sont pas de simples effets de coordonnées. Pour cela, nous allons
traiter avec une métrique de la méme forme que (5.1), mais qui s’écrit comme

hoo 0 0  hp
0 hy Dy 0
hyy = s 5.9
" O hx _h+ 0 ( )

hos 0 0 ho
ou nous avons posé€ hoy = h~ + h™ et hop3 = h™ — h™~. Notons que ces degrés de liberté de la

perturbation ne dépendent que de z et de ¢, car nous considérons une propagation et une onde a
une dimension.

Comme pour I’analyse des métriques au chapitre 3, nous allons considérer deux invariants, le
déterminant et le scalaire de Kretchmann. Grice 2 SageMath !, nous pouvons calculer facilement
le scalaire de Kretchmann de la métrique g,,,, = 1y + hyy. En ne gardant que les termes du
premier ordre, nous obtenons

2 2
Ryuvia RM* = (5Z2hoo) + 202000y hoo + (802h00)
-4 (azz,hoo + 53%0) d:0ho3 + 4 (9:0h03)’

2, \2 27 a2 2, \2 (5.10)
+2(02h.)" - 402h. O3 h, +2 (050, )
2 2
+2(02h)” = 402 hudf hy + 2 (05
et nous pouvons également calculer le déterminant, qui a pour expression
g=—(hgy—hiy—1) (h3 +h;-1). (5.11)

Une derniere notion que nous allons utiliser pour caractériser nos ondes, est le flux d’énergie
transporté par les ondes gravitationnelles. Pour cela, si les ondes gravitationnelles ont une trace
nulle et respectent la jauge de Lorenz, nous avons vu dans [7], que le flux d’énergie transporté par
les ondes gravitationnelles est donnée par un tenseur 7, dont les composantes sont données par

C4
oy = =5
32nG

ot les crochets (-) représente une moyenne sur I’espace-temps 2. Via SageMath, nous pouvons voir

Duheady Y,

que les seules composantes non-nulles de ce flux d’énergie, dans la métrique que nous considérons,
sont données par

foo = i<((92h )= (@hos) + (3hs) "+ (%)) (5.12)
00 = 7= { (dohoo 5 ho3 oI+ o hix -
4
tee = 1o ((02h00) = (2h03)" + (02.) " + (92)) (5.13)
4
foz =1tz0 = 16C—nG (0, hoodohoo — 0, ho3Oohos + Oz hyOohy + 0, hxOohx) . (5.14)

1. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation des feuilles SageMath a I’annexe a la fin de ce mémoire
2. La moyenne temporelle est nécessaire car nous pouvons voir dans [7] que le tenseur 7, n’est pas invariant sous
changement de coordonnées infinitésimal
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Toutes les quantités et notions nécessaires aux analyses des résultats ont a présent été introduites.
Nous allons commencer par traiter le cas de la polarisation linéaire de 1’onde électromagnétique.

5.4 Polarisation linéaire de I’onde électromagnétique

L’onde stationnaire électromagnétique polarisée linairement est donnée par I’expression

E.” =Ey,sin(2an(Z-T)) © E_ = E,,sin 2an(Z +T)),

et nous avons que E” = Ef” = 0.

Nous avons bien une onde stationnaire car nous avons I’onde résultante qui vaut

E’+E; =E, (sin(2arn(Z —T)) +sin 2an(Z +T))) = 2E,, sin 2anZ) cos 2nnT),

qui est bien une onde stationnaire.

Dans ce cas, les solutions pour les ondes gravitationnelles a I’intérieur de la cavité sont

1
H = i ? 5 (sin 2anT) cos 2anZ) — 4nnT cos 2an(Z +T)))
L B4E,
H = %2 2anT cos 2an(Z —T)) — sin (2anT) cos (2nnZ))
+&
H, = - Y cos(2nnZ) (sin 2anT) — 2anT cos (2xnT))
472n?
1
Hy = Py 2 cos(2nnZ) (sin 2anT) — 2xnT cos 2anT)) .

Nous avons également les solutions pour le potentiel électromagnétique

Ew sin(2rnZ)
327303

2
— 2818, cos’(2nnT) cos(2nnZ) + 12 (BL) anT cos(2rnT)

A, = (2Biaw cos(2nnZ) - 6 (8*)’ sin(2xnT)

\2 2250 L )
+8 (8*4)" 2*n*T? sin(2wnT) — 48+, anT cos(2anZ) cos(2mnT) s1n(27rnT)),

BLEL sin(4nnZ)

Ay = 64m3n3

(cos(4nnT) + 2nnT sin(4nnT) — 1) .

Notons que via Matlab nous vérifions la véracité de nos solutions en réinjectant la solution trouvée

dans notre équation d’onde de départ.

Grace aux solutions et au nombre , nous allons pouvoir déterminer les composantes de la
z

perturbation (5.9) a 'intérieur de la cavité, nous avons alors

GzB*E,, .
hog = ————cos(2anZ) (sin 2anT) — 2xnT cos 2anT)) = hy = —hy
4n2n?
BLET . .
hos = _GzB 8T sin(27nT) sin(2rnZ)
2mn
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Nous remarquons que les ondes ont la méme fréquence que I’onde électromagnétique, et que leur
amplitude varie de maniere linéaire par rapport au temps, ce qui veut dire que les amplitudes des
ondes vont grandir au fur et a mesure que le processus dure. C’est le phénomene de résonance
dont parlait Gertsenshtein dans son article.

Nous pouvons également grace aux équations (5.2) a (5.5), établir les formules des corrections du
premier ordre du champ électromagnétique. Nous obtenons dans ce cas

EyE,, sin(QenZ
E)(Cl) = —QZ 08w Sin(27nZ) (4 (Bl)zﬂznsz cos(2anT) —2 (Bl)zﬂnT sin(2anT)
8r2n?
+ B*E,, cos(2nnZ) cos(2anT) sin(2anT)
—4BL8,, 7nT cos> 2nanT) cos(2anZ) + 2B*+E,, anT cos(27mZ))
EoB*E2 sin(4nnZ
ED = GzEo WZST( L) (Sin(drnT) — dxnT cos(dmnT))
32m4n
EyB+E?2 dnnZ
B = GZEB 84 COSERNL) rnT) + 27T sin(anT) — 1)
16¢n2n?
EyE 2nnZ 2
B = G2E0Ow cos@rnz) (mﬂsw cos(2mnZ) - 6 (8*) sin(2anT)
16¢cm2n?
2
-28*E,, 0082(27TI1T) cos(2anZ) + 12 (BL) anT cos(2anT)
1\2 2 270 . L -
+8 (84)" 2°n’T? sin(2rnT) — 48+ &, anT cos(2anZ) cos(2nT) sm(27rnT))
EyB+E&2 sin>(2nnZ
4 GzEB O, sin (2anZ) (cos?@xnT) + 2xnT sin(2rnT) cos(2xnT) — 1).
8cm2n?

Nous avons donc I’amplitude des corrections du champ électromagnétique augmente de maniére
quadratique par rapport au temps. Rappelons que nous ne tenons pas compte des réflexions de ces
ondes aux bords de la cavité. Il s’agirait donc d’une double résonance. De la méme maniere, nous
pouvons obtenir des solutions pour ces quantités a I’extérieur de la cavité. Nous avons décidé de
représenter graphiquement nos solutions. Nous pouvons également représenter les invariants grace
aux équations (5.10) et (5.11). En fait, nous réalisons une simulation sur Matlab 3 ol nous voyons
les quantités évoluer par rapport au temps. Nous allons montrer dans ce rapport des captures ins-
tantanées de nos simulations, out nous pourrons voir certaines choses significatives.

Nous avons sélectionné quatre figures, (5.1), (5.2), (5.3) et (5.4). ou nous avons deux figures plu-
tot au début de la simulation (7" = 2 et 2.5) et deux plutot en fin de simulation (7 = 18.5 et 19).
Celle-ci porte sur un temps allantde 7 = 0 a T = 20. Nous insistons sur le fait que tout ici provient
de solutions analytiques donc des solutions exactes de nos équations. Les figures (5.1) et (5.2)
représentent le début de la simulation. Nous pouvons voir sur ces figures que lorsque les ondes
gravitationnelles tendent vers O dans la cavité, nous avons que, a I’extérieur de la cavité, la pertur-
bation ne cesse de croitre au fur et a mesure que 1’on s’éloigne. Cet effet provient du fait que nous
avons une approximation a une dimension du probleme, ou nous utilisons des ondes planes, dont
nous savons que cette situation n’est pas physiquement acceptable. En effet, la diffusion n’est pas
autorisée selon les directions transverses, la propagation est donc confinée a une dimension. Ce-

3. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation du code et des vidéos a propos de la simulation a
I’annexe a la fin de ce mémoire
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Polarisation linéaire

T=2 _
=x10 72
%107 Ondes gravitationnelles
1.5
8
=
1t 5
0.5r
3 T 2
.T';l o — A\/A
< 1077 det(g)+1
-0.5
—1F §
50
£
-1.5 -
-1 0 1 2 3 4 5
z
-5
|_h00 —Nog — "y h12| 0 %
Figure 5.1 — Simulation avec la polarisation linéaire, ou T=2
Polarisation linéaire
Scalaire de Kretchmann
T=2.5 o1 072
%107 Ondes gravitationnelles
1.5
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1t ]
0.5f
3 T 2
721 0/\\/& N y
< X 1072 det(g)+1
5
-0.5
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20
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Scalaire de Kretchmann

Ficure 5.2 — Simulation avec la polarisation linéaire, ou T=2.5
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Polarisation linéaire
Scalaire de Kretchmann
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FiGure 5.3 — Simulation avec la polarisation linéaire, ou T=18.5

Polarisation linéaire
Scalaire de Kretchmann
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FiGure 5.4 — Simulation avec la polarisation linéaire, ou T=19
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pendant, les solutions en ondes planes constitue néanmoins une bonne approximation. Par ailleurs,
nous pourrions également a I’instar de Ritzel, considérer un potentiel retardé pour la propagation a
I’extérieur de la cavité. En résumé, les résulats a I’intérieur de la cavité peuvent étre physiquement
plausibles tandis qu’a I’extérieur de la cavité, ils sont a prendre avec précaution. Remarquons éga-
lement que nous pouvons apercevoir que les invariants subissent chacun des petite modifications.

Sur les figures (5.3) et (5.4), nous avons la situation en fin de simulation. Nous remarquons que
I’amplitude de nos ondes est bien plus grande que précédemment, c’est bien une preuve de la réso-
nance et de I’augmentation linéaire de I’amplitude des ondes. Nous remarquons toujours le méme
probleme a I’extérieur de la cavité. De plus, nous pouvons supposer que ce probleme crée des dis-
continuités dans le scalaire de Kretchmann et le déterminant. Cela provient du fait que nos termes
de sources des équations d’onde sont discontinus au bord de la cavité. En effet, a I’extérieur de la
cavité les termes de sources sont nuls. Mais si nous calculons les termes de sources a ’intérieur de
la cavité en Z = 1, nous remarquons qu’ils sont proportionnels a sin(2znT'). C’est pourquoi nous
pouvons avoir par exemple continuité des invariants a la figure (5.4) et pas a la figure (5.3). Les
invariants eux aussi augmentent en amplitude.

Afin de caractériser numériquement notre situation, imaginons notre cavité de longueur L = 1 m.,
ol nous avons B+ = 107, n = % et E,, = 10°V/m. Ces valeurs, a I’heure actuelle sont physi-
quement réalisables en laboratoire. Le nombre de Gertsenshtein-Zel’dovich Gz est de 1’ordre de
10738, Ce sont les valeurs utilisées lors de nos simulations, et nous voyons bien que les ondes
gravitationnelles sont de 1’ordre de Gz . Aprés un an de fonctionnement, nous avons que Gz T sera
de ’ordre de 1072!. Les ondes gravitationnelles sont alors dans ce cas de I’ordre des ondes gravi-
tationnelles astronomiques, telles que détectées par le LIGO en 2015, sauf que celles-ci possede
un temps caractéristique de I’ordre de la miliseconde, alors que nos ondes créées ont un temps
caractéristiques d’un an dans notre cas.

Dans cette caractérisation numérique, nous pouvons également voir que la correction du premier
ordre du champ magnétique va atteindre I’ordre du 7 apres un an. La derniere considération
numérique que nous faisons dans ce cas est le calcul du flux d’énergie transporté par nos ondes
gravitationnelles. Pour chaque composante de 7,,,,, via les équations (5.12) a (5.14), nous pouvons
calculer ce flux d’énergie transporté. Pour ce qui est de la moyenne spatiotemporelle, nous moyen-
nisons les quantités sur I’entiereté de la cavité, et nous considérons deux moyennes temporelles,
uneentre 7 = 4etT = 5, et 'autre entre T = 14 et T = 15, soit une moyenne sur une demi-
période de la source. Pour la premiere moyenne temporelle, entre 7 = 4 et T = 5, le flux d’énergie
transporté vaut

f00 = 3.0 1073 W/m?,
t., =3.01073W/m?,
to; = OW/m?,

et pour la seconde moyenne, entre T = 14 et T = 15, nous avons

too = 3.1 1072 W/m?,
tr, =3.110732W/m?,
tOZ = 0 W/mza
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Nous avons donc un ordre de grandeur de plus dans la seconde moyenne temporelle. C’est une
autre preuve de la résonance, et du gain d’énergie transporté par 1’onde gravitationnelle au fur et
a mesure du temps. Nous allons pouvoir a présent traiter du cas de la polarisation circulaire de
I’onde électromagnétique.

5.5 Polarisation circulaire de I’onde électromagnétique
L’onde stationnaire électromagnétique polarisée circulairement est donnée par 1 expression

E.” =Ey,sin(2an(Z-T)) © E; = E,,sin 2an(Z +T)),

pour le champ suivant I’axe X et I’expression

Ey_’ =E,cos 2nn(Z-T)) & E;_ =E, cos 2arn(Z +T))
pour le champ suivant I’axe Y.
De la méme maniere que le cas précédent, nous pouvons déterminer les composantes de la pertur-

bation (5.9) a 'intérieur de la cavité. Nous ne décrivons pas toutes les étapes car la méthode est
identique au cas précédent. Nous avons alors

1
hoo = —% (cos(2rnZ) + sin(2anZ)) (sin 2anT) — 2anT cos 2anT)) = —hy
n°n
4
Ew : .
hy = —% (cos(2nnZ) —sin(2nnZ)) (sin 2anT) — 2nanT cos 2nanT))
’n
1
T
hos = —ng—‘gw sinnnT) (cos(2nnZ) — sin(2xnZ))
mn

Nous remarquons que les ondes ont également la méme fréquence que 1’onde électromagnétique,
et que leur amplitude varie de maniere linéaire par rapport au temps, ce qui veut dire que, comme
pour la polarisation linéaire, les amplitudes des ondes vont grandir au fur et a mesure que le
processus dure. Les conclusions du cas précédent restent donc valables indépendamment de la
polarisation de 1’onde électromagnétique, comme on pouvait s’y attendre.

Nous obtenons également les corrections du premier ordre du champ électromagnétique, qui valent

dans ce cas

EyE 2

EW = % (sin(2xnT) — 27nT cos(2xnT)) (27rnT (8+)" sin@xnz) + 48, 8* cos(27rnT))
n’n
EoE, . 2

E;l) = % (sin(2anT) — 2nnT cos(2nnT)) (27mT (Bl) cos(2nnZ) + 48,, 8B+ cos(27rnT))
n’n

2G7Eo (B4)* &, sin(2anZ
B)(Cl) =— GzEo (B7) &y sin(27n2) (67mT cos(2nnT) - 3 sin(2anT) + 4x*n*T? sin(27rnT))
16cn2n?
2G67E (BY)* & 2nnZ
B = GzE (B7)" &y cosQnnZ) (67rnT cos(2anT) - 3 sin(2anT) + 4n*n’T? sin(27rnT)) .
Y 16cn2n?

Nous avons donc, comme précédemment, que I’amplitude des corrections du champs électro-
magnétique a I’intérieur de la cavité augmentent de maniére quadratique par rapport au temps,
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et donc par conséquent que la densité d’énergie induite varie comme la puissance quatrieme du
temps. Nous avons décidé de représenter graphiquement nos solutions a I’intérieur de la cavité et
celles a I’extérieur que nous obtenons par une démarche identique. Nous réalisons une simulation
sur Matlab identique a la situation de la section précédente. Nous avons juste décidé d’ajouter la

caractérisation des corrections du champ électromagnétique a I’intérieur de la cavité.

Nous avons sélectionné quatre figures, (5.5), (5.6), (5.7) et (5.8). Nous avons la présence de deux
figures relativement au début de la simulation et deux relativement en fin de simulation. Celle-
ci porte comme précédemment sur un temps allant de 7 = 0 a 7 = 20. Sur les figures (5.5) et
(5.6), qui représentent le début de la simulation, nous pouvons apercevoir que lorsque les ondes
gravitationnelles tendent vers O dans la cavité, nous avons comme pour la polarisation liénaire,
a ’extérieur de la cavité, que la perturbation ne cesse d’augmenter au fur et a mesure que 1’on
s’éloigne. Remarquons également que nous pouvons apercevoir que les invariants subissent des
petites modifications, et les invariants a I’extérieur de la cavité semblent décroitre au fur et a
mesure que la distance augmente, nous pouvons alors conclure que les divergences des ondes gra-
vitationnels sont des effets de coordonnées et que notre métrique est bien asymptotiquement plate.

Sur les figures (5.3) et (5.4), nous avons la situation en fin de simulation. Nous remarquons que
I’amplitude de nos ondes est bien plus grande que précédemment, c’est bien comme au cas pré-
cédent une preuve de la résonance et de I’augmentation linéaire de 1’amplitude des ondes. Nous
remarquons toujours le méme probléme a I’extérieur de la cavité. De plus, nous pouvons voir que
le probleme de discontinuités dans le scalaire de Kretchmann et le déterminant est toujours bien
présent. Les invariants eux aussi augmentent en amplitude au fil du temps, m&me si nous remar-
quons cette décroissance en fonction de la distance. Du c6té des corrections du premier ordre du
champ électromagnétique, nous pouvons remarquer que les normes des champs oscillent entre
elles au cours du temps, et que 1I’amplitude augmente bel et bien au cours du temps, quadratique-
ment selon la formule.

Afin de caractériser numériquement notre situation, imaginons comme au cas précédent que notre
cavité est de longueur L = 1m., ol nous avons B* = 107 , E,, = 105 V/metn = % Apres un an,
nos ondes seront également de grandeur comparables aux ondes astrophysiques.

Nous pouvons également faire le calcul du flux d’énergie transporté par nos ondes gravitation-
nelles. Pour chaque composantes de ¢, , via les équations (5.12) a (5.14), nous pouvons calculer
ce flux d’énergie transporté. Pour ce qui est de la moyenne spatiotemporelle, nous moyennisons
les quantités sur I’enticreté de la cavité, et nous considérons deux moyennes temporelles, une entre
T =4etT =5,etlautre entre T = 14 et T = 15. Pour la premicere moyenne temporelle, entre
T =4etT =5, le flux d’énergie transporté vaut

to0 = 5.9169 107> W/m?,
t2. = —1.3915107YW/m?,
to; = —1.6338 107°W/m?,

et pour la seconde moyenne, entre 7 = 14 et 7 = 15, nous avons

4. Vous pouvez trouver des informations sur la consultation du code et des vidéos a propos de la simulation a
I’annexe 2 la fin de ce mémoire
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too = 6.1482 10732 W/m?,
tz, = =2.2264 10" ¥ W/m?,
fo; = —=5.2631 107°W/m?,

Nous avons donc un augmentation du flux dans la seconde moyenne temporelle. C’est une autre
preuve de la résonance, et du gain d’énergie transporté par I’onde gravitationnelle au fur et a
mesure du temps. Nous allons a présent faire un synthése de ces résultats, pour ensuite les critiquer
et en donner quelques perspectives.

5.6 Analyse et critique des résultats, perspectives

Comme nous avons pu le remarquer dans les deux sections précédentes, d’un point de vue qua-
litatif, les deux cas de polarisation amenent des résultats similaires. La caractérisation de I’aug-
mentation des amplitudes des ondes gravitationnelles ainsi que de I’amplitude des corrections du
champ électromagnétique sont identiques. La différence entre les deux réside plus dans le fait que
la répartition spatiale des ondes n’est pas identique, et que par conséquence les invariants ne se
comportent pas tout a fait de la méme maniere, bien que leurs amplitudes semblent suivre la méme
dynamique.

Comme nous avons vu, un des points faibles de ces résultats réside dans le fait que lorsque qu’une
onde est nulle dans la cavité, a I’extérieur de celle-ci, ’onde grandit au fur et & mesure que I’on
s’éloigne de la cavité. Nous avons également le probleme de discontinuité des invariants dont nous
avons parlé précédemment, et ce pour les mémes raisons des discontinuité des termes de sources.
Ce probleéme devrait en principe étre résolu si nous considérons une configuration physiquement
acceptable, comme le fait que le champ magnétique externe devient continu au bord de la ca-
vité. Nous pouvons également penser une extension de ce modele a un modele a trois dimensions
spatiales et I’utilisation d’une intégration de type potentiel retardé en dehors de la cavité. Cette
extension fait fi de I’approximation des ondes planes que nous utilisons dans ce modele, car nous
savons que les ondes planes ne sont pas une hypothése physique acceptable. De plus, cela en-
Ieverait la résonance des ondes gravitationnelles et ne ferait augmenter les corrections du champ
électromagnétique que linéairement. Néanmoins, ces résultats ne sont pas dénués de sens. En effet,
ce qui se passe a ’intérieur de la cavité est a priori tout a fait valable, a condition de le domaine
de considération soit beaucoup plus petit que la longueur d’onde émise par exemple. De plus, si
nous mettons en parallele 1’apprentissage de la théorie des ondes électromagnétiques avec 1’ ap-
prentissage théorique des ondes gravitationnelles. Il est bon dans un premier temps de considérer
I’approximation des ondes planes dans les configurations électromagnétiques pour avoir une pre-
micre idée du probleme, avant de passer a la réalité physique. Ces résultats sont donc la premiere
étape vers les résultats d’une réalité physique testable.

Nous pourrions également réfléchir autrement, et peut étre restreindre nos résultats et observations
a une situation ou 1’approximation des ondes planes pour les ondes gravitationnelles est valable.
Cependant, le développement de la théorie des ondes gravitationnelles actuel ne nous permet pas
de définir un cadre de 1’approximation des ondes planes comme nous pouvons le faire avec les
ondes électromagnétiques. Le probleme est que 1I’équivalent d’un guide d’onde pour les ondes
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gravitationnelles n’existe pas car ces ondes ne se réfractent ou ne se réfléchissent pas.

Pour ce qui est des perspectives a ces résultats, outre le fait que la généralisation 3D spatiale du
probléme soit intéressante, ils démontrent un intérét pour la théorie de la génération mais aussi de
la détection des ondes gravitationnelles. En effet, cela pourrait permettre tout d’abord d’imaginer
d’autres détecteurs d’ondes gravitationnelles que via I’ interférométrie comme le LIGO, mais aussi
ouvrir des perspectives pour la théorie de la relativité elle-méme. Nous pourrions par exemple ima-
giner une expérience similaire a celle de Hertz pour les ondes gravitationnelles avec ce procédé.
Nous pourrions également traiter de la génération de gravité artificielle qui demeure un graal pour
tout féru de science-fiction. D’un point de vue plus théorique, nous pourrions également imagi-
ner des tests du principe d’équivalence en utilisant 1’effet Gertsenshtein, car le fait que 1’énergie
courbe I’espace-temps provient de ce principe d’équivalence. L’avantage d’un test de ce type est
que nous utilisons directement les liens qui existent entre énergie et gravitation sans masse par
un objet massif, qui contient des objets li€s tels que les atomes. Nous aurons alors une source
relativiste et non plus inertielle. Ces résultats pourraient également étre adaptés a des théories al-
ternatives de la gravitation, afin de tester les différentes théories. Voila par exemple le genre de
perspectives qui peuvent émerger de ces résultats, méme si nous savons que certaines sont plus
réalistes et réalisables que d’autres.

En conclusion, dans ce chapitre final, apres avoir décrit les différentes équations d’onde, nous
avons effectué le passage a des équations d’ondes dédimensionnées, afin de mieux traiter les
ordres de grandeur des quantités. Ensuite, nous avons passé en revue toutes les considérations
théoriques nécessaires a la résolution de notre probleme de génération d’ondes gravitationnelles
stationnaires, pour enfin le résoudre en considérant la polarisation linéaire et la polarisation cir-
culaire de 1’onde électromagnétique. Nous avons pu remarquer que les amplitudes des ondes gra-
vitationnelles créées augmentaient linéairement par rapport au temps, et que les corrections du
champ électromagnétique varie quadratiquement avec le temps. Nous avons également mis en
exergue les limitations de notre modele, qui contient des situations non-physiques, comme le fait
de nos restreindre a un modele d’onde plane et d’accepter une décroissance instantanée du champ
magnétique externe au bord de la cavité. Ces situations impliquent notamment la discontinuité
des invariants. Nous avons également considéré le flux d’énergie transporté par les ondes, et nous
avons remarqué qu’il augmentait au fil du temps.

Quelles pistes pouvons-nous envisager pour étendre ces résultats ? Il serait intéressant de se concen-
trer en premier sur I’extension du modele pour envisager une situation physiquement acceptable,
et de comparer ces résultats a ceux obtenus ici. Le cas du champ magnétique extérieur longitudi-
nal pourrait étre ensuite une autre piste de réflexion, ol nous pourrions également comparer les
caractéristiques pour voir ce que ces degrés de liberté supplémentaires peuvent amener en plus.
Nous pourrions également imaginer un ensemble de situations observationnelles & prédire pour le
comportement de nos ondes, comme un anneau de particule tests, ou bien le comportement de la
lumiere ou de particules chargées au voisinage de notre dispositif. Tous ces éclairages pourraient
également étre le terreau de la conception d’un détecteur d’ondes gravitationnelles, ce qui nous
permettrait d’avoir un autre moyen que I’interférométrie pour caractériser le comportement de ces
ondes prédites il y a un siécle par Einstein.
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Polarisation circulaire

T=4.5 72
5 10
1077 Ondes gravitationnelles 3
5 2
9 Scalaire de Kretchmann Ez 0
<
1 _5
o 2 4
-72 z
05 510
k] k]
Z o \\é det(g)+1 5 O
a et(g)+1 &
£ N g
-0.5 -
5 0 2 4
27 z
x 10~
-1
8
o
Correction EM du 1 ordre 3 6
-15 dans la cavité s
& 0 1 2 3 4 5 g4 —IE' —IB'd
z
2
0
|_h00 —N —hyy 12| -1 g 1

FiGure 5.5 — Simulation avec la polarisation circulaire, ou T=4.5
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Ficure 5.6 — Simulation avec la polarisation circulaire, o T=5
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Polarisation circulaire
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Ficure 5.8 — Simulation avec la polarisation circulaire, ol T=16.5

86



Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a 1’effet Gertsenshtein direct et inverse et a la
génération d’ondes gravitationnels stationnaires. Pour bien comprendre ce phénomene, nous nous
sommes d’abord plongés dans la construction du systeéme Einstein-Maxwell. Aprés quelques rap-
pels de géométrie différentielle, nous avons introduit la notion de fibré vectoriel afin de introduire
de maniere rigoureuse la relativité générale et le systeme Einstein-Maxwell dont nous dérivons
les équations par principe variationnel. Pour chaque équation, nous avons retrouvé 1’écriture de
celle-ci dans la limite classique qui est une propriété du principe de correspondance.

Ensuite, nous avons considéré les linéarisations des équations du systeme Einstein-Maxwell. La
premilre partie, la linéarisation de 1’équation d’Einstein, nous a permis d’introduire la théorie
des ondes gravitationnelles, et d’en caractériser notamment les polarisations. La seconde partie,
a savoir la linéarisation des autres équations nous permettaient de mieux caractériser le lien qu’il
pouvait exister de maniere générale entre les ondes électromagnétiques et les ondes gravitation-
nelles.

Une fois la linéarisation effectuée, nous nous sommes penchés sur certaines propriétés des liens
entre gravitation et électromagnétisme. Apres avoir analysé certaines solutions du systéme Einstein-
Maxwell, nous avons passé en revue les motivations qui nous poussent a étudier 1’effet Gertsensh-
tein et a le revisiter completement.

Nous avons alors pu revisiter 1’effet, apres avoir bien défini les équations utiles a 1’effet, nous
avons pu considérer des ondes planes dans un modele unidimensionnel pour d’abord traiter le cas
de I’onde électromagnétique seule, qui n’active que des modes longitudinaux des ondes gravi-
tationnelles. En suite, nous avons pu étudier les différents cas de polarisation de I’onde électro-
magnétique pour I’effet Gertsenshtein. Nous avons pu conclure que seule une onde polarisée de
maniere transverse-électromagnétique était valide dans notre modele. Ensuite, nous avons consi-
déré un champ magnétique externe statique tranverse et longitudinal. Les équations concernant le
champ transverse sont les équations de (4.11) a (4.14) et sont des résultats originaux a mettre en
avant. Nous remarquons que c’est I’unique cas qui source les modes transverses de 1’onde gravi-
tationnelle, modes présents dans les ondes venant de sources astrophysiques. Ce qui fait que ce
cas la est tres intéressant pour I’effet inverse, dont nous pouvons caractériser les corrections du
premier ordre du champ électromagnétique. Un autre résultat original a mettre en avant est 1 ob-
tention des équations (4.15) a (4.18), qui traite du cas du champ magnétique externe longitudinal.
Ce cas-la source des modes d’ondes gravitationnelles a polarisation mixte, contenant une compo-
sante transverse et une autre longitudinale.
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CONCLUSION

Enfin, dans le dernier chapitre, nous avons utilisé la configuration comprenant une onde électro-
magnétique transverse-électromagnétique et un champ magnétique externe transverse dans une
cavité pour utiliser I’effet Gertsenshtein direct afin de générer des ondes gravitationnelles station-
naires. Nous utilisons également 1’effet inverse pour caractériser les corrections du premier ordre
du champ électromagnétique. Pour résoudre ce probleme, nous sommes passés a des équations
sans dimension pour mieux traiter les ordres de grandeur des quantités. Apres avoir décrit les
étapes de résolution des équations, nous avons considéré les polarisations circulaire et linéaire
pour notre onde électromagnétique. Nous avons vu que les caractéristiques du probleme étaient
indépendants de la polarisation. Nous avons pu caractériser que les amplitudes des ondes gravita-
tionnelles créées augmentaient linéairement par rapport au temps, et que les corrections du champ
électromagnétique varie quadratiquement avec le temps. Nous avons également mis en avant les
limites du modele considéré, car I’approximation d’onde plane et le fait d’avoir un champ magné-
tique externe discontinu au bord de la cavité nous pose des problemes d’interprétations physiques
des résultats, comme par exemple la présence d’une discontinuité des invariants. Pour terminer,
nous avons imaginé plusieurs possibilités d’extension de ce modele, pour traiter de situations phy-
siquement possibles. Nous pouvons également créé des situations de tests observables pour mieux
décrire le comportement physique de ces ondes.

En résumé, ce mémoire est une étude préliminaire rigoureuse pour 1’étude de situations physiques
impliquant I’effet Gertsenshtein. Ce travail amene des perspectives qui peuvent traiter de la gé-
nération et de la détection des ondes gravitationnelles. Nous pourrions méme partir de ces études
pour imaginer des tests de la théorie de la relativité générale en laboratoire, notamment du principe
d’équivalence.
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Annexe : Archive des fichiers utilisés

Nous vous conseillons d’aller voir le dossier hébergé sur ce lien

https://goo.gl/NCnHo3

Vous pourrez trouver la toutes les feuilles SageMath qui ont été utiles pour la conception de ce
projet et de ce mémoire. Vous pourrez également y trouver le fichier Matlab qui produit la simula-
tion de génération d’ondes gravitationnelles stationnaires, ainsi que des vidéos s’y rapportant. Un
fichier READ_UME devrait s’y trouver pour vous renseigner sur le contenu du dossier.
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