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Résumé

Ce mémoire de Master, en mathématiques appliquées aux sciences pharmaceutiques, s’'inté-
resse a la pharmacocinétique, discipline bien précise de la pharmacologie clinique. En quelques
mots, la pharmacocinétique étudie I’évolution au cours du temps de la concentration, générale-
ment la concentration plasmatique, d’'un médicament, depuis son arrivée dans I'organisme jusqu’a
son élimination. Dans le cadre de ce projet, nous étudions le méropénem, un antibiotique destiné
a éradiquer les infections pulmonaires causées par certaines bactéries. En particulier, le méro-
pénem est utilisé pour traiter les patients atteints de pneumonie nosocomiale. Nous retrouvons,
dans le présent travail, trois grandes parties : une introduction aux notions de base de la phar-
macocinétique et aux modéles compartimentaux, modéles les plus largement répandus dans le
domaine de la pharmacocinétique ; le développement, & partir de données cliniques, de modéles
pharmacocinétiques probabilistes pour le méropénem ; et la conception de lois de controle vi-
sant & atteindre et & rester au-dessus d’une concentration cible fixée. Notre objectif, en termes
pharmaceutiques, est de déterminer la posologie optimale & appliquer.

Mots clés : systémes commandés, systémes dynamiques positifs linéaires temps invariant (L.T.I.),
matrice de Metzler, modélisation pharmacocinétique, modélisation a effets mixtes non linéaires,
NONMEM®, simulations, systémes de régulation, régulateur PI, ajustement posologique

Abstract

This present Master Thesis, in mathematics applied to pharmaceutical sciences, addresses
pharmacokinetics, a specific discipline of clinical pharmacology. In few words, the pharmacoki-
netics studies the concentration time course, especially plasma concentration, of a drug from its
arrival in the body to its elimination. In the framework of this project, we analyse meropenem,
an antibiotic used to eradicate infections caused by certain bacteria and, in particular, to treat
patients with severe nosomial pneumonia. In this work, we can find three main parts : an intro-
duction to basics of pharmacokinetics and compartmental modelling, the most widely used kind
of models in the pharmacokinetics field ; the development of probabilistic models for meropenem,
using clinical data; and the design of control laws that aim to reach and stay above a fixed target
concentration. Our goal, in pharmacological terms, is to find the optimal dosing regimen.

Keywords : controlled systems, nonnegative linear time-invariant dynamical systems, Metzler
matrix, pharmacokinetic modelling, nonlinear mixed effects modelling, NONMEM®, simulations,
regulator systems, PI regulator, optimal dosing regimen
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Introduction

Le présent mémoire de Master, en mathématiques appliquées, s’ancre dans un domaine de
recherche actuel en pharmacologie clinique et se place dans la continuité du travail réalisé par
Florence Peteers en 2013 dans le cadre de son mémoire intitulé Modélisation et contréle de
systémes non négatifs : Applications a la pharmacocinétique [20]. Ce projet est réalisé sous la
direction de Monsieur Joseph Winkin, professeur a I’Université de Namur, et de Madame Flora
Musuamba Tshinanu, associée de recherche, Department of clinical pharmacology € therapeutics,
School of life and medical sciences, University College London.

Le médicament étudié au cours du travail de mémoire, et plus particuliérement durant une pé-
riode de stage de trois mois au département de thérapie et pharmacologie clinique de I’ University
College London, est un antibiotique destiné & éradiquer les infections pulmonaires causées par
certaines bactéries; cet antibiotique est connu sous le nom de méropénem. Le méropénem est
notamment utilisé pour traiter les patients atteints de pneumonie nosocomiale. Egalement connue
sous le nom de pneumopathie hospitaliére, la pneumonie nosocomiale se définit comme une in-
fection pulmonaire se manifestant aprés au moins 48 heures d’hospitalisation, contrairement &
la pneumonie communautaire qui est, comme son nom l’indique, contractée suite & des contacts
sociaux. Cette maladie infectieuse est associée & un taux de mortalité de 30 a 70 % parmi les
patients en soins intensifs.

Le méropénem s’administre par perfusion intraveineuse, directement dans le sang artériel,
et agit au niveau des poumons. On dit que les poumons représentent le site d’action, ou site
d’effet. Il n’existe, & I’heure actuelle, aucun protocole de dosage clair, basé sur des considérations
microbiologiques et/ou pratiques, et les schémas posologiques varient d’un centre clinique a
I’autre sans raison apparente. C’est pour cette raison que des recherches pour la détermination
du meilleur régime de dosage (la quantité a injecter, la durée d’administration, etc.) sont encore
nécessaires. Le méropénem est un médicament relativement bien toléré qui posséde un large
spectre antibactérien. Le but étant d’éradiquer I'infection pulmonaire, il est nécessaire de garder la
concentration au-dessus d’un certain niveau. Dans I’étude PROMESSE, menée par F. FRIPPIAT,
F. MusuAMBA TSHINANU et al. [9], des posologies sont proposées. Actuellement, les méthodes
employées dans ce but sont les simulations. L’idée dans laquelle ce projet se construit est de
déterminer un outil systématique d’aide a la décision pour I’ajustement posologique,
implémentable dans la pratique clinique et adaptable dans différents contextes.

Le premier chapitre introduit ou rappelle quelques notions mathématiques. En particulier,
nous discutons des systémes dynamiques dits positifs. Ce sont ces modéles qui sont utilisés dans
la modélisation pharmacocinétique des médicaments.

La partie suivante, divisée en deux chapitres, consiste en une introduction & la pharmacociné-
tique. En quelques mots, la pharmacocinétique est une science qui étudie ’évolution temporelle
de la concentration d’'un médicament, depuis son arrivée dans l'organisme jusqu’a son élimina-
tion. Dans un premier temps, le chapitre Introduction a la pharmacocinétiqgue met en place la
théorie liée & la pharmacocinétique en distinguant les trois grandes étapes que sont I’absorption,
la distribution et 1’élimination. Nous voyons alors apparaitre les concepts de base de biodis-
ponibilité, de volume de distribution et de clairance. Ensuite, nous présentons les modéles les
plus largement répandus dans le domaine de la pharmacocinétique, & savoir les modéles com-
partimentaux ou, plus particuliérement, les modéles compartimentaux mamillaires. Ce dernier
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chapitre est construit selon une approche pédagogique, en augmentant progressivement le nombre
de compartiments et en distinguant les deux principales voies d’administration que sont I’admi-
nistration orale et 'administration intraveineuse. Les compartiments de tels modéles sont des
compartiments virtuels auxquels nous attribuons des volumes virtuels. De plus, les échanges de
matiére sont caractérisés par des constantes de vitesse que nous relions par la suite a la notion
de clairance intercompartimentale. Nous avons les outils pour introduire une nouvelle notion, la
demi-vie apparente du médicament.

Par aprés, nous étudions un modeéle dit a base physiologie pour décrire 1’évolution de la
concentration du méropénem dans l'organisme. Il est également construit & partir de comparti-
ments mais se distingue des modéles compartimentaux classiques par son aspect physiologique
et anatomique. En effet, dans ce cas, les compartiments en jeu sont caractérisés par des vo-
lumes réels, et non virtuels, et la clairance intercompartimentale, apparaissant dans les modéles
compartimentaux, trouve son équivalent dans les vitesses de perfusion organique réelles.

Le chapitre suivant concerne 1’élaboration de modeéles pharmacocinétiques probabilistes pour
le méropénem. D’une part, nous construisons le modéle compartimental décrivant au mieux les
concentrations observées (données cliniques) et, d’autre part, nous estimons les paramétres du
modéle physiologique. Pour ce faire, nous utilisons une approche de modélisation & effets mixtes
non linéaires. Le volet aléatoire intervient pour tenir compte d’'une propriété fondamentale des
systémes biologiques : la variabilité. Nous évoquons deux variabilités, la variabilité interindivi-
duelle (entre les individus) et la variabilité intra-individuelle (chez un méme individu, dans des
situations différentes). Ces derniéres sont captées par des variables aléatoires de loi Normale. La
variabilité interindividuelle est incluse dans le modéle tandis que la variabilité intra-individuelle
se retrouve dans l'erreur résiduelle, captant également le bruit di aux mesures expérimentales.
Afin de réduire la variabilité interindividuelle sur les paramétres du modeéle, nous introduisons
les covariables. Une covariable est une variable, catégorique ou quantitative, analysée comme
facteur a l'origine de la variation des paramétres.

Nous passons ensuite & 'analyse dynamique des modéles. Nous y écrivons formellement les
modeéles sous la forme de systémes commandés positifs linéaires temps invariant et nous étudions
briévement les notions de stabilité, observabilité et atteignabilité. Quelques résultats théoriques
y sont développés. Enfin, nous cherchons & déterminer ’expression analytique de la réponse tem-
porelle des systémes en fonction des caractéristiques de I'entrée. La fonction d’entrée correspond
a la vitesse de perfusion du médicament et est déterminée par la dose, la durée d’administration,
la longueur de l'intervalle de dosage, appelée également période, et la durée du traitement. Cette
formule est essentielle et est utilisée pour la détermination du schéma posologique, objet du cha-
pitre 8. Le chapitre suivant, plus théorique, concerne les systémes asservis. Nous y développons
la théorie relative aux systémes de controle par feedback de la sortie (prédite ou mesurée) et
nous nous attardons sur les systémes de régulation avec régulateur proportionnel-intégral (PI).

Finalement, le chapitre 8 s’intéresse & la détermination d’une posologie optimale sur base
d’une concentration cible fixée. Différentes suggestions sont proposées. Aprés avoir analysé le cas
d’une administration continue et constante du médicament, nous abordons la perfusion répétée,
dite aussi par intermittence. Il est essentiel d’étudier 'administration répétée puisque c’est celle-
ci qui est employée dans la pratique clinique. Enfin, nous analysons les systémes de régulation
par régulateur PI. Le probléme de régulation produit une loi de controle, par asservissement
dynamique de la sortie (prédite), que nous cherchons a modifier adéquatement en un schéma
d’administration applicable dans la pratique clinique.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

Ce chapitre met en place certains concepts utilisés dans le mémoire. Aprés avoir présenté
la terminologie et les notations employées, nous introduisons les systémes dynamiques positifs.
Les deux derniéres sections abordent briévement des concepts qui sont utilisés lors de I’étude
théorique du modeéle pharmacocinétique développé dans le cadre de ce projet (chapitre 6).

1.1 Terminologie et notations

Fixons les notations que nous utilisons dans ce mémoire. Nous notons R™ 1’ensemble des
vecteurs (colonnes) réels de dimension n et R"™*™ I’ensemble des matrices réelles de dimension
mXxn. Soient A une matrice et x un vecteur, tous deux réels. L’élément (4, j) de la matrice A et la
composante 7 du vecteur x sont notés respectivement a;; et x;. Nous notons x > 0 pour indiquer
que toutes les composantes de x sont positives et parlons alors de vecteur positif. Par ailleurs,
x >> 0 indique que toutes les composantes de x sont strictement positives et nous parlons
alors de vecteur strictement positif. La notation x > 0 signifie que chaque composante est
positive et qu’au moins une est strictement positive. Enfin, x # 0 exprime le fait qu’au moins une
composante est non nulle. Finalement, nous utilisons indifféeremment les notations R, et [0, 00)™
pour désigner 'orthant positif. Pour z € C, nous notons Re(z) pour désigner la partie réelle
du nombre complexe z et, pour A € R™*", nous notons o(A) le spectre (ensemble des valeurs
propres) de A, 0(A) = {\ € C|det(A — A\I) = 0}. Enfin, R,(s) désigne ’ensemble des fonctions
rationnelles propres.

1.2 Systémes dynamiques positifs

Les systémes dynamiques positifs sont des systémes décrits par des équations différentielles
(linéaires, dans le cadre de ce mémoire) qui, sous certaines conditions, laissent invariant 1’or-
thant positif de 'espace des états. L’étude de tels systémes est motivée par le fait qu’il existe
de nombreuses applications dans lesquelles les variables d’état représentent typiquement des
grandeurs physiques positives. C’est notamment le cas dans le domaine des sciences biomédi-
cales, pharmaceutiques, etc. En particulier, les systémes dynamiques positifs sont utilisés dans
la modélisation pharmacocinétique, domaine de la pharmacologie clinique qui constitue le point
central de ce projet, ou les variables d’état représentent des quantités ou des concentrations de
médicament. Pour de tels systémes, il est évident que, pour toute condition initiale positive, la
trajectoire d’état correspondante doit rester dans l'orthant positif R’} aussi longtemps que la
solution existe. Autrement dit, il doit y avoir conservation de la positivité des variables.
Les résultats présentés dans cette section sont issus de [1] et [18].

Définition 1.1 (Matrice positive et non négative) Une matrice A € R™*" est dite po-
sitive (resp. non négative) si, pour tous i,j € {1,...,n}, a;; > 0 (resp. a;; > 0). On note
A >>0 (resp. A >0). Autrement dit, une matrice est positive (resp. non négative) si tous ses
éléments sont strictement positifs (resp. positifs).
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Définition 1.2 (Matrice de Metzler) Une matrice A € R™*"™ est appelée matrice de Metz-
ler, ou matrice essentiellement non négative, si, pour tous i,j € {1,...,n} tels que i # j,
a;; > 0. Autrement dit, une matrice carrée est une matrice Metzler si ses éléments hors-diagonaux
sont positifs. On dit également que —A est une Z-matrice.

Définition 1.3 (Fonction essentiellement non négative) La fonction

f=1f1, s fal": [0,00)" = R”
est essentiellement non négative si, pour tout i € {1,...,n}, fi(x) >0 pour tout x € [0, 00)"
tel que x; = 0.

Remarque 1.1 La fonction linéaire f(x) = Ax on A € R™™ est essentiellement non négative
si et seulement si A est une matrice de Metzler.

Pour la suite, considérons le systéme différentiel
z(t) = f(x(t)), z(0) = zo, t€0,Ty,) (1.1)

ou f: D — R™ est localement lipschitzienne, D est une partie de R et [0,7,,) est I'intervalle
maximal d’existence de la solution. L’hypothése imposée sur la fonction f permet d’assurer 'exis-
tence et 'unicité de la solution locale. Pour rappel, donnons la définition de fonction localement
lipschitzienne.

Définition 1.4 La fonction f(t,x) est localement lipschitzienne en x sur [a,b] x D C R x R"
st, pour tout x € D, il existe un voisinage Dy et une constante de Lipschitz Lo > 0 tels que

1 (&, y) — F(t 2)|l < Lolly — =]
pour tous (t,y) et (t,z) dans [a,b] x Dy.
Remarquons que la constante Lg est indépendante de la variable ¢. On dit donc que f est
localement lipschitzienne en x, uniformément en .

Définition 1.5 (Ensemble invariant) Un ensemble U C D est dit invariant par rapport au
systeme (1.1) si

To €U = x(t) €U, YVt € [0,Ty,)

Théoréme 1.1 (Positivité des solutions) Supposons que l’orthant positif [0,00)™ est contenu
dans D. Alors, [0,00)" est un ensemble invariant par rapport a (1.1) si et seulement si f est
essentiellement non négative.

Démonstration. Voir Annexe A. [ |

Ce théoreme affirme que la classe des fonctions essentiellement non négatives vérifie la propriété
de conservation de la positivité des variables. Dans ce cas, le systéme (1.1) est qualifié de systéme
positif. A présent, nous pouvons déduire du théoréme 1.1 et de la remarque 1.1 le résultat suivant.

Corollaire 1.1 Le systéeme différentiel
z(t) = Az(t)

vérifie la propriété de conservation de la positivité des variables si et seulement si A est une
matrice de Metzler.

Dans le cadre des systémes commandés, la notion de systéme positif doit étre adaptée. Consi-
dérons un systéme différentiel linéaire temps invariant (L.T.I.) de la forme suivante :

#(t) = Ax(t) + Bu(t),  z(0)=z0, t>0 (1.2)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ représente I’entrée et les matrices A € R™" et
B € R™™ déterminent les équations différentielles du systéme.

4



1.3. INEGALITE MATRICIELLE LINEAIRE

Définition 1.6 (Systéme positif) Le systeme linéaire de la forme (1.2) est dit positif si, pour
toute condition initiale xo > 0 positive et pour toute entrée u(t) > 0 positive, t > 0, la solution
x(t) est encore positive pour tout t > 0 (conservation de la positivité des variables).

Proposition 1.1 Le systéme dynamique (1.2) est positif si et seulement si A est une matrice
de Metzler et B est non négative (B > 0).

Démonstration. Voir Modélisation et controle de systémes non négatifs : applications a la phar-
macocinétique de F. PETEERS [20], pp. 16-17. |

Définition 1.7 (Abscisse spectrale) Soit A € K™*" une matrice sur le champ K. L’abscisse
spectrale se note p(A) et est définie par

1(A) = max{Re(N)|X € 0(A)}

Théoréme 1.2 (Perron-Frobenius) Soit A € R™*" une matrice de Metzler. Alors, u(A) est
une valeur propre de A et il existe un vecteur propre positif x > 0 (x #0) tel que Az = pu(A)x.
Autrement dit, la valeur propre de A la plus a droite dans le plan complexe est réelle et admet
un vecteur propre dont toutes les composantes sont positives.

Démonstration. Voir Annexe B. [ |

1.3 Inégalité matricielle linéaire

La question de stabilité est abordée dans un chapitre consacré a ’analyse théorique du modéle
développé. Pour vérifier la stabilité exponentielle de la matrice d’état A, nous utilisons la théorie
des inégalités matricielles linéaires que nous introduisons ici.

Définition 1.8 (LMI) Une inégalité matricielle linéaire, connue également sous l’abrévia-
tion LMI (linear matriz inequality), est une expression de la forme

F(m) =Fy+ a1+ 2o+ ...+ 2, F, <0 (13)
ot
o x = (x1,22,...%,) est un vecteur de variables réelles appelées variables de décision ;
o [y, Fy, ..., F, sont des matrices symétriques réelles ;

e [a notation < 0 signifie « définie négative ».

La forme (1.3) est appelée forme canonique. Néanmoins, dans la plupart des applications, les
LMIs apparaissent plutét sous la forme suivante :

L(X1,..., Xn) < R(X1,...,X,) (1.4)

ou L(-) et R(-) sont des fonctions affines de variables matricielles structurées Xi,..., X, et
Iexpression (1.4) signifie que la matrice L(Xy,...,X,) — R(X1,...,X,) est définie négative.
Nous en verrons un exemple avec I'inégalité de Lyapunov et montrerons qu’elle peut effectivement
s’écrire sous la forme canonique.
L’inégalité matricielle (1.3) définit une contrainte convexe sur z. En d’autres termes, ’en-
semble des solutions
S = {z|F(x) < 0}

est un ensemble convexe. En effet, pour tous z1, x9 € S et pour tout a € (0,1), on déduit
immeédiatement de (1.3) que

Flary 4+ (1 — a)ze) = aF(z1) + (1 — a)F(x2)

5



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES MATHEMATIQUES

Puisque o > 0 et 1 —a > 0, les expressions aF'(z1) et (1—a)F(x2) sont encore définies négatives.
Un systéme de LMIs, & savoir un ensemble fini d’inégalités matricielles linéaires

Fl(.%') <0,... ,Fk((L') <0

peut étre considéré comme une unique LMI

F(z)<0 ou  F(z):= (1.5)

Cette derniére expression fait sens puisqu’elle est symétrique pour tout vecteur z. Il nous reste
donc a voir que F'(z) est définie négative si et seulement si chacune des k expressions F;(x) qui la
définissent est définie négative. Les valeurs propres de F'(z) correspondent a l'union des valeurs
propres des matrices Fi(x),..., Fi(z) de telle sorte que tout vecteur x qui vérifie (1.5) vérifie
également les inégalités Fy(x) < 0,..., Fi(x) < 0 et inversement.

Considérons le probléme de stabilité exponentielle d’un systéme linéaire autonome

i= Ax (1.6)

Nous savons, par le théoréme de Lyapunov, que le systéme L.T.I (1.6) est internement (expo-
nentiellement) stable s’il existe une matrice symétrique définie positive X telle que

ATX + XA <0 (1.7)

En effet, il suffit d’observer que, dans ce cas, la fonction candidate L(z) = 27 Xz est une fonction
de Lyapunov.

e L(0)=0;

e L(z) > 0 pour tout z # 0;

e la dérivée de L le long des trajectoires du systéme

L(z) = 2T(ATX + X A)z

est strictement négative pour tout x # 0.
L’inégalité (1.7) est appelée inégalité de Lyapunov.

Remarque 1.2 Le théoréme 6.1 énoncé au chapitre 6 indique que, dans le cas particulier ou la
matrice d’état A est essentiellement non négative, la matrice X peut étre trouvée diagonale.

Remarquons que l'inégalité de Lyapunov est une inégalité matricielle linéaire. Pour nous en
convaincre, considérons les matrices a deux dimensions

a1 a x T
A— (11 a2 ot x o (%1 72
a2 a2 T2 T3
Aprés calcul, nous constatons que nous pouvons écrire 'expression A7 X + X A sous la forme

canonique
ATX + XA =x1F| + 29F5 + x3F3

2a11 a2 2a91 a1l + az 0 ax
P = . F= R
! < a0 > 2 <a11 + ag 2a12 > 3 <a21 2a22>

La question qui nous occupe est de déterminer si 'inégalité matricielle

<ATX+XA 0 >
<0

ou

0 -X
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dont les variables de décision sont les composantes de la partie triangulaire supérieure de X,
admet une solution.
Déterminer si une inégalité matricielle de la forme

L(X1,..., Xn) < R(X1,...,X,)

admet une solution peut étre résolu grace & la fonction feasp de la Robust Control Toolbox
de MATLAB®. Cette fonction résout le probléme convexe auxiliaire qui consiste & minimiser
la fonction t sous la contrainte n” Ln — mT Rm < t. L’inégalité matricielle linéaire admet une
solution si et seulement si la solution du probléme auxiliaire ¢,,;, est strictement négative. Dans
ce cas, ’algorithme retourne un vecteur particulier x des variables de décision pour lequel la LMI
est vérifiée.

1.4 Systémes linéaires et graphes

Dans cette section, nous montrons comment la structure d’un systéme différentiel linéaire
(positif) ou, plus particulierement, de la matrice d’état (essentiellement non négative) A, peut
étre représentée par un graphe orienté. Au préalable, rappelons quelques définitions propres a la
théorie des graphes.

Définition 1.9 (Graphe orienté) Un graphe orienté est un triplet (V,E, ) ot V est un
ensemble de sommets, appelés également neeuds, E est un ensemble d’arétes, appelés arcs dans
le cadre des graphes orientés, et 1 est une fonction, appelée fonction d’incidence, qui associe
a chaque arc un sommet (boucle) ou une paire de neeuds. Soit e € E, si (e) = (v;,vj) o
v, vj € V, alors nous notons abusivement e = (v;,vj).

Définition 1.10 (Parcours et chemin) Soit V [’ensemble des sommets d’un graphe quelconque
et B/ l'ensemble de ses arétes. Un parcours P de vy, a vy, est une suite de sommets et d’arétes
de la forme

Vpo (Upo s Upy )Upy (Vpy > Upy )Upy - - - Upg—1 (qu—l ) qu)qu

ot vy, € V pour tout i € {0,...,q} et (vp,_,,vp,) € E pour tout i € {1,...,q}. Le sommet vy,
(resp. vp,) est appelé origine (resp. destination) du parcours P. La longueur du parcours est
donnée par le nombre d’arétes dans la suite. Un parcours dont tous les sommets sont distincts
est un chemin.

Définition 1.11 (Graphes isomorphes) Deuz graphes (V, E) et (V', E') sont isomorphes si
il existe une bijection f:V — V' telle que (vi,v2) € E si et seulement si (f(v1), f(ve)) € E'

Une matrice de Metzler A peut étre aisément associée a un graphe orienté G(A) = (Va, E4),
ou Vy et E4 désignent respectivement ’ensemble des sommets et ’ensemble des arcs. Ces derniers
sont construits de la maniére suivante.

e [’ensemble des sommets V4 est donné par

Va={1,2,...,n}

ou n est la dimension de la matrice A.
e L’ensemble des arcs F 4 est défini par

(],Z) ceby& a; j #0

Un sommet x € V4 est dit accessible a partir d’un autre sommet y € V4 s'il existe un chemin
dont l'origine est y et la destination est z, i.e. il existe un entier k£ > 0 tel qu’il existe une suite

y(y,i1)i1(i1,92)02 . . . ig—1(ig—1, )T

7
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ou i € Vy et & # i # y pour tout | € {1,...,k — 1}. Par convention, un sommet est toujours
accessible a partir de lui-méme.

On définit une relation d’équivalence sur les nceuds de G(A) de la maniére suivante. Deux
sommets x,y € V4 sont dits équivalents si x est accessible & partir de y et inversement. Les classes
d’équivalence correspondantes coincident avec les composantes fortement connexes de G(A).
Nous notons SCC4 (Strongly Connected Components) ’ensemble de ces classes d’équivalence.



Chapitre 2

INTRODUCTION A LA
PHARMACOCINETIQUE

La pharmacocinétique est ’étude descriptive et quantitative du devenir d’'un médicament
dans 'organisme. Autrement dit, la pharmacocinétique étudie ’effet de 'organisme sur un médi-
cament qui lui est administré et cherche & décrire I’évolution de la concentration médicamenteuse,
généralement plasmatique, au cours du temps. La pharmacocinétique d’'un médicament se carac-
térise par les quatre processus suivants :

— Absorption

— Distribution

— Meétabolisme

— Excrétion
On parle alors de systéme ADME. Cependant, on peut trouver dans la littérature une description
de la pharmacocinétique en trois étapes identifiées par :

— Tl'absorption

— la distribution

— D’élimination
[’avantage de la distinction en trois étapes plutot qu’en quatre réside dans le fait que 1’étape de
métabolisme du médicament n’est pas considérée indépendamment des trois autres. Le méta-
bolisme (ou biotransformation) d’un médicament est une transformation biochimique de la
substance par réaction enzymatique. Nous y reviendrons briévement dans le paragraphe 2.1.2. Les
substances obtenues par biotransformation sont appelées métabolites. Introduisons également
une autre notion : le plasma sanguin. Le plasma (sanguin) est un liquide jaunatre représen-
tant 55 % du volume sanguin. Il constitue la partie liquide du sang dans laquelle baignent les
autres composants, a savoir les globules rouges (érythrocytes), les globules blancs (leucocytes) et
les plaquettes (thrombocytes), et est responsable du transport des substances médicamenteuses.
Notons également qu’il se compose d’eau (91,5 %) et de solutés (8,5 %) dont la plupart sont des
protéines appelées protéines plasmatiques.

La rédaction de ce chapitre se base principalement sur les ouvrages de J.P. LABAUNE [16] et
de M. ROWLAND et T. N. TOZER [23]. Nous considérons des médicaments qui atteignent le site
d’action via la circulation sanguine. Il existe de nombreuses voies d’administration mais nous
portons notre attention plus particuliérement sur deux d’entre elles : la voie orale (PO)! et la
voie intraveineuse (IV). Par la suite, nous privilégierons la voie intraveineuse car c’est celle-ci qui
est utilisée pour I'administration du méropénem, antibiotique étudié dans le cadre du projet de
mémoire.

1. Abréviation du latin per os



CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA PHARMACOCINETIQUE

2.1 Absorption

Il existe deux types d’administration : I’administration intravasculaire et I’administration
extravasculaire. Dans le premier cas, le médicament est directement introduit dans la circulation
générale tandis que, dans le second cas, le médicament doit passer de son site d’administration
a la circulation sanguine et risque de subir une perte. Ce « processus par lequel le médicament
passe [sous forme inchangée| de son site d’administration a la circulation générale (sang)» [20] est
appelé absorption. Un des paramétres qui caractérisent ce phénomeéne est la biodisponibilité. La
biodisponibilité (absolue)?, mesure quantitative du processus d’absorption, se définit comme
« la fraction |...| d’un médicament en solution qui, aprés administration, atteint la circulation
générale » [16] et se note F'. L’absorption comprend deux phénomeénes : la résorption et 'effet de
premier passage (intestinal, hépatique et pulmonaire). Dans le cas d’'une administration par voie
orale, la résorption a lieu le long du tube digestif et consiste en un passage du médicament de la
lumiére du tube digestif (son lieu d’administration) & la veine porte. Sans entrer dans les détails,
la lumiére du tube digestif est 1a partie la plus interne du tube digestif, 14 ol passent les aliments,
et la veine porte est la veine qui conduit le sang des organes digestifs (cesophage, estomac, intestin
gréle, gros intestin, anus, etc.) vers le foie. L’effet de premier passage constitue une perte de
médicament par métabolisme. Si f représente la fraction de médicament résorbée et F’ la fraction
échappant au métabolisme lié & I'effet de premier de passage, nous pouvons écrire

F=f.F

Remarquons au passage que, méme si nous ne les développons pas dans le cadre de ce travail,
il existe plusieurs méthodes de mesure de la résorption et de l'effet de premier passage, mais,
pour des raisons & la fois éthiques et légales, certaines d’entre elles ne sont pas applicables sur
I’homme alors qu’elles le sont chez ’animal. En pratique, on se contente d’une estimation globale
de la biodisponibilité. A la notion de biodisponibilité peut s’ajouter la notion de recyclage
entérohépatique. Il s’agit d’'un phénoméne durant lequel certains composés sont éliminés au
niveau du foie par excrétion biliaire et reviennent au niveau du duodénum ou ils peuvent &
nouveau étre résorbés.

2.1.1 Résorption

Avant d’arriver dans la circulation générale, un médicament administré par voie orale doit
franchir plusieurs obstacles dont le premier est la muqueuse gastro-intestinale. Ce phénoméne
s’appelle la résorption. Seule une fraction de la dose administrée franchira, sous forme inchangée,
cette barriére physiologique et nous la notons, comme précédemment, f. C’est principalement au
niveau du duodénum que la résorption se produit. L’estomac étant peu vascularisé, ce phénomeéne
s’y produit peu. Le duodénum est le segment initial de 'intestin gréle qui fait directement suite
a l'estomac (voir figure 2.1). Le médicament peut subir une biotransformation lors du passage

Duadenurm

Jejunum

Heum

FIGURE 2.1 — Estomac et intestin gréle - image tirée du site Wikipédia

2. 1l existe également une autre notion de biodisponibilité, la biodisponibilité relative, que nous n’abordons
pas dans le cadre de ce travail.
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2.1. ABSORPTION

de la paroi gastro-intestinale.

La plupart des médicaments sont résorbés par diffusion passive. Cela signifie que le trans-
fert de molécules s’effectue de la zone la plus concentrée en médicament vers la zone la moins
concentrée. La liposolubilité d’une substance favorise sa diffusion & travers la paroi. Un composé
est dit liposoluble s’il est soluble dans les graisses.

2.1.2 Voies d’administration et effets de premier passage

L’effet de premier passage « consiste en une perte de médicament par métabolisme, avant
son arrivée dans la circulation générale, dés son premier contact avec l’organe responsable de
sa biotransformation » [16]. Méme si nous parlons de « perte » de médicament, cela ne signifie
pas nécessairement qu’il y a diminution de ’effet thérapeutique. En effet, certains métabolites
peuvent avoir des effets favorables sur une maladie. L’imipramine, par exemple, connu pour
ses propriétés d’antidépresseur, est une substance médicamenteuse inactive qui nécessite d’étre
transformée par métabolisme. Selon la voie d’administration, un médicament ne sera pas soumis
aux mémes effets de premier passage. Nous considérons les voies d’administration les plus impor-
tantes (PO et IV) mais notons qu’il en existe de nombreuses autres comme les administrations
sous-cutanée, intramusculaire et rectale.

1. Un médicament administré par voie intra-artérielle est directement inclus a la circulation
générale sans passer préalablement par un organe. Il n’est donc soumis & aucun effet de
premier passage. Cette voie d’administration est trés peu utilisée en pratique.

2. Un médicament administré par voie intraveineuse peut subir une biotransformation lors
de son passage au niveau des poumons. On parle d’effet de premier passage pulmonaire.

3. Un médicament administré par voie orale doit traverser la muqueuse gastro-intestinale
pour arriver dans la circulation dite porte et atteindre le foie. Un tel médicament est
donc soumis & des effets de premier passage de trois natures différentes : gastro-intestinale
(au niveau de l’estomac et de I'intestin mais également lors du passage de la muqueuse),
hépatique (le plus important) et pulmonaire.

4. En expérimentation animale, il est également possible d’injecter un médicament dans la
veine porte. On parle alors de voie hépatoportale. Une telle injection permet d’éviter
I’effet de premier passage intestinal et la perte de médicament par résorption.

Remarque 2.1 Par convention, on assimile la voie intraveineuse a la voie intra-artérielle car
on néglige ’effet de premier passage pulmonaire, celui-ci étant extrémement rare. Comme nous
le verrons a la section 2.8 consacrée o [’élimination, les poumons ne font, a priori, pas par-
tie des organes impliqués dans [’élimination. Ces deux voies sont reprises sous ['appellation de
voie intraveineuse (IV) et correspondent a la description de [’administration intra-artérielle. Par
exemple, [’administration du méropénem se fait directement dans les artéres, mais on parle d’ad-
ministration intraveineuse.

L’effet de premier passage est un phénomeéne saturable de par sa nature enzymatique. Lors
d’une réaction enzymatique, les molécules se fixent sur les sites actifs des enzymes, ce qui va
permettre de les « dégrader » ; on comprend dés lors qu’'un phénoméne de saturation peut se
produire et que la proportion de médicament échappant au métabolisme lié & l'effet de premier
passage peut augmenter avec la dose administrée.

2.1.3 Absorption dans le cas de ’administration orale

La figure 2.2 illustre le phénoméne d’absorption d’une substance administrée par voie orale.
On note fy la fraction de médicament qui n’est pas métabolisée par les enzymes hépatiques et,
par conséquent, Ky = 1 — fi le coefficient d’extraction hépatique. De la méme maniére, on note
fr (resp. fr) la fraction de médicament qui échappe au métabolisme pulmonaire (resp. intestinal)
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Metabolism
Biliary Excretion

Metabolism

To Feces

FIGURE 2.2 — Absorption aprés administration orale. Gut lumen, lumiére intestinale ; gut wall, paroi intestinale ;
portal vein, veine porte; liver, foie - source : [23]

et B, =1— fr (resp. Ef =1 — f1) le coefficient d’extraction pulmonaire (res. intestinal). Par
définition de la résorption et du paramétre f, il est raisonnable de supposer que la fraction f; de
médicament échappant au métabolisme lors de ’effet de premier passage intestinal est inclus dans
f- Nous pouvons représenter les différentes étapes du processus d’absorption & 1’aide du schéma
de la figure 2.3. Rappelons que l’effet de premier passage pulmonaire est souvent négligé, c’est

F
Estomac
. / . fu fL  Circulation
mmmm-|  Intestin Foie Poumons [——— énérale
Muqueuse 8
Ey Er

FIGURE 2.3 — Résorption et effets de premier passage aprés administration orale

pourquoi le passage du médicament dans les poumons n’est pas représenté sur la premiére figure.
En notant F le coefficient d’extraction global. Nous avons, avec la notation fixée précédemment,

E=1-F

Il existe plusieurs méthodes d’estimation des coefficients E et Eg en milieu clinique comme la
méthode du rapport des aires, la méthode des clairances et la méthode compartimentale .

2.2 Distribution

Une fois que le médicament atteint la circulation générale (aprés résorption et effets de
premier passage dans le cas d’une prise orale), il est distribué aux différents organes et tissus
de l'organisme, c’est I’étape de distribution ou « le sang joue le réle de véhicule » [16]. Dans
le plasma, le médicament se trouve & la fois fixé aux protéines et sous forme libre. Seule la
forme libre (active) peut diffuser a travers les membranes, vers les différents tissus. La forme liée
(inactive) peut étre vue comme un stockage du médicament dans le plasma. Ces deux formes
sont en équilibre réversible, cela signifie qu’au fur et & mesure de ’élimination de la substance
libre ou de sa diffusion & travers les tissus, une partie de la substance liée va se détacher des
protéines et devenir ainsi libre. La liaison aux protéines étant relativement rapide, on suppose que
la forme liée et la forme libre sont en équilibre en tout temps et la concentration médicamenteuse
plasmatique libre, notée f,, est constante.

3. Voir LABAUNE [16], pp. 46-52
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2.2. DISTRIBUTION

La substance médicamenteuse diffuse a travers les tissus et les organes a vitesse et en quantité
variables. Citons quelques facteurs influencant la distribution aux organes/tissus.

1. La quantité de médicament sous forme libre dépend de la fixation protéique plasmatique.
De plus, la distribution va dépendre de la fixation protéique tissulaire. Concrétement, une
substance sera distribuée en plus grande quantité dans les organes et les tissus si elle a une
faible liaison aux protéines plasmatiques et une forte liaison aux protéines tissulaires.

2. Un organe bien perfusé a tendance a capter plus facilement les substances médicamenteuses.
La vitesse de distribution est donc plus élevée au niveau des organes fortement irrigués
comme le foie, les reins, le ceeur, les poumons ou encore le cerveau.

3. Finalement, un médicament ne se distribue pas uniformément entre les différents tissus.
On parle alors d’affinité des tissus.

Certaines variables comme 1’age, la grossesse, la corpulence ou encore les états pathologiques
peuvent avoir une influence sur la distribution. Par ailleurs, les propriétés physicochimiques du
médicament et en particulier la liposolubilité et I’hydrosolubilité sont déterminants dans la distri-
bution (intracellulaire ou extracellulaire). En effet, les molécules doivent traverser des membranes
cellulaires lipidiques pour atteindre I'espace intracellulaire. Les lipides sont les constituants de
la matiére grasse.

A présent, introduisons la notion de volume apparent de distribution. Le volume (appa-
rent) de distribution est un parameétre qui permet d’estimer la quantité de médicament répartie
dans les organes et tissus. Le volume de distribution, noté V', se définit comme le rapport entre
la quantité de médicament présent dans I'organisme et sa concentration plasmatique & ’équilibre
de distribution. Ce paramétre est constant dans le temps et s’exprime en litres (L). L’équilibre
de distribution (distribution equilibrium) est atteint lorsque la concentration de la forme libre
est la méme dans les tissus et dans le plasma. Nous pouvons écrire

oA
Cp
Ap+ Ay
T
ou A représente la quantité médicamenteuse totale présente dans I'organisme,
A, représente la quantité médicamenteuse dans le plasma,
A; représente la quantité médicamenteuse dans les tissus et les organes,
cp représente la concentration plasmatique.
Autrement dit, le volume de distribution correspond au volume virtuel dans lequel le médica-
ment serait réparti si sa concentration était la méme partout, a savoir sa concentration plasma-
tique. En notant V), le volume plasmatique, la fraction de médicament présente dans le plasma

est donnée par
A Vo V)

A V- Cp Vv
de telle sorte que plus la valeur du volume de distribution est élevée et plus la quantité distribuée
dans les tissus est grande. Cependant, ce paramétre n’apporte aucune information quant a la
répartition de la substance dans les différents organes. En notant f, (resp. f;) la fraction de
meédicament sous forme libre dans le plasma (resp. dans un tissu quelconque), nous avons, &

I’équilibre, la relation suivante :

f; p Cp = ft-c
oll ¢, et ¢; représentent les concentrations plasmatique et tissulaire respectivement. Il existe
donc, a ’équilibre pharmacocinétique, un rapport constant entre la concentration tissulaire et la
concentration plasmatique. Ce rapport est appelé coefficient de partage tissue-to-plasma et
se note K;

c

K, =+ = ﬁ

& fp
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Lorsque nous parlons de coefficient de partage, nous considérons le plasma efférent au tissu. La
détermination du coefficient K; permet alors de rendre compte de 'ampleur de la distribution
pour l'organe/tissu correspondant.

2.3 Elimination

Apreés les étapes d’administration, de résorption, d’effets de premier passage et de distri-
bution, des processus d’élimination vont permettre de nettoyer 1’organisme de la substance
médicamenteuse. Il est évident que les phases d’absorption, de distribution et d’excrétion ne
surviennent pas 1'une & la suite de l'autre mais coexistent. Nous pouvons distinguer deux types
d’élimination : 'excrétion (rénale et biliaire) et le métabolisme. Alors que le métabolisme est
la transformation du médicament en un autre composé chimique 4, ’'excrétion est la perte irré-
versible de substance sous forme inchangée. Le métabolisme se produit essentiellement dans le
foie et ’excrétion a essentiellement lieu via les reins.

On introduit la notion de clairance plasmatique. La clairance, mesure quantitative du
phénomeéne d’élimination, se définit comme le volume virtuel de plasma totalement débarrassé
de substance médicamenteuse par unité de temps et se note C'L. Ce paramétre est, pour la
plupart des médicaments, constant et s’exprime en litres par heure (L/h). Cette clairance peut
se décomposer en deux types : la clairance rénale, notée C'Lg, et la clairance extra-rénale. La
clairance extra-rénale correspond principalement a la clairance hépatique, mais on y inclut
également la biotransformation (moins importante) au niveau des poumons, des intestins, etc.

La clairance rénale correspond donc au volume wirtuel de plasma nettoyé de toute substance
médicamenteuse par les reins par unité de temps. Notons Fg la fraction de médicament présentée
a organe qui y est éliminée. Cette fraction est appelée coefficient d’extraction rénal. La vitesse
d’élimination rénale est alors obtenue en multipliant le coefficient d’extraction par la quantité de
médicament passant & travers 'organe par unité de temps :

vitesse d’élimination rénale = Qi - cp - ER (2.2)

ou Qx est la vitesse de perfusion plasmatique des reins. Par définition, la clairance rénale plas-
matique est donnée par la relation

CLr=Qk - ER
et I’équation (2.2) devient

vitesse d’élimination rénale = CLp - ¢

On voit alors que la clairance peut s’interpréter comme le terme de proportionnalité entre la
vitesse d’élimination due & ’organe et la concentration plasmatique & I’entrée de ’organe.

De la méme maniére, nous pouvons définir la clairance de n’importe quel organe. La clairance
hépatique plasmatique, par exemple, est donnée par la formule suivante :

CLyg =Qri- En

ou Qr; est la vitesse de perfusion organique du foie et Ey le coefficient d’extraction hépatique
(pas nécessairement le méme que celui introduit lors de V’effet de premier passage). On distingue
deux types de clairance au niveau du foie : l'excrétion dans la bile (avec possible recyclage
entérohépatique, phénomeéne abordé briévement dans la section 2.1) et la biotransformation du
médicament.

Remarque 2.2 La clairance est additive. Autrement dit, la clairance totale est égale a la somme
des clairances de chaque organe « éliminant »

Cl= ClR + CLH + CLautres organes

4. Un métabolite peut éventuellement étre retransformé en molécule initiale, mais ceci est rare.
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2.3. ELIMINATION

La clairance due auz autres organes est plus rare et les organes impliqués dans I’élimination sont
principalement le rein et le foie.

Remarque 2.3 Lorsque le coefficient d’extraction est proche de 1, pratiquement toute la quantité
de médicament atteignant l’organe par la circulation sanguine est éliminée et la valeur de la
clairance est proche de la vitesse de perfusion sanguine (sans jamais la dépasser). La vitesse de
perfusion est alors un facteur limitant.
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CHAPITRE 2. INTRODUCTION A LA PHARMACOCINETIQUE
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Chapitre 3

MODELISATION PHARMACOCINETIQUE
CLASSIQUE

La pharmacocinétique est une branche de la pharmacologie clinique qui étudie 1’évolution
temporelle de la concentration d’un médicament, principalement dans le plasma. La pharmaco-
cinétique ne s’intéresse aucunement a l’effet du médicament sur I’évolution de la maladie, ceci
relevant de la pharmacodynamie. Dans ce chapitre, nous introduisons les modéles classiques
largement utilisés en pharmacologie pour décrire et s’adapter & la pharmacocinétique d’'un mé-
dicament et nous y distinguons les deux grandes voies d’administration que sont la voie orale
(PO) et la voie intraveineuse (IV). Cependant, dans le cadre de notre étude du méropénem,
nous utilisons uniquement la voie intraveineuse. Concrétement, nous présentons des modéles dits
compartimentaux et, plus précisément, les modéles mamillaires. En 1953, ’allemand F.H. DosT
introduisit pour la premiére fois dans la littérature scientifique le terme pharmacocinétique et
étudia le comportement de plusieurs médicaments en utilisant des modéles a un compartiment.
Dans ce chapitre, nous abordons également les modeéles multicompartimentaux (& deux com-
partiments ou plus). Pour ce faire, nous utilisons une démarche pédagogique en augmentant
progressivement le nombre de compartiments du modéle.

3.1 Terminologie

Nous nous intéressons aux modeéles classiques compartimentaux. Un compartiment est un
« [volume| wvirtuel de distribution dans lequel le médicament est instantanément réparti de ma-
niere homogeéne, puis s’élimine ou s’échange avec d’autres compartiments, suivant une cinétique
identique en tous les points du compartiment » [16]. La quantité de médicament dans un compar-
timent s’exprime en grammes (g) ou en milligrammes (mg) et sa concentration, généralement, en
milligrammes par litre (mg/L). Un modéle compartimental consiste en un ensemble de com-
partiments entre lesquels s’effectuent des transferts de matiére caractérisés par des coefficients de
transfert, constantes de vitesse d’absorption, de distribution, d’élimination, etc. Ces constantes
sont appelées microconstantes par opposition aux macroconstantes que nous n’abordons pas dans
le cadre de ce mémoire '. Deux grandes classes de modéles compartimentaux se distinguent : les
modeéles caténaires et les modéles mamillaires. Les modéles utilisés en pharmacocinétique sont
ceux de type mamillaire. Un modéle mamillaire est un modéle composé d’un compartiment
central et d’'un ou plusieurs compartiments périphériques, indépendants entre eux et en inter-
action avec le compartiment central ; tandis qu’un modéle caténaire est un modéle constitué
d’une suite de compartiments dont chacun est I'unique successeur du précédent (excepté le com-
partiment d’entrée qui n’a pas de prédécesseur) et I'unique prédécesseur du suivant (excepté le
compartiment de sortie qui n’a pas de successeur).

Chaque processus de transfert d’'un compartiment & un autre est soit une réaction d’ordre
zéro, soit une réaction d’ordre un. Une réaction d’ordre zéro est une réaction dont la vitesse
est constante, indépendante de la quantité x de médicament dans le compartiment « sortant ».

1. Pour plus d’informations, voir KocH [15], pp. 19-20
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CHAPITRE 3. MODELISATION PHARMACOCINETIQUE CLASSIQUE

On écrit alors

dx

=k

dt
ou la constante positive k est appelée constante de vitesse d’ordre zéro. Une réaction d’ordre

un est une réaction dont la vitesse est directement proportionnelle & la quantité x. Dans ce cas,
on écrit

dx
ou la constante positive k est appelée constante de vitesse de premier ordre. En pharmacociné-
tique, on suppose que les processus de résorption, de distribution et de métabolisme sont d’ordre
un. De plus, la plupart des médicaments sont éliminés suivant un processus d’ordre un. Remar-
quons qu’en pharmacocinétique la notion de vitesse correspond a celle de débit et s’exprime
donc en unité de masse par unité de temps (g/h). Les constantes de vitesse k s’expriment en
h~1. Le processus d’élimination peut, pour certaines substances, étre modélisé par la formule de

Micheelis-Menten
dx Vi - C

dat K, +c
ou Vp, est la vitesse d’élimination maximale et K,,, constante de Michalis-Menten, correspond &
la concentration a laquelle 50 % de V;,, est atteint. Dans ce cas, la clairance n’est plus constante
mais dépend de la concentration plasmatique. On parle dés lors de clairance saturable ; ’alcool
en est un exemple.

3.2 Modéle & un compartiment

Selon S. DHILLON et A. KOSTRZEWSKI [6], la construction d’un modeéle & un compartiment
suppose l'organisme homogéne sur le plan cinétique. Cela signifie que la distribution du médica-
ment aux organes et tissus est instantanée et que 1’équilibre de distribution entre le plasma et
les différents tissus est immédiatement atteint. Une telle modélisation de 1’organisme n’implique
pas que la concentration plasmatique du médicament est égale a la concentration dans les tissus
et organes.

Nous notons z; la quantité de médicament présente dans I'organisme. De plus, nous notons
respectivement k, et k. les constantes de vitesse d’absorption et d’élimination. Ces coefficients
caractérisent la vitesse des échanges de matiére entre le compartiment (central) et l’extérieur.
La représentation schématique d’un tel modéle se trouve a la figure 3.1. Il nous faut & présent
distinguer les deux voies d’administration.

x

ke

FIGURE 3.1 — Modéle & un compartiment
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3.2. MODELE A UN COMPARTIMENT

3.2.1 Administration par voie orale

Dans le cas d’une administration par voie orale, le modéle & un compartiment peut en fait
étre considéré comme un modeéle & deux compartiments ot le second compartiment représente le
site d’administration (lumiére du tube digestif). Nous notons x5 la quantité de médicament qui
se trouve dans ce compartiment, avant de subir ’étape d’absorption et atteindre la circulation

générale. Dés lors, nous pouvons adapter la représentation schématique du modéle pour obtenir
celle qui se trouve a la figure 3.2.

DOSE

Z2

z1

ke

FIGURE 3.2 — Modéle a un compartiment : voie orale

Le modeéle a un compartiment ou les phénoménes d’absorption et d’élimination sont de pre-
mier ordre est décrit, en termes de probléme de Cauchy, de la maniére suivante :

{abl(t) = —kew1 () + kawa(t), x1(0)
i‘Q(Zf) = —/{?awg(t), .%'2(0)

—Oo

X

3.1
i (3.1)

Les conditions initiales vérifient
=0, 29>0

et 29 représente la dose administrée. Le paramétre 0 < F' < 1 représente encore la biodisponibi-
lité. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer F' = 1, signifiant que I'entiéreté de la dose
administrée atteint la circulation générale. Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit

i(t) = Az(t),  2(0) = o (3.2)

o(t) = (28) . A= <—é¢ _kk) z(0) = (fg)

La solution d’un tel systéme est donnée par

ou

(e—ket _ e—kat)
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Ces relations indiquent 1’évolution temporelle de la quantité totale de médicament dans 1’or-
ganisme ainsi que dans le site d’administration. L’expression analytique de I’évolution de la
concentration plasmatique du médicament au cours du temps s’obtient en divisant la quantité
x1(t) par le volume de distribution V' et est alors donnée par

k
_ .0 a
c(t) _xZV(ka—k:e)

(e—ket - e—kat)

A présent, étudions 1’évolution du systéme dans une situation de prise multiple du médi-
cament. Autrement dit, nous considérons qu’une dose (identique ou non) de médicament est
administrée a plusieurs reprises, avec administration périodique ou non. Dans ce cas, il nous
faut tenir compte de la quantité de médicament restant dans l'organisme lors d’une nouvelle
prise. En pratique, la posologie? d’un médicament indique souvent la prise d’une méme dose &
intervalles réguliers. Notons 7' la période d’administration et DOSE la dose ingérée a chaque
prise. Quelques calculs (voir [20]) permettent rapidement de conclure que 1’évolution temporelle
de la quantité de médicament dans chacun des compartiments est donnée par :

k
ke ke (t—iT) _ —ka(t—iT)
zi(t) = (oa — ke)DOSEiZ; (e e >

k
.%'Q(t) — ekt DOSE Z (ekaiT)
i=0

pour tout kT <t < (k+ 1)T, ou k € N.
Un exemple de médicament dont le comportement cinétique peut étre représenté par un
modele & un compartiment avec absorption et élimination d’ordre un est le rivaroxaban (voir

[20]).-

3.2.2 Administration par voie intraveineuse

Dans I’étude d’une administration par voie intraveineuse, nous négligeons les effets de premier
passage que nous avons évoqués dans le paragraphe 2.1.2 et considérons donc que la totalité de
la dose administrée atteint la circulation générale. Dans ce cas, le médicament n’est pas soumis a
une quelconque étape d’absorption puisque son site d’administration est la circulation générale.
Dés lors, la constante k, est nulle et le modeéle peut étre représenté par le schéma de la figure
3.3.

Il existe deux types d’administration intraveineuse : l'injection d’un bolus et la perfusion
continue. Un bolus désigne une « quantité importante d’un médicament injectée en une seule
fois par voie intraveineuse » 3. L’injection par perfusion est une administration continue du
médicament, contrairement & l'injection d’un bolus qui peut étre considérée comme ponctuelle.
Notons qu’une injection par perfusion peut étre réalisée par intermittence. Par exemple, lors des
tests cliniques effectués dans le cadre de I’étude du méropénem, les patients recurent une dose
d’un gramme de médicament toutes les huit heures par perfusion intraveineuse ; certains furent
soumis & une administration rapide (trente minutes) et d’autres & une administration lente (trois
heures). La perfusion par intermittence est I'équivalent de la prise multiple dont nous avons
discuté dans le contexte de I’administration orale.

2. Posologie : « Etude du dosage et des modalités d’administration du médicament. » [Larousse, 2014]
3. [Le nouveau Petit Robert, 2008|
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3.2. MODELE A UN COMPARTIMENT

DOSE

I

ke

FIGURE 3.3 — Modéle & un compartiment : voie intraveineuse

Le modéle a un compartiment avec injection d’un bolus correspond, en termes de probléme de
Cauchy, a la premiére ligne du systéme (3.1) avec k, = 0. Nous ne devons pas tenir compte de la
deuxiéme équation étant donné que celle-ci correspond & ’absorption du médicament. Autrement
dit, le modéle est décrit par

il(t) = —k:exl(t), 271(0) = x(l)
ot 79 > 0 représente la dose administrée. La solution est alors donnée par
z1(t) = 2le et vVt >0

Dans une situation de prise multiple avec administration périodique de période T, I’évolution
temporelle de la concentration plasmatique est donnée par :

c(t) = e—ket&st :0 <e—keiT>

pour tout kT <t < (k+ 1)T, ou k € N.
Le modéle & un compartiment avec perfusion intraveineuse est décrit par le systéme différentiel
commandé L.T.I. & une dimension suivant :

.i'l(t) = —keml(t) + u(t), 1‘1(0) =0

ou l'entrée u(t) correspond a la vitesse (taux) d’injection du médicament. La solution de cette
équation différentielle est donnée par

t
(1) = / ek y(r)dr, >0
0

Par conséquent, ’évolution temporelle de la concentration plasmatique est donnée par la relation

1 t
c(t) = v/o e_ke(t_T)u(T)dT

ou V désigne encore le volume de distribution. L’expression analytique de la solution dans le cas
de prise multiple est largement étudié dans la section 6.7 consacrée a 1’étude de la réponse du
modéle développé pour le méropénem.
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CHAPITRE 3. MODELISATION PHARMACOCINETIQUE CLASSIQUE

3.3 Modéle & deux compartiments

Cette section s’inspire en partie de la theése de doctorat de G. KocH [15]. Un modéle a
deux compartiments divise I'organisme en un compartiment central et un compartiment péri-
phérique. Le compartiment central est identifié¢ au plasma et aux organes hautement perfusés
(reins, foie, coeur, poumons, etc.) et le compartiment périphérique correspond aux tissus peu
irrigués (muscles, peau, os, greffes, etc.). Dans un tel modéle, on suppose que la distribution aux
organes hautement perfusés est instantanée et que la concentration dans ces organes s’équilibre
instantanément avec la concentration plasmatique, sans lui étre pour autant égale (cf. le modeéle
a un compartiment). Il s’est avéré en pratique qu'un modeéle a deux compartiments est suffisant
pour décrire, de maniére appropriée, I’évolution temporelle de la majorité des médicaments.

3.3.1 Hypothéses du modéle

La construction d’un modéle a deux compartiments se base sur les hypothéses suivantes.
1. Le médicament est administré dans le compartiment central.

2. Il y a échange de matiére entre le compartiment central et le compartiment périphérique
dans les deux sens. C’est la phase de distribution.

3. L’élimination du médicament par excrétion et métabolisation, se produisant essentiellement
au niveau du foie et des reins, se fait a partir du compartiment central.

4. Dans le cas d’une administration par voie orale (po), le médicament n’atteint pas direc-
tement et entiérement le compartiment central. Nous devons tenir compte de la phase
d’absorption.

5. Dans le cas d’une injection intraveineuse (iv), le site d’administration est la circulation
générale de telle sorte que la totalité du médicament atteint le compartiment central, sans
phase d’absorption préalable.

La construction du modéle a un compartiment utilise également les deux derniéres hypothéses
(voir les sous-sections 3.2.1 et 3.2.2).

Nous notons x; et xo les quantités de médicament dans le compartiment central et périphé-
rique respectivement. De plus, nous notons respectivement k3 et kig les constantes de vitesse
d’absorption et d’élimination. De la méme maniére, nous notons k1o et koi les constantes de
vitesse de distribution entre le compartiment central et le compartiment périphérique. La repré-
sentation schématique d’un tel modéle se trouve a la figure 3.4. Comme dans I’analyse du modéle
a un compartiment, distinguons la voie orale et la voie intraveineuse.

ka1
1 x2
k31 k19

k1o

FIGURE 3.4 — Modéle a deux compartiments
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3.3. MODELE A DEUX COMPARTIMENTS

3.3.2 Administration par voie orale

Comme précédemment, introduisons un compartiment supplémentaire pour représenter le
site d’administration. Nous notons x3 la quantité de médicament dans ce compartiment. En
modifiant de facon appropriée la représentation schématique du modéle, nous obtenons la figure
3.5.

DOSE ka1

ki1 k12

FIGURE 3.5 — Modéle 4 deux compartiments : voie orale

Le modeéle & deux compartiments avec réactions de premier ordre est décrit, en termes de
probléme de Cauchy, de la maniére suivante :

i1(t) = —k1oz1(t) — k1221 (t) + korz2(t) + ka123(t), 1(0) = 29
i‘g(t) = klle(t) — kglxz(t), 1‘2(0) = .%'(2)
i‘g(t) = —kgl.%'g(t), 1‘3(0) =F- 1‘%

Les conditions initiales vérifient
x?:O, xg:O, xg>0

et xg représente la dose administrée. Comme nous ’avons fait dans le cadre du modéle & un
compartiment, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que la biodisponibilité F' vaut 1
de telle sorte que I’entiéreté de la dose x% atteint le compartiment central. Ce systéme d’équations
différentielles peut également s’écrire sous forme matricielle

i(t) = Az(t),  x(0) =a° (3.3)
avec
z1(t) —kio — k12 ko1 k31 0
z(t) = [ 22(?) |, A= k12 ko1 0 |, 2=10
3(t) 0 0 —ks 9

Remarque 3.1 Les valeurs propres de la sous-matrice

5 —kio — k12 ko1
B =
< k12 —k21>

sont réelles.
Démonstration. Les coefficients de transfert kio et koy étant des parameétres positifs, la sous-
matrice B est une matrice essentiellement non négative. Par le théoréme de Perron-Frobenius

(théoreme B), la valeur propre de B la plus a droite est réelle. Or, B est une matrice réelle de
dimension deux. Par conséquent, la seconde valeur propre de B est nécessairement réelle. |
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3.3.3 Administration par voie intraveineuse

De la méme maniére que dans le cadre du modéle & un compartiment, la constante de vitesse
liée & I'absorption est nulle et le modéle peut étre représenté par le schéma de la figure 3.6.

DOSE ka1
1 €2

k12

FIGURE 3.6 — Modéle & deux compartiments : voie intraveineuse

Le modéle a deux compartiments avec injection d’'un bolus s’écrit, en termes de probléme de

Cauchy,
1

il(t) = —kloxl(t) — klle(t) + lexQ(t), 1‘1(0)
i‘g(t) = klgxl(t) — kzlxg(t), 1‘2(0)

ot 2§ > 0 représente la dose administrée. Sous forme matricielle, ce systéme s’écrit

0
x(t) = Bx(t), z(0) = 2°

0=(00) 2= ) = ()

Le modéle & deux compartiments avec perfusion intraveineuse est décrit par le systéme dif-
férentiel linéaire commandé L.T.I. & deux dimensions suivant :

.i'l(t) = —kloxl(t) — k12$1(t) + kzlxg(t) + u(t)
.i'z (t) = klgxl(t) — kzlxg(t)

En notation matricielle, nous obtenons
. ~ 0
z(t) = Bx(t) + eyu(t), z(0) = <0>

T L : : .
ol e = (1 0) et u(t) correspond encore au taux d’injection du médicament dans la circulation
générale.

3.3.4 Solutions analytiques

A présent, calculons la solution analytique x1(t), aprés prise unique, dans le contexte de
I’administration orale, puis dans celui de I’administration intraveineuse d’un bolus. Nous ne don-
nons explicitement que la solution z1(¢) du compartiment central. En effet, ce qui nous intéresse
en pharmacocinétique est I’évolution temporelle de la quantité de médicament présente dans le
plasma. Pour ce faire, nous utilisons la transformation de Laplace. L’idée du développement qui
suit est également tirée de [15].
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Administration orale
Repartons de la notation matricielle (3.3). Nous avons successivement

L[E(t)](s) = L[Az()](s) <= s-Lz(t)](s) —x(0) = AL[z(t)](s) par les formules de la transformée

de Laplace
<~ sX(s)—z(0) = AX(s) ou X(s) := L[z(t)](s)
— (s —A)X(s) =z(0)
s+ k1o + k12 —ko1 —k31 Xl(s) 0
— —k19 s+ ko1 0 Xo(s) =10
0 0 s+ks ) \Xz(s) 9

ou X1(s), Xa(s) et X3(s) sont les transformées de Laplace des fonctions x1(t), z2(t) et x3(t)
respectivement. En notant

s+kio+kiz —kan  —ka 0
L(s) == —k12 s+ky O , 2= 1[o0
0 0 s+ k3p xg
I'équation (3.4) s’écrit
L(s)X(s) = 2° (3.5)

Appliquons la régle de Cramer pour résoudre le systéme (3.5), ou plus précisément pour calculer
Xi(s). Le déterminant de la matrice L(s) est donné par

det(L(s)) = (S + k‘gl) ((S + klO + k‘lg)(s + k‘21) — ]C12]€21)
= (54 k31)(s® + k105 + k125 + ka15 + kiokar + k1aka1 — ki2kar)
= (s+k31)(s® + (k1o + k12 + k21)s + kroka1)

Le second facteur du membre de droite correspond au polynéme caractéristique de la sous-matrice
B. Notons s1 et s les valeurs propres de B . Le spectre de A est alors donné par

o(A) = o(B)U{—ks1} = {s1,50, k31 }

La sous-matrice B étant de dimension 2, nous savons que la trace de B est égale a 'opposé du
coefficient du terme d’ordre 1 de son polynome caractéristique et que le déterminant de B est
égal au terme indépendant. Autrement dit, nous avons les égalités suivantes :

det(B) — 5189 = k10k21 (36)

tr(B) = s1 + s2 = — (k1o + k12 + k1) (3.7)

Par la remarque 3.1, les racines s; et sg sont réelles. De plus, par (3.6) et (3.7), on sait que
8182 > 0 et s1 + 89 < 0 car les constantes de vitesse sont strictement positives. On en conclut
que s1,s2 € Ry et, par conséquent, que

det(L(s)) = (s + k31)(s —s1)(s —s2) >0  ¥Vs>0

A ce stade du développement, nous avons prouvé que les matrices B et A sont (exponentiellement)
stables. Ce qui confirme l'intuition selon laquelle les quantités de médicament dans chacun des
compartiments convergent vers 0 aprés une prise unique. En utilisant la régle de Cramer, nous
pouvons écrire

0 —ko —k31
det(L
_ det(La(5)) avec L1(s) = | 0 s+ ko 0

det(L(s)) 20 0 s+ kap

Xl(S)
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Le déterminant de la matrice L;(s) est donné par
det(Ll(s)) = xgkgl (8 + kzl)
de telle sorte que nous obtenons

_detLy(s) 29k31 (s + ko)

detL(s)  (s+ks1)(s —s1)(s—s2)
Pour déterminer I'expression analytique de la quantité de médicament dans le compartiment
central, notée 27°(s) dans le cas de ’'administration par voie orale, il reste & calculer la transfor-
mation de Laplace inverse de X (s). Nous avons successivement

X1 (S)

. _ 1 xgk‘gl(s + k21)
L7X6)E) = £ [(S+k‘31)(5—51)(5_52)] !
_ . (54 ka1)
= wskal [(84—/?31)(8—31)(3_32)} w

(s + ko1) . n(s)

(s +k31)(s —s1)(s —s2) = d(s)
thode d’inversion rapide pour calculer sa transformée de Laplace. Les racines de d(s) sont —ksq,

n(s)

$1 et s9. Calculons la décomposition en fractions simples de ——.

La fonction

étant rationnelle et propre, nous utilisons la mé-

d(s)
(5 + ko1) i Fy F3

= + +

(s+ k31)(s —s1)(s — s2) s+ks1 s—81  S—So
s+ k?21 = FH(S — 81)(8 — 82) + F21(S + k‘31)(8 — 52) + F31(S + k?gl)(s — 81)

En posant s = —ksz1, on a

—k31 + ka1 = Fii(ksi + s1)(ks1 + s2)

Py = ko1 — k31

(k31 + s1)(ks1 + s2)

En posant s = s1, on a

s1+ka = Fy(s1+ks)(s1—s2)
s1+ ko1
F —
2 (s14 ks1)(s1 — s2)
En posant s = s9, on a
sg+ ko = Fs1(s2+ks1)(s2—s1)
Py = sa + ko1

(s2 + k31)(s2 — s1)

Par la méthode d’inversion rapide, nous avons

1 (s + ko1)

t) = F s1t F sot r kit

Finalement, on obtient

+ koy s + kop
Po(t) = 40k 51 s1t 4 0k w2t
zy (t) = w3k (514 k31)(s1 — s2) + 3l (52 4 k31)(s2 — 51)
ko1 — k
bl BBkt

(k31 + s1)(ks1 + s2)
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Administration intraveineuse d’un bolus

De la méme maniére, nous pouvons calculer I’expression analytique de la quantité de médica-
ment dans le compartiment central aprés administration par voie intraveineuse (voir [15]). Cette
concentration est notée x"(t) et on obtient la solution suivante :

; s1+ ko1 sg + ko1
oi(t) = 2d et g 72 T T es2t t>0
51— 82 59 — 51

3.4 Modéles multicompartimentaux

Nous pouvons facilement concevoir des modéles & plus de deux compartiments. Soit n un
entier supérieur & deux. La matrice d’état A de la description linéaire temps invariant R =
[A, B, C, D] du modéle compartimental & n compartiments pour une administration intraveineuse
est donnée par

_(klo + k12 +...+ /ﬁn) /{?21 e knl
k —k 0
A= .12 21
: . 0
kln _knl

La matrice B, quant & elle, correspond toujours au premier vecteur de la base canonique. Par
la proposition 1.1, nous pouvons conclure que les modéles compartimentaux sont toujours des
systémes dynamiques positifs.

La plupart des modéles pharmacocinétiques compartimentaux se limitent & deux ou trois
compartiments. En effet, plus un modeéle est complexe et plus il contient de paramétres inconnus
a estimer. Par ailleurs, les compartiments de tels modeéles restent des compartiments théoriques
auxquels on tente d’associer des réalités physiologiques. Dans le cadre du modéle & trois compar-
timents, composé d’un compartiment central et de deux compartiments périphériques, le volume
du compartiment central correspond au volume de distribution quasi instantané et les compar-
timents périphériques sont associés aux tissus a équilibration rapide (ex. tissus splanchic) et a
équilibration lente (ex. tissus adipeux). On comprend alors facilement que plus le nombre de
compartiments est élevé et plus 'interprétation physiologique est délicate.

3.5 Paramétres pharmacocinétiques

Les microconstantes (ou constantes de vitesse) ne sont pas facilement interprétables sur le
plan physiologique. Elles peuvent étre vues comme la fraction de médicament qui passe d’un
compartiment & un autre par unité de temps. Nous allons énoncer les relations entre ces pa-
ramétres et les notions de volume de distribution et de clairance vues au chapitre 2. Pour ce
faire, plagons-nous dans le cadre du modéle & deux compartiments pour ’administration par
voie intraveineuse.

Pour rappel, le volume de distribution (V') représente le volume virtuel qui serait occupé
par un médicament si sa concentration était égale a sa concentration plasmatique dans tout

I’'organisme. Nous avons donc

V:$1+$2

Cp
ou ¢, est la concentration plasmatique du médicament (mg/L). En décomposant ce volume de

distribution en deux volumes de distribution, nous pouvons écrire
N T T2

V:‘/1+V2a Ou‘/l:_,‘/?:_

Cp Cp

On appelle V; le volume de distribution du compartiment central et V5 le volume de
distribution du compartiment périphérique.
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La clairance, notée CL, est définie comme le volume plasmatique complétement débarrassé
de substance médicamenteuse par unité de temps. La relation fondamentale est donnée par

CL = ko1

A présent, introduisons la notion de clairance intercompartimentale. Dans le cas du mo-
déle & deux compartiments, nous pouvons distinguer deux distributions intercompartimentales :
le transfert C'L'? du compartiment central vers le compartiment périphérique et le transfert C'L?!
du compartiment périphérique vers le compartiment central. De la méme maniére que pour la
clairance, nous avons les relations

CL12 = kJ12V1 et CL21 = k21‘/2

Comme le systéme est & 1’équilibre de distribution, la quantité de médicament qui passe du
compartiment central vers le compartiment périphérique est égale a la quantité qui passe du
compartiment périphérique vers le compartiment central de telle sorte que nous pouvons écrire

ki1 = koixo
T T2
kio— = ko1—
Cp Cp

On écrit alors
CL? =CL*:=Q

ou @ dénote la clairance (ou distribution) intercompartimentale.

Le modéle a deux compartiments peut étre défini par ces nouveaux paramétres plutot que
par les constantes de vitesse. Pour ’administration par voie orale et par voie intraveineuse, le
modéle se note respectivement

MP° = (CL’Q’VlaVYQakiﬂ) et Mw = (CLaQaVYI,V%k?»l)

3.6 Demi-vie

La demi-vie correspond au temps nécessaire pour passer d’une concentration plasmatique
donnée & sa moitié, ou, de maniére équivalente, pour passer qu’une quantité de médicament
totale dans l'organisme & sa moitié. Considérons un modéle & un compartiment pour I’adminis-
tration par voie intraveineuse et notons x la quantité totale de médicament dans I'organisme. La
trajectoire d’état libre (entrée nulle) est donnée par la relation

x(t) = zge Felt=to)

ou xg est la quantité de médicament présente au temps %y et k. est la constante d’élimination
du premier ordre. Sans perte de généralité, nous choisissons ¢y = 0. Notons ¢/ la demi-vie du
médicament de telle sorte que nous pouvons écrire a la fois

o

z(ty)2) = >

et
ln(x(tl/Q)) = ln(wo) — ketl/Q

En combinant ces deux derniéres équations, nous obtenons que la demi-vie du médicament est
donnée par la formule

b In(2)

1/2 - ke
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ou, en utilisant la relation fondamentale k., = CL/V,

v
tijs =n(2) =7

ou V est le volume de distribution apparent du médicament.
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Chapitre J

MODELE PHARMACOCINETIQUE A BASE
PHYSIOLOGIQUE

Cette partie du travail tend a comprendre le modéle physiologique proposé dans 'article de
F. MusuAMBA TSHINANU et al. [17], premier rapport sur un modeéle & base physiologique pour
le méropénem. Ce chapitre évolue en quatre étapes. Les deux premiéres sections introduisent
brievement les notions de circulation sanguine et de modéle physiologique. La suite concerne la
construction du modeéle en tant que telle et sa traduction en termes de systéme commandé.

4.1 Introduction & la circulation sanguine

Afin de mieux comprendre la construction du modeéle qui va suivre, il est important de com-
prendre dans les grandes lignes comment fonctionne la circulation sanguine chez ’homme. Les
deux grandes voies de la circulation sont la circulation pulmonaire et la circulation systémique.

La circulation pulmonaire, appelée également petite circulation, transporte le sang
désoxygéné (sang veineux) du cceur aux alvéoles pulmonaires ou les échanges gazeux vont per-
mettre de réoxygéner complétement le sang. Ce sang, complétement oxygéné, (sang artériel)
retourne dans le coeur pour étre ensuite éjecté dans la circulation systémique. La circulation
systémique, connue également sous le nom de grande circulation, a pour fonction d’amener
le sang oxygéné (sang artériel) du cceur a tous les organes et tissus de organisme. La circu-
lation systémique apporte donc & chaque organe de 'oxygéne, des nutriments ainsi que toutes
les ressources nécessaires a son bon fonctionnement et le nettoie de ses déchets tels que le gaz
carbonique.

La figure 4.1 représente certains vaisseaux sanguins de la circulation. Nous pouvons y consta-

FIGURE 4.1 — Voies de la circulation (sang artériel en rouge et sang veineux en bleu) - source : [27]
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ter que la perfusion sanguine ' du foie ne se fait pas uniquement par 'artére hépatique propre.
En effet, celui-ci recoit également le sang veineux provenant de la rate et du systéme digestif.
Le sang provenant de ces organes atteint le foie par la veine porte hépathique. Le foie regoit
donc, d’une part, du sang riche en oxygéne par ’artére hépathique et, d’autre part, du sang
désoxygéné mais riche en nutriments par le systéme porte.

Bien que ce résumé soit, certes, fortement simplifié, il suffit & comprendre grossiérement le
parcours de la substance médicamenteuse atteignant la circulation générale et, par conséquent,
la construction du modéle ci-dessous.

4.2 Modéle physiologique et modéle compartimental

A présent, introduisons les modéles dits physiologiques (physilogically-based PK models,
PBPK models). Ces modéles, plus complexes que les modeéles compartimentaux classiques (ha-
bituellement utilisés en pharmacocinétique), ont 'avantage d’étre construits a partir de considé-
rations physiologiques ? et anatomiques. Ils sont, par conséquent, plus facilement interprétables.
Alors que les compartiments considérés dans les modeéles compartimentaux sont fictifs (cf. cha-
pitre 3), ceux des modeéles physiologiques correspondent & des organes ou tissus bien particuliers.
Typiquement, nous retrouvons les reins et/ou le foie impliqués dans I’étape d’élimination ; le site
d’effet impliqué inévitablement dans la distribution ; etc. Les interconnexions entre ces différents
compartiments correspondent au flux sanguin. On peut décrire I’évolution de la concentration
du médicament dans chaque compartiment par un systéme d’équations différentielles dont les
parameétres correspondent a des volumes et des perfusions réels.

Rappelons qu’un modéle est une simplification de la réalité & des fins d’analyse et de concep-
tion et est, par conséquent, toujours approximatif, inexact et critiquable. Un modéle aide &
comprendre et a appréhender la réalité et sa qualité se justifie par son utilité. Les modéles
physiologiques sont, par exemple, utilisés pour la simulation numérique afin de déterminer plus
précisément la disposition® du médicament tandis que les modéles compartimentaux, générale-
ment plus simples (systémes de deux ou trois dimensions), suffisent généralement pour répondre
au probléme posé par la détermination rationnelle du meilleur schéma posologique du médica-
ment (quantité a injecter, durée d’administration, etc.). La conception d’une loi de contrdle a
partir d’'un modeéle compartimental pourrait éventuellement ensuite étre appliquée au modéle
physiologique.

Comme nous le verrons dans les sections suivantes, le modéle physiologique construit pour
I’étude du méropénem est décrit mathématiquement par un systéme d’équations différentielles &
six dimensions.

4.3 Construction du modéle physiologique

Nous avons & présent tous les outils pour aborder la construction du modéle physiologique
pour le méropénem. Pour se faire, nous nous aidons de notes de cours de I’Université de Toulouse
[29].

La premiére étape de la construction d’un tel modéle est la sélection des compartiments.
Comme proposé dans [17], trois compartiments organes interviennent dans le modéle : les pou-
mons (« lungs »), le foie (« liver ») et les reins (« kidneys »). Les poumons étant impliqués, il

1. La perfusion sanguine d’un organe, notée généralement @, correspond a I’apport sanguin et se mesure en
unité de volume par unité de temps.

2. La physiologie est « la science qui étudie les fonctions et les propriétés des organes et des tissus des étres
vivants. [Plus précisément, la physiologie humaine| étudie les fonctions [...]| de l’organisme humain (nutrition,
motricité, sensibilité, régulation, etc.). » [LE NOUVEAU PETIT ROBERT, 2008]

3. « Diposition may be defined as all the kinetic processes that occur to a drug subsequent to its systemic
absorption. By definition, the components of disposition are distribution and elimination.» [23]
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nous faut distinguer le sang (plasma) veineux et le sang (plasma) artériel (« arterial pool » et
« venous pool »), les concentrations médicamenteuses n’y étant alors pas égales. Finalement,
tous les autres organes et tissus sont agrégés pour former un sixiéme compartiment nommé « rest
of the body ». Chaque compartiment est considéré comme homogene (well-stirred, well-mized)
et la vitesse de perfusion sanguine des organes/tissus est un facteur limitant (distribution is
perfusion rate limited) (i.e. les milieux interstitiels et intracellulaires sont agrégés et on décrit
la concentration globale). Par ailleurs, nous supposons que I’élimination du médicament se fait
uniquement via les reins et le foie et que la clairance rénale représente 80 % de la clairance totale.
Une fois les différents compartiments bien définis, il nous faut les connecter entre eux en
respectant « les données anatomiques en matiére de circulation sanguine » [29]. Dés lors, on
obtient ’architecture du modéle dont la représentation schématique se situe a la figure 4.2.

LUNGS -

LIVER —

|

DOSE

!

KIDNEYS —

ARTERIAL POOL
VENOUS POOL

REST OF THE BODY | ——

FIGURE 4.2 — Représentation schématique du modéle PBPK

La derniére étape consiste & décrire mathématiquement ce modéle en termes d’équations
différentielles décrivant 1’état complet du systéme. Ces équations sont des équations de bilan mas-
sique (application du principe de conservation de la masse), signifiant que la variation (par unité
de temps) de la masse de méropénem dans chacun des compartiments est égale a la différence
entre la masse « entrante » et la masse « sortante » (par unité de temps).

(1) Commengons par écrire I’équation de bilan massique pour les tissus uniquement impliqués
dans 'étape de distribution. Nous pouvons identifier deux compartiments dans cette caté-
gorie : les poumons (« lungs ») et le compartiment regroupant le reste des tissus et organes
(« rest of the body »). Notons crp la concentration médicamenteuse dans « rest of the
body » (mg/L). L’équation de bilan massique correspondant & ce compartiment est donnée
par I’équation suivante :

dCRB

dt

ou Vgp est le volume total des tissus inclus dans ce compartiment (L) et Qrp est la vitesse de
perfusion plasmatique & l’entrée du compartiment (L/h). Le volume (resp. la perfusion san-
guine) d’un ensemble d’organes est égal a la somme des volumes (resp. perfusions sanguines)
de chacun des organes. Enfin, c¢;, et ¢y, représentent la concentration plasmatique totale
respectivement & l’entrée et & la sortie du compartiment (mg/L). Notons que ¢;;, correspond
a la concentration artérielle mais que ¢, ne correspond pas a la concentration veineuse. La

VrB = QRrB (Cin — Cout)
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concentration & la sortie est déterminée par le coefficient de partage tissue-to-plasma®.

Dans le cas d’'un ensemble d’organes, ce dernier paramétre nous informe sur la concentration
de médicament qu’on peut s’attendre & trouver, en moyenne, dans le reste du corps. Enfin,

de c
VrB RB = QRrB < B >

nous pouvons écrire

Kgrp

ou ¢, représente la concentration artérielle (mg/L) et Kgrp le coefficient de partage du
compartiment. De la méme maniére, nous avons, en notant cr, la concentration dans les
poumons (mg/L), ’équation de bilan massique suivante :

der,

Viw—1-
L=t

= QLu (Cin - Cout)

ou Vr, désigne le volume réel de l'organe (L) et Q. correspond a la vitesse de perfusion
plasmatique réelle de 'organe (L/h). D’aprés I’architecture du modeéle (voir figure 4.2), cette

derniére équation devient
dery CLu
‘/ - — C, —
Lu dt QLu v KLu

ou K, est le coefficient de partage du poumon.

A présent, considérons les organes impliqués dans I’étape d’élimination. Dans ce modéle,
on suppose que ’élimination du méropénem a uniquement lieu au niveau du foie et des
reins et les équations décrivant les taux de variation de la concentration tissulaire pour ces
compartiments doivent tenir compte de ce processus. Pour ce faire, nous ajoutons un terme
supplémentaire dit d’élimination. Notons cx et cr; les concentrations dans les reins et dans
le foie respectivement (mg/L). Le taux de variation de la concentration dans les reins est
modélisé par ’équation suivante :

d
VK oK —QK< C—K> CLR

Kg KK

ou, de maniére équivalente,

d CL
Vi _ 0y, — YT CLR

dt Ke K

ou Vi et Kk représentent respectivement le volume (L) et le coefficient de partage des reins,
Qx la vitesse de perfusion plasmatique de l'organe (L/h) et C'Lg la clairance rénale (L/h).
En ce qui concerne le foie, ’équation prend la forme suivante :

dCL CLi
VLz L= Qcha QLZ C1LH[( -
Li Li
ou, de maniére équivalente,
der; Qri+CLy
Vi = C,— -
Li dt QL@ a KLi Li

ou Vi; est le volume du foie (L) et Kp; son coefficient de partage. Le paramétre C'Lpy
représente la clairance hépatique (L/h) et Qr; correspond & la somme du flux sanguin de
lartére hépatique propre et du flux sanguin de la veine porte. (L/h).

4. « A Uéquilibre, il existe un rapport de concentration entre la concentration du sang efférent et la concentration
totale de lanalyte dans Uorgane [...]» [29] Ce coeflicient est appelé coefficient de partage.
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(3) Finalement, il nous faut encore établir les équations pour les compartiments vasculaires. En
notant ¢, et ¢, les concentrations plasmatiques dans les compartiments « arterial blood » et
« venous blood » respectivement, nous pouvons écrire les équations décrivant la disposition
médicamenteuse dans ces compartiments de la maniére suivante. Pour le sang veineux, nous

avons

dey, ¢
VZ)E - ZZ:QZE - Qcocv

ou V, représente le volume du compartiment et ot la somme est une somme finie dans laquelle
I'indice 7 représente successivement le foie, les reins et le reste du corps. Le paramétre @; et

[& . .. .
le rapport — correspondent respectivement au flux sanguin issu du i® organe (L/h) et a la

(2
concentration « sortant » du i® organe (mg/L). Le paramétre Q)., représente le débit sanguin,

appelé aussi débit cardiaque (cardiac output)® (L/h). Finalement, pour le sang artériel, nous
écrivons

deg CLu
a7, — u7-  — YeoCa t
Vorrr = Q1 K. QeoCa + u(t)

c
ou @, représente le flux sanguin issu des poumons (L/h) et le rapport KL—u correspond &

u
la concentration « sortant » des poumons (mg/L). Enfin, u(t) est la fonction d’entrée qui
modélise 'injection intraveineuse (mg/h).

4.4 Systéme différentiel commandé

Nous pouvons maintenant écrire I’ensemble de ces équations différentielles sous la forme d’un
systéme différentiel commandé linéaire temps invariant (L.T.I.)

z(t) = Az(t) + bu(t)

o A € R™" caractérise I’évolution libre du systéme et b € R™ caractérise l'interaction de
ce systéme avec la fonction d’entrée scalaire u(t). Les variables d’état, i.e. les composantes du
vecteur x(t), représentant les concentrations dans les différents compartiments, la dimension n

du systeéme vaut 6. Nous avons les relations suivantes (cf. raisonnement ci-dessus) :

(alt) = —feca + gz + %)
erp(t) = FEEcu — it crp
eralt) = $es — g
uilt) = Fea — Y ten

\CK(t> — V_gca Q}({Z‘C/;fRCK

ol
e ¢; (i € {a,RB,v, Lu, Li, K'}) représente la concentration de médicament dans le compar-
timent i (mg/L);
o V; (i € {a,RB,v, Lu, Li, K }) représente le volume réel du compartiment i (L) ;
e ()., représente le débit cardiaque (cardiac output) (L/h);
e Q; (i € {Lu, Li, K'}) représente la vitesse de perfusion sanguine réelle de 'organe i (L/h);

5. « Le débit cardiaque est la quantité de sang éjectée par les ventricules cardiaques, c’est-a-dire le volume
éjecté a chaque battement cardiaque multiplié par la fréquence cardiaque par [unité de temps]. » [36]
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e QQrp représente la somme des perfusions sanguines de chaque organe/tissu présent dans le
compartiment « rest of the body » (L/h);

e K; (i € {Lu, Li, K, RB}) représente le coefficient de partage tissue-to-plasma du compar-
timent ¢ ;

e CLp et CLy représentent respectivement la clairance rénale et la clairance hépatique
(L/h);

e u(t) (continue par morceaux) est la fonction d’entrée positive (taux d’injection) (mg/h).

Remarque 4.1 La vitesse de perfusion des poumons Qr. est égale au débit cardiaque (cardiac
output) Qo

En notant le vecteur z(t)

Ca

CRB

Cy

xr =

CLu

CLi

CK

la matrice A prend la forme suivante :
—x 0 0 x 0 0
* —x 0 0 0 0
0 * —« 0 *x =
A= 0 0 x — 0 0 (4.1)

* 0 0 0 —% 0
* 0 0 0 0 —x

Le vecteur b, quant & lui, est un multiple du premier vecteur de la base canonique, & savoir

oo oo ol

Dans (4.1), les étoiles représentent des quantités & valeur strictement positive et on remarque
directement que la matrice A est une matrice de Metzler. Le systéme

T = Az + bu

est donc positif (voir proposition 1.1 ). Ceci confirme la réalité clinique; il y a conservation de
la positivité des variables. En d’autres mots, a partir d’une condition initiale z(0) positive, la
quantité de médicament dans chaque compartiment reste positive pour tout temps t positif.

4.5 Données cliniques et calibrage

Afin de terminer complétement la construction du modéle, il nous faut encore ajuster la
valeur des différents parametres (C' Ly, C'Lp et les coefficients de partage K;) afin de décrire au
mieux les observations cliniques. Ceci fait ’objet du chapitre suivant.

Les données de concentration & partir desquelles on ajuste les paramétres correspondent &
des échantillons prélevés a 1’équilibre dit pharmacocinétique (steady-state) . Cet équilibre est

6. « All patients had received at least 3 doses at the time of the first PK measurement and were therefore
assumed to be at PK steady state. » [17]

36



4.5. DONNEES CLINIQUES ET CALIBRAGE

atteint lorsqu’il n’y a plus d’accumulation de médicament (due a la dose précédente), i.e. lorsque
ce qui entre dans l'organisme, en moyenne, est égal & ce qui en sort, en moyenne.

Les données cliniques que nous possédons sont issues d’une étude clinique réalisée a I’Hopital
Universitaire du Sart Tilman, Liége, entre janvier et septembre 2012. Cette étude fut menée sur
60 patients, hospitalisés aux soins intensifs et diagnostiqués avec une pneumonie nosocomiale. On
y distingue deux catégories d’individus : ceux ayant une activité rénale normale et ceux souffrant
d’insuffisance rénale. La fonction rénale est un facteur important en ce sens qu’elle intervient
dans I’étape d’élimination du médicament. Chaque patient regut, par perfusion intraveineuse,
une dose d'un gramme toutes les huit heures et fut soumis soit & une administration rapide (sur
30 minutes), soit & une administration lente (sur trois heures). Les mesures de concentration du
médicament dans le plasma et au niveau du site d’action (ELF) furent prises a partir de la 3° ou
de la 4° dose et consistérent, pour chaque patient, en sept échantillons : six échantillons sanguins
et un échantillon issu du site d’action. Ces mesures sont prises juste avant l'injection de la dose,
puis 30 minutes, une, trois, quatre et six heures aprés le début de la perfusion.
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Chapitre 5

MODELISATION A EFFETS MIXTES
(NONMEMP®)

Nous présentons dans ce chapitre 1’élaboration du modeéle compartimental (cf. chapitre 3)
décrivant au mieux les concentrations mesurées, ainsi que ’estimation des paramétres du modéle
a base physiologique (cf. chapitre 4). Pour ce faire, nous procédons par étapes de la maniére
suivante.

e Construction du modéle compartimental classique qui décrit au mieux les concentrations
plasmatiques (tests des modeles & un et & deux compartiments) - utilisation des observations
plasmatiques uniquement ;

e Ajout d’un compartiment supplémentaire pour décrire les concentrations pulmonaires -
utilisation des données plasmatiques et pulmonaires ;

e Ajustement des paramétres du modéle pharmacocinétique a base physiologique.

Ces résultats sont essentiels car ils sont & la base de ’ajustement posologique étudié dans les
chapitres ultérieurs. L’ensemble des modéles testés supposent que les phénoménes d’élimination
et de distribution intercompartimentale sont des réactions d’ordre un.

Remarque 5.1 Le méropénem étant un médicament qui ne pénétre pas dans les cellules et se
distribue uniquement dans le liquide interstitiel, la concentration pulmonaire correspond plus
précisément a la concentration médicamenteuse dans le liquide du revétement épithélial (epithelial
lining fluid, ELF) présent au niveau des poumons.

Les modéles compartimentaux sont développés dans le but d’estimer la clairance totale et
d’identifier les facteurs influencant I’élimination et la distribution, i.e la pharmacocinétique du
méropénem. Ces facteurs sont appelés covariables. En ce qui concerne le modéle pharmacociné-
tique & base physiologique (PBPK), nous tentons d’estimer les coefficients de partage a partir
de parameétres physiologiques connus a priori (volumes organiques et vitesses de perfusion orga-
nique). Les principaux résultats sont décrits dans le présent rapport, y compris dans les annexes.
Pour plus de détails, les fichiers de résultats complets sont disponibles en ligne & partir du lien
suivant :

https://www.dropbox.com/sh/6wyrOaczlluc92u/AACvEZe874uPUFCFF6h71t2ua?d1=0

5.1 Modéle pharmacocinétique de la population

Les différents modéles sont construits en utilisant une méthode de modélisation & effets mixtes
non linéaires implémentée dans le logiciel statistique NONMEM® (NONlinear Mixed Effects Mo-
deling), méthode FOCE (First Order Conditional Estimate) avec interaction !. Une telle approche
permet de résoudre des problémes d’ajustement d’un modéle & des données cliniques en tenant
compte de variabilités & la fois entre les individus (variabilité intra-individuelle) et au sein d’un

1. L'option interaction est utilisée lorsqu’on veut tenir compte de 'interaction entre les variabilités inter- et
intra-individuelles.
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méme individu (variabilité interindividuelle). Les paragraphes qui suivent s’inspirent & la fois de
l'ouvrage de J. S. OWEN et J. FIEDLER-KELLY [19] et du livre de N. SIMON [26].

5.1.1 Variabilité

La variabilité interindividuelle des paramétres pharmacocinétiques est décrite par un
modéle exponentiel de la forme
Py =TVP - exp(n)

ou P; est la valeur du parameétre pour Uindividu ¢, TV P (population typical value) est la valeur
centrale de la population pour le paramétre P (effet fixe) et 7; est une variable aléatoire distri-
buée selon une loi Normale (effet aléatoire). Les variables aléatoires 7;, sont indépendantes et
identiquement distribuées avec une moyenne nulle et une variance w?. Nous constatons alors que
le parameétre P est distribué, au sein de la population, selon une loi log-Normale de paramétres
In(TV P) et w? . Rappelons qu’une variable aléatoire X est dite log-Normale de paramétres j
et o2 si la variable Y = In(X) suit une loi Normale d’espérance y et de variance o2.

La valeur centrale TV P est modélisée, au sein de NONMEM®, par une variable #. Un modéle
a compartiments possédant toujours au moins deux paramétres (la clairance et le volume de
distribution pour le modéle & un unique compartiment), nous utilisons les notations © et €2 pour
désigner I’ensemble des paramétres 65 et w? A estimer.

La variabilité intra-individuelle des paramétres, quant a elle, est supposée incluse dans
I’erreur résiduelle du modéle. Cette derniére capte également le bruit di aux mesures expérimen-
tales. L’erreur résiduelle est, la plupart du temps, décrite par un modéle d’erreurs additive et
proportionnelle. Autrement dit, nous supposons 'existence d’une erreur proportionnelle & la va-
leur de la concentration effectivement mesurée et d’une erreur indépendante. L’erreur résiduelle
est, dés lors, modélisée par

Yi=Fia+)+ef,  ke{1,2}

ou YZ’; est la concentration effectivement observée du j¢ échantillon de I’individu ¢ dans le com-
partiment k, FZ’; est la concentration correspondante prédite par le modéle et e]; et €® sont des
variables aléatoires indépendantes et distribuées selon des lois Normales de moyenne nulle et
de variances 05 et o2 respectivement. Ces deux derniéres variables modélisent respectivement
I’erreur proportionnelle et ’erreur additive au niveau du k°® compartiment. Notons d’ores et
déja que k = 1 désigne le compartiment central (plasmatique) tandis que k = 2 correspond au
compartiment ELF représentant le site d’action. Nous désignons par X les variances 0'12) et o2.

5.1.2 Estimation des paramétres : méthode des moindres carrés étendus

Afin d’estimer les parameétres O, 2, 3, NONMEM® utilise un critére permettant de quantifier
I’adéquation du modéle aux observations. Ce critére est appelé fonction objectif. Concrétement,
NONMEM® utilise un algorithme d’optimisation afin de calculer les valeurs des paramétres
permettant de minimiser la fonction objectif f suivante :

N

N 2
f= Zw + ) In(vy)
i=1 ! i=1

ou N est le nombre total d’observations et Y; et F; représentent respectivement la ® observation
et la ¢ valeur prédite par le modéle. Les observations Y; sont des variables aléatoires supposées
indépendantes et chacune d’entre elles est distribuée selon une loi Normale de moyenne m; et de

variance v;. Autrement dit, la fonction de densité de la variable Y; (i € {1,...,N}) est donnée
par
1 ~ (Yi—mi)?
pi(Yi) = e 2
v - 2T
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La variance v; de la distribution n’est pas connue a priori et doit donc étre estimée en méme
temps que les autres parameétres. La moyenne, quant a elle, correspond a la valeur prédite Fj.
L’algorithme d’optimisation utilis¢é par NONMEM® est une méthode itérative de type quasi-
Newton.

La fonction objectif décrite ci-dessus découle de la méthode du maximum de vraisemblance.
La fonction de vraisemblance de I’échantillon Y7, ..., Yy est, par définition, la fonction de densité
conjointe des N variables aléatoires de ’échantillon, considérée comme fonction des parameétres
0, Q et X. Elle est donc donnée par

N
= H(”i om) V2T 2 (5.1)

Les estimateurs du maximum de vraisemblance sont donnés par les valeurs des paramétres qui
maximisent la fonction de vraisemblance (5.1) ou, de maniére équivalente, qui minimisent la
fonction

—2.-InL(6,0,%:C,...,Cn) = ZT +) In(v;)
i=1 t i=1

Cette fonction est choisie comme fonction objectif et la méthode de minimisation correspondante
est appelée méthode des moindres carrés étendus.

5.1.3 Paramétre de mise a échelle

Le paramétre de mise & échelle S (scaling factor) permet d’obtenir les prédictions dans les
mémes unités que les valeurs observées. Typiquement, les données observées (dependant variable,
DV) sont des concentrations et les équations différentielles implémentées dans NONMEM® dé-
crivent I’évolution de quantités au cours du temps; les quantités prédites sont divisées par le
paramétre S pour obtenir des concentrations. Il est nécessaire de définir un parameétre d’échelle
pour tous les compartiments ol les concentrations sont directement observées. En effet, pendant
le processus d’estimation, NONMEM® cherche a diminuer la fonction objectif dans laquelle in-
tervient le résidu entre les concentrations prédites et les concentrations observées; il est donc
nécessaire que les données prédites et observées soient exprimées dans les mémes unités. Si aucun
paramétre d’échelle n’est modélisé, les valeurs prédites correspondent & des quantités dont I'unité
est identique a celle utilisée dans le fichier de données pour exprimer la dose administrée (colonne
AMT).

Le paramétre d’échelle S,,, o n est le numéro du compartiment dans lequel les concentrations
sont observées, est défini comme le produit du volume de distribution et d’une valeur scalaire
sans unité, i.e.

Sp =V, -usv

Il nous faut donc déterminer uswv de telle sorte que les concentrations prédites et observées soient
exprimées dans les mémes unités lorsque V,, est remplacé par 5, dans I’expression
_ AMT,
=
ou AMT, et V, représentent respectivement la quantité de médicament dans le compartiment
n et le volume de distribution du compartiment n. Supposons que les concentrations observées
soient exprimeées en DViasstunits/ D Vioinits €6 que la dose soit donnée en AMTyjpits, alors usv
est obtenu & partir de la relation

DVinassunits o AMTynits

D‘/UolUnits DVvolUnits CUusv

Cn
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Prenons un exemple. Dans la base de données & notre disposition pour I’étude pharmacocinétique
du méropénem, la dose est exprimée en grammes et les concentrations observées sont données
en milligrammes par litre. Dans ce cas, la valeur scalaire usv vaut

g 1
v = = —
1000g 1000

et le facteur de mise & échelle S est modélisé par S = V/1000.

5.1.4 Introduction des covariables

Une covariable est une variable (quantitative ou catégorique) qui joue un role explicatif et
qui est étudié comme facteur & 'origine de la variation des paramétres du modéle. Les covariables
permettent d’expliquer la variabilité interindividuelle et sont introduites dans le modéle afin de
diminuer la variance des variables aléatoires 74, modélisant dés lors la variabilité interindividuelle
inexpliquée.

Dans chacun des modéles mentionnés ci-dessus, le modeéle paramétres-covariables est étudié.
Les covariables démographiques généralement testées reprennent entre autres ’age, le sexe et le
poids. De nombreuses autres covariables peuvent également étre analysées ; citons, par exemple,
la concentration d’albumine, le cholestérol total, le débit de filtration glomérulaire (Glomerular
Filtration Rate, GFR) ou encore la présence d’autres médicaments. Le débit de filtration glomeé-
rulaire représente la quantité de sang filtré par les reins par unité de temps et permet de quantifier
I’activité rénale. Il est exprimé en millilitres par minute. Par la suite, nous parlons d’insuffisance
rénale lorsque le débit de filtration glomérulaire est strictement inférieur & 40 mL/min. Dans le
cadre du travail relatif au méropénem, nous testons les covariables sur la clairance ainsi que sur
les volumes de distribution. Les covariables testées sont restreintes au nombre de deux :

— le poids (WT) sur les volumes de distribution,

— le débit de filtration glomérulaire (GFR) sur la clairance plasmatique.

Le choix des variables testées est basé sur ’analyse précédemment réalisée par F. FRIPPIAT, F.
MUSUAMBA et al. dans I’étude PROMESSE [9].

L’effet d’une covariable continue sur un paramétre du modéle est décrit par une relation

allométrique, c’est-a-dire une relation de la forme

TV P =0, (585)"

ou C'OV est la valeur prise par la covariable, TV P est la valeur centrale du paramétre prédite
par le modéle étant donnée la valeur de la covariable, ¢, est la tendance centrale de la population,
rC OV est une valeur de référence, choisie comme étant la valeur médiane de la population, et
f0cov quantifie l'effet de la covariable sur le paramétre P. Notons d’ores et déja que les valeurs
médianes des variables WT et GFR sont 75 kg et 65 mL/min respectivement.

5.1.5 Fiabilité et validation

Avant de regarder les estimations fournies par NONMEM® il nous faut vérifier la fiabilité du
modeéle construit. Pour ce faire, nous examinons plusieurs éléments, appelés critéres d’ajuste-
ment. Typiquement, nous observons

1. les p-valeurs attestant de la nullité de la moyenne des variables aléatoires ns modélisant les
erreurs interindividuelles,

2. les graphiques de diagnostique (concentrations observées vs. concentrations prédites et
résidus vs. concentrations prédites et temps),

3. la convergence de ’algorithme de minimisation,

4. la précision des estimations.
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Le quatriéme point est évalué a partir de I’écart-type des estimations (standard error of estimate).
L’estimation du parameétre P suit une loi Normale d’espérance T'V P ; la valeur de I’écart-type
de cette loi Normale doit idéalement étre inférieure & la moitié de la valeur TV P de telle sorte
que 'intervalle & 95 % ne contienne pas 0. En ce qui concerne les graphiques de diagnostique, la
figure 5.1 en est un exemple. Les graphiques supérieurs représentent les concentrations observées
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FIGURE 5.1 — Graphiques de diagnostique : exemple

en fonction des concentrations prédites. Le graphique de gauche correspond aux prédictions de
la population, i.e. les concentrations prédites par le modéle sans tenir compte de la variabilité in-
terindividuelle captée par les variables aléatoires 7y (ceci explique la grande dispersion des points
autour de la droite identité). Le graphique de droite, quant & lui, tient compte de la variabilité
interindividuelle, de telle sorte que 'axe des abscisses correspond aux concentrations prédites
individuelles. Plus les points sont proches de la droite identité, plus ’adéquation du modéle aux
données peut étre affirmée. Les graphiques inférieurs permettent une analyse des résidus. Les
résidus représentés (en fonction des concentrations prédites de la population et en fonction du
temps) sont des résidus pondeérés conditionnés. L’utilisation de résidus dits conditionnés est due
a l'utilisation de la méthode de minimisation FOCE. Ces résidus ont été étudiés par A. HOOKER
et al. dans une publication de 2007 [13]. Ces derniers ont démontré que les résidus pondeérés
standards ne permettent plus d’étudier le bon ajustement d’un modéle lors de 'utilisation de la
méthode FOCE, tandis que les résidus conditionnés se sont avérés étre des bons indicateurs de la
performance d’'un modéle dans ce cas. Notons que ces résidus sont également supposés distribués
selon une loi Normale (0,1). Par conséquent, la qualité du modele se juge a la répartition des
résidus autour de la droite y = 0. Dans le cadre de nos analyses, nous distinguerons les individus
en deux groupes en fonction de la durée d’administration. Cela permet de rendre compte que la
qualité de la prédiction n’est pas meilleure dans un des deux groupes.

Finalement, une fois le modeéle construit, il nous faut le valider. Dans le cadre de ce travail,
nous effectuons des validations internes, & savoir & partir des données utilisées pour établir le
modele. Deux méthodes sont généralement utilisées : le wisual predictive check (VPC) et la
technique du bootstrap. L’idée du visual predictive check est que les paramétres estimés a
partir d’'un ensemble d’observations devraient permettre de produire des simulations similaires
aux données observées. Le VPC consiste & simuler un certain nombre de fois les données de départ
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et & évaluer si l'intervalle de prédiction & 90 % (intervalle compris entre le 5¢ et le 95° centiles)
recouvre au moins 90 % des observations. La méthode du bootstrap est une autre technique
utilisée afin d’évaluer la précision des estimations. Le bootstraping consiste a générer un grand
nombre de bases de données par échantillonnages avec remplacement des individus figurant dans
le fichier de données initial. Ensuite, pour chacune d’entre elles, chaque paramétre du modéle
est & nouveau estimé. Nous obtenons une distribution de I’estimation pour chaque paramétre et
nous investiguons U'intervalle & 95 % pour déterminer la précision des estimations.

5.2 Modéle classique & un compartiment

CENTRAL

FIGURE 5.2 — Méropénem : modéle 4 un compartiment

Commengons par tester le modeéle compartimental classique & un compartiment (voir figure
5.2). Nous estimons, dans ce cas, la partie fixe et la partie aléatoire de la clairance plasmatique
totale C'L et du volume de distribution V. Le fichier de résultats fourni par NONMEM® (su-
broutine ADVANI1, TRANS2) indique que l'estimation des parameétres est correcte. En effet,
I’algorithme de minimisation s’est terminé avec succes, les deux p-valeurs correspondant aux
tests d’hypothése pour confirmer la nullité de la moyenne des variables 7 sont de I'ordre de 107!
('hypotheése nulle est la nullité de la vraie moyenne) et les écarts-types des différentes estima-
tions sont suffisamment petits (voir colonne SD de la table 5.1). Cependant, les graphiques de
diagnostique, repris en annexe, montrent une mauvaise distribution des résidus en fonction du
temps.

PK param. | TV w? SD
CL L/h) 8,01 0,38 0,481
22,2 0,0698 1,08

TABLE 5.1 — Modéle de base & un compartiment. FO, fonction objectif ; PK param., paramétre pharmacociné-
tique; TV, valeur centrale ; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle ; SD, écart-type de I’estimation

L’étape suivante consiste & introduire les covariables. Pour des raisons de pertinence & la fois
clinique et statistique, nous ajoutons la covariable quantifiant ’état de la fonction rénale (taux
de filtration glomérulaire) pour expliquer la variabilité de la clairance et la variable poids pour
expliquer la variabilité du volume de distribution. Notons que le poids a également été testé pour
expliquer la variabilité observée sur la clairance mais n’a pas été retenu. En effet, la valeur de la
fonction objectif ne diminue pas significativement pour conclure & une pertinence statistique de
la présence de cette covariable dans le modéle. Les estimations du modéle parameétres-covariables
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résultant sont reprises a la table 5.2 et les graphiques de diagnostique sont inclus dans les an-
nexes. Le graphique des concentrations observées en fonction des prédictions individuelles semble
identique & celui obtenu avec le modéle de base. L’erreur proportionnelle est de 25,96 % et ’er-
reur additive est caractérisée par un écart-type de 0.814 mg/L. L’effet du débit de filtration
glomérulaire sur la clairance et ’effet du poids sur le volume de distribution sont de 0,71 et 0,51
respectivement, indiquant tous les deux une augmentation de la valeur du paramétre lorsque la
valeur de la covariable augmente.

PK param. | 0y w? effet des covariables
CL (L/h) | 7,54L/h 0,115 Ocrr =0,716
V (L) 21,8L  0,0473 Owr = 0,51

TABLE 5.2 — Modéle paramétres-covariables & un compartiment. FO, fonction objectif ; PK param., paramétre
pharmacocinétique ; 6,, tendance centrale ; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle

Nous pouvons & présent investiguer les méthodes du VPC (voir figure 5.3) et du bootstrap
(voir Annexe C.1) afin d’évaluer la validité du modele ainsi construit. Via le VPC, nous pouvons
constater que le modéle & un seul compartiment semble déja faire preuve de bonnes perfor-
mances de prédictions. En effet, les concentrations prédites (représentées par les médianes et par
les intervalles de prédiction & 90 %) et observées (représentées par les points) sont acceptable-
ment superposées. Les résultats du bootstrap présentés en annexe confirment la validation des
estimations.
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FIGURE 5.3 — Modéle final & un compartiment : visual predictive check (lignes en trait continu, valeurs
médianes ; zones colorées, intervalles de prédiction a 90 %)

Meéme si le modéle & un compartiment ne semble pas mauvais, il nous faut analyser le modéle
a deux compartiments pour deux raisons :

1. Les estimations du modeéle compartimental doivent étre utilisées pour établir le modéle
physiologique.

2. L’ajout d’'un compartiment permet souvent de mieux décrire les données.
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5.3 Modéle classique & deux compartiments

DOSE

CENTRAL PERIPHERAL

FIGURE 5.4 — Meéropénem : modéle & deux compartiments

Le modele compartimental classique & deux compartiments (voir figure 5.4) est étudié dans le
but d’estimer la clairance plasmatique C'L, le volume de distribution du compartiment central V7,
le volume de distribution du compartiment périphérique V5 et la clairance intercompartimentale
Q (effets fixes et effets aléatoires).

L’analyse du fichier de résultats du modéle de base, & savoir sans covariable, implémenté
dans NONMEM® (subroutine ADVAN3, TRANS4) permet de conclure a la fiabilité des estima-
tions. En effet, 'algorithme de minimisation s’est terminé avec succeés, les tests d’hypothése ne
conduisent pas au rejet de la nullité des moyennes des variables n et les écarts-types des diffé-
rentes estimations sont suffisamment petits (voir colonne SD de la table 5.3). Les graphiques de
diagnostique repris dans les annexes indiquent que le modéle & deux compartiments semble bien
s’ajuster aux données plasmatiques. De plus, les graphiques des résidus montrent une meilleure
répartition des points autour de la droite y = 0 par rapport aux graphiques obtenus pour le
modéle & un seul compartiment.

PK param. | TV w? SD
CL (L/h) | 8.45 0,409 0,638
Vi (L) | 14,3 0,149 1,12
Ve (L) |13,7 . 1,12
Q(L/h) | 12,7 0333 1,80

TABLE 5.3 — Modéle de base & deux compartiments. FO, fonction objectif; PK param., paramétre phar-
macocinétique; TV, valeur centrale; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle; SD, écart-type de
P’estimation

Une fois le modeéle de base construit, nous ajoutons les covariables (le poids sur les volumes
V1 et V3 ainsi que I'état de la fonction rénale sur la clairance C'L). Les estimations des paramétres
pharmacocinétiques et 'effet dii aux covariables sont présentés a la table 5.4. Les écarts-types
des erreurs proportionnelle et additive valent respectivement 0,413 (41,3 %) et 0,845 (mg/L). Les
graphiques de diagnostique réveélent, par rapport au modéle de base sans covariable, une moins
bonne répartition des résidus (et donc une moins bonne performance du modeéle?), certains
points se situant au-dela des droites y = —2 et y = 2, mais restent toutefois acceptables. Lors de
I’inclusion des covariables dans le modéle, la variable représentant le poids du patient ne s’est pas
avérée statistiquement pertinente sur le volume de distribution du second compartiment dans le
sens o1, lorsque nous ’ajoutons au modeéle de base, la valeur de la fonction objectif ne diminue
pas significativement. Néanmoins, cette variable est cliniquement pertinente et doit absolument
apparaitre dans la construction du modéle.
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PK param. | 0, w? effet des covariables
CL (L/h) | 7,96 0,129 Ocrr =0,743
Vi (L) 14,5 0,149 Owr = 0,789
Vo (L) 12,9 0,0746 Owr = 0,66

Q (L/h) | 11,4

TABLE 5.4 — Modéle paramétres-covariables & deux compartiments. FO, fonction objectif; PK param., para-
métre pharmacocinétique ; 0, tendance centrale; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle

Enfin, les méthodes d’évaluation du modele (VPC - voir figure 5.5 - et bootstrap - voir Annexe
C.2) certifient une amélioration du pouvoir prédictif du modeéle a deux compartiments comparé
au modéle & un unique compartiment.
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FIGURE 5.5 — Modéle final & deux compartiments : visual predictive check (lignes en trait continu, valeurs
médianes ; zones colorées, intervalles de prédiction a 90 %)

Le modéle & un seul compartiment étant déja relativement fiable et le modéle & deux com-
partiments I’améliorant notablement, nous n’investiguons pas le modéle & trois compartiments
pour décrire les concentrations plasmatiques et retenons le modeéle & deux compartiments. Des
études antérieures (voir notamment l’analyse présentée dans la publication [9]) ont déja conclu
a la non pertinence du modéle plus complexe & trois compartiments.

Cependant, il est essentiel de créer un compartiment supplémentaire pour pouvoir, d’une
part, tenir compte des mesures dans le liquide épithélial pulmonaire et, d’autre part, simuler et
prédire les concentrations dans le site d’effet. Ce compartiment est un compartiment artificiel
représentant le site d’effet ELF. Nous obtenons finalement un modeéle & trois compartiments,
appelé, plus justement, modéle & deux plus un compartiments.

5.4 Modéle & trois compartiments

La représentation schématique du modeéle a trois, ou plus précisément a deux plus un, com-
partiments est située & la figure 5.6. Dans ce cas, les paramétres pharmacocinétiques a estimer
sont la clairance plasmatique C'L, les volumes de distribution Vi, V5 et V3, correspondant aux
compartiments central, pulmonaire et périphérique respectivement, ainsi que les clairances inter-
compartimentales Q9 et (3. Les poumons, et donc en particulier le site ELF, étant initialement
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FIGURE 5.6 — Meéropénem : modéle & 2 + 1 compartiments

supposés inclus dans le compartiment central, il est naturel de s’attendre & une distribution
intercompartimentale élevée entre le compartiment central et le nouveau compartiment.

Ayant déja discuté de 'importance des covariables dans le modéle pharmacocinétique, nous
pouvons directement ajouter les variables GF'R et WT dans le modeéle & trois compartiments.
Analysons le fichier de résultats de NONMEM® (subroutine ADVAN11, TRANS4). L’algorithme
de minimisation s’est terminé avec succeés et les p-valeurs sont suffisamment élevées pour ne pas
conduire au rejet de I’hypothése de la nullité des moyennes des variables aléatoires 75. Néanmoins,
la rubrique standard error of estimate (dont les valeurs sont indiquées dans la table 5.5) montre
qu’il faut étre prudent quant & I'estimation de certains paramétres. Les estimations des para-
meétres pharmacocinétiques, la variabilité interindividuelle et ’effet des covariables sont reprises a
la table 5.5. L’erreur résiduelle sur le compartiment central est caractérisée par un écart-type de
0,415 pour la partie proportionnelle (i.e. erreur proportionnelle de 41.5 %) et de 0,843 mg/L pour
la partie additive. L’erreur résiduelle sur le second compartiment est modélisée par un modéle
proportionnel ou 'écart-type de la variable aléatoire €, est estimé a 0,873 (i.e. erreur proportion-
nelle de 87 %). Les graphiques de diagnostique sont illustrés en annexe. Ceux correspondant au
compartiment central sont trés similaires aux graphiques précédemment obtenus pour le modéle
a deux compartiments. Ceux correspondant au compartiment pulmonaire, quant & eux, révélent
déja une mauvaise adéquation entre le modéle et les concentrations observées dans le liquide
épitheélial.

PK param. 0,(SD) w?  effet des covariables (SD)
CL (L/h) | 8.01 (0,403) 0,13 Ocrr = 0,736 (0,0635)
Vi (L) 14 (FIX) 0,159  fwr = 0,803 (0,340)
Qs (L/h) | 46 (FIX) .

Vo (L) | 0,417 (1,36)  2.11 Owr = 0,517 (2,77)
Qs (L/h) | 11,8 (1,67) .

Vs (L) | 12,9 (1,23) 00776  Owr = 0,627 (0,454)

TABLE 5.5 — Premier modéle paramétres-covariables & 2+ 1 compartiments. FO, fonction objectif ; PK param.,
paramétre pharmacocinétique; 6,, tendance centrale; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle ; SD,
écart-type de 'estimation

Afin de comprendre l'origine du probléme, nous investiguons les concentrations prédites par
le modele & partir des estimations décrites ci-dessus (voir figure 5.7). Comme attendu au vu des
graphiques de diagnostique supérieurs, le modeéle prédit des concentrations dans le site ELF trop
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FIGURE 5.7 — Prédictions du premier modéle paramétres-covariables & 2 + 1 compartiments (VPC)

élevées. Ceci s’explique par la définition du volume de distribution. Rappelons la relation

xg(t)
cp(t)

ol ¢, est la concentration plasmatique et zo est la quantité de médicament dans le deuxiéme
compartiment. En d’autres mots, le volume de distribution du compartiment ELF est le volume
qui justifierait des concentrations semblables aux concentrations plasmatiques de telle sorte qu’il
n’est pas correct d’utiliser le parameétre de mise & échelle de la méme maniére que pour le
compartiment central, i.e.

Vo =

Sy £ V3/1000

L’étape suivante consiste a repartir du modéle classique & deux compartiments, & ajouter un
compartiment pour le site d’effet comme illustré a la figure 5.6 et & modifier le scaling factor de
la maniére suivante

So = Vo /011

ou #11 est un nouveau parameétre a estimer. Nous obtenons finalement les estimations présentées
a la table 5.6. L’erreur résiduelle proportionnelle du modeéle sur le compartiment central est de
17% et Derreur résiduelle additive est de 0,72 mg/L. De plus, l’erreur (proportionnelle unique-
ment) sur le compartiment ELF est de 71 %. Une erreur aussi élevée sur le second compartiment
n’est pas surprenante. En effet, nous savons que les méthodes d’échantillonnage pour obtenir les
données pulmonaires sont sujettes & divers types d’erreurs. Malgré quelques doutes au niveau
de la précision des estimations, la valeur favorable de la fonction objectif et les graphiques de
diagnostique repris en annexe semblent supporter ces derniers résultats.

Au vu du tableau des estimations, une remarque s’impose. En comparant ces derniéres aux
estimations correspondant au modeéle & deux compartiments (table 5.4) nous constatons que les
valeurs des clairances (effets fixes et effets aléatoires) sont quasi identiques et que la somme
des volumes de distribution du compartiment central et du compartiment ELF du modéle &
trois compartiments correspond grossiérement au volume de distribution central du modeéle &
deux compartiments. Cette derniére constatation était attendue puisque nous supposons que le
liquide épithélial pulmonaire est inclus dans le compartiment central du modeéle décrivant les
concentrations plasmatiques uniquement.
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PK param. 0, (SD) w? effet des covariables (SD)
CL (L/h) | 7,97 (0,403) 0,127 bcrr = 0,73 (0,064)

Vi (L) 3,83 (2,22) 0,867 fwr = 0,853 (2,1)
Q2 (L/h) 132 (44,9) .

Vs (L) 12 (2,46) 0,154 Oy = 0,786 (0,824)
Qs (L/h) | 9,21 (2,75) .

Vs (L) 12,9 (FIX) 0,0791 Owr = 0,614 (0,435)

TABLE 5.6 — Second modéle paramétres-covariables a 2+ 1 compartiments. FO, fonction objectif ; PK param.,
paramétre pharmacocinétique ; 6,, tendance centrale ; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle ; SD,
écart-type de 'estimation

Le VPC pour le modéle final & deux plus un compartiments se situe a la figure 5.8. Au vu de
ce dernier, le modéle ne semble pas décrire correctement les observations au temps ¢t = 4h pour le
compartiment pulmonaire lors d’'une administration sur trois heures. Ceci n’est pas dérangeant
et est méme souhaitable : il n’est pas normal que les observations révélent un pic au temps 4
alors qu’elles devraient en révéler un au temps 3 comme c’est le cas avec les simulations. Les
prédictions sont plus fiables que les observations.
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FIGURE 5.8 — Modéle final 4 2 + 1 compartiments : visual predictive check (lignes en trait continu, valeurs
médianes ; zones colorées, intervalles de prédiction a 90 %)

5.5 Modéle a base physiologique (PBPK)

Un modéle pharmacocinétique compartimental est dit « physiologique » ou « classique » selon
que les compartiments décrivent une réalité anatomique ou non. Un modéle physiologique a des
avantages clairs sur le modéle compartimental. Il est plus facilement interprétable et il permet
d’avoir des informations sur la concentration du médicament dans le site d’effet, mais également
dans les organes d’élimination, & savoir les reins et le foie. De plus, son aspect physiologique et le
fait qu’il soit cohérent avec ce que nous connaissons a priori sur le médicament (cf. I’élimination 2)
lui donne une plus grande valeur prédictive en ce qui concerne la prédiction pour un nouveau

2. L’¢limination a lieu uniquement a partir du foie et des reins, la clairance rénale correspond a 80 % de la
clairance totale et la clairance est additive (CL =CLr+CLug = %)
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patient.

Le modéle PBPK vise a caractériser les coefficients de partage tissue-to-plasma des poumons,
des organes d’élimination et du compartiment « rest of the body ». La clairance totale est égale-
ment estimée. Pour ce faire, nous imputons certaines des estimations déterminées pour le modéle
a trois (deux plus un) compartiments. L effet du poids sur les volumes réels sanguins ainsi que sur
les volumes réels des reins et du foie? correspond & l’effet du poids sur le volume de distribution
du compartiment central ; 'effet du poids sur le volume pulmonaire est égal a ’effet du poids sur
le volume de distribution du liquide de revétement épithélial, le deuxiéme compartiment ; enfin,
Ieffet du poids sur le volume du reste du corps est associé a l'effet du poids sur le volume de
distribution du compartiment périphérique, le troisiéme compartiment. Le volume pulmonaire
correspond plus exactement au volume réel du liquide du revétement épithélial, de telle sorte
que le compartiment « lungs » est en fait plus précisément appelé compartiment « ELF ».

— [ ]—

— | Liver |—
V
)

— [idnews | —
— [ ®B ]—

DOSE
—

Arterial pool
Venous pool

Les équations différentielles décrivant le modéle PBPK sont les suivantes.

(
d co u u(t
dt — Q Cq + QL CLu + #
d _ QRB _ QRB
dt CRB QVRB Ca K 12]25; VrB CRB
i _ RB co

) dtcv - KRBV;,CRB Cy + K; V CLi + K

ic — QLuC _ QLu IS
dt“Lu gL“ ) QKL“‘gi Lu
dn  — Qi _ QuitCly
dt CLi = gz/Li Cq QKLZC‘,%Z CLi
d. _ Uk Qr+CLR .

(@t CK = Ve Ca ™ T KLV

Par définition de modéle & base physiologique, les valeurs des volumes et des débits de perfusion
organique ne sont pas estimées et sont fixées aux valeurs issues de la littérature. Ces données sont
reprises dans la table 5.7. Les estimations obtenues avec NONMEM® (ADVAN 8) des autres
parameétres du modéle sont données a la table 5.8. Les écarts-types des erreurs proportionnelle
et additive sur le compartiment artériel sont respectivement de 28,5 % de 0,349 mg/L et lerreur
proportionnelle sur le compartiment pulmonaire vaut 70,8 %. Nous ne sommes pas parvenus a
estimer la variabilité interindividuelle pour les coefficients de partage. Nous pouvons constater
que l'estimation de la clairance totale (8,39 L/h, dont 80 % correspond a la clairance rénale) est
proche de la valeur correspondante dans le modeéle & trois compartiments (7,97 L/h). Le méme
constat peut étre noté pour effet du débit de filtration glomérulaire (0,8 et 0,73 respectivement).
La figure 5.9 correspond au VPC du modéle & base physiologique ainsi construit. Ce dernier valide
le modéle en illustrant une adéquation acceptable entre les prédictions et les observations, et ce
pour les deux catégories de ’état de la fonction rénale.

3. Les reins et le foie sont des organes hautement perfusés et peu graisseux.
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CHAPITRE 5. MODELISATION A EFFETS MIXTES

Compartiment | Volume(L) | Perfusion sanguine(L/h)
Sang artériel 1,7 360
Sang veineux 3,9 360
Poumons (ELF) 0,5 360
Reins 0,3 68,4
Foie 1,8 77,4
Reste du corps 60,3 214,2
TABLE 5.7 — Volumes et vitesses de perfusions organiques utilisés pour le développement du modéle & base

physiologique - source : [17]

Paramétres | 6, w? effets des covariables
CL (L/h) | 839 0,13 (FIX) Ocrr =0,8
K., 0,275 -
K, 1,24 -
Krp 0,241 -

TABLE 5.8 — Modéle a base physiologique. FO, fonction objectif; Param., paramétre pharmacocinétique; 6,,
tendance centrale; w?, variance modélisant la variabilité interindividuelle; K,, coefficient de partage tissue-to-
plasma des organes non graisseux Kr; et Kx

30 minutes 3 hours

BLUSE|d

FCTH.f
Foor Hepatic
function
+ | Good Hepatic
. function

Concentration [mgiL]

.
-
.
413

Time [h]

FIGURE 5.9 — Modéle a base physiologique : visual predictive check (lignes en trait continu, valeurs médianes ;
zones colorées, intervalles de prédiction a 90 %)

92



Chapitre 6

ANALYSE DYNAMIQUE DES MODELES

A travers les précédents chapitres, nous avons construit deux modéles pour décrire la phar-
macocinétique du méropénem dans le plasma et dans le site d’effet : le modéle compartimental
a deux plus un compartiments et le modéle a base physiologique. Ce nouveau chapitre consiste
en une analyse dynamique de ces deux modéles.

Aprés en avoir donné la description interne compléte, nous traitons les notions de stabilité,
observabilité et accessibilité des modeéles, avec une attention plus particuliére pour le modéle
physiologique. Enfin, une section plus conséquente consacrée & I’étude de la réponse du systéme
conduit & ’expression analytique des concentrations observées.

6.1 Description interne

Les modéles pharmacocinétiques décrivant 1’évolution du méropénem dans 1’organisme sont
décrits par des systémes différentiels commandés L.T.I. de la forme

z(t) = Az(t) + bu(t)

ot A € R"™*" et b € R™. La dimension n de ’espace des états vaut 3 pour le modéle compartimen-
tal et 6 pour le modéle a base physiologique. La fonction d’entrée scalaire u(t) correspond a la
vitesse d’administration, par voie intraveineuse, du médicament dans la circulation générale et est
exprimée en grammes par unité de temps (g/h). Les matrices A et b du modéle physiologique
sont données par

QCO Q u
PR 0w 0 0 L
RB _ RB a
VrB KrpeVrB 0 0 0 0 0
0 RB _ Qco 0 Qri Qk 0
A= KrpWo Vo KriVy KgVy et b=
0 0 e L 0 0 0
Lu LuVLu
Qi 0 0 0 _Qri+CLy 0 0
5[,1‘ KriVii Qx+OL 0
K K R
Vie 0 0 0 U
et celles du modéle compartimental sont données par
~ —(kio + K12+ F13) ko1 km ~ 1
A= k12 —ka1 O et b=1[0
k13 0 —ks 0

ot kig = CL/Vi, k12 = Q2/V1, ka1 = Q2/Va, ki3 = Q3/V1, k31 = Q3/V3 et Vi, Vo et V3 sont
les volumes de distribution du compartiment central, du compartiment additionnel représentant
le site ELF et du compartiment périphérique respectivement. Les variables d’état correspondent
a des concentrations pour le modéle physiologique et & des quantités pour le modéle comparti-
mental.

23
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Afin d’obtenir la description interne compléte des systémes, il nous faut encore déterminer
les matrices C' € RP*™ et D € RP décrivant la sortie du systéme suivant la relation

y(t) = Cz(t) + Du(t)

Posons directement D = 0 (pas de transmission directe). Dans la réalité clinique, les seuls états
mesurables sont la concentration plasmatique artérielle et la concentration dans le site d’effet
(ELF), exprimées en milligrammes par unité de volume (mg/L). Dés lors, p = 2 et les matrices
C s’écrivent

/1000 00 0 0 0 - (1/5 0 0
C‘(o 00100000) et C‘(o 1/S, 00>

pour le modéle physiologique et le modéle compartimental respectivement. Les paramétres
S1 et Sy sont les facteurs de mise & échelle du compartiment central et du compartiment ELF
respectivement.

6.2 Stabilité

La stabilité est une caractéristique essentielle, voire indispensable, de ce type de systémes.
En effet, la stabilité assure I’élimination du médicament et confirme l'intuition selon laquelle il
n’y a pas d’accumulation dans I’organisme.

Intuitivement, les systémes étudiés sont (internement exponentiellement) stables. En d’autres
termes, & partir du moment ot le médicament n’est plus administré, la concentration dans chaque
compartiment décroit exponentiellement vers zéro. Ceci se traduit mathématiquement par le fait
que les valeurs propres des matrices d’état du modéle sont & partie réelle strictement négative.
Dans cette section, nous utilisons trois résultats clés issus de 'ouvrage de W.M. HADDAD et V.
CHELLABOINA [11] afin de déterminer des conditions suffisantes de stabilité & imposer sur les
entrées de la matrice d’état A du modéle a base physiologique ou, plus précisément, sur les
paramétres de ce modéle.

Remarque 6.1 Nous avons déja discuté du caractére stable des modéles compartimentaux dans
le chapitre 3.

La premiére idée est d’étudier la stabilité du systéme & travers la fonction de Lyapunov qui
représente la masse totale du systéme :

ou

VLu
Vi
Vi

Cette fonction est effectivement candidate & la fonction de Lyapunov puisque
e L(0) = 0 (si la concentration est nulle dans chaque compartiment, la masse totale est
nulle) ;
e L(z) > 0 pour tout x € [0,00)"\{0} (si la concentration est non nulle dans au moins un
compartiment, la masse totale est strictement positive).
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Pour que le point d’équilibre z. = 0 soit asymptotiquement stable, il est suffisant que la dérivée
temporelle de L le long des trajectoires du systéme soit strictement négative, i.e.

Lz)=VTi=VTAz <0, Yz e[0,00)"\{0} (6.1)

Il nous reste donc a développer ’expression ci-dessus afin de déterminer des conditions de stabi-
lité.
VIiAz = <—QcoCa + %3 CLu> + <QRBCa - mCRB) + (QﬁCRB — QeoCy + %1 cri + K—LKHCK)

KrB KgrB

<QLqu - %Z CLu) + <QLiCa - 7@}}%}}’ CLz) + (QKca - 7QK}(F§LR>

Apres simplification et en tenant compte de la remarque selon laquelle Qr,, = Qco, nous déduisons
de (6.1) la condition suivante :

CcL CL
—QcoCa + QrBCa + QLiCa — KLIi{ CLi — Klf ck <0
qui est satisfaite, en particulier, lorsque

‘ Qco > QRB + QL@'

Cette condition a du sens physiologiquement car le débit cardiaque @, est égal & la somme
des vitesses de perfusion des autres compartiments physiologiques, excepté le compartiment
représentant les poumons. En particulier, le débit cardiaque est supérieur & la somme des vitesses
de perfusion du foie et du compartiment « rest of the body ». Ceci se confirme en observant les
valeurs issues de la littérature et utilisées lors de 'estimation des paramétres du modeéle (voir
table 5.7).

La deuxiéme étape consiste & appliquer le théoréme ci-dessous.

Théoréme 6.1 Considérons le systéme dynamique linéaire ©(t) = Ax(t) ou A est une matrice
de Metzler. Ce systéeme est (exponentiellement) stable si et seulement si il existe une matrice
diagonale D € R™™ dont les entrées diagonales sont strictement positives et une matrice R €
R™*™ définie positive telle que

ATD4+DA=-R<0 (6.2)

Nous retrouvons 'inégalité de Lyapunov, introduite & la section 1.3 consacrée aux inégalités
matricielles linéaires, dans le cas particulier ot la matrice d’état est une matrice de Metzler.
Nous pouvons donc répondre & la question de stabilité en déterminant si I'inégalité matricielle
linéaire (6.2), dont les variables de décision sont les entrées diagonales de D, admet une solution.
En fixant les covariables aux valeurs médianes

WT =T75kg et GFR = 65mL/min

et en négligeant la variabilité interindividuelle de telle sorte que le niveau de la clairance cor-
respond & la tendance centrale de la population 6¢r, nous obtenons, au moyen de la fonction
feasp de MATLAB®, que I'inégalité matricielle admet une solution pour les variables de décision
données par les entrées diagonales de la matrice de Lyapunov

0.0036 0 0 0 0 0
0 0.5238 0 0 0 0
D— 0 0 0.0093 0 0 0
0 0 0 0.0041 0 0
0 0 0 0 0.0027 0
0 0 0 0 0 0.0004

Néanmoins, il nous faut « prouver » que I'inégalité de Lyapunov admet une solution quelque soit
I'individu de la population. Pour ce faire, nous réalisons une série de tests numériques sur les
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individus de la base de données en incluant la variabilité interindividuelle (LMImeth1.m). Une
variable booléenne permet de déterminer si I'inégalité de Lyapunov admet toujours une solution.
Ceci s’est vérifié.

Enfin, le troisiéme résultat utilisé pour vérifier la stabilité est le suivant.
Théoréme 6.2 Considérons le systéme dynamique linéaire ©(t) = Ax(t) ou A est une matrice

de Metzler. Ce systéme est (exponentiellement) stable si et seulement si il existe un vecteur p € R"
strictement positif (p >> 0) tel que Ap << 0.

La condition Ap << 0 peut s’écrire sous la forme du systéme de six inéquations suivant :

(anpl +aups <0
a1p1 + azpz <0
aszp2 + assps + azsps + azepe < 0
a43p3 + aqqps < 0
as1p1 + assps < 0
ag1p1 + agepe < 0

Cette condition est équivalente & dire que la matrice diagonale, dont les entrées non nulles sont
les membres de gauche du systéme ci-dessus, est définie négative. Répondre & la question de
stabilité revient donc & vérifier que le systéme des deux inégalités matricielles ci-dessous, dont

les variables de décision sont les variables p; (i € {1,...,6}), admet une solution.
an 0 0 0 0 0 00 0 00O 00 0 0 00
0 ay 0 0 0 0 0 azz 0 0 0 O 00 0 0 00
0 0 00 0 0 0 0 ap 0 0 O 00 azz 0 0 O
o 0 00 0 oo 0o 0o o0 o0|lTlo0 0 ay 0 ofT
0 0 00 ay O 00 0 00 O 00 0 0 0O
0 0 00 0 ag 00 0 00 O 00 0 0 00
ais 00 0 0 O 00 0 0 0 0 00 0 00 O
0 00 0 00 00 0 0 0 0 00 0 00 O
0000 0 00f 00 a5 0 0 0f |00 ax 00 0]/
Prl o 0 0 aa 0 0|00 0 0 0 o™ oo 0 00 o0
0 00 0 00 00 0 0 asps O 00 0 00 O
0 00 0 00 00 0 0 0 0 00 0 0 0 ag
et
- 0 0 0 0 0
0 —p, 0 O 0 0
0O 0 -p3 0 0 0O
0
0 0 0 -p, 0 o0 |~
O 0 0 0 —-p5 O
O 0 0 0 0 —pg

De nouveau, nous commencons par fixer les covariables aux valeurs
WT =T75kg et GFR = 65mL/min

et nous enlevons la variabilité interindividuelle, gardant ainsi uniquement les effets fixes. Dans
ce cas, nous obtenons que les LMIs admettent une solution pour les variables de décision

0, 6137
0,1347

| o,6100
P=10,1576
1,1346
1,0410
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Ensuite, nous réalisons des tests numériques pour tenir compte de toute la population ainsi que
de la variabilité interindividuelle sur la clairance (LMImeth2.m). Une variable booléenne permet
encore de vérifier que le systéme des LMIs admet toujours une solution.

Nous pouvons finalement conclure, sur base des données disponibles, que le systéme est stable,
comme attendu.

6.3 Forme normale de Frobenius

Dans cette section, nous étudions la forme normale de Frobenius de la matrice d’état A et
ses conséquences.

Définition 6.1 (Matrice réductible) Soit A € R™™" une matrice de Metzler. A est réduc-
tible s’il existe une matrice de permutation P telle que

T _ All A12
PTAP = ( ol (6.3)

ot A1 € RPXP, Aoy € RF*k et les dimensions p>1etk>1 sont telles que p+ k =n. Dans ce
cas, il n’existe pas d’arc des p premiers sommets vers l'un des k suivants dans le graphe associé
a la matrice PTAP. §7il n'existe pas de matrice de permutation P telle que la relation (6.3) est
vérifie, la matrice A est dite irréductible.

Définition 6.2 (Forme normale de Frobenius) Soit A € R™*" une matrice de Metzler. La
forme normale de Frobenius de A est la matrice semblable

A An Ay
A=PTAP = (6.4)
0 0 I
0 0 0 Ay
ot P est une matrice de permutation et A;; est irréductible pour tout i € {1,...,1}.

Les graphes G(A) = (Va, Ea) et G(A) = (V3. E;) sont isomorphes et la bijection définissant
I’isomorphisme est donnée par

f : VA—>VA
1
2

i— P(i,:)

n

La matrice de permutation a simplement pour effet de renommer les sommets de G(A) mais ne
modifie pas la structure du graphe.

Propriété 6.1 Soient A € R™ "™ une matrice de Metzler et G(A) le graphe orienté associé. A
est irréductible si et seulement si G(A) posséde une unique composante fortement conneze.

Démonstration. Commencons par démontrer la condition suffisante. Pour cela, supposons par
I’absurde que A soit réductible. Par définition, il existe une matrice de permutation P telle que
(6.3) est vérifié. Autrement dit, on peut renommer les sommets de G(A) de telle sorte qu’il n’y ait
pas de chemin des p > 0 premiers sommets vers les k = n — p derniers. Il existe dés lors au moins
deux composantes fortement connexes dans le graphe de G(A), ce qui contredit ’hypothése.
Supposons a présent que A est irréductible. Le résultat se déduit directement de la définition
de matrice irréductible. |
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Corollaire 6.1 Les blocs diagonauz A (i € {1,...,1}) de la forme normale de Frobenius (6.4)
correspondent aux classes d’équivalence SCC; de G(A).

Exemple 6.1 Considérons la matrice

S O x O
*x X O O
S O O X
x> O O O

ot les symboles = désignent des entrées non nulles. La matrice A définie par

A=PTAP = ot P —

O O O X
O * O X
x O OO
S O x| O
— o O O
o o = O
o= O O
o O O

constitue la forme normale de Frobenius de A. En effet, les blocs diagonaux sont irréductibles.
Ceci se vérifie assez aisément en observant, sur le graphe associé G(A) situé a la figure 6.1,
que les sommets correspondant aux blocs diagonaux coincident avec les composantes fortement

connezxes, i.e. les classes d’équivalence.

FIGURE 6.1 — Exemple 6.1 : graphe orienté associé a A

Revenons au modéle PBPK décrivant I’évolution du méropénem. Le graphe orienté associé
a la matrice d’état A se trouve & la figure 6.2. Il s’avére dés lors que la matrice est déja sous sa
forme normale de Frobenius. En effet, nous constatons que le graphe ne contient qu'une seule
composante fortement connexe et donc, par les résultats énoncés ci-dessus, que la matrice est
irréductible & partir de matrices de permutation.

FIGURE 6.2 — Modéle PBPK : graphe associé a la matrice d’état



6.4. OBSERVABILITE

Définition 6.3 (Schéma non nul) Soit A € RY*" ou q et r sont deux entiers strictement
positifs. On appelle schéma non nul de A 'ensemble des paires d’indices correspondant auz
entrées non nulles. Cet ensemble se note ZP(A), i.e.

ZP(A) = {(i,j)| ai; # 0}

Lemme 6.1 Soit A € R™*" une matrice de Metzler. Les deux énoncés suivants sont satisfaits.
1. e >0 pour tout t > 0 et, si A est irréductible, alors e’ >> 0 pour tout t > 0.
2. ZP(eA) = ZP(e?) pour tout t > 0.

Démonstration. Démontrons le point 2. La matrice A étant une matrice de Metzler, il existe une
matrice A >> 0 et une constante a > 0 telles que A = A — ol et nous pouvons écrire

_ A _ A _ k -
eAt:e aIteAt:e ateAt:e at %Ak

k>0

Le schéma non nul est identique quelque soit la valeur de t strictement positive et donc, en
particulier, avec t = 1. |

Le premier résultat nous apporte une information supplémentaire sur le modéle pharmaco-
cinétique. Pour toute condition initiale positive et non nulle xy > 0, la trajectoire d’état libre
z(t) = efxg est strictement positive (>> 0) pour tout temps ¢ > 0. Cela signifie que, si,
au temps initial ¢ = 0, une dose est injectée dans le compartiment artériel, le médicament est
instantanément distribué dans tous les compartiments du modéle. Le systéme ainsi modélisé
néglige la phase transitoire pendant laquelle le médicament atteint tous les compartiments (pou-
mons, foie, reins, etc.). Le second résultat peut s’interpréter comme une invariance par rapport
au temps du schéma non nul de I’exponentielle matricielle.

Remarque 6.2 Une analyse similaire pour le modéle compartimental conduit a la méme conclu-
sion. Ainsi, les deuz modéles, compartimental et physiologique, négligent la phase transitoire.

6.4 Observabilité

Nous pouvons caractériser I’observabilité d’un systéme L.T.I. grace & la matrice d’observabi-
lité définie par
o7
CA

0= | CA?

C An—l
ou A détermine I’évolution libre du systéme et C' détermine les sorties.

Théoréme 6.3 La paire (C, A) est observable si et seulement si la matrice d’observabilité O est
de rang plein, i.e.
rgO=n

Considérons les matrices A et C' de la description du modéle PBPK. A D'aide du logiciel
de calculs symboliques MuPAD (toolbox de MATLAB), nous vérifions que, pour toute matrice
A’ dont le schéma non nul coincide avec ZP(A) et dont les entrées non nulles sont différentes
deux a deux, la matrice d’observabilité de la paire (A’,C) est de rang plein. En pratique, il est
raisonnable de penser que les entrées non nulles de la matrice d’état A sont distinctes deux &
deux de telle sorte que le test symbolique de rang reste valable. I1 est également trés intéressant
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CHAPITRE 6. ANALYSE DYNAMIQUE DES MODELES

de mettre en évidence le fait que le systéme reste, selon le test symbolique, observable lorsque
nous choisissons d’observer uniquement la concentration plasmatique artérielle, i.e. lorsque la
matrice C' est donnée par

C=(1000 0 0 0 0 0)

Pour tester numériquement 1’observabilité du systéme, nous utilisons la caractérisation algé-
brique.

Théoréme 6.4 (Caractérisation algébrique) La paire (C, A) est observable si et seulement

si, pour tout s € o(A),
[SI c ]
gl o n

ot 0(A) désigne le spectre de A.

Une série de tests permet de vérifier que le systéme est effectivement observable.

6.5 Controlabilité

Pour les définitions qui suivent, considérons une paire (A4, B) d’une description différentielle
L.T.IL R = [A,B,C,D).

Définition 6.4 Un état xg € R™ est dit contréolable sur [ty,t1] si cet état, considéré comme
état initial au temps ty, peut étre ramené a l’état nul au temps t; a 'aide d’un controle u(t)
approprié. Autrement dit, il eziste u € Upyy 1) = {u : [to, t1] — R™|u CPM} tel que

x(tl) = ¢(t1,t0,$0,u(.)) =0

ot ¢ est la fonction de transition d’état. On note C(A, B, tg,t1) := {xg € R™ |z est controlable sur [tg,t1]}
le sous-espace vectoriel des états controlables sur [to,t1].

Définition 6.5 Un état xyp € R™ est dit contrélable en ty s’il existe t1 > ty tel que xy est
contrélable sur [to,t1]. On note C(A, B, tg) := {xo € R" | zo est controlable en to} le sous-espace
vectoriel des états controlables en tg.

Définition 6.6 La paire (A, B) est contrélable sur [tg,t1] (resp. en tg) si tout état x € R™ est
contrélable sur [to,t1] (resp. en ty), i.e. C(A, B, tg,t1) = R™ (resp. C(A, B,tg) = R").

Etant donné la nature du probléme, il semble plus intéressant de considérer le probléme
inverse. Soit x un état considéré comme état final, existe-t-il une entrée admissible qui permette
d’atteindre cet état (& partir de 'état nul) 7 C’est ce qu’on appelle accessibilité.

Définition 6.7 Un état x1 € R" est dit accessible sur [to,t1] si cet état, considéré comme état
final au temps t1, peut étre atteint a partir de l’état nul au temps tg a Uaide d’un contréle u(t)
approprié. Autrement dit, il eziste u € Uy, 1) = {u : [to, t1] — R™[u CPM} telle que

z(t1) = B(t1,t0,0,u(.))

ot ¢ est la fonction de transition d’état. On note R(A, B, to,t1) := {xo € R™ | z¢ est accessible sur [to,t1]}
le sous-espace vectoriel des états accessibles sur [to,t1].

Définition 6.8 Un état 1 € R™ est dit accessible en ty s’il existe tg < t1 tel que x1 est

accessible sur [to,t1]. On note R(A, B,tg) := {xg € R"|xg est accessible en ty} le sous-espace
vectoriel des états accessibles en tg.
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Définition 6.9 La paire (A, B) est accessible sur [to,t1] (resp. en tg) si tout état © € R™ est
accessible sur [to,t1] (resp. en tg), i.e. R(A, B, tg,t1) = R" (resp. R(A, B,ty) = R").

Théoréme 6.5 (Invariance par rapport au temps) Les sous-espaces contrélables et acces-
sibles sont invariants par rapport au temps, i.e. pour tout t1 > tg > 0,

C(A,B,to,tl) = C(A,B,to) =1ImC = C(A,B);

R(A,B,to,tl) = R(A,B,to) =ImC = R(A,B)

Des lors, C(A,B) = R(A, B) est appelé sous-espace contréolable ou, de maniére équivalente,
sous-espace accessible du systéme R, ou de la paire (A, B).

Démonstration. Voir les notes de cours de Systéme et controle de J. WINKIN [31]. [

Enfin, nous pouvons caractériser ’accessibilité grace a la matrice de controlabilité définie par
C= [B AB A’B ... A”le]

Théoréme 6.6 La paire (A, B) est accessible si et seulement si la matrice de controlabilité C
est de rang plein, i.e.
rgC=n

Considérons les matrices A et b de la description du modéle PBPK. A T'aide du logiciel de
calculs symboliques MuPAD (toolbox de MATLBA ), nous vérifions que cette condition est vérifiée
sous les mémes conditions que celles discutées dans I’analyse de I'observabilité. Cela signifie que
tout état x € R™ et, en particulier, tout état = > 0 peut étre atteint en un temps fini ¢1 (arbitraire),
a partir de I’état nul, & I'aide d’un controle approprié u(t) (fonction continue par morceaux).
Autrement dit, si nous fixons les concentrations dans chaque compartiment du modéle, alors il
existe une fonction continue par morceaux qui nous permet d’atteindre cet état. Cependant, une
telle conclusion ne nous apporte qu’une pauvre information sur les états effectivement accessibles.
En effet, dans la pratique, la fonction d’entrée ne peut pas étre n’importe quelle fonction continue
par morceaux mais doit étre positive (u(t) >0, t > 0).

6.6 Accessibilité des systémes positifs

Une des questions de ’analyse du systéme est de déterminer s’il est possible d’atteindre tous
les états x positifs & 'aide d’entrées également positives. Dans le cadre de ce mémoire, nous
parlons d’atteignabilité lorsque nous évoquons 'accessibilité par des entrées positives.

Définition 6.10 (Etat atteignable) Un état zy € R} est atteignable au temps T > 0 fini si
cet état peut étre atteint au temps T a partir de U'état nul a aide d’une entrée u : [0,T] — R
positive continue par morceauz. Autrement dit, il existe u € {u : [0,T] — R} |u CPM} telle
que

T
xf:/ AT Bu(t)dt
0

Définition 6.11 (Systéme atteignable) Un systéeme dynamique linéaire positif est atteignable
en temps fini si, pour tout état xy € R, il existe un temps fini T > 0 tel que xy est atteignable

au temps T'.

Définition 6.12 (Systéme fortement atteignable) Un systéme dynamique linéaire positif
est fortement atteignable si, pour tout temps T' > 0 et pour tout état xy € R

n, Tf est at-
teignable au temps T .
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Le lien entre les notions d’atteignabilité et d’atteignabilité forte fait 'objet de la proposition
suivante. Celle-ci indique que les deux notions sont équivalentes. La preuve s’inspire de ’article
de M. E. VALCHER [30].

Proposition 6.1 Soit R un systéme linéaire positif de la forme

z(t) = Az(t) + Bu(t) (6.5)
ot A € R™*"™ est une matrice de Metzler et B € R™™™ est non négative. Les affirmations suivantes
sont équivalentes.

1. R est atteignable.

2. Pour tout vecteur e; € R", i € {1,...,n}, de la base canonique, il existe un temps fini T;
tel que e; est atteignable au temps T;.

3. R est fortement atteignable.

Démonstration. 11 est évident que 1 implique 2 et que 8 implique 1. Pour prouver ce résultat,
il nous faut encore montrer que 2 implique 5. Soit x; € R} un état considéré comme état final.
Soit ¢ € {1,...,n}, 'hypothése 2 nous indique qu'’il existe une fonction positive continue par
morceaux u; telle que

T;
ei:/ eA(TFT)Bui(T)dT
0

Soit T' > 0 une constante arbitraire. Il nous faut distinguer deux cas.
e Supposons que T' > T;. Posons

_ 0 site[0,T—1T;)
u;(t) = .
ul(t—T—{—Tl) SltE[T—T’i,T]
Le vecteur e; est atteignable au temps T' & ’aide de I'entrée u;. En effet,
T T
/ AT By (t)dt = / AT Buy(t — T + T;)dt
0 T-T;
T;
= / eA(TFT)Bui(T)dT
0

e Supposons que T' < T;. Dans ce cas, nous avons que, pour tout ¢ € [0,7;—T], [t,t+T] est un
sous-intervalle de [0, T;] et toutes les composantes de la fonction vectorielle eA(Ti=7) Buy, ()
sont positives sur ce sous-intervalle, de telle sorte que

7P ( /t o eA(TiT)Bui(T)dT> c{i}, Vtelo,T;—T] (6.6)

Autrement dit, si I'intégrale admet une composante non nulle, celle-ci ne peut étre que la
i®. De plus, il doit exister un sous-intervalle de [0,7;] sur lequel U'intégrale est non nulle.

En particulier, il existe t € [0,T; — T tel que
t+T _
JAT—T-1) / AT B )7
t

. t+T _

zZpP / AT Buy(r)dr | = ZP

t
= {i}

Par un résultat issu de [24], ZP(e*v) D ZP(v) # () pour tout s > 0 et pour tout v > 0.

Par conséquent,

{iy >ZP ( /t e 6A(T+t_T)Bui(T)dT> #10
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Le vecteur e; est atteignable au temps T' & ’aide de I'entrée définie par

_ U; (t + E)
< JET eAT+=7) By, (7) dr)

u(t) = o , te[0,T]

i

En effet, en notant [ > 0 la i®* composante de fgt + eA(TH*T)Bui(T)dT, nous avons succes-

sivement
T 1 (T
/ AT By (t)dt = 7 / A0 Bu(t + t)dt
0 0
1 T+t _
= 7/ eA(TH*T)Bui(T)dT
t
0
1 0
0
0
= e,L-
On en conclut alors que, pour tout vecteur e;, i € {1,...,n}, de la base canonique, e; est

atteignable au temps 7' > 0 arbitraire avec une fonction d’entrée positive u;(t). Dés lors, en
posant

u(t) =Y a(t)[zy);
i=1

ot [xf]; désigne la i® composante du vecteur x ¢, nous avons

T n T
/ ATy = Y / AT By (1)t e
=170

0
= ) el
i=1
= ij

Autrement dit, z; est atteignable au temps T' > 0 arbitraire et, xy étant un vecteur arbitraire
de R le systéme est fortement atteignable. |

Selon [30], le systéme (6.5) est atteignable si et seulement si, aprés un éventuel réarrangement
des entrées, la matrice A est diagonale et la matrice B peut s'écrire sous la forme B = (D, B)
ou D € R™™ est une matrice diagonale dont les entrées non nulles sont strictement positives et
By € R (™" >> () posséde au moins une composante non nulle. Il est clair que la matrice B;
existe uniquement lorsque le nombre m d’entrées est au moins égal au nombre n d’états, ce qui
arrive peu en pratique. Ainsi, la majorité des systémes L.T.I. positifs ne sont pas atteignables
et c’est le cas, en particulier, des modéles PBPK et & deux plus un compartiments pour le
méropénem. Néanmoins, nous pouvons caractériser ’ensemble des états atteignables.
L’ensemble des états (fortement) atteignables, i.e.

R = {zy € R} |pour z(0) = 0 et quel que soit 7' > 0, Ju(-) > 0CPM telle que z(T) = x5}

est un cone convexe contenu dans le cone généré par les colonnes de B et contenant I’intérieur
de ce méme cone. Ceci est énoncé dans le théoréme suivant.
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Théoréme 6.7 L’ensemble R des états (fortement) atteignables d’un systéme positif de la forme
(6.5) est un cone convexe dont la fermeture coincide avec le cone généré par les colonnes de B.

Démonstration. Voir Particle On the reachability in any fized time for positive continuous-time
linear systems de C. COMMAULT et M. ALAMIR [4]. [ |

Définition 6.13 (Etat presque atteignable) Un état xy € R est presque atteignable si,
pour x£(0) = 0, pour tout € > 0 et pour tout T > 0, il existe une fonction u(-) positive continue
par morceauz telle que ||zy — x(T)|| < e.

Corollaire 6.2 L’ensemble des états presque atteignables d’un systéme positif (6.5) est le cone
généré par les colonnes de la matrice B.

Revenons & I'analyse des modéles pharmacocinétiques. Il est clair, au vu de la matrice d’entrée
b, que les seuls états positifs presque atteignables & partir d'une entrée u(t) positive sont les états
de la forme

a savoir tous les multiples du premier vecteur de la base canonique. Autrement dit, lorsque le
temps final T' et le degré de précision e sont fixés a priori, les seuls états presque atteignables
sont les états ot le méropénem est présent dans le sang (artériel) et nulle part ailleurs. Nous
pouvons approcher ces états aussi prés que 'on veut, mais sans jamais les atteindre exactement.
Effectivement, le point I du lemme 6.1 permet de conclure que

¢
x(t):/ eA(t*T)bu(T) dr >>0
0 330 >0

6.7 Etude de la réponse

Cette section du chapitre étudie la réponse de la description des modéles & base physiologique
et compartimental. Plus précisément, nous cherchons & écrire ’expression analytique des sorties
du systéme en fonction des paramétres caractéristiques de I'entrée wu(t). L’entrée est caractérisée
par les quatre paramétres suivants :

e la dose injectée DOSE (exprimée en grammes),

e la durée d’administration A (exprimée en heures),

e la période T (exprimée en heures) et

e la durée du traitement N (exprimée en nombre de doses).

La vitesse d’injection du médicament vaut

DOSE

K:
x g/h

Dans le cadre de I’étude clinique décrite a la section 4.5, les patients furent soumis & une perfusion
continue et répétée, par voie intraveineuse, d’'un gramme de méropénem toutes les huit heures.
[’administration fut soit « lente », soit « rapide ». Dans le cas d’'une administration lente, les
trois premiers parameétres prennent les valeurs suivantes :

DOSE=1, A=3 T=38

La représentation graphique d’une telle entrée se situe a la figure 6.3.

64



6.7. ETUDE DE LA REPONSE
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FIGURE 6.3 — Entrée u(t) en fonction de trois de ses paramétres caractéristiques

Pour une entrée u(t) donnée, la réponse fréquentielle & 1’état nul z(0) = 0 est donnée par
I’expression

U(s) = G(s)u(s), VseC (6.7)

ot G(s) = C(sI — A)~'b € R¥*! est appelée fonction de transfert du systéme différentiel
L.T.I R = [A,b,C,0]. En appliquant la transformation de Laplace inverse, nous retrouvons la
réponse a 1’état nul

y(t) = p(t,0,0,u(-)) = G(t) xu(t) = /0 G(t — m)u(r)dr, YVt >0

ol la notation * dénote le produit de convolution de deux fonctions et G(t) = Ceth € R?*! est
la réponse impulsionnelle. Les fonctions de sortie sont données par

T - T
y(t) = (Ca(t)a CLU(t)) et y(t)= (Cp(t)7cLu(t))
pour le modéle physiologique et le modéle compartimental respectivement.

Remarque 6.3 Pour rappel, la concentration pulmonaire cr, correspond plus exactement a la
concentration médicamenteuse dans le liquide interstitiel des poumons, noté ELF. Par ailleurs, c,
correspond a la concentration plasmatique moyenne tandis que c, est la concentration plasmatique
artérielle. C’est une des différences fondamentales entre le modéle a compartiments et le modéle
a base physiologique.

L’idée de ce qui suit est de calculer la transformée de Laplace inverse de la réponse fréquentielle
(6.7) sous les hypothéses suivantes.
e Les valeurs propres de la matrice A sont simples et & partie réelle strictement négatives.
e La réalisation est minimale, de telle sorte que les poles de la fonction de transfert coincident
avec les valeurs propres de A.
Divers tests numériques ont permis de vérifier que ces hypothéses sont satisfaites. Par la suite,
nous utilisons la notation L(s) pour désigner la matrice (sI — A).

6.7.1 Fonction de transfert

Dans un premier temps, nous cherchons a déterminer I’expression de la fonction de transfert
G(s) = (91(s), 92(s))T de la description L.T.I. du modéle & base physiologique. Etant donnée
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la forme des matrices b et C, calculer G(s) demande uniquement I'identification des éléments (1,1)

t (4,1) de la matrice (sI — A)~!. Par hypothése, A posséde six valeurs propres de multiplicité
algébrique égale a 1. Notons ces valeurs propres Ai, A2, A3, A4, A5 et Ag de telle sorte que le
déterminant de L(s) = (sI — A) est donné par

det(L(s)) = (s = A1)(s — A2)(s — A3)(s — A1) (s — A5)(s — Xg)

Par ailleurs, le cofacteur (1,1) de L(s), noté Cj 1(s), et le cofacteur (1,4) de L(s), noté Cj a(s),
sont donnés respectivement par

Cra(s) = (s — az2)(s — as3)(s — aas)(s — as5)(s — aee)
et

2
Ci2(s) = (a2 asz a4z + ass as3 as1 + age a43 a61) S~ +

(—a21 a32 a43 a5 — a22 a35 a43 A5] — aA2] A32 A43 Age — A22 A36 A43 A1 — A35 A43 A51 A66 — A36 A43 As5 a61) S

+ag1 a32 a43 a55 A6 1 222 A35 A43 A51 A6 T A22 36 A43 A55 A61

Le calcul de la seconde expression a été vérifié via un logiciel de calculs symboliques. Finalement,
la fonction de transfert est donnée par I'expression G(s) = (§1(s), g2(s))? on

n(s) = (Ci,x(s)/V,) - 1000
U O

En utilisant les valeurs des estimations (effets fixes), nous pouvons vérifier numériquement que
les facteurs (de la forme (s — \;)) présents aux dénominateurs ne se simplifient pas avec les
numérateurs. En d’autres termes, cela signifie que les poles de la fonction de transfert coincident
avec les valeurs propres de A, ou encore que la réalisation est minimale.

Soit k € {1,2}. Concentrons-nous sur la décomposition en fractions simples de g(s).

Vs € C, ke {1,2}

Lo
~ _ {2
gk(S) - Z s — )\z
i=1
Soit ¢ € {1,...,6}. En multipliant les deux membres de I’égalité par (s — A;) et en évaluant

I'expression en s = \; (calcul du résidu de gi(s) en A;), nous déduisons que le coefficient Fy; est
donné par la formule

1000 - C1 (A7)
ki =
A Hj;éi()‘i - )‘j)
La fonction de transfert G(s) = (§1(s), §2(s))7 dépend donc explicitement des 18 paramétres

Fii,..., Fig,Fo1,..., Fog, A1,. .., Xg

que nous supposons connus une fois les parameétres du modéle fixés.

Par un raisonnement similaire, nous obtenons, dans le cas du modéle a deux plus un com-
partiments, que la fonction de transfert de la description L.T.I. correspond aux deux fonctions
g1(s) et ga(s) données par

Ci1(s)/S
gnls) = M VseC, ke{l1,2}
det(L(s))
ol Sy, est le facteur de mise & échelle et (3'171(3) = (s+ka1)(s+k31) et Cra(s) = kia(s+k31) sont
les cofacteurs (1,1) et (1,2) de L(s) = (sI — A). Les coefficients de la décomposition en fractions
simples sont alors donnés par la formule

Crr(N)
Sk Hj;éi()‘i - )‘j) 7

oi les \;, i € {1,2,3}, sont les valeurs propres de la matrice d’état A.

Fy; = i€ {1,2,3}, ke {1,2}
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6.7.2 Transformée de Laplace de la fonction d’entrée
La fonction d’entrée peut s’interpréter comme une superposition de fonctions de la forme
Ui(t) = KX, t:+4)(1), t>0

ou K = %, x1 est la fonction caractéristique de support I et ¢; = 7. En tenant compte de

la durée N du traitement, I'entrée u(t) s’écrit de la maniére suivante :

Nous appelons entrée de référence la fonction
U(t) =Uo(t) = Kxjp,a)(t), t>0

correspondant & la premiére perfusion intraveineuse. Les autres fonctions U; coincident avec
I’entrée de référence modulo un décalage de i7" unités de temps sur la droite. Mathématiquement,
ceci correspond & un effet de retard et se note

U(t) =U(t —iT),  t>iT

La transformée de Laplace U (s) de I'entrée de référence se calcule comme suit.

0 = L0@] )= [ e v~ [ S K- K (1 . e‘“) . vsec

S S

bi(s) = £ [U(8)] () = /0 T et de = /0 T e U — iT)dt
— * e—s(T+iT) dr

[ g

efsiT e 5T dr

[ oot

_ esiT/ e*TU(T)dr = e *TU(s), VseC
0

Remarque 6.4 Nous constatons que la multiplication par e=5T d’une fonction f(s) exprimeée
en unités fréquentielles équivaut a un décalage temporel de T unités de temps sur la droite de la
transformée de Laplace inverse, i.e.

e i) ) = fe-1), =T

Par linéarité de la transformation de Laplace, nous pouvons donner ’expression de la transformée
de Laplace inverse de I'entrée u(t) :

N-1 R N-1 N
i(s)=> Ui(s)=> e*TU(s), VseC
1= =0
ol A
~ 1 e ~%
U(S) = K <g — S >
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6.7.3 Réponse temporelle du systéme

Nous avons a présent tous les outils pour calculer la réponse temporelle a I’état nul y(t) =
p(t,0,0,u(-)) = (y1(t),y2(t))T des systémes décrivant les modéles physiologique et compartimen-
tal, en fonction des paramétres caractéristiques de ’entrée.

Soit k € {1,2}. A I'instar de la relation (6.7), la transformée de Laplace de yy(t) s’écrit

Ji(s) = gr(s)i(s)
En utilisant les calculs effectués dans les deux sections précédentes, nous avons

6 N-1

= e TY,(s), VseC

—As

?(s)—fj Fri g (L_c Vs e C
MYIT L, s s )7

Calculons la transformée de Laplace inverse de cette derniére fonction. En réarrangeant quelque
peu les termes, nous pouvons écrire

6 6
rosl(Em ) (B Y e

i=1 i=1

On y retrouve deux fois la méme expression, & savoir

S —

6
- Fy 1
hi(s) = - = VseC
k(s) Z N s
=1
Cette fonction étant rationnelle et propre, nous pouvons utiliser la méthode de I'inversion rapide

pour déterminer sa transformée de Laplace inverse. Considérons la décomposition en fractions
simples

: By | Fa
hi(s) =3 o
J

Soit j € {1,...,7}. Le coefficient Fy; est égal au résidu de hi(s) en Aj. Apres calcul, nous
obtenons les résultats suivants :

Fm:i—k i=1,...,6
Fi=->0, 5 i=7
Les coefficients Fy; (i € {1,...,6}) sont donnés explicitement au paragraphe 6.7.1. Posons A7 = 0.
La méthode d’inversion rapide permet d’écrire
A 7 - 6
ha(t) = £ [hk(s)] (1) =Y et =Y B (eM - 1) . t>0
i=1 i=1
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6.7. ETUDE DE LA REPONSE

En utilisant la linéarité de la transformation de Laplace inverse appliquée a (6.8) et en tenant
compte de la remarque 6.4, nous obtenons

Yi(t) =L [i}k(s)} (t) = K [hy(t) = hi(t = A)xpa roof(D)], 20

Finalement, la réponse y(t) est donnée par la formule suivante :

N-1
ye(t) = L7 [Gk()] (1) = D Yalt = IT)Xprpoo(t), £ >0
=0

Remarque 6.5 La forme de la réponse est semblable a celle de la fonction d’entrée u(t). L effet
de retard se répercute sur la sortie. Ceci est une caractéristique des systémes temps invariant.

En synthétisant le développement ci-dessus, nous obtenons, pour le modéle & base physiolo-
gique, la fonction de sortie suivante :

N-—1
ye(t) = > PIEE [ (t — IT)X 7 100 (8) — Pt — 1T — A) X7 a4 00( ()]
=0

ou

h(t) =Y B (eM—1) et szlooo-%, Vie{l,...,6)

Pour rappel,

C11(8) = (s — a2)(s — as3)(s — aa)(s — ass5)(s — aes)
et
C12(s) = (ag1agraqs + assasz as; + aze a3 ag1) s° +

(—321 a32 a43 a5 — A22 a35 a43 A5]1 — aA2] A32 A43 Age — A22 A36 A43 A1 — A35 A43 A5]1 A66 — A36 A43 As5 a61) S

+ag1 a32 a43 a55 Age 1 222 A35 A43 A51 A6 T A22 36 A43 A55 A61

Dans le cas du modéle compartimental, I’expression de la réponse & I’état nul devient :

N-1
yk(t) = Y ZGEE [hi(t = IT) X0 4ooi(t) — Pa(t = 1T = A)X s a oo (1)]
=0
ol 6
2 i >\i ” _ é 5 ()‘z) N
hk(t):z; )\’“i <e t_1> et Fki—m, Vie{l,2,3}

Pour rappel,
Cr1(s) = (s + ka1)(s + ka1)
et
C1a(s) = k1a(s + k31)

Considérons la [ 4+ 1° administration (0 <1 < N — 1) ; 'injection débute au temps IT. Selon
le point de temps t aprés le début de la perfusion, ’expression

P (t = IT)X0T,+00[ (1) — Pis(t = IT = D)X 7+ A 400[ (1)

prend une forme différente.
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CHAPITRE 6. ANALYSE DYNAMIQUE DES MODELES

Z?:1 F)\kz (e)\i(t*lT) _ 1)

\J

r IT+A

2?21 I;\k (e)\i(t—lT) _ 1) _ 2?:1 f;kl (eAi(t—lT)e—/\iA _ 1)

ZTL Fi; (eAi(tflT) 1= e}\i(tflT)ef/\iA + 1)

2?21 F)\k [eAi(t—lT) (1 _ e—AiA)]

1

Notons Ny le nombre de doses recues, y compris celle en cours d’administration le cas échéant, au
temps ¢. Le point de temps ¢ se situe alors soit dans l'intervalle Ty = [(N; — 1)T, (N; — 1)T + A],
soit dans U'intervalle Ty =](N;—1)T+A, N;T'[ et la réponse du systéme, a I’état nul, est finalement
donnée par I'expression reprise dans I'encadré ci-dessous.

Ni—2 n n
DOASE l;) > I_*:\EfeAi(tflT) (1 . efMA) + ; Eff (e)\i(tf(Ntfl)T) B 1)} siteT

yk(t) =

Ni—1 n
DOSE Fri X;i(t—1T) -\ A :
2 lzo 'Zl_MAiel (1—eMi%) siteTh
0 i=

ou n est la dimension du systéme et les coefficients Fy; sont & adapter selon le modéle considéré.
Les dimensions valent respectivement 6 et 3 pour le modéle physiologique et pour le modéle
compartimental.

Malheureusement, dans le cas du modéle a4 base physiologique, cette formule est mal
conditionnée et n’est dés lors pas utilisable telle quelle numériquement. En effet, nous pouvons
vérifier que les valeurs propres de la matrice d’état A de la description L.T.I. sont de 'ordre de
103, les exponentielles prennent la valeur inf et la fonction y;, n’est plus définie.
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Chapitre 7

SYSTEMES DE CONTROLE PAR FEEDBACK

La question traitée au chapitre suivant sur 1’ajustement posologique s’inspire, en partie, de
la théorie des systémes commandés et, plus particuliérement, de la théorie des systémes asservis
par feedback de la sortie (mesurée ou prédite). Nous y concevons des méthodes de régulation
pour les modeéles développés précédemment. Le présent chapitre introduit ou rappelle certains
concepts liés & la théorie de la régulation et s’adresse aux lecteurs intéressés par aborder plus
aisément la section 8.4.

Ua

up + o~ € , h + N €2 Y2
S R

FIGURE 7.1 — Systéme controlé par feedback

Considérons le systéme en boucle fermée (closed-loop system) a une seule entrée et une seule
sortie représenté par le diagramme en bloc de la figure 7.1. Ce systéme est constitué de deux
sous-systémes : un processus (plant), appelé également systéme a régler, ou systéme controlé, et
un compensateur (dynamique) (controller), appelé également systéme de réglage, ou systéme
de controle. Nous désignons par P la fonction de transfert (strictement) propre du processus et
par C la fonction de transfert du compensateur. Dans la suite, nous utilisons indifféeremment les
notations P et C pour désigner les fonctions de transfert et les systémes qu’elles décrivent. Les
différents signaux présents dans le diagramme sont interprétés comme suit :

o U =7 référence, consigne

e uy=d perturbation

o U sortie du compensateur
o =y sortie du processus

e ¢ =r—y | erreur de poursuite

e ¢c9 =11 +d | entrée du processus

Lorsque la perturbation est supposée nulle (d(-) = 0), la sortie du compensateur coincide avec
I’entrée du processus. Par la suite, nous supposons toujours, sans nécessairement le rappeler,
que c’est le cas et nous notons y; = u. Le probléme de régulation (asymptotic tracking)
consiste & concevoir un compensateur stabilisant C tel que ’erreur de poursuite e; converge vers
0 quelle que soit la consigne constante r fixée, appelé signal de référence. Les signaux u; = r et
ug = d sont appelés entrées exogénes du systéme en boucle fermée. Introduisons les notations

O A
U2 Y2 €2

Dans de nombreux cas, comme ’analyse d’'un régulateur proportionnel-intégral, nous
sommes intéressés par la valeur asymptotique du signal de sortie. Le théoréme suivant, issu de

suivantes :
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CHAPITRE 7. SYSTEMES DE CONTROLE PAR FEEDBACK

[2], exprime la relation entre une fonction exprimée dans le domaine fréquentiel (transformée de
Laplace) et la valeur asymptotique du signal exprimé dans le domaine temporel.

Théoréme 7.1 (Théoréme de la valeur finale) Soit §(s) une transformée de Laplace ration-
nelle propre. Si tous les poles de § sont dans le demi-plan gauche ouvert excepté, éventuellement,
un pole simple en s = 0, alors y(t) admet une limite a l'infini et cette derniére est égale au résidu
de sa transformée de Laplace en s =0, i.e.

li t) = lim sy

Jim y(t) = lim sg(s)

Définition 7.1 Un systéme est dit d’ordre zéro si sa fonction de transfert @(S) n’admet pas
de pole en s = 0.

7.1 Reéponse indicielle

Ce chapitre s’écrivant dans ’esprit du probléme de régulation, la réponse étudiée du systéme
en boucle fermée est la réponse & une entrée constante. Il est donc primordial de rappeler quelques
concepts de la réponse dite indicielle.

Considérons la description L.T.I. d'un systéme quelconque et notons @(s) sa fonction de
transfert. Nous supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées.

1. La fonction @(s) est rationnelle et propre. Autrement dit, chaque entrée est de la forme

Z((j) avec  d[n] < d[d]

ou d[f] dénote le degré de la fonction polynomiale f.

2. Le systéme est externement stable, i.e. les poles de @(s) sont & partie réelle strictement
négative.

Définition 7.2 (Réponse indicielle) La réponse indicielle (step response) est la réponse a
l’état nul x(0) = 0 correspondant a l’entrée de Heaviside

0, t<0
1, t>0

u(t) = 1(t) = {
Une telle entrée est également appelée échelon unitaire et est représentée a la figure 7.2.

Heaviside step function

[IE:13

0B

04

02p

ol -

L L L L L L L
5 10 15 20 25 il 35 40
Time (hours)

FIGURE 7.2 — Fonction de Heaviside

La transformée de Laplace de la réponse indicielle est donnée par la relation
. ~ 1
g(s) = G(s)=

S
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7.1. REPONSE INDICIELLE

Au vu des hypothéses, nous concluons, par le théoréme de la valeur finale, que la réponse indicielle
converge vers la constante

K = lim g(s)s = G(0)

s—0

appelée gain statique.

Remarque 7.1 Par linéarité, la réponse a I’état nul correspondant o [’entrée
u(t) = a-1(t)
converge vers aG(0) = ak.

Une réponse indicielle est souvent caractérisée par les quantités suivantes.

e La valeur finale yss (steady-state value), appelée également valeur stationnaire, est la
valeur asymptotique, & condition que le systéme soit stable.

e Le temps de montée (rise time) est le temps pris par le signal pour passer de 10% a
90 % de sa valeur finale.

e Le temps de réponse (settling time) est le temps mis par la réponse pour atteindre et
rester dans une bande qui ne dépasse pas 2% de sa valeur finale. Une fois que le systéme
a atteint cet état, on dit que le systéme est & 1’état stationnaire. Avant d’atteindre 1’état
stationnaire, le systéme est dit en régime transitoire.

e Enfin, on dit qu’il y a dépassement (overshoot) lorsque le signal dépasse sa valeur finale.
Le pourcentage d’overshoot est donné par la formule

valeur maximale - valeur finale

%

valeur finale

Dans le cas des systémes linéaires, les trois derniéres quantités sont indépendantes de I'amplitude
de la fonction d’entrée, i.e. la valeur de « figurant & la remarque 7.1. Un exemple de réponse
indicielle est représenté graphiquement a la figure 7.3.

Clozed-loop step response

Syatem: T
Settling Time (=ec) 16.5

! Syatem: T
| Rise Time (sec) 5

0

Amplitude

04

02 H

1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
Time (zec)

FIGURE 7.3 — Réponse indicielle : exemple
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Définition 7.3 (Erreur statique) Considérons la réponse indicielle d’un systéme stable cor-
respondant a [’entrée
u(t) = a-1(t)

On appelle erreur statique la différence permanente en régime stationnaire entre la valeur
réelle asymptotique et ['amplitude o de ’entrée. En d’autres termes, on appelle erreur statique la
quantité

a—ak

7.2 Compensateur stabilisant

Nous précisons dans cette section la notion de compensateur stabilisant et énoncons un
résultat essentiel de la théorie des systémes commandés, le théoréme de paramétrisation de
tous les compensateurs stabilisants.

Définition 7.4 (Compensateur stabilisant) Un compensateur C est dit stabilisant pour le
processus P si le systéme en boucle fermée résultant est (externement) stable.

A présent, écrivons les fonctions de transfert du systéme en boucle fermée. Dans un premier
temps, calculons la fonction de transfert de u vers e. Il résulte du diagramme en bloc que

€1 =11 — Y2 = U1 — Péy
€2 =1+ U2 = Cé1 + Ua

Ces relations peuvent s’exprimer, en notation matricielle, de la maniére suivante :

(e DE) =)

de telle sorte que la matrice de transfert entrée-erreur est donnée par

1 -P
1
Heu_H—PC<C 1 )

De la méme maniére, nous pouvons établir la fonction de transfert de u vers y. Le diagramme
en bloc conduit aux relations ci-dessous.

i =Cé = Cuy — Cys
U2 = Péa = Py + Py

Ces relations peuvent s’exprimer, en notation matricielle, de la maniére suivante :

(%0 ) ()= ()

de telle sorte que la matrice de transfert entrée-sortie est donnée par

C -PC
HW:H;PC(PC P>

Nous avons ainsi tous les outils pour déterminer une condition suffisante pour que le systéme
en boucle fermée décrit dans l'introduction du chapitre soit bien-posé. Un systéme est dit bien-
posé si la fonction de transfert entrée-sortie H,, est rationnelle et propre. La seconde condition
est vérifiée si et seulement si 1 + PC ne s’annule pas a l'infini, de telle sorte que la matrice de
transfert admet une limite & l'infini. Une condition nécessaire et suffisante pour que le systéme
soit bien-posé est alors que la fonction 1 + PC' ne soit pas strictement propre, ce qui est vérifié
lorsque P et C sont propres et qu'une d’entre elles est strictement propre.
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Remarque 7.2 Les fonctions de transfert des modéles pharmacocinétiques développés précédem-
ment sont strictement propres puisque les matrices D de la description interne sont nulles.

Proposition 7.1 Le systéme en boucle fermée est stable si et seulement si les quatre fonctions
de transfert de la matrice He, sont stables.

Démonstration. Par définition, le systéme est (externement) stable si la matrice de transfert
entrée-sortie H,, est stable. Soit J la matrice symplectique

7= (40)

Nous avons successivement

S
N )

—~ o~~~
\_/\Cf/\_/\_/
I
~ 2=

|\C2/\_/
T |
aQ

s K
—~
m@>
=
<33
—

[Va)
N~—

Puisque J est une matrice orthogonale, nous avons finalement
Hy, = J(I — Hp,) =J" — J'H,,

et
Hey=—J(Hy, —J7) =1~ JHy,

Le résultat est immédiat en observant alors que les poles des matrices de transfert Hy, et H,,
coincident. [

Une conséquence directe de la stabilité du systéme en boucle fermée est que, si les entrées exogénes
sont bornées, alors les entrées internes e; et es sont bornées ainsi que les sorties y; = u et y2 = y.

Le théoréme de paramétrisation de tous les compensateurs stabilisants est énoncé dans le cas
particulier ou la fonction de transfert P est stable.

Théoréme 7.2 (Paramétrisation de tous les compensateurs stabilisants) Supposons que
la fonction de transfert P soit stable. Le compensateur C' est stabilisant pour le processus P si et
seulement si il existe une fonction rationnelle propre Q(s) € R,(s) stable telle que

Q

“=1-p0

Dans ce cas, la matrice de transfert H, s’écrit

[1-PQ —P(1-PQ)
Hu=|" o PO _1 (7.1)

Démonstration. Supposons que la fonction de transfert C' soit celle d’'un compensateur stabilisant
et notons @) la fonction de transfert stable de u; = r vers y; = u, i.e.

C

Q:1+PC

Les fonctions P et C étant des fonctions de transfert propres, la fonction @) est réelle, rationnelle
et propre. Nous concluons en observant que

Q

“=1"p0
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Inversement, considérons @ € R,(s) stable et posons

Q

C=1-r0

Les fonctions P et @ étant stables, les quatre entrées de (7.1) sont stables et la proposition 7.1
permet de déduire que le systéme en boucle fermée résultant est stable. |

7.3 Compensateur régulant

Un compensateur dit régulant est un compensateur qui répond au probléme de régulation,
a savoir un compensateur stabilisant tel que la sortie du processus converge asymptotiquement
vers un signal de référence constant fixé. Le signal de référence est donc une fonction constante
a support positif
r(t) = al(t)

ou 1(t) est la fonction de Heaviside et « est un réel. Appliqué au probléeme de 'ajustement

posologique, « sera une constante strictement positive au moins égale au seuil de concentration

cible. Nous développons dans cette section une condition nécessaire et suffisante pour qu’un

compensateur stabilisant ait également la propriété d’étre régulant pour le processus.
Supposons ’entrée exogéne uo = d nulle. Nous avons successivement

él(S) = Helm(s)f(s)
= H61u1(8)%

Grace au théoréeme 7.1 de la valeur finale, nous pouvons donner 'expression asymptotique de
el(t).

Jm e1(6) = I 5é1(s) = aHerun (0)

L’erreur de poursuite eq(t) converge vers 0 quelque soit 'amplitude « de lentrée de référence si
et seulement si le gain statique de la fonction de transfert He,,, (s) est nul, i.e.

Helul (O) =0 (72)

En combinant cette condition avec l'expression (7.1), nous déduisons une seconde condition
nécessaire et suffisante pour que le compensateur stabilisant C' soit régulant, & savoir

1-PO)Q(O) = 0
Q) = g

ou @ € R,(s) stable paramétrise le compensateur C'. La condition (7.2) signifie que le gain de
boucle P(s)C(s) admet un pole en s = 0. En effet,

H€1U1 (0) =

D(0)
D(0)+N(0)

0

1 ___ _
1+ P(0)C(0)

0

D) = 0

ou nous avons exprimé la fonction rationnelle PC' sous la forme d’un rapport de polynomes
relativement premiers IV et D. Cette condition est connue sous le nom de principe du modéle
interne.

La résolution du probléme de régulation par un compensateur stabilisant peut étre envisagée
de deux maniéres.
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1. La premiére solution consiste a choisir le parameétre Q(s) € R,(s) comme la fonction
constante

Par le théoréme de tous les compensateurs stabilisants, on obtient ainsi un unique com-
pensateur C' donné par I'expression
C(s) 1 1
S) = =
P(0) <1 . y) P(0) — P(s)

(0)

2. La deuxiéme solution consiste a choisir C(s) sous la forme d’un régulateur proportionnel-
intégral et de vérifier 'existence d’un parameétre Q(s) € R,(s) stable vérifiant la condition

Nous choisissons d’étudier le probléme de régulation a partir de la seconde méthode.

7.4 Reégulateur proportionnel-intégral

La présente section s’inspire de notes de cours publiées sur internet au sujet des régulateurs
PID [54].

La fonction du régulateur est de fournir au processus du systéme Uentrée u(t) de telle sorte
que la sortie y(t) (mesurée ou prédite) converge vers le signal de référence constant r(¢). Comme
illustré sur le schéma fonctionnel de la figure 7.1 (ou entrée et la sortie du processus sont notées
es et yo respectivement), le signal de sortie génére I'entrée du régulateur et apparait également
comme conséquence de Iaction effectuée par ce régulateur. L’entrée uq(t) = r(t) du systéme en
boucle fermée étant une fonction échelon d’amplitude «, la sortie ys(t) correspond donc a la
réponse indicielle du systéme en boucle fermée, multipliée par «.

Définition 7.5 La fonction de transfert d’un régulateur proportionnel-intégral, noté PI, est
une fonction C € Ry(s) de la forme

1
C(s) =kp+ k;i—, VseC
S
ot les constantes ky, et k; sont appelées gain proportionnel et gain intégral respectivement.

Dans le cas d’un régulateur proportionnel-intégral, la sortie y; du compensateur est alors donnée
par ’expression

t
y1(t) = kper (t) + k:l/ e1(T)dr, t>0
0

ol nous voyons apparaitre clairement les actions proportionnelle et intégrale du compensateur.

7.4.1 Régulateur a action proportionnelle

Le compensateur le plus simple que nous pouvons concevoir est un compensateur dont la
fonction de transfert C' est constante, i.e.

Par linéarité de la transformation de Laplace, un tel compensateur produit une loi de commande
u(t) pour processus proportionnelle & lerreur de poursuite e (t)

u(t) = kper(t)
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L’avantage de ce type de compensateur est son action relativement dynamique par transmission
instantanée du signal d’erreur. Néanmoins, un tel compensateur ne permet pas d’annuler I’erreur
statique du systéme en boucle fermée, i.e. la valeur finale de e (¢) ne peut étre nulle. Considérons
la sortie y1(t) du compensateur (qui est également l’entrée du processus),

y1(t) = kpel(t)

nous constatons dés lors qu’il est nécessaire que le systéme présente une erreur statique non nulle
afin qu’une entrée non nulle soit appliquée au processus et que la sortie du systéme en boucle
fermée puisse converger vers la valeur désirée (I’entrée de référence). Plus formellement, puisque
le processus est stable, la fonction de transfert P(s) n’admet pas de pole en zéro, le gain de
boucle

P(s)C(s) = kpP(s)

est donc encore d’ordre zéro et le principe du modéle interne n’est pas respecté.

Il nous faut compléter 'action proportionnelle afin d’annuler ’erreur statique et obtenir ainsi
un compensateur & action régulante. Pour que le principe du modéle interne soit respecté, un
terme % doit nécessairement apparaitre dans la fonction de transfert du compensateur, puisque
que s = 0 n’est pas un pole de la fonction de transfert du processus. Nous concevons alors un
compensateur & action intégrale.

7.4.2 Régulateur a action proportionnelle et intégrale

En ajoutant un terme % au gain proportionnel, nous obtenons la fonction de transfert
k:

C(s) = lip + =

En appliquant les formules de la transformation de Laplace inverse

L@ =10), et £7[f(5)-g()] (1) = £(1) < g(t)

nous observons qu’un régulateur proportionnel-intégral génére une loi de commande pour le
processus de la forme

t
u(t) = kper(t) + k:l/ e1(r)dr, t>0
0

Cette sortie est la réponse indicielle & 'entrée échelon r(t) pour la fonction de transfert Hy,,, .

L’action intégrale atteint son maximum lorsque l’erreur de poursuite e;(¢) s’annule pour la
premiére fois. Aussi longtemps que l'erreur est de méme signe (e; > 0, y < r), 'action intégrale
« pousse » la réponse de plus en plus en appliquant au systéme une entrée de plus en plus
importante, et ceci d’autant plus violemment que le gain proportionnel k; est élevé. Soit fgq,
I'instant auquel lerreur s’annule pour la premiére fois. Si u(tg1) est au-dela de la valeur finale
requise pour maintenir le systéme & son nouvel état d’équilibre y,s déterminé par 'amplitude
de la référence r, alors 'erreur doit forcément changer de signe afin de diminuer la valeur de
I'intégrale. Lorsque l'erreur change de signe (y > r), cela signifie que la réponse dépasse la
référence, il y a donc overshoot. Contrairement & 'action intégrale, ’action proportionnelle
consiste & diminuer, d’autant plus rapidement que le gain k, est élevé, 'amplitude du signal
d’entrée u(t) jusqu’a ce que lerreur change de signe. L’action proportionnelle atteint donc son
minimum lorsque l'erreur de poursuite s’annule pour la premiére fois.

Interprétons les actions proportionnelle et intégrale dans le cadre du probléme qui nous oc-
cupe. Lorsque ’entrée du modéle, et donc la posologie, est déterminée a partir d’un régulateur PI
(sur base de concentrations directement mesurées ou prédites), celle-ci consiste en une perfusion
continue. L’action proportionnelle consiste & administrer beaucoup de médicament au début puis
a diminuer la vitesse de perfusion progressivement, jusqu’a atteindre la valeur finale ; I’action in-
tégrale, & l'inverse, démarre avec une vitesse nulle et I’augmente jusqu’a ce que la concentration
atteigne, pour la premiére fois, la concentration cible.
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7.4.3 Sortie du compensateur et sortie du processus

Analysons plus précisément les deux sorties du systéme en boucle fermé résultant du probléme
de régulation.

Sortie du compensateur

Leffet du régulateur est de générer une sortie u(t) = y1(t) qui serve d’entrée au processus
de telle sorte & accomplir les performances voulues. Cette entrée est appelée loi de controle et
s’écrit, dans le domaine fréquentiel

avec
Hylul =

+ &

2 (ky + L)
(sky + k;)d(s)

- sd(s) + skpn(s) + kin(s) (7.3)

1+

oun(s)/d(s) est 'expression de la fonction de transfert P sous la forme de polynomes relativement
premiers. L’entrée u du processus P est donnée, dans le domaine temporel, par la formule

n
u(t) = aH(0) + « %eplt
=1
ou les coefficients p;, [ € {1,...,n}, sont les poles de H(s) = Hy,y, (), chaque coefficient K;
correspondant au résidu de la fonction H(s) en s = p; et H(0) = dy/no ot dy et my sont les
termes indépendants de d(s) et n(s) respectivement. Si le compensateur est stabilisant pour le

processus P, les poles p; sont stables et 'entrée u(t) converge vers la valeur

do
U = A—
no

La fonction H = Hy,,, (7.3) correspond au paramétre () du théoréme 7.2 de paramétrisation
de tous les compensateurs stabilisants et est rationnelle, propre et vérifie

Pour vérifier que le régulateur PI est stabilisant pour P, il est encore nécessaire de vérifier la
stabilité de la fonction de transfert H, via le calcul des racines du dénominateur

sd(s) + skpn(s) + kin(s)

par exemple. Cependant, nous pouvons également vérifier la stabilité du systéme en boucle fermée
via le diagramme de Nyquist (voir section 7.5).

Remarque 7.3 Considérons un systéme de régulation par régulateur PI pour le processus P
correspondant & un modéle pharmacocinétique. L’entrée u(t) du processus doit étre une fonction
positive puisqu’elle correspond a la vitesse d’injection du médicament. Il n’est pas aisé de vérifier
la positivité de u(t) en tout temps positif. Néanmoins, la valeur asymptotique u~,, qui coincide
avec le rapport des termes indépendants du dénominateur et du numérateur de P modulo un
facteur «, est strictement positive. En effet,
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1. le dénominateur correspondant au polyndme caractéristique de la matrice d’état A, le terme
indépendant est

do=(-1)"[[x>0
=1

ot n est la dimension de l'espace des états et les \;, i € {1,...,n}, sont les valeurs propres

stables de A ;

2. le terme indépendant ng du numérateur est strictement positif au vu des termes indépen-
dants de C12(s) et C1,1(s) (voir paragraphe 6.7.1 sur le calcul de la fonction de transfert).
Sortie du processus

Soumis & une entrée correspondant & la sortie du compensateur dynamique, le processus P
produit une sortie y dont ’expression, dans le domaine fréquentiel, est donnée par

Q(S) = Hy2u1f(5)
avec

PC
v = T7PO

k

1+ 58 (ky + %)

A condition que le régulateur soit stabilisant, la sortie du 3 = y, du systéme en boucle fermée
converge, dans le domaine temporel, vers la valeur désirée

7.4.4 Paramétres de design

Le régulateur proportionnel-intégral dépend de deux parameétres : le gain proportionnel (k,) et
le gain intégral (k;). Ces parameétres sont appelés paramétres de design. Lors de la conception
du régulateur PI, il faut régler ces deux coefficients de maniére & obtenir un systéme en boucle
fermée stable et avec la réponse désirée. Le tableau repris a la table 7.1 indique comment modifier
les paramétres de maniére & améliorer les performances de régulation du systéme. Un régulateur

Rise time | Overshoot Settling time Erreur statique
k, / Ny Va Faible changement N\
ki Ny Va ya Nulle

TABLE 7.1 — Effet des paramétres de design sur la réponse du systéme en boucle fermée

proportionnel a donc pour effet de diminuer le temps de montée ainsi que de diminuer ’erreur
statique, mais sans jamais ’annuler. Un régulateur intégral, quant & lui, élimine I’erreur statique
mais a pour conséquence d’augmenter la phase transitoire (temps de réponse) de la réponse
indicielle.

Le logiciel MATLAB® fournit des outils qui permettent de choisir les gains de telle sorte
4 trouver un compromis entre robustesse (voir section 7.5) et performances. La robustesse fait
I’objet de la section suivante.
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7.5 Stabilité et robustesse

Cette section du travail se base sur un tutoriel de MATLAB® & Simulink [38] et aborde
les aspects de stabilité et de robustesse du systéme en boucle fermée. Plus précisément, nous
présentons une méthode graphique (diagramme de Nyquist) qui permet de vérifier la stabilité du
systéme obtenu et nous en déduisons des critéres de robustesse. Un compensateur est dit robuste
lorsque ses performances (de régulation par exemple), sont peu dépendantes des variations des
paramétres définissant le systéme & régler. La robustesse d’un compensateur est quantifiée par
des valeurs appelées marge de gain et marge de phase.

Les méthodes présentées dans les paragraphes suivants sont basées sur la représentation
graphique de la réponse fréquentielle de la description différentielle L.T.I. d’un systéme.

Définition 7.6 (Réponse fréquentielle) La réponse fréquentielle du systéeme dont la fonction
de transfert est donnée par G est la fonction

f: R—=>C
w = Gljw) = M(w)el?®)

ot M(w) = |G(jw)| est appelé le gain en la fréquence w € R et p(w) = arg(G(jw)) est appelée
la phase en la fréquence w € R.

7.5.1 Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquist est un outil qui permet de vérifier la stabilité du systéme en boucle
fermée & partir du comportement de la réponse fréquentielle du systéme en boucle ouverte. La
stabilité est déterminée a partir du critére de Cauchy, critére dérivé du théoréme homonyme
d’analyse complexe, le théoréme de Cauchy.

Théoréme 7.3 (Théoréme de Cauchy) Soit f(s) une fonction de la variable compleze s.
Supposons que f admette P poles et Z zéros a Uintérieur d’un contour fermé C du plan compleze.
Alors, lorsque s décrit le contour C, la courbe f(C) effectue T = Z — P tours autour de [’origine.
Le nombre de tours T est compté positivement lorsque C et f(C) sont orientés dans la méme
direction et négativement si non.

Considérons un systéme en boucle fermée dont la fonction de transfert du systéme en boucle
ouverte est notée G(s), comme celui illustré & la figure 7.4. A partir de la relation

i(s) = G(s)[a(s) — 9(s)]
nous déduisons que la fonction de transfert du systéme en boucle fermée est

G(s)

) =160

(7.4)

w T+ e Y

FIGURE 7.4 — Systéme en boucle fermée
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Définition 7.7 (Diagramme de Nyquist) Le diagramme de Nyquist est la représentation,
dans le plan compleze, de G(jw) lorsque w varie de —oco 4 +00, ot G est la fonction de transfert
en boucle ouverte.

Remarque 7.4 Lorsque w varie de 0 a +0o puis de 0 & —oo, jw décrit un contour fermé qui
englobe tout le demi-plan droit. Les diagrammes de Nyquist sont représentés avec deux couleurs :
la portion rouge correspond auz fréquences positives et la portion verte correspond aux fréquences
négatives.

Dans un premier temps, appliquons le théoréme de Cauchy pour étudier la stabilité (externe)
d’un systéme quelconque dont la fonction de transfert est notée F. Le systéme est externement
stable si et seulement si F' n’admet pas de poles dans le demi-plan droit C*.

Définition 7.8 (Contour de Bromwich) Le contour d’exclusion de Bromwich (voir fi-
gure 7.5) est le contour fermé, dans le plan complexe, qui englobe tout le demi-plan droit.

—_— —Re

FIGURE 7.5 — Contour d’exclusion de Bromwich - source : [22]

L’intérieur du contour de Bromwich coincide donc avec le demi-plan droit ouvert (Cg . L’image
du contour de Bromwich par F(s) est le diagramme de Nyquist. Par conséquent, le nombre de
fois que la courbe de Nyquist entoure ’origine est égal au nombre de zéros dans le contour de
Bronwich moins le nombre de poéles dans le contour de Bronwich ; le nombre de tours est compté
négativement si le diagramme de Nyquist est orienté dans le sens trigonométrique et positivement
si non.

Lorsque nous étudions un systéme asservi, nous sommes plutot intéressés par 1’étude de la
stabilité du systéme en boucle fermée. Le systéme en boucle fermée est stable si et seulement
si la fonction de transfert (7.4) n’admet pas de poles dans le demi-plan droit fermé. Si 1 + G
entoure ’origine, alors G' entoure —1. Ce qui importe est donc le comportement du diagramme
de Nyquist autour de -1, appelé point critique. Le nombre de fois que la courbe de Nyquist
entoure —1 correspond au nombre de zéros de 1 + G(s) dans le demi-plan droit ouvert moins
le nombre de poles de 1 + G(s) dans le demi-plan droit ouvert. C’est ce que nous appelons le
critére de Cauchy. Les zéros et les poles de 1 + G(s) coincident avec les poles de H(s) et les
poles de G(s) respectivement.

Finalement, nous retenons la relation suivante

73)

ou e Z estle nombre de poles antistables (& partie réelle strictement positive) du systéme
en boucle fermée
e P est le nombre de poles antistables de la fonction de transfert en boucle ouverte
e 7T est le nombre de tours effectués par la courbe de Nyquist autour de -1, comptés
positivement si orientée dans le sens horlogique.
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Ainsi, a partir de la connaissance de P et T, nous pouvons déterminer la stabilité du systéme
en boucle fermée. Si le systéme est stable, la courbe de Nyquist est orientée dans le sens inverse
des aiguilles d’'une montre et le nombre de tours effectués autour de -1 est égal au nombre de
poles antistables de la fonction de transfert en boucle ouverte G. Le nombre de tours n’est pas
toujours simple & déterminer.

Dans un systéme de régulation, la fonction de transfert du systéme en boucle ouverte corres-
pond au gain de boucle, i.e.

G(s) = P(s)C(s) (7.6)

ou C(s) =k + % pour un régulateur proportionnel-intégral. Supposons que le systéme & régler
est stable. Le nombre P de poles antistables de la fonction (7.6) est zéro, de telle sorte que,
si le systéme en boucle fermée est stable, alors la courbe de Nyquist ne doit pas entourer —1.
Le diagramme de Nyquist nous permet également de visualiser les valeurs de gains qui rendent
stable le systéme en boucle fermée. En effet, lors du réglage des coefficients (cf. section 7.4.4),
nous faisons varier les valeurs des gains afin d’améliorer les caractéristiques (temps de montée,
par exemple) de la réponse indicielle du systéme en boucle fermée ; néanmoins, ces paramétres
ne peuvent varier que dans une certaine limite puisque nous concevons un systéme de controle
par feedback stabilisant.

7.5.2 Marge de phase et marge de gain

Les marges de phase et de gain sont des quantités qui permettent d’évaluer la robustesse
du systéme en boucle fermée & partir de la réponse fréquentielle en boucle ouverte. Considérons
encore un systéme en boucle fermée dont la fonction de transfert en boucle ouverte est notée G
(cf. figure 7.4).

Définition 7.9 (Marge de gain) La marge de gain est le changement (amplification) dans
le gain |G (jw)| nécessaire pour rendre le systéme en boucle fermée instable.

Définition 7.10 (Marge de phase) La marge de phase est la variation dans la phase arg(G(jw))
nécessaire pour rendre le systéme en boucle fermée instable.

Considérons un systéme de controle par feedback pour le modéle pharmacocinétique du méropé-
nem et supposons que les paramétres déterminant le compensateur dynamique sont fixés & partir
d’un processus particulier déterminé par les valeurs des deux covariables (ex. WT = 75kg et
GFR = 65mL/min). Les marges de gain et de phase indiquent dans quelle mesure nous pouvons
espérer que le systéme en boucle fermée reste stable si on ajoute la variabilité interindividuelle
sur les parameétres du modéle. Des valeurs élevées indiquent que le systéme de régulation concu
est robuste.

Notons W, la fréquence a laquelle la phase vaut —180° et Wy, la fréquence a laquelle le gain
vaut 1 (0dB'). Ces fréquences sont appelées respectivement fréquence d’inversion de la phase
(phase crossover frequency) et fréquence de coupure (gain crossover frequency).

Marge de gain
La marge de gain (,,, correspond au gain nécessaire pour rendre le gain de la réponse fréquentielle
en boucle ouverte unitaire lorsque w = Wy, i.e.

Gm"G(jWPC)‘ =1

G, _—
’G(JWpc)‘

1. Soit z un rapport sans unité. La valeur de z en décibels s’écrit T = 20 log,,(z).

83



CHAPITRE 7. SYSTEMES DE CONTROLE PAR FEEDBACK

En exprimant cette derniére relation en décibels (dB), nous obtenons que la marge de gain
correspond a la différence entre 0dB et le gain de la réponse fréquentielle lorsque w = W,.
Autrement dit, en notant Gp. = 20log( (|G(iWpe)),

G — —GopdB3

ou G, est la marge de gain exprimé en décibels.

Démonstration. Soit G(s) la fonction de transfert d’un systéme en boucle ouverte quelconque
dont le systéme en boucle fermée est stable (= Z = 0). Sans perte de généralité, supposons que
la courbe de Nyquist de G n’entoure pas —1 (= 7 = 0). Par la relation (7.5), nous déduisons
que P = 0, i.e. la fonction de transfert en boucle ouverte n’admet pas de poles antistables. Le
diagramme de Nyquist d’un tel systéme est représenté a la figure 7.6.

05

Imag Axis
=

05k

FIGURE 7.6 — Diagramme de Nyquist de la fonction de transfert G(s) = =5255:715

La question est de déterminer jusqu’a quel point on peut amplifier le gain de la réponse
fréquentielle avant que le systéme en boucle fermée ne devienne instable. Considérons le point
dans le plan complexe ou la phase de la réponse fréquentielle vaut —180°. Puisque la courbe de
Nyquist croise 'axe des réels en ce point, la fonction de transfert y est réelle; notons sa valeur
—1/a. La portion de I'axe réel compris entre —1/a et —1 (représentée en pointillés sur la figure
7.6) symbolise cette variation de gain. Supposons que nous multiplions le gain de la réponse
fréquentielle d’un facteur a, alors

a

a-G(jWpe) =a- <—1> =1

La courbe de Nyquist touche le point critique —1 et le systéme en boucle fermée devient instable.
On dit alors, par définition, que la marge de gain G,, vaut a. |

Marge de phase
La marge de phase P, correspond a la différence entre —180° et la phase de la réponse fréquen-
tielle en boucle ouverte lorsque w = Wy, i.e.

—180° — arg(G(jWy.))

Démonstration. Considérons encore une fonction de transfert en boucle ouverte G(s) dont le sys-

téme en boucle fermée est stable et dont la courbe de Nyquist n’entoure pas le point critique —1.
La question est de déterminer & quel point on peut modifier la phase de la réponse fréquentielle
avant que le systéme en boucle fermée ne perde sa stabilité. Considérons 'amplitude 6, exprimée
en degrés, de I'angle tel que, si le diagramme de Nyquist subit une rotation de 6°, la courbe passe
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FIGURE 7.7 — Diagramme de Nyquist de la fonction de transfert G(s) =

50
$3+4+9s2+30s5+40

par le point (—1,0). Cet angle est, par définition, la marge de phase P,,. Le point a U'intersection
de la courbe de Nyquist et du cercle centré & 'origine et de rayon 1 (voir figure 7.7) correspond
a la fréquence & laquelle le gain vaut 1, de telle sorte que la marge de phase est donnée par

I’expression

Py, = —180° — arg(G(jWy.))

Remarque 7.5 Les valeurs des marges de gain et de phase sont directement déterminées a partir

du diagramme de Bode (voir figure 7.8).

Bode Diagram

Gm=13.3dB (at 5.48 rad/sec), Pm =101 deg (at 1.85 rad/sec)

Magnitude (dB)
oy

=
L 20
=
O
g
J 150
o

=270

1"
Freguency (rad/sec)
e . _ 50
FIGURE 7.8 Diagramme de Bode de la fonction de transfert G(s) = 0524305540

L’aide de MATLAB® indique qu’'un systéme peut étre qualifié de robuste lorsqu’il admet une
marge de gain d’au moins 3 (~ 9,5dB) et une marge de phase entre 30 et 60 degrés.
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Chapitre 8

AJUSTEMENT POSOLOGIQUE
(MATLAB®)

Ce chapitre, plus orienté recherche, concerne la détermination d’une posologie optimale sur
base d’une concentration cible fixée. En d’autres termes, nous nous intéressons & la conception
de lois de controle visant & atteindre et & rester au-dessus d’une concentration cible fixée. Des
études microbiologiques sur la sensibilité des bactéries aux antibiotiques ont menées a la déter-
mination de trois classes de concentrations minimales inhibitrices selon le degré de sensibilité
(recommandations de "EUCAST ).

e Sensible : <2mg/L

e Intermédiaire : 4 — 8mg/L

e Résistant : > 8mg/L

Apreés avoir traduit en MATLAB® les modeéles concus avec NONMEM®, nous divisons les
réflexions en trois étapes. La premiére partie s’intéresse a une situation d’administration conti-
nue a vitesse constante du médicament tandis que la seconde aborde la perfusion répétée, plus
réaliste dans la pratique clinique. Enfin, la derniére étape consiste a développer un systéme de
régulation par régulateur PI. Au vu de la théorie présentée au chapitre 7, la loi de controle ainsi
déterminée est une fonction continue qui varie au cours du temps. Ce type d’entrée n’est pas
facilement implémentable dans la pratique clinique et il nous faut la modifier adéquatement en
un schéma d’administration applicable. L’ensemble des codes MATLAB® utilisés pour réaliser
cette partie du travail ainsi que des graphiques supplémentaires, supportant certains résultats,
sont disponibles en ligne a partir du lien ci-dessous.

https://www.dropbox.com/sh/6wyrOaczlluc92u/AACvEZe874uPUFCFF6h71t2ua?d1=0

8.1 Passage de NONMEM & MATLAB

Deux modeéles pharmacocinétiques ont été retenus comme pertinents pour décrire la pharma-
cocinétique du méropénem : le modeéle compartimental & trois (deux plus un) compartiments et
le modéle a base physiologique. C’est & partir de ces deux modéles que nous étudions, & I’aide du
logiciel MATLAB®, I’ajustement posologique du médicament. Commencons par répliquer avec
le logiciel MATLAB les modeéles précédemment développés avec NONMEM.

Le modéle compartimental & trois compartiments est décrit par le systéme dynamique
positif L.T.I.

{g‘c(t) — Ax(t) + bu(t)

y(t) = Cx(t)
ou
—(k1o+ k12 + k13)  kar k3 1
A= k12 —ko1 0 , b=
ki3 0 —k31 0

1. European Committee on Antimicrobial Susceptibility Testing
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_(1/5; 0 O
¢ = < 0 1/S9 O)
Les facteurs de mise & échelle S et Sy correspondent a V4 /1000 et V5/253 respectivement. Par

ailleurs, rappelons que les constantes de vitesse sont reliées aux parameétres pharmacocinétiques
de la maniére suivante :

et

ko=, k3= /<?21=?/—22 et ky =2

— CL 3
klO =V Vi Iz V3

1 )

Aprés avoir implémenté ce modéle en MATLAB® et utilisé les différentes estimations ob-
tenues avec NONMEM®, nous pouvons comparer graphiquement, entre les deux logiciels, le
résultat de trente simulations de la base de données. La figure 8.1 révele des résultats similaires.

MATLAB NONMEM

o

Concentration prédite [mg/L]

o] 1 2 4 5 6

3 2 3
Temps [h] — Plasma — FLF ‘ Temps [h]

FIGURE 8.1 — Modéle & trois compartiments : comparaison MATLAB/NONMEM de trente simulations (lignes
en trait continu, valeurs médianes; lignes en pointillés, intervalles de prédiction a 90 %)

Le modéle a base physiologique (PBPK) est décrit par le systéme dynamique positif

LTI
z(t) = Az(t) + bu(t)
y(t) = Cz(1)
ou
QCO Q u
- 0 U A0 0 0 1/V,
QrB _ __QRB 0 0 0 0
VrB KrpVrB 0
0 RB _ Qco 0 Qri Qx 0
A= KrpVo Vi K Vo KrWy b=
0 0 Qry _ Qry 0 0 ’ 0
Viu KrpViy
Qri _ Qri+CLy 0
e 0 0 0 e v 0
Qx ar QK+CLp 0
3 0 0 0 0 TR
et

c_ (st 00 0 00
“\Lo 00 1/9% 00

Les facteurs de mise a échelle S; et Sy sont identiques et valent 1/1000. De la méme maniére que

pour le modéle compartimental, nous comparons les résultats de trente simulations de la base de
données (voir figure 8.2).
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MATLAB NONMEM

Concentration prédite [mg/L]

10° ‘ ‘ . ‘ ‘ g 10° 3

o] 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Temps [h] — Artére —FLF Temps [h]

FIGURE 8.2 — Modéle physiologique : comparaison MATLAB/NONMEM de trente simulations (lignes en trait
continu, valeurs médianes; lignes en pointillés, intervalles de prédiction a 90 %)

Il est également important de vérifier que les deux modéles prédisent des concentrations
voisines. Pour ce faire, nous représentons, sur un méme graphique, les courbes médianes des
simulations réalisées ci-dessus (voir figure 8.3). Nous constatons que les concentrations dans
le site d’effet (ELF) sont trés proches (quasiment superposées). La différence au niveau des
courbes sanguines peut s’expliquer par le fait que le modéle compartimental cherche & décrire
des concentrations plasmatiques moyennes tandis que le modéle a base physiologique décrit

séparément les concentrations artérielles et veineuses. Ce sont les concentrations artérielles qui
sont mesurées.

60
— 3 comp. - Flasma

501 —— 3 comp. - ELF |
——PBPK - Arfére

40+ E
—-—-FBFK - ELF

Concentration [mg/L]

Temps [h]

FIGURE 8.3 — Modéle compartimental/modéle physiologique : comparaison des prédictions
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8.2 Perfusion continue a vitesse constante

Lors d’une perfusion continue & vitesse constante, ’évolution des concentrations (plasma-
tiques et pulmonaires) coincide avec la réponse de la description L.T.I. correspondant & une
entrée échelon dont 'amplitude est égale a la vitesse d’injection (réponse indicielle). Afin d’esti-
mer le temps de réponse (settling time), considérons le modeéle & un compartiment

&(t) = —kex(t) + u(t) (8.1)

ou x représente la quantité totale de médicament dans 'organisme, k. = CL/V est la constante
de vitesse d’élimination du premier ordre et u(t) = Rj,s est le taux d’injection constant du
médicament. La solution & I’état nul x(0) = 0 est donnée par

1 — e ket

En termes de concentration plasmatique, nous avons

Rin —
eplt) = - (L= e )

indiquant que la concentration plasmatique converge asymptotiquement vers la valeur finale

Rin
Vi = CLf
En posant
98
cp(t) = 100

on détermine que le temps ¢; nécessaire pour atteindre 98 % de la valeur finale vaut

t = (”;,g;g? _ 1) tjp = 5,5t
Autrement dit, il faut attendre environ cing demi-vies pour que la concentration plasmatique
atteigne une bande qui ne dépasse pas 2% de sa valeur finale. En termes pharmacocinétiques, on
dit qu’on atteint le plateau. Le compartiment ELF étant un compartiment artificiel représentant
une partie de 'organisme supposée initialement incluse dans le compartiment central, il est
raisonnable de tirer la méme conclusion pour la concentration dans le site d’effet.

Deux méthodes sont envisagées pour déterminer la valeur de la vitesse de perfusion. La
premiére est une formule générale applicable & n’importe quel modéle pharmacocinétique, la
seconde convient uniquement pour les modéles compartimentaux.

Premiére méthode : fonction de transfert

Soit « la valeur cible, exprimée en miligrammes par litre, que I'on désire atteindre dans le
site d’effet ELF. Notons P la fonction de transfert, d’'une des deux descriptions L.T.I. rappelées
a la section 8.1, de I'entrée u vers la sortie yo = cr,,. L’entrée constante a appliquer au systéme
doit étre donnée par ’expression

e
u = —— grammes/heure

P(0)

afin que la valeur finale de la réponse soit égale & o milligrammes par litre.
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Seconde méthode : paramétres pharmacocinétiques

Considérons a nouveau le modele & un compartiment (8.1). En termes de concentration ¢,
de médicament dans le plasma, nous avons

() = —ke-cp(t)-V + Ring
= —CL-c(t)+ Riny

A T’équilibre pharmacocinétique, la variation de masse est nulle, i.e. 2(¢) = 0. Par conséquent, la
concentration plasmatique a I’équilibre est donnée par la formule

R

css = nd 8.2
Soit «y, la concentration plasmatique, exprimée en milligrammes par litre, que I'on désire at-
teindre a ’équilibre. Le vitesse R;,; avec laquelle il faut administrer le médicament est alors
donnée par la formule

Rinp = ap - CL  milligrammes /heure

Cependant, nous sommes plutdt intéressés par une concentration cible dans le site d’effet et
c’est pourquoi il nous faut déterminer le rapport des concentrations & I’équilibre. Considérons le
modeéle & trois compartiments

t1(t) = — (k1o + k12 + k13)x1 + korw2 + k3123
j32 (t) = k12$1(7f) — k‘21$2(7f)
t3(t) = k13z1(t) — k31w3(t)
Supposons que 1’équilibre est atteint dans le second compartiment. Dans ce cas, ’équilibre est

également atteint dans le compartiment central et nous avons @1 (t) = 0 et #2(¢) = 0. La seconde
égalité indique que les quantités a ’équilibre sont liées par la relation

3 k12 as
ka1

En termes de concentrations, nous obtenons

v
38y = Vg, oo

Q2/Va

ou S1 = V1/1000 et So = V5/253, de telle sorte que le rapport des concentrations a 1’équilibre
est donné par

ci® 1000
cs® 253
8.2.1 Application au modéle compartimental
Considérons un patient pour lequel les covariables prennent les valeurs
WT =T75kg
GFR = 65mL/min

et choisissons une concentration cible de 2 milligrammes par litre. Sans inclure la variabilité
interindividuelle, les deux méthodes ci-dessus nous donne le résultat identique d’une perfusion
de

0,063 g/h

La figure 8.4 montre 1’évolution de la concentration dans le compartiment ELF au cours du
temps, indiquant que celle-ci converge effectivement vers la concentration souhaitée.
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FIGURE 8.4 — Perfusion continue a vitesse constante : évolution de la concentration pulmonaire au cours du

temps (WT = 75kg et GFR = 65mL/min)

8.2.2 Application au modéle physiologique

Considérons un patient ayant encore les caractéristiques

WT =T75kg

GFR = 65mL/min
Pour une concentration cible de 2 milligrammes par litre, la formule utilisant la fonction de
transfert suggére une vitesse d’injection constante de

0,058 g/h

afin que la sortie converge vers la concentration souhaitée.

8.3 Perfusion répétée

Dans la pratique clinique, le méropénem est un médicament qui ne s’administre pas en continu
tout au long du traitement, mais par intermittence et a intervalles réguliers, d’une dose fixée.
Cette dose est appelée dose de maintient. Nous envisageons deux méthodes (équivalentes) qui
permettent de déterminer la dose & administrer afin de rester au-dessus d’une concentration mi-
nimale (concentration cible) une fois ’équilibre pharmacocinétique atteint. Le méropénem
ayant une demi-vie relativement courte, il est généralement raisonnable de penser que I’équilibre
pharmacocinétique est atteint aprés quatre ou cing administrations. Néanmoins, il est parfois
souhaitable d’atteindre la concentration minimale dés la premiére dose, plutot que d’attendre
que 'équilibre pharmacocinétique soit établi aprés prise multiple, a intervalles réguliers, d’'une
dose fixée. Il nous faut alors déterminer cette premiere dose, appelée dose de charge (loading
dose).

Les méthodes présentées tendent uniquement & déterminer les doses a administrer. Autre-
ment dit, la période T et la durée d’administration A sont fixées. L’étude PROMESSE, menée
par F. FRIPPIAT, F. MUSUAMBA TSHINANU et al. [9], a conclu & une pénétration des tissus
significativement meilleure dans le groupe des patients recevant une administration lente 2. Pour
cette raison, les résultats présentés dans la suite de cette section supposent une administration
du médicament sur A = 3 h et toujours un intervalle de dosage de T' = 8 h.

2. «(...) the penetration of meropenem in ELF was only described using the ratio between the AUC in ELF
and the AUC in plasma (...)» [9]
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24 2

Premiére méthode : passage du continu au répété

Soit Ry, la vitesse de perfusion continue, exprimée en grammes par heure, déterminée dans
la section précédente. Il est naturel de déterminer la dose & administrer, dans une situation de
perfusion répétée, en utilisant la relation suivante :

DOSE =T Riny

Cette dose correspond a une vitesse d’injection de

DOSE T-R;
K, = = il grammes /heure

A A

Dans ce cas, c’est la concentration moyenne a ’équilibre qui est égale a la concentration cible a.
En effet, par définition d’équilibre pharmacocinétique, la variation de masse, en moyenne sur un
intervalle de dosage, est nulle une fois le plateau atteint. Autrement dit, & partir de ’équation
du modele & un compartiment (8.1), nous pouvons écrire, a I’équilibre pharmacocinétique,

Kl-A—kJex_O
71_’ =

de telle sorte que la concentration moyenne C), sur un intervalle de dosage vaut

KA Ry Ry
- T-k.-V k.-V CL

Cm

Cette valeur correspond exactement & la concentration plasmatique atteinte au plateau dans le
cadre d’une perfusion continue constante de R;, s grammes par heure (voir formule 8.2). Afin de
rester au-dessus de la concentration cible tout au long de l'intervalle de dosage, il est nécessaire
d’ajuster la vitesse d’'injection (et donc la dose). Notons C,;,, la concentration minimale sur un
intervalle de dosage & 1’équilibre. Cette valeur correspond au temps t = 8 h aprés la derniére
administration. La vitesse de perfusion est ajustée de la maniére suivante :

. Kl e
Cmin

Ky

En effet, la transformation de Laplace étant une opération linéaire, si on multiplie 'entrée u(t)
par une constante a, la sortie y(t) du systéme est également multipliée par a, de telle sorte que
nous obtenons, & la fin de l'intervalle de dosage,

Cnin = «
Le calcul de Cy;;, peut se faire via la formule de la réponse (cf. deuxiéme méthode).

Deuxiéme méthode : formule de la réponse

La seconde méthode consiste & utiliser uniquement la formule exprimant la réponse du sys-
téme calculée & la section 6.7. Nous rappelons cette formule.

Ni—2 n 6
DOASE l;) Z:l E)\kfe)\i(t—lT) (1 _ e”‘iA) + Z:l I_i\&f (eki(t*(er)T) — 1)] siteT)
y(t) =
posg N 32 B Mi01T) (1 Ny siteT
S e e R i

ou n est la dimension du systéme, les coefficients Fj; sont & adapter selon le modéle considéré,
N correspond & ’administration en cours, 77 est la partie de l'intervalle de dosage sur laquelle
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a lieu 'administration et T5 est la deuxiéme partie de I'intervalle de dosage. Notons S(Ny) la
derniére double somme, pour k = 2, évaluée en t = N; - T, i.e.

Ne—1 n

S(Ny) = Z Z FA_iieAi(Nt*l)T <1 _ e*AiA)

=0 =1

L’expression

Y= %S(Nt)

correspond & la concentration médicamenteuse, en milligrammes par litre, dans le liquide épithé-
lial pulmonaire & la fin du N:® intervalle de dosage. La dose & administrer afin d’étre, & ’équilibre
pharmacocinétique, au-deld d’une concentration fixée «, exprimée en milligrammes par litre, est
alors donnée par

- A
DOSE = 22 grammes

S |Np=4
La dose de charge, quant & elle, est donnée par
a- A
Dy = grammes
S | Ny =1

8.3.1 Application au modéle compartimental

Considérons encore un patient caractérisé par les valeurs suivantes :

WT = 75kg
GFR = 65mL/min

La table 8.1 indique, pour chaque concentration recommandée par '’EUCAST, la dose de charge
et la dose de maintien & utiliser dans le cas d’une administration sur trois heures toutes les huit

heures.
Concentration cible [mg/L| | Dose [g] (A =3h)
: i
: 5
; i
; 9
. G

TABLE 8.1 — Perfusion répétée : dose de charge et dose de maintien pour différentes concentrations cibles
(WT =175kg et GFR = 65mL/min)

La figure 8.5 illustre, pour un patient soumis & une administration répétée, ’évolution de la
concentration médicamenteuse au cours des quatre premiéres administrations pour une concen-
tration cible de 6 milligrammes par litre. Nous pouvons constater que l'utilisation des doses de
charge et de maintient présentées dans le tableau permet d’atteindre les résultats désirés.
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FIGURE 8.5 — Perfusion répétée : évolution de la concentration pulmonaire pour une concentration cible de
6 mg/L avec le modeéle compartimental (WT = 75 kg et GFR = 65 mL/min)

Dans le développement ci-dessus, nous ne tenons pas compte de la variabilité interindividuelle
afin de déterminer les doses optimales. Cette erreur sur le modéle peut mener a une sous- ou
sur-évaluation de la dose a administrer comme l'illustrent les graphiques de la figure 8.6.

Concentration [mg/L]
Concentration [mg/L]

4
Temps [h]

G
Temps [h]

(a) 100 simulations (b) courbe médiane et intervalle de prédiction
a90%

FIGURE 8.6 — Perfusion répétée : évolution de la concentration pulmonaire, avec variabilité interindividuelle,
pour une concentration cible de 6 mg/L avec le modéle compartimental (W7T = 75kg et GFR = 65 mL/min) -
temps aprés la quatriéme administration

Notons néanmoins deux observations favorables.

1. La courbe médiane, courbe au-dessus de laquelle se situe 50 % des observations, est 100 %
du temps au-dessus de la concentration cible.

2. La courbe du 5° centile est pendant presque 60 % de l'intervalle de dosage au-dessus de la
droite représentant 90 % de la concentration cible?.

Le médicament étant bien toléré, il n’y a pas de probléme clinique lorsque la concentration est
trop élevée. Néanmoins, le méropénem est un médicament cher et il est préférable de ne pas
dépasser inutilement la concentration voulue. Si nécessaire, une analyse au pire des cas peut
facilement permettre d’adapter les doses présentées a la table 8.1 de maniére & étre presque
toujours pendant 100 % du temps au-dessus de la concentration minimum désirée.

3. «[...] maintening unbound drug concentrations in plasma above the MIC for pathogens for at least 40 % of
the time between doses is usually required for optimal bactericidal activity. »[9]

95



CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

8.3.2 Application au modéle physiologique

La méthode utilisée pour déterminer les doses de charge et de maintien demande 1’implé-
mentation numérique de la formule exprimant la réponse de la description L.T.I. Comme nous
le précisons & la fin de la section 6.7, cette derniére n’est pas gérable numériquement et nous ne
pouvons deés lors pas nous en servir.

Ayant déja déterminé un régime de dosage & partir du modéle compartimental, nous pou-
vons appliquer cette « loi de controle » au modele PBPK. La figure 8.7 montre 1’évolution de
la concentration pulmonaire au cours du temps pour un patient soumis & une administration

répétée dont les doses sont celles du tableau 8.1 correspondant & une concentration cible de 6
milligrammes par litre.

—Artére
—ELF

w
o

[
o

)
o

=
Concentration [mg/L]

Concentration [mg/L]
[~
(=]

(=]

o1

0 5 10 15 20 25 30 35 0 2

4
Temps [h] Temps [h]
(a) sans variabilité interindividuelle (b) courbe médiane et intervalle de prédiction
a90%
FIGURE 8.7 — Perfusion répétée : évolution de la concentration pulmonaire pour une concentration cible

de 6 mg/L avec le modéle physiologique (WT = 75kg et GFR = 65mL/min) - temps aprés la quatriéme
administration

8.4 Systéme de régulation

L’idée de cette section est de concevoir un systéme de régulation par asservissement dyna-
mique de la sortie, capable d’ajuster la dose afin d’atteindre la concentration désirée le plus rapi-
dement possible. Pour ce faire, nous utilisons la fonction pidtune de MATLAB®. Cette fonction
fournit, pour une description R = [A, B, C, D] donnée, des valeurs pour les gains proportionnel et
intégral d’un régulateur PI. Ces valeurs sont déterminées de maniére a obtenir une marge de gain
60 degrés. Celle-ci correspond généralement & un bon équilibre entre robustesse et performances.
La seconde partie de cette section met en place un probléme d’optimisation destiné & traduire la

loi de controle, déterminée par feedback de la sortie prédite, en un schéma posologique applicable
dans la réalité clinique.

Nous travaillons sur le modéle compartimental a trois (deux plus un) compartiments. Ce
modéle correspond au processus, ou systéme & régler, du systéme en boucle fermée. Dans le cadre
de nos recherches, nous faisons de la régulation sur la concentration dans le compartiment ELF.
En effet, nous voulons que la concentration dans le site d’effet converge vers une constante fixée
a, la concentration cible. Dés lors, 'entrée de référence est la fonction échelon d’amplitude « et
la fonction de transfert P est la composante y» de la sortie y = Cx.
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8.4.1 Perfusion continue a vitesse variable

Considérons un individu de 70 kg dont le débit de filtration glomérulaire vaut 40 mL/min.
Sans tenir compte de la variabilité interindividuelle sur le modéle, la fonction pidtune propose
les valeurs de gains suivantes :

k, =0,00713 et Fk; =0,00683

A partir de la sortie prédite, nous pouvons déterminer la fonction d’entrée du processus, produite
par le compensateur, ainsi que la réponse du systéme en boucle fermée pour une concentration

cible de
a=2mg/L

Ces derniéres sont représentées a la figure 8.8.
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FIGURE 8.8 — Perfusion continue & vitesse variable : sorties du systéme en boucle fermée pour k, = 0.00713 et
k; = 0.00683 (WT = 70kg et GFR = 40mL/min)

Dans ce cas, le temps nécessaire pour que la concentration atteigne 10 % de la valeur finale vaut
approximativement huit heures. Cette valeur est élevée et le systéme de régulation ne semble
pas étre plus performant que les méthodes utilisées dans la section précédente pour la perfusion
répétée. Cependant, I'interface graphique pidtool de MATLAB® permet de régler manuellement
les gains k, et k; de maniére a améliorer les performances du systéme. Le régime transitoire de
la fonction représentant la vitesse d’injection peut alors devenir compliqué (voir figure 8.9).

0 5 1b 1I5 Zb 25
Temps [h]

FIGURE 8.9 — Perfusion continue & vitesse variable : entrée du processus pour k, = 0.0333 et k; = 0.0409
(WT =70kg et GFR = 40 mL/min)
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Le compensateur ainsi construit est robuste. Ceci peut se vérifier de deux maniéres. La
premiére méthode est d’investiguer le diagramme de Nyquist du systéme en boucle ouverte,
repris & la figure 8.10 (a). Comme déja discuté a la section 7.5.1, le diagramme de Nysquist ne
doit par tourner autour du point critique -1. C’est effectivement le cas et on en conclut que le
systéme en boucle fermé est stable. De plus, la marge de gain est infinie. La seconde méthode
consiste & ajouter la variabilité interindividuelle sur les paramétres du modéle et & vérifier que
le systéme en boucle fermée est encore stable. La figure 8.10 (b) montre une famille de profils
pharmacocinétiques obtenus en faisant varier les paramétres conformément aux résultats obtenus

avec NONMEM®. Nous y constatons que chacune des courbes converge vers la concentration
cible.
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(a) Diagramme de Nyquist (b) Réponse avec variabilité interindividuelle

FIGURE 8.10 — Perfusion continue & vitesse variable : analyse de la robustesse

A présent, regardons ce qu’il advient de la sortie du systéme lorsque nous ajoutons la
variabilité interindividuelle sur le modéle pharmacocinétique (le processus) et que nous appli-
quons, en boucle ouverte, la loi de controle illustrée a la figure 8.8 (a). Le résultat, représenté par
la médiane et 'intervalle de prédiction a 90 %, se situe a la figure 8.11. Une fois que le systéme est
a l’état stationnaire, la concentration médicamenteuse est en-dessous de la concentration désirée
pour, & peu prés, 50 % des patients simulés.
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FIGURE 8.11 — Perfusion continue & vitesse variable : sortie du systéme en boucle ouverte, avec variabilité
interindividuelle, pour k, = 0.0333 et k; = 0.0409 (WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)
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Le systéme de régulation par régulateur PI produit une fonction d’entrée du processus, cor-
respondant & la vitesse d’injection du médicament, qui n’est pas facilement applicable dans la
pratique clinique. Le méropénem est un médicament qui s’administre par intermittence. Une
fois le plateau atteint, nous pouvons facilement traduire la perfusion continue en une perfusion
répétée. Le probléme qui se pose est de traduire la partie transitoire, durant laquelle la vitesse
d’injection varie beaucoup, en une fonction constante par morceaux facilement implémentable
dans la pratique. Ceci est discuté dans la prochaine section.

8.4.2 Adaptation du régime transitoire

Considérons la fonction d’entrée, i.e. la vitesse de perfusion au cours du temps, représentée
a la figure 8.9. Le temps de réponse (settling time) du systéme pour ce signal vaut

ts =12,08h

La sortie (concentration ELF) du systéme asservi, représentée sur I'intervalle [0, ¢;], se situe a la
figure 8.12.

Concentration [mg/L]

0 5 10 15 20 25
Temps [h]

FIGURE 8.12 — Perfusion continue & vitesse variable : sortie du systéme en boucle fermée pour k, = 0.0333 et
ki =0.0409 (WT = 70kg et GFR = 40mL/min)

Il nous faut, via un probléme d’optimisation approprié, déterminer une fonction constante par
morceaux qui, utilisée comme entrée du modeéle, donne une sortie semblable & celle du systéme
de régulation sur l'intervalle [0,¢,]. A cette fin, nous décidons de minimiser la distance Ly entre
les deux fonctions de sortie. Pour rappel, la norme Lo d’une fonction f(z) est donnée par

1112 = ([ 1r@Par) -

L’entrée que nous cherchons & identifier est caractérisée par un nombre arbitraire m de doses,
ou vitesses d’injection, et par m — 1 temps de changement. Choisissons, par exemple, m = 2.
Dans ce cas, nous cherchons deux doses, notées Dy et Do, et un temps de changement, noté t.
La fonction d’entrée correspondante est la fonction

K ite |0t
u(t) _ 1, S? S [_7_)
Ky, site [t,ts)

ou

avec Aq et Ay les longueurs des intervalles [0,1) et [¢,¢s) respectivement.
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Nous faisons I’exercice* pour le systéme de régulation dont le processus est caractérisé par
les valeurs

WT =70kg et GFR=40mL/min

et le compensateur est déterminé par les gains
k, =0,0333 et k;=0,0409

Les valeurs optimales de K, Ks et ¢ sont 0,09 g/h, 0,04 g/h et 4,8 h respectivement. Autrement
dit, il est recommandé d’administrer une dose de 0,43 grammes pendant quatre heures et 48
minutes, suivie d’une dose de 0,29 grammes pendant 7 heures et 16 minutes. La figure 8.13 montre
I’évolution de la concentration dans le site d’effet correspondant & ce schéma d’administration.

Nous constatons que cette courbe approche correctement I’évolution de la concentration obtenue
avec le systéme de controle par feedback.

Boucle ouverte

——-Boucle fermée

Concentration [mg/L]

(=]

0 5 1|0 15 20 25
Temps [h]

FIGURE 8.13 — Adaptation du régime transitoire : sortie du systéme en boucle ouverte (WT = 70kg et
GFR =40mL/min)

Grace a la linéarité, modifier la concentration cible d’un facteur 5 revient a multiplier les
doses D1 et Dy, et donc les vitesses K; et Ko, par ce méme facteur . Supposons que nous
désirons atteindre une concentration cible de 6 milligrammes par litre. En multipliant les vitesses

d’injection K et K5, déterminées précédemment, par un facteur trois, nous obtenons le résultat
attendu (voir figure 8.14).

Concentration [mg/L]
N w £ o1 [+)} ~l @

0 5 10 15 20
Temps [h]

FIGURE 8.14 — Adaptation du régime transitoire : sortie du systéme en boucle ouverte pour une concentration
cible de 6 mg/L (WT = 70kg et GFR = 40 mL/min)

4. Nous n’utilisons pas un algorithme d’optimisation. Les valeurs que nous appelons « optimales » sont déter-
minées en balayant ’espace admissible.
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Nous pouvons réitérer le développement pour un patient caractérisé par les valeurs

WT = 75kg
GFR = 65mL/min

A Taide de 'interface graphique pidtool de MATLAB®, on régle les gains k, et k; du régula-
teur proportionnel-intégral afin que le temps de réponse (settling time) du systéme asservi soit
d’environ cinqg heures (choix arbitraire). Finalement, le compensateur est caractérisé par les gains

k,=0,0584 et k; =0,119

La figure 8.15 illustre la loi de controle congue par asservissement de la sortie prédite, sans
variabilité interindividuelle sur le modeéle, ainsi que la réponse du systéme en boucle fermée. Le
temps de réponse (settling time) du systéme de controle pour le signal représenté & la figure
8.15 (a) vaut

ts =6,51h

© 0.14

t
o
o
=3

Vitesse d'injection
(=)

5 10 15
Temps [h]

o

(a) Entrée du processus

25
=
o
2 2
§15
B
E 1
3
£ 05
Q
3]
% 5 10 15
Temps [h]
(b) Sortie du systéme (ELF)
FIGURE 8.15 — Perfusion continue a vitesse variable : sorties du systéme en boucle fermée, k, = 0.0584 et

ki =0.119 (WT = 75kg et GFR = 65mL/min)

Encore une fois, nous cherchons & modifier adéquatement la partie transitoire de la perfusion
continue & vitesse variable en un schéma, posologique consistant en une perfusion constante par
morceaux. La résolution numérique du probléme d’optimisation, toujours avec un nombre m = 2
de doses, donne le résultat suivant :

K1 =0,15g/h, Ky=0,06g/h t=26h

En d’autres mots, cela suggére d’administrer une premiére dose de 0,39 grammes pendant 2 heures
et 36 minutes, suivie d’une seconde dose de 0,234 grammes pendant 3 heures et 54 minutes. La
figure 8.16 montre I’évolution de la concentration dans le site d’effet. Nous constatons que cette
courbe approche convenablement la courbe de sortie du systéme en boucle fermée. Grace a la
linéarité, que nous avons déja évoquée, nous pouvons établir le tableau 8.2. Celui-ci indique,
pour chaque niveau de concentration, les deux premiéres doses & injecter en vue d’approcher, au
mieux, la sortie du systéme asservi par régulateur PI.

101



CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

Boucle ouverte

——-Boucle fermée

Concentration [mg/L]

10 15
Temps [h]

FIGURE 8.16 — Adaptation du régime transitoire : sortie du systéme en boucle ouverte pour une concentration
cible de 2 mg/L (WT = 75kg et GFR = 65mL/min)

Concentration cible [mg/L] Doses |g|
(A1 =2,6h & Ay =3,9h)

: o5

: o

: o

: i

1 i

TABLE 8.2 — Adaptation du régime transitoire : les deux premiéres doses pour différentes concentrations cibles
(WT =175kg et GFR = 65mL/min)

8.5 Perspectives

Les résultats présentés dans ce chapitre sont prometteurs. Nous pouvons déterminer, lorsque
la durée d’administration et la longueur de l'intervalle de dosage sont fixés a priori, la dose de
charge et la dose de maintien & utiliser afin d’atteindre et de rester au-dessus d’une concentra-
tion cible fixée. Les valeurs présentées dans le tableau 8.1 sont cohérentes avec d’autres déja
publiées dans la littérature [9]. Malheureusement, aucune méthode systématique n’existe dans
le but de déterminer la durée d’administration qui permet une pénétration des tissus optimale
et nous utilisons donc la conclusion, basée sur une technique de simulations, issue d’une autre
étude [9]. Par ailleurs, nous montrons qu'’il est possible de modifier adéquatement une loi de
controle, déterminée via un systéme de régulation par asservissement dynamique de la sortie, en
une posologie applicable dans la pratique clinique. Cependant, des recherches sont encore néces-
saires afin d’améliorer les résultats en fonction des besoins. Par exemple, nous pouvons concevoir
I’adaptation du régime transitoire sous la forme d’un probléme d’interpolation. Finalement, nous
concluons qu’il est possible d’atteindre, a travers des études supplémentaires, I’objectif principal
dans lequel le projet se construit, a savoir le développement d’un outil automatisé d’aide a la
décision, adaptable dans différents contextes (autre médicament, autre voie d’administration,
etc.).
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Conclusion

Au début de ce mémoire, une introduction & la pharmacocinétique, essentielle pour com-
prendre le domaine dans lequel le présent projet est réalisé, a mis en place les notions de base
de biodisponibilité, de volume de distribution et de clairance (parameétres pharmacocinétiques).
Ensuite, nous avons présenté les modeéles pharmacocinétiques classiques, a savoir les modéles
compartimentaux mamillaires, ainsi que leur interprétation en termes de parameétres pharma-
cocinétiques. La notion de demi-vie y a également été évoquée. Enfin, nous avons construit un
nouveau modeéle pharmacocinétique pour le méropénem, le modéle & base physiologique.

Forts de ces éléments, nous avons développé ces modéles, pour le méropénem, sous la forme
de modeéles probabilistes. Pour ce faire, nous avons utilisé une approche de modélisation & effets
mixtes non linéaires et nous avons inclus des covariables dans le but d’expliquer une partie de la
variabilité interindividuelle sur la clairance et les volumes de distribution. Les seules covariables
qui se révelent statistiquement et cliniquement pertinentes sont le poids (WT) et I'état de la
fonction rénale, quantifié par le débit de filtration glomérulaire (GFR). Le modéle compartimental
qui semble décrire au mieux les mesures de concentration plasmatique est un modele & deux
compartiments. L’avantage de la base de données & notre disposition réside dans le fait que nous
possédons aussi des informations sur la concentration dans le site d’effet, & savoir les poumons ou,
plus précisément, le liquide épithélial (ELF). Par conséquent, nous avons pu modéliser I’évolution
de la concentration dans ce compartiment et nous avons obtenu, in fine, un modéle a trois
compartiments, appelé, plus justement, modéle & deux plus un compartiments.

Par apres, nous avons écrit le modeéle compartimental (de dimension 3) et le modéle physiolo-
gique (de dimension 6) sous la forme de systémes commandés linéaires temps invariant. Des tests
numériques ont permis de confirmer l'intuition selon laquelle ce type de systémes est interne-
ment stable. De plus, les systémes sont observables en connaissant uniquement la concentration
plasmatique en tout temps. Dans ce méme chapitre, nous avons étudié I’expression analytique de
la réponse temporelle de ces systémes en fonction des paramétres caractéristiques d’une entrée
traduisant une perfusion répétée a intervalles réguliers. Cette formule s’avére trés intéressante
puisqu’elle peut étre utilisée pour l’ajustement posologique. Plus précisément, elle permet de
déterminer les doses & injecter, une fois la durée d’administration et la longueur de 'intervalle
de dosage fixés. Malgré le fait que cette expression est numériquement mal conditionnée pour
le modéle a base physiologique, il suffit de déterminer la « loi de contréle » & partir du modéle,
plus simple, & trois compartiments et de ’appliquer au modéle physiologique.

Finalement, nous avons développé un chapitre théorique sur les systémes de régulation et
nous avons montré comment cet outil peut étre utilisé pour répondre a la question de la dé-
termination d’un schéma posologique ou, plus particuliérement, de doses de charge. La loi de
contrble, déterminée par asservissement de la sortie prédite, ajuste continuellement la vitesse
d’injection afin d’atteindre la concentration désirée. Ce type d’entrée n’est pas applicable dans
la pratique clinique. Nous illustrons, & travers quelques exemples, qu’il est possible de modifier
adéquatement cette fonction en un schéma d’administration implémentable en pratique. Nous
ouvrons alors le champ a de nouvelles recherches pouvant mener a un outil d’aide & la décision,
systématique et adaptable.
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Liste des symboles

Ce glossaire reprend les principaux symboles utilisés dans le cadre de ce mémoire. Pour chaque
symbole, nous en donnons la signification et I'unité associée. Le cas échéant, nous ajoutons une
bréve description. De maniére générale, les notations s’inspirent du vocabulaire anglais.

cq(t)
CK(t)
CL

CLg

CLy

DOSE
GFR

Ka Kla KQ

S

k1o

k12

Concentration artérielle
Concentration dans les reins
Clairance totale

Clairance rénale

Clairance hépatique

Concentration dans le foie
Concentration pulmonaire (dans le
liquide épithélial)

Concentration plasmatique
Concentration dans le compartiment
« rest of the body »

Concentration veineuse

Durée d’administration

Dose administrée

Variable quantitative indiquant le
débit de filtration glomérulaire
Vitesses d’injection du médicament
Constante de vitesse d’élimination
du premier ordre du modéle & un
compartiment

Gain intégral du régulateur PI
Gain proportionnel du régulateur PI
Constante de vitesse d’élimination
du premier ordre

Constante de vitesse de distribu-

tion du compartiment central vers le
deuxiéme compartiment
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mg/L
mg/L
L/h

L/h

L/h

mg/L
mg/L

mg/L
mg/L

mg/L
h

mL/min

Volume virtuel de plasma nettoyé de
substance médicamenteuse par unité
de temps

Volume virtuel de plasma nettoyé de
substance médicamenteuse par ex-
crétion rénale par unité de temps
Volume virtuel de plasma nettoyé de
substance médicamenteuse par mé-
tabolisme hépatique par unité de
temps

Un des paramétres caractéristiques
de entrée du systéme

Un des paramétres caractéristiques
de entrée du systéme

Quantité de sang filtré par les reins
par unité de temps

Fraction de meédicament éliminée
par unité de temps

Fraction de médicament du compar-
timent central éliminée par unité de
temps

Fraction de médicament qui
passe du compartiment central au
deuxiéme compartiment par unité
de temps
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k13

ka1

Vi

Va

Vi

Vi
VLi

Constante de vitesse de distribution
du compartiment central vers le troi-
sieme compartiment

Constante de vitesse de distribution
du deuxiéme compartiment vers le
compartiment central

Constante de vitesse de distribution
du troisieme compartiment vers le
compartiment central

Clairance intercompartimentale
entre le compartiment central et le
deuxiéme compartiment

Clairance intercompartimentale
entre le compartiment central et le
troisieme compartiment

Vitesse de perfusion plasmatique des
reins

Vitesse de perfusion plasmatique du
foie

Vitesse de perfusion plasmatique des
poumons

Débit cardiaque

Vitesse de continue
constante

Parameétre de mise a échelle du com-
partiment central

Parameétre de mise a échelle du com-
partiment ELF

Période, ou longueur de l'intervalle
de dosage

Volume apparent de distribution

perfusion

Volume de distribution du compar-
timent central d’'un modéle compar-
timental

Volume de distribution du compar-
timent périphérique (resp. ELF) du
modéle compartimental & deux com-
partiments (resp. a trois comparti-
ments)

Volume de distribution du compar-
timent périphérique du modéle com-
partimental & trois compartiments
Volume de sang artériel

Volume des reins

Volume du foie
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L/h

L/h

L/h
L/h
L/h
L/h

g/h

SRS

Fraction de médicament qui passe
du compartiment central au troi-
sitme compartiment par unité de
temps

Fraction de médicament qui passe
du deuxiéme compartiment au com-
partiment central par unité de temps
Fraction de médicament qui passe
du troisitme compartiment au com-
partiment central par unité de temps

Quantité de sang éjecté par le coeur
par unité de temps

Un des paramétres caractéristiques
de l'entrée

Volume virtuel occupé par le médi-
cament si sa concentration était par-
tout égale et égale a la concentration
plasmatique

Volume virtuel du compartiment
central qui justifie les concentrations
plasmatiques

Volume virtuel du deuxiéme com-
partiment qui justifie les concentra-
tions plasmatiques

Volume virtuel du troisiéme compar-
timent qui justifie les concentrations
plasmatiques
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VLu

VrB

wT

Volume du liquide épithélial pulmo-
naire (ELF)

Volume du compartiment « rest of
the body »

Volume de sang veineux

Variable quantitative indiquant le
poids
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Annexe A

DEMONSTRATION DE LA POSITIVITE DES
SOLUTIONS

Cette annexe consiste a démontrer le théoréme concernant la positivité des solutions des
systémes de la forme

a(t) = fx(t),  2(0) =z,  t€[0,Ty) (A1)

o f: D — R™ est localement lipschitzienne et essentiellement non négative, D est une
partie de R™ et [0,T},) est 'intervalle maximal d’existence de la solution.. Les démonstrations
sont réalisées & partir du papier scientifique Modeling and Analysis of Mass-Action Kinetics de
CHELLABOINA et al. [1]. Rappelons d’abord un lemme clé en théorie des équations différentielles

Lemme A.1 (Lemme de Gronwall) Supposons qu’il existe une fonction continue x : R — R
telle que

t
z(t) <a+ [ Px(s)ds, t >t
to

ot a« € R et B> 0. Alors,
2(t) < aell=) ¢ >4

Démonstration. Voir Nonlinear Dynamical Systems and Control : A Lyapunov-Based Approach
de M. HADDAD et V. Chellaboina [12]. |

Lemme A.2 Considérons le systéme (A.1). Soit U C D une partie fermée de D. Alors U est
invariant par rapport au systéme (A.1) si et seulement si

h —

m g EER@ ey
h—0t+ yeU h

ot ||| représente n’importe quelle norme vectorielle sur R™.

Démonstration. Commencons par démontrer la condition suffisante. Soit g € Y. Montrons que
z(t) € U pour tout t € [0,7y,). Grace a la condition de Lipschitz imposée a la fonction f, on
peut trouver un voisinage Ba.(xg) (¢ > 0) de z( et une constante L := L,, > 0 tels que

1f (@) = fWl < Lllz =yl Va,y € Bac(xo) (A.2)

Pour la suite, notons s(t; Z) la solution du systéme (A.1) pour la condition initiale Z. Soit T' €
[0,T,) choisi tel que, pour tous z,y € Bac(xg), les fonctions s(¢;x) et s(t;y) restent dans la
boule By (zg) pour tout ¢ € [0,7"). Par ailleurs, ces fonctions vérifient

s(t;x) = —i—/o f(s(r;2))dr (A.3)

Sty) =y + /0 F(s(rsy))dr (A4)
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En soustrayant (A.4) & (A.3), on obtient

ﬂt@—%@w)zx—y+lLﬂdﬂ@)—ﬂdﬂwﬂw

Par l'inégalité triangulaire, on a

[s(t;2) —sty)|l < [l =yl +/0 1 (s(r52)) — f(s(m59)ll dT

(42) :
<z =yl +/ L|s(t;x) — s(T;y)|| dr Va,y € Bae(xg),Vt € [0,T)
0

Le lemme de Gronwall implique alors que
Is(t;2) = s(ty)ll < ella =yl Va,y € Bae(zo), ¥t € [0,T) (A.5)

Soit t; € [0,T) choisi tel que |[s(t;29) — 2ol < § pour tout ¢ € (0,%1). Autrement dit, sur
I'intervalle de temps (0, ¢1), la solution s(t;zg) reste relativement proche de la condition initiale
xo. Ensuite, définissons la distance suivante :

8(t) = inf [(t:0) —

Cette fonction représente la distance de la solution au temps ¢ par rapport a l’ensemble ¢/. Nous
avons directement que ¢(0) = 0 et que ¢(t) < |s(t;w0) — xol| < § pour tout ¢ € (0,%1). Soit
t € (0,t1) arbitraire. Choisissons y; € U tel que ||s(t;z0) — y:| — ¢(t) < 5. Dés lors, nous avons
successivement

1y — ol 1y — s(t; x0) + 5(t; x0) — wol|

< Is(t;20) — well + ||s(t;w0) — o]
€
< o(t) + 3t l|s(t; z0) — xo|
< € + € + €
3 3 3

= €

En particulier, cela signifie que y; € Bac(zg). Soit h > 0 choisi tel que t + h < t5.

o(t+h) = ;2{1 Is(t + h;xo) — Z|| par définition
< mfllls(t +hiao) = s(hsye)ll + s ge) —ye = hf (o)l + llye + 1f (ye) — 2]]
= st +hizo) = s(hsye)ll + Is(hsye) = ye = hf (ye)ll + inf [lye + 2f (ye) — 2l
< "Mt wo) — yiell + ls(hs ye) — vr — hf (we) | + inf lye +hf(ye) — 2] par (A.5)
< et <§ + ¢(t)> +lIs(hige) = ye = hf (yo)| + i llye +hf(ye) = =]

12

e o(t) + [|s(hsye) — yr — hf ()l + inf [lye+ () = 2|

Notons que l'on peut effectivement appliquer I'inégalité (A.5) & x = s(t;z9) € Bae(xg) (car
t € (0,t1) C[0,T)) et &y =y € Bae(wo) . En retranchant par ¢(¢) puis en divisant par h les
deux membres de l'inégalité, nous obtenons

_ ebh _
Ath) ot (1)

h

s(h;ye) =y oMy +hf(y) — 2|
AE .
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En considérant la limite lorsque h tend vers 0 par valeurs positives, nous avons

: eLh —1 Lz\/ 0
R e
de telle sorte que
ot +h) —9(t)
1 < Lo(t
hgg+ h < Lo(t)

(t)
ou nous avons utilisé la définition de la dérivée pour le troisiéme terme et, enfin, 'hypotheése de
départ pour le dernier terme. En intégrant les deux membres de 1’inégalité, nous obtenons,

o(t) — 9(0) < /Otm(T)dT

=
=
A\

t
#(0) —l—L/ o(7)dr
0
De nouveau par le lemme de Gronwall, on a que
0<o(t) <eMp(0)  Vte(0,t)

Or ¢(0) = 0 de telle sorte que ¢(t) = 0 pour tout ¢ dans l'intervalle (0,¢;), i.e. s(¢;x9) € U pour
tout ¢ € [0,¢1). Puisque tout le raisonnement qui précéde est construit & partir de la condition
initiale o fixée arbitrairement dans U, on peut en conclure que, pour tout temps ¢ > 0 tel que
s(t; o) € U, il existe to > 0 tel que s(t;x¢) € U pour tout ¢ € [t, ¢+ t2). Posons

7 := inf{t > 0|¢(t) > 0}

Le temps 7 correspond donc au moment ou la solution quitte ’ensemble U. Puisque ¢(t) = 0 pour
tout t € [0,¢1), on a directement que 7 > ¢; > 0. Supposons par ’absurde que 7 < T},,. Autrement
dit, supposons que U n’est pas un ensemble invariant. Par définition, ¢(¢) = 0 pour tout ¢ € [0, 7),
signifiant que s(t;z¢) € U pour tout t € [0,7) et, comme s(7;x¢) = lim;_,.— s(t;x0), s(7;x0) est
la limite d’une suite dans ’ensemble fermé U de telle sorte que s(7;xg) € U. Dés lors, il existe
un temps to > 0 tel que s(¢;x9) € U pour tout t € [7, 7 + t2). Autrement dit,

opt)=0  Vte[rT+tr)

Ceci est en contradiction avec la définition de 7 et on a démontré que I’ensemble U/ est invariant
par rapport au systéme (A.1).

A présent, démontrons la condition nécessaire. Soit & € U choisi arbitrairement. Puisque U/
est un ensemble invariant par rapport au systéme (A.1), s(h;z) € U pour tout h € [0,T,). Dés
lors, pour tout h € [0,7}), on peut écrire

0<inf [z +hf(z) =yl < [o+hf(z)—sh)
yeUu

s(hyz) —x

= |h
]| =

— f(x)

En divisant par |h| les deux membres puis en passant a la limite quand h tend vers 0 par valeurs
positives, nous obtenons, grace au théoréme de I'Etau,

0
h—0+ yeU h
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Théoréme A.1 (Positivité des solutions) Supposons que ['orthant positif [0,00)" est
contenu dans D. Alors, U = [0,00)" est un ensemble invariant par rapport 4 (A.1) si et seule-
ment si f est essentiellement non négative.

Démonstration. Dans un premier temps, supposons que f est une fonction essentiellement non
négative. Soit z € [0,00)™. Pour tout i € {1,...,n},
e siz; =0alors x; +h f(x;) >0 pour tout h > 0;
v v
=0 >0
e siz; >0alors x; +hf(x;) > 0 pour tout h > 0 suffisamment petit.
~—~

>0
Nous avons donc

x+ hf(z) €[0,00)", Vh > 0 suffisamment petit

Par conséquent,

e+ b gl
y€[0,00)™ h

=0, Vh > 0 suffisamment petit

(en effet, le minimum est atteint en y = x + hf(z) € [0,00)™). Dés lors, nous pouvons écrire

0
h—0+ y€[0,00)™ h

et conclure, par le lemme A.2, que l'orthant positif [0,00)" (partie fermée de R™) est invariant
par rapport au systéme (A.1).

A présent, supposons que I'ensemble [0, 00)™ est invariant par rapport au systéme (A.1). Soit
z(0) € [0,00)" la condition initiale et x(t), t € [0,T%,), la solution du systéme. Par I’absurde,
supposons que la fonction f n’est pas essentiellement non négative. Sans perte de généralité,
supposons qu'il existe i € {1,...,n} tel que f;(x(0)) < 0 et ;(0) = 0. Puisque f est continue, il
existe une constante h > 0 suffisamment petite telle que f;(x(t)) < 0 pour tout ¢t € [0, k) ou, de
maniére équivalente,

i(t) <0, Yt € [0,h)

La fonction x;(+) est alors strictement décroissante sur 'intervalle [0, k) et, par conséquent, z;(t) <
0 sur ce méme intervalle. Par conséquent, z(t) ¢ [0,00)"™ pour tout t € [0,h) C [0,T%,), ce qui
est en contradiction avec le fait que 'orthant positif est un ensemble invariant. Notre hypothése
absurde est donc fausse et la fonction f est essentiellement non négative. |
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Annexe B

DEMONSTRATION DU THEOREME DE
PERRON-FROBENIUS

Cette annexe constitue une preuve compléte du théoréme de Perron-Frobenius pour les ma-
trices de Metzler. Pour ce faire, nous commencons par présenter une série de résultats intermé-
diaires. L’ensemble de ces résultats sont issus de 'ouvrage Matriz analysis de HORN et JOHNSON
[14].

Dans ce qui suit, les notations |z| et |A| signifient que toutes les composantes du vecteur x
ainsi que toutes les entrées de la matrice A sont prises en module.

Définition B.1 (Rayon spectral) Soit A € K™*" une matrice sur le champ K. Le rayon
spectral se note p(A) et est défini par

p(A) = max{|A||A € o(A)}

Corollaire B.1 Soient A € R™ " une matrice non négative (A > 0) et x € R™ un vecteur
strictement positif (v >> 0). S’il existe une constante o > 0 telle que ax << Ax, alors a < p(A).

Démonstration. Voir [14]. [ ]

Lemme B.1 Soient A € R™*"™ une matrice positive (A >>0), X la valeur propre de A telle que
IA| = p(A) et x un vecteur propre associé, i.e.

Ar = Az, x#0

ot || = p(A). Alors

Alz| = p(A)|z| et |z] >> 0.

Démonstration. Nous avons
p(A) |z = [N |z] = [Az| = |Az| < |A| |z] = Alz| (B.1)

Posons
y:=Alz| - p(A) |z|

Par (B.1), y > 0. Par ailleurs, puisque |z| # 0 et que A >> 0, on a
Alz| >>0

En outre, p(A) > 0 pour toute matrice A >> 0 (voir preuve du lemme B.3). A présent, distin-
guons deux cas.
e Supposons y = 0. Dans ce cas, A |x| = p(A) |x|, ou encore, puisque p(A) # 0,

2| = p(A) Az
Gréace aux remarques ci-dessus, on conclut que |z| >> 0
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e Supposons y > 0. Posons
z = Alx|

Dés lors,
0<< Ay =Az—p(A)z

Autrement dit, Az >> p(A)z. En appliquant le corollaire B.1 avec a = p(A4) > 0 et
x = z >> 0, on conclut que p(A) < p(A) et, par conséquent, ce second cas n’est pas

possible.
|

Lemme B.2 Soient A € R™™" une matrice positive (A >> 0), X la valeur propre de A telle que
|A| = p(A) et x un vecteur propre associé, i.e.

Az = Az, x#0

ot || = p(A). Alors il existe une constante 6 € R telle que e~z = || >> 0.

Démonstration. Par hypothése, on sait que

|Az| = [Az| = p(A) || (B.2)
Par ailleurs, le lemme B.1 permet d’affirmer que

Alz| = p(A) || (B.3)

Dés lors, pour tout k € {1,...,n},

(B.2) . . A>50 (B.3)
p(A)lar] = (AR, e = D arpap| <D largl |zl “Z7D " any lwp| = (Ala]), =" p(A)|]
p=1 p=1 p=1

Par conséquent, tout est égal et nous avons en particulier

n n
Z OkpTp| = Z |agpp]
p=1 p=1

Or, I'inégalité est atteinte dans 'inégalité triangulaire si et seulement si les nombres complexes

agprp (p = 1,...,n) représentent des vecteurs alignés dans le plan complexe et il en va de
méme pour les z, (p = 1,...,n). Notons 6§ € [0, 7 leur argument commun. Il s’ensuit alors que
e r = |z| >> 0. u

Lemme B.3 Soit A € R™" une matrice positive. Alors p(A) > 0, p(A) est une valeur propre
de A et il existe un vecteur x >> 0 tel que Ax = p(A)x.

Démonstration. Supposons par ’absurde que p(A) = 0, i.e. toutes les valeurs propres de A sont
nulles. Dans ce cas,
traceA = Z Ai=0
Ai€o(A)

Ceci est impossible puisque A a tous ses éléments strictement positifs et donc, en particulier, ses
éléments diagonaux. Notons y le vecteur propre associé a la valeur propre A qui vérifie [\| = p(A).
Par le lemme B.1, p(A) est une valeur propre de A et le vecteur propre associé est |y| >> 0. On
conclut la démonstration en posant z := |y|. |

Théoréme B.1 Soit A € R™™ ™ une matrice positive. Soient w et z deuzr vecteurs non nuls qui
vérifient

Aw = p(A)w et Az = p(A)z

Alors il existe une constante k € C telle que w = kz.
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Démonstration. Par le lemme B.2 (appliqué & A = p(A)), il existe 01,02 € R tels que
pi=ePz=1z >>0

et
q:=e 02 = | >> 0
Posons

B = rl,rgrllq@-pjl et ri=q-Pp

Remarquons que toutes les composantes de r sont positives. En effet, supposons par 'absurde
que la [®* composante est strictement négative. Nous avons successivement

a—PBm < 0
Bor > q
B > qp’

et 8 n’est plus le minimum. Par ailleurs, notons qu’au moins une composante de r est nulle
(la composante k qui vérifie k& = argmin;<;<,, qipfl). Le vecteur r est donc positif mais pas
strictement positif. Nous avons successivement

Ar = Aq-— PBAp

= Alz[ - fA|w]

= p(A)|z| = Bp(A)|w] par le lemme B.1

= p(A)g— Bp(A)p

= p(A)(q - bp)

— oAy (B.4)

Sir # 0, alors r = p(A)_1 Ar >> 0. Ceci contredit le fait que r posséde au moins une

composante nulle, d’ou le fait que r doit étre le vecteur nul. Par conséquent, ¢ = Bp ou, de
maniére équivalente,
w = Be1—02),

et on obtient le résultat en posant o = Set(@1-02) |

Ce théoréme affirme que le sous-espace propre associé & la valeur propre p(A) est & une
dimension. Dés lors, nous pouvons en déduire le corollaire ci-dessous.

Corollaire B.2 Soit A € R™™" une matrice positive. Alors il existe un unique vecteur x tel que
Az = p(A)z, © >> 0 et Y ;" x; = 1. Un tel vecteur est appelé vecteur de Perron.

Théoréme B.2 (Perron-Frobenius pour les matrices non négatives) Soit A € R™"
une matrice non négative. Alors p(A) est une valeur propre de A et il existe un vecteur propre
positif x > 0 (x #0) tel que Ax = p(A)z.

Démonstration. Soit € > 0. Posons A(e) := [ai; + €|1<i j<n >> 0. La matrice A(e) étant positive,
elle admet un vecteur de Perron que I'on note z(¢). Par définition, z(e) >>0et > " x(e); =1
de telle sorte que

{z(e)le >0} C {2 € C"[[lzfly < 1}

ou le dernier ensemble est compact. Considérons une suite (x(¢;));en 01l on suppose que la suite
(€i)ien C R est décroissante. La suite (x(e;))ien étant contenue dans un ensemble compact, on
peut en extraire une sous-suite convergente (z(¢;, ))gen, ol (ix)gen C N est une suite strictement
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croissante. Notons x la limite de cette sous-suite. Afin d’alléger les notations, on note cette sous-
suite (z(ex))gen. Remarquons que limg_ o € = 0. Pour tout k& € {1,2,3,...}, z(ex) >> 0 de
telle sorte que x := limg_,o, x(€g) > 0. Le vecteur = ne peut pas étre nul puisque

n

n
D= Jim 3l =1
1=

i=1
Il nous reste & montrer que le vecteur positif non nul x est un vecteur propre dont la valeur
propre associée est le rayon spectral p(A). Comme

A(er1) > A(ez) > Ales) > ... > Aeg) > Alegy1) > ... = A
ou les inégalités sont & comprendre composante par composante, nous savons que
p(A(e1)) = p(A(e2)) = p(Ales)) ... = p(Aler)) = p(Al€r41)) = ... = p(A)

Autrement dit, la suite de nombres réels (p(A(ex)))ren est décroissante et bornée. Elle converge
donc vers un nombre réel, noté p, qui vérifie

p = p(A) (B.5)
Par ailleurs, nous avons

Az = lim A(ex)z(ex)
k—ro0

A(er))x(e) par définition du vecteur de Perron
= lim p(A(ex)
k—o00
= p;p
On en déduit que le réel p est une valeur propre (associée au vecteur propre non nul x). Par
définition de rayon spectral, on peut écrire

-
Jim o

)
) g, #(e)

p < p(A4) (B.6)
En combinant (B.5) et (B.6), on obtient p = p(A). [

Théoréme B.3 (Perron-Frobenius) Soit A € R™*" une matrice de Metzler. Alors u(A) est
une valeur propre de A et il existe un vecteur propre positif x > 0 (x # 0) tel que Ax = u(A)z.
Autrement dit, la valeur propre de A la plus a droite dans le plan compleze est réelle et admet
un vecteur propre dont toutes les composantes sont positives.

Démonstration. Soit A € R tel que A > max {|a;;||i € {i,...,n} et a;; <0}. La matrice A étant
Metzler, AI + A est non négative. En utilisant le théoréme B.2, on sait que le rayon spectral de
Al + A, noté p, est une valeur propre de Al + A et qu’il admet un vecteur propre positif, noté x.
Autrement dit,

M+Azx = pr

A+ Az = px
Az = (p— ANz

I nous faut encore montrer que p— X\ = u(A). Soit A une valeur propre quelconque de la matrice
A. On a successivement

Rel = RelA+X—2A\
ReX + Re\ — \ car A € R

= Re(A+)\) =2\
< A=A
< p=A
Par définition d’abscisse spectrale, u(A) = p — A, ce qui conclut la démonstration. |
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Annexe C

RESULTATS NONMEM®

C.1 Modéle & un compartiment

Graphiques de diagnostique

Les différents graphiques distinguent les individus en deux catégories, les points verts re-
présentent les patients soumis & une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs
représentent les patients soumis a une administration lente (sur 3 heures).
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C.2. MODELE A DEUX COMPARTIMENTS

C.2 Modéle a deux compartiments

Graphiques de diagnostique

Les différents graphiques distinguent les individus en deux catégories, les points verts re-
présentent les patients soumis & une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs
représentent les patients soumis a une administration lente (sur 3 heures).
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FiGure C.3 — Modéle de base & deux compartiments : graphiques de diagnostique
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ANNEXE C. RESULTATS NONMEM®

C.3 Modéle a trois compartiments

Les différents graphiques distinguent les individus en deux catégories, les points verts re-
présentent les patients soumis & une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs
représentent les patients soumis a une administration lente (sur 3 heures).

Graphiques de diagnostique pour les premiéres estimations
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C.3. MODELE A TROIS COMPARTIMENTS

Graphiques de diagnostique pour les secondes estimations
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ANNEXE C. RESULTATS NONMEM®
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C.4. MODELE A BASE PHYSIOLOGIQUE

C.4 Modéle a base physiologique

Les différents graphiques distinguent les individus en deux catégories, les points verts re-
présentent les patients soumis & une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs
représentent les patients soumis a une administration lente (sur 3 heures).

Graphiques de diagnostique
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Ficure C.7 — Modéle a base physiologique : graphiques de diagnostique

131



ANNEXE C. RESULTATS NONMEM®
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