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Résumé

Ce mémoire de Master, en mathématiques appliquées aux sienes pharmaeutiques, s'inté-

resse à la pharmaoinétique, disipline bien préise de la pharmaologie linique. En quelques

mots, la pharmaoinétique étudie l'évolution au ours du temps de la onentration, générale-

ment la onentration plasmatique, d'un médiament, depuis son arrivée dans l'organisme jusqu'à

son élimination. Dans le adre de e projet, nous étudions le méropénem, un antibiotique destiné

à éradiquer les infetions pulmonaires ausées par ertaines batéries. En partiulier, le méro-

pénem est utilisé pour traiter les patients atteints de pneumonie nosoomiale. Nous retrouvons,

dans le présent travail, trois grandes parties : une introdution aux notions de base de la phar-

maoinétique et aux modèles ompartimentaux, modèles les plus largement répandus dans le

domaine de la pharmaoinétique ; le développement, à partir de données liniques, de modèles

pharmaoinétiques probabilistes pour le méropénem ; et la oneption de lois de ontr�le vi-

sant à atteindre et à rester au-dessus d'une onentration ible �xée. Notre objetif, en termes

pharmaeutiques, est de déterminer la posologie optimale à appliquer.

Mots lés : systèmes ommandés, systèmes dynamiques positifs linéaires temps invariant (L.T.I.),

matrie de Metzler, modélisation pharmaoinétique, modélisation à e�ets mixtes non linéaires,

NONMEM

r
, simulations, systèmes de régulation, régulateur PI, ajustement posologique

Abstrat

This present Master Thesis, in mathematis applied to pharmaeutial sienes, addresses

pharmaokinetis, a spei� disipline of linial pharmaology. In few words, the pharmaoki-

netis studies the onentration time ourse, espeially plasma onentration, of a drug from its

arrival in the body to its elimination. In the framework of this projet, we analyse meropenem,

an antibioti used to eradiate infetions aused by ertain bateria and, in partiular, to treat

patients with severe nosomial pneumonia. In this work, we an �nd three main parts : an intro-

dution to basis of pharmaokinetis and ompartmental modelling, the most widely used kind

of models in the pharmaokinetis �eld ; the development of probabilisti models for meropenem,

using linial data ; and the design of ontrol laws that aim to reah and stay above a �xed target

onentration. Our goal, in pharmaologial terms, is to �nd the optimal dosing regimen.

Keywords : ontrolled systems, nonnegative linear time-invariant dynamial systems, Metzler

matrix, pharmaokineti modelling, nonlinear mixed e�ets modelling, NONMEM

r
, simulations,

regulator systems, PI regulator, optimal dosing regimen
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Introdution

Le présent mémoire de Master, en mathématiques appliquées, s'anre dans un domaine de

reherhe atuel en pharmaologie linique et se plae dans la ontinuité du travail réalisé par

Florene Peteers en 2013 dans le adre de son mémoire intitulé Modélisation et ontr�le de

systèmes non négatifs : Appliations à la pharmaoinétique [20℄. Ce projet est réalisé sous la

diretion de Monsieur Joseph Winkin, professeur à l'Université de Namur, et de Madame Flora

Musuamba Tshinanu, assoiée de reherhe, Department of linial pharmaology & therapeutis,

Shool of life and medial sienes, University College London.

Le médiament étudié au ours du travail de mémoire, et plus partiulièrement durant une pé-

riode de stage de trois mois au département de thérapie et pharmaologie linique de l'University

College London, est un antibiotique destiné à éradiquer les infetions pulmonaires ausées par

ertaines batéries ; et antibiotique est onnu sous le nom de méropénem. Le méropénem est

notamment utilisé pour traiter les patients atteints de pneumonie nosoomiale. Également onnue

sous le nom de pneumopathie hospitalière, la pneumonie nosoomiale se dé�nit omme une in-

fetion pulmonaire se manifestant après au moins 48 heures d'hospitalisation, ontrairement à

la pneumonie ommunautaire qui est, omme son nom l'indique, ontratée suite à des ontats

soiaux. Cette maladie infetieuse est assoiée à un taux de mortalité de 30 à 70% parmi les

patients en soins intensifs.

Le méropénem s'administre par perfusion intraveineuse, diretement dans le sang artériel,

et agit au niveau des poumons. On dit que les poumons représentent le site d'ation, ou site

d'e�et. Il n'existe, à l'heure atuelle, auun protoole de dosage lair, basé sur des onsidérations

mirobiologiques et/ou pratiques, et les shémas posologiques varient d'un entre linique à

l'autre sans raison apparente. C'est pour ette raison que des reherhes pour la détermination

du meilleur régime de dosage (la quantité à injeter, la durée d'administration, et.) sont enore

néessaires. Le méropénem est un médiament relativement bien toléré qui possède un large

spetre antibatérien. Le but étant d'éradiquer l'infetion pulmonaire, il est néessaire de garder la

onentration au-dessus d'un ertain niveau. Dans l'étude PROMESSE, menée par F. Frippiat,

F. Musuamba Tshinanu et al. [9℄, des posologies sont proposées. Atuellement, les méthodes

employées dans e but sont les simulations. L'idée dans laquelle e projet se onstruit est de

déterminer un outil systématique d'aide à la déision pour l'ajustement posologique,

implémentable dans la pratique linique et adaptable dans di�érents ontextes.

Le premier hapitre introduit ou rappelle quelques notions mathématiques. En partiulier,

nous disutons des systèmes dynamiques dits positifs. Ce sont es modèles qui sont utilisés dans

la modélisation pharmaoinétique des médiaments.

La partie suivante, divisée en deux hapitres, onsiste en une introdution à la pharmaoiné-

tique. En quelques mots, la pharmaoinétique est une siene qui étudie l'évolution temporelle

de la onentration d'un médiament, depuis son arrivée dans l'organisme jusqu'à son élimina-

tion. Dans un premier temps, le hapitre Introdution à la pharmaoinétique met en plae la

théorie liée à la pharmaoinétique en distinguant les trois grandes étapes que sont l'absorption,

la distribution et l'élimination. Nous voyons alors apparaître les onepts de base de biodis-

ponibilité, de volume de distribution et de lairane. Ensuite, nous présentons les modèles les

plus largement répandus dans le domaine de la pharmaoinétique, à savoir les modèles om-

partimentaux ou, plus partiulièrement, les modèles ompartimentaux mamillaires. Ce dernier

1



INTRODUCTION

hapitre est onstruit selon une approhe pédagogique, en augmentant progressivement le nombre

de ompartiments et en distinguant les deux prinipales voies d'administration que sont l'admi-

nistration orale et l'administration intraveineuse. Les ompartiments de tels modèles sont des

ompartiments virtuels auxquels nous attribuons des volumes virtuels. De plus, les éhanges de

matière sont aratérisés par des onstantes de vitesse que nous relions par la suite à la notion

de lairane interompartimentale. Nous avons les outils pour introduire une nouvelle notion, la

demi-vie apparente du médiament.

Par après, nous étudions un modèle dit à base physiologie pour dérire l'évolution de la

onentration du méropénem dans l'organisme. Il est également onstruit à partir de omparti-

ments mais se distingue des modèles ompartimentaux lassiques par son aspet physiologique

et anatomique. En e�et, dans e as, les ompartiments en jeu sont aratérisés par des vo-

lumes réels, et non virtuels, et la lairane interompartimentale, apparaissant dans les modèles

ompartimentaux, trouve son équivalent dans les vitesses de perfusion organique réelles.

Le hapitre suivant onerne l'élaboration de modèles pharmaoinétiques probabilistes pour

le méropénem. D'une part, nous onstruisons le modèle ompartimental dérivant au mieux les

onentrations observées (données liniques) et, d'autre part, nous estimons les paramètres du

modèle physiologique. Pour e faire, nous utilisons une approhe de modélisation à e�ets mixtes

non linéaires. Le volet aléatoire intervient pour tenir ompte d'une propriété fondamentale des

systèmes biologiques : la variabilité. Nous évoquons deux variabilités, la variabilité interindivi-

duelle (entre les individus) et la variabilité intra-individuelle (hez un même individu, dans des

situations di�érentes). Ces dernières sont aptées par des variables aléatoires de loi Normale. La

variabilité interindividuelle est inluse dans le modèle tandis que la variabilité intra-individuelle

se retrouve dans l'erreur résiduelle, aptant également le bruit dû aux mesures expérimentales.

A�n de réduire la variabilité interindividuelle sur les paramètres du modèle, nous introduisons

les ovariables. Une ovariable est une variable, atégorique ou quantitative, analysée omme

fateur à l'origine de la variation des paramètres.

Nous passons ensuite à l'analyse dynamique des modèles. Nous y érivons formellement les

modèles sous la forme de systèmes ommandés positifs linéaires temps invariant et nous étudions

brièvement les notions de stabilité, observabilité et atteignabilité. Quelques résultats théoriques

y sont développés. En�n, nous herhons à déterminer l'expression analytique de la réponse tem-

porelle des systèmes en fontion des aratéristiques de l'entrée. La fontion d'entrée orrespond

à la vitesse de perfusion du médiament et est déterminée par la dose, la durée d'administration,

la longueur de l'intervalle de dosage, appelée également période, et la durée du traitement. Cette

formule est essentielle et est utilisée pour la détermination du shéma posologique, objet du ha-

pitre 8. Le hapitre suivant, plus théorique, onerne les systèmes asservis. Nous y développons

la théorie relative aux systèmes de ontr�le par feedbak de la sortie (prédite ou mesurée) et

nous nous attardons sur les systèmes de régulation ave régulateur proportionnel-intégral (PI).

Finalement, le hapitre 8 s'intéresse à la détermination d'une posologie optimale sur base

d'une onentration ible �xée. Di�érentes suggestions sont proposées. Après avoir analysé le as

d'une administration ontinue et onstante du médiament, nous abordons la perfusion répétée,

dite aussi par intermittene. Il est essentiel d'étudier l'administration répétée puisque 'est elle-

i qui est employée dans la pratique linique. En�n, nous analysons les systèmes de régulation

par régulateur PI. Le problème de régulation produit une loi de ontr�le, par asservissement

dynamique de la sortie (prédite), que nous herhons à modi�er adéquatement en un shéma

d'administration appliable dans la pratique linique.

2



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Ce hapitre met en plae ertains onepts utilisés dans le mémoire. Après avoir présenté

la terminologie et les notations employées, nous introduisons les systèmes dynamiques positifs.

Les deux dernières setions abordent brièvement des onepts qui sont utilisés lors de l'étude

théorique du modèle pharmaoinétique développé dans le adre de e projet (hapitre 6).

1.1 Terminologie et notations

Fixons les notations que nous utilisons dans e mémoire. Nous notons R

n
l'ensemble des

veteurs (olonnes) réels de dimension n et R

m×n
l'ensemble des matries réelles de dimension

m×n. Soient A une matrie et x un veteur, tous deux réels. L'élément (i, j) de la matrie A et la

omposante i du veteur x sont notés respetivement aij et xi. Nous notons x ≥ 0 pour indiquer
que toutes les omposantes de x sont positives et parlons alors de veteur positif. Par ailleurs,

x >> 0 indique que toutes les omposantes de x sont stritement positives et nous parlons

alors de veteur stritement positif. La notation x > 0 signi�e que haque omposante est

positive et qu'au moins une est stritement positive. En�n, x 6= 0 exprime le fait qu'au moins une

omposante est non nulle. Finalement, nous utilisons indi�éremment les notations R

+
n et [0,∞)n

pour désigner l'orthant positif. Pour z ∈ C, nous notons Re(z) pour désigner la partie réelle

du nombre omplexe z et, pour A ∈ R

n×n
, nous notons σ(A) le spetre (ensemble des valeurs

propres) de A, σ(A) = {λ ∈ C |det(A − λI) = 0}. En�n, Rp(s) désigne l'ensemble des fontions
rationnelles propres.

1.2 Systèmes dynamiques positifs

Les systèmes dynamiques positifs sont des systèmes dérits par des équations di�érentielles

(linéaires, dans le adre de e mémoire) qui, sous ertaines onditions, laissent invariant l'or-

thant positif de l'espae des états. L'étude de tels systèmes est motivée par le fait qu'il existe

de nombreuses appliations dans lesquelles les variables d'état représentent typiquement des

grandeurs physiques positives. C'est notamment le as dans le domaine des sienes biomédi-

ales, pharmaeutiques, et. En partiulier, les systèmes dynamiques positifs sont utilisés dans

la modélisation pharmaoinétique, domaine de la pharmaologie linique qui onstitue le point

entral de e projet, où les variables d'état représentent des quantités ou des onentrations de

médiament. Pour de tels systèmes, il est évident que, pour toute ondition initiale positive, la

trajetoire d'état orrespondante doit rester dans l'orthant positif R

n
+ aussi longtemps que la

solution existe. Autrement dit, il doit y avoir onservation de la positivité des variables.

Les résultats présentés dans ette setion sont issus de [1℄ et [18℄.

Dé�nition 1.1 (Matrie positive et non négative) Une matrie A ∈ R

m×n
est dite po-

sitive (resp. non négative) si, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, aij > 0 (resp. aij ≥ 0). On note

A >> 0 (resp. A ≥ 0). Autrement dit, une matrie est positive (resp. non négative) si tous ses

éléments sont stritement positifs (resp. positifs).
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

Dé�nition 1.2 (Matrie de Metzler) Une matrie A ∈ R

n×n
est appelée matrie de Metz-

ler, ou matrie essentiellement non négative, si, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n} tels que i 6= j,
aij ≥ 0. Autrement dit, une matrie arrée est une matrie Metzler si ses éléments hors-diagonaux

sont positifs. On dit également que −A est une Z-matrie.

Dé�nition 1.3 (Fontion essentiellement non négative) La fontion

f = [f1, . . . , fn]
T : [0,∞)n → R

n

est essentiellement non négative si, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, fi(x) ≥ 0 pour tout x ∈ [0,∞)n

tel que xi = 0.

Remarque 1.1 La fontion linéaire f(x) = Ax où A ∈ R

n×n
est essentiellement non négative

si et seulement si A est une matrie de Metzler.

Pour la suite, onsidérons le système di�érentiel

ẋ(t) = f(x(t)), x(0) = x0, t ∈ [0, Tx0) (1.1)

où f : D → R

n
est loalement lipshitzienne, D est une partie de R

n
et [0, Tx0) est l'intervalle

maximal d'existene de la solution. L'hypothèse imposée sur la fontion f permet d'assurer l'exis-

tene et l'uniité de la solution loale. Pour rappel, donnons la dé�nition de fontion loalement

lipshitzienne.

Dé�nition 1.4 La fontion f(t, x) est loalement lipshitzienne en x sur [a, b] ×D ⊂ R×R

n

si, pour tout x ∈ D, il existe un voisinage D0 et une onstante de Lipshitz L0 > 0 tels que

‖f(t, y)− f(t, z)‖ ≤ L0‖y − z‖
pour tous (t, y) et (t, z) dans [a, b]×D0.

Remarquons que la onstante L0 est indépendante de la variable t. On dit don que f est

loalement lipshitzienne en x, uniformément en t.

Dé�nition 1.5 (Ensemble invariant) Un ensemble U ⊂ D est dit invariant par rapport au

système (1.1) si

x0 ∈ U =⇒ x(t) ∈ U , ∀t ∈ [0, Tx0)

Théorème 1.1 (Positivité des solutions) Supposons que l'orthant positif [0,∞)n est ontenu

dans D. Alors, [0,∞)n est un ensemble invariant par rapport à (1.1) si et seulement si f est

essentiellement non négative.

Démonstration. Voir Annexe A. �

Ce théorème a�rme que la lasse des fontions essentiellement non négatives véri�e la propriété

de onservation de la positivité des variables. Dans e as, le système (1.1) est quali�é de système

positif. À présent, nous pouvons déduire du théorème 1.1 et de la remarque 1.1 le résultat suivant.

Corollaire 1.1 Le système di�érentiel

ẋ(t) = Ax(t)

véri�e la propriété de onservation de la positivité des variables si et seulement si A est une

matrie de Metzler.

Dans le adre des systèmes ommandés, la notion de système positif doit être adaptée. Consi-

dérons un système di�érentiel linéaire temps invariant (L.T.I.) de la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0, t > 0 (1.2)

où x(t) ∈ R

n
est le veteur d'état, u(t) ∈ R

m
représente l'entrée et les matries A ∈ R

n×n
et

B ∈ R

n×m
déterminent les équations di�érentielles du système.
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1.3. INÉGALITÉ MATRICIELLE LINÉAIRE

Dé�nition 1.6 (Système positif) Le système linéaire de la forme (1.2) est dit positif si, pour

toute ondition initiale x0 ≥ 0 positive et pour toute entrée u(t) ≥ 0 positive, t ≥ 0, la solution

x(t) est enore positive pour tout t ≥ 0 (onservation de la positivité des variables).

Proposition 1.1 Le système dynamique (1.2) est positif si et seulement si A est une matrie

de Metzler et B est non négative (B ≥ 0).

Démonstration. Voir Modélisation et ontr�le de systèmes non négatifs : appliations à la phar-

maoinétique de F. Peteers [20℄, pp. 16-17. �

Dé�nition 1.7 (Absisse spetrale) Soit A ∈ K

n×n
une matrie sur le hamp K. L'absisse

spetrale se note µ(A) et est dé�nie par

µ(A) = max{Re(λ)|λ ∈ σ(A)}

Théorème 1.2 (Perron-Frobenius) Soit A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler. Alors, µ(A) est

une valeur propre de A et il existe un veteur propre positif x ≥ 0 (x 6= 0) tel que Ax = µ(A)x.
Autrement dit, la valeur propre de A la plus à droite dans le plan omplexe est réelle et admet

un veteur propre dont toutes les omposantes sont positives.

Démonstration. Voir Annexe B. �

1.3 Inégalité matriielle linéaire

La question de stabilité est abordée dans un hapitre onsaré à l'analyse théorique du modèle

développé. Pour véri�er la stabilité exponentielle de la matrie d'état A, nous utilisons la théorie
des inégalités matriielles linéaires que nous introduisons ii.

Dé�nition 1.8 (LMI) Une inégalité matriielle linéaire, onnue également sous l'abrévia-

tion LMI (linear matrix inequality), est une expression de la forme

F (x) := F0 + x1F1 + x2F2 + . . .+ xnFn ≺ 0 (1.3)

où

• x = (x1, x2, . . . xn) est un veteur de variables réelles appelées variables de déision ;

• F0, F1, . . . , Fn sont des matries symétriques réelles ;

• la notation ≺ 0 signi�e � dé�nie négative �.

La forme (1.3) est appelée forme anonique. Néanmoins, dans la plupart des appliations, les

LMIs apparaissent plut�t sous la forme suivante :

L(X1, . . . ,Xn) ≺ R(X1, . . . ,Xn) (1.4)

où L(·) et R(·) sont des fontions a�nes de variables matriielles struturées X1, . . . ,Xn et

l'expression (1.4) signi�e que la matrie L(X1, . . . ,Xn) − R(X1, . . . ,Xn) est dé�nie négative.

Nous en verrons un exemple ave l'inégalité de Lyapunov et montrerons qu'elle peut e�etivement

s'érire sous la forme anonique.

L'inégalité matriielle (1.3) dé�nit une ontrainte onvexe sur x. En d'autres termes, l'en-

semble des solutions

S = {x|F (x) ≺ 0}
est un ensemble onvexe. En e�et, pour tous x1, x2 ∈ S et pour tout α ∈ (0, 1), on déduit

immédiatement de (1.3) que

F (αx1 + (1− α)x2) = αF (x1) + (1− α)F (x2)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

Puisque α > 0 et 1−α > 0, les expressions αF (x1) et (1−α)F (x2) sont enore dé�nies négatives.
Un système de LMIs, à savoir un ensemble �ni d'inégalités matriielles linéaires

F1(x) ≺ 0, . . . , Fk(x) ≺ 0

peut être onsidéré omme une unique LMI

F (x) ≺ 0 où F (x) :=



F1(x)

.

.

.

Fk(x)


 (1.5)

Cette dernière expression fait sens puisqu'elle est symétrique pour tout veteur x. Il nous reste
don à voir que F (x) est dé�nie négative si et seulement si haune des k expressions Fi(x) qui la
dé�nissent est dé�nie négative. Les valeurs propres de F (x) orrespondent à l'union des valeurs

propres des matries F1(x), . . . , Fk(x) de telle sorte que tout veteur x qui véri�e (1.5) véri�e

également les inégalités F1(x) ≺ 0, . . . , Fk(x) ≺ 0 et inversement.

Considérons le problème de stabilité exponentielle d'un système linéaire autonome

ẋ = Ax (1.6)

Nous savons, par le théorème de Lyapunov, que le système L.T.I (1.6) est internement (expo-

nentiellement) stable s'il existe une matrie symétrique dé�nie positive X telle que

ATX +XA ≺ 0 (1.7)

En e�et, il su�t d'observer que, dans e as, la fontion andidate L(x) = xTXx est une fontion

de Lyapunov.

• L(0) = 0 ;
• L(x) > 0 pour tout x 6= 0 ;
• la dérivée de L le long des trajetoires du système

L̇(x) = xT (ATX +XA)x

est stritement négative pour tout x 6= 0.
L'inégalité (1.7) est appelée inégalité de Lyapunov.

Remarque 1.2 Le théorème 6.1 énoné au hapitre 6 indique que, dans le as partiulier où la

matrie d'état A est essentiellement non négative, la matrie X peut être trouvée diagonale.

Remarquons que l'inégalité de Lyapunov est une inégalité matriielle linéaire. Pour nous en

onvainre, onsidérons les matries à deux dimensions

A =

(
a11 a21
a12 a22

)
et X =

(
x1 x2
x2 x3

)

Après alul, nous onstatons que nous pouvons érire l'expression ATX + XA sous la forme

anonique

ATX +XA = x1F1 + x2F2 + x3F3

où

F1 =

(
2a11 a12
a12 0

)
, F2 =

(
2a21 a11 + a22

a11 + a22 2a12

)
, F3 =

(
0 a21
a21 2a22

)

La question qui nous oupe est de déterminer si l'inégalité matriielle

(
ATX +XA 0

0 −X

)
≺ 0
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1.4. SYSTÈMES LINÉAIRES ET GRAPHES

dont les variables de déision sont les omposantes de la partie triangulaire supérieure de X,

admet une solution.

Déterminer si une inégalité matriielle de la forme

L(X1, . . . ,Xn) ≺ R(X1, . . . ,Xn)

admet une solution peut être résolu grâe à la fontion feasp de la Robust Control Toolbox

de MATLAB

r
. Cette fontion résout le problème onvexe auxiliaire qui onsiste à minimiser

la fontion t sous la ontrainte nTLn − mTRm < t. L'inégalité matriielle linéaire admet une

solution si et seulement si la solution du problème auxiliaire tmin est stritement négative. Dans

e as, l'algorithme retourne un veteur partiulier x des variables de déision pour lequel la LMI

est véri�ée.

1.4 Systèmes linéaires et graphes

Dans ette setion, nous montrons omment la struture d'un système di�érentiel linéaire

(positif) ou, plus partiulièrement, de la matrie d'état (essentiellement non négative) A, peut
être représentée par un graphe orienté. Au préalable, rappelons quelques dé�nitions propres à la

théorie des graphes.

Dé�nition 1.9 (Graphe orienté) Un graphe orienté est un triplet (V,E, ψ) où V est un

ensemble de sommets, appelés également n÷uds, E est un ensemble d'arêtes, appelés ars dans

le adre des graphes orientés, et ψ est une fontion, appelée fontion d'inidene, qui assoie

à haque ar un sommet (boule) ou une paire de n÷uds. Soit e ∈ E, si ψ(e) = (vi, vj) où

vi, vj ∈ V , alors nous notons abusivement e = (vi, vj).

Dé�nition 1.10 (Parours et hemin) Soit V l'ensemble des sommets d'un graphe quelonque

et E l'ensemble de ses arêtes. Un parours P de vp0 à vpq est une suite de sommets et d'arêtes

de la forme

vp0(vp0 , vp1)vp1(vp1 , vp2)vp2 . . . vpq−1(vpq−1 , vpq)vpq

où vpi ∈ V pour tout i ∈ {0, . . . , q} et (vpi−1 , vpi) ∈ E pour tout i ∈ {1, . . . , q}. Le sommet vp0
(resp. vpq) est appelé origine (resp. destination) du parours P . La longueur du parours est

donnée par le nombre d'arêtes dans la suite. Un parours dont tous les sommets sont distints

est un hemin.

Dé�nition 1.11 (Graphes isomorphes) Deux graphes (V,E) et (V ′, E′) sont isomorphes si

il existe une bijetion f : V −→ V ′
telle que (v1, v2) ∈ E si et seulement si (f(v1), f(v2)) ∈ E′

Une matrie de Metzler A peut être aisément assoiée à un graphe orienté G(A) = (VA, EA),
où VA et EA désignent respetivement l'ensemble des sommets et l'ensemble des ars. Ces derniers

sont onstruits de la manière suivante.

• L'ensemble des sommets VA est donné par

VA = {1, 2, . . . , n}

où n est la dimension de la matrie A.
• L'ensemble des ars EA est dé�ni par

(j, i) ∈ EA ⇔ ai,j 6= 0

Un sommet x ∈ VA est dit aessible à partir d'un autre sommet y ∈ VA s'il existe un hemin

dont l'origine est y et la destination est x, i.e. il existe un entier k > 0 tel qu'il existe une suite

y(y, i1)i1(i1, i2)i2 . . . ik−1(ik−1, x)x
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES MATHÉMATIQUES

où il ∈ VA et x 6= il 6= y pour tout l ∈ {1, . . . , k − 1}. Par onvention, un sommet est toujours

aessible à partir de lui-même.

On dé�nit une relation d'équivalene sur les n÷uds de G(A) de la manière suivante. Deux

sommets x, y ∈ VA sont dits équivalents si x est aessible à partir de y et inversement. Les lasses

d'équivalene orrespondantes oïnident ave les omposantes fortement onnexes de G(A).
Nous notons SCCA (Strongly Conneted Components) l'ensemble de es lasses d'équivalene.

8



Chapitre 2

Introdution à la

pharmaoinétique

La pharmaoinétique est l'étude desriptive et quantitative du devenir d'un médiament

dans l'organisme. Autrement dit, la pharmaoinétique étudie l'e�et de l'organisme sur un médi-

ament qui lui est administré et herhe à dérire l'évolution de la onentration médiamenteuse,

généralement plasmatique, au ours du temps. La pharmaoinétique d'un médiament se ara-

térise par les quatre proessus suivants :

� Absorption

� Distribution

� Métabolisme

� Exrétion

On parle alors de systèmeADME. Cependant, on peut trouver dans la littérature une desription

de la pharmaoinétique en trois étapes identi�ées par :

� l'absorption

� la distribution

� l'élimination

L'avantage de la distintion en trois étapes plut�t qu'en quatre réside dans le fait que l'étape de

métabolisme du médiament n'est pas onsidérée indépendamment des trois autres. Le méta-

bolisme (ou biotransformation) d'un médiament est une transformation biohimique de la

substane par réation enzymatique. Nous y reviendrons brièvement dans le paragraphe 2.1.2. Les

substanes obtenues par biotransformation sont appelées métabolites. Introduisons également

une autre notion : le plasma sanguin. Le plasma (sanguin) est un liquide jaunâtre représen-

tant 55 % du volume sanguin. Il onstitue la partie liquide du sang dans laquelle baignent les

autres omposants, à savoir les globules rouges (érythroytes), les globules blans (leuoytes) et

les plaquettes (thromboytes), et est responsable du transport des substanes médiamenteuses.

Notons également qu'il se ompose d'eau (91,5 %) et de solutés (8,5 %) dont la plupart sont des

protéines appelées protéines plasmatiques.

La rédation de e hapitre se base prinipalement sur les ouvrages de J.P. Labaune [16℄ et

de M. Rowland et T. N. Tozer [23℄. Nous onsidérons des médiaments qui atteignent le site

d'ation via la irulation sanguine. Il existe de nombreuses voies d'administration mais nous

portons notre attention plus partiulièrement sur deux d'entre elles : la voie orale (PO)

1

et la

voie intraveineuse (IV). Par la suite, nous privilégierons la voie intraveineuse ar 'est elle-i qui

est utilisée pour l'administration du méropénem, antibiotique étudié dans le adre du projet de

mémoire.

1. Abréviation du latin per os
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CHAPITRE 2. INTRODUCTION À LA PHARMACOCINÉTIQUE

2.1 Absorption

Il existe deux types d'administration : l'administration intravasulaire et l'administration

extravasulaire. Dans le premier as, le médiament est diretement introduit dans la irulation

générale tandis que, dans le seond as, le médiament doit passer de son site d'administration

à la irulation sanguine et risque de subir une perte. Ce � proessus par lequel le médiament

passe [sous forme inhangée℄ de son site d'administration à la irulation générale (sang) � [20℄ est

appelé absorption. Un des paramètres qui aratérisent e phénomène est la biodisponibilité. La

biodisponibilité (absolue)

2

, mesure quantitative du proessus d'absorption, se dé�nit omme

� la fration [. . . ℄ d'un médiament en solution qui, après administration, atteint la irulation

générale � [16℄ et se note F . L'absorption omprend deux phénomènes : la résorption et l'e�et de

premier passage (intestinal, hépatique et pulmonaire). Dans le as d'une administration par voie

orale, la résorption a lieu le long du tube digestif et onsiste en un passage du médiament de la

lumière du tube digestif (son lieu d'administration) à la veine porte. Sans entrer dans les détails,

la lumière du tube digestif est la partie la plus interne du tube digestif, là où passent les aliments,

et la veine porte est la veine qui onduit le sang des organes digestifs (÷sophage, estoma, intestin

grêle, gros intestin, anus, et.) vers le foie. L'e�et de premier passage onstitue une perte de

médiament par métabolisme. Si f représente la fration de médiament résorbée et F ′
la fration

éhappant au métabolisme lié à l'e�et de premier de passage, nous pouvons érire

F = f · F ′

Remarquons au passage que, même si nous ne les développons pas dans le adre de e travail,

il existe plusieurs méthodes de mesure de la résorption et de l'e�et de premier passage, mais,

pour des raisons à la fois éthiques et légales, ertaines d'entre elles ne sont pas appliables sur

l'homme alors qu'elles le sont hez l'animal. En pratique, on se ontente d'une estimation globale

de la biodisponibilité. A la notion de biodisponibilité peut s'ajouter la notion de reylage

entérohépatique. Il s'agit d'un phénomène durant lequel ertains omposés sont éliminés au

niveau du foie par exrétion biliaire et reviennent au niveau du duodénum où ils peuvent à

nouveau être résorbés.

2.1.1 Résorption

Avant d'arriver dans la irulation générale, un médiament administré par voie orale doit

franhir plusieurs obstales dont le premier est la muqueuse gastro-intestinale. Ce phénomène

s'appelle la résorption. Seule une fration de la dose administrée franhira, sous forme inhangée,

ette barrière physiologique et nous la notons, omme préédemment, f . C'est prinipalement au

niveau du duodénum que la résorption se produit. L'estoma étant peu vasularisé, e phénomène

s'y produit peu. Le duodénum est le segment initial de l'intestin grêle qui fait diretement suite

à l'estoma (voir �gure 2.1). Le médiament peut subir une biotransformation lors du passage

Figure 2.1 � Estoma et intestin grêle - image tirée du site Wikipédia

2. Il existe également une autre notion de biodisponibilité, la biodisponibilité relative, que nous n'abordons

pas dans le adre de e travail.
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2.1. ABSORPTION

de la paroi gastro-intestinale.

La plupart des médiaments sont résorbés par di�usion passive. Cela signi�e que le trans-

fert de moléules s'e�etue de la zone la plus onentrée en médiament vers la zone la moins

onentrée. La liposolubilité d'une substane favorise sa di�usion à travers la paroi. Un omposé

est dit liposoluble s'il est soluble dans les graisses.

2.1.2 Voies d'administration et e�ets de premier passage

L'e�et de premier passage � onsiste en une perte de médiament par métabolisme, avant

son arrivée dans la irulation générale, dès son premier ontat ave l'organe responsable de

sa biotransformation � [16℄. Même si nous parlons de � perte � de médiament, ela ne signi�e

pas néessairement qu'il y a diminution de l'e�et thérapeutique. En e�et, ertains métabolites

peuvent avoir des e�ets favorables sur une maladie. L'imipramine, par exemple, onnu pour

ses propriétés d'antidépresseur, est une substane médiamenteuse inative qui néessite d'être

transformée par métabolisme. Selon la voie d'administration, un médiament ne sera pas soumis

aux mêmes e�ets de premier passage. Nous onsidérons les voies d'administration les plus impor-

tantes (PO et IV) mais notons qu'il en existe de nombreuses autres omme les administrations

sous-utanée, intramusulaire et retale.

1. Un médiament administré par voie intra-artérielle est diretement inlus à la irulation

générale sans passer préalablement par un organe. Il n'est don soumis à auun e�et de

premier passage. Cette voie d'administration est très peu utilisée en pratique.

2. Un médiament administré par voie intraveineuse peut subir une biotransformation lors

de son passage au niveau des poumons. On parle d'e�et de premier passage pulmonaire.

3. Un médiament administré par voie orale doit traverser la muqueuse gastro-intestinale

pour arriver dans la irulation dite porte et atteindre le foie. Un tel médiament est

don soumis à des e�ets de premier passage de trois natures di�érentes : gastro-intestinale

(au niveau de l'estoma et de l'intestin mais également lors du passage de la muqueuse),

hépatique (le plus important) et pulmonaire.

4. En expérimentation animale, il est également possible d'injeter un médiament dans la

veine porte. On parle alors de voie hépatoportale. Une telle injetion permet d'éviter

l'e�et de premier passage intestinal et la perte de médiament par résorption.

Remarque 2.1 Par onvention, on assimile la voie intraveineuse à la voie intra-artérielle ar

on néglige l'e�et de premier passage pulmonaire, elui-i étant extrêmement rare. Comme nous

le verrons à la setion 2.3 onsarée à l'élimination, les poumons ne font, a priori, pas par-

tie des organes impliqués dans l'élimination. Ces deux voies sont reprises sous l'appellation de

voie intraveineuse (IV) et orrespondent à la desription de l'administration intra-artérielle. Par

exemple, l'administration du méropénem se fait diretement dans les artères, mais on parle d'ad-

ministration intraveineuse.

L'e�et de premier passage est un phénomène saturable de par sa nature enzymatique. Lors

d'une réation enzymatique, les moléules se �xent sur les sites atifs des enzymes, e qui va

permettre de les � dégrader � ; on omprend dès lors qu'un phénomène de saturation peut se

produire et que la proportion de médiament éhappant au métabolisme lié à l'e�et de premier

passage peut augmenter ave la dose administrée.

2.1.3 Absorption dans le as de l'administration orale

La �gure 2.2 illustre le phénomène d'absorption d'une substane administrée par voie orale.

On note fH la fration de médiament qui n'est pas métabolisée par les enzymes hépatiques et,

par onséquent, EH = 1− fH le oe�ient d'extration hépatique. De la même manière, on note

fL (resp. fI) la fration de médiament qui éhappe au métabolisme pulmonaire (resp. intestinal)

11



CHAPITRE 2. INTRODUCTION À LA PHARMACOCINÉTIQUE

Figure 2.2 � Absorption après administration orale. Gut lumen, lumière intestinale ; gut wall, paroi intestinale ;

portal vein, veine porte ; liver, foie - soure : [23℄

et EL = 1 − fL (resp. EI = 1 − fI) le oe�ient d'extration pulmonaire (res. intestinal). Par

dé�nition de la résorption et du paramètre f , il est raisonnable de supposer que la fration fI de
médiament éhappant au métabolisme lors de l'e�et de premier passage intestinal est inlus dans

f . Nous pouvons représenter les di�érentes étapes du proessus d'absorption à l'aide du shéma

de la �gure 2.3. Rappelons que l'e�et de premier passage pulmonaire est souvent négligé, 'est

Estoma

Intestin

Muqueuse

Foie Poumons

Cirulation

générale

f fH

EH

fL

EL

F

Figure 2.3 � Résorption et e�ets de premier passage après administration orale

pourquoi le passage du médiament dans les poumons n'est pas représenté sur la première �gure.

En notant E le oe�ient d'extration global. Nous avons, ave la notation �xée préédemment,

E = 1− F

Il existe plusieurs méthodes d'estimation des oe�ients E et EH en milieu linique omme la

méthode du rapport des aires, la méthode des lairanes et la méthode ompartimentale

3

.

2.2 Distribution

Une fois que le médiament atteint la irulation générale (après résorption et e�ets de

premier passage dans le as d'une prise orale), il est distribué aux di�érents organes et tissus

de l'organisme, 'est l'étape de distribution où � le sang joue le r�le de véhiule � [16℄. Dans

le plasma, le médiament se trouve à la fois �xé aux protéines et sous forme libre. Seule la

forme libre (ative) peut di�user à travers les membranes, vers les di�érents tissus. La forme liée

(inative) peut être vue omme un stokage du médiament dans le plasma. Ces deux formes

sont en équilibre réversible, ela signi�e qu'au fur et à mesure de l'élimination de la substane

libre ou de sa di�usion à travers les tissus, une partie de la substane liée va se détaher des

protéines et devenir ainsi libre. La liaison aux protéines étant relativement rapide, on suppose que

la forme liée et la forme libre sont en équilibre en tout temps et la onentration médiamenteuse

plasmatique libre, notée fp, est onstante.

3. Voir Labaune [16℄, pp. 46-52
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2.2. DISTRIBUTION

La substane médiamenteuse di�use à travers les tissus et les organes à vitesse et en quantité

variables. Citons quelques fateurs in�uençant la distribution aux organes/tissus.

1. La quantité de médiament sous forme libre dépend de la �xation protéique plasmatique.

De plus, la distribution va dépendre de la �xation protéique tissulaire. Conrètement, une

substane sera distribuée en plus grande quantité dans les organes et les tissus si elle a une

faible liaison aux protéines plasmatiques et une forte liaison aux protéines tissulaires.

2. Un organe bien perfusé a tendane à apter plus failement les substanes médiamenteuses.

La vitesse de distribution est don plus élevée au niveau des organes fortement irrigués

omme le foie, les reins, le ÷ur, les poumons ou enore le erveau.

3. Finalement, un médiament ne se distribue pas uniformément entre les di�érents tissus.

On parle alors d'a�nité des tissus.

Certaines variables omme l'âge, la grossesse, la orpulene ou enore les états pathologiques

peuvent avoir une in�uene sur la distribution. Par ailleurs, les propriétés physiohimiques du

médiament et en partiulier la liposolubilité et l'hydrosolubilité sont déterminants dans la distri-

bution (intraellulaire ou extraellulaire). En e�et, les moléules doivent traverser des membranes

ellulaires lipidiques pour atteindre l'espae intraellulaire. Les lipides sont les onstituants de

la matière grasse.

À présent, introduisons la notion de volume apparent de distribution. Le volume (appa-

rent) de distribution est un paramètre qui permet d'estimer la quantité de médiament répartie

dans les organes et tissus. Le volume de distribution, noté V , se dé�nit omme le rapport entre

la quantité de médiament présent dans l'organisme et sa onentration plasmatique à l'équilibre

de distribution. Ce paramètre est onstant dans le temps et s'exprime en litres (L). L'équilibre
de distribution (distribution equilibrium) est atteint lorsque la onentration de la forme libre

est la même dans les tissus et dans le plasma. Nous pouvons érire

V =
A

cp

=
Ap +At

cp
(2.1)

où A représente la quantité médiamenteuse totale présente dans l'organisme,

Ap représente la quantité médiamenteuse dans le plasma,

At représente la quantité médiamenteuse dans les tissus et les organes,

cp représente la onentration plasmatique.

Autrement dit, le volume de distribution orrespond au volume virtuel dans lequel le média-

ment serait réparti si sa onentration était la même partout, à savoir sa onentration plasma-

tique. En notant Vp le volume plasmatique, la fration de médiament présente dans le plasma

est donnée par

Ap

A
=
Vp · cp
V · cp

=
Vp
V

de telle sorte que plus la valeur du volume de distribution est élevée et plus la quantité distribuée

dans les tissus est grande. Cependant, e paramètre n'apporte auune information quant à la

répartition de la substane dans les di�érents organes. En notant fp (resp. ft) la fration de

médiament sous forme libre dans le plasma (resp. dans un tissu quelonque), nous avons, à

l'équilibre, la relation suivante :

fp · cp = ft · ct
où cp et ct représentent les onentrations plasmatique et tissulaire respetivement. Il existe

don, à l'équilibre pharmaoinétique, un rapport onstant entre la onentration tissulaire et la

onentration plasmatique. Ce rapport est appelé oe�ient de partage tissue-to-plasma et

se note Kt

Kt =
ct
cp

=
ft
fp
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Lorsque nous parlons de oe�ient de partage, nous onsidérons le plasma e�érent au tissu. La

détermination du oe�ient Kt permet alors de rendre ompte de l'ampleur de la distribution

pour l'organe/tissu orrespondant.

2.3 Élimination

Après les étapes d'administration, de résorption, d'e�ets de premier passage et de distri-

bution, des proessus d'élimination vont permettre de nettoyer l'organisme de la substane

médiamenteuse. Il est évident que les phases d'absorption, de distribution et d'exrétion ne

surviennent pas l'une à la suite de l'autre mais oexistent. Nous pouvons distinguer deux types

d'élimination : l'exrétion (rénale et biliaire) et le métabolisme. Alors que le métabolisme est

la transformation du médiament en un autre omposé himique

4

, l'exrétion est la perte irré-

versible de substane sous forme inhangée. Le métabolisme se produit essentiellement dans le

foie et l'exrétion a essentiellement lieu via les reins.

On introduit la notion de lairane plasmatique. La lairane, mesure quantitative du

phénomène d'élimination, se dé�nit omme le volume virtuel de plasma totalement débarrassé

de substane médiamenteuse par unité de temps et se note CL. Ce paramètre est, pour la

plupart des médiaments, onstant et s'exprime en litres par heure (L/h). Cette lairane peut
se déomposer en deux types : la lairane rénale, notée CLR, et la lairane extra-rénale. La

lairane extra-rénale orrespond prinipalement à la lairane hépatique, mais on y inlut

également la biotransformation (moins importante) au niveau des poumons, des intestins, et.

La lairane rénale orrespond don au volume virtuel de plasma nettoyé de toute substane

médiamenteuse par les reins par unité de temps. Notons ER la fration de médiament présentée

à l'organe qui y est éliminée. Cette fration est appelée oe�ient d'extration rénal. La vitesse

d'élimination rénale est alors obtenue en multipliant le oe�ient d'extration par la quantité de

médiament passant à travers l'organe par unité de temps :

vitesse d'élimination rénale = QK · cp · ER (2.2)

où QK est la vitesse de perfusion plasmatique des reins. Par dé�nition, la lairane rénale plas-

matique est donnée par la relation

CLR = QK ·ER

et l'équation (2.2) devient

vitesse d'élimination rénale = CLR · cp
On voit alors que la lairane peut s'interpréter omme le terme de proportionnalité entre la

vitesse d'élimination due à l'organe et la onentration plasmatique à l'entrée de l'organe.

De la même manière, nous pouvons dé�nir la lairane de n'importe quel organe. La lairane

hépatique plasmatique, par exemple, est donnée par la formule suivante :

CLH = QLi · EH

où QLi est la vitesse de perfusion organique du foie et EH le oe�ient d'extration hépatique

(pas néessairement le même que elui introduit lors de l'e�et de premier passage). On distingue

deux types de lairane au niveau du foie : l'exrétion dans la bile (ave possible reylage

entérohépatique, phénomène abordé brièvement dans la setion 2.1) et la biotransformation du

médiament.

Remarque 2.2 La lairane est additive. Autrement dit, la lairane totale est égale à la somme

des lairanes de haque organe � éliminant �

Cl = ClR + CLH + CL
autres organes

4. Un métabolite peut éventuellement être retransformé en moléule initiale, mais ei est rare.

14



2.3. ÉLIMINATION

La lairane due aux autres organes est plus rare et les organes impliqués dans l'élimination sont

prinipalement le rein et le foie.

Remarque 2.3 Lorsque le oe�ient d'extration est prohe de 1, pratiquement toute la quantité

de médiament atteignant l'organe par la irulation sanguine est éliminée et la valeur de la

lairane est prohe de la vitesse de perfusion sanguine (sans jamais la dépasser). La vitesse de

perfusion est alors un fateur limitant.
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Chapitre 3

Modélisation pharmaoinétique

lassique

La pharmaoinétique est une branhe de la pharmaologie linique qui étudie l'évolution

temporelle de la onentration d'un médiament, prinipalement dans le plasma. La pharmao-

inétique ne s'intéresse auunement à l'e�et du médiament sur l'évolution de la maladie, ei

relevant de la pharmaodynamie. Dans e hapitre, nous introduisons les modèles lassiques

largement utilisés en pharmaologie pour dérire et s'adapter à la pharmaoinétique d'un mé-

diament et nous y distinguons les deux grandes voies d'administration que sont la voie orale

(PO) et la voie intraveineuse (IV). Cependant, dans le adre de notre étude du méropénem,

nous utilisons uniquement la voie intraveineuse. Conrètement, nous présentons des modèles dits

ompartimentaux et, plus préisément, les modèles mamillaires. En 1953, l'allemand F.H. Dost

introduisit pour la première fois dans la littérature sienti�que le terme pharmaoinétique et

étudia le omportement de plusieurs médiaments en utilisant des modèles à un ompartiment.

Dans e hapitre, nous abordons également les modèles multiompartimentaux (à deux om-

partiments ou plus). Pour e faire, nous utilisons une démarhe pédagogique en augmentant

progressivement le nombre de ompartiments du modèle.

3.1 Terminologie

Nous nous intéressons aux modèles lassiques ompartimentaux. Un ompartiment est un

� [volume℄ virtuel de distribution dans lequel le médiament est instantanément réparti de ma-

nière homogène, puis s'élimine ou s'éhange ave d'autres ompartiments, suivant une inétique

identique en tous les points du ompartiment � [16℄. La quantité de médiament dans un ompar-

timent s'exprime en grammes (g) ou en milligrammes (mg) et sa onentration, généralement, en

milligrammes par litre (mg/L). Un modèle ompartimental onsiste en un ensemble de om-

partiments entre lesquels s'e�etuent des transferts de matière aratérisés par des oe�ients de

transfert, onstantes de vitesse d'absorption, de distribution, d'élimination, et. Ces onstantes

sont appelées miroonstantes par opposition aux maroonstantes que nous n'abordons pas dans

le adre de e mémoire

1

. Deux grandes lasses de modèles ompartimentaux se distinguent : les

modèles aténaires et les modèles mamillaires. Les modèles utilisés en pharmaoinétique sont

eux de type mamillaire. Un modèle mamillaire est un modèle omposé d'un ompartiment

entral et d'un ou plusieurs ompartiments périphériques, indépendants entre eux et en inter-

ation ave le ompartiment entral ; tandis qu'un modèle aténaire est un modèle onstitué

d'une suite de ompartiments dont haun est l'unique suesseur du préédent (exepté le om-

partiment d'entrée qui n'a pas de prédéesseur) et l'unique prédéesseur du suivant (exepté le

ompartiment de sortie qui n'a pas de suesseur).

Chaque proessus de transfert d'un ompartiment à un autre est soit une réation d'ordre

zéro, soit une réation d'ordre un. Une réation d'ordre zéro est une réation dont la vitesse

est onstante, indépendante de la quantité x de médiament dans le ompartiment � sortant �.

1. Pour plus d'informations, voir Koh [15℄, pp. 19-20
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On érit alors

dx

dt
= −k

où la onstante positive k est appelée onstante de vitesse d'ordre zéro. Une réation d'ordre

un est une réation dont la vitesse est diretement proportionnelle à la quantité x. Dans e as,
on érit

dx

dt
= −k · x

où la onstante positive k est appelée onstante de vitesse de premier ordre. En pharmaoiné-

tique, on suppose que les proessus de résorption, de distribution et de métabolisme sont d'ordre

un. De plus, la plupart des médiaments sont éliminés suivant un proessus d'ordre un. Remar-

quons qu'en pharmaoinétique la notion de vitesse orrespond à elle de débit et s'exprime

don en unité de masse par unité de temps (g/h). Les onstantes de vitesse k s'expriment en

h−1
. Le proessus d'élimination peut, pour ertaines substanes, être modélisé par la formule de

Mihælis-Menten

dx

dt
= − Vm · c

Km + c

où Vm est la vitesse d'élimination maximale et Km, onstante de Mihælis-Menten, orrespond à

la onentration à laquelle 50% de Vm est atteint. Dans e as, la lairane n'est plus onstante

mais dépend de la onentration plasmatique. On parle dès lors de lairane saturable ; l'alool

en est un exemple.

3.2 Modèle à un ompartiment

Selon S. Dhillon et A. Kostrzewski [6℄, la onstrution d'un modèle à un ompartiment

suppose l'organisme homogène sur le plan inétique. Cela signi�e que la distribution du média-

ment aux organes et tissus est instantanée et que l'équilibre de distribution entre le plasma et

les di�érents tissus est immédiatement atteint. Une telle modélisation de l'organisme n'implique

pas que la onentration plasmatique du médiament est égale à la onentration dans les tissus

et organes.

Nous notons x1 la quantité de médiament présente dans l'organisme. De plus, nous notons

respetivement ka et ke les onstantes de vitesse d'absorption et d'élimination. Ces oe�ients

aratérisent la vitesse des éhanges de matière entre le ompartiment (entral) et l'extérieur.

La représentation shématique d'un tel modèle se trouve à la �gure 3.1. Il nous faut à présent

distinguer les deux voies d'administration.

ka

ke

x1

Figure 3.1 � Modèle à un ompartiment
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3.2. MODÈLE À UN COMPARTIMENT

3.2.1 Administration par voie orale

Dans le as d'une administration par voie orale, le modèle à un ompartiment peut en fait

être onsidéré omme un modèle à deux ompartiments où le seond ompartiment représente le

site d'administration (lumière du tube digestif). Nous notons x2 la quantité de médiament qui

se trouve dans e ompartiment, avant de subir l'étape d'absorption et atteindre la irulation

générale. Dès lors, nous pouvons adapter la représentation shématique du modèle pour obtenir

elle qui se trouve à la �gure 3.2.

ka

ke

x1

x2

DOSE

Figure 3.2 � Modèle à un ompartiment : voie orale

Le modèle à un ompartiment où les phénomènes d'absorption et d'élimination sont de pre-

mier ordre est dérit, en termes de problème de Cauhy, de la manière suivante :

{
ẋ1(t) = −kex1(t) + kax2(t), x1(0) = x01
ẋ2(t) = −kax2(t), x2(0) = F · x02

(3.1)

Les onditions initiales véri�ent

x01 = 0, x02 > 0

et x02 représente la dose administrée. Le paramètre 0 < F ≤ 1 représente enore la biodisponibi-

lité. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer F = 1, signi�ant que l'entièreté de la dose

administrée atteint la irulation générale. Sous forme matriielle, e système s'érit

ẋ(t) = Ãx(t), x(0) = x0 (3.2)

où

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, Ã =

(
−ke ka
0 −ka

)
, x(0) =

(
0
x02

)

La solution d'un tel système est donnée par




x1(t) = x02

ka
ka − ke

(e−ket − e−kat)

x2(t) = x02e
−kat

∀t ≥ 0
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Ces relations indiquent l'évolution temporelle de la quantité totale de médiament dans l'or-

ganisme ainsi que dans le site d'administration. L'expression analytique de l'évolution de la

onentration plasmatique du médiament au ours du temps s'obtient en divisant la quantité

x1(t) par le volume de distribution V et est alors donnée par

c(t) = x02
ka

V (ka − ke)
(e−ket − e−kat)

À présent, étudions l'évolution du système dans une situation de prise multiple du médi-

ament. Autrement dit, nous onsidérons qu'une dose (identique ou non) de médiament est

administrée à plusieurs reprises, ave administration périodique ou non. Dans e as, il nous

faut tenir ompte de la quantité de médiament restant dans l'organisme lors d'une nouvelle

prise. En pratique, la posologie

2

d'un médiament indique souvent la prise d'une même dose à

intervalles réguliers. Notons T la période d'administration et DOSE la dose ingérée à haque

prise. Quelques aluls (voir [20℄) permettent rapidement de onlure que l'évolution temporelle

de la quantité de médiament dans haun des ompartiments est donnée par :





x1(t) =
ka

(ka − ke)
DOSE

k∑

i=0

(
e−ke(t−iT ) − e−ka(t−iT )

)

x2(t) = e−katDOSE

k∑

i=0

(
ekaiT

)

pour tout kT ≤ t ≤ (k + 1)T , où k ∈ N.

Un exemple de médiament dont le omportement inétique peut être représenté par un

modèle à un ompartiment ave absorption et élimination d'ordre un est le rivaroxaban (voir

[20℄).

3.2.2 Administration par voie intraveineuse

Dans l'étude d'une administration par voie intraveineuse, nous négligeons les e�ets de premier

passage que nous avons évoqués dans le paragraphe 2.1.2 et onsidérons don que la totalité de

la dose administrée atteint la irulation générale. Dans e as, le médiament n'est pas soumis à

une quelonque étape d'absorption puisque son site d'administration est la irulation générale.

Dès lors, la onstante ka est nulle et le modèle peut être représenté par le shéma de la �gure

3.3.

Il existe deux types d'administration intraveineuse : l'injetion d'un bolus et la perfusion

ontinue. Un bolus désigne une � quantité importante d'un médiament injetée en une seule

fois par voie intraveineuse �

3

. L'injetion par perfusion est une administration ontinue du

médiament, ontrairement à l'injetion d'un bolus qui peut être onsidérée omme pontuelle.

Notons qu'une injetion par perfusion peut être réalisée par intermittene. Par exemple, lors des

tests liniques e�etués dans le adre de l'étude du méropénem, les patients reçurent une dose

d'un gramme de médiament toutes les huit heures par perfusion intraveineuse ; ertains furent

soumis à une administration rapide (trente minutes) et d'autres à une administration lente (trois

heures). La perfusion par intermittene est l'équivalent de la prise multiple dont nous avons

disuté dans le ontexte de l'administration orale.

2. Posologie : � Étude du dosage et des modalités d'administration du médiament. � [Larousse, 2014℄

3. [Le nouveau Petit Robert , 2008℄
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DOSE

ke

x1

Figure 3.3 � Modèle à un ompartiment : voie intraveineuse

Le modèle à un ompartiment ave injetion d'un bolus orrespond, en termes de problème de

Cauhy, à la première ligne du système (3.1) ave ka = 0. Nous ne devons pas tenir ompte de la

deuxième équation étant donné que elle-i orrespond à l'absorption du médiament. Autrement

dit, le modèle est dérit par

ẋ1(t) = −kex1(t), x1(0) = x01

où x01 > 0 représente la dose administrée. La solution est alors donnée par

x1(t) = x01e
−ket, ∀t ≥ 0

Dans une situation de prise multiple ave administration périodique de période T , l'évolution
temporelle de la onentration plasmatique est donnée par :

c(t) = e−ketDOSE

V

k∑

i=0

(
e−keiT

)

pour tout kT ≤ t ≤ (k + 1)T , où k ∈ N.

Le modèle à un ompartiment ave perfusion intraveineuse est dérit par le système di�érentiel

ommandé L.T.I. à une dimension suivant :

ẋ1(t) = −kex1(t) + u(t), x1(0) = 0

où l'entrée u(t) orrespond à la vitesse (taux) d'injetion du médiament. La solution de ette

équation di�érentielle est donnée par

x1(t) =

∫ t

0
e−ke(t−τ)u(τ)dτ, t ≥ 0

Par onséquent, l'évolution temporelle de la onentration plasmatique est donnée par la relation

c(t) =
1

V

∫ t

0
e−ke(t−τ)u(τ)dτ

où V désigne enore le volume de distribution. L'expression analytique de la solution dans le as

de prise multiple est largement étudié dans la setion 6.7 onsarée à l'étude de la réponse du

modèle développé pour le méropénem.
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3.3 Modèle à deux ompartiments

Cette setion s'inspire en partie de la thèse de dotorat de G. Koh [15℄. Un modèle à

deux ompartiments divise l'organisme en un ompartiment entral et un ompartiment péri-

phérique. Le ompartiment entral est identi�é au plasma et aux organes hautement perfusés

(reins, foie, ÷ur, poumons, et.) et le ompartiment périphérique orrespond aux tissus peu

irrigués (musles, peau, os, gre�es, et.). Dans un tel modèle, on suppose que la distribution aux

organes hautement perfusés est instantanée et que la onentration dans es organes s'équilibre

instantanément ave la onentration plasmatique, sans lui être pour autant égale (f. le modèle

à un ompartiment). Il s'est avéré en pratique qu'un modèle à deux ompartiments est su�sant

pour dérire, de manière appropriée, l'évolution temporelle de la majorité des médiaments.

3.3.1 Hypothèses du modèle

La onstrution d'un modèle à deux ompartiments se base sur les hypothèses suivantes.

1. Le médiament est administré dans le ompartiment entral.

2. Il y a éhange de matière entre le ompartiment entral et le ompartiment périphérique

dans les deux sens. C'est la phase de distribution.

3. L'élimination du médiament par exrétion et métabolisation, se produisant essentiellement

au niveau du foie et des reins, se fait à partir du ompartiment entral.

4. Dans le as d'une administration par voie orale (po), le médiament n'atteint pas dire-

tement et entièrement le ompartiment entral. Nous devons tenir ompte de la phase

d'absorption.

5. Dans le as d'une injetion intraveineuse (iv), le site d'administration est la irulation

générale de telle sorte que la totalité du médiament atteint le ompartiment entral, sans

phase d'absorption préalable.

La onstrution du modèle à un ompartiment utilise également les deux dernières hypothèses

(voir les sous-setions 3.2.1 et 3.2.2).

Nous notons x1 et x2 les quantités de médiament dans le ompartiment entral et périphé-

rique respetivement. De plus, nous notons respetivement k31 et k10 les onstantes de vitesse

d'absorption et d'élimination. De la même manière, nous notons k12 et k21 les onstantes de

vitesse de distribution entre le ompartiment entral et le ompartiment périphérique. La repré-

sentation shématique d'un tel modèle se trouve à la �gure 3.4. Comme dans l'analyse du modèle

à un ompartiment, distinguons la voie orale et la voie intraveineuse.

k12

k21

k31

k10

x1 x2

Figure 3.4 � Modèle à deux ompartiments
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3.3. MODÈLE À DEUX COMPARTIMENTS

3.3.2 Administration par voie orale

Comme préédemment, introduisons un ompartiment supplémentaire pour représenter le

site d'administration. Nous notons x3 la quantité de médiament dans e ompartiment. En

modi�ant de façon appropriée la représentation shématique du modèle, nous obtenons la �gure

3.5.

k12

k21

k31

k10

x1 x2x3
DOSE

Figure 3.5 � Modèle à deux ompartiments : voie orale

Le modèle à deux ompartiments ave réations de premier ordre est dérit, en termes de

problème de Cauhy, de la manière suivante :





ẋ1(t) = −k10x1(t)− k12x1(t) + k21x2(t) + k31x3(t), x1(0) = x01
ẋ2(t) = k12x1(t)− k21x2(t), x2(0) = x02
ẋ3(t) = −k31x3(t), x3(0) = F · x03

Les onditions initiales véri�ent

x01 = 0, x02 = 0, x03 > 0

et x03 représente la dose administrée. Comme nous l'avons fait dans le adre du modèle à un

ompartiment, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que la biodisponibilité F vaut 1

de telle sorte que l'entièreté de la dose x30 atteint le ompartiment entral. Ce système d'équations

di�érentielles peut également s'érire sous forme matriielle

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0 (3.3)

ave

x(t) =



x1(t)
x2(t)
x3(t)


 , A =



−k10 − k12 k21 k31

k12 −k21 0
0 0 −k31


 , x0 =




0
0
x03




Remarque 3.1 Les valeurs propres de la sous-matrie

B̃ =

(
−k10 − k12 k21

k12 −k21

)

sont réelles.

Démonstration. Les oe�ients de transfert k12 et k21 étant des paramètres positifs, la sous-

matrie B̃ est une matrie essentiellement non négative. Par le théorème de Perron-Frobenius

(théorème B), la valeur propre de B̃ la plus à droite est réelle. Or, B̃ est une matrie réelle de

dimension deux. Par onséquent, la seonde valeur propre de B̃ est néessairement réelle. �
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CHAPITRE 3. MODÉLISATION PHARMACOCINÉTIQUE CLASSIQUE

3.3.3 Administration par voie intraveineuse

De la même manière que dans le adre du modèle à un ompartiment, la onstante de vitesse

liée à l'absorption est nulle et le modèle peut être représenté par le shéma de la �gure 3.6.

k12

k21

k10

x1 x2
DOSE

Figure 3.6 � Modèle à deux ompartiments : voie intraveineuse

Le modèle à deux ompartiments ave injetion d'un bolus s'érit, en termes de problème de

Cauhy, {
ẋ1(t) = −k10x1(t)− k12x1(t) + k21x2(t), x1(0) = x01
ẋ2(t) = k12x1(t)− k21x2(t), x2(0) = 0

où x01 > 0 représente la dose administrée. Sous forme matriielle, e système s'érit

ẋ(t) = B̃x(t), x(0) = x0

où

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
, B̃ =

(
−k10 − k12 k21

k12 −k21

)
, x0 =

(
x01
0

)

Le modèle à deux ompartiments ave perfusion intraveineuse est dérit par le système dif-

férentiel linéaire ommandé L.T.I. à deux dimensions suivant :

{
ẋ1(t) = −k10x1(t)− k12x1(t) + k21x2(t) + u(t)

ẋ2(t) = k12x1(t)− k21x2(t)

En notation matriielle, nous obtenons

ẋ(t) = B̃x(t) + e1u(t), x(0) =

(
0
0

)

où e1 =
(
1 0

)T
et u(t) orrespond enore au taux d'injetion du médiament dans la irulation

générale.

3.3.4 Solutions analytiques

A présent, alulons la solution analytique x1(t), après prise unique, dans le ontexte de

l'administration orale, puis dans elui de l'administration intraveineuse d'un bolus. Nous ne don-

nons expliitement que la solution x1(t) du ompartiment entral. En e�et, e qui nous intéresse

en pharmaoinétique est l'évolution temporelle de la quantité de médiament présente dans le

plasma. Pour e faire, nous utilisons la transformation de Laplae. L'idée du développement qui

suit est également tirée de [15℄.
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3.3. MODÈLE À DEUX COMPARTIMENTS

Administration orale

Repartons de la notation matriielle (3.3). Nous avons suessivement

L[ẋ(t)](s) = L[Ax(t)](s) ⇐⇒ s · L[x(t)](s)− x(0) = AL[x(t)](s) par les formules de la transformée

de Laplae

⇐⇒ sX(s)− x(0) = AX(s) où X(s) := L[x(t)](s)
⇐⇒ (sI −A)X(s) = x(0)

⇐⇒



s+ k10 + k12 −k21 −k31

−k12 s+ k21 0
0 0 s+ k31





X1(s)
X2(s)
X3(s)


 =




0
0
x03




(3.4)

où X1(s), X2(s) et X3(s) sont les transformées de Laplae des fontions x1(t), x2(t) et x3(t)
respetivement. En notant

L(s) :=



s+ k10 + k12 −k21 −k31

−k12 s+ k21 0
0 0 s+ k31


 , x0 =




0
0
x03




l'équation (3.4) s'érit

L(s)X(s) = x0 (3.5)

Appliquons la règle de Cramer pour résoudre le système (3.5), ou plus préisément pour aluler

X1(s). Le déterminant de la matrie L(s) est donné par

det(L(s)) = (s+ k31) ((s+ k10 + k12)(s+ k21)− k12k21)

= (s+ k31)(s
2 + k10s+ k12s+ k21s+ k10k21 + k12k21 − k12k21)

= (s+ k31)(s
2 + (k10 + k12 + k21)s + k10k21)

Le seond fateur du membre de droite orrespond au polyn�me aratéristique de la sous-matrie

B̃. Notons s1 et s2 les valeurs propres de B̃ . Le spetre de A est alors donné par

σ(A) = σ(B̃) ∪ {−k31} = {s1, s2,−k31}

La sous-matrie B̃ étant de dimension 2, nous savons que la trae de B̃ est égale à l'opposé du

oe�ient du terme d'ordre 1 de son polyn�me aratéristique et que le déterminant de B̃ est

égal au terme indépendant. Autrement dit, nous avons les égalités suivantes :

det(B̃) = s1s2 = k10k21 (3.6)

tr(B̃) = s1 + s2 = −(k10 + k12 + k21) (3.7)

Par la remarque 3.1, les raines s1 et s2 sont réelles. De plus, par (3.6) et (3.7), on sait que

s1s2 > 0 et s1 + s2 < 0 ar les onstantes de vitesse sont stritement positives. On en onlut

que s1, s2 ∈ R

−
0 et, par onséquent, que

det(L(s)) = (s+ k31)(s− s1)(s − s2) > 0 ∀s ≥ 0

À e stade du développement, nous avons prouvé que les matries B̃ et A sont (exponentiellement)

stables. Ce qui on�rme l'intuition selon laquelle les quantités de médiament dans haun des

ompartiments onvergent vers 0 après une prise unique. En utilisant la règle de Cramer, nous

pouvons érire

X1(s) =
det(L1(s))

det(L(s))
, ave L1(s) =




0 −k21 −k31
0 s+ k21 0
x03 0 s+ k31
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CHAPITRE 3. MODÉLISATION PHARMACOCINÉTIQUE CLASSIQUE

Le déterminant de la matrie L1(s) est donné par

det(L1(s)) = x03k31(s+ k21)

de telle sorte que nous obtenons

X1(s) =
detL1(s)

detL(s)
=

x03k31(s+ k21)

(s + k31)(s − s1)(s− s2)

Pour déterminer l'expression analytique de la quantité de médiament dans le ompartiment

entral, notée xpo1 (s) dans le as de l'administration par voie orale, il reste à aluler la transfor-

mation de Laplae inverse de X1(s). Nous avons suessivement

L−1[X1(s)](t) = L−1

[
x03k31(s+ k21)

(s+ k31)(s− s1)(s − s2)

]
(t)

= x03k31L−1

[
(s + k21)

(s+ k31)(s − s1)(s− s2)

]
(t)

La fontion

(s+ k21)

(s+ k31)(s− s1)(s − s2)
:=

n(s)

d(s)
étant rationnelle et propre, nous utilisons la mé-

thode d'inversion rapide pour aluler sa transformée de Laplae. Les raines de d(s) sont −k31,
s1 et s2. Calulons la déomposition en frations simples de

n(s)

d(s)
.

(s + k21)

(s+ k31)(s − s1)(s− s2)
=

F11

s+ k31
+

F21

s− s1
+

F31

s− s2
s+ k21 = F11(s− s1)(s − s2) + F21(s + k31)(s− s2) + F31(s+ k31)(s− s1)

En posant s = −k31, on a

−k31 + k21 = F11(k31 + s1)(k31 + s2)

F11 =
k21 − k31

(k31 + s1)(k31 + s2)

En posant s = s1, on a

s1 + k21 = F21(s1 + k31)(s1 − s2)

F21 =
s1 + k21

(s1 + k31)(s1 − s2)

En posant s = s2, on a

s2 + k21 = F31(s2 + k31)(s2 − s1)

F31 =
s2 + k21

(s2 + k31)(s2 − s1)

Par la méthode d'inversion rapide, nous avons

L−1

[
(s+ k21)

(s+ k31)(s − s1)(s− s2)

]
(t) = F21e

s1t + F31e
s2t + F11e

−k31t

Finalement, on obtient

xpo1 (t) = x03k31
s1 + k21

(s1 + k31)(s1 − s2)
es1t + x03k31

s2 + k21
(s2 + k31)(s2 − s1)

es2t

+ x03k31
k21 − k31

(k31 + s1)(k31 + s2)
e−k31t, t ≥ 0
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Administration intraveineuse d'un bolus

De la même manière, nous pouvons aluler l'expression analytique de la quantité de média-

ment dans le ompartiment entral après administration par voie intraveineuse (voir [15℄). Cette

onentration est notée xiv1 (t) et on obtient la solution suivante :

xiv1 (t) = x01
s1 + k21
s1 − s2

es1t + x01
s2 + k21
s2 − s1

es2t, t ≥ 0

3.4 Modèles multiompartimentaux

Nous pouvons failement onevoir des modèles à plus de deux ompartiments. Soit n un

entier supérieur à deux. La matrie d'état A de la desription linéaire temps invariant R =
[A,B,C,D] du modèle ompartimental à n ompartiments pour une administration intraveineuse

est donnée par

A =




−(k10 + k12 + . . .+ k1n) k21 . . . kn1
k12 −k21 0
.

.

.

.

.

. 0
k1n −kn1




La matrie B, quant à elle, orrespond toujours au premier veteur de la base anonique. Par

la proposition 1.1, nous pouvons onlure que les modèles ompartimentaux sont toujours des

systèmes dynamiques positifs.

La plupart des modèles pharmaoinétiques ompartimentaux se limitent à deux ou trois

ompartiments. En e�et, plus un modèle est omplexe et plus il ontient de paramètres inonnus

à estimer. Par ailleurs, les ompartiments de tels modèles restent des ompartiments théoriques

auxquels on tente d'assoier des réalités physiologiques. Dans le adre du modèle à trois ompar-

timents, omposé d'un ompartiment entral et de deux ompartiments périphériques, le volume

du ompartiment entral orrespond au volume de distribution quasi instantané et les ompar-

timents périphériques sont assoiés aux tissus à équilibration rapide (ex. tissus splanhi) et à

équilibration lente (ex. tissus adipeux). On omprend alors failement que plus le nombre de

ompartiments est élevé et plus l'interprétation physiologique est déliate.

3.5 Paramètres pharmaoinétiques

Les miroonstantes (ou onstantes de vitesse) ne sont pas failement interprétables sur le

plan physiologique. Elles peuvent être vues omme la fration de médiament qui passe d'un

ompartiment à un autre par unité de temps. Nous allons énoner les relations entre es pa-

ramètres et les notions de volume de distribution et de lairane vues au hapitre 2. Pour e

faire, plaçons-nous dans le adre du modèle à deux ompartiments pour l'administration par

voie intraveineuse.

Pour rappel, le volume de distribution (V ) représente le volume virtuel qui serait oupé

par un médiament si sa onentration était égale à sa onentration plasmatique dans tout

l'organisme. Nous avons don

V =
x1 + x2
cp

où cp est la onentration plasmatique du médiament (mg/L). En déomposant e volume de

distribution en deux volumes de distribution, nous pouvons érire

V = V1 + V2, où V1 =
x1
cp
, V2 =

x2
cp

On appelle V1 le volume de distribution du ompartiment entral et V2 le volume de

distribution du ompartiment périphérique.
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La lairane, notée CL, est dé�nie omme le volume plasmatique omplètement débarrassé

de substane médiamenteuse par unité de temps. La relation fondamentale est donnée par

CL = k10V1

À présent, introduisons la notion de lairane interompartimentale. Dans le as du mo-

dèle à deux ompartiments, nous pouvons distinguer deux distributions interompartimentales :

le transfert CL12
du ompartiment entral vers le ompartiment périphérique et le transfert CL21

du ompartiment périphérique vers le ompartiment entral. De la même manière que pour la

lairane, nous avons les relations

CL12 = k12V1 et CL21 = k21V2

Comme le système est à l'équilibre de distribution, la quantité de médiament qui passe du

ompartiment entral vers le ompartiment périphérique est égale à la quantité qui passe du

ompartiment périphérique vers le ompartiment entral de telle sorte que nous pouvons érire

k12x1 = k21x2

k12
x1
cp

= k21
x2
cp

k12V1 = k21V2

CL12 = CL21

On érit alors

CL12 = CL21 := Q

où Q dénote la lairane (ou distribution) interompartimentale.

Le modèle à deux ompartiments peut être dé�ni par es nouveaux paramètres plut�t que

par les onstantes de vitesse. Pour l'administration par voie orale et par voie intraveineuse, le

modèle se note respetivement

Mpo = (CL,Q, V1, V2, k31) et M iv = (CL,Q, V1, V2, k31)

3.6 Demi-vie

La demi-vie orrespond au temps néessaire pour passer d'une onentration plasmatique

donnée à sa moitié, ou, de manière équivalente, pour passer qu'une quantité de médiament

totale dans l'organisme à sa moitié. Considérons un modèle à un ompartiment pour l'adminis-

tration par voie intraveineuse et notons x la quantité totale de médiament dans l'organisme. La

trajetoire d'état libre (entrée nulle) est donnée par la relation

x(t) = x0e
−ke(t−t0)

où x0 est la quantité de médiament présente au temps t0 et ke est la onstante d'élimination

du premier ordre. Sans perte de généralité, nous hoisissons t0 = 0. Notons t1/2 la demi-vie du

médiament de telle sorte que nous pouvons érire à la fois

x(t1/2) =
x0
2

et

ln(x(t1/2)) = ln(x0)− ket1/2

En ombinant es deux dernières équations, nous obtenons que la demi-vie du médiament est

donnée par la formule

t1/2 =
ln(2)

ke
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ou, en utilisant la relation fondamentale ke = CL/V ,

t1/2 = ln(2)
V

CL

où V est le volume de distribution apparent du médiament.
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Chapitre 4

Modèle pharmaoinétique à base

physiologique

Cette partie du travail tend à omprendre le modèle physiologique proposé dans l'artile de

F. Musuamba Tshinanu et al. [17℄, premier rapport sur un modèle à base physiologique pour

le méropénem. Ce hapitre évolue en quatre étapes. Les deux premières setions introduisent

brièvement les notions de irulation sanguine et de modèle physiologique. La suite onerne la

onstrution du modèle en tant que telle et sa tradution en termes de système ommandé.

4.1 Introdution à la irulation sanguine

A�n de mieux omprendre la onstrution du modèle qui va suivre, il est important de om-

prendre dans les grandes lignes omment fontionne la irulation sanguine hez l'homme. Les

deux grandes voies de la irulation sont la irulation pulmonaire et la irulation systémique.

La irulation pulmonaire, appelée également petite irulation, transporte le sang

désoxygéné (sang veineux) du ÷ur aux alvéoles pulmonaires où les éhanges gazeux vont per-

mettre de réoxygéner omplètement le sang. Ce sang, omplètement oxygéné, (sang artériel)

retourne dans le ÷ur pour être ensuite éjeté dans la irulation systémique. La irulation

systémique, onnue également sous le nom de grande irulation, a pour fontion d'amener

le sang oxygéné (sang artériel) du ÷ur à tous les organes et tissus de l'organisme. La iru-

lation systémique apporte don à haque organe de l'oxygène, des nutriments ainsi que toutes

les ressoures néessaires à son bon fontionnement et le nettoie de ses déhets tels que le gaz

arbonique.

La �gure 4.1 représente ertains vaisseaux sanguins de la irulation. Nous pouvons y onsta-

Figure 4.1 � Voies de la irulation (sang artériel en rouge et sang veineux en bleu) - soure : [27℄

31



CHAPITRE 4. MODÈLE À BASE PHYSIOLOGIQUE

ter que la perfusion sanguine

1

du foie ne se fait pas uniquement par l'artère hépatique propre.

En e�et, elui-i reçoit également le sang veineux provenant de la rate et du système digestif.

Le sang provenant de es organes atteint le foie par la veine porte hépathique. Le foie reçoit

don, d'une part, du sang rihe en oxygène par l'artère hépathique et, d'autre part, du sang

désoxygéné mais rihe en nutriments par le système porte.

Bien que e résumé soit, ertes, fortement simpli�é, il su�t à omprendre grossièrement le

parours de la substane médiamenteuse atteignant la irulation générale et, par onséquent,

la onstrution du modèle i-dessous.

4.2 Modèle physiologique et modèle ompartimental

À présent, introduisons les modèles dits physiologiques (physilogially-based PK models,

PBPK models). Ces modèles, plus omplexes que les modèles ompartimentaux lassiques (ha-

bituellement utilisés en pharmaoinétique), ont l'avantage d'être onstruits à partir de onsidé-

rations physiologiques

2

et anatomiques. Ils sont, par onséquent, plus failement interprétables.

Alors que les ompartiments onsidérés dans les modèles ompartimentaux sont �tifs (f. ha-

pitre 3), eux des modèles physiologiques orrespondent à des organes ou tissus bien partiuliers.

Typiquement, nous retrouvons les reins et/ou le foie impliqués dans l'étape d'élimination ; le site

d'e�et impliqué inévitablement dans la distribution ; et. Les interonnexions entre es di�érents

ompartiments orrespondent au �ux sanguin. On peut dérire l'évolution de la onentration

du médiament dans haque ompartiment par un système d'équations di�érentielles dont les

paramètres orrespondent à des volumes et des perfusions réels.

Rappelons qu'un modèle est une simpli�ation de la réalité à des �ns d'analyse et de onep-

tion et est, par onséquent, toujours approximatif, inexat et ritiquable. Un modèle aide à

omprendre et à appréhender la réalité et sa qualité se justi�e par son utilité. Les modèles

physiologiques sont, par exemple, utilisés pour la simulation numérique a�n de déterminer plus

préisément la disposition

3

du médiament tandis que les modèles ompartimentaux, générale-

ment plus simples (systèmes de deux ou trois dimensions), su�sent généralement pour répondre

au problème posé par la détermination rationnelle du meilleur shéma posologique du média-

ment (quantité à injeter, durée d'administration, et.). La oneption d'une loi de ontr�le à

partir d'un modèle ompartimental pourrait éventuellement ensuite être appliquée au modèle

physiologique.

Comme nous le verrons dans les setions suivantes, le modèle physiologique onstruit pour

l'étude du méropénem est dérit mathématiquement par un système d'équations di�érentielles à

six dimensions.

4.3 Constrution du modèle physiologique

Nous avons à présent tous les outils pour aborder la onstrution du modèle physiologique

pour le méropénem. Pour se faire, nous nous aidons de notes de ours de l'Université de Toulouse

[29℄.

La première étape de la onstrution d'un tel modèle est la séletion des ompartiments.

Comme proposé dans [17℄, trois ompartiments organes interviennent dans le modèle : les pou-

mons (� lungs �), le foie (� liver �) et les reins (� kidneys �). Les poumons étant impliqués, il

1. La perfusion sanguine d'un organe, notée généralement Q, orrespond à l'apport sanguin et se mesure en

unité de volume par unité de temps.

2. La physiologie est � la siene qui étudie les fontions et les propriétés des organes et des tissus des êtres

vivants. [Plus préisément, la physiologie humaine℄ étudie les fontions [. . . ℄ de l'organisme humain (nutrition,

motriité, sensibilité, régulation, et.). � [Le Nouveau Petit Robert, 2008℄

3. � Diposition may be de�ned as all the kineti proesses that our to a drug subsequent to its systemi

absorption. By de�nition, the omponents of disposition are distribution and elimination. � [23℄

32



4.3. CONSTRUCTION DU MODÈLE PHYSIOLOGIQUE

nous faut distinguer le sang (plasma) veineux et le sang (plasma) artériel (� arterial pool � et

� venous pool �), les onentrations médiamenteuses n'y étant alors pas égales. Finalement,

tous les autres organes et tissus sont agrégés pour former un sixième ompartiment nommé � rest

of the body �. Chaque ompartiment est onsidéré omme homogène (well-stirred, well-mixed)

et la vitesse de perfusion sanguine des organes/tissus est un fateur limitant (distribution is

perfusion rate limited) (i.e. les milieux interstitiels et intraellulaires sont agrégés et on dérit

la onentration globale). Par ailleurs, nous supposons que l'élimination du médiament se fait

uniquement via les reins et le foie et que la lairane rénale représente 80% de la lairane totale.

Une fois les di�érents ompartiments bien dé�nis, il nous faut les onneter entre eux en

respetant � les données anatomiques en matière de irulation sanguine � [29℄. Dès lors, on

obtient l'arhiteture du modèle dont la représentation shématique se situe à la �gure 4.2.

A
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L
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O
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Figure 4.2 � Représentation shématique du modèle PBPK

La dernière étape onsiste à dérire mathématiquement e modèle en termes d'équations

di�érentielles dérivant l'état omplet du système. Ces équations sont des équations de bilan mas-

sique (appliation du prinipe de onservation de la masse), signi�ant que la variation (par unité

de temps) de la masse de méropénem dans haun des ompartiments est égale à la di�érene

entre la masse � entrante � et la masse � sortante � (par unité de temps).

(1) Commençons par érire l'équation de bilan massique pour les tissus uniquement impliqués

dans l'étape de distribution. Nous pouvons identi�er deux ompartiments dans ette até-

gorie : les poumons (� lungs �) et le ompartiment regroupant le reste des tissus et organes

(� rest of the body �). Notons cRB la onentration médiamenteuse dans � rest of the

body � (mg/L). L'équation de bilan massique orrespondant à e ompartiment est donnée

par l'équation suivante :

VRB
dcRB

dt
= QRB (cin − cout)

où VRB est le volume total des tissus inlus dans e ompartiment (L) et QRB est la vitesse de

perfusion plasmatique à l'entrée du ompartiment (L/h). Le volume (resp. la perfusion san-

guine) d'un ensemble d'organes est égal à la somme des volumes (resp. perfusions sanguines)

de haun des organes. En�n, cin et cout représentent la onentration plasmatique totale

respetivement à l'entrée et à la sortie du ompartiment (mg/L). Notons que cin orrespond

à la onentration artérielle mais que cout ne orrespond pas à la onentration veineuse. La
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onentration à la sortie est déterminée par le oe�ient de partage tissue-to-plasma

4

.

Dans le as d'un ensemble d'organes, e dernier paramètre nous informe sur la onentration

de médiament qu'on peut s'attendre à trouver, en moyenne, dans le reste du orps. En�n,

nous pouvons érire

VRB
dcRB

dt
= QRB

(
ca −

cRB

KRB

)

où ca représente la onentration artérielle (mg/L) et KRB le oe�ient de partage du

ompartiment. De la même manière, nous avons, en notant cLu la onentration dans les

poumons (mg/L), l'équation de bilan massique suivante :

VLu
dcLu
dt

= QLu (cin − cout)

où VLu désigne le volume réel de l'organe (L) et QLu orrespond à la vitesse de perfusion

plasmatique réelle de l'organe (L/h). D'après l'arhiteture du modèle (voir �gure 4.2), ette

dernière équation devient

VLu
dcLu
dt

= QLu

(
cv −

cLu
KLu

)

où KLu est le oe�ient de partage du poumon.

(2) À présent, onsidérons les organes impliqués dans l'étape d'élimination. Dans e modèle,

on suppose que l'élimination du méropénem a uniquement lieu au niveau du foie et des

reins et les équations dérivant les taux de variation de la onentration tissulaire pour es

ompartiments doivent tenir ompte de e proessus. Pour e faire, nous ajoutons un terme

supplémentaire dit d'élimination. Notons cK et cLi les onentrations dans les reins et dans
le foie respetivement (mg/L). Le taux de variation de la onentration dans les reins est

modélisé par l'équation suivante :

VK
dcK
dt

= QK

(
ca −

cK
KK

)
− CLR

cK
KK

ou, de manière équivalente,

VK
dcK
dt

= QKca −
QK + CLR

KK
cK

où VK et KK représentent respetivement le volume (L) et le oe�ient de partage des reins,

QK la vitesse de perfusion plasmatique de l'organe (L/h) et CLR la lairane rénale (L/h).
En e qui onerne le foie, l'équation prend la forme suivante :

VLi
dcLi
dt

= QLica −QLi
cLi
KLi

− CLH
cLi
KLi

ou, de manière équivalente,

VLi
dcLi
dt

= QLica −
QLi + CLH

KLi
cLi

où VLi est le volume du foie (L) et KLi son oe�ient de partage. Le paramètre CLH

représente la lairane hépatique (L/h) et QLi orrespond à la somme du �ux sanguin de

l'artère hépatique propre et du �ux sanguin de la veine porte. (L/h).

4. �À l'équilibre, il existe un rapport de onentration entre la onentration du sang e�érent et la onentration

totale de l'analyte dans l'organe [. . . ℄ � [29℄ Ce oe�ient est appelé oe�ient de partage.
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(3) Finalement, il nous faut enore établir les équations pour les ompartiments vasulaires. En

notant ca et cv les onentrations plasmatiques dans les ompartiments � arterial blood � et

� venous blood � respetivement, nous pouvons érire les équations dérivant la disposition

médiamenteuse dans es ompartiments de la manière suivante. Pour le sang veineux, nous

avons

Vv
dcv
dt

=
∑

i

Qi
ci
Ki

−Qcocv

où Vv représente le volume du ompartiment et où la somme est une somme �nie dans laquelle

l'indie i représente suessivement le foie, les reins et le reste du orps. Le paramètre Qi et

le rapport

ci
Ki

orrespondent respetivement au �ux sanguin issu du i

e

organe (L/h) et à la

onentration � sortant � du i

e

organe (mg/L). Le paramètre Qco représente le débit sanguin,

appelé aussi débit ardiaque (ardia output)

5

(L/h). Finalement, pour le sang artériel, nous

érivons

Va
dca
dt

= QLu
cLu
KLu

−Qcoca + u(t)

où QLu représente le �ux sanguin issu des poumons (L/h) et le rapport
cLu
KLu

orrespond à

la onentration � sortant � des poumons (mg/L). En�n, u(t) est la fontion d'entrée qui

modélise l'injetion intraveineuse (mg/h).

4.4 Système di�érentiel ommandé

Nous pouvons maintenant érire l'ensemble de es équations di�érentielles sous la forme d'un

système di�érentiel ommandé linéaire temps invariant (L.T.I.)

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

où A ∈ R

n×n
aratérise l'évolution libre du système et b ∈ R

n
aratérise l'interation de

e système ave la fontion d'entrée salaire u(t). Les variables d'état, i.e. les omposantes du

veteur x(t), représentant les onentrations dans les di�érents ompartiments, la dimension n

du système vaut 6. Nous avons les relations suivantes (f. raisonnement i-dessus) :





ċa(t) = −Qco

Va
ca +

QLu

KLuVa
cLu +

u(t)
Va

ċRB(t) =
QRB

VRB
ca − QRB

KRBVRB
cRB

ċv(t) =
QRB

KRBVv
cRB − Qco

Vv
cv +

QLi

KLiVv
cLi +

QK

KKVv
cK

ċLu(t) =
QLu

VLu
cv − QLu

KLuVLu
cLu

ċLi(t) =
QLi

VLi
ca − QLi+CLH

KLiVLi
cLi

ċK(t) =
QK

VK
ca − QK+CLR

KKVK
cK

où

• ci (i ∈ {a,RB, v, Lu,Li,K}) représente la onentration de médiament dans le ompar-

timent i (mg/L) ;
• Vi (i ∈ {a,RB, v, Lu,Li,K}) représente le volume réel du ompartiment i (L) ;
• Qco représente le débit ardiaque (ardia output) (L/h) ;
• Qi (i ∈ {Lu,Li,K}) représente la vitesse de perfusion sanguine réelle de l'organe i (L/h) ;

5. � Le débit ardiaque est la quantité de sang éjetée par les ventriules ardiaques, 'est-à-dire le volume

éjeté à haque battement ardiaque multiplié par la fréquene ardiaque par [unité de temps℄. � [36℄
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• QRB représente la somme des perfusions sanguines de haque organe/tissu présent dans le

ompartiment � rest of the body � (L/h) ;
• Ki (i ∈ {Lu,Li,K,RB}) représente le oe�ient de partage tissue-to-plasma du ompar-

timent i ;
• CLR et CLH représentent respetivement la lairane rénale et la lairane hépatique

(L/h) ;
• u(t) (ontinue par moreaux) est la fontion d'entrée positive (taux d'injetion) (mg/h).

Remarque 4.1 La vitesse de perfusion des poumons QLu est égale au débit ardiaque (ardia

output) Qco.

En notant le veteur x(t)

x =




ca
cRB

cv
cLu
cLi
cK




la matrie A prend la forme suivante :

A =




−⋆ 0 0 ⋆ 0 0
⋆ −⋆ 0 0 0 0
0 ⋆ −⋆ 0 ⋆ ⋆
0 0 ⋆ −⋆ 0 0
⋆ 0 0 0 −⋆ 0
⋆ 0 0 0 0 −⋆




(4.1)

Le veteur b, quant à lui, est un multiple du premier veteur de la base anonique, à savoir

b =




1
Va

0
0
0
0
0




Dans (4.1), les étoiles représentent des quantités à valeur stritement positive et on remarque

diretement que la matrie A est une matrie de Metzler. Le système

ẋ = Ax+ bu

est don positif (voir proposition 1.1 ). Cei on�rme la réalité linique ; il y a onservation de

la positivité des variables. En d'autres mots, à partir d'une ondition initiale x(0) positive, la
quantité de médiament dans haque ompartiment reste positive pour tout temps t positif.

4.5 Données liniques et alibrage

A�n de terminer omplètement la onstrution du modèle, il nous faut enore ajuster la

valeur des di�érents paramètres (CLH , CLR et les oe�ients de partage Ki) a�n de dérire au

mieux les observations liniques. Cei fait l'objet du hapitre suivant.

Les données de onentration à partir desquelles on ajuste les paramètres orrespondent à

des éhantillons prélevés à l'équilibre dit pharmaoinétique (steady-state)

6

. Cet équilibre est

6. � All patients had reeived at least 3 doses at the time of the �rst PK measurement and were therefore

assumed to be at PK steady state. � [17℄
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atteint lorsqu'il n'y a plus d'aumulation de médiament (due à la dose préédente), i.e. lorsque

e qui entre dans l'organisme, en moyenne, est égal à e qui en sort, en moyenne.

Les données liniques que nous possédons sont issues d'une étude linique réalisée à l'H�pital

Universitaire du Sart Tilman, Liège, entre janvier et septembre 2012. Cette étude fut menée sur

60 patients, hospitalisés aux soins intensifs et diagnostiqués ave une pneumonie nosoomiale. On

y distingue deux atégories d'individus : eux ayant une ativité rénale normale et eux sou�rant

d'insu�sane rénale. La fontion rénale est un fateur important en e sens qu'elle intervient

dans l'étape d'élimination du médiament. Chaque patient reçut, par perfusion intraveineuse,

une dose d'un gramme toutes les huit heures et fut soumis soit à une administration rapide (sur

30 minutes), soit à une administration lente (sur trois heures). Les mesures de onentration du

médiament dans le plasma et au niveau du site d'ation (ELF) furent prises à partir de la 3

e

ou

de la 4

e

dose et onsistèrent, pour haque patient, en sept éhantillons : six éhantillons sanguins

et un éhantillon issu du site d'ation. Ces mesures sont prises juste avant l'injetion de la dose,

puis 30 minutes, une, trois, quatre et six heures après le début de la perfusion.
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Chapitre 5

Modélisation à effets mixtes

(NONMEM

r
)

Nous présentons dans e hapitre l'élaboration du modèle ompartimental (f. hapitre 3)

dérivant au mieux les onentrations mesurées, ainsi que l'estimation des paramètres du modèle

à base physiologique (f. hapitre 4). Pour e faire, nous proédons par étapes de la manière

suivante.

• Constrution du modèle ompartimental lassique qui dérit au mieux les onentrations

plasmatiques (tests des modèles à un et à deux ompartiments) - utilisation des observations

plasmatiques uniquement ;

• Ajout d'un ompartiment supplémentaire pour dérire les onentrations pulmonaires -

utilisation des données plasmatiques et pulmonaires ;

• Ajustement des paramètres du modèle pharmaoinétique à base physiologique.

Ces résultats sont essentiels ar ils sont à la base de l'ajustement posologique étudié dans les

hapitres ultérieurs. L'ensemble des modèles testés supposent que les phénomènes d'élimination

et de distribution interompartimentale sont des réations d'ordre un.

Remarque 5.1 Le méropénem étant un médiament qui ne pénètre pas dans les ellules et se

distribue uniquement dans le liquide interstitiel, la onentration pulmonaire orrespond plus

préisément à la onentration médiamenteuse dans le liquide du revêtement épithélial (epithelial

lining �uid, ELF) présent au niveau des poumons.

Les modèles ompartimentaux sont développés dans le but d'estimer la lairane totale et

d'identi�er les fateurs in�uençant l'élimination et la distribution, i.e la pharmaoinétique du

méropénem. Ces fateurs sont appelés ovariables. En e qui onerne le modèle pharmaoiné-

tique à base physiologique (PBPK), nous tentons d'estimer les oe�ients de partage à partir

de paramètres physiologiques onnus a priori (volumes organiques et vitesses de perfusion orga-

nique). Les prinipaux résultats sont dérits dans le présent rapport, y ompris dans les annexes.

Pour plus de détails, les �hiers de résultats omplets sont disponibles en ligne à partir du lien

suivant :

https://www.dropbox.om/sh/6wyr0az1lu92u/AACvEZe874uPUFCFF6h71t2ua?dl=0

5.1 Modèle pharmaoinétique de la population

Les di�érents modèles sont onstruits en utilisant une méthode de modélisation à e�ets mixtes

non linéaires implémentée dans le logiiel statistique NONMEM

r
(NONlinear Mixed E�ets Mo-

deling), méthode FOCE (First Order Conditional Estimate) ave interation

1

. Une telle approhe

permet de résoudre des problèmes d'ajustement d'un modèle à des données liniques en tenant

ompte de variabilités à la fois entre les individus (variabilité intra-individuelle) et au sein d'un

1. L'option interation est utilisée lorsqu'on veut tenir ompte de l'interation entre les variabilités inter- et

intra-individuelles.
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même individu (variabilité interindividuelle). Les paragraphes qui suivent s'inspirent à la fois de

l'ouvrage de J. S. Owen et J. Fiedler-Kelly [19℄ et du livre de N. Simon [26℄.

5.1.1 Variabilité

La variabilité interindividuelle des paramètres pharmaoinétiques est dérite par un

modèle exponentiel de la forme

Pi = TV P · exp(ηi)
où Pi est la valeur du paramètre pour l'individu i, TV P (population typial value) est la valeur

entrale de la population pour le paramètre P (e�et �xe) et ηi est une variable aléatoire distri-
buée selon une loi Normale (e�et aléatoire). Les variables aléatoires ηi

s

sont indépendantes et

identiquement distribuées ave une moyenne nulle et une variane ω2
. Nous onstatons alors que

le paramètre P est distribué, au sein de la population, selon une loi log-Normale de paramètres

ln(TV P ) et ω2
. Rappelons qu'une variable aléatoire X est dite log-Normale de paramètres µ

et σ2 si la variable Y = ln(X) suit une loi Normale d'espérane µ et de variane σ2.
La valeur entrale TV P est modélisée, au sein de NONMEM

r
, par une variable θ. Un modèle

à ompartiments possédant toujours au moins deux paramètres (la lairane et le volume de

distribution pour le modèle à un unique ompartiment), nous utilisons les notations Θ et Ω pour

désigner l'ensemble des paramètres θ
s

et ω2
s

à estimer.

La variabilité intra-individuelle des paramètres, quant à elle, est supposée inluse dans

l'erreur résiduelle du modèle. Cette dernière apte également le bruit dû aux mesures expérimen-

tales. L'erreur résiduelle est, la plupart du temps, dérite par un modèle d'erreurs additive et

proportionnelle. Autrement dit, nous supposons l'existene d'une erreur proportionnelle à la va-

leur de la onentration e�etivement mesurée et d'une erreur indépendante. L'erreur résiduelle

est, dès lors, modélisée par

Y k
ij = F k

ij(1 + ǫkp) + ǫka, k ∈ {1, 2}

où Y k
ij est la onentration e�etivement observée du je éhantillon de l'individu i dans le om-

partiment k, F k
ij est la onentration orrespondante prédite par le modèle et ǫkp et ǫka sont des

variables aléatoires indépendantes et distribuées selon des lois Normales de moyenne nulle et

de varianes σ2p et σ2a respetivement. Ces deux dernières variables modélisent respetivement

l'erreur proportionnelle et l'erreur additive au niveau du ke ompartiment. Notons d'ores et

déjà que k = 1 désigne le ompartiment entral (plasmatique) tandis que k = 2 orrespond au

ompartiment ELF représentant le site d'ation. Nous désignons par Σ les varianes σ2p et σ2a.

5.1.2 Estimation des paramètres : méthode des moindres arrés étendus

A�n d'estimer les paramètres Θ, Ω, Σ, NONMEM

r
utilise un ritère permettant de quanti�er

l'adéquation du modèle aux observations. Ce ritère est appelé fontion objetif. Conrètement,

NONMEM

r
utilise un algorithme d'optimisation a�n de aluler les valeurs des paramètres

permettant de minimiser la fontion objetif f suivante :

f =
N∑

i=1

(Yi − Fi)
2

vi
+

N∑

i=1

ln(vi)

où N est le nombre total d'observations et Yi et Fi représentent respetivement la ie observation
et la ie valeur prédite par le modèle. Les observations Yi sont des variables aléatoires supposées
indépendantes et haune d'entre elles est distribuée selon une loi Normale de moyenne mi et de

variane vi. Autrement dit, la fontion de densité de la variable Yi (i ∈ {1, . . . , N}) est donnée
par

pi(Yi) =
1√
vi · 2π

e
−
(Yi−mi)2

2vi
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La variane vi de la distribution n'est pas onnue a priori et doit don être estimée en même

temps que les autres paramètres. La moyenne, quant à elle, orrespond à la valeur prédite Fi.

L'algorithme d'optimisation utilisé par NONMEM

r
est une méthode itérative de type quasi-

Newton.

La fontion objetif dérite i-dessus déoule de la méthode du maximum de vraisemblane.

La fontion de vraisemblane de l'éhantillon Y1, . . . , YN est, par dé�nition, la fontion de densité

onjointe des N variables aléatoires de l'éhantillon, onsidérée omme fontion des paramètres

Θ, Ω et Σ. Elle est don donnée par

L(Θ,Ω,Σ;Y1, . . . , YN ) =
N∏

i=1

pi(Yi)

=

N∏

i=1

(vi · 2π)−1/2e
−
(Yi−Fi)

2

2vi
(5.1)

Les estimateurs du maximum de vraisemblane sont donnés par les valeurs des paramètres qui

maximisent la fontion de vraisemblane (5.1) ou, de manière équivalente, qui minimisent la

fontion

−2 · lnL(Θ,Ω,Σ;C1, . . . , CN ) =

N∑

i=1

(Yi − Fi)
2

vi
+

N∑

i=1

ln(vi)

Cette fontion est hoisie omme fontion objetif et la méthode de minimisation orrespondante

est appelée méthode des moindres arrés étendus.

5.1.3 Paramètre de mise à éhelle

Le paramètre de mise à éhelle S (saling fator) permet d'obtenir les préditions dans les

mêmes unités que les valeurs observées. Typiquement, les données observées (dependant variable,

DV ) sont des onentrations et les équations di�érentielles implémentées dans NONMEM

r
dé-

rivent l'évolution de quantités au ours du temps ; les quantités prédites sont divisées par le

paramètre S pour obtenir des onentrations. Il est néessaire de dé�nir un paramètre d'éhelle

pour tous les ompartiments où les onentrations sont diretement observées. En e�et, pendant

le proessus d'estimation, NONMEM

r
herhe à diminuer la fontion objetif dans laquelle in-

tervient le résidu entre les onentrations prédites et les onentrations observées ; il est don

néessaire que les données prédites et observées soient exprimées dans les mêmes unités. Si auun

paramètre d'éhelle n'est modélisé, les valeurs prédites orrespondent à des quantités dont l'unité

est identique à elle utilisée dans le �hier de données pour exprimer la dose administrée (olonne

AMT).

Le paramètre d'éhelle Sn, où n est le numéro du ompartiment dans lequel les onentrations

sont observées, est dé�ni omme le produit du volume de distribution et d'une valeur salaire

sans unité, i.e.

Sn = Vn · usv
Il nous faut don déterminer usv de telle sorte que les onentrations prédites et observées soient
exprimées dans les mêmes unités lorsque Vn est remplaé par Sn dans l'expression

cn =
AMTn
Vn

où AMTn et Vn représentent respetivement la quantité de médiament dans le ompartiment

n et le volume de distribution du ompartiment n. Supposons que les onentrations observées
soient exprimées en DVmassUnits/DVvolUnits et que la dose soit donnée en AMTUnits, alors usv
est obtenu à partir de la relation

DVmassUnits

DVvolUnits
=

AMTUnits

DVvolUnits · usv
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Prenons un exemple. Dans la base de données à notre disposition pour l'étude pharmaoinétique

du méropénem, la dose est exprimée en grammes et les onentrations observées sont données

en milligrammes par litre. Dans e as, la valeur salaire usv vaut

usv =
g

1000 g
=

1

1000

et le fateur de mise à éhelle S est modélisé par S = V/1000.

5.1.4 Introdution des ovariables

Une ovariable est une variable (quantitative ou atégorique) qui joue un r�le expliatif et

qui est étudié omme fateur à l'origine de la variation des paramètres du modèle. Les ovariables

permettent d'expliquer la variabilité interindividuelle et sont introduites dans le modèle a�n de

diminuer la variane des variables aléatoires η
s

, modélisant dès lors la variabilité interindividuelle

inexpliquée.

Dans haun des modèles mentionnés i-dessus, le modèle paramètres-ovariables est étudié.

Les ovariables démographiques généralement testées reprennent entre autres l'âge, le sexe et le

poids. De nombreuses autres ovariables peuvent également être analysées ; itons, par exemple,

la onentration d'albumine, le holestérol total, le débit de �ltration glomérulaire (Glomerular

Filtration Rate, GFR) ou enore la présene d'autres médiaments. Le débit de �ltration glomé-

rulaire représente la quantité de sang �ltré par les reins par unité de temps et permet de quanti�er

l'ativité rénale. Il est exprimé en millilitres par minute. Par la suite, nous parlons d'insu�sane

rénale lorsque le débit de �ltration glomérulaire est stritement inférieur à 40 mL/min. Dans le
adre du travail relatif au méropénem, nous testons les ovariables sur la lairane ainsi que sur

les volumes de distribution. Les ovariables testées sont restreintes au nombre de deux :

� le poids (WT) sur les volumes de distribution,

� le débit de �ltration glomérulaire (GFR) sur la lairane plasmatique.

Le hoix des variables testées est basé sur l'analyse préédemment réalisée par F. Frippiat, F.

Musuamba et al. dans l'étude PROMESSE [9℄.

L'e�et d'une ovariable ontinue sur un paramètre du modèle est dérit par une relation

allométrique, 'est-à-dire une relation de la forme

TV P = θp
(

COV
rCOV

)θCOV

où COV est la valeur prise par la ovariable, TV P est la valeur entrale du paramètre prédite

par le modèle étant donnée la valeur de la ovariable, θp est la tendane entrale de la population,
rCOV est une valeur de référene, hoisie omme étant la valeur médiane de la population, et

θCOV quanti�e l'e�et de la ovariable sur le paramètre P . Notons d'ores et déjà que les valeurs

médianes des variables WT et GFR sont 75 kg et 65mL/min respetivement.

5.1.5 Fiabilité et validation

Avant de regarder les estimations fournies par NONMEM

r
, il nous faut véri�er la �abilité du

modèle onstruit. Pour e faire, nous examinons plusieurs éléments, appelés ritères d'ajuste-

ment. Typiquement, nous observons

1. les p-valeurs attestant de la nullité de la moyenne des variables aléatoires η
s

modélisant les

erreurs interindividuelles,

2. les graphiques de diagnostique (onentrations observées vs. onentrations prédites et

résidus vs. onentrations prédites et temps),

3. la onvergene de l'algorithme de minimisation,

4. la préision des estimations.
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Le quatrième point est évalué à partir de l'éart-type des estimations (standard error of estimate).

L'estimation du paramètre P suit une loi Normale d'espérane TV P ; la valeur de l'éart-type

de ette loi Normale doit idéalement être inférieure à la moitié de la valeur TV P de telle sorte

que l'intervalle à 95% ne ontienne pas 0. En e qui onerne les graphiques de diagnostique, la

�gure 5.1 en est un exemple. Les graphiques supérieurs représentent les onentrations observées

Figure 5.1 � Graphiques de diagnostique : exemple

en fontion des onentrations prédites. Le graphique de gauhe orrespond aux préditions de

la population, i.e. les onentrations prédites par le modèle sans tenir ompte de la variabilité in-

terindividuelle aptée par les variables aléatoires η
s

(ei explique la grande dispersion des points

autour de la droite identité). Le graphique de droite, quant à lui, tient ompte de la variabilité

interindividuelle, de telle sorte que l'axe des absisses orrespond aux onentrations prédites

individuelles. Plus les points sont prohes de la droite identité, plus l'adéquation du modèle aux

données peut être a�rmée. Les graphiques inférieurs permettent une analyse des résidus. Les

résidus représentés (en fontion des onentrations prédites de la population et en fontion du

temps) sont des résidus pondérés onditionnés. L'utilisation de résidus dits onditionnés est due

à l'utilisation de la méthode de minimisation FOCE. Ces résidus ont été étudiés par A. Hooker

et al. dans une publiation de 2007 [13℄. Ces derniers ont démontré que les résidus pondérés

standards ne permettent plus d'étudier le bon ajustement d'un modèle lors de l'utilisation de la

méthode FOCE, tandis que les résidus onditionnés se sont avérés être des bons indiateurs de la

performane d'un modèle dans e as. Notons que es résidus sont également supposés distribués

selon une loi Normale (0, 1). Par onséquent, la qualité du modèle se juge à la répartition des

résidus autour de la droite y = 0. Dans le adre de nos analyses, nous distinguerons les individus
en deux groupes en fontion de la durée d'administration. Cela permet de rendre ompte que la

qualité de la prédition n'est pas meilleure dans un des deux groupes.

Finalement, une fois le modèle onstruit, il nous faut le valider. Dans le adre de e travail,

nous e�etuons des validations internes, à savoir à partir des données utilisées pour établir le

modèle. Deux méthodes sont généralement utilisées : le visual preditive hek (VPC) et la

tehnique du bootstrap. L'idée du visual preditive hek est que les paramètres estimés à

partir d'un ensemble d'observations devraient permettre de produire des simulations similaires

aux données observées. Le VPC onsiste à simuler un ertain nombre de fois les données de départ

43



CHAPITRE 5. MODÉLISATION À EFFETS MIXTES

et à évaluer si l'intervalle de prédition à 90% (intervalle ompris entre le 5

e

et le 95

e

entiles)

reouvre au moins 90% des observations. La méthode du bootstrap est une autre tehnique

utilisée a�n d'évaluer la préision des estimations. Le bootstraping onsiste à générer un grand

nombre de bases de données par éhantillonnages ave remplaement des individus �gurant dans

le �hier de données initial. Ensuite, pour haune d'entre elles, haque paramètre du modèle

est à nouveau estimé. Nous obtenons une distribution de l'estimation pour haque paramètre et

nous investiguons l'intervalle à 95% pour déterminer la préision des estimations.

5.2 Modèle lassique à un ompartiment

DOSE

CL

CENTRAL

Figure 5.2 � Méropénem : modèle à un ompartiment

Commençons par tester le modèle ompartimental lassique à un ompartiment (voir �gure

5.2). Nous estimons, dans e as, la partie �xe et la partie aléatoire de la lairane plasmatique

totale CL et du volume de distribution V . Le �hier de résultats fourni par NONMEM

r
(su-

broutine ADVAN1, TRANS2) indique que l'estimation des paramètres est orrete. En e�et,

l'algorithme de minimisation s'est terminé ave suès, les deux p-valeurs orrespondant aux

tests d'hypothèse pour on�rmer la nullité de la moyenne des variables η
s

sont de l'ordre de 10−1

(l'hypothèse nulle est la nullité de la vraie moyenne) et les éarts-types des di�érentes estima-

tions sont su�samment petits (voir olonne SD de la table 5.1). Cependant, les graphiques de

diagnostique, repris en annexe, montrent une mauvaise distribution des résidus en fontion du

temps.

FO = 1709

PK param. TV ω2
SD

CL (L/h) 8, 01 0,38 0,481

V (L) 22, 2 0,0698 1,08

Table 5.1 � Modèle de base à un ompartiment. FO, fontion objetif ; PK param., paramètre pharmaoiné-

tique ; TV, valeur entrale ; ω2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle ; SD, éart-type de l'estimation

L'étape suivante onsiste à introduire les ovariables. Pour des raisons de pertinene à la fois

linique et statistique, nous ajoutons la ovariable quanti�ant l'état de la fontion rénale (taux

de �ltration glomérulaire) pour expliquer la variabilité de la lairane et la variable poids pour

expliquer la variabilité du volume de distribution. Notons que le poids a également été testé pour

expliquer la variabilité observée sur la lairane mais n'a pas été retenu. En e�et, la valeur de la

fontion objetif ne diminue pas signi�ativement pour onlure à une pertinene statistique de

la présene de ette ovariable dans le modèle. Les estimations du modèle paramètres-ovariables
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résultant sont reprises à la table 5.2 et les graphiques de diagnostique sont inlus dans les an-

nexes. Le graphique des onentrations observées en fontion des préditions individuelles semble

identique à elui obtenu ave le modèle de base. L'erreur proportionnelle est de 25,96% et l'er-

reur additive est aratérisée par un éart-type de 0.814 mg/L. L'e�et du débit de �ltration

glomérulaire sur la lairane et l'e�et du poids sur le volume de distribution sont de 0,71 et 0,51

respetivement, indiquant tous les deux une augmentation de la valeur du paramètre lorsque la

valeur de la ovariable augmente.

FO = 1634

PK param. θp ω2
e�et des ovariables

CL (L/h) 7, 54L/h 0,115 θGFR = 0, 716
V (L) 21, 8L 0,0473 θWT = 0, 51

Table 5.2 � Modèle paramètres-ovariables à un ompartiment. FO, fontion objetif ; PK param., paramètre

pharmaoinétique ; θp, tendane entrale ; ω
2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle

Nous pouvons à présent investiguer les méthodes du VPC (voir �gure 5.3) et du bootstrap

(voir Annexe C.1) a�n d'évaluer la validité du modèle ainsi onstruit. Via le VPC, nous pouvons

onstater que le modèle à un seul ompartiment semble déjà faire preuve de bonnes perfor-

manes de préditions. En e�et, les onentrations prédites (représentées par les médianes et par

les intervalles de prédition à 90%) et observées (représentées par les points) sont aeptable-

ment superposées. Les résultats du bootstrap présentés en annexe on�rment la validation des

estimations.

Figure 5.3 � Modèle �nal à un ompartiment : visual preditive hek (lignes en trait ontinu, valeurs

médianes ; zones olorées, intervalles de prédition à 90%)

Même si le modèle à un ompartiment ne semble pas mauvais, il nous faut analyser le modèle

à deux ompartiments pour deux raisons :

1. Les estimations du modèle ompartimental doivent être utilisées pour établir le modèle

physiologique.

2. L'ajout d'un ompartiment permet souvent de mieux dérire les données.
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5.3 Modèle lassique à deux ompartiments

Q

CL

CENTRAL PERIPHERAL

DOSE

Figure 5.4 � Méropénem : modèle à deux ompartiments

Le modèle ompartimental lassique à deux ompartiments (voir �gure 5.4) est étudié dans le

but d'estimer la lairane plasmatique CL, le volume de distribution du ompartiment entral V1,
le volume de distribution du ompartiment périphérique V2 et la lairane interompartimentale

Q (e�ets �xes et e�ets aléatoires).

L'analyse du �hier de résultats du modèle de base, à savoir sans ovariable, implémenté

dans NONMEM

r
(subroutine ADVAN3, TRANS4) permet de onlure à la �abilité des estima-

tions. En e�et, l'algorithme de minimisation s'est terminé ave suès, les tests d'hypothèse ne

onduisent pas au rejet de la nullité des moyennes des variables η et les éarts-types des di�é-

rentes estimations sont su�samment petits (voir olonne SD de la table 5.3). Les graphiques de

diagnostique repris dans les annexes indiquent que le modèle à deux ompartiments semble bien

s'ajuster aux données plasmatiques. De plus, les graphiques des résidus montrent une meilleure

répartition des points autour de la droite y = 0 par rapport aux graphiques obtenus pour le

modèle à un seul ompartiment.

FO = 1498

PK param. TV ω2
SD

CL (L/h) 8, 45 0,409 0,638

V1 (L) 14, 3 0,149 1,12

V2 (L) 13, 7 . 1,12

Q (L/h) 12, 7 0,333 1,89

Table 5.3 � Modèle de base à deux ompartiments. FO, fontion objetif ; PK param., paramètre phar-

maoinétique ; TV, valeur entrale ; ω2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle ; SD, éart-type de

l'estimation

Une fois le modèle de base onstruit, nous ajoutons les ovariables (le poids sur les volumes

V1 et V2 ainsi que l'état de la fontion rénale sur la lairane CL). Les estimations des paramètres

pharmaoinétiques et l'e�et dû aux ovariables sont présentés à la table 5.4. Les éarts-types

des erreurs proportionnelle et additive valent respetivement 0,413 (41,3%) et 0,845 (mg/L). Les
graphiques de diagnostique révèlent, par rapport au modèle de base sans ovariable, une moins

bonne répartition des résidus (et don une moins bonne performane du modèle ?), ertains

points se situant au-delà des droites y = −2 et y = 2, mais restent toutefois aeptables. Lors de

l'inlusion des ovariables dans le modèle, la variable représentant le poids du patient ne s'est pas

avérée statistiquement pertinente sur le volume de distribution du seond ompartiment dans le

sens où, lorsque nous l'ajoutons au modèle de base, la valeur de la fontion objetif ne diminue

pas signi�ativement. Néanmoins, ette variable est liniquement pertinente et doit absolument

apparaître dans la onstrution du modèle.
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FO = 1434

PK param. θp ω2
e�et des ovariables

CL (L/h) 7, 96 0,129 θGFR = 0, 743
V1 (L) 14, 5 0,149 θWT = 0, 789
V2 (L) 12, 9 0,0746 θWT = 0, 66
Q (L/h) 11, 4 . .

Table 5.4 � Modèle paramètres-ovariables à deux ompartiments. FO, fontion objetif ; PK param., para-

mètre pharmaoinétique ; θp, tendane entrale ; ω
2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle

En�n, les méthodes d'évaluation du modèle (VPC - voir �gure 5.5 - et bootstrap - voir Annexe

C.2) erti�ent une amélioration du pouvoir préditif du modèle à deux ompartiments omparé

au modèle à un unique ompartiment.

Figure 5.5 � Modèle �nal à deux ompartiments : visual preditive hek (lignes en trait ontinu, valeurs

médianes ; zones olorées, intervalles de prédition à 90%)

Le modèle à un seul ompartiment étant déjà relativement �able et le modèle à deux om-

partiments l'améliorant notablement, nous n'investiguons pas le modèle à trois ompartiments

pour dérire les onentrations plasmatiques et retenons le modèle à deux ompartiments. Des

études antérieures (voir notamment l'analyse présentée dans la publiation [9℄) ont déjà onlu

à la non pertinene du modèle plus omplexe à trois ompartiments.

Cependant, il est essentiel de réer un ompartiment supplémentaire pour pouvoir, d'une

part, tenir ompte des mesures dans le liquide épithélial pulmonaire et, d'autre part, simuler et

prédire les onentrations dans le site d'e�et. Ce ompartiment est un ompartiment arti�iel

représentant le site d'e�et ELF. Nous obtenons �nalement un modèle à trois ompartiments,

appelé, plus justement, modèle à deux plus un ompartiments.

5.4 Modèle à trois ompartiments

La représentation shématique du modèle à trois, ou plus préisément à deux plus un, om-

partiments est située à la �gure 5.6. Dans e as, les paramètres pharmaoinétiques à estimer

sont la lairane plasmatique CL, les volumes de distribution V1, V2 et V3, orrespondant aux
ompartiments entral, pulmonaire et périphérique respetivement, ainsi que les lairanes inter-

ompartimentales Q2 et Q3. Les poumons, et don en partiulier le site ELF, étant initialement
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Q3

Q2 CL

CENTRAL PERIPHERAL

ELF

DOSE

Figure 5.6 � Méropénem : modèle à 2 + 1 ompartiments

supposés inlus dans le ompartiment entral, il est naturel de s'attendre à une distribution

interompartimentale élevée entre le ompartiment entral et le nouveau ompartiment.

Ayant déjà disuté de l'importane des ovariables dans le modèle pharmaoinétique, nous

pouvons diretement ajouter les variables GFR et WT dans le modèle à trois ompartiments.

Analysons le �hier de résultats de NONMEM

r
(subroutine ADVAN11, TRANS4). L'algorithme

de minimisation s'est terminé ave suès et les p-valeurs sont su�samment élevées pour ne pas

onduire au rejet de l'hypothèse de la nullité des moyennes des variables aléatoires η
s

. Néanmoins,

la rubrique standard error of estimate (dont les valeurs sont indiquées dans la table 5.5) montre

qu'il faut être prudent quant à l'estimation de ertains paramètres. Les estimations des para-

mètres pharmaoinétiques, la variabilité interindividuelle et l'e�et des ovariables sont reprises à

la table 5.5. L'erreur résiduelle sur le ompartiment entral est aratérisée par un éart-type de

0,415 pour la partie proportionnelle (i.e. erreur proportionnelle de 41.5%) et de 0,843 mg/L pour

la partie additive. L'erreur résiduelle sur le seond ompartiment est modélisée par un modèle

proportionnel où l'éart-type de la variable aléatoire ǫp est estimé à 0, 873 (i.e. erreur proportion-
nelle de 87%). Les graphiques de diagnostique sont illustrés en annexe. Ceux orrespondant au

ompartiment entral sont très similaires aux graphiques préédemment obtenus pour le modèle

à deux ompartiments. Ceux orrespondant au ompartiment pulmonaire, quant à eux, révèlent

déjà une mauvaise adéquation entre le modèle et les onentrations observées dans le liquide

épithélial.

FO = 1719

PK param. θp(SD) ω2
e�et des ovariables (SD)

CL (L/h) 8.01 (0,403) 0,13 θGFR = 0, 736 (0,0635)

V1 (L) 14 (FIX) 0,159 θWT = 0, 803 (0,340)

Q2 (L/h) 46 (FIX) . .

V2 (L) 0, 417 (1,36) 2.11 θWT = 0, 517 (2,77)

Q3 (L/h) 11, 8 (1,67) . .

V3 (L) 12, 9 (1,23) 0,0776 θWT = 0, 627 (0,454)

Table 5.5 � Premier modèle paramètres-ovariables à 2+1 ompartiments. FO, fontion objetif ; PK param.,

paramètre pharmaoinétique ; θp, tendane entrale ; ω
2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle ; SD,

éart-type de l'estimation

A�n de omprendre l'origine du problème, nous investiguons les onentrations prédites par

le modèle à partir des estimations dérites i-dessus (voir �gure 5.7). Comme attendu au vu des

graphiques de diagnostique supérieurs, le modèle prédit des onentrations dans le site ELF trop
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Figure 5.7 � Préditions du premier modèle paramètres-ovariables à 2 + 1 ompartiments (VPC)

élevées. Cei s'explique par la dé�nition du volume de distribution. Rappelons la relation

V2 =
x2(t)

cp(t)

où cp est la onentration plasmatique et x2 est la quantité de médiament dans le deuxième

ompartiment. En d'autres mots, le volume de distribution du ompartiment ELF est le volume

qui justi�erait des onentrations semblables aux onentrations plasmatiques de telle sorte qu'il

n'est pas orret d'utiliser le paramètre de mise à éhelle de la même manière que pour le

ompartiment entral, i.e.

S2 6= V2/1000

L'étape suivante onsiste à repartir du modèle lassique à deux ompartiments, à ajouter un

ompartiment pour le site d'e�et omme illustré à la �gure 5.6 et à modi�er le saling fator de

la manière suivante

S2 = V2/θ11

où θ11 est un nouveau paramètre à estimer. Nous obtenons �nalement les estimations présentées

à la table 5.6. L'erreur résiduelle proportionnelle du modèle sur le ompartiment entral est de

17% et l'erreur résiduelle additive est de 0,72 mg/L. De plus, l'erreur (proportionnelle unique-
ment) sur le ompartiment ELF est de 71%. Une erreur aussi élevée sur le seond ompartiment

n'est pas surprenante. En e�et, nous savons que les méthodes d'éhantillonnage pour obtenir les

données pulmonaires sont sujettes à divers types d'erreurs. Malgré quelques doutes au niveau

de la préision des estimations, la valeur favorable de la fontion objetif et les graphiques de

diagnostique repris en annexe semblent supporter es derniers résultats.

Au vu du tableau des estimations, une remarque s'impose. En omparant es dernières aux

estimations orrespondant au modèle à deux ompartiments (table 5.4) nous onstatons que les

valeurs des lairanes (e�ets �xes et e�ets aléatoires) sont quasi identiques et que la somme

des volumes de distribution du ompartiment entral et du ompartiment ELF du modèle à

trois ompartiments orrespond grossièrement au volume de distribution entral du modèle à

deux ompartiments. Cette dernière onstatation était attendue puisque nous supposons que le

liquide épithélial pulmonaire est inlus dans le ompartiment entral du modèle dérivant les

onentrations plasmatiques uniquement.
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FO = 1576

PK param. θp (SD) ω2
e�et des ovariables (SD)

CL (L/h) 7, 97 (0,403) 0,127 θGFR = 0, 73 (0,064)

V1 (L) 3, 83 (2,22) 0,867 θWT = 0, 853 (2,1)

Q2 (L/h) 132 (44,9) . .

V2 (L) 12 (2,46) 0,154 θWT = 0, 786 (0,824)

Q3 (L/h) 9, 21 (2,75) . .

V3 (L) 12, 9 (FIX) 0,0791 θWT = 0, 614 (0,435)

Table 5.6 � Seond modèle paramètres-ovariables à 2+1 ompartiments. FO, fontion objetif ; PK param.,

paramètre pharmaoinétique ; θp, tendane entrale ; ω
2
, variane modélisant la variabilité interindividuelle ; SD,

éart-type de l'estimation

Le VPC pour le modèle �nal à deux plus un ompartiments se situe à la �gure 5.8. Au vu de

e dernier, le modèle ne semble pas dérire orretement les observations au temps t = 4h pour le

ompartiment pulmonaire lors d'une administration sur trois heures. Cei n'est pas dérangeant

et est même souhaitable : il n'est pas normal que les observations révèlent un pi au temps 4

alors qu'elles devraient en révéler un au temps 3 omme 'est le as ave les simulations. Les

préditions sont plus �ables que les observations.

Figure 5.8 � Modèle �nal à 2 + 1 ompartiments : visual preditive hek (lignes en trait ontinu, valeurs

médianes ; zones olorées, intervalles de prédition à 90%)

5.5 Modèle à base physiologique (PBPK)

Un modèle pharmaoinétique ompartimental est dit � physiologique � ou � lassique � selon

que les ompartiments dérivent une réalité anatomique ou non. Un modèle physiologique à des

avantages lairs sur le modèle ompartimental. Il est plus failement interprétable et il permet

d'avoir des informations sur la onentration du médiament dans le site d'e�et, mais également

dans les organes d'élimination, à savoir les reins et le foie. De plus, son aspet physiologique et le

fait qu'il soit ohérent ave e que nous onnaissons a priori sur le médiament (f. l'élimination

2

)

lui donne une plus grande valeur préditive en e qui onerne la prédition pour un nouveau

2. L'élimination a lieu uniquement à partir du foie et des reins, la lairane rénale orrespond à 80% de la

lairane totale et la lairane est additive

(
CL = CLR + CLH = 5CLR

4

)
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5.5. MODÈLE À BASE PHYSIOLOGIQUE

patient.

Le modèle PBPK vise à aratériser les oe�ients de partage tissue-to-plasma des poumons,

des organes d'élimination et du ompartiment � rest of the body �. La lairane totale est égale-

ment estimée. Pour e faire, nous imputons ertaines des estimations déterminées pour le modèle

à trois (deux plus un) ompartiments. L'e�et du poids sur les volumes réels sanguins ainsi que sur

les volumes réels des reins et du foie

3

orrespond à l'e�et du poids sur le volume de distribution

du ompartiment entral ; l'e�et du poids sur le volume pulmonaire est égal à l'e�et du poids sur

le volume de distribution du liquide de revêtement épithélial, le deuxième ompartiment ; en�n,

l'e�et du poids sur le volume du reste du orps est assoié à l'e�et du poids sur le volume de

distribution du ompartiment périphérique, le troisième ompartiment. Le volume pulmonaire

orrespond plus exatement au volume réel du liquide du revêtement épithélial, de telle sorte

que le ompartiment � lungs � est en fait plus préisément appelé ompartiment � ELF �.

A

r

t

e

r

i

a

l

p

o

o

l

R.B.

Kidneys

ELF

Liver

V

e

n

o

u

s

p

o

o

l

DOSE

Les équations di�érentielles dérivant le modèle PBPK sont les suivantes.





d
dt
ca = −Qco

Va
ca +

QLu

KLuVa
cLu +

u(t)
Va

d
dtcRB = QRB

VRB
ca − QRB

KRBVRB
cRB

d
dtcv =

QRB

KRBVv
cRB − Qco

Vv
cv +

QLi

KLiVv
cLi +

QK

KKVv
cK

d
dt
cLu =

QLu

VLu
cv − QLu

KLuVLu
cLu

d
dtcLi =

QLi

VLi
ca − QLi+CLH

KLiVLi
cLi

d
dtcK = QK

VK
ca − QK+CLR

KKVK
cK

Par dé�nition de modèle à base physiologique, les valeurs des volumes et des débits de perfusion

organique ne sont pas estimées et sont �xées aux valeurs issues de la littérature. Ces données sont

reprises dans la table 5.7. Les estimations obtenues ave NONMEM

r
(ADVAN 8) des autres

paramètres du modèle sont données à la table 5.8. Les éarts-types des erreurs proportionnelle

et additive sur le ompartiment artériel sont respetivement de 28,5% de 0,349 mg/L et l'erreur

proportionnelle sur le ompartiment pulmonaire vaut 70, 8%. Nous ne sommes pas parvenus à

estimer la variabilité interindividuelle pour les oe�ients de partage. Nous pouvons onstater

que l'estimation de la lairane totale (8,39 L/h, dont 80% orrespond à la lairane rénale) est

prohe de la valeur orrespondante dans le modèle à trois ompartiments (7,97 L/h). Le même

onstat peut être noté pour l'e�et du débit de �ltration glomérulaire (0,8 et 0,73 respetivement).

La �gure 5.9 orrespond au VPC du modèle à base physiologique ainsi onstruit. Ce dernier valide

le modèle en illustrant une adéquation aeptable entre les préditions et les observations, et e

pour les deux atégories de l'état de la fontion rénale.

3. Les reins et le foie sont des organes hautement perfusés et peu graisseux.
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Compartiment Volume(L) Perfusion sanguine(L/h)

Sang artériel 1,7 360

Sang veineux 3,9 360

Poumons (ELF) 0,5 360

Reins 0,3 68,4

Foie 1, 8 77,4

Reste du orps 60, 3 214, 2

Table 5.7 � Volumes et vitesses de perfusions organiques utilisés pour le développement du modèle à base

physiologique - soure : [17℄

FO = 1628

Paramètres θp ω2
e�ets des ovariables

CL (L/h) 8,39 0,13 (FIX) θGFR = 0, 8
KLu 0,275 - .

Kp 1,24 - .

KRB 0,241 - .

Table 5.8 � Modèle à base physiologique. FO, fontion objetif ; Param., paramètre pharmaoinétique ; θp,
tendane entrale ; ω2

, variane modélisant la variabilité interindividuelle ; Kp, oe�ient de partage tissue-to-

plasma des organes non graisseux KLi et KK

Figure 5.9 � Modèle à base physiologique : visual preditive hek (lignes en trait ontinu, valeurs médianes ;

zones olorées, intervalles de prédition à 90%)
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Chapitre 6

Analyse dynamique des modèles

À travers les préédents hapitres, nous avons onstruit deux modèles pour dérire la phar-

maoinétique du méropénem dans le plasma et dans le site d'e�et : le modèle ompartimental

à deux plus un ompartiments et le modèle à base physiologique. Ce nouveau hapitre onsiste

en une analyse dynamique de es deux modèles.

Après en avoir donné la desription interne omplète, nous traitons les notions de stabilité,

observabilité et aessibilité des modèles, ave une attention plus partiulière pour le modèle

physiologique. En�n, une setion plus onséquente onsarée à l'étude de la réponse du système

onduit à l'expression analytique des onentrations observées.

6.1 Desription interne

Les modèles pharmaoinétiques dérivant l'évolution du méropénem dans l'organisme sont

dérits par des systèmes di�érentiels ommandés L.T.I. de la forme

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

où A ∈ R

n×n
et b ∈ R

n
. La dimension n de l'espae des états vaut 3 pour le modèle ompartimen-

tal et 6 pour le modèle à base physiologique. La fontion d'entrée salaire u(t) orrespond à la

vitesse d'administration, par voie intraveineuse, du médiament dans la irulation générale et est

exprimée en grammes par unité de temps (g/h). Les matries A et b du modèle physiologique

sont données par

A =




−Qco

Va
0 0 QLu

KLuVa
0 0

QRB

VRB
− QRB

KRBVRB
0 0 0 0

0 QRB

KRBVv
−Qco

Vv
0 QLi

KLiVv

QK

KKVv

0 0 QLu

VLu
− QLu

KLuVLu
0 0

QLi

VLi
0 0 0 −QLi+CLH

KLiVLi
0

QK

VK
0 0 0 0 −QK+CLR

KKVK




et b =




1
Va

0
0
0
0
0




et elles du modèle ompartimental sont données par

Ã =



−(k10 + k12 + k13) k21 k31

k12 −k21 0
k13 0 −k31




et b̃ =



1
0
0




où k10 = CL/V1, k12 = Q2/V1, k21 = Q2/V2, k13 = Q3/V1, k31 = Q3/V3 et V1, V2 et V3 sont

les volumes de distribution du ompartiment entral, du ompartiment additionnel représentant

le site ELF et du ompartiment périphérique respetivement. Les variables d'état orrespondent

à des onentrations pour le modèle physiologique et à des quantités pour le modèle omparti-

mental.
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A�n d'obtenir la desription interne omplète des systèmes, il nous faut enore déterminer

les matries C ∈ R

p×n
et D ∈ R

p
dérivant la sortie du système suivant la relation

y(t) = Cx(t) +Du(t)

Posons diretement D = 0 (pas de transmission direte). Dans la réalité linique, les seuls états

mesurables sont la onentration plasmatique artérielle et la onentration dans le site d'e�et

(ELF), exprimées en milligrammes par unité de volume (mg/L). Dès lors, p = 2 et les matries

C s'érivent

C =

(
1000 0 0 0 0 0
0 0 0 1000 0 0

)
et C̃ =

(
1/S1 0 0
0 1/S2 00

)

pour lemodèle physiologique et lemodèle ompartimental respetivement. Les paramètres

S1 et S2 sont les fateurs de mise à éhelle du ompartiment entral et du ompartiment ELF

respetivement.

6.2 Stabilité

La stabilité est une aratéristique essentielle, voire indispensable, de e type de systèmes.

En e�et, la stabilité assure l'élimination du médiament et on�rme l'intuition selon laquelle il

n'y a pas d'aumulation dans l'organisme.

Intuitivement, les systèmes étudiés sont (internement exponentiellement) stables. En d'autres

termes, à partir du moment où le médiament n'est plus administré, la onentration dans haque

ompartiment déroît exponentiellement vers zéro. Cei se traduit mathématiquement par le fait

que les valeurs propres des matries d'état du modèle sont à partie réelle stritement négative.

Dans ette setion, nous utilisons trois résultats lés issus de l'ouvrage de W.M. Haddad et V.

Chellaboina [11℄ a�n de déterminer des onditions su�santes de stabilité à imposer sur les

entrées de la matrie d'état A du modèle à base physiologique ou, plus préisément, sur les

paramètres de e modèle.

Remarque 6.1 Nous avons déjà disuté du aratère stable des modèles ompartimentaux dans

le hapitre 3.

La première idée est d'étudier la stabilité du système à travers la fontion de Lyapunov qui

représente la masse totale du système :

L(x) = V Tx

où

V =




Va
VRB

Vv
VLu
VLi
VK




Cette fontion est e�etivement andidate à la fontion de Lyapunov puisque

• L(0) = 0 (si la onentration est nulle dans haque ompartiment, la masse totale est

nulle) ;

• L(x) > 0 pour tout x ∈ [0,∞)n\{0} (si la onentration est non nulle dans au moins un

ompartiment, la masse totale est stritement positive).
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Pour que le point d'équilibre xe = 0 soit asymptotiquement stable, il est su�sant que la dérivée

temporelle de L le long des trajetoires du système soit stritement négative, i.e.

L̇(x) = V T ẋ = V TAx < 0, ∀x ∈ [0,∞)n\{0} (6.1)

Il nous reste don à développer l'expression i-dessus a�n de déterminer des onditions de stabi-

lité.

V TAx =
(
−Qcoca +

QLu

KLu
cLu

)
+
(
QRBca − QRB

KRB
cRB

)
+
(

QRB

KRB
cRB −Qcocv +

QLi

KLi
cLi +

QK

KLu
cK

)

(
QLucv − QLu

KLu
cLu

)
+
(
QLica − QLi+CLH

KLi
cLi

)
+
(
QKca − QK+CLR

KK

)

Après simpli�ation et en tenant ompte de la remarque selon laquelle QLu = Qco, nous déduisons

de (6.1) la ondition suivante :

−Qcoca +QRBca +QLica − CLH

KLi
cLi − CLR

KK
cK < 0

qui est satisfaite, en partiulier, lorsque

Qco > QRB +QLi

Cette ondition a du sens physiologiquement ar le débit ardiaque Qco est égal à la somme

des vitesses de perfusion des autres ompartiments physiologiques, exepté le ompartiment

représentant les poumons. En partiulier, le débit ardiaque est supérieur à la somme des vitesses

de perfusion du foie et du ompartiment � rest of the body �. Cei se on�rme en observant les

valeurs issues de la littérature et utilisées lors de l'estimation des paramètres du modèle (voir

table 5.7).

La deuxième étape onsiste à appliquer le théorème i-dessous.

Théorème 6.1 Considérons le système dynamique linéaire ẋ(t) = Ax(t) où A est une matrie

de Metzler. Ce système est (exponentiellement) stable si et seulement si il existe une matrie

diagonale D ∈ R

n×n
dont les entrées diagonales sont stritement positives et une matrie R ∈

R

n×n
dé�nie positive telle que

ATD +DA = −R ≺ 0 (6.2)

Nous retrouvons l'inégalité de Lyapunov, introduite à la setion 1.3 onsarée aux inégalités

matriielles linéaires, dans le as partiulier où la matrie d'état est une matrie de Metzler.

Nous pouvons don répondre à la question de stabilité en déterminant si l'inégalité matriielle

linéaire (6.2), dont les variables de déision sont les entrées diagonales de D, admet une solution.

En �xant les ovariables aux valeurs médianes

WT = 75 kg et GFR = 65mL/min

et en négligeant la variabilité interindividuelle de telle sorte que le niveau de la lairane or-

respond à la tendane entrale de la population θCL, nous obtenons, au moyen de la fontion

feasp de MATLAB

r
, que l'inégalité matriielle admet une solution pour les variables de déision

données par les entrées diagonales de la matrie de Lyapunov

D =




0.0036 0 0 0 0 0
0 0.5238 0 0 0 0
0 0 0.0093 0 0 0
0 0 0 0.0041 0 0
0 0 0 0 0.0027 0
0 0 0 0 0 0.0004




Néanmoins, il nous faut � prouver � que l'inégalité de Lyapunov admet une solution quelque soit

l'individu de la population. Pour e faire, nous réalisons une série de tests numériques sur les
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individus de la base de données en inluant la variabilité interindividuelle (LMImeth1.m). Une

variable booléenne permet de déterminer si l'inégalité de Lyapunov admet toujours une solution.

Cei s'est véri�é.

En�n, le troisième résultat utilisé pour véri�er la stabilité est le suivant.

Théorème 6.2 Considérons le système dynamique linéaire ẋ(t) = Ax(t) où A est une matrie

de Metzler. Ce système est (exponentiellement) stable si et seulement si il existe un veteur p ∈ R

n

stritement positif (p >> 0) tel que Ap << 0.

La ondition Ap << 0 peut s'érire sous la forme du système de six inéquations suivant :





a11p1 + a14p4 < 0

a21p1 + a22p2 < 0

a32p2 + a33p3 + a35p5 + a36p6 < 0

a43p3 + a44p4 < 0

a51p1 + a55p5 < 0

a61p1 + a66p6 < 0

Cette ondition est équivalente à dire que la matrie diagonale, dont les entrées non nulles sont

les membres de gauhe du système i-dessus, est dé�nie négative. Répondre à la question de

stabilité revient don à véri�er que le système des deux inégalités matriielles i-dessous, dont

les variables de déision sont les variables pi (i ∈ {1, . . . , 6}), admet une solution.

p1




a11 0 0 0 0 0
0 a21 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a51 0
0 0 0 0 0 a61




+ p2




0 0 0 0 0 0
0 a22 0 0 0 0
0 0 a32 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




+ p3




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 a33 0 0 0
0 0 0 a43 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




+

p4




a14 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 a44 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




+ p5




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 a35 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 a55 0
0 0 0 0 0 0




+ p6




0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 a36 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 a66




≺ 0

et




−p1 0 0 0 0 0
0 −p2 0 0 0 0
0 0 −p3 0 0 0
0 0 0 −p4 0 0
0 0 0 0 −p5 0
0 0 0 0 0 −p6




≺ 0

De nouveau, nous ommençons par �xer les ovariables aux valeurs

WT = 75 kg et GFR = 65mL/min

et nous enlevons la variabilité interindividuelle, gardant ainsi uniquement les e�ets �xes. Dans

e as, nous obtenons que les LMIs admettent une solution pour les variables de déision

p =




0, 6137
0, 1347
0, 6100
0, 1576
1, 1346
1, 0410
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Ensuite, nous réalisons des tests numériques pour tenir ompte de toute la population ainsi que

de la variabilité interindividuelle sur la lairane (LMImeth2.m). Une variable booléenne permet

enore de véri�er que le système des LMIs admet toujours une solution.

Nous pouvons �nalement onlure, sur base des données disponibles, que le système est stable,

omme attendu.

6.3 Forme normale de Frobenius

Dans ette setion, nous étudions la forme normale de Frobenius de la matrie d'état A et

ses onséquenes.

Dé�nition 6.1 (Matrie rédutible) Soit A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler. A est rédu-

tible s'il existe une matrie de permutation P telle que

P TAP =

(
A11 A12

0 A22

)
(6.3)

où A11 ∈ R

p×p
, A22 ∈ R

k×k
et les dimensions p ≥ 1 et k ≥ 1 sont telles que p + k = n. Dans e

as, il n'existe pas d'ar des p premiers sommets vers l'un des k suivants dans le graphe assoié

à la matrie P TAP . S'il n'existe pas de matrie de permutation P telle que la relation (6.3) est

véri�ée, la matrie A est dite irrédutible.

Dé�nition 6.2 (Forme normale de Frobenius) Soit A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler. La

forme normale de Frobenius de A est la matrie semblable

Ã = P TAP =




A11 A12 . . . A1l

0 A22 . . . A2l

0 0
.

.

.

.

.

.

0 0 0 All


 (6.4)

où P est une matrie de permutation et Aii est irrédutible pour tout i ∈ {1, . . . , l}.

Les graphes G(A) = (VA, EA) et G(Ã) = (VÃ, EÃ) sont isomorphes et la bijetion dé�nissant

l'isomorphisme est donnée par

f : VA −→ VÃ

i 7−→ P (i, :)




1
2
.

.

.

n




La matrie de permutation a simplement pour e�et de renommer les sommets de G(A) mais ne

modi�e pas la struture du graphe.

Propriété 6.1 Soient A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler et G(A) le graphe orienté assoié. A

est irrédutible si et seulement si G(A) possède une unique omposante fortement onnexe.

Démonstration. Commençons par démontrer la ondition su�sante. Pour ela, supposons par

l'absurde que A soit rédutible. Par dé�nition, il existe une matrie de permutation P telle que

(6.3) est véri�é. Autrement dit, on peut renommer les sommets de G(A) de telle sorte qu'il n'y ait
pas de hemin des p > 0 premiers sommets vers les k = n−p derniers. Il existe dès lors au moins

deux omposantes fortement onnexes dans le graphe de G(A), e qui ontredit l'hypothèse.
Supposons à présent que A est irrédutible. Le résultat se déduit diretement de la dé�nition

de matrie irrédutible. �
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Corollaire 6.1 Les blos diagonaux Aii (i ∈ {1, . . . , l}) de la forme normale de Frobenius (6.4)

orrespondent aux lasses d'équivalene SCCÃ de G(Ã).

Exemple 6.1 Considérons la matrie

A =




0 0 ⋆ 0
⋆ 0 0 0
0 ⋆ 0 0
0 ⋆ 0 ⋆




où les symboles ⋆ désignent des entrées non nulles. La matrie Ã dé�nie par

Ã = P TAP =




⋆ ⋆ 0 0
0 0 0 ⋆
0 ⋆ 0 0
0 0 ⋆ 0


 où P =




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0




onstitue la forme normale de Frobenius de A. En e�et, les blos diagonaux sont irrédutibles.

Cei se véri�e assez aisément en observant, sur le graphe assoié G(Ã) situé à la �gure 6.1,

que les sommets orrespondant aux blos diagonaux oïnident ave les omposantes fortement

onnexes, i.e. les lasses d'équivalene.

Figure 6.1 � Exemple 6.1 : graphe orienté assoié à Ã

Revenons au modèle PBPK dérivant l'évolution du méropénem. Le graphe orienté assoié

à la matrie d'état A se trouve à la �gure 6.2. Il s'avère dès lors que la matrie est déjà sous sa

forme normale de Frobenius. En e�et, nous onstatons que le graphe ne ontient qu'une seule

omposante fortement onnexe et don, par les résultats énonés i-dessus, que la matrie est

irrédutible à partir de matries de permutation.

Figure 6.2 � Modèle PBPK : graphe assoié à la matrie d'état
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6.4. OBSERVABILITÉ

Dé�nition 6.3 (Shéma non nul) Soit A ∈ R

q×r
où q et r sont deux entiers stritement

positifs. On appelle shéma non nul de A l'ensemble des paires d'indies orrespondant aux

entrées non nulles. Cet ensemble se note ZP (A), i.e.

ZP (A) := {(i, j)| aij 6= 0}

Lemme 6.1 Soit A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler. Les deux énonés suivants sont satisfaits.

1. eAt ≥ 0 pour tout t ≥ 0 et, si A est irrédutible, alors eAt >> 0 pour tout t > 0.

2. ZP (eAt) = ZP (eA) pour tout t > 0.

Démonstration. Démontrons le point 2. La matrie A étant une matrie de Metzler, il existe une

matrie Ā ≥≥ 0 et une onstante α ≥ 0 telles que A = Ā− αI et nous pouvons érire

eAt = e−αIteĀt = e−αteĀt = e−αt


∑

k≥0

tk

k! Ā
k




Le shéma non nul est identique quelque soit la valeur de t stritement positive et don, en

partiulier, ave t = 1. �

Le premier résultat nous apporte une information supplémentaire sur le modèle pharmao-

inétique. Pour toute ondition initiale positive et non nulle x0 > 0, la trajetoire d'état libre

x(t) = eAtx0 est stritement positive (>> 0) pour tout temps t > 0. Cela signi�e que, si,

au temps initial t = 0, une dose est injetée dans le ompartiment artériel, le médiament est

instantanément distribué dans tous les ompartiments du modèle. Le système ainsi modélisé

néglige la phase transitoire pendant laquelle le médiament atteint tous les ompartiments (pou-

mons, foie, reins, et.). Le seond résultat peut s'interpréter omme une invariane par rapport

au temps du shéma non nul de l'exponentielle matriielle.

Remarque 6.2 Une analyse similaire pour le modèle ompartimental onduit à la même onlu-

sion. Ainsi, les deux modèles, ompartimental et physiologique, négligent la phase transitoire.

6.4 Observabilité

Nous pouvons aratériser l'observabilité d'un système L.T.I. grâe à la matrie d'observabi-

lité dé�nie par

O =




C
CA
CA2

.

.

.

CAn−1




où A détermine l'évolution libre du système et C détermine les sorties.

Théorème 6.3 La paire (C,A) est observable si et seulement si la matrie d'observabilité O est

de rang plein, i.e.

rgO = n

Considérons les matries A et C de la desription du modèle PBPK. À l'aide du logiiel

de aluls symboliques MuPAD (toolbox de MATLAB), nous véri�ons que, pour toute matrie

A′
dont le shéma non nul oïnide ave ZP (A) et dont les entrées non nulles sont di�érentes

deux à deux, la matrie d'observabilité de la paire (A′, C) est de rang plein. En pratique, il est

raisonnable de penser que les entrées non nulles de la matrie d'état A sont distintes deux à

deux de telle sorte que le test symbolique de rang reste valable. Il est également très intéressant
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de mettre en évidene le fait que le système reste, selon le test symbolique, observable lorsque

nous hoisissons d'observer uniquement la onentration plasmatique artérielle, i.e. lorsque la

matrie C est donnée par

C =
(
1000 0 0 0 0 0

)

Pour tester numériquement l'observabilité du système, nous utilisons la aratérisation algé-

brique.

Théorème 6.4 (Caratérisation algébrique) La paire (C,A) est observable si et seulement

si, pour tout s ∈ σ(A),

rg

[
sI −A
C

]
= n

où σ(A) désigne le spetre de A.

Une série de tests permet de véri�er que le système est e�etivement observable.

6.5 Contr�labilité

Pour les dé�nitions qui suivent, onsidérons une paire (A,B) d'une desription di�érentielle

L.T.I. R = [A,B,C,D].

Dé�nition 6.4 Un état x0 ∈ R

n
est dit ontr�lable sur [t0, t1] si et état, onsidéré omme

état initial au temps t0, peut être ramené à l'état nul au temps t1 à l'aide d'un ontr�le u(t)
approprié. Autrement dit, il existe u ∈ U[t0,t1] = {u : [t0, t1] −→ R

m|u CPM} tel que

x(t1) = φ(t1, t0, x0, u(.)) = 0

où φ est la fontion de transition d'état. On note C(A,B, t0, t1) := {x0 ∈ R

n |x0 est ontr�lable sur [t0, t1]}
le sous-espae vetoriel des états ontr�lables sur [t0, t1].

Dé�nition 6.5 Un état x0 ∈ R

n
est dit ontr�lable en t0 s'il existe t1 > t0 tel que x0 est

ontr�lable sur [t0, t1]. On note C(A,B, t0) := {x0 ∈ R

n |x0 est ontr�lable en t0} le sous-espae

vetoriel des états ontr�lables en t0.

Dé�nition 6.6 La paire (A,B) est ontr�lable sur [t0, t1] (resp. en t0) si tout état x ∈ R

n
est

ontr�lable sur [t0, t1] (resp. en t0), i.e. C(A,B, t0, t1) = R

n
(resp. C(A,B, t0) = R

n
).

Étant donné la nature du problème, il semble plus intéressant de onsidérer le problème

inverse. Soit x un état onsidéré omme état �nal, existe-t-il une entrée admissible qui permette

d'atteindre et état (à partir de l'état nul) ? C'est e qu'on appelle l'aessibilité.

Dé�nition 6.7 Un état x1 ∈ R

n
est dit aessible sur [t0, t1] si et état, onsidéré omme état

�nal au temps t1, peut être atteint à partir de l'état nul au temps t0 à l'aide d'un ontr�le u(t)
approprié. Autrement dit, il existe u ∈ U[t0,t1] = {u : [t0, t1] −→ R

m|u CPM} telle que

x(t1) = φ(t1, t0, 0, u(.))

où φ est la fontion de transition d'état. On note R(A,B, t0, t1) := {x0 ∈ R

n |x0 est aessible sur [t0, t1]}
le sous-espae vetoriel des états aessibles sur [t0, t1].

Dé�nition 6.8 Un état x1 ∈ R

n
est dit aessible en t0 s'il existe t0 < t1 tel que x1 est

aessible sur [t0, t1]. On note R(A,B, t0) := {x0 ∈ R

n |x0 est aessible en t0} le sous-espae

vetoriel des états aessibles en t0.
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Dé�nition 6.9 La paire (A,B) est aessible sur [t0, t1] (resp. en t0) si tout état x ∈ R

n
est

aessible sur [t0, t1] (resp. en t0), i.e. R(A,B, t0, t1) = R

n
(resp. R(A,B, t0) = R

n
).

Théorème 6.5 (Invariane par rapport au temps) Les sous-espaes ontr�lables et aes-

sibles sont invariants par rapport au temps, i.e. pour tout t1 > t0 > 0,

C(A,B, t0, t1) = C(A,B, t0) = ImC = C(A,B) ;

R(A,B, t0, t1) = R(A,B, t0) = ImC = R(A,B)

Dès lors, C(A,B) = R(A,B) est appelé sous-espae ontr�lable ou, de manière équivalente,

sous-espae aessible du système R, ou de la paire (A,B).

Démonstration. Voir les notes de ours de Système et ontr�le de J. Winkin [31℄. �

En�n, nous pouvons aratériser l'aessibilité grâe à la matrie de ontr�labilité dé�nie par

C =
[
B AB A2B · · · An−1B

]

Théorème 6.6 La paire (A,B) est aessible si et seulement si la matrie de ontr�labilité C
est de rang plein, i.e.

rg C = n

Considérons les matries A et b de la desription du modèle PBPK. À l'aide du logiiel de

aluls symboliques MuPAD (toolbox de MATLBA), nous véri�ons que ette ondition est véri�ée

sous les mêmes onditions que elles disutées dans l'analyse de l'observabilité. Cela signi�e que

tout état x ∈ R

n
et, en partiulier, tout état x ≥ 0 peut être atteint en un temps �ni t1 (arbitraire),

à partir de l'état nul, à l'aide d'un ontr�le approprié u(t) (fontion ontinue par moreaux).

Autrement dit, si nous �xons les onentrations dans haque ompartiment du modèle, alors il

existe une fontion ontinue par moreaux qui nous permet d'atteindre et état. Cependant, une

telle onlusion ne nous apporte qu'une pauvre information sur les états e�etivement aessibles.

En e�et, dans la pratique, la fontion d'entrée ne peut pas être n'importe quelle fontion ontinue

par moreaux mais doit être positive (u(t) ≥ 0, t ≥ 0).

6.6 Aessibilité des systèmes positifs

Une des questions de l'analyse du système est de déterminer s'il est possible d'atteindre tous

les états x positifs à l'aide d'entrées également positives. Dans le adre de e mémoire, nous

parlons d'atteignabilité lorsque nous évoquons l'aessibilité par des entrées positives.

Dé�nition 6.10 (État atteignable) Un état xf ∈ R

+
n est atteignable au temps T > 0 �ni si

et état peut être atteint au temps T à partir de l'état nul à l'aide d'une entrée u : [0, T ] −→ R

+
n

positive ontinue par moreaux. Autrement dit, il existe u ∈ {u : [0, T ] −→ R

+
m|u CPM} telle

que

xf =

∫ T

0
eA(T−t)Bu(t)dt

Dé�nition 6.11 (Système atteignable) Un système dynamique linéaire positif est atteignable

en temps �ni si, pour tout état xf ∈ R

+
n , il existe un temps �ni T > 0 tel que xf est atteignable

au temps T .

Dé�nition 6.12 (Système fortement atteignable) Un système dynamique linéaire positif

est fortement atteignable si, pour tout temps T > 0 et pour tout état xf ∈ R

+
n , xf est at-

teignable au temps T .
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Le lien entre les notions d'atteignabilité et d'atteignabilité forte fait l'objet de la proposition

suivante. Celle-i indique que les deux notions sont équivalentes. La preuve s'inspire de l'artile

de M. E. Valher [30℄.

Proposition 6.1 Soit R un système linéaire positif de la forme

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (6.5)

où A ∈ R

n×n
est une matrie de Metzler et B ∈ R

n×m
est non négative. Les a�rmations suivantes

sont équivalentes.

1. R est atteignable.

2. Pour tout veteur ei ∈ R

n
, i ∈ {1, . . . , n}, de la base anonique, il existe un temps �ni Ti

tel que ei est atteignable au temps Ti.

3. R est fortement atteignable.

Démonstration. Il est évident que 1 implique 2 et que 3 implique 1. Pour prouver e résultat,

il nous faut enore montrer que 2 implique 3. Soit xf ∈ R

+
n un état onsidéré omme état �nal.

Soit i ∈ {1, . . . , n}, l'hypothèse 2 nous indique qu'il existe une fontion positive ontinue par

moreaux ui telle que

ei =

∫ Ti

0
eA(Ti−τ)Bui(τ)dτ

Soit T > 0 une onstante arbitraire. Il nous faut distinguer deux as.

• Supposons que T ≥ Ti. Posons

ūi(t) =

{
0 si t ∈ [0, T − Ti)

ui(t− T + Ti) si t ∈ [T − Ti, T ]

Le veteur ei est atteignable au temps T à l'aide de l'entrée ūi. En e�et,

∫ T

0
eA(T−t)Būi(t)dt =

∫ T

T−Ti

eA(T−t)Bui(t− T + Ti)dt

=

∫ Ti

0
eA(Ti−τ)Bui(τ)dτ

= ei

• Supposons que T < Ti. Dans e as, nous avons que, pour tout t ∈ [0, Ti−T ], [t, t+T ] est un
sous-intervalle de [0, Ti] et toutes les omposantes de la fontion vetorielle eA(Ti−τ)Bui(τ)
sont positives sur e sous-intervalle, de telle sorte que

ZP

(∫ t+T

t
eA(Ti−τ)Bui(τ)dτ

)
⊂ {i}, ∀ t ∈ [0, Ti − T ] (6.6)

Autrement dit, si l'intégrale admet une omposante non nulle, elle-i ne peut être que la

i

e

. De plus, il doit exister un sous-intervalle de [0, Ti] sur lequel l'intégrale est non nulle.

En partiulier, il existe t̄ ∈ [0, Ti − T ] tel que

ZP

(∫ t̄+T

t̄
eA(Ti−τ)Bui(τ)dτ

)
= ZP

[
eA(Ti−T−t̄)

(∫ t̄+T

t̄
eA(T+t̄−τ)Bui(τ)dτ

)]

= {i}

Par un résultat issu de [24℄, ZP (eAsv) ⊃ ZP (v) 6= ∅ pour tout s ≥ 0 et pour tout v > 0.
Par onséquent,

{i} ⊃ ZP

(∫ t̄+T

t̄
eA(T+t̄−τ)Bui(τ)dτ

)
6= ∅
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Le veteur ei est atteignable au temps T à l'aide de l'entrée dé�nie par

ūi(t) =
ui(t+ t̄)

eTi

(∫ t̄+T
t̄ eA(T+t̄−τ)Bui(τ)dτ

) , t ∈ [0, T ]

En e�et, en notant l > 0 la ie omposante de

∫ t̄+T
t̄ eA(T+t̄−τ)Bui(τ)dτ , nous avons sues-

sivement

∫ T

0
eA(T−t)Būi(t)dt =

1

l

∫ T

0
eA(T−t)Bui(t+ t̄)dt

=
1

l

∫ T+t̄

t̄
eA(T+t̄−τ)Bui(τ)dτ

=
1

l




0
.

.

.

0
l
0
.

.

.

0




= ei

On en onlut alors que, pour tout veteur ei, i ∈ {1, . . . , n}, de la base anonique, ei est

atteignable au temps T > 0 arbitraire ave une fontion d'entrée positive ūi(t). Dès lors, en

posant

u(t) =

n∑

i=1

ūi(t)[xf ]i

où [xf ]i désigne la ie omposante du veteur xf , nous avons

∫ T

0
eA(T−t)Bu(t)dt =

n∑

i=1

∫ T

0
eA(T−t)Būi(t)dt[xf ]i

=

n∑

i=1

ei[xf ]i

= xf

Autrement dit, xf est atteignable au temps T > 0 arbitraire et, xf étant un veteur arbitraire

de R

+
n , le système est fortement atteignable. �

Selon [30℄, le système (6.5) est atteignable si et seulement si, après un éventuel réarrangement

des entrées, la matrie A est diagonale et la matrie B peut s'érire sous la forme B = (D,B1)
où D ∈ R

n×n
est une matrie diagonale dont les entrées non nulles sont stritement positives et

B1 ∈ R

n×(m−n) ≥≥ 0 possède au moins une omposante non nulle. Il est lair que la matrie B1

existe uniquement lorsque le nombre m d'entrées est au moins égal au nombre n d'états, e qui

arrive peu en pratique. Ainsi, la majorité des systèmes L.T.I. positifs ne sont pas atteignables

et 'est le as, en partiulier, des modèles PBPK et à deux plus un ompartiments pour le

méropénem. Néanmoins, nous pouvons aratériser l'ensemble des états atteignables.

L'ensemble des états (fortement) atteignables, i.e.

R = {xf ∈ R

n
+ |pour x(0) = 0 et quel que soit T > 0, ∃u(·) ≥ 0CPM telle que x(T ) = xf}

est un �ne onvexe ontenu dans le �ne généré par les olonnes de B et ontenant l'intérieur

de e même �ne. Cei est énoné dans le théorème suivant.
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Théorème 6.7 L'ensemble R des états (fortement) atteignables d'un système positif de la forme

(6.5) est un �ne onvexe dont la fermeture oïnide ave le �ne généré par les olonnes de B.

Démonstration. Voir l'artile On the reahability in any �xed time for positive ontinuous-time

linear systems de C. Commault et M. Alamir [4℄. �

Dé�nition 6.13 (État presque atteignable) Un état xf ∈ R

n
+ est presque atteignable si,

pour x(0) = 0, pour tout ǫ > 0 et pour tout T > 0, il existe une fontion u(·) positive ontinue

par moreaux telle que ‖xf − x(T )‖ ≤ ǫ.

Corollaire 6.2 L'ensemble des états presque atteignables d'un système positif (6.5) est le �ne

généré par les olonnes de la matrie B.

Revenons à l'analyse des modèles pharmaoinétiques. Il est lair, au vu de la matrie d'entrée

b, que les seuls états positifs presque atteignables à partir d'une entrée u(t) positive sont les états
de la forme

x = λ




1
0
.

.

.

0


 , λ ≥ 0

à savoir tous les multiples du premier veteur de la base anonique. Autrement dit, lorsque le

temps �nal T et le degré de préision ǫ sont �xés a priori, les seuls états presque atteignables

sont les états où le méropénem est présent dans le sang (artériel) et nulle part ailleurs. Nous

pouvons approher es états aussi près que l'on veut, mais sans jamais les atteindre exatement.

E�etivement, le point 1 du lemme 6.1 permet de onlure que

x(t) =

∫ t

0
eA(t−τ)b︸ ︷︷ ︸

>>0

u(τ)︸︷︷︸
≥0

dτ >> 0

6.7 Étude de la réponse

Cette setion du hapitre étudie la réponse de la desription des modèles à base physiologique

et ompartimental. Plus préisément, nous herhons à érire l'expression analytique des sorties

du système en fontion des paramètres aratéristiques de l'entrée u(t). L'entrée est aratérisée
par les quatre paramètres suivants :

• la dose injetée DOSE (exprimée en grammes),

• la durée d'administration ∆ (exprimée en heures),

• la période T (exprimée en heures) et

• la durée du traitement N (exprimée en nombre de doses).

La vitesse d'injetion du médiament vaut

K =
DOSE

∆
g/h

Dans le adre de l'étude linique dérite à la setion 4.5, les patients furent soumis à une perfusion

ontinue et répétée, par voie intraveineuse, d'un gramme de méropénem toutes les huit heures.

L'administration fut soit � lente �, soit � rapide �. Dans le as d'une administration lente, les

trois premiers paramètres prennent les valeurs suivantes :

DOSE = 1, ∆ = 3, T = 8

La représentation graphique d'une telle entrée se situe à la �gure 6.3.
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Figure 6.3 � Entrée u(t) en fontion de trois de ses paramètres aratéristiques

Pour une entrée u(t) donnée, la réponse fréquentielle à l'état nul x(0) = 0 est donnée par

l'expression

ŷ(s) = Ĝ(s)û(s), ∀s ∈ C (6.7)

où Ĝ(s) = C(sI − A)−1b ∈ R

2×1
est appelée fontion de transfert du système di�érentiel

L.T.I. R = [A, b,C, 0]. En appliquant la transformation de Laplae inverse, nous retrouvons la

réponse à l'état nul

y(t) = ρ(t, 0, 0, u(·)) = G(t) ∗ u(t) =
∫ t

0
G(t− τ)u(τ)dτ, ∀t ≥ 0

où la notation ∗ dénote le produit de onvolution de deux fontions et G(t) = CeAtb ∈ R

2×1
est

la réponse impulsionnelle. Les fontions de sortie sont données par

y(t) =
(
ca(t), cLu(t)

)T
et ỹ(t) =

(
cp(t), cLu(t)

)T

pour le modèle physiologique et le modèle ompartimental respetivement.

Remarque 6.3 Pour rappel, la onentration pulmonaire cLu orrespond plus exatement à la

onentration médiamenteuse dans le liquide interstitiel des poumons, noté ELF. Par ailleurs, cp
orrespond à la onentration plasmatique moyenne tandis que ca est la onentration plasmatique

artérielle. C'est une des di�érenes fondamentales entre le modèle à ompartiments et le modèle

à base physiologique.

L'idée de e qui suit est de aluler la transformée de Laplae inverse de la réponse fréquentielle

(6.7) sous les hypothèses suivantes.

• Les valeurs propres de la matrie A sont simples et à partie réelle stritement négatives.

• La réalisation est minimale, de telle sorte que les p�les de la fontion de transfert oïnident

ave les valeurs propres de A.
Divers tests numériques ont permis de véri�er que es hypothèses sont satisfaites. Par la suite,

nous utilisons la notation L(s) pour désigner la matrie (sI −A).

6.7.1 Fontion de transfert

Dans un premier temps, nous herhons à déterminer l'expression de la fontion de transfert

Ĝ(s) = (ĝ1(s), ĝ2(s))
T
de la desription L.T.I. dumodèle à base physiologique. Étant donnée
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la forme des matries b et C, aluler Ĝ(s) demande uniquement l'identi�ation des éléments (1,1)

et (4,1) de la matrie (sI − A)−1
. Par hypothèse, A possède six valeurs propres de multipliité

algébrique égale à 1. Notons es valeurs propres λ1, λ2, λ3, λ4, λ5 et λ6 de telle sorte que le

déterminant de L(s) = (sI −A) est donné par

det(L(s)) = (s − λ1)(s− λ2)(s− λ3)(s− λ4)(s− λ5)(s− λ6)

Par ailleurs, le ofateur (1,1) de L(s), noté C1,1(s), et le ofateur (1,4) de L(s), noté C1,2(s),
sont donnés respetivement par

C1,1(s) = (s− a22)(s − a33)(s − a44)(s − a55)(s− a66)

et

C1,2(s) = (a21 a32 a43 + a35 a43 a51 + a36 a43 a61) s
2 +

(−a21 a32 a43 a55 − a22 a35 a43 a51 − a21 a32 a43 a66 − a22 a36 a43 a61 − a35 a43 a51 a66 − a36 a43 a55 a61) s

+a21 a32 a43 a55 a66 + a22 a35 a43 a51 a66 + a22 a36 a43 a55 a61

Le alul de la seonde expression a été véri�é via un logiiel de aluls symboliques. Finalement,

la fontion de transfert est donnée par l'expression Ĝ(s) = (ĝ1(s), ĝ2(s))
T
où

ĝk(s) =
(C1,k(s)/Va) · 1000

det(L(s))
, ∀s ∈ C, k ∈ {1, 2}

En utilisant les valeurs des estimations (e�ets �xes), nous pouvons véri�er numériquement que

les fateurs (de la forme (s − λi)) présents aux dénominateurs ne se simpli�ent pas ave les

numérateurs. En d'autres termes, ela signi�e que les p�les de la fontion de transfert oïnident

ave les valeurs propres de A, ou enore que la réalisation est minimale.

Soit k ∈ {1, 2}. Conentrons-nous sur la déomposition en frations simples de ĝk(s).

ĝk(s) =

6∑

i=1

Fki

s− λi

Soit i ∈ {1, . . . , 6}. En multipliant les deux membres de l'égalité par (s − λi) et en évaluant

l'expression en s = λi (alul du résidu de ĝk(s) en λi), nous déduisons que le oe�ient Fki est

donné par la formule

Fki =
1000 · C1,k(λi)

Va
∏

j 6=i(λi − λj)

La fontion de transfert Ĝ(s) = (ĝ1(s), ĝ2(s))
T
dépend don expliitement des 18 paramètres

F11, . . . , F16, F21, . . . , F26, λ1, . . . , λ6

que nous supposons onnus une fois les paramètres du modèle �xés.

Par un raisonnement similaire, nous obtenons, dans le as du modèle à deux plus un om-

partiments, que la fontion de transfert de la desription L.T.I. orrespond aux deux fontions

ĝ1(s) et ĝ2(s) données par

ĝk(s) =
C̃1,k(s)/Sk

det(L̃(s))
, ∀s ∈ C, k ∈ {1, 2}

où Sk est le fateur de mise à éhelle et C̃1,1(s) = (s+k21)(s+k31) et C̃1,2(s) = k12(s+k31) sont
les ofateurs (1,1) et (1,2) de L̃(s) = (sI − Ã). Les oe�ients de la déomposition en frations

simples sont alors donnés par la formule

F̃ki =
C̃1,k(λi)

Sk
∏

j 6=i(λi − λj)
, i ∈ {1, 2, 3}, k ∈ {1, 2}

où les λi, i ∈ {1, 2, 3}, sont les valeurs propres de la matrie d'état Ã.
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6.7.2 Transformée de Laplae de la fontion d'entrée

La fontion d'entrée peut s'interpréter omme une superposition de fontions de la forme

Ui(t) = Kχ[ti,ti+∆](t), t ≥ 0

où K = DOSE
∆ , χI est la fontion aratéristique de support I et ti = iT . En tenant ompte de

la durée N du traitement, l'entrée u(t) s'érit de la manière suivante :

u(t) =
N−1∑

i=0

Ui(t), t ≥ 0

Nous appelons entrée de référene la fontion

U(t) = U0(t) = Kχ[0,∆](t), t ≥ 0

orrespondant à la première perfusion intraveineuse. Les autres fontions Ui oïnident ave

l'entrée de référene modulo un déalage de iT unités de temps sur la droite. Mathématiquement,

ei orrespond à un e�et de retard et se note

Ui(t) = U(t− iT ), t ≥ iT

La transformée de Laplae Û(s) de l'entrée de référene se alule omme suit.

Û(s) = L [U(t)] (s) =

∫ ∞

0
e−stU(t)dt =

∫ ∆

0
e−stKdt = K

(
1

s
− e−∆s

s

)
, ∀ s ∈ C

Par ailleurs,

Ûi(s) = L [Ui(t)] (s) =

∫ ∞

0
e−stUi(t)dt =

∫ ∞

0
e−stU(t− iT )dt

=

∫ ∞

−iT
e−s(τ+iT )U(τ)dτ

= e−siT

∫ ∞

−iT
e−sτU(τ)dτ

= e−siT

∫ ∞

0
e−sτU(τ)dτ = e−siT Û(s), ∀ s ∈ C

Remarque 6.4 Nous onstatons que la multipliation par e−sT
d'une fontion f̂(s) exprimée

en unités fréquentielles équivaut à un déalage temporel de T unités de temps sur la droite de la

transformée de Laplae inverse, i.e.

L−1
[
e−sT f̂(s)

]
(t) = f(t− T ), t ≥ T

Par linéarité de la transformation de Laplae, nous pouvons donner l'expression de la transformée

de Laplae inverse de l'entrée u(t) :

û(s) =

N−1∑

i=0

Ûi(s) =

N−1∑

i=0

e−siT Û(s), ∀ s ∈ C

où

Û(s) = K

(
1

s
− e−∆s

s

)
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6.7.3 Réponse temporelle du système

Nous avons à présent tous les outils pour aluler la réponse temporelle à l'état nul y(t) =
ρ(t, 0, 0, u(·)) = (y1(t), y2(t))

T
des systèmes dérivant les modèles physiologique et ompartimen-

tal, en fontion des paramètres aratéristiques de l'entrée.

Soit k ∈ {1, 2}. À l'instar de la relation (6.7), la transformée de Laplae de yk(t) s'érit

ŷk(s) = ĝk(s)û(s)

En utilisant les aluls e�etués dans les deux setions préédentes, nous avons

ŷk(s) =

6∑

i=1

Fki

s− λi

N−1∑

l=0

e−slT Û(s)

=
6∑

i=1

Fki

s− λi

(
N−1∑

l=0

e−slT

)
K

(
1

s
− e−∆s

s

)

=

N−1∑

l=0

e−slT Ŷk(s), ∀ s ∈ C

où N désigne le nombre de doses administrées au patient et

Ŷk(s) =
6∑

i=1

Fki

s− λi
K

(
1

s
− e−∆s

s

)
, ∀s ∈ C

Calulons la transformée de Laplae inverse de ette dernière fontion. En réarrangeant quelque

peu les termes, nous pouvons érire

Ŷk(s) = K

[(
6∑

i=1

Fki

s− λi
· 1
s

)
− e−∆s

(
6∑

i=1

Fki

s− λi
· 1
s

)]
(6.8)

On y retrouve deux fois la même expression, à savoir

ĥk(s) =

6∑

i=1

Fki

s− λi
· 1
s
, ∀s ∈ C

Cette fontion étant rationnelle et propre, nous pouvons utiliser la méthode de l'inversion rapide

pour déterminer sa transformée de Laplae inverse. Considérons la déomposition en frations

simples

ĥk(s) =

6∑

j=1

F̄kj

s− λj
+
F̄k7

s

Soit j ∈ {1, . . . , 7}. Le oe�ient F̄kj est égal au résidu de ĥk(s) en λj . Après alul, nous

obtenons les résultats suivants :

{
F̄ki =

Fki

λi
i = 1, . . . , 6

F̄ki = −∑6
i=1

Fki

λi
i = 7

Les oe�ients Fki (i ∈ {1, . . . , 6}) sont donnés expliitement au paragraphe 6.7.1. Posons λ7 = 0.
La méthode d'inversion rapide permet d'érire

hk(t) = L−1
[
ĥk(s)

]
(t) =

7∑

i=1

F̄kie
λit =

6∑

i=1

Fki

λi

(
eλit − 1

)
, t ≥ 0
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En utilisant la linéarité de la transformation de Laplae inverse appliquée à (6.8) et en tenant

ompte de la remarque 6.4, nous obtenons

Yk(t) = L−1
[
Ŷk(s)

]
(t) = K

[
hk(t)− hk(t−∆)χ[∆,+∞[(t)

]
, t ≥ 0

Finalement, la réponse yk(t) est donnée par la formule suivante :

yk(t) = L−1 [ŷk(s)] (t) =

N−1∑

l=0

Yk(t− lT )χ[lT,+∞[(t), t ≥ 0

Remarque 6.5 La forme de la réponse est semblable à elle de la fontion d'entrée u(t). L'e�et
de retard se réperute sur la sortie. Cei est une aratéristique des systèmes temps invariant.

En synthétisant le développement i-dessus, nous obtenons, pour le modèle à base physiolo-

gique, la fontion de sortie suivante :

yk(t) =
N−1∑

l=0

DOSE
∆

[
hk(t− lT )χ[lT,+∞[(t)− hk(t− lT −∆)χ[lT+∆,+∞[(t)

]

où

hk(t) =

6∑

i=1

Fki

λi

(
eλit − 1

)
et Fki = 1000 · C1,k(λi)

Va

∏
j 6=i(λi−λj)

, ∀ i ∈ {1, . . . , 6}

Pour rappel,

C1,1(s) = (s− a22)(s − a33)(s − a44)(s − a55)(s− a66)

et

C1,2(s) = (a21 a32 a43 + a35 a43 a51 + a36 a43 a61) s
2 +

(−a21 a32 a43 a55 − a22 a35 a43 a51 − a21 a32 a43 a66 − a22 a36 a43 a61 − a35 a43 a51 a66 − a36 a43 a55 a61) s

+a21 a32 a43 a55 a66 + a22 a35 a43 a51 a66 + a22 a36 a43 a55 a61

Dans le as du modèle ompartimental, l'expression de la réponse à l'état nul devient :

yk(t) =

N−1∑

l=0

DOSE
∆

[
hk(t− lT )χ[lT,+∞[(t)− hk(t− lT −∆)χ[lT+∆,+∞[(t)

]

où

hk(t) =

6∑

i=1

F̃ki

λi

(
eλit − 1

)
et F̃ki =

C̃1,k(λi)
Sk

∏
j 6=i(λi−λj)

, ∀ i ∈ {1, 2, 3}

Pour rappel,

C̃1,1(s) = (s+ k21)(s+ k31)

et

C̃1,2(s) = k12(s+ k31)

Considérons la l + 1e administration (0 ≤ l ≤ N − 1) ; l'injetion débute au temps lT . Selon
le point de temps t après le début de la perfusion, l'expression

hk(t− lT )χ[lT,+∞[(t)− hk(t− lT −∆)χ[lT+∆,+∞[(t)

prend une forme di�érente.
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lT lT +∆

∑n
i=1

Fki

λi

(
eλi(t−lT ) − 1

)

∑n
i=1

Fki

λi

(
eλi(t−lT ) − 1

)
−∑n

i=1
Fki

λi

(
eλi(t−lT )e−λi∆ − 1

)

∑n
i=1

Fki

λi

(
eλi(t−lT ) − 1− eλi(t−lT )e−λi∆ + 1

)

∑n
i=1

Fki

λi

[
eλi(t−lT )

(
1− e−λi∆

)]

Notons Nt le nombre de doses reçues, y ompris elle en ours d'administration le as éhéant, au

temps t. Le point de temps t se situe alors soit dans l'intervalle T1 = [(Nt − 1)T, (Nt − 1)T +∆],
soit dans l'intervalle T2 =](Nt−1)T+∆, NtT [ et la réponse du système, à l'état nul, est �nalement

donnée par l'expression reprise dans l'enadré i-dessous.

yk(t) =






DOSE
∆

[
Nt−2∑
l=0

n∑
i=1

Fki

λi
eλi(t−lT )

(
1− e−λi∆

)
+

n∑
i=1

Fki

λi

(
eλi(t−(Nt−1)T )

− 1
)]

si t ∈ T1

DOSE
∆

Nt−1∑
l=0

n∑
i=1

Fki

λi
eλi(t−lT )

(
1− e−λi∆

)
si t ∈ T2

où n est la dimension du système et les oe�ients Fki sont à adapter selon le modèle onsidéré.

Les dimensions valent respetivement 6 et 3 pour le modèle physiologique et pour le modèle

ompartimental.

Malheureusement, dans le as du modèle à base physiologique, ette formule est mal

onditionnée et n'est dès lors pas utilisable telle quelle numériquement. En e�et, nous pouvons

véri�er que les valeurs propres de la matrie d'état A de la desription L.T.I. sont de l'ordre de

103, les exponentielles prennent la valeur inf et la fontion yk n'est plus dé�nie.
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Chapitre 7

Systèmes de ontr�le par feedbak

La question traitée au hapitre suivant sur l'ajustement posologique s'inspire, en partie, de

la théorie des systèmes ommandés et, plus partiulièrement, de la théorie des systèmes asservis

par feedbak de la sortie (mesurée ou prédite). Nous y onevons des méthodes de régulation

pour les modèles développés préédemment. Le présent hapitre introduit ou rappelle ertains

onepts liés à la théorie de la régulation et s'adresse aux leteurs intéressés par aborder plus

aisément la setion 8.4.

Figure 7.1 � Système ontr�lé par feedbak

Considérons le système en boule fermée (losed-loop system) à une seule entrée et une seule

sortie représenté par le diagramme en blo de la �gure 7.1. Ce système est onstitué de deux

sous-systèmes : un proessus (plant), appelé également système à régler, ou système ontr�lé, et

un ompensateur (dynamique) (ontroller), appelé également système de réglage, ou système

de ontr�le. Nous désignons par P la fontion de transfert (stritement) propre du proessus et

par C la fontion de transfert du ompensateur. Dans la suite, nous utilisons indi�éremment les

notations P et C pour désigner les fontions de transfert et les systèmes qu'elles dérivent. Les

di�érents signaux présents dans le diagramme sont interprétés omme suit :

• u1 = r référene, onsigne

• u2 = d perturbation

• y1 sortie du ompensateur

• y2 = y sortie du proessus

• e1 = r − y erreur de poursuite

• e2 = y1 + d entrée du proessus

Lorsque la perturbation est supposée nulle (d(·) = 0), la sortie du ompensateur oïnide ave

l'entrée du proessus. Par la suite, nous supposons toujours, sans néessairement le rappeler,

que 'est le as et nous notons y1 = u. Le problème de régulation (asymptoti traking)

onsiste à onevoir un ompensateur stabilisant C tel que l'erreur de poursuite e1 onverge vers
0 quelle que soit la onsigne onstante r �xée, appelé signal de référene. Les signaux u1 = r et
u2 = d sont appelés entrées exogènes du système en boule fermée. Introduisons les notations

suivantes :

u =

(
u1
u2

)
, y =

(
y1
y2

)
et e =

(
e1
e2

)

Dans de nombreux as, omme l'analyse d'un régulateur proportionnel-intégral, nous

sommes intéressés par la valeur asymptotique du signal de sortie. Le théorème suivant, issu de

71



CHAPITRE 7. SYSTÈMES DE CONTRÔLE PAR FEEDBACK

[2℄, exprime la relation entre une fontion exprimée dans le domaine fréquentiel (transformée de

Laplae) et la valeur asymptotique du signal exprimé dans le domaine temporel.

Théorème 7.1 (Théorème de la valeur �nale) Soit ŷ(s) une transformée de Laplae ration-

nelle propre. Si tous les p�les de ŷ sont dans le demi-plan gauhe ouvert exepté, éventuellement,

un p�le simple en s = 0, alors y(t) admet une limite à l'in�ni et ette dernière est égale au résidu

de sa transformée de Laplae en s = 0, i.e.

lim
t→∞

y(t) = lim
s→0

sŷ(s)

Dé�nition 7.1 Un système est dit d'ordre zéro si sa fontion de transfert Ĝ(s) n'admet pas

de p�le en s = 0.

7.1 Réponse indiielle

Ce hapitre s'érivant dans l'esprit du problème de régulation, la réponse étudiée du système

en boule fermée est la réponse à une entrée onstante. Il est don primordial de rappeler quelques

onepts de la réponse dite indiielle.

Considérons la desription L.T.I. d'un système quelonque et notons Ĝ(s) sa fontion de

transfert. Nous supposons que les hypothèses suivantes sont véri�ées.

1. La fontion Ĝ(s) est rationnelle et propre. Autrement dit, haque entrée est de la forme

n(s)
d(s) ave δ[n] ≤ δ[d]

où δ[f ] dénote le degré de la fontion polynomiale f .

2. Le système est externement stable, i.e. les p�les de Ĝ(s) sont à partie réelle stritement

négative.

Dé�nition 7.2 (Réponse indiielle) La réponse indiielle (step response) est la réponse à

l'état nul x(0) = 0 orrespondant à l'entrée de Heaviside

u(t) = 1(t) =

{
0, t < 0

1, t ≥ 0

Une telle entrée est également appelée éhelon unitaire et est représentée à la �gure 7.2.

Figure 7.2 � Fontion de Heaviside

La transformée de Laplae de la réponse indiielle est donnée par la relation

ŷ(s) = Ĝ(s)
1

s
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Au vu des hypothèses, nous onluons, par le théorème de la valeur �nale, que la réponse indiielle

onverge vers la onstante

K = lim
s→0

ŷ(s)s = Ĝ(0)

appelée gain statique.

Remarque 7.1 Par linéarité, la réponse à l'état nul orrespondant à l'entrée

u(t) = α · 1(t)

onverge vers αĜ(0) = αK.

Une réponse indiielle est souvent aratérisée par les quantités suivantes.

• La valeur �nale yss (steady-state value), appelée également valeur stationnaire, est la

valeur asymptotique, à ondition que le système soit stable.

• Le temps de montée (rise time) est le temps pris par le signal pour passer de 10% à

90% de sa valeur �nale.

• Le temps de réponse (settling time) est le temps mis par la réponse pour atteindre et

rester dans une bande qui ne dépasse pas 2% de sa valeur �nale. Une fois que le système

a atteint et état, on dit que le système est à l'état stationnaire. Avant d'atteindre l'état

stationnaire, le système est dit en régime transitoire.

• En�n, on dit qu'il y a dépassement (overshoot) lorsque le signal dépasse sa valeur �nale.

Le pourentage d'overshoot est donné par la formule

valeur maximale - valeur �nale

valeur �nale

%

Dans le as des systèmes linéaires, les trois dernières quantités sont indépendantes de l'amplitude

de la fontion d'entrée, i.e. la valeur de α �gurant à la remarque 7.1. Un exemple de réponse

indiielle est représenté graphiquement à la �gure 7.3.

Figure 7.3 � Réponse indiielle : exemple

73



CHAPITRE 7. SYSTÈMES DE CONTRÔLE PAR FEEDBACK

Dé�nition 7.3 (Erreur statique) Considérons la réponse indiielle d'un système stable or-

respondant à l'entrée

u(t) = α · 1(t)
On appelle erreur statique la di�érene permanente en régime stationnaire entre la valeur

réelle asymptotique et l'amplitude α de l'entrée. En d'autres termes, on appelle erreur statique la

quantité

α− αK

7.2 Compensateur stabilisant

Nous préisons dans ette setion la notion de ompensateur stabilisant et énonçons un

résultat essentiel de la théorie des systèmes ommandés, le théorème de paramétrisation de

tous les ompensateurs stabilisants.

Dé�nition 7.4 (Compensateur stabilisant) Un ompensateur C est dit stabilisant pour le

proessus P si le système en boule fermée résultant est (externement) stable.

À présent, érivons les fontions de transfert du système en boule fermée. Dans un premier

temps, alulons la fontion de transfert de u vers e. Il résulte du diagramme en blo que

ê1 = û1 − ŷ2 = û1 − P ê2

ê2 = ŷ1 + û2 = Cê1 + û2

Ces relations peuvent s'exprimer, en notation matriielle, de la manière suivante :

(
1 P

−C 1

)(
ê1
ê2

)
=

(
û1
û2

)

de telle sorte que la matrie de transfert entrée-erreur est donnée par

Heu = 1
1+PC

(
1 −P
C 1

)

De la même manière, nous pouvons établir la fontion de transfert de u vers y. Le diagramme

en blo onduit aux relations i-dessous.

ŷ1 = Cê1 = Cû1 −Cŷ2

ŷ2 = P ê2 = P ŷ1 + Pû2

Ces relations peuvent s'exprimer, en notation matriielle, de la manière suivante :

(
C−1 1
−1 P−1

)(
ŷ1
ŷ2

)
=

(
û1
û2

)

de telle sorte que la matrie de transfert entrée-sortie est donnée par

Hyu = 1
1+PC

(
C −PC
PC P

)

Nous avons ainsi tous les outils pour déterminer une ondition su�sante pour que le système

en boule fermée dérit dans l'introdution du hapitre soit bien-posé. Un système est dit bien-

posé si la fontion de transfert entrée-sortie Hyu est rationnelle et propre. La seonde ondition

est véri�ée si et seulement si 1 + PC ne s'annule pas à l'in�ni, de telle sorte que la matrie de

transfert admet une limite à l'in�ni. Une ondition néessaire et su�sante pour que le système

soit bien-posé est alors que la fontion 1 + PC ne soit pas stritement propre, e qui est véri�é

lorsque P et C sont propres et qu'une d'entre elles est stritement propre.
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Remarque 7.2 Les fontions de transfert des modèles pharmaoinétiques développés préédem-

ment sont stritement propres puisque les matries D de la desription interne sont nulles.

Proposition 7.1 Le système en boule fermée est stable si et seulement si les quatre fontions

de transfert de la matrie Heu sont stables.

Démonstration. Par dé�nition, le système est (externement) stable si la matrie de transfert

entrée-sortie Hyu est stable. Soit J la matrie sympletique

J =

(
0 1
−1 0

)

Nous avons suessivement

ê(s) = û(s)− Jŷ(s)

Heu(s)û(s) = û(s)− Jŷ(s)

Jŷ(s) = [I −Heu(s)]û(s)

ŷ(s) = J−1[I −Heu(s)]û(s)

Puisque J est une matrie orthogonale, nous avons �nalement

Hyu = JT (I −Heu) = JT − JTHeu

et

Heu = −J(Hyu − JT ) = I − JHyu

Le résultat est immédiat en observant alors que les p�les des matries de transfert Hyu et Heu

oïnident. �

Une onséquene direte de la stabilité du système en boule fermée est que, si les entrées exogènes

sont bornées, alors les entrées internes e1 et e2 sont bornées ainsi que les sorties y1 = u et y2 = y.
Le théorème de paramétrisation de tous les ompensateurs stabilisants est énoné dans le as

partiulier où la fontion de transfert P est stable.

Théorème 7.2 (Paramétrisation de tous les ompensateurs stabilisants) Supposons que

la fontion de transfert P soit stable. Le ompensateur C est stabilisant pour le proessus P si et

seulement si il existe une fontion rationnelle propre Q(s) ∈ Rp(s) stable telle que

C =
Q

1− PQ

Dans e as, la matrie de transfert Heu s'érit

Heu =

[
1− PQ −P (1− PQ)
Q PQ− 1

]
(7.1)

Démonstration. Supposons que la fontion de transfert C soit elle d'un ompensateur stabilisant

et notons Q la fontion de transfert stable de u1 = r vers y1 = u, i.e.

Q =
C

1 + PC

Les fontions P et C étant des fontions de transfert propres, la fontion Q est réelle, rationnelle

et propre. Nous onluons en observant que

C =
Q

1− PQ
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Inversement, onsidérons Q ∈ Rp(s) stable et posons

C =
Q

1− PQ

Les fontions P et Q étant stables, les quatre entrées de (7.1) sont stables et la proposition 7.1

permet de déduire que le système en boule fermée résultant est stable. �

7.3 Compensateur régulant

Un ompensateur dit régulant est un ompensateur qui répond au problème de régulation,

à savoir un ompensateur stabilisant tel que la sortie du proessus onverge asymptotiquement

vers un signal de référene onstant �xé. Le signal de référene est don une fontion onstante

à support positif

r(t) = α1(t)

où 1(t) est la fontion de Heaviside et α est un réel. Appliqué au problème de l'ajustement

posologique, α sera une onstante stritement positive au moins égale au seuil de onentration

ible. Nous développons dans ette setion une ondition néessaire et su�sante pour qu'un

ompensateur stabilisant ait également la propriété d'être régulant pour le proessus.

Supposons l'entrée exogène u2 = d nulle. Nous avons suessivement

ê1(s) = He1u1(s)r̂(s)

= He1u1(s)
α
s

Grâe au théorème 7.1 de la valeur �nale, nous pouvons donner l'expression asymptotique de

e1(t).
lim
t→∞

e1(t) = lim
s→0

sê1(s) = αHe1u1(0)

L'erreur de poursuite e1(t) onverge vers 0 quelque soit l'amplitude α de l'entrée de référene si

et seulement si le gain statique de la fontion de transfert He1u1(s) est nul, i.e.

He1u1(0) = 0 (7.2)

En ombinant ette ondition ave l'expression (7.1), nous déduisons une seonde ondition

néessaire et su�sante pour que le ompensateur stabilisant C soit régulant, à savoir

1− P (0)Q(0) = 0

Q(0) = 1
P (0)

où Q ∈ Rp(s) stable paramétrise le ompensateur C. La ondition (7.2) signi�e que le gain de

boule P (s)C(s) admet un p�le en s = 0. En e�et,

He1u1(0) = 0
1

1+P (0)C(0) = 0

D(0)
D(0)+N(0) = 0

D(0) = 0

où nous avons exprimé la fontion rationnelle PC sous la forme d'un rapport de polyn�mes

relativement premiers N et D. Cette ondition est onnue sous le nom de prinipe du modèle

interne.

La résolution du problème de régulation par un ompensateur stabilisant peut être envisagée

de deux manières.
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1. La première solution onsiste à hoisir le paramètre Q(s) ∈ Rp(s) omme la fontion

onstante

Q(s) =
1

P (0)

Par le théorème de tous les ompensateurs stabilisants, on obtient ainsi un unique om-

pensateur C donné par l'expression

C(s) =
1

P (0)
(
1− P (s)

P (0)

) =
1

P (0) − P (s)

2. La deuxième solution onsiste à hoisir C(s) sous la forme d'un régulateur proportionnel-

intégral et de véri�er l'existene d'un paramètre Q(s) ∈ Rp(s) stable véri�ant la ondition

Q(0) =
1

P (0)

Nous hoisissons d'étudier le problème de régulation à partir de la seonde méthode.

7.4 Régulateur proportionnel-intégral

La présente setion s'inspire de notes de ours publiées sur internet au sujet des régulateurs

PID [54℄.

La fontion du régulateur est de fournir au proessus du système l'entrée u(t) de telle sorte
que la sortie y(t) (mesurée ou prédite) onverge vers le signal de référene onstant r(t). Comme

illustré sur le shéma fontionnel de la �gure 7.1 (où l'entrée et la sortie du proessus sont notées

e2 et y2 respetivement), le signal de sortie génère l'entrée du régulateur et apparaît également

omme onséquene de l'ation e�etuée par e régulateur. L'entrée u1(t) = r(t) du système en

boule fermée étant une fontion éhelon d'amplitude α, la sortie y2(t) orrespond don à la

réponse indiielle du système en boule fermée, multipliée par α.

Dé�nition 7.5 La fontion de transfert d'un régulateur proportionnel-intégral, noté PI, est

une fontion C ∈ Rp(s) de la forme

C(s) = kp + ki
1

s
, ∀s ∈ C

où les onstantes kp et ki sont appelées gain proportionnel et gain intégral respetivement.

Dans le as d'un régulateur proportionnel-intégral, la sortie y1 du ompensateur est alors donnée

par l'expression

y1(t) = kpe1(t) + ki

∫ t

0
e1(τ)dτ, t ≥ 0

où nous voyons apparaître lairement les ations proportionnelle et intégrale du ompensateur.

7.4.1 Régulateur à ation proportionnelle

Le ompensateur le plus simple que nous pouvons onevoir est un ompensateur dont la

fontion de transfert C est onstante, i.e.

C(s) = kp

Par linéarité de la transformation de Laplae, un tel ompensateur produit une loi de ommande

u(t) pour proessus proportionnelle à l'erreur de poursuite e1(t)

u(t) = kpe1(t)
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L'avantage de e type de ompensateur est son ation relativement dynamique par transmission

instantanée du signal d'erreur. Néanmoins, un tel ompensateur ne permet pas d'annuler l'erreur

statique du système en boule fermée, i.e. la valeur �nale de e1(t) ne peut être nulle. Considérons
la sortie y1(t) du ompensateur (qui est également l'entrée du proessus),

y1(t) = kpe1(t)

nous onstatons dès lors qu'il est néessaire que le système présente une erreur statique non nulle

a�n qu'une entrée non nulle soit appliquée au proessus et que la sortie du système en boule

fermée puisse onverger vers la valeur désirée (l'entrée de référene). Plus formellement, puisque

le proessus est stable, la fontion de transfert P (s) n'admet pas de p�le en zéro, le gain de

boule

P (s)C(s) = kpP (s)

est don enore d'ordre zéro et le prinipe du modèle interne n'est pas respeté.

Il nous faut ompléter l'ation proportionnelle a�n d'annuler l'erreur statique et obtenir ainsi

un ompensateur à ation régulante. Pour que le prinipe du modèle interne soit respeté, un

terme

1
s doit néessairement apparaître dans la fontion de transfert du ompensateur, puisque

que s = 0 n'est pas un p�le de la fontion de transfert du proessus. Nous onevons alors un

ompensateur à ation intégrale.

7.4.2 Régulateur à ation proportionnelle et intégrale

En ajoutant un terme

ki
s au gain proportionnel, nous obtenons la fontion de transfert

C(s) = kp +
ki
s

En appliquant les formules de la transformation de Laplae inverse

L−1
[
1
s

]
(t) = 1(s), et L−1

[
f̂(s) · ĝ(s)

]
(t) = f(t) ∗ g(t)

nous observons qu'un régulateur proportionnel-intégral génère une loi de ommande pour le

proessus de la forme

u(t) = kpe1(t) + ki

∫ t

0
e1(τ)dτ, t ≥ 0

Cette sortie est la réponse indiielle à l'entrée éhelon r(t) pour la fontion de transfert Hy1u1 .

L'ation intégrale atteint son maximum lorsque l'erreur de poursuite e1(t) s'annule pour la
première fois. Aussi longtemps que l'erreur est de même signe (e1 > 0, y < r), l'ation intégrale

� pousse � la réponse de plus en plus en appliquant au système une entrée de plus en plus

importante, et ei d'autant plus violemment que le gain proportionnel ki est élevé. Soit t01,
l'instant auquel l'erreur s'annule pour la première fois. Si u(t01) est au-delà de la valeur �nale

requise pour maintenir le système à son nouvel état d'équilibre yss déterminé par l'amplitude

de la référene r, alors l'erreur doit forément hanger de signe a�n de diminuer la valeur de

l'intégrale. Lorsque l'erreur hange de signe (y > r), ela signi�e que la réponse dépasse la

référene, il y a don overshoot. Contrairement à l'ation intégrale, l'ation proportionnelle

onsiste à diminuer, d'autant plus rapidement que le gain kp est élevé, l'amplitude du signal

d'entrée u(t) jusqu'à e que l'erreur hange de signe. L'ation proportionnelle atteint don son

minimum lorsque l'erreur de poursuite s'annule pour la première fois.

Interprétons les ations proportionnelle et intégrale dans le adre du problème qui nous o-

upe. Lorsque l'entrée du modèle, et don la posologie, est déterminée à partir d'un régulateur PI

(sur base de onentrations diretement mesurées ou prédites), elle-i onsiste en une perfusion

ontinue. L'ation proportionnelle onsiste à administrer beauoup de médiament au début puis

à diminuer la vitesse de perfusion progressivement, jusqu'à atteindre la valeur �nale ; l'ation in-

tégrale, à l'inverse, démarre ave une vitesse nulle et l'augmente jusqu'à e que la onentration

atteigne, pour la première fois, la onentration ible.
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7.4.3 Sortie du ompensateur et sortie du proessus

Analysons plus préisément les deux sorties du système en boule fermé résultant du problème

de régulation.

Sortie du ompensateur

L'e�et du régulateur est de générer une sortie u(t) = y1(t) qui serve d'entrée au proessus

de telle sorte à aomplir les performanes voulues. Cette entrée est appelée loi de ontr�le et

s'érit, dans le domaine fréquentiel

û(s) = Hy1u1 r̂(s)

ave

Hy1u1 =
C

1 + PC

=
kp +

ki
s

1 + n(s)
d(s) (kp +

ki
s )

=
(skp + ki)d(s)

sd(s) + skpn(s) + kin(s)
(7.3)

où n(s)/d(s) est l'expression de la fontion de transfert P sous la forme de polyn�mes relativement

premiers. L'entrée u du proessus P est donnée, dans le domaine temporel, par la formule

u(t) = αH(0) + α

n∑

l=1

Kl

pl
eplt

où les oe�ients pl, l ∈ {1, . . . , n}, sont les p�les de H(s) = Hy1u1(s), haque oe�ient Kl

orrespondant au résidu de la fontion H(s) en s = pl et H(0) = d0/n0 où d0 et n0 sont les

termes indépendants de d(s) et n(s) respetivement. Si le ompensateur est stabilisant pour le

proessus P , les p�les pl sont stables et l'entrée u(t) onverge vers la valeur

u∞ = α
d0
n0

La fontion H = Hy1u1 (7.3) orrespond au paramètre Q du théorème 7.2 de paramétrisation

de tous les ompensateurs stabilisants et est rationnelle, propre et véri�e

H(0) =
1

P (0)

Pour véri�er que le régulateur PI est stabilisant pour P , il est enore néessaire de véri�er la

stabilité de la fontion de transfert H, via le alul des raines du dénominateur

sd(s) + skpn(s) + kin(s)

par exemple. Cependant, nous pouvons également véri�er la stabilité du système en boule fermée

via le diagramme de Nyquist (voir setion 7.5).

Remarque 7.3 Considérons un système de régulation par régulateur PI pour le proessus P
orrespondant à un modèle pharmaoinétique. L'entrée u(t) du proessus doit être une fontion

positive puisqu'elle orrespond à la vitesse d'injetion du médiament. Il n'est pas aisé de véri�er

la positivité de u(t) en tout temps positif. Néanmoins, la valeur asymptotique u∞, qui oïnide

ave le rapport des termes indépendants du dénominateur et du numérateur de P modulo un

fateur α, est stritement positive. En e�et,
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1. le dénominateur orrespondant au polyn�me aratéristique de la matrie d'état A, le terme

indépendant est

d0 = (−1)n
n∏

i=1

λi > 0

où n est la dimension de l'espae des états et les λi, i ∈ {1, . . . , n}, sont les valeurs propres
stables de A ;

2. le terme indépendant n0 du numérateur est stritement positif au vu des termes indépen-

dants de C1,2(s) et C1,1(s) (voir paragraphe 6.7.1 sur le alul de la fontion de transfert).

Sortie du proessus

Soumis à une entrée orrespondant à la sortie du ompensateur dynamique, le proessus P
produit une sortie y dont l'expression, dans le domaine fréquentiel, est donnée par

ŷ(s) = Hy2u1 r̂(s)

ave

Hy2u1 =
PC

1 + PC

=

n(s)
d(s)

(
kp +

ki
s

)

1 + n(s)
d(s) (kp +

ki
s )

=
(skp + ki)n(s)

sd(s) + skpn(s) + kin(s)

À ondition que le régulateur soit stabilisant, la sortie du y = y2 du système en boule fermée

onverge, dans le domaine temporel, vers la valeur désirée

y∞ = α

7.4.4 Paramètres de design

Le régulateur proportionnel-intégral dépend de deux paramètres : le gain proportionnel (kp) et
le gain intégral (ki). Ces paramètres sont appelés paramètres de design. Lors de la oneption

du régulateur PI, il faut régler es deux oe�ients de manière à obtenir un système en boule

fermée stable et ave la réponse désirée. Le tableau repris à la table 7.1 indique omment modi�er

les paramètres de manière à améliorer les performanes de régulation du système. Un régulateur

Rise time Overshoot Settling time Erreur statique

kp ր ց ր Faible hangement ց
ki ր ց ր ր Nulle

Table 7.1 � E�et des paramètres de design sur la réponse du système en boule fermée

proportionnel a don pour e�et de diminuer le temps de montée ainsi que de diminuer l'erreur

statique, mais sans jamais l'annuler. Un régulateur intégral, quant à lui, élimine l'erreur statique

mais a pour onséquene d'augmenter la phase transitoire (temps de réponse) de la réponse

indiielle.

Le logiiel MATLAB

r
fournit des outils qui permettent de hoisir les gains de telle sorte

à trouver un ompromis entre robustesse (voir setion 7.5) et performanes. La robustesse fait

l'objet de la setion suivante.

80



7.5. STABILITÉ ET ROBUSTESSE

7.5 Stabilité et robustesse

Cette setion du travail se base sur un tutoriel de MATLAB

r
& Simulink [38℄ et aborde

les aspets de stabilité et de robustesse du système en boule fermée. Plus préisément, nous

présentons une méthode graphique (diagramme de Nyquist) qui permet de véri�er la stabilité du

système obtenu et nous en déduisons des ritères de robustesse. Un ompensateur est dit robuste

lorsque ses performanes (de régulation par exemple), sont peu dépendantes des variations des

paramètres dé�nissant le système à régler. La robustesse d'un ompensateur est quanti�ée par

des valeurs appelées marge de gain et marge de phase.

Les méthodes présentées dans les paragraphes suivants sont basées sur la représentation

graphique de la réponse fréquentielle de la desription di�érentielle L.T.I. d'un système.

Dé�nition 7.6 (Réponse fréquentielle) La réponse fréquentielle du système dont la fontion

de transfert est donnée par Ĝ est la fontion

f : R→ C

ω 7→ Ĝ(jω) =M(ω)ejϕ(ω)

où M(ω) = |Ĝ(jω)| est appelé le gain en la fréquene ω ∈ R et ϕ(ω) = arg(Ĝ(jω)) est appelée
la phase en la fréquene ω ∈ R.

7.5.1 Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquist est un outil qui permet de véri�er la stabilité du système en boule

fermée à partir du omportement de la réponse fréquentielle du système en boule ouverte. La

stabilité est déterminée à partir du ritère de Cauhy, ritère dérivé du théorème homonyme

d'analyse omplexe, le théorème de Cauhy.

Théorème 7.3 (Théorème de Cauhy) Soit f(s) une fontion de la variable omplexe s.
Supposons que f admette P̄ p�les et Z zéros à l'intérieur d'un ontour fermé C du plan omplexe.

Alors, lorsque s dérit le ontour C, la ourbe f(C) e�etue T = Z − P̄ tours autour de l'origine.

Le nombre de tours T est ompté positivement lorsque C et f(C) sont orientés dans la même

diretion et négativement si non.

Considérons un système en boule fermée dont la fontion de transfert du système en boule

ouverte est notée G(s), omme elui illustré à la �gure 7.4. À partir de la relation

ŷ(s) = G(s)[û(s)− ŷ(s)]

nous déduisons que la fontion de transfert du système en boule fermée est

H(s) =
G(s)

1 +G(s)
(7.4)

Figure 7.4 � Système en boule fermée

81



CHAPITRE 7. SYSTÈMES DE CONTRÔLE PAR FEEDBACK

Dé�nition 7.7 (Diagramme de Nyquist) Le diagramme de Nyquist est la représentation,

dans le plan omplexe, de G(jω) lorsque ω varie de −∞ à +∞, où G est la fontion de transfert

en boule ouverte.

Remarque 7.4 Lorsque ω varie de 0 à +∞ puis de 0 à −∞, jω dérit un ontour fermé qui

englobe tout le demi-plan droit. Les diagrammes de Nyquist sont représentés ave deux ouleurs :

la portion rouge orrespond aux fréquenes positives et la portion verte orrespond aux fréquenes

négatives.

Dans un premier temps, appliquons le théorème de Cauhy pour étudier la stabilité (externe)

d'un système quelonque dont la fontion de transfert est notée F . Le système est externement

stable si et seulement si F n'admet pas de p�les dans le demi-plan droit C

+
.

Dé�nition 7.8 (Contour de Bromwih) Le ontour d'exlusion de Bromwih (voir �-

gure 7.5) est le ontour fermé, dans le plan omplexe, qui englobe tout le demi-plan droit.

Figure 7.5 � Contour d'exlusion de Bromwih - soure : [22℄

L'intérieur du ontour de Bromwih oïnide don ave le demi-plan droit ouvert C

+
0 . L'image

du ontour de Bromwih par F (s) est le diagramme de Nyquist. Par onséquent, le nombre de

fois que la ourbe de Nyquist entoure l'origine est égal au nombre de zéros dans le ontour de

Bronwih moins le nombre de p�les dans le ontour de Bronwih ; le nombre de tours est ompté

négativement si le diagramme de Nyquist est orienté dans le sens trigonométrique et positivement

si non.

Lorsque nous étudions un système asservi, nous sommes plut�t intéressés par l'étude de la

stabilité du système en boule fermée. Le système en boule fermée est stable si et seulement

si la fontion de transfert (7.4) n'admet pas de p�les dans le demi-plan droit fermé. Si 1 + G
entoure l'origine, alors G entoure −1. Ce qui importe est don le omportement du diagramme

de Nyquist autour de -1, appelé point ritique. Le nombre de fois que la ourbe de Nyquist

entoure −1 orrespond au nombre de zéros de 1 + G(s) dans le demi-plan droit ouvert moins

le nombre de p�les de 1 + G(s) dans le demi-plan droit ouvert. C'est e que nous appelons le

ritère de Cauhy. Les zéros et les p�les de 1 +G(s) oïnident ave les p�les de H(s) et les
p�les de G(s) respetivement.

Finalement, nous retenons la relation suivante

Z = P + T (7.5)

où • Z est le nombre de p�les antistables (à partie réelle stritement positive) du système

en boule fermée

• P est le nombre de p�les antistables de la fontion de transfert en boule ouverte

• T est le nombre de tours e�etués par la ourbe de Nyquist autour de -1, omptés

positivement si orientée dans le sens horlogique.
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Ainsi, à partir de la onnaissane de P et T , nous pouvons déterminer la stabilité du système

en boule fermée. Si le système est stable, la ourbe de Nyquist est orientée dans le sens inverse

des aiguilles d'une montre et le nombre de tours e�etués autour de -1 est égal au nombre de

p�les antistables de la fontion de transfert en boule ouverte G. Le nombre de tours n'est pas

toujours simple à déterminer.

Dans un système de régulation, la fontion de transfert du système en boule ouverte orres-

pond au gain de boule, i.e.

G(s) = P (s)C(s) (7.6)

où C(s) = kp +
ki
s pour un régulateur proportionnel-intégral. Supposons que le système à régler

est stable. Le nombre P de p�les antistables de la fontion (7.6) est zéro, de telle sorte que,

si le système en boule fermée est stable, alors la ourbe de Nyquist ne doit pas entourer −1.
Le diagramme de Nyquist nous permet également de visualiser les valeurs de gains qui rendent

stable le système en boule fermée. En e�et, lors du réglage des oe�ients (f. setion 7.4.4),

nous faisons varier les valeurs des gains a�n d'améliorer les aratéristiques (temps de montée,

par exemple) de la réponse indiielle du système en boule fermée ; néanmoins, es paramètres

ne peuvent varier que dans une ertaine limite puisque nous onevons un système de ontr�le

par feedbak stabilisant.

7.5.2 Marge de phase et marge de gain

Les marges de phase et de gain sont des quantités qui permettent d'évaluer la robustesse

du système en boule fermée à partir de la réponse fréquentielle en boule ouverte. Considérons

enore un système en boule fermée dont la fontion de transfert en boule ouverte est notée G
(f. �gure 7.4).

Dé�nition 7.9 (Marge de gain) La marge de gain est le hangement (ampli�ation) dans

le gain |G(jω)| néessaire pour rendre le système en boule fermée instable.

Dé�nition 7.10 (Marge de phase) Lamarge de phase est la variation dans la phase arg(G(jω))
néessaire pour rendre le système en boule fermée instable.

Considérons un système de ontr�le par feedbak pour le modèle pharmaoinétique du méropé-

nem et supposons que les paramètres déterminant le ompensateur dynamique sont �xés à partir

d'un proessus partiulier déterminé par les valeurs des deux ovariables (ex. WT = 75 kg et

GFR = 65mL/min). Les marges de gain et de phase indiquent dans quelle mesure nous pouvons

espérer que le système en boule fermée reste stable si on ajoute la variabilité interindividuelle

sur les paramètres du modèle. Des valeurs élevées indiquent que le système de régulation onçu

est robuste.

Notons Wpc la fréquene à laquelle la phase vaut −180◦ et Wgc la fréquene à laquelle le gain

vaut 1 (0 dB 1

). Ces fréquenes sont appelées respetivement fréquene d'inversion de la phase

(phase rossover frequeny) et fréquene de oupure (gain rossover frequeny).

Marge de gain

La marge de gain Gm orrespond au gain néessaire pour rendre le gain de la réponse fréquentielle

en boule ouverte unitaire lorsque ω =Wpc, i.e.

Gm · |G(jWpc)| = 1

Gm =
1

|G(jWpc)|

1. Soit x un rapport sans unité. La valeur de x en déibels s'érit x̃ = 20 log10(x).
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En exprimant ette dernière relation en déibels (dB), nous obtenons que la marge de gain

orrespond à la di�érene entre 0 dB et le gain de la réponse fréquentielle lorsque ω = Wpc.

Autrement dit, en notant G̃pc = 20 log10 (|G(jWpc)|),

G̃m = −G̃pc dB

où G̃m est la marge de gain exprimé en déibels.

Démonstration. Soit G(s) la fontion de transfert d'un système en boule ouverte quelonque

dont le système en boule fermée est stable (⇒ Z = 0). Sans perte de généralité, supposons que
la ourbe de Nyquist de G n'entoure pas −1 (⇒ T = 0). Par la relation (7.5), nous déduisons

que P = 0, i.e. la fontion de transfert en boule ouverte n'admet pas de p�les antistables. Le

diagramme de Nyquist d'un tel système est représenté à la �gure 7.6.

Figure 7.6 � Diagramme de Nyquist de la fontion de transfert G(s) = 50
s3+9s2+30s+40

La question est de déterminer jusqu'à quel point on peut ampli�er le gain de la réponse

fréquentielle avant que le système en boule fermée ne devienne instable. Considérons le point

dans le plan omplexe où la phase de la réponse fréquentielle vaut −180◦. Puisque la ourbe de

Nyquist roise l'axe des réels en e point, la fontion de transfert y est réelle ; notons sa valeur

−1/a. La portion de l'axe réel ompris entre −1/a et −1 (représentée en pointillés sur la �gure

7.6) symbolise ette variation de gain. Supposons que nous multiplions le gain de la réponse

fréquentielle d'un fateur a, alors

a ·G(jWpc) = a ·
(
−1

a

)
= −1

La ourbe de Nyquist touhe le point ritique −1 et le système en boule fermée devient instable.

On dit alors, par dé�nition, que la marge de gain Gm vaut a. �

Marge de phase

La marge de phase Pm orrespond à la di�érene entre −180◦ et la phase de la réponse fréquen-
tielle en boule ouverte lorsque ω =Wgc, i.e.

−180◦ − arg(G(jWgc))

Démonstration. Considérons enore une fontion de transfert en boule ouverte G(s) dont le sys-

tème en boule fermée est stable et dont la ourbe de Nyquist n'entoure pas le point ritique −1.
La question est de déterminer à quel point on peut modi�er la phase de la réponse fréquentielle

avant que le système en boule fermée ne perde sa stabilité. Considérons l'amplitude θ, exprimée

en degrés, de l'angle tel que, si le diagramme de Nyquist subit une rotation de θ◦, la ourbe passe
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Figure 7.7 � Diagramme de Nyquist de la fontion de transfert G(s) = 50
s3+9s2+30s+40

par le point (−1, 0). Cet angle est, par dé�nition, la marge de phase Pm. Le point à l'intersetion

de la ourbe de Nyquist et du erle entré à l'origine et de rayon 1 (voir �gure 7.7) orrespond

à la fréquene à laquelle le gain vaut 1, de telle sorte que la marge de phase est donnée par

l'expression

Pm = −180◦ − arg(G(jWgc))

�

Remarque 7.5 Les valeurs des marges de gain et de phase sont diretement déterminées à partir

du diagramme de Bode (voir �gure 7.8).

Figure 7.8 � Diagramme de Bode de la fontion de transfert G(s) = 50
s3+9s2+30s+40

L'aide de MATLAB

r
indique qu'un système peut être quali�é de robuste lorsqu'il admet une

marge de gain d'au moins 3 (≃ 9, 5 dB) et une marge de phase entre 30 et 60 degrés.
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Chapitre 8

Ajustement posologique

(MATLAB

r
)

Ce hapitre, plus orienté reherhe, onerne la détermination d'une posologie optimale sur

base d'une onentration ible �xée. En d'autres termes, nous nous intéressons à la oneption

de lois de ontr�le visant à atteindre et à rester au-dessus d'une onentration ible �xée. Des

études mirobiologiques sur la sensibilité des batéries aux antibiotiques ont menées à la déter-

mination de trois lasses de onentrations minimales inhibitries selon le degré de sensibilité

(reommandations de l'EUCAST

1

).

• Sensible : ≤ 2mg/L
• Intermédiaire : 4− 8mg/L
• Résistant : > 8mg/L
Après avoir traduit en MATLAB

r
les modèles onçus ave NONMEM

r
, nous divisons les

ré�exions en trois étapes. La première partie s'intéresse à une situation d'administration onti-

nue à vitesse onstante du médiament tandis que la seonde aborde la perfusion répétée, plus

réaliste dans la pratique linique. En�n, la dernière étape onsiste à développer un système de

régulation par régulateur PI. Au vu de la théorie présentée au hapitre 7, la loi de ontr�le ainsi

déterminée est une fontion ontinue qui varie au ours du temps. Ce type d'entrée n'est pas

failement implémentable dans la pratique linique et il nous faut la modi�er adéquatement en

un shéma d'administration appliable. L'ensemble des odes MATLAB

r
utilisés pour réaliser

ette partie du travail ainsi que des graphiques supplémentaires, supportant ertains résultats,

sont disponibles en ligne à partir du lien i-dessous.

https://www.dropbox.om/sh/6wyr0az1lu92u/AACvEZe874uPUFCFF6h71t2ua?dl=0

8.1 Passage de NONMEM à MATLAB

Deux modèles pharmaoinétiques ont été retenus omme pertinents pour dérire la pharma-

oinétique du méropénem : le modèle ompartimental à trois (deux plus un) ompartiments et

le modèle à base physiologique. C'est à partir de es deux modèles que nous étudions, à l'aide du

logiiel MATLAB

r
, l'ajustement posologique du médiament. Commençons par répliquer ave

le logiiel MATLAB les modèles préédemment développés ave NONMEM.

Le modèle ompartimental à trois ompartiments est dérit par le système dynamique

positif L.T.I. {
ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

y(t) = Cx(t)

où

A =



−(k10 + k12 + k13) k21 k31

k12 −k21 0
k13 0 −k31


 , b =



1
0
0




1. European Committee on Antimirobial Suseptibility Testing
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et

C =

(
1/S1 0 0
0 1/S2 0

)

Les fateurs de mise à éhelle S1 et S2 orrespondent à V1/1000 et V2/253 respetivement. Par

ailleurs, rappelons que les onstantes de vitesse sont reliées aux paramètres pharmaoinétiques

de la manière suivante :

k10 = CL
V1
, k12 = Q2

V1
, k13 = Q3

V1
, k21 =

Q2

V2
et k31 =

Q3

V3

Après avoir implémenté e modèle en MATLAB

r
et utilisé les di�érentes estimations ob-

tenues ave NONMEM

r
, nous pouvons omparer graphiquement, entre les deux logiiels, le

résultat de trente simulations de la base de données. La �gure 8.1 révèle des résultats similaires.

Figure 8.1 � Modèle à trois ompartiments : omparaison MATLAB/NONMEM de trente simulations (lignes

en trait ontinu, valeurs médianes ; lignes en pointillés, intervalles de prédition à 90%)

Le modèle à base physiologique (PBPK) est dérit par le système dynamique positif

L.T.I. {
ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)

y(t) = Cx(t)

où

A =




−Qco

Va
0 0 QLu

KLVa
0 0

QRB

VRB
− QRB

KRBVRB
0 0 0 0

0 QRB

KRBVv
−Qco

Vv
0 QLi

KLiVv

QK

KKVv

0 0 QLu

VLu
− QLu

KLVLu
0 0

QLi

VLi
0 0 0 −QLi+CLH

KLiVLi
0

QK

VK
0 0 0 0 −QK+CLR

KKVK




, b =




1/Va
0
0
0
0
0




et

C =

(
1/S1 0 0 0 0 0
0 0 0 1/S2 0 0

)

Les fateurs de mise à éhelle S1 et S2 sont identiques et valent 1/1000. De la même manière que

pour le modèle ompartimental, nous omparons les résultats de trente simulations de la base de

données (voir �gure 8.2).
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Figure 8.2 � Modèle physiologique : omparaison MATLAB/NONMEM de trente simulations (lignes en trait

ontinu, valeurs médianes ; lignes en pointillés, intervalles de prédition à 90%)

Il est également important de véri�er que les deux modèles prédisent des onentrations

voisines. Pour e faire, nous représentons, sur un même graphique, les ourbes médianes des

simulations réalisées i-dessus (voir �gure 8.3). Nous onstatons que les onentrations dans

le site d'e�et (ELF) sont très prohes (quasiment superposées). La di�érene au niveau des

ourbes sanguines peut s'expliquer par le fait que le modèle ompartimental herhe à dérire

des onentrations plasmatiques moyennes tandis que le modèle à base physiologique dérit

séparément les onentrations artérielles et veineuses. Ce sont les onentrations artérielles qui

sont mesurées.

Figure 8.3 � Modèle ompartimental/modèle physiologique : omparaison des préditions
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8.2 Perfusion ontinue à vitesse onstante

Lors d'une perfusion ontinue à vitesse onstante, l'évolution des onentrations (plasma-

tiques et pulmonaires) oïnide ave la réponse de la desription L.T.I. orrespondant à une

entrée éhelon dont l'amplitude est égale à la vitesse d'injetion (réponse indiielle). A�n d'esti-

mer le temps de réponse (settling time), onsidérons le modèle à un ompartiment

ẋ(t) = −kex(t) + u(t) (8.1)

où x représente la quantité totale de médiament dans l'organisme, ke = CL/V est la onstante

de vitesse d'élimination du premier ordre et u(t) = Rinf est le taux d'injetion onstant du

médiament. La solution à l'état nul x(0) = 0 est donnée par

x(t) = Rinf
1− e−ket

ke

En termes de onentration plasmatique, nous avons

cp(t) =
Rinf

CL
(1− e−ket)

indiquant que la onentration plasmatique onverge asymptotiquement vers la valeur �nale

Vf =
Rinf

CL

En posant

cp(t1) =
98

100
Vf

on détermine que le temps t1 néessaire pour atteindre 98% de la valeur �nale vaut

t1 =
(
ln(100)
ln(2) − 1

)
t1/2 ≃ 5, 5 t1/2

Autrement dit, il faut attendre environ inq demi-vies pour que la onentration plasmatique

atteigne une bande qui ne dépasse pas 2% de sa valeur �nale. En termes pharmaoinétiques, on

dit qu'on atteint le plateau. Le ompartiment ELF étant un ompartiment arti�iel représentant

une partie de l'organisme supposée initialement inluse dans le ompartiment entral, il est

raisonnable de tirer la même onlusion pour la onentration dans le site d'e�et.

Deux méthodes sont envisagées pour déterminer la valeur de la vitesse de perfusion. La

première est une formule générale appliable à n'importe quel modèle pharmaoinétique, la

seonde onvient uniquement pour les modèles ompartimentaux.

Première méthode : fontion de transfert

Soit α la valeur ible, exprimée en miligrammes par litre, que l'on désire atteindre dans le

site d'e�et ELF. Notons P la fontion de transfert, d'une des deux desriptions L.T.I. rappelées

à la setion 8.1, de l'entrée u vers la sortie y2 = cLu. L'entrée onstante à appliquer au système

doit être donnée par l'expression

u =
α

P (0)
grammes/heure

a�n que la valeur �nale de la réponse soit égale à α milligrammes par litre.
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Seonde méthode : paramètres pharmaoinétiques

Considérons à nouveau le modèle à un ompartiment (8.1). En termes de onentration cp
de médiament dans le plasma, nous avons

ẋ(t) = −ke · cp(t) · V +Rinf

= −CL · cp(t) +Rinf

À l'équilibre pharmaoinétique, la variation de masse est nulle, i.e. ẋ(t) = 0. Par onséquent, la
onentration plasmatique à l'équilibre est donnée par la formule

cssp =
Rinf

CL
(8.2)

Soit αp la onentration plasmatique, exprimée en milligrammes par litre, que l'on désire at-

teindre à l'équilibre. Le vitesse Rinf ave laquelle il faut administrer le médiament est alors

donnée par la formule

Rinf = αp · CL milligrammes/heure

Cependant, nous sommes plut�t intéressés par une onentration ible dans le site d'e�et et

'est pourquoi il nous faut déterminer le rapport des onentrations à l'équilibre. Considérons le

modèle à trois ompartiments





ẋ1(t) = −(k10 + k12 + k13)x1 + k21x2 + k31x3

ẋ2(t) = k12x1(t)− k21x2(t)

ẋ3(t) = k13x1(t)− k31x3(t)

Supposons que l'équilibre est atteint dans le seond ompartiment. Dans e as, l'équilibre est

également atteint dans le ompartiment entral et nous avons ẋ1(t) = 0 et ẋ2(t) = 0. La seonde
égalité indique que les quantités à l'équilibre sont liées par la relation

xss2 =
k12
k21

xss1

En termes de onentrations, nous obtenons

css2 S2 =
Q2/V1
Q2/V2

S1c
ss
1

où S1 = V1/1000 et S2 = V2/253, de telle sorte que le rapport des onentrations à l'équilibre

est donné par

css1
css2

=
1000

253
= 3, 95 ≃ 4

8.2.1 Appliation au modèle ompartimental

Considérons un patient pour lequel les ovariables prennent les valeurs

{
WT = 75 kg

GFR = 65mL/min

et hoisissons une onentration ible de 2 milligrammes par litre. Sans inlure la variabilité

interindividuelle, les deux méthodes i-dessus nous donne le résultat identique d'une perfusion

de

0,063 g/h

La �gure 8.4 montre l'évolution de la onentration dans le ompartiment ELF au ours du

temps, indiquant que elle-i onverge e�etivement vers la onentration souhaitée.
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Figure 8.4 � Perfusion ontinue à vitesse onstante : évolution de la onentration pulmonaire au ours du

temps (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

8.2.2 Appliation au modèle physiologique

Considérons un patient ayant enore les aratéristiques

{
WT = 75 kg

GFR = 65mL/min

Pour une onentration ible de 2 milligrammes par litre, la formule utilisant la fontion de

transfert suggère une vitesse d'injetion onstante de

0,058 g/h

a�n que la sortie onverge vers la onentration souhaitée.

8.3 Perfusion répétée

Dans la pratique linique, le méropénem est un médiament qui ne s'administre pas en ontinu

tout au long du traitement, mais par intermittene et à intervalles réguliers, d'une dose �xée.

Cette dose est appelée dose de maintient. Nous envisageons deux méthodes (équivalentes) qui

permettent de déterminer la dose à administrer a�n de rester au-dessus d'une onentration mi-

nimale (onentration ible) une fois l'équilibre pharmaoinétique atteint. Le méropénem

ayant une demi-vie relativement ourte, il est généralement raisonnable de penser que l'équilibre

pharmaoinétique est atteint après quatre ou inq administrations. Néanmoins, il est parfois

souhaitable d'atteindre la onentration minimale dès la première dose, plut�t que d'attendre

que l'équilibre pharmaoinétique soit établi après prise multiple, à intervalles réguliers, d'une

dose �xée. Il nous faut alors déterminer ette première dose, appelée dose de harge (loading

dose).

Les méthodes présentées tendent uniquement à déterminer les doses à administrer. Autre-

ment dit, la période T et la durée d'administration ∆ sont �xées. L'étude PROMESSE, menée

par F. Frippiat, F. Musuamba Tshinanu et al. [9℄, a onlu à une pénétration des tissus

signi�ativement meilleure dans le groupe des patients reevant une administration lente

2

. Pour

ette raison, les résultats présentés dans la suite de ette setion supposent une administration

du médiament sur ∆ = 3h et toujours un intervalle de dosage de T = 8h.

2. � (. . .) the penetration of meropenem in ELF was only desribed using the ratio between the AUC in ELF

and the AUC in plasma (. . .) � [9℄
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Première méthode : passage du ontinu au répété

Soit Rinf la vitesse de perfusion ontinue, exprimée en grammes par heure, déterminée dans

la setion préédente. Il est naturel de déterminer la dose à administrer, dans une situation de

perfusion répétée, en utilisant la relation suivante :

DOSE = T ·Rinf

Cette dose orrespond à une vitesse d'injetion de

K1 =
DOSE

∆
=
T · Rinf

∆
grammes/heure

Dans e as, 'est la onentration moyenne à l'équilibre qui est égale à la onentration ible α.
En e�et, par dé�nition d'équilibre pharmaoinétique, la variation de masse, en moyenne sur un

intervalle de dosage, est nulle une fois le plateau atteint. Autrement dit, à partir de l'équation

du modèle à un ompartiment (8.1), nous pouvons érire, à l'équilibre pharmaoinétique,

K1 ·∆− kex

T
= 0

de telle sorte que la onentration moyenne Cm sur un intervalle de dosage vaut

Cm =
K1 ·∆
T · ke · V

=
Rinf

ke · V
=
Rinf

CL

Cette valeur orrespond exatement à la onentration plasmatique atteinte au plateau dans le

adre d'une perfusion ontinue onstante de Rinf grammes par heure (voir formule 8.2). A�n de

rester au-dessus de la onentration ible tout au long de l'intervalle de dosage, il est néessaire

d'ajuster la vitesse d'injetion (et don la dose). Notons Cmin la onentration minimale sur un

intervalle de dosage à l'équilibre. Cette valeur orrespond au temps t = 8h après la dernière

administration. La vitesse de perfusion est ajustée de la manière suivante :

K2 =
K1 · α
Cmin

En e�et, la transformation de Laplae étant une opération linéaire, si on multiplie l'entrée u(t)
par une onstante a, la sortie y(t) du système est également multipliée par a, de telle sorte que
nous obtenons, à la �n de l'intervalle de dosage,

Cmin = α

Le alul de Cmin peut se faire via la formule de la réponse (f. deuxième méthode).

Deuxième méthode : formule de la réponse

La seonde méthode onsiste à utiliser uniquement la formule exprimant la réponse du sys-

tème alulée à la setion 6.7. Nous rappelons ette formule.

yk(t) =





DOSE
∆

[
Nt−2∑
l=0

n∑
i=1

Fki

λi
eλi(t−lT )

(
1− e−λi∆

)
+

6∑
i=1

Fki

λi

(
eλi(t−(Nt−1)T )

− 1
)]

si t ∈ T1

DOSE
∆

Nt−1∑
l=0

n∑
i=1

Fki

λi
eλi(t−lT )

(
1− e−λi∆

)
si t ∈ T2

où n est la dimension du système, les oe�ients Fki sont à adapter selon le modèle onsidéré,

Nt orrespond à l'administration en ours, T1 est la partie de l'intervalle de dosage sur laquelle
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a lieu l'administration et T2 est la deuxième partie de l'intervalle de dosage. Notons S(Nt) la
dernière double somme, pour k = 2, évaluée en t = Nt · T , i.e.

S(Nt) =
Nt−1∑

l=0

n∑

i=1

F2i
λi
eλi(Nt−l)T

(
1− e−λi∆

)

L'expression

ȳ = DOSE
∆ S(Nt)

orrespond à la onentration médiamenteuse, en milligrammes par litre, dans le liquide épithé-

lial pulmonaire à la �n du Nt
e

intervalle de dosage. La dose à administrer a�n d'être, à l'équilibre

pharmaoinétique, au-delà d'une onentration �xée α, exprimée en milligrammes par litre, est

alors donnée par

DOSE =
α ·∆
S|Nt=4

grammes

La dose de harge, quant à elle, est donnée par

DL =
α ·∆
S|Nt=1

grammes

8.3.1 Appliation au modèle ompartimental

Considérons enore un patient aratérisé par les valeurs suivantes :

{
WT = 75 kg

GFR = 65mL/min

La table 8.1 indique, pour haque onentration reommandée par l'EUCAST, la dose de harge

et la dose de maintien à utiliser dans le as d'une administration sur trois heures toutes les huit

heures.

Conentration ible [mg/L℄ Dose [g℄ (∆ = 3h)

2

1,46

1,23

4

2,94

2,46

6

4,41

3,7

8

5,88

4,93

10

7,35

6,16

Table 8.1 � Perfusion répétée : dose de harge et dose de maintien pour di�érentes onentrations ibles

(WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

La �gure 8.5 illustre, pour un patient soumis à une administration répétée, l'évolution de la

onentration médiamenteuse au ours des quatre premières administrations pour une onen-

tration ible de 6 milligrammes par litre. Nous pouvons onstater que l'utilisation des doses de

harge et de maintient présentées dans le tableau permet d'atteindre les résultats désirés.
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Figure 8.5 � Perfusion répétée : évolution de la onentration pulmonaire pour une onentration ible de

6 mg/L ave le modèle ompartimental (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

Dans le développement i-dessus, nous ne tenons pas ompte de la variabilité interindividuelle

a�n de déterminer les doses optimales. Cette erreur sur le modèle peut mener à une sous- ou

sur-évaluation de la dose à administrer omme l'illustrent les graphiques de la �gure 8.6.

(a) 100 simulations (b) ourbe médiane et intervalle de prédition

à 90%

Figure 8.6 � Perfusion répétée : évolution de la onentration pulmonaire, ave variabilité interindividuelle,

pour une onentration ible de 6 mg/L ave le modèle ompartimental (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min) -
temps après la quatrième administration

Notons néanmoins deux observations favorables.

1. La ourbe médiane, ourbe au-dessus de laquelle se situe 50% des observations, est 100%

du temps au-dessus de la onentration ible.

2. La ourbe du 5

e

entile est pendant presque 60% de l'intervalle de dosage au-dessus de la

droite représentant 90% de la onentration ible

3

.

Le médiament étant bien toléré, il n'y a pas de problème linique lorsque la onentration est

trop élevée. Néanmoins, le méropénem est un médiament her et il est préférable de ne pas

dépasser inutilement la onentration voulue. Si néessaire, une analyse au pire des as peut

failement permettre d'adapter les doses présentées à la table 8.1 de manière à être presque

toujours pendant 100% du temps au-dessus de la onentration minimum désirée.

3. � [. . .℄ maintening unbound drug onentrations in plasma above the MIC for pathogens for at least 40% of

the time between doses is usually required for optimal bateriidal ativity. �[9℄
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CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

8.3.2 Appliation au modèle physiologique

La méthode utilisée pour déterminer les doses de harge et de maintien demande l'implé-

mentation numérique de la formule exprimant la réponse de la desription L.T.I. Comme nous

le préisons à la �n de la setion 6.7, ette dernière n'est pas gérable numériquement et nous ne

pouvons dès lors pas nous en servir.

Ayant déjà déterminé un régime de dosage à partir du modèle ompartimental, nous pou-

vons appliquer ette � loi de ontr�le � au modèle PBPK. La �gure 8.7 montre l'évolution de

la onentration pulmonaire au ours du temps pour un patient soumis à une administration

répétée dont les doses sont elles du tableau 8.1 orrespondant à une onentration ible de 6

milligrammes par litre.

(a) sans variabilité interindividuelle (b) ourbe médiane et intervalle de prédition

à 90%

Figure 8.7 � Perfusion répétée : évolution de la onentration pulmonaire pour une onentration ible

de 6 mg/L ave le modèle physiologique (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min) - temps après la quatrième

administration

8.4 Système de régulation

L'idée de ette setion est de onevoir un système de régulation par asservissement dyna-

mique de la sortie, apable d'ajuster la dose a�n d'atteindre la onentration désirée le plus rapi-

dement possible. Pour e faire, nous utilisons la fontion pidtune de MATLAB

r
. Cette fontion

fournit, pour une desription R = [A,B,C,D] donnée, des valeurs pour les gains proportionnel et
intégral d'un régulateur PI. Ces valeurs sont déterminées de manière à obtenir une marge de gain

60 degrés. Celle-i orrespond généralement à un bon équilibre entre robustesse et performanes.

La seonde partie de ette setion met en plae un problème d'optimisation destiné à traduire la

loi de ontr�le, déterminée par feedbak de la sortie prédite, en un shéma posologique appliable

dans la réalité linique.

Nous travaillons sur le modèle ompartimental à trois (deux plus un) ompartiments. Ce

modèle orrespond au proessus, ou système à régler, du système en boule fermée. Dans le adre

de nos reherhes, nous faisons de la régulation sur la onentration dans le ompartiment ELF.

En e�et, nous voulons que la onentration dans le site d'e�et onverge vers une onstante �xée

α, la onentration ible. Dès lors, l'entrée de référene est la fontion éhelon d'amplitude α et

la fontion de transfert P est la omposante y2 de la sortie y = Cx.
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8.4. SYSTÈME DE RÉGULATION

8.4.1 Perfusion ontinue à vitesse variable

Considérons un individu de 70 kg dont le débit de �ltration glomérulaire vaut 40 mL/min.
Sans tenir ompte de la variabilité interindividuelle sur le modèle, la fontion pidtune propose

les valeurs de gains suivantes :

kp = 0, 00713 et ki = 0, 00683

À partir de la sortie prédite, nous pouvons déterminer la fontion d'entrée du proessus, produite

par le ompensateur, ainsi que la réponse du système en boule fermée pour une onentration

ible de

α = 2mg/L

Ces dernières sont représentées à la �gure 8.8.

(a) Entrée du proessus

(b) Sortie du système (ELF)

Figure 8.8 � Perfusion ontinue à vitesse variable : sorties du système en boule fermée pour kp = 0.00713 et

ki = 0.00683 (WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)

Dans e as, le temps néessaire pour que la onentration atteigne 10% de la valeur �nale vaut

approximativement huit heures. Cette valeur est élevée et le système de régulation ne semble

pas être plus performant que les méthodes utilisées dans la setion préédente pour la perfusion

répétée. Cependant, l'interfae graphique pidtool de MATLAB

r
permet de régler manuellement

les gains kp et ki de manière à améliorer les performanes du système. Le régime transitoire de

la fontion représentant la vitesse d'injetion peut alors devenir ompliqué (voir �gure 8.9).

Figure 8.9 � Perfusion ontinue à vitesse variable : entrée du proessus pour kp = 0.0333 et ki = 0.0409
(WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)
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CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

Le ompensateur ainsi onstruit est robuste. Cei peut se véri�er de deux manières. La

première méthode est d'investiguer le diagramme de Nyquist du système en boule ouverte,

repris à la �gure 8.10 (a). Comme déjà disuté à la setion 7.5.1, le diagramme de Nysquist ne

doit par tourner autour du point ritique -1. C'est e�etivement le as et on en onlut que le

système en boule fermé est stable. De plus, la marge de gain est in�nie. La seonde méthode

onsiste à ajouter la variabilité interindividuelle sur les paramètres du modèle et à véri�er que

le système en boule fermée est enore stable. La �gure 8.10 (b) montre une famille de pro�ls

pharmaoinétiques obtenus en faisant varier les paramètres onformément aux résultats obtenus

ave NONMEM

r
. Nous y onstatons que haune des ourbes onverge vers la onentration

ible.

(a) Diagramme de Nyquist (b) Réponse ave variabilité interindividuelle

Figure 8.10 � Perfusion ontinue à vitesse variable : analyse de la robustesse

À présent, regardons e qu'il advient de la sortie du système lorsque nous ajoutons la

variabilité interindividuelle sur le modèle pharmaoinétique (le proessus) et que nous appli-

quons, en boule ouverte, la loi de ontr�le illustrée à la �gure 8.8 (a). Le résultat, représenté par

la médiane et l'intervalle de prédition à 90%, se situe à la �gure 8.11. Une fois que le système est

à l'état stationnaire, la onentration médiamenteuse est en-dessous de la onentration désirée

pour, à peu près, 50% des patients simulés.

Figure 8.11 � Perfusion ontinue à vitesse variable : sortie du système en boule ouverte, ave variabilité

interindividuelle, pour kp = 0.0333 et ki = 0.0409 (WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)
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8.4. SYSTÈME DE RÉGULATION

Le système de régulation par régulateur PI produit une fontion d'entrée du proessus, or-

respondant à la vitesse d'injetion du médiament, qui n'est pas failement appliable dans la

pratique linique. Le méropénem est un médiament qui s'administre par intermittene. Une

fois le plateau atteint, nous pouvons failement traduire la perfusion ontinue en une perfusion

répétée. Le problème qui se pose est de traduire la partie transitoire, durant laquelle la vitesse

d'injetion varie beauoup, en une fontion onstante par moreaux failement implémentable

dans la pratique. Cei est disuté dans la prohaine setion.

8.4.2 Adaptation du régime transitoire

Considérons la fontion d'entrée, i.e. la vitesse de perfusion au ours du temps, représentée

à la �gure 8.9. Le temps de réponse (settling time) du système pour e signal vaut

ts = 12, 08h

La sortie (onentration ELF) du système asservi, représentée sur l'intervalle [0, ts], se situe à la
�gure 8.12.

Figure 8.12 � Perfusion ontinue à vitesse variable : sortie du système en boule fermée pour kp = 0.0333 et

ki = 0.0409 (WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)

Il nous faut, via un problème d'optimisation approprié, déterminer une fontion onstante par

moreaux qui, utilisée omme entrée du modèle, donne une sortie semblable à elle du système

de régulation sur l'intervalle [0, ts]. À ette �n, nous déidons de minimiser la distane L2 entre

les deux fontions de sortie. Pour rappel, la norme L2 d'une fontion f(x) est donnée par

‖f‖2 =
(∫

|f(x)|2dx
)1/2

L'entrée que nous herhons à identi�er est aratérisée par un nombre arbitraire m de doses,

ou vitesses d'injetion, et par m − 1 temps de hangement. Choisissons, par exemple, m = 2.
Dans e as, nous herhons deux doses, notées D1 et D2, et un temps de hangement, noté t̄.
La fontion d'entrée orrespondante est la fontion

u(t) =

{
K1, si t ∈ [0, t̄)

K2, si t ∈ [t̄, ts)

où

K1 =
D1

∆1
et K2 =

D2

∆2

ave ∆1 et ∆2 les longueurs des intervalles [0, t̄) et [t̄, ts) respetivement.
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CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

Nous faisons l'exerie

4

pour le système de régulation dont le proessus est aratérisé par

les valeurs

WT = 70 kg et GFR = 40mL/min

et le ompensateur est déterminé par les gains

kp = 0, 0333 et ki = 0, 0409

Les valeurs optimales de K1, K2 et t̄ sont 0,09 g/h, 0,04 g/h et 4,8 h respetivement. Autrement

dit, il est reommandé d'administrer une dose de 0, 43 grammes pendant quatre heures et 48

minutes, suivie d'une dose de 0,29 grammes pendant 7 heures et 16 minutes. La �gure 8.13 montre

l'évolution de la onentration dans le site d'e�et orrespondant à e shéma d'administration.

Nous onstatons que ette ourbe approhe orretement l'évolution de la onentration obtenue

ave le système de ontr�le par feedbak.

Figure 8.13 � Adaptation du régime transitoire : sortie du système en boule ouverte (WT = 70 kg et

GFR = 40mL/min)

Grâe à la linéarité, modi�er la onentration ible d'un fateur β revient à multiplier les

doses D1 et D2, et don les vitesses K1 et K2, par e même fateur β. Supposons que nous

désirons atteindre une onentration ible de 6 milligrammes par litre. En multipliant les vitesses

d'injetion K1 et K2, déterminées préédemment, par un fateur trois, nous obtenons le résultat

attendu (voir �gure 8.14).

Figure 8.14 � Adaptation du régime transitoire : sortie du système en boule ouverte pour une onentration

ible de 6 mg/L (WT = 70 kg et GFR = 40mL/min)

4. Nous n'utilisons pas un algorithme d'optimisation. Les valeurs que nous appelons � optimales � sont déter-

minées en balayant l'espae admissible.
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8.4. SYSTÈME DE RÉGULATION

Nous pouvons réitérer le développement pour un patient aratérisé par les valeurs

{
WT = 75 kg

GFR = 65mL/min

À l'aide de l'interfae graphique pidtool de MATLAB

r
, on règle les gains kp et ki du régula-

teur proportionnel-intégral a�n que le temps de réponse (settling time) du système asservi soit

d'environ inq heures (hoix arbitraire). Finalement, le ompensateur est aratérisé par les gains

kp = 0, 0584 et ki = 0, 119

La �gure 8.15 illustre la loi de ontr�le onçue par asservissement de la sortie prédite, sans

variabilité interindividuelle sur le modèle, ainsi que la réponse du système en boule fermée. Le

temps de réponse (settling time) du système de ontr�le pour le signal représenté à la �gure

8.15 (a) vaut

ts = 6, 51h

(a) Entrée du proessus

(b) Sortie du système (ELF)

Figure 8.15 � Perfusion ontinue à vitesse variable : sorties du système en boule fermée, kp = 0.0584 et

ki = 0.119 (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

Enore une fois, nous herhons à modi�er adéquatement la partie transitoire de la perfusion

ontinue à vitesse variable en un shéma posologique onsistant en une perfusion onstante par

moreaux. La résolution numérique du problème d'optimisation, toujours ave un nombre m = 2
de doses, donne le résultat suivant :

K1 = 0, 15 g/h, K2 = 0, 06 g/h t̄ = 2, 6h

En d'autres mots, ela suggère d'administrer une première dose de 0,39 grammes pendant 2 heures

et 36 minutes, suivie d'une seonde dose de 0,234 grammes pendant 3 heures et 54 minutes. La

�gure 8.16 montre l'évolution de la onentration dans le site d'e�et. Nous onstatons que ette

ourbe approhe onvenablement la ourbe de sortie du système en boule fermée. Grâe à la

linéarité, que nous avons déjà évoquée, nous pouvons établir le tableau 8.2. Celui-i indique,

pour haque niveau de onentration, les deux premières doses à injeter en vue d'approher, au

mieux, la sortie du système asservi par régulateur PI.
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CHAPITRE 8. AJUSTEMENT POSOLOGIQUE

Figure 8.16 � Adaptation du régime transitoire : sortie du système en boule ouverte pour une onentration

ible de 2 mg/L (WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

Conentration ible [mg/L℄ Doses [g℄
(∆1 = 2, 6h & ∆2 = 3, 9h)

2

0,39

0,23

4

0,78

0,46

6

1,17

0,69

8

1,56

0,92

10

1,95

1,15

Table 8.2 � Adaptation du régime transitoire : les deux premières doses pour di�érentes onentrations ibles

(WT = 75 kg et GFR = 65mL/min)

8.5 Perspetives

Les résultats présentés dans e hapitre sont prometteurs. Nous pouvons déterminer, lorsque

la durée d'administration et la longueur de l'intervalle de dosage sont �xés a priori, la dose de

harge et la dose de maintien à utiliser a�n d'atteindre et de rester au-dessus d'une onentra-

tion ible �xée. Les valeurs présentées dans le tableau 8.1 sont ohérentes ave d'autres déjà

publiées dans la littérature [9℄. Malheureusement, auune méthode systématique n'existe dans

le but de déterminer la durée d'administration qui permet une pénétration des tissus optimale

et nous utilisons don la onlusion, basée sur une tehnique de simulations, issue d'une autre

étude [9℄. Par ailleurs, nous montrons qu'il est possible de modi�er adéquatement une loi de

ontr�le, déterminée via un système de régulation par asservissement dynamique de la sortie, en

une posologie appliable dans la pratique linique. Cependant, des reherhes sont enore nées-

saires a�n d'améliorer les résultats en fontion des besoins. Par exemple, nous pouvons onevoir

l'adaptation du régime transitoire sous la forme d'un problème d'interpolation. Finalement, nous

onluons qu'il est possible d'atteindre, à travers des études supplémentaires, l'objetif prinipal

dans lequel le projet se onstruit, à savoir le développement d'un outil automatisé d'aide à la

déision, adaptable dans di�érents ontextes (autre médiament, autre voie d'administration,

et.).
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Conlusion

Au début de e mémoire, une introdution à la pharmaoinétique, essentielle pour om-

prendre le domaine dans lequel le présent projet est réalisé, a mis en plae les notions de base

de biodisponibilité, de volume de distribution et de lairane (paramètres pharmaoinétiques).

Ensuite, nous avons présenté les modèles pharmaoinétiques lassiques, à savoir les modèles

ompartimentaux mamillaires, ainsi que leur interprétation en termes de paramètres pharma-

oinétiques. La notion de demi-vie y a également été évoquée. En�n, nous avons onstruit un

nouveau modèle pharmaoinétique pour le méropénem, le modèle à base physiologique.

Forts de es éléments, nous avons développé es modèles, pour le méropénem, sous la forme

de modèles probabilistes. Pour e faire, nous avons utilisé une approhe de modélisation à e�ets

mixtes non linéaires et nous avons inlus des ovariables dans le but d'expliquer une partie de la

variabilité interindividuelle sur la lairane et les volumes de distribution. Les seules ovariables

qui se révèlent statistiquement et liniquement pertinentes sont le poids (WT) et l'état de la

fontion rénale, quanti�é par le débit de �ltration glomérulaire (GFR). Le modèle ompartimental

qui semble dérire au mieux les mesures de onentration plasmatique est un modèle à deux

ompartiments. L'avantage de la base de données à notre disposition réside dans le fait que nous

possédons aussi des informations sur la onentration dans le site d'e�et, à savoir les poumons ou,

plus préisément, le liquide épithélial (ELF). Par onséquent, nous avons pu modéliser l'évolution

de la onentration dans e ompartiment et nous avons obtenu, in �ne, un modèle à trois

ompartiments, appelé, plus justement, modèle à deux plus un ompartiments.

Par après, nous avons érit le modèle ompartimental (de dimension 3) et le modèle physiolo-

gique (de dimension 6) sous la forme de systèmes ommandés linéaires temps invariant. Des tests

numériques ont permis de on�rmer l'intuition selon laquelle e type de systèmes est interne-

ment stable. De plus, les systèmes sont observables en onnaissant uniquement la onentration

plasmatique en tout temps. Dans e même hapitre, nous avons étudié l'expression analytique de

la réponse temporelle de es systèmes en fontion des paramètres aratéristiques d'une entrée

traduisant une perfusion répétée à intervalles réguliers. Cette formule s'avère très intéressante

puisqu'elle peut être utilisée pour l'ajustement posologique. Plus préisément, elle permet de

déterminer les doses à injeter, une fois la durée d'administration et la longueur de l'intervalle

de dosage �xés. Malgré le fait que ette expression est numériquement mal onditionnée pour

le modèle à base physiologique, il su�t de déterminer la � loi de ontr�le � à partir du modèle,

plus simple, à trois ompartiments et de l'appliquer au modèle physiologique.

Finalement, nous avons développé un hapitre théorique sur les systèmes de régulation et

nous avons montré omment et outil peut être utilisé pour répondre à la question de la dé-

termination d'un shéma posologique ou, plus partiulièrement, de doses de harge. La loi de

ontr�le, déterminée par asservissement de la sortie prédite, ajuste ontinuellement la vitesse

d'injetion a�n d'atteindre la onentration désirée. Ce type d'entrée n'est pas appliable dans

la pratique linique. Nous illustrons, à travers quelques exemples, qu'il est possible de modi�er

adéquatement ette fontion en un shéma d'administration implémentable en pratique. Nous

ouvrons alors le hamp à de nouvelles reherhes pouvant mener à un outil d'aide à la déision,

systématique et adaptable.
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Liste des symboles

Ce glossaire reprend les prinipaux symboles utilisés dans le adre de e mémoire. Pour haque

symbole, nous en donnons la signi�ation et l'unité assoiée. Le as éhéant, nous ajoutons une

brève desription. De manière générale, les notations s'inspirent du voabulaire anglais.

ca(t) Conentration artérielle mg/L
cK(t) Conentration dans les reins mg/L
CL Clairane totale L/h Volume virtuel de plasma nettoyé de

substane médiamenteuse par unité

de temps

CLR Clairane rénale L/h Volume virtuel de plasma nettoyé de

substane médiamenteuse par ex-

rétion rénale par unité de temps

CLH Clairane hépatique L/h Volume virtuel de plasma nettoyé de

substane médiamenteuse par mé-

tabolisme hépatique par unité de

temps

cLi(t) Conentration dans le foie mg/L
cLu(t) Conentration pulmonaire (dans le

liquide épithélial)

mg/L

cp(t) Conentration plasmatique mg/L
cRB(t) Conentration dans le ompartiment

� rest of the body �

mg/L

cv Conentration veineuse mg/L
∆ Durée d'administration h Un des paramètres aratéristiques

de l'entrée du système

DOSE Dose administrée g Un des paramètres aratéristiques

de l'entrée du système

GFR Variable quantitative indiquant le

débit de �ltration glomérulaire

mL/min Quantité de sang �ltré par les reins

par unité de temps

K, K1, K2 Vitesses d'injetion du médiament g/h
ke Constante de vitesse d'élimination

du premier ordre du modèle à un

ompartiment

h−1
Fration de médiament éliminée

par unité de temps

ki Gain intégral du régulateur PI /

kp Gain proportionnel du régulateur PI /

k10 Constante de vitesse d'élimination

du premier ordre

h−1
Fration de médiament du ompar-

timent entral éliminée par unité de

temps

k12 Constante de vitesse de distribu-

tion du ompartiment entral vers le

deuxième ompartiment

h−1
Fration de médiament qui

passe du ompartiment entral au

deuxième ompartiment par unité

de temps
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k13 Constante de vitesse de distribution

du ompartiment entral vers le troi-

sième ompartiment

h−1
Fration de médiament qui passe

du ompartiment entral au troi-

sième ompartiment par unité de

temps

k21 Constante de vitesse de distribution

du deuxième ompartiment vers le

ompartiment entral

h−1
Fration de médiament qui passe

du deuxième ompartiment au om-

partiment entral par unité de temps

k31 Constante de vitesse de distribution

du troisième ompartiment vers le

ompartiment entral

h−1
Fration de médiament qui passe

du troisième ompartiment au om-

partiment entral par unité de temps

Q2 Clairane interompartimentale

entre le ompartiment entral et le

deuxième ompartiment

L/h

Q3 Clairane interompartimentale

entre le ompartiment entral et le

troisième ompartiment

L/h

QK Vitesse de perfusion plasmatique des

reins

L/h

QLi Vitesse de perfusion plasmatique du

foie

L/h

QLu Vitesse de perfusion plasmatique des

poumons

L/h

Qco Débit ardiaque L/h Quantité de sang éjeté par le ÷ur

par unité de temps

Rinf Vitesse de perfusion ontinue

onstante

g/h

S1 Paramètre de mise à éhelle du om-

partiment entral

/

S2 Paramètre de mise à éhelle du om-

partiment ELF

/

T Période, ou longueur de l'intervalle

de dosage

h Un des paramètres aratéristiques

de l'entrée

V Volume apparent de distribution L Volume virtuel oupé par le médi-

ament si sa onentration était par-

tout égale et égale à la onentration

plasmatique

V1 Volume de distribution du ompar-

timent entral d'un modèle ompar-

timental

L Volume virtuel du ompartiment

entral qui justi�e les onentrations

plasmatiques

V2 Volume de distribution du ompar-

timent périphérique (resp. ELF) du

modèle ompartimental à deux om-

partiments (resp. à trois omparti-

ments)

L Volume virtuel du deuxième om-

partiment qui justi�e les onentra-

tions plasmatiques

V3 Volume de distribution du ompar-

timent périphérique du modèle om-

partimental à trois ompartiments

L Volume virtuel du troisième ompar-

timent qui justi�e les onentrations

plasmatiques

Va Volume de sang artériel L
VK Volume des reins L
VLi Volume du foie L
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VLu Volume du liquide épithélial pulmo-

naire (ELF)

L

VRB Volume du ompartiment � rest of

the body �

L

Vv Volume de sang veineux L
WT Variable quantitative indiquant le

poids

kg
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Annexe A

Démonstration de la positivité des

solutions

Cette annexe onsiste à démontrer le théorème onernant la positivité des solutions des

systèmes de la forme

ẋ(t) = f(x(t)), x(0) = x0, t ∈ [0, Tx0) (A.1)

où f : D → R

n
est loalement lipshitzienne et essentiellement non négative, D est une

partie de R

n
et [0, Tx0) est l'intervalle maximal d'existene de la solution.. Les démonstrations

sont réalisées à partir du papier sienti�que Modeling and Analysis of Mass-Ation Kinetis de

Chellaboina et al. [1℄. Rappelons d'abord un lemme lé en théorie des équations di�érentielles

Lemme A.1 (Lemme de Gronwall) Supposons qu'il existe une fontion ontinue x : R → R

telle que

x(t) ≤ α+

∫ t

t0

βx(s)ds, t ≥ t0

où α ∈ R et β ≥ 0. Alors,
x(t) ≤ αeβ(t−t0), t ≥ t0

Démonstration. Voir Nonlinear Dynamial Systems and Control : A Lyapunov-Based Approah

de M. Haddad et V. Chellaboina [12℄. �

Lemme A.2 Considérons le système (A.1). Soit U ⊂ D une partie fermée de D. Alors U est

invariant par rapport au système (A.1) si et seulement si

lim
h→0+

inf
y∈U

‖x+ hf(x)− y‖
h

= 0 ∀x ∈ U

où ‖.‖ représente n'importe quelle norme vetorielle sur R

n
.

Démonstration. Commençons par démontrer la ondition su�sante. Soit x0 ∈ U . Montrons que

x(t) ∈ U pour tout t ∈ [0, Tx0). Grâe à la ondition de Lipshitz imposée à la fontion f , on
peut trouver un voisinage B2ǫ(x0) (ǫ > 0) de x0 et une onstante L := Lx0 > 0 tels que

‖f(x)− f(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ B2ǫ(x0) (A.2)

Pour la suite, notons s(t; x̃) la solution du système (A.1) pour la ondition initiale x̃. Soit T ∈
[0, Tx0) hoisi tel que, pour tous x, y ∈ B2ǫ(x0), les fontions s(t;x) et s(t; y) restent dans la

boule B2ǫ(x0) pour tout t ∈ [0, T ). Par ailleurs, es fontions véri�ent

s(t;x) = x+

∫ t

0
f(s(τ ;x))dτ (A.3)

s(t; y) = y +

∫ t

0
f(s(τ ; y))dτ (A.4)
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En soustrayant (A.4) à (A.3), on obtient

s(t;x)− s(t; y) = x− y +

∫ t

0
[f(s(τ ;x))− f(s(τ ; y))]dτ

Par l'inégalité triangulaire, on a

‖s(t;x)− s(t; y)‖ ≤ ‖x− y‖+
∫ t

0
‖f(s(τ ;x))− f(s(τ ; y))‖ dτ

(A.2)

≤ ‖x− y‖+
∫ t

0
L ‖s(τ ;x)− s(τ ; y)‖ dτ ∀x, y ∈ B2ǫ(x0),∀ t ∈ [0, T )

Le lemme de Gronwall implique alors que

‖s(t;x)− s(t; y)‖ ≤ eLt‖x− y‖ ∀x, y ∈ B2ǫ(x0),∀ t ∈ [0, T ) (A.5)

Soit t1 ∈ [0, T ) hoisi tel que ‖s(t;x0) − x0‖ < ǫ
3 pour tout t ∈ (0, t1). Autrement dit, sur

l'intervalle de temps (0, t1), la solution s(t;x0) reste relativement prohe de la ondition initiale

x0. Ensuite, dé�nissons la distane suivante :

φ(t) := inf
y∈U

‖s(t;x0)− y‖

Cette fontion représente la distane de la solution au temps t par rapport à l'ensemble U . Nous
avons diretement que φ(0) = 0 et que φ(t) ≤ ‖s(t;x0) − x0‖ < ǫ

3 pour tout t ∈ (0, t1). Soit
t ∈ (0, t1) arbitraire. Choisissons yt ∈ U tel que ‖s(t;x0)− yt‖ − φ(t) ≤ ǫ

3 . Dès lors, nous avons

suessivement

‖yt − x0‖ = ‖yt − s(t;x0) + s(t;x0)− x0‖
≤ ‖s(t;x0)− yt‖+ ‖s(t;x0)− x0‖
≤ φ(t) +

ǫ

3
+ ‖s(t;x0)− x0‖

<
ǫ

3
+
ǫ

3
+
ǫ

3
= ǫ

En partiulier, ela signi�e que yt ∈ B2ǫ(x0). Soit h > 0 hoisi tel que t+ h ≤ t1.

φ(t+ h) = inf
z∈U

‖s(t+ h;x0)− z‖ par dé�nition

≤ inf
z∈U

[‖s(t+ h;x0)− s(h; yt)‖+ ‖s(h; yt)− yt − hf(yt)‖+ ‖yt + hf(yt)− z‖]
= ‖s(t+ h;x0)− s(h; yt)‖+ ‖s(h; yt)− yt − hf(yt)‖+ inf

z∈U
‖yt + hf(yt)− z‖

≤ eLh‖s(t;x0)− yt‖+ ‖s(h; yt)− yt − hf(yt)‖+ inf
z∈U

‖yt + hf(yt)− z‖ par (A.5)

≤ eLh
( ǫ
3
+ φ(t)

)
+ ‖s(h; yt)− yt − hf(yt)‖+ inf

z∈U
‖yt + hf(yt)− z‖

≃ eLhφ(t) + ‖s(h; yt)− yt − hf(yt)‖+ inf
z∈U

‖yt + hf(yt)− z‖

Notons que l'on peut e�etivement appliquer l'inégalité (A.5) à x = s(t;x0) ∈ B2ǫ(x0) (ar

t ∈ (0, t1) ⊂ [0, T )) et à y = yt ∈ B2ǫ(x0) . En retranhant par φ(t) puis en divisant par h les

deux membres de l'inégalité, nous obtenons

φ(t+ h)− φ(t)

h
≤
(
eLh − 1

h

)
φ(t) +

∥∥∥∥
s(h; yt)− yt

h
− f(yt)

∥∥∥∥+ inf
z∈U

‖yt + hf(yt)− z‖
h
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En onsidérant la limite lorsque h tend vers 0 par valeurs positives, nous avons

lim
h→0+

eLh − 1

h
=
(
eLx
)′
|x=0

= Le0 = L

de telle sorte que

lim
h→0+

φ(t+ h)− φ(t)

h︸ ︷︷ ︸
φ̇(t)

≤ Lφ(t)

où nous avons utilisé la dé�nition de la dérivée pour le troisième terme et, en�n, l'hypothèse de

départ pour le dernier terme. En intégrant les deux membres de l'inégalité, nous obtenons,

φ(t)− φ(0) ≤
∫ t

0
Lφ(τ)dτ

φ(t) ≤ φ(0) + L

∫ t

0
φ(τ)dτ

De nouveau par le lemme de Gronwall, on a que

0 ≤ φ(t) ≤ eLtφ(0) ∀ t ∈ (0, t1)

Or φ(0) = 0 de telle sorte que φ(t) = 0 pour tout t dans l'intervalle (0, t1), i.e. s(t;x0) ∈ U pour

tout t ∈ [0, t1). Puisque tout le raisonnement qui préède est onstruit à partir de la ondition

initiale x0 �xée arbitrairement dans U , on peut en onlure que, pour tout temps t̄ > 0 tel que

s(t̄;x0) ∈ U , il existe t2 > 0 tel que s(t;x0) ∈ U pour tout t ∈ [t̄, t̄+ t2). Posons

τ := inf{t > 0|φ(t) > 0}

Le temps τ orrespond don au moment où la solution quitte l'ensemble U . Puisque φ(t) = 0 pour
tout t ∈ [0, t1), on a diretement que τ ≥ t1 > 0. Supposons par l'absurde que τ < Tx0 . Autrement

dit, supposons que U n'est pas un ensemble invariant. Par dé�nition, φ(t) = 0 pour tout t ∈ [0, τ),
signi�ant que s(t;x0) ∈ U pour tout t ∈ [0, τ) et, omme s(τ ;x0) = limt→τ− s(t;x0), s(τ ;x0) est
la limite d'une suite dans l'ensemble fermé U de telle sorte que s(τ ;x0) ∈ U . Dès lors, il existe
un temps t2 > 0 tel que s(t;x0) ∈ U pour tout t ∈ [τ, τ + t2). Autrement dit,

φ(t) = 0 ∀ t ∈ [τ, τ + t2)

Cei est en ontradition ave la dé�nition de τ et on a démontré que l'ensemble U est invariant

par rapport au système (A.1).

À présent, démontrons la ondition néessaire. Soit x ∈ U hoisi arbitrairement. Puisque U
est un ensemble invariant par rapport au système (A.1), s(h;x) ∈ U pour tout h ∈ [0, Tx). Dès
lors, pour tout h ∈ [0, Tx), on peut érire

0 ≤ inf
y∈U

‖x+ hf(x)− y‖ ≤ ‖x+ hf(x)− s(h;x)‖

= |h|
∥∥∥∥
s(h;x)− x

h
− f(x)

∥∥∥∥

En divisant par |h| les deux membres puis en passant à la limite quand h tend vers 0 par valeurs

positives, nous obtenons, grâe au théorème de l'Étau,

lim
h→0+

inf
y∈U

‖x+ hf(x)− y‖
h

= 0

�
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Théorème A.1 (Positivité des solutions) Supposons que l'orthant positif [0,∞)n est

ontenu dans D. Alors, U = [0,∞)n est un ensemble invariant par rapport à (A.1) si et seule-

ment si f est essentiellement non négative.

Démonstration. Dans un premier temps, supposons que f est une fontion essentiellement non

négative. Soit x ∈ [0,∞)n. Pour tout i ∈ {1, . . . , n},
• si xi = 0 alors xi︸︷︷︸

=0

+h f(xi)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0 pour tout h > 0 ;

• si xi > 0 alors xi︸︷︷︸
>0

+hf(xi) > 0 pour tout h > 0 su�samment petit.

Nous avons don

x+ hf(x) ∈ [0,∞)n, ∀h > 0 su�samment petit

Par onséquent,

inf
y∈[0,∞)n

‖x+ hf(x)− y‖
h

= 0, ∀h > 0 su�samment petit

(en e�et, le minimum est atteint en y = x+ hf(x) ∈ [0,∞)n). Dès lors, nous pouvons érire

lim
h→0+

inf
y∈[0,∞)n

‖x+ hf(x)− y‖
h

= 0

et onlure, par le lemme A.2, que l'orthant positif [0,∞)n (partie fermée de R

n
) est invariant

par rapport au système (A.1).

À présent, supposons que l'ensemble [0,∞)n est invariant par rapport au système (A.1). Soit

x(0) ∈ [0,∞)n la ondition initiale et x(t), t ∈ [0, Tx0), la solution du système. Par l'absurde,

supposons que la fontion f n'est pas essentiellement non négative. Sans perte de généralité,

supposons qu'il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que fi(x(0)) < 0 et xi(0) = 0. Puisque f est ontinue, il

existe une onstante h > 0 su�samment petite telle que fi(x(t)) < 0 pour tout t ∈ [0, h) ou, de
manière équivalente,

ẋi(t) < 0, ∀ t ∈ [0, h)

La fontion xi(·) est alors stritement déroissante sur l'intervalle [0, h) et, par onséquent, xi(t) <
0 sur e même intervalle. Par onséquent, x(t) /∈ [0,∞)n pour tout t ∈ [0, h) ⊂ [0, Tx0), e qui
est en ontradition ave le fait que l'orthant positif est un ensemble invariant. Notre hypothèse

absurde est don fausse et la fontion f est essentiellement non négative. �
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Annexe B

Démonstration du théorème de

Perron-Frobenius

Cette annexe onstitue une preuve omplète du théorème de Perron-Frobenius pour les ma-

tries de Metzler. Pour e faire, nous ommençons par présenter une série de résultats intermé-

diaires. L'ensemble de es résultats sont issus de l'ouvrage Matrix analysis de Horn et Johnson

[14℄.

Dans e qui suit, les notations |x| et |A| signi�ent que toutes les omposantes du veteur x
ainsi que toutes les entrées de la matrie A sont prises en module.

Dé�nition B.1 (Rayon spetral) Soit A ∈ K

n×n
une matrie sur le hamp K. Le rayon

spetral se note ρ(A) et est dé�ni par

ρ(A) = max{|λ| |λ ∈ σ(A)}

Corollaire B.1 Soient A ∈ R

n×n
une matrie non négative (A ≥ 0) et x ∈ R

n
un veteur

stritement positif (x >> 0). S'il existe une onstante α ≥ 0 telle que αx << Ax, alors α < ρ(A).

Démonstration. Voir [14℄. �

Lemme B.1 Soient A ∈ R

n×n
une matrie positive (A >> 0), λ la valeur propre de A telle que

|λ| = ρ(A) et x un veteur propre assoié, i.e.

Ax = λx, x 6= 0

où |λ| = ρ(A). Alors

A|x| = ρ(A)|x| et |x| >> 0.

Démonstration. Nous avons

ρ(A) |x| = |λ| |x| = |λx| = |Ax| ≤ |A| |x| = A|x| (B.1)

Posons

y := A |x| − ρ(A) |x|
Par (B.1), y ≥ 0. Par ailleurs, puisque |x| 6= 0 et que A >> 0, on a

A |x| >> 0

En outre, ρ(A) > 0 pour toute matrie A >> 0 (voir preuve du lemme B.3). À présent, distin-

guons deux as.

• Supposons y = 0. Dans e as, A |x| = ρ(A) |x|, ou enore, puisque ρ(A) 6= 0,

|x| = ρ(A)−1A |x|

Grâe aux remarques i-dessus, on onlut que |x| >> 0
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• Supposons y > 0. Posons
z := A|x|

Dès lors,

0 << Ay = Az − ρ(A)z

Autrement dit, Az >> ρ(A)z. En appliquant le orollaire B.1 ave α = ρ(A) > 0 et

x = z >> 0, on onlut que ρ(A) < ρ(A) et, par onséquent, e seond as n'est pas

possible.

�

Lemme B.2 Soient A ∈ R

n×n
une matrie positive (A >> 0), λ la valeur propre de A telle que

|λ| = ρ(A) et x un veteur propre assoié, i.e.

Ax = λx, x 6= 0

où |λ| = ρ(A). Alors il existe une onstante θ ∈ R telle que e−iθx = |x| >> 0.

Démonstration. Par hypothèse, on sait que

|Ax| = |λx| = ρ(A) |x| (B.2)

Par ailleurs, le lemme B.1 permet d'a�rmer que

A |x| = ρ(A) |x| (B.3)

Dès lors, pour tout k ∈ {1, . . . , n},

ρ(A)|xk|
(B.2)
= |A(k, :)x| =

∣∣∣∣∣∣

n∑

p=1

akpxp

∣∣∣∣∣∣
≤

n∑

p=1

|akp| |xp| A>>0
=

n∑

p=1

akp |xp| = (A |x|)k
(B.3)
= ρ(A)|xk|

Par onséquent, tout est égal et nous avons en partiulier

∣∣∣∣∣∣

n∑

p=1

akpxp

∣∣∣∣∣∣
=

n∑

p=1

|akpxp|

Or, l'inégalité est atteinte dans l'inégalité triangulaire si et seulement si les nombres omplexes

akpxp (p = 1, . . . , n) représentent des veteurs alignés dans le plan omplexe et il en va de

même pour les xp (p = 1, . . . , n). Notons θ ∈ [0, π[ leur argument ommun. Il s'ensuit alors que

e−iθx = |x| >> 0. �

Lemme B.3 Soit A ∈ R

n×n
une matrie positive. Alors ρ(A) > 0, ρ(A) est une valeur propre

de A et il existe un veteur x >> 0 tel que Ax = ρ(A)x.

Démonstration. Supposons par l'absurde que ρ(A) = 0, i.e. toutes les valeurs propres de A sont

nulles. Dans e as,

traceA =
∑

λi∈σ(A)

λi = 0

Cei est impossible puisque A a tous ses éléments stritement positifs et don, en partiulier, ses

éléments diagonaux. Notons y le veteur propre assoié à la valeur propre λ qui véri�e |λ| = ρ(A).
Par le lemme B.1, ρ(A) est une valeur propre de A et le veteur propre assoié est |y| >> 0. On
onlut la démonstration en posant x := |y|. �

Théorème B.1 Soit A ∈ R

n×n
une matrie positive. Soient w et z deux veteurs non nuls qui

véri�ent

Aw = ρ(A)w et Az = ρ(A)z

Alors il existe une onstante k ∈ C telle que w = kz.
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Démonstration. Par le lemme B.2 (appliqué à λ = ρ(A)), il existe θ1, θ2 ∈ R tels que

p := e−iθ1z = |z| >> 0

et

q := e−iθ2w = |w| >> 0

Posons

β := min
i≤n

qip
−1
i et r := q − βp

Remarquons que toutes les omposantes de r sont positives. En e�et, supposons par l'absurde

que la le omposante est stritement négative. Nous avons suessivement

ql − βpl < 0

βpl > ql

β > qlp
−1
l

et β n'est plus le minimum. Par ailleurs, notons qu'au moins une omposante de r est nulle

(la omposante k qui véri�e k = argmin1≤i≤n qip
−1
i ). Le veteur r est don positif mais pas

stritement positif. Nous avons suessivement

Ar = Aq − βAp

= A|z| − βA|w|
= ρ(A)|z| − βρ(A)|w| par le lemme B.1

= ρ(A)q − βρ(A)p

= ρ(A)(q − βp)

= ρ(A)r (B.4)

Si r 6= 0, alors r = ρ(A)−1

︸ ︷︷ ︸
>0

Ar︸︷︷︸
>>0

>> 0. Cei ontredit le fait que r possède au moins une

omposante nulle, d'où le fait que r doit être le veteur nul. Par onséquent, q = βp ou, de

manière équivalente,

w = βei(θ1−θ2)z

et on obtient le résultat en posant α = βei(θ1−θ2)
. �

Ce théorème a�rme que le sous-espae propre assoié à la valeur propre ρ(A) est à une

dimension. Dès lors, nous pouvons en déduire le orollaire i-dessous.

Corollaire B.2 Soit A ∈ R

n×n
une matrie positive. Alors il existe un unique veteur x tel que

Ax = ρ(A)x, x >> 0 et

∑n
i=1 xi = 1. Un tel veteur est appelé veteur de Perron.

Théorème B.2 (Perron-Frobenius pour les matries non négatives) Soit A ∈ R

n×n

une matrie non négative. Alors ρ(A) est une valeur propre de A et il existe un veteur propre

positif x ≥ 0 (x 6= 0) tel que Ax = ρ(A)x.

Démonstration. Soit ǫ > 0. Posons A(ǫ) := [aij + ǫ]1≤i,j≤n >> 0. La matrie A(ǫ) étant positive,
elle admet un veteur de Perron que l'on note x(ǫ). Par dé�nition, x(ǫ) >> 0 et

∑n
i=1 x(ǫ)i = 1

de telle sorte que

{x(ǫ)|ǫ > 0} ⊂ {x ∈ C

n |‖x‖1 ≤ 1}
où le dernier ensemble est ompat. Considérons une suite (x(ǫi))i∈N où on suppose que la suite

(ǫi)i∈N ⊂ R

+
0 est déroissante. La suite (x(ǫi))i∈N étant ontenue dans un ensemble ompat, on

peut en extraire une sous-suite onvergente (x(ǫik))k∈N, où (ik)k∈N ⊂ N est une suite stritement
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roissante. Notons x la limite de ette sous-suite. A�n d'alléger les notations, on note ette sous-

suite (x(ǫk))k∈N. Remarquons que limk→∞ ǫk = 0. Pour tout k ∈ {1, 2, 3, . . .}, x(ǫk) >> 0 de

telle sorte que x := limk→∞ x(ǫk) ≥ 0. Le veteur x ne peut pas être nul puisque

n∑

i=1

xi = lim
k→∞

n∑

i=1

x(ǫk)i = 1

Il nous reste à montrer que le veteur positif non nul x est un veteur propre dont la valeur

propre assoiée est le rayon spetral ρ(A). Comme

A(ǫ1) ≥ A(ǫ2) ≥ A(ǫ3) ≥ . . . ≥ A(ǫk) ≥ A(ǫk+1) ≥ . . . ≥ A

où les inégalités sont à omprendre omposante par omposante, nous savons que

ρ(A(ǫ1)) ≥ ρ(A(ǫ2)) ≥ ρ(A(ǫ3)) . . . ≥ ρ(A(ǫk)) ≥ ρ(A(ǫk+1)) ≥ . . . ≥ ρ(A)

Autrement dit, la suite de nombres réels (ρ(A(ǫk)))k∈N est déroissante et bornée. Elle onverge

don vers un nombre réel, noté ρ, qui véri�e

ρ ≥ ρ(A) (B.5)

Par ailleurs, nous avons

Ax = lim
k→∞

A(ǫk)x(ǫk)

= lim
k→∞

ρ(A(ǫk))x(ǫk) par dé�nition du veteur de Perron

= lim
k→∞

ρ(A(ǫk)) lim
k→∞

x(ǫk)

= ρx

On en déduit que le réel ρ est une valeur propre (assoiée au veteur propre non nul x). Par
dé�nition de rayon spetral, on peut érire

ρ ≤ ρ(A) (B.6)

En ombinant (B.5) et (B.6), on obtient ρ = ρ(A). �

Théorème B.3 (Perron-Frobenius) Soit A ∈ R

n×n
une matrie de Metzler. Alors µ(A) est

une valeur propre de A et il existe un veteur propre positif x ≥ 0 (x 6= 0) tel que Ax = µ(A)x.
Autrement dit, la valeur propre de A la plus à droite dans le plan omplexe est réelle et admet

un veteur propre dont toutes les omposantes sont positives.

Démonstration. Soit λ ∈ R tel que λ ≥ max {|aii| |i ∈ {i, . . . , n} et aii ≤ 0}. La matrie A étant

Metzler, λI + A est non négative. En utilisant le théorème B.2, on sait que le rayon spetral de

λI +A, noté ρ̄, est une valeur propre de λI +A et qu'il admet un veteur propre positif, noté x.
Autrement dit,

(λI +A)x = ρ̄x

λx+Ax = ρ̄x

Ax = (ρ̄− λ)x

Il nous faut enore montrer que ρ̄−λ = µ(A). Soit λ̃ une valeur propre quelonque de la matrie

A. On a suessivement

Reλ̃ = Reλ̃+ λ− λ

= Reλ̃+Reλ− λ ar λ ∈ R

= Re(λ̃+ λ)− λ

≤ |λ̃+ λ| − λ

≤ ρ̄− λ

Par dé�nition d'absisse spetrale, µ(A) = ρ̄− λ, e qui onlut la démonstration. �
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Annexe C

Résultats NONMEM

r

C.1 Modèle à un ompartiment

Graphiques de diagnostique

Les di�érents graphiques distinguent les individus en deux atégories, les points verts re-

présentent les patients soumis à une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs

représentent les patients soumis à une administration lente (sur 3 heures).

Figure C.1 � Modèle de base à un ompartiment : graphiques de diagnostique

Figure C.2 � Modèle paramètres-ovariables à un ompartiment : graphiques de diagnostique
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C.2. MODÈLE À DEUX COMPARTIMENTS

C.2 Modèle à deux ompartiments

Graphiques de diagnostique

Les di�érents graphiques distinguent les individus en deux atégories, les points verts re-

présentent les patients soumis à une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs

représentent les patients soumis à une administration lente (sur 3 heures).

Figure C.3 � Modèle de base à deux ompartiments : graphiques de diagnostique

Figure C.4 � Modèle paramètres-ovariables à deux ompartiments : graphiques de diagnostique
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C.3 Modèle à trois ompartiments

Les di�érents graphiques distinguent les individus en deux atégories, les points verts re-

présentent les patients soumis à une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs

représentent les patients soumis à une administration lente (sur 3 heures).

Graphiques de diagnostique pour les premières estimations

(a) Compartiment entral

(b) Compartiment ELF

Figure C.5 � Premier modèle paramètres-ovariables à 2 + 1 ompartiments : graphiques de

diagnostique
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C.3. MODÈLE À TROIS COMPARTIMENTS

Graphiques de diagnostique pour les seondes estimations

(a) Compartiment entral

(b) Compartiment ELF

Figure C.6 � Seond modèle paramètres-ovariables à 2 + 1 ompartiments : graphiques de

diagnostique
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C.4. MODÈLE À BASE PHYSIOLOGIQUE

C.4 Modèle à base physiologique

Les di�érents graphiques distinguent les individus en deux atégories, les points verts re-

présentent les patients soumis à une administration rapide (sur 30 minutes) et les points noirs

représentent les patients soumis à une administration lente (sur 3 heures).

Graphiques de diagnostique

(a) Compartiment entral

(b) Compartiment ELF

Figure C.7 � Modèle à base physiologique : graphiques de diagnostique
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