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RESUME

Dans de nombreux problémes statistiques, nous devons travailler avec un
nombre important de variables. Les méthodes factorielles nous permettent de
diminuer ce nombre de variables afin d’obtenir une représentation graphique
des données. Dans ce mémoire, nous étudierons deux de ces méthodes :
Panalyse en composantes principales et 'analyse factorielle discriminante.
Nous les développerons dans le cas classique et dans le cas symbolique et
nous les appliguerons & aide du logiciel d’analyse de données symboliques
Sodas.



ABSTRACT

In many statistical problems, we have to work with a considerable number
of variables. Factorial methods allow us to reduce this number of variables
in order to get a graphical representation of the data. In this thesis, we
will study two methods : the principal component analysis and the factorial
discriminant analysis. We will develop them in the classical case and in the
symbolic case and we will apply them to the analysis of symbolic data with
the Sodas software.
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Introduction

Les statistiques cherchent & étudier les faits de la vie courante {qu'ils soient
économiques, sociaux, politique, ... } & travers un ensemble de données
reflétant au mieux ces différents faits. Pour cela, nous considérons des indi-
vidus sur lesquels nous mesurons des variables, ce qui nous permet d’obtenir
un ensemble de données sur lequel nous pouvons travailler.

Dans le cas le plus simple, lorsque nous mesurons une variable sur un indi-
vidu, nous obtenons une et une seule valeur. Par excmple, le nombre d’en-
fants dans une famille sera un et un seul nombre. Nous appellerons alors les
données que nous obtenons des données classiques.

Mais il arrive que, pour mesurer certains faits, une seule valeur ne suffisc
pas. Par exemple, si la variable correspond & la description de la couleur de
certaines fleurs, une valeur ne suffit pas toujours. La valeur de la variable
sur un individu est un ensemble de valeurs. Ces données seront appelées
données symboligues.

Lorsque P'on étudie un cnsemble de donndes, une des premicres choses que
nous souhaitons est d’avoir une représentation de ces données. Pour cela,
nous réalisons un graphique dont les axes sont les différentes variables.
Cependant, cela n'est possible que dans un espace de dimension 2 ou 3 (IR?
ou IR3) alors que, dans un grand nombre de problémes statistiques que nous
rencontrons, le nombre de variables mesurées est supéricur a 3, ce qui nous
empéche de réaliser cette représentation.

Pour résondre ce probiéme, des méthodes ont été mises au point afin de di-
minuer le nombre de variables intervenant dans la description des données,
comme par exemple Panalyse en composantes principales (ACP) et 'analyse
factorielle discriminante (AFD). Ces méthodes nous permettennt de rame-
ner ce nombre & 2 ou 3 sans perdre trop d’informations sur les données et
nous pouvons ainsi obtenir notre représentation.



L'analyse en composantes principales cherche & diminuer le nombre de va-
riables d’un probléme en tenant compte de la variabilité des données. Pour
cela, nous chercherons un nombre inférieur de nouvelles variables (généralement
9 ou 3), que nous appellerons composantes principales, afin de représenter
les données de départ dans l'espace formé par ces composantes principales.

Il arrive parfois que les données sur lesquelles nous travaillons forment
des classes. Dans cc cas, nous utiliserons l'analyse factorielle discriminante
qui cherche & diminuer le nombre de variables et qui tient en plus compte
des classes que les différents objets peuvent former. Nous chercherons donc
également de nouveaux axes que nous appellerons ici axes factoriels, qui nous
permettront de retrouver ces classes dans 'espace de dimension inférieure.

Par exemple, si nous cherchons & étudier ce qui influence le prix d’une mai-
son, nous allons définir un grand nombre de variables : la superficie totale
de la maison, le nombre de pidces, les travaux & effectuer, la proximité de la
ville, ... Nous ne saurons pas représenter directement les différentes maisons
sur lesquelles nous avons mesuré ces variables sur un graphe. Nous devrons
done chercher de nouveaux axes afin de trouver de nouvelles coordonnées
pour ces maisons. Nous utiliserons donc l'analyse en composantes pringci-

pales.

Nous pourrions également vouloir tenir compte des quartiers ot se situent ces
maisons. Nous aurions alors plusieurs classes, chacunc représentant un quar-
tier, et nous voudrions alors retrouver ces classes dans l'espace de dimension
inférieure. Dans ce cas, nous préfererons 'analyse factorielle discriminante.

Dans un premier temps, nous allons nous concentrer sur analysc en compo-
santes principales. Nous détaillerons la méthode dans le cas classique pour
passer & l'analyse en composantes principales symboliques. En effet, dans
le cas symbolique, nous chercherons & nous ramener & une analyse en com-
posantes principales classiques. Pour ccla, nous devrons fransformer nos
données pour obtenir des données classiques. Cette transformation sera a la
base des deux méthodes que nous allons envisager : la méthode des sommets
¢t la méthode des centres. Nous finirons cette partie en illustrant la mise en
oetivre de ces méthodes par quelques exemples.

Nous passerons alors & l'analyse factorielle discriminante. De fagon simi-
laire, nous envisagerons le cas classique pour passer au cas symbolique. Dans
cotte méthode, nous chercherons également & transformer nos variables sym-
boliques. Cette étape demandera la mise en place d'un systéme de codage.



Puisque nous voulons retrouver les classes auxquelles appartiennent les in-
dividus, nous aurons ici une étape supplémentaire : une fois les coordonnées
des individus sur le plan factoriel connues, il nous faudra définir une regle
qui nous permettra de les reclasser.

Nous terminerons par quelques applications & I'aide du logiciel d’analyse
de données symboliques Sodas.



Les données

Comme nous Pavons signalé, les données peuvent étre de deux types différents :
classiques ou symboliques. Commencons par décrire ces données.

TLes données classiques

Soit :

- E={1,...,n} un ensemble de n objets
- Y1,...,Y,, pvariables que 'on mesure sur chacun de ces objets
- Y1,..., Yy los domaines de ces variables.

Nous avons alors :

L—)}/Q(L)Z‘BM

@y correspond & une seule et méme valeur. Cette valeur est caractérisée par
le type de variable classique auquel nous avons a faire. Elle sera :

— réelle dans le cas de variables quantitatives
— une catégorie dans le cas de variables qualitatives ou catégoriques.

Les variables quantitatives peuvent elles aussi étre de 2 types différents :

— variables quantitatives continues qui prennent un nombre infini non
dénombrable de valeurs dans IR
Exemple : le chiffre d’affaire d’une entreprise

- variables quantitatives discrétes qui prennent un nombre fini ou infini
dénombrable de valeurs dans IR
Exemple : le nombre d’habitants dans une ville.



Ainsi que les variables qualitatives :

— variables qualitatives nominales oll aucun ordre ne peut étre défini sur
les catégories de la variable
Exemple : I'état civil d’une personne

— variables qualitatives ordinales oti un ordre peut étre défini
Excmple : le grade obtenu A une session d’examen.

L'ensemble E

L’ensemble des objets E sur lequel nous mesurons nos variables peut étre
composé :

— d’'individus k appelés objets du preinicr ordre ou
— de classes d'individus C; appelées objets du second ordre.

Les objets du second ordre généralisent les objets du premier ordre. Par

exemple, un objet du premier ordre peut étre un homme et 'objet du se-
cond ordre correspondant, I'ensemble des hommes.

Des données classiques aux données symboliques

Les statistiques cherchent & étudier des faits, que nous appellerons concepis.
Il arrive que ces concepts ne puissent pas étre déerits par des données clas-
siques car leur description nécessite des données plus complexes. Ces données
seront appelées données symboliques.

Les objets symbolicues

Les objets symboliques correspondent & la modélisation des concepts que
nous souhaitons étudier. En effet, dans notre esprit, les concepts sont modélisés
par une description du concept ¢t un ensemble de caractéristiques nous per-
mettant de reconnaitre ce concept. Un objet symbolique correspond donc &

un triplet :
(a, R,d)

ol a est une fonction de reconnaissance, R une relation qui nous permet de
reconnaitre un objet observé en fonction de sa description et d est la descrip-
tion de Pobjet que 'on a en téte, c’est-a-dire 'ensemble des caractéristiques
qui nous permettent de reconnaitre cet objet.



Les données symboligues

Dans le cas des données symboliques nous avons :

Vi B
E—Y(k)

olt Y (k) est un ensemble de valeurs.

Comme dans le cas classique, les variables symboliques peuvent étre de
différents types :

— des variables intervalles : Y (k) est alors un intervalle fermé borné de

R
Exemple : la température d’une journée

— des variables multivaluées : Y (k) est un sous-ensemble fini de ),
Exemple : la couleur d’une fleur

— des variables modales : Y (k) est de la forme (U(k), m3,) ot U (k) est un
ensemble de catégories et 7 une distribution de fréquences associces
4 cos catégories.
Exemple : les résultats d’un lancer de dé

On distingue deux types de variables multivaluées :

- les variables multivaluées catégoriques ott Y(k) a un nombre fini de
catégories

- les variables multivaluées quantitatives ot Y(k) est un ensemble fini
de nombres rvéels



Premiere partie

L’analyse en composantes
principales



Chapitre 1

Analyse en composantes
principales classique

1.1 Introduction

Comme nous venons de le voir, nous altons chercher & diminuer le nombze de
variables intervenant dans la description des données. Pour cela, nous allons
chorcher des axes, que Pon appellera composantes principales, qui s’expri-
meront comme une combinaison linéaire des variables de départ.

Ces axes devront tenir compte au maximum de la structure des données,
c’est-a-dire de la dispersion des données. Pour cela, nous chercherons des
composantes principales qui conserveront la plus grande proportion possible
de la variance totale des données.

Dans un premier temps, nous considérerons des données quantitatives clas-
siques c’est-d-dire que les variables sur lesquelles nous travaillerons auront

pour domaine IR.

I'idée de I’analyse en composantes principales classique cst de projeter 'en-
semble des données sur un hyperplan de dimension inféricure a la dimension

de Pespace de départ.
Cet hyperplan sera determiné par les vecteurs propres de la matrice de dis-
persion des données et, les composantes principales seront construites a partir

de ces vecteurs.

Dans ce chapitre, nous commencerons par représenter les données par une
matrice X. Nous décrirons ensuite de fagon détaillée les différentes étapes
de 'analyse en composantes principales.



1l nous faudra ensuite définir quelques parameétres pour évaluer la qualité
des résultats obtenus.

Nous terminerons ce chapitre par un exemple trés simple pour illustrer les
différents concepts mis en place et par un exemple plus concret afin de voir

les interprétations que l'on peut faire des résultats d’'une analyse en compo-
santes principales.

1.2 Représentation des données

Considérons :

— n objets ou individus appartenant & un ensemble Q = {1,...,n}.
A chacun de ces objets, on associe un poids p; = %; i=1,...,n

- Y1,...,Y, pvariables quantitatives dont les domaines que nous note-
rons YV; sont R (5 =1,...,p).

— n données z1,...,%, telles que 2; € RP (i = 1,...,n).

Chaque vecteur colonne z; = (241, . .., %;p) représente les différentes valeurs
des variables Y; pour 'objet i. En d’antres mots :

g = Y;(0).

L'ensemble des données peut dtre représenté par une matrice de données
classiques X de dimension n x p dont les lignes sont les vecteurs ] :

!

1

Ty1 ... Tlp
X = =|
Tpl -+ Tnp



1.3 La méthode

1.3.1 Idée générale

Nous allons considérer un hyperplan H* de dimension s dans R? (s < p) sur
lequel nous projetterons orthogonalement I'ensemble des points 1,.. ., %x.

Ces projections sur H* seront notées :

25 = mge (1), .o, 2 = TH(20)

L’hyperplan H* sera choisi de manitre optimale parmi toutes les possibilités
d’hyperplan H de dimension s dans Pespace de dimension p, c’est-a-dire en
minimisant la distance entre les points et leurs projections :

QUH) =) o~z
i=1

ot z; = wp(w®;).

'
LX 3
® )
® a o8 ®
°
e
L3N]
? o
@
o %
@90
. &

Fic. 1.1 — Projection des points sur le sous-espace (User manual for Sodas
2 software http ://www.info.fundp.ac.be/asso)

10



1.3.2 Premiére étape : Calcul du centroide de ’ensemble des
points

On détermine le centroide de I'ensemble des points :

Tt
- _ _ _ 1
= (Bhyee s &jyon oy Bp) == E T
ni—l

olt la j¢ composante est donnée par la moyenne de la j¢ colonne de X :

n

_ 1 1

Ty == E 20 1=1,...,0
3§ n 2 iy J 3 vy

Par facilité dans des calculs ultérieurs, on soustrait cette moyenne & cha-
cun des vecteurs de données, c’est-a-dire que l'on calcule les vecteurs

On obtient ainsi des vecteurs de moyenne nulle c’est-a-dive que le centroide
des vecteurs Z; se trouve a 'origine.

On obtient alors une matrice centrée X :

T

3]
Il
2

1.3.3 Deuxiéme étape : Calcul de la matrice de dispersion

On caleule ensuite la matrice de dispersion S de dimension p X p définie par :

Tt n
§=S(wi—d)wi—-a) =) @#=XX

i=1 i=1

11



Ou encore :

]

T
{(S)r; = Z(-’Uir — Zp)(wyy — F5) = Z?Eir Ty Hr=1...,p
i—1 i1

Nous pouvons voir que, en sommant les éléments de la diagonale principale
de la matrice S, on obtient l'inertie totale de 'ensemble des points :

n k1]
Ip=> llz—z = %
i=1 i=1

1.3.4 Troisitme étape : Calcul des valeurs propres et des
vecteurs propres de S

On calcule ensuite les valeurs propres Aj, Ag, ..., Ap = 0 de S ordonnées par

valeur décroissante et les vecteurs propres orthonormalisés correspondants

Vi,..., v € RP.

Les vecteurs propres nous permettent en cffet de discerner la. structure
générale des données.

Par excmple, considérons deux variables Y; et Y, ct représentons un en-
semble de données sur un graphique ainsi que les vecteurs propres associés

U1 ¢t va.

Fi1a. 1.2 - Les vecteurs propres d’un ensemble de données

12



Nous pouvons remarquer que le vecteur propre relatif & la plus grande valeur
propre (v;) indique la direction principale de dispersion des données.

Pour tenir compte au maximumn de la dispersion des points, nous retien-
drons donc les vecteurs propres correspondants aux valeurs propres les plus
importantes.

1.3.5 Quatridme étape : Construction des composantes prin-
cipales

Pour calculer les s composantes principales, on retient les s vecteurs propres
de & qui correspondent aux s plus grandes valeurs propres, le j® vecteur
propre correspondant 3 la j¢ plus grande valeur propre. Ce sont ces vecteurs
propres qui déterminent ’hyperplan H* que nous cherchons.

Puisque les composantes principales s'obtiennent par combinaison linéaire
des variables initiales, la 1° composante principale Y;* est alors donnée par :

Y =Y ; [=1,...,8

ot Y = (¥1,...,Y,).

Remarques :
— Calculons la variance de la 1° composante principale :
Var(Yy) = Var(v)Y) = vjSu,.
Or, v; est un vecteur propre orthonormé de § done :
Sy = Ny

ot

Var(Y}) = vj\u = Ao = A

13



— La variance totale (ou inertic) des données de départ est
P
It = Z)\j = {race(S)
=1
— La 1° composante principale prend done en compte la proportion :

f= L
' trace(S)

de la variance totale.

— Et les s composantes principales prennent en compte la proportion :

5
>
=1

" trace(S)

de la variance totale.

En considérant les vecteurs propres qui correspondent aux s plus
grandes valcurs propres pour la construction des composantes prin-
cipales, on tient compte de la plus grande variance possible.

Ce rapport T' doit donc étre le plus proche possible de 1.

1.3.6 Cinquitme étape : Représentation des données dans
I’espace de dimension s :

Les coordonnées des points dans 'espace de dimension s sont données par :

i1
. S~ T
Yi = : =V7;; i=1,...,n

is

14



\
ou

Vi = (v1,...,vs) est la matrice de dimension p X s contenant les vecteurs
propres de S ct gy est la valeur de la I° composante principale pour Pobjet ¢

P

[ o ~
Y =0 T = E vy Ey s (=108
j=1

1.4 Choix du nombre de composantes principales

Pour évaluer le nombre s de composantes principales nécessaires pour avoir
une bonne description des données, on regarde combien de valeurs propres
ont une valeur significative. En effet, nous avons vu qu’une petite valeur
propre ne nous apporte pas une grande information sur la variance des
donndes.

Le critére le plus utilisé consiste & garder un nombre de composantes prin-
cipales suffisant pour que T, la proportion de variance expliquée par les s
premidres composantes principales, ait une valeur élevée (0.8 ou 0.9). Citons
d’autres critéres possibles :

Le critere de Kaiser :

On considdre autant de composantes principales que de vecteurs propres
associés A des valeurs propres plus grandes que 1.

Le critére de Joliffe :

Cle critére est équivalent & celui de Kaiser mais ici, on ne retient quec les
valeurs propres dont la valeur est supéricure a 0.7.

Le critére de la valeur propre moyenng :

On considére autant de composantes principales que de vecteurs propres
associés 3 des valeurs propres dont la valeur est supérieure & la moyenne des

* pvaleurs propres.



La courbe de décroissance des valeurs propres :

On représente sur un graphique les différentes valeurs propres ordonnées
par ordre décroissant. Le nombre de valeurs propres nécessaire & une bonne
valeur de T sera déterminé par les points olt la pente diminue fortement.
Nous aurons donc autant de composantes principales que le nombre de va-
leurs propres indiquées par ce coude.

Fic. 1.3 — Courbe de décroissance des valeurs propres

1.5 Interprétation des résultats

Nous pouvons définir quelques parametres pour estimer la qualité de représentation
obtenue avec les composantes principales ainsi que la contribution de chaque
composante principale & cette représentation.

x Le premier paramétre sera appelé la contribution relative, il mesure la
qualité de représentation du vecteur x; par rapport a la 1° composante prin-
cipale :

_ Vi
|| @ |2

CORG,Y;)

oll ¥y est la valeur de la 1° composante principale pour 'objet 4. Il s’agit en
fait du carré du cosinus de I’angle formé par la j¢ composante principale et

le point ;.

Si nous obtenons une valeur faible pour ce paramétre, nous devrons éviter
d’interpréter la position de I'individu ¢ sur le plan formé par les composantes
principales.

16



% Un deuxidme paramétre est appelé la contribution absolue, il mesure la
contribution de z; & la variance de la 1° composante principale :

vk i
CTR(, V") = A—:y?z

ol p; est le poids de 'objet <.

Une valeur importante pour ce paramétre indique que V'individu est fort,
éloigné de Vorigine.

« La contribution de @; & la variance fotale des données est :
_ ol &P _pil &P

o
PR N
=1

INR(#)

Remarque :

Les interprétations les plus significatives seront celles obtenues a partir dune
composante principale dont le pourcentage de variance expliquée est impor-
tante.

1.6 Exemples

1.6.1 Sur des données artificielles

Résumons les différentes étapes de I'analyse en composantes principales :

1. On caleule le centroide des points ct les vecteurs Z; pourt=1,...,n.
9. On calcule la matrice de dispersion .S ainsi que ses valeurs propres et ses

vecteurs propres.
3. On détermine le nombre de composantes principales nécessaires.
4, On construit ces composantes principales :

& !
Y‘l = 'Ut}/.
5. On calcule les nouvelles coordonnées des points :

yi = V3.

17



Soit 10 individus ¢ (2 = {1,...,10}) sur lesquels on mesure 3 variables
quantitatives Y7,Ys et Y3 :

s
o
o

W oo =1 TR WD~
— ok W O N W O
Co o O = b B e
O O = NN O = =N

[y
s

F1G. 1.4 — Représentation des individus dans I'espace formé par les 3 va-
riables de départ

18



La matrice X de données classiques est :

X =

— O o DO WD
[T O T = IR 7= 2 - SO
O O NN O R - DD

On peut alors appliquer les différentes étapes de l'analyse en composantes
principales :

Premidre étape : Calcul du centroide des points

Le centroide des points z = (27, T2, T3) est donné par :

On caleule ensuite les vecteurs 2; = (x; — T) ce qui revient & calculer :

Z1

X =

Z10

19



On obtient alors :

112 2 2 1 -1 -1 1
0 4 1 2 21 -2 2 0
2 11 2 2 1 0 ~1 0
32 1 2 21 1 0 0
g_l230| 221 _| 0o 11
0 2 2 2 2 1 -2 0 1
41 2 2 2 1 2 -1 1
3 0 1 2 2 1 1 -2 0
430 2 21 2 1 -1
130 2 2 1 -1 1 -1

Deuxieme étape : Calcul de la matrice de dispersion

Calculons la matrice de dispersion S qui sera de dimension 3 x 3 :
10
— —=\/
S = E (i — T — T).
i=1

Ce qui revient a caleuler :

5=X"X.

On a donc :

2.2222 —0.6667 —0.2222
§= | -—-06667 15556 —0.5556
—0.2222 -0.5556 0.6667

On peut alors calculer les valeurs propres de § :

Ay = 0.2662
Az = 1.5379
Az = 2.6403

20



Les vecteurs propres correspondants sont :

0.8367 0.4807 0.2623
v = —0.6444 },; = 0.6786 v vz = | (.4930
0.059 —0.5563 0.8295

Troisitme étape : Evaluation du nombre de composantes princi-
pales

On caleule la variance totale des données, ce qui revient & caleuler inertie
ainsi que le pourcentage ¢; de variance expliqué par chaque valeur propre :

3
I= Z N = 4.4444
i=1
AL
= "— =(.h941
1y 40 59
by = 2 = 0.3460
40

A3
= — = (.0599
t3 40 059

On décide alors de conserver 2 composantes principales (relatives an va-
leurs propres A ot Az) qui prendront en compte la proportion :

M b 41782

10 4444 = 0.9401

T

de la variance totale des données.
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Quatriéme étape : Construction des composantes principales

Nos deux composantes principales sont alors donmées par :

Y1
x Y =vY = (08367 —05444 0059 ) [ Y3
Y3

Yy = —0.8367 Y1 — 0.5444 Y, -+ 0.059 Y3
Y
% Yo =0y Y = (04807 0.6786 -0.5553 ) | Yo
Ys

Y, = 0.4807 Y7 + 0.6786 Y, — 0.5553 Y3

Cinquiéme étape : Représentation des données dans 'espace de
dimension 2 :

Les coordonnées du i° objet dans 'espace des deux premiéres composantes
principales sont alors :

ot X; est la i® ligne de X et V cst la matrice contenant les vecteurs propres.

e (VN o [ —0.8367 —0.5444 0.0590 \ o
z’?( )(X)“( 04807 06786 05553 ) V)i

22



On obtient alors les coordonnées des 10 objets de départ dans P'espace a
2 dimensions formé par Y7* et Y5' :

Objets Yy Yy
1 -(0.2332 -1.7147
2 -2.7623 0.3957
3 0.5444 -0.6786
4 (.8367 0.4807
5 -0.6035 1.2339
G -1.6144 -1.5168
7 2.2769 -0.2724
8 1.9256 -0.8764
9 1.0699 2.1954
10 -1.4402 0.7532
25
ot
15¢
+
it
05+, '
o
05 . '
~i} *
=15 + R
2 > I 2 3

]
Yi*

Fic. 1.5 — Représentation des individus dans le plan formé par les deux
premiéres composantes principales
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1.6.2 Sur des données réelles : Travail dans les différents pays
d’Europe

e A
“‘:ﬂ - L

FIG. 1.6 — L’Europe en 1979 (L. Swysen and G. Seret, Atlas Erasme, espace
et société, 1996)

Présentation des données

Analysons le pourcentage de personnes travaillant dans différents secteurs
dans les pays d’Europe en 1979.

Les différentes variables sont les suivantes :

— Y7 Agriculture

— Y5 Exploitation miniére

— Y3 Industries

— Y, Electricité

Y5 Construction

Ys Industries de services

Y- Finance

Yz Social

Yy Transport et communication

|

|

|

Ces données sont, disponibles sur http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/EuropeanJobs. html.
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Pays Vi | Yo | V3 | Va!l Y5 | Vs | V7 | Y5 | ¥
Belgique 33 (0927609 82 | 191 ] 62 | 266 | 7.2
Danemark 92 [01]21.8]|06| 83 | 146 6.5 |322 |71
France 108 (08 |275109| 89 | 168 6 |226]5.7
Allemagne de 'Ouest | 6.7 | 1.3 | 358 /09| 73 | 144 5 |223 6.1
Irlande 2321 1 | 207113 75 168 28 | 208 6.1
Luxembourg 77 131138108 92 |185 ) 46 {192 6.2
Pays-Bas 63 101(2251 1 | 99 | 18 | 68 ;285 | 6.8
Royaume-Uni 27 114(302:14| 69 |16.9| 57 {28364
Autriche 127111302 14| 9 | 168 | 49 (168 7
Finlande 13 104 (25913 74 | 147 5.5 | 24376
Grece 41406176 06| 81 [11.5| 24 | 11 | 6.7
Norvege g 105224 08| 86 |16.9 ] 4.7 | 27694
Portugal 278 03245106 | 84 | 133 2.7 116,71 5.7
Espagne 229 108285107115 97 | 85 | 11.8 | 5.5
Suede 6.1 104125908 72 (144 | 6 | 324|638
Suisse 77 1021378 08| 95 (175 | 53 | 154|567
Turquie 668 1 07| 79 (01| 28 {52 | 1.1 11932
Bulgarie 2361191323106 7.9 8 0.7 | 18.2 | 6.7
Tchécoslovaquie 165129135 12| 87 92|09 179 7
Allemagne de 'Est 42 (297412 |13 7.6 112 | 1.2 | 22.1 | 84
Hongrie 217131 1296(19] 82 | 94 | 0.9 | 17.2| 8§
Pologne 311 (25| 2671091 84 | 75 1 09 | 161 |69
Roumanie 3471211301 |06| 87 | 59 | 1.3 |11.7] 5
URSS 237 114|258 |06 92 | 61§ 05 |23.6]93
Yougoslavie 487 | 1.5 168 11| 49 | 64 {113 | 53 | 4

Premigre étape : Calcul du centroide des points

Calculons le centroide des points T = (

25
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Ona:

% = (19.1,1.2,

La matrice X est alors :

Ty =19.1
To = 1.2
Ty = 27
T4 = 0.9
Ty = 8.2
ag = 13
Fr =4
Ty =20
To = 6.5

97,0.9,8.2, 13,4, 20, 6.5).

15,8308
-9.9308
-8.3308
-12.4308
4.0692
-3.2308
-11.4308
-12.8308
-16.4308
-6.4308
~6.1308
22,2692
-10.1308
8.6692
3.7692
-13.0308
-11.4308
47.6692

-0.3538
-1.1538
-0.4538

0.0462
-0.2538
-0.6638

1.8462
-1.1538

0.1462
-0.1638
-(0.8538
-(.6538
-0.7538
-0.9538
~0.4538
-0.8538
-1.0538
-0.5538

0.5923
-5.2077
0.4923
8.7923
-6.3077
0.56923
3.7923
-4.5077
3.1923
3.1923
-1.1077
-0.4077
-4.6077
-2.5077
1.4923
-1.1077
10.7923
-19.1077

-0.0077
-0.3077
-0.0077
-0.0077

0.3923
-0.4077
-0.1077

0.0923

0.4923

0.4923

0.3923
-0.3077
-0.1077
-0.3077
-0.2077
-0.1077
-0.1077
-0.8077

0.0346
0.1346
0.7346
-0.86454
-0.6654
1.8346
1.0346
1.7346
-1.2654
0.8346
-0.7654
-0.0654
0.4346
0.2346
3.3346
-0.9654
1.3346
-5.3654

6.1423
1.6423
3.8423
1.4423
3.8423
5.1423
5.5423
5.0423
3.9423
3.8423
1.7423
-1.4577
3.5423
0.3423
-3.2577
1.4423
4.5423
~7.7877

2.2

2.5

-1.2
-2.4
0.6
2.8
1.7
0.9
1.5
-1.6
0.7
-1.3
4.5

1.3
-2.9

6.5769
12.1769
2.5769
2.2769
0.7769
(0.0769
-(1.8231
8.4769
8.2769
-3.2231
4.2769
-9.031
7.5769
-3.3231
-8.2231
12,3769
-4.6231
-8.1231

0.6538
(0.5538
-0.8462
-0.4462
-0.4462
-0.8462
-0.3462
0.2538
-0.1462
0.4538
1.0538
(.1538
2.8538
-0.8462
-1.0462
0.2538
-0.8462
-3.3462
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4.4692
-2.6308
-14.9308
2.5692
11.9692
15.5692
4.5692
29.5692

0.6462
1.6462
1.6462
1.8462
1.2462
0.8462
0.1462
0.2462

5.2923
8.4923
14.1923
2.5923
-1.3077
3.0923
-1.2077
-10.2077

-0.3077
0.2923
0.3923
0.9923

-0.0077

-0.3077

-0.3077
0.1923

-0.2654
0.5346
-0.5654
0.0346
0.2346
0.5346
1.0346
-3.2654

-4.9577
-3.7677
-1.7877
-3.5577
-5.4577
-7.0577
-6.8577
-6.5577

-3.3
-3.1
-2.8
-3.1
-3.1
-2.7
-3.5

7.3

-1.8231
-2.1231
2.0769
-2.8231
-3.9231
-8.3231
3.5769
-14.7231

0.1538
.4538
1.8538
1.4538
0.3538
-1.5462
2.7538
-2.5462

Deuxiéme étape : Calcul de la matrice de dispersion

Nous pouvons alors calculer S qui sera ici de dimension 9 X 9 :

Troisiéme étape : Calcul des valeurs propres et des vecteurs propres

de S

§=X

Les valeurs propres de & sont :

X.

Ap = 303.4581

Ay = 43.7017
Az = 15.2074
Ag = 5.6394
As = 2.4434
Ag = 1.0460
A7 = 0.4208
Ag = 0.0649
Ag = 0.0019.
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L’inertie totale T est de 9299.6 et les pourcentages de variance expliquée par
chaque valeur propre sont :

t; = 0.8158
to = 0.1175

ta = 0.0409

t4 = 0.0152

t5 = 0.0066

tg = 0.0028

¢7 = 0.0011

tg = 1.7454.107%
tq = 5.14.107°.

On décide alors de prendre 2 composantes principales.

Les vecteurs propres correspondant aux 2 premiéres valeurs propres sont :

0.8918 —0.0068
0.0019 0.0923
—0.2713 0.7703
—0.0084 0.012
vy = | —0.0496 |; vy = 0.069
—0.1918 —(1.2344
—-0.0311 —0.1301
—0.298 —0.5668
—0.0454 —0.0099
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Quatrieéme étape : Construction des composantes principales

Nos deux composantes principales sont données par :

!

0.8918 ( Y \

0.0019 Ya
—0.2713 Ys
—0.0084 Y,
Y=Y =] —0.0496 Ys
~0.1918 Yo
—0.0311 Yy
—0.2980 Ya
—0.0454 Yo

Yy =0.8918Y7 + 0.0019Y; — 0.2713Y3 — 0.0084Y; — 0.0496Y5 — 0.1918Y5 — 0.0311Y7
— 0.298Yg — 0.0454Ys.

-0.0068 Y

0.0923 Ys

0.7703 Y

0.012 Yy

Yy =vpV = 0.069 Ys
—0.2344 Ys

—0.1301 Yy

—0.5668 Ya

—0.0099 Yo

Yy = — 0.0068Y; + 0.0923Y; + 0.7703Y3 + 0.012Yy + 0.069Y5 — 0.2344Ys — 0.1301Y7
— 0.5668Yg — 0.0099Y5.
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Cinquidme étape : Représentation des données dans 'espace de

dimension 2 :

Les coordonnées du i® objet dans Pespace & deux dimensions sont alors
calculées par :

2

F=Vy (X7)

olt (X*); est la i® ligne de X* et V5 est la matrice contenant les vecteurs
propres de S correspondants aux 2 plus grandes valeurs propres.

On obtient alors les résultats suivants pour les 26 pays :

Belgique | Danemark | France | Allemagne | Trlande Ttalie | Luxembourg
de 'Ouest
Y1 -17.5167 | -11.4967 | -9.1287 -14.3934 4.4582 | -4.0267 -12.0898
Yy o -4.9262 -11.6618 | -2.1683 5.0475 -6.1316 | -0.3889 2.3324
[ | Pays-Bas | Royaume-Uni | Autriche | Finlande | Gréce Norvége | Portugal
Y| -13.9005 -18.7287 -6.4714 -6.837 25.4271 | -10.972 9.4039
Yy -9,7236 -3.3318 3.35666 -3.9763 | -1.8047 8.8588 -0.0857
Espagne | Suéde Suisse | Turquie | Bulgarie | Tchéco- | Allemagne Hongrie
slovaquie de I'Est
_Yl* 5.775 -15.312 | -12.6838 | 52,1166 | 4.1568 -3.2461 -17.4155 3.1357
YZ | 6.1587 | -8.5267 | 9.7792 | -8.6417 6.7069 9.2347 10.7323 4,987
Pologne | Roumanie | URSS | Yougoslavie
Y1 13.3167 17.0113 4.587 34.8326
Yo | 29448 0.1252 -().872 0.6927
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Fic. 1.7 — Représentation des pays dans lespace formé par les deux
premiéres composantes principales

Interprétation des résultats :

Nous pouvons calculer les différents parameétres d’interprétation.

CORMG,Y]) | CORMi,¥{) [ CTR;(i,Y]) | CTR;(1,Ys) | INRi(i)

Belgique 0.8096 0.0719 0.0016 8.5431.10~* 0.0014

Danemark 0.4642 04777 6.7009.10™% 0.0048 0.0012
France 0.8635 0.0487 492481074 | 1.6551.107% | 3.9915.10~1
Allemagne de 0.8598 0.10567 0.0011 8.9689.107% | 9.9692.10~*

I’Ouest

Irlande 0.2685 0.508 1.0076.1074 0.0013 3.061.1074
Ttalic 0.3431 0.0032 8.9202.10°5 1 5.3242.10°% | 1.9717.1071
Luxembourg ©0.8057 0.03 7.4101.10~* | 1.9151.107% | 7.5028.10~4

Pays-Bas 0.6561 0.3211 9.7959.10 0.0033 0.0012

Royaume-Uni 0.9506 0.0301 0.0018 3.9079.10~* 0.0015
Autriche 0.5323 0.1432 2.1232 3.9664.10°% | 3.2539.10~1
Finlande 0.7195 0.2434 2.3699.1074 | 5.5662.10"* | 2.687.107*

Gréce 0.9634 0.0049 0.0033 1.1465.10™% 0.0028
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CORL(4, YY) | CORMNi, YS) | CTR(i,Y{) | CTR;(3,Yy) | INR;(3)
Norvege 0.5838 0.3806 6.1032.10™4 0.0028 8.5288.1074
Portugal 0.9205 7.6451.107% | 4.4833.107* | 2.5856.10~7 | 3.9733.10~*
Espagne 0.2618 0.2978 1.6908.10~* 0.0013 5.2682.104
Sudde 0.7061 0.219 0.0012 0.0026 0.0014
Suisse 0.5464 0.3248 8.1562.104 0.0034 0.0012
Turquie 0.9655 0.0265 0.0138 0.0026 0.0116
Bulgarie 0.1977 0.5148 8.76.10°% 0.0016 3.6139.10~4
Tchéco- 0.0953 0.7713 5.3422,10~5 0.003 4,5728.1071
slovaquie
Allemagne de 0.6797 0.2581 0.0015 0.0041 0.0018
'Est
Hongrie 0.1964 0.4967 4.985.1075 | 8.7551.10~* | 2.0706.10~%
Pologne 0.88 0.043 8.9891.107% | 3.0529.10~% | 8.3334.1071
Roumanie 0.7579 0.2181 0.0015 0.0029 0.0016
URSS 0.2039 0.0074 1.0667.10~% | 2.6767.107° | 4.2673.10~4
Yougoslavie 0.927 3.6666.10 0.0062 1.6894.10°° 0.0054

Nous pouvons également calculer les indices de corrélations entre les va-
riables initiales Y7,..., Yy et les composantes principales Y7 et Y5 que nous

avons obtenucs :

Yy vy
v, | 0.9992 | -0.0029
Y, | 0.0345 | 0.6293
Yy | -0.6743 | 0.7266
Y, | -0.3884 | 0.2111
Y | -0.525 | 0.2771
Ys | -0.7303 | -0.3387
Yo | -0.1932 | -0.3064
Yy | -0.7602 | -0.5486
Yo | -0.5679 | -0.0470
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Nous pouvons alors voir que la premidre composante principale est princi-
palement corrélée avec la variable Y] représentant 'agriculture. Elle peut
done étre vue comme distinguant les pays A tendance agricole (Y7 > 0) et
les pays plus industriels (Y7* < 0).

La deuxitme composante principale est quant 4 elle principalement corrélée
avec les variables Y (les mines), Y3 (les industries) et Yz (lc secteur social).

Nous pouvons donc conclure que les pays fortement industrialisés (également
dans I'industrie minitre) et agricoles auront une valeur positive pour les deux
composantes principales. Les pays ayant une premiére et une deuxiéme com-
posante principale négatives seront les pays industriels ou le sccteur social
est bien développé. Les pays qui ont une premidre composante principale
positive ¢t une scconde négative seront les pays principalement agricoles ol
le secteur social cst développé. Les pays qui ont une premitre composante
principale négative et une deuxidme positive seront les pays industriels (y
compris Pindustrie minidre) oti le secteur social n'est pas développé.

Trois pays se distinguent des autres :

— La Gréce et la Turquie qui ont leur premidre composante principale
positive et la seconde négative (surtout la Turquie) ce qui signifie
¢ue ces pays sont principalement agricoles, que le secteur social y est
développé.

— La Yougoslavie avec les deux composantes principales positives (sur-
tout la premidre) ce qui signifie que c’est un pays agricole mais ol les
industries sont un minimum développées ainst que les mines.



Chapitre 2

Analyse en composantes
principales pour des données

intervalles

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons chercher & généraliser Panalysc en compo-
santes prineipales classique. La méthode que nous allons développer ici ne
sera valable que pour des données de type intervalle. C'est-a-dire que nous
travaillerons avec des variables qui auront pour domaine Z, I'ensemble des
intervalles fermés bornés de R,

Nous aborderons deux méthodes de généralisation :

— La méthode des sommets
— La méthode des centres.

Ces deux méthodes se différencient par la fagon dont les données sont représentées :
par des sommets ou par des centres comme l'indique le nom des méthodes.
Nous verrons que la méthode des centres est préférable lorsque nous avons

un grand nombre de variables.

Dans les deux cas, nous nous raménerons & une application de I'analyse
en composantes principales classique.

Nous chercherons également A généraliser les paramétres d'interprétation

de la méthode classique et nous terminerons par un exemple simple sur des
données artificielles et un exemple de données rélles.
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Lorsque nous avons des données symboliques autres que des données inter-
valles, la généralisation de 'analyse en composantes principales classique se
fait par une analyse canonique généralisée symbolique que nous aborderons
dans le cadre de I'analyse factorielle discriminante.

2.2 Représentation des données de type intervalle
De maniére similaire au cas classique, nous partons avec :
— 7 objets que nous noterons u € Q= {1,...,n}

-~ Yi,...,Yp, pvariables intervalles dont les domaines V; (1=1,...,p)
sont Z, Pensemble des intervalles fermés bornés de IR

— n dounées intervalles @y,...,%, ol @ = (@y,..., %) € RP avec
iy = Yi(w:) = [z, Tig)-
Ces dounées ; seront done de la forme :

Nous pottvons également représenter ces données par une matrice de données
intervalles :

"Bl T11 . 3:1p

[
I
I

’ . .
n Lpr -+ Tup

ol I'élément w;; représente Uintervalle [z45, %] € 7.
Soit @} = (i1, ..., Tip) = ([Tar, T s - - - [:_LQ,'E_LP]) le vecteur de données sym-
holiques relatif & Pobjet i ct soit ¢; le nombre d’intervalles ;; non triviaux.

Remarque :

Un intervalle [z, %3] est dit trivial si @;; = Ty; ’est-d-dire s il ne contient
qu'une seule valeur.



Dans un espace de dimension p, 'objet z; sera représenté par un hyper-
rectangle R; & 2% sommets o g; est le nombre de variables intervalles in-
tervenant dans la description de Pindividu ¢ et dont les longueurs des cotés
sont données par les longueurs des différents intervalles xj; intervenant dans
la description de l'objet 1.

. ; ; s ot R S I P
Par exemple, si on prend p = 2, Vintervalle = = ([zi1, Ti1), [zi2, Tiz]) peut
gtre représenté par le rectangle suivant ou les différents sommets sont :

(é’iﬂ ) Eiz)

(gﬂaf’i?)
(Ti1, 2i0)
(Ti1: %)

Y, A

o ;
EE
é

.. (B
] 1
i '4 }. \(’l
X Xil

FIG. 2.1 — Représentation d’un individu déerit par deux variables intervalles
Prenons le cas ot 7 objets notés ¢ (i = 1,...,7) sont décrits par 3 variables
intervalles.

Nous pouvons alors voir sur la figure suivante que, suivant la valeur de
qi, un hyperrectangle peut aussi désigner :

— un point si ¢; = 0 comme l'objet 7

— un segment lorsque ¢; = 1 comme l'objet 6
— ou un rectangle si ¢; = 2 comme l'objet 5.
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71

Fic. 2.2 — Différentes représentations d’individus décrits par des variables
intervalles

2.3 Pondération des individus

Comme pour 'analyse en composantes principales classique, a chaque in-
dividu ¢, nous associons un poids p;. Cette pondération peut s’effectuer de
différentes manicres.

La plus fréquente, et celle que nous adopterons ici, consiste & attribuer aux
objets i des poids identiques :

Nous pourrions également envisager un systéme de pondération dans lequel
nous attribuons & chaque objet un poids p; proportionnel & 'amplitude de
la variation représentée par son intervalle, ¢’est-d-dire qu’un objet aura un
poids plus important si le volume de ’hyperrectangle I2; est plus important
ou encore si la précision des intervalles est plus faible.

a7



on V; est le volume de 'hyperrectangle R; représentant Pindividu 1.

Un dernier systéme de pondération consiste, & I'opposé du second, & at-
tribuer des poids importants aux objets représentés par des hyperrectangles
de faible volume, c’est-a-dire qu’un objet aura plus de poids si la précision
des intervalles intervenant dans sa description est plus importante :

1- 5%
Pi= 5 - i=1,...,n
S (- 5%
=1

2.4 La méthode des sommets

2.4.1 Idée générale
Nous allons représenter chaque donnée x; par un hyperrectangle R; a 2%

sommets de IRP,

Iidée de la méthode des sommets est d’appliquer Panalyse en composantes
principales classique a 'ensemble des sommets appartenant aux n individus.

Les composantes principales intervalles seront alors construites a partir des
composantes principales classiques obtenues sur I’ensemble des sommets.

Fia. 2.3 — Projection des individus sur le sous-espace formé par les compo-
santes principales (R. Verde, Analyse des données symboliques, Université
de Namur, 2006)
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2.4.2 Premiére étape : Représentation des données

Chaque hyperrectangle 12; peut aussi étre représenté par une matrice M; de
dimension 2% x p dont chaque ligne contient les coordonnées d’un sommet
de Phyperrectangle.

Exemples :
Pour l'individu 1 = ([214, Z11], [212, T12)s (213, T3]}

L iz T3
Z11 Tz T13
Zi1 Tz T3
Ty Tz Tis
Tl Ty2 T3
T1r &g 13
T11 T2 &3
Tyl Tz T3

My =

Pour V'individu 5 = ([2s, 51), [Z52: T52], [Zs3, ¥s3]) :
Z51  #Epz 63
My = | o1 52 53
Tr1 L5z Th3

Tr1 Tez s3

Pour 'individu 6 = ([3,‘61, :L‘m], [IEGQ,IEGQ], {:1':63:563]) :

Msz( 6L H62Fes
Tl Te2 Ta3

Pour Vindividu 7 = ([z71, &71), [272, ¥72), {473, 273])

My=(=an an 3 ).

Remarque :

Dans chaque colonne j, on retrouve 291 fois Jes 2 bornes de Uintervalle
;7 qui correspondent aux valeurs prises par la j® variable sur le i objet.
Pour retrouver les bornes de Vintervalle j & partir de la matrice M;, il suflit
done de prendre le minimum et le maximum de la j° colonne.

39



2.4.3 Deuxiéme étape : Construction de la matrice M

On regroupe toutes les matrices M; dans une nouvelle matrice M de dimen-
sion > 2% x p:

Cette matrice contient donc les coordonnées de tous les sommets apparte-
nant aux différents objets.

2.4.4 Troisitme étape : Application de ’analyse en compo-
santes principales classique

On applique 'analyse en composantes principales classique a la matrice M
cest-i-dire que Von va chercher i réduire le nombre de coordonnées de

chaque sommet.

Soit Y5, ..., Y, les s premiéres composantes principales obtenues par 'ana-
lyse en composantes principales classique et M > ... 2 X 2 0les valeurs
propres associées.

2.4.5 Quatriéme étape : Construction des composantes prin-
cipales intervalles

On construit alors les s composantes principales de type intervalle }/—11 .
4 partir des s composantes principales classiques Y7°,..., ¥/

Pour cela considérons :

— L; Pensemble des indices & de lignes de la matrice M qui se réferent
aux sommets de ;.

— yu est la valear de la composante principale classique ¥;* pour le som-
met de R; dont 'indice de ligne est k.
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Pour chaque ensemble L;, on construit ainsi une matrice M} de di-
mension 2% x s dont les lignes (€ L;) représentent les coordonnées des
sommets de I'hyperrectangle R; dans un espace de dimension s.

— Comme nous 'avons v, pour retrouver les bornes de 'intervalle cor-
respondant. aux valeurs prises par la j° variable, il suffit de prendre la
valeur minimale et la valeur maximale de la j® colonne de la matrice
représentant les coordonnées des sommets de R; c'est-a-dire de la ma-
trice M.

La valeur de la 1° composante principale de type intervalle Yf pour le

i® objet est alors :
Yii — [@5 ﬁ]

.
ou

g o= N Yy
b keL; Yl

Y = max yul-
il keL; Ykt

2.4.6 Interprétation des résultats

On peut généraliser les parameétres d'interprétation obtenus pour la méthode
classique au cas des données intervalles.

+ La qualité de représentation du vecteur @; par rapport a la 1° compo-
sante principale Y[I cst donnée par :

z W, yzz

CORYi, Y)Y = = ——

Z U d2(k: G)

kel

ott G € RP est le centroide des n.2P lignes de la matrice M et d(k, G) est la
distance (euclidienne) entre la ligne k € L; de la matrice M et G c'est-d-dire
la distance entre le sominet & de R; et G, wy, est le poids du sommet & de [;
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Zdz(k, G) = Z | 2 — G || est linertie totale des sommets de K.

kely kel;

Les poids wy, étant identiques pour les sommets d’un méme hyperrectangle
R; dont l'ensemble des indices de ligne dans la matrice est I, nous avons :

> vh

keL;

Ty Eh6)

keLl;

COR}(,Y/)

Ce paramétre indique le rapport entre la contribution de I’ensemble des som-
mets de L; & l'inertie A; de la j* composante principale et la contribution de
I'ensemble des somimets & 'inertie totale,

Nous avons en effet que :
A = var(Y))

ki
::EE: :{:yizyu

i=1 kel;

T
=" > v

i=1 keL;

x Nous pouvons définir un deuxiéme parametre pour évaluer la qualité de
représentation du vecteur @; :

qui indique le cosinus moyen des angles entre chacun des 2% sommets de E;
et la. j® composante principale.

Remarque :

Le premicr paramétre nous donnera des contributions plus faibles que le

second puisque :

Eeall
+|+
o
o R

1A
e



oit a,b,c,d € RT et donc :

Y-+ <Y I Vi

B0,6)+ ...+ 2k C) ~ &(1,0) 2k, C)

« Ta contribution de 2; & la variance ); de la 1° composante principale
est :

2
Z Wi Ypt

kel

Al
Or wi = pi/2% est le poids du sommet & de K; (p; étant le poids de I'objet
i) donc :

CTR:(4,Y}) =

. Pi
CTRi(3, V) = ) > v
A kel

£ La contribution de z; au SST° des n.2% sommets représentant les n hy-
perrcctangles est donnée par :

> wpd’(k, @) > d(k,G)

, keL; Pi kel
INRy(i) = == _ Pioke
Iy 2r Ip
P
olt fr = z A;j est la variance totale du nuage des n.2% sommets dans l'es-
j=1

pace de dimension p.
Cles deux dernitres contributions reviennent i effectuer des moyennes pondérées

(p;/2P) des contributions des sommets de L; associés & 'objet a D'inertie
) du I® axe factoricl et & I'inertie totale respectivement.
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2.4,7 Lien avec la méthode classique

Nous pouvons montrer que Panalyse en composantes principales classique
est un cas particulier de la méthode des sommets.

Les données classiques sont en effet un cas particulier des données inter-
valles @ ce sont des données décrites par p intervalles friviaux :

Til = &1 = ity - -5 Tip = Tip — Lip.

Les hyperrectangles R; sont alors des points de coordonnées (i1, .-, &ip),s
les matrices M; sont des matrices lignes et la matrice M est en fait la ma-
trice X des données classiques.

On doit donc appliquer 'analyse en composantes principales classique 4 la
matrice X,

Il ne nous reste alors plus qu’a montrer que la construction des composantes
principales intervalles ne modifie pas les résultats obtenus par la méthode

classique.
— L’ensemble L; ne contient qu’un seul indice de ligne : 2.
— On a une scule valeur pour yy et donc :
Y = min gy = Y = max iy = Y.
Yit heps Yk il e r, Yt = Ya
- On a alors que vy, la valeur de la composante principale intervalle Yt‘r

pour U'objet 4, est la valeur de la composante principale classique Y®
pour l'objet .

On peut done voir que cette dernidre étape ne modifie pas les valeurs obte-
nues avee la méthode classique et donc que 'analyse en composantes prin-
cipales classique est bien un cas particulier de la méthode des sommets.

44



2.5 La méthode des centres

2.5.1 Idée générale

Dans cette méthode, nous caractériserons chaque hyperrectangle f2; par son
centre que 'on notera c¢;.

De nouveau, ces centres auront p composantes réelles et nous pourrons done
leur appliquer 'analyse en composantes principales classique. Les compo-
santes principales intervalles seront alors construites & partir des résultats
obtenus sur Pensemble des centres.

o p— ¢ -C - . A .
Chaque centre ¢; = (5, . .. ,:Lip) a pour coordonnées :

P R Ly
mij_T’ j—l,---,P, 7’21:"'an'

2.5.2 Premiére étape : Construction de X

On calcule les centres des n hyperrectangles pour construire la matrice X
définie par :

G

11 Tip
X=1 :
.C .C

Tnt ﬂ’np

ot la ligne i représente les coordonnées du centre ¢; de I;.

Les colonnes de X représentent les nouvelles valeurs des variables Y1,...,Y),
mesurées sur les différents sommets et sont notées : Y°,..., ¥

2.5.3 Deuxiéme étape : Application de I’analyse en compo-
santes principales classique

On applique I'analyse en composantes principales a la matrice X c’est-d-dire
ailx centres des n hyperrectangles.

Soit y§ la valeur de la I° composante principale pour ¢;.
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2.5.4 ‘Troisitme étape : Construction des composantes prin-
cipales intervalles

Nous pouvons alors déterminer les valeurs des composantes principales in-
tervalles pour chaque objet .

Soit :
n
.
Z Tiy
i=1

:’LJ n

la. moyenne de la variable Y c’est-a-dire la. moyenme des éléments de la j°

colonne de X,

Par définition dans la méthode classicue, la 1° composante principale du
centre ¢; est donnée par :

B
yh = (v — %) vy
=1

ot vy = (viy, ..., vp) est le 1° vecteur propre de 5.

Puisque les coordonnées 'ij du i® centre sont localisées entre wi; et T,
nous pouvons trouver un intervalle [y;, 7i;] dans lequel les valeurs possibles
de la 1° composante principale yf; doivent se trouver.

Puisque, lorsqu’on caleule les valeurs obtenues, on ne fait qu’une projection
orthogonale, il nous suffit de projeter I'ensemble des points de Pintervalle
pour trouver les nouvelles bornes de U'intervalle. On obtient alors les borties
suivantes pour la I° composante principale du i° objet :

3 T P
Yi 111 Ty — T3] Vg1
dil . ijfE{jSﬁ} ( ij ;,u) J

P
B=2,
j=1
P
i=2
j=1

P -T T
max T — L) s
vy S ST (ol = 45) vi

7
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Nous pouvons remarquer gue, pour le calcul de gy ¢

— si vy < 0 : le minimum est atteint en Ty
—siv>0: e minimum est atteint en @y,

et pour le calcul de gy :

— st yy < 0 le maximum est atteint en 2;;
— sty >0 le maximum est atteint en ;5.

Les bornes de la. 1 composante principale intervalle ¥ pour Pobjet i peuvent
i 1%
alors aussi s'écrire

{7l <0} {.?|Uﬂ>0}
ga= ), g—ePunt Y, (T-H v
{7lw;r<0} {jlus>0}

2.5.5 Interprétation des résultats

Nous pouvons également adapter les paramétres d'interprétation dans le cas
de la méthode des centres.

« Pour mesurer la qualité de représentation de l'individu ¢ par rapport a
la 1 composante principale :
2 2
we; Yo Yeu

ORNi,Y{) = COR}(,Y]) = =
COR(i,Y;") = CORF(i, Y ) we, &G, Gy dHC;,G)

ol wg; est le poids du centre ¢; et est donc égal & p; puisque toute Pinfor-
mation concernant R; est ramenée sur ¢;.

Ce paramétre indique le rapport entre la contribution du centre ¢; du i®
hyperrectangle & l'inertie de la 1° composante principale et la contribution
de ce centre & l'inertie totale.

% Pour mesurer la contribution de x; & la variance A; de la 1° composante
principale :

: we
CTRi(6 YY) = =0 vy
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+ Pour mesurer la contribution de x; au SST des n centres représentant
les n hyperrectangles :

‘18l 2 R
LNRAQ::de(C“G):u@.d(C“GX

I i 4
T Z)\J
j=1

2.5.6 Lien avec la méthode classique

Montrons que l’analyse en composantes principales classique est aussi un
cas particulier de la méthode des centres.

Puisque les données classiques sont un cas particulier des données intervalles
ott la borne inféricure et supéricure de Pintervalle coincident, on a :

B
.'sz = 3’13'

La matrice X dont les lignes sont les coordonnées des centres est donc la
matrice X des données classiques.

On construit alors les composantes principales intervalles :

- 1,; la moyenne de la j° colonne de X est égale & T; la moyenne des

éléments de la j® colonne de X puisque X = X.

_ La valeur de la 1° composante principale pour le centre ¢; est égale &
la valeur de la 1° composante principale pour 'objet <.

— On a alors que
Yit = Ya = Yit = il

puisque le minimum et le maximum ne sont pris que sur Ia valeur x;;.

De nouveau, cette étape ne modifie pas les valeurs obtenues par la. méthode
classique et on a bien que 'analysc en composantes principales classique est
un cas particulier de la méthode des centres.
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2.6 Comparaison des 2 méthodes

Une premiére remarque 3 faire concerne les intervalles de petite longueur.
Nous avons dans ce cas que les résultats fournis par la méthode des sommets
et par la méthode des centres fournissent des résultats trés similaires puisque
les sommets et les centres ont des coordonnées trés semblables.

2.6.1 Analyse inter-classes et intra-classes

Nous allons maintenant comparer les expressions des moyennes, des va-
riances et des covariances que ’on obtient avec les différentes méthodes pour
montrer que la méthode des sommets correspond & une analyse inter-objets
et intra-objets alors que la méthode des centres correspond uniguement &
une analyse inter-objets.

Moyenne des variables ¥j :

Pour la méthode des sommets, la moyenne de la j° variable que nous note-
rons Y} correspond & la moyenne de la j© colonne de la matrice M. Comme

nous l’avons vu, cette colonne contient, pour chaque objet ¢, 29~ ~1 fois les
bornes de @;;. Nous avons donc :

n i—1 (o = oo, T

v =3 210 (25 + Tyy) _ 3 Ty + i

- 7,24 . on
i=1 i=1 !

Pour la méthode des centres, nous avons directement :
Z % - Z e,

Nous avons donc :

Yi=YE
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Les variances :

Calculons la variance vj; pour la méthode des sommets :

n 2%
53 % e
i=1 k=1 =gij ou T
sommets de i
o e )
; Z n24 Y nos U9
i=1  ktels que (Mi)r;=2;; k tels que (M;)k;=;
1 1.1
= 129 =0
n
— \2n AR
S
1

1 _
= 52y + Tij)-

La variance 'U;j pour la méthode des centres se trouve directement par :
n
1
c o o =. 32
i = E 4(@1';,' + i)
i=1

Calculons la différence entre ces deux variances :

113

1, L
ogy =5 = (5l + wy) - (D gles+ 7ii)?)

i=1
7
1, 1, 1 _
=2 4% T g% T g%y
i=1



Nous avons donc :

1 - 2
vjy = v+ g (i + Tig)

& __. . C .
Ui = Vg5 GG

ej; sera appelé le facteur d’amplitude de la variable ¥j. Il exprime I'infor-
mation de variation ou d’imprécision de la variable dc type intervalle. Nous
noterons E la matrice diagonale regroupant les facteurs d’amplitude des
différentes variables ¥ :

0 ... ep

Les covariances :

Par un caleul similaire au précédent, nous pouvons montrer que les cova-
riances sont identiques dans le cas de la méthode des sommets et dans le cas
de la méthode des centres.

Conclusion :

Nous pouvons établir les rclations suivantes entre les matrices variance-
covariance V' et V°© !

Vi=Ve+ L.

La méthode des sommets apparait donc comme une analyse inter et intra-
objet puisqu’elle prend en compte :

— la variabilité entre les centres des hyperrectangles & travers V°

- la variabilité ¢ I’intérieur des hyperrectangles & travers &.

51



2.6.2 La complexité des calculs

Dans la méthode des sommets, nous devons appliquer 'analyse en compo-
santes principales classique A la matrice M qui est de dimension n2% x p.
Lorsque nous travaillons sur un nombre important de variables, le nombre
de calculs & effectuer devient assez important.

Dans la méthode des centres, nous appliquons I'analysc en composantes
principales classique & la matrice X de dimension n x p. Le nombre de cal-
culs & effectuer est donc nettement moins important.

2.7 Exemples

2.7.1 Sur des données artificielles

Prenons 5 individus sur lesquels nous allons mesurer 3 variables de type
intervalle. Nous obtenons les mesures suivantes :

i Y2 Y3
1 [0,1] L2 [0,1]
2 [-1,0] 0,0 [1,3]
3 [2,-1] [-1,0] [-2,0]
4 1,2] 2,2 2,2]
5 2,3] [1,1 0]

Nous aurons alors la matrice de données symboliques suivante :

(0,1  [1,2] [0,1]
[_1: 0] [Ov 01 [15 3}
A= [*2, _1] [_1: 0] [*2}0]
(L,2]  [29] (22
(2,3 (1,1 [0,0]
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La méthode des sommets

Résumons brigvement les étapes de la méthode des sommets :

1. On représente chaque donnée x; par une matrice M;.

2. On construit la matrice M.

3. On applique I’analyse en composantes principales classique & la matrice M
ol yx; est la valeur de la 1° composante principale classique pour le sommet &.
4. On obtient les composantes principales intervalles par :

yir = [y, il
oll

Yy = I Y,

ﬂ kGL{ JAE

Y = Max ypr.
Yil = ax

Premiére étape : Représentation des données

On représente chaque donnée z; par une matrice M; représentant les différents
sommets de Uhyperrectangle R;

010

01 1

0 20 -1 0 1

0 2 1 10 3
Mi=11 10 Ma=1 9 o1

111 0 0 3

1 20

1 21




~2 -1 -2

2 -1 0

2 0 -2

2 0 0 1
Ms=| 1 -1 =2 M“Z(z

-1 -1 0

-1 0 -2

10 o)

2 1 0
M"’*(:a 1 0)'

Deuxiéme étape : Construction de la matrice M

On obtient alors la matrice M suivante :

0o 1 0
o 1 1
0o 2 0
0 2 1
1 1 0
1 1 1
i 2 0
1 2 1
M= -1 0 1
-1 0 3
0 0 1
0 0 3
-2 =1 =2
-2 -1 0
-2 0 =2
-2 0 0




-1 -1 -2
-1 -1 0
-1 0 =2
-1 0 0
1 2 2

2 2
2 1 0
3 1 0

Troisitme étape : Application de Panalyse en composantes princi-
pales classique

Nous devons alors appliquer Panalyse en composantes principales a la ma-
trice M. On commence donc par calculer le centroide des points m =
(niiy, Tz, Ma)

124

m = ;mﬂ — —0.0833

1 24
My = o ;mm = 0.5833

124

ms = oy ch,g = 0.3333.
i=1

On calcule alors la matrice M:

0.0833 0.4167 -0.3333
0.0833 0.4167 0.6667
0.0833 1.4167 —0.3333
0.0833 1.4167 0.6667



1.0833  0.4167 -0.3333
1.0833  0.4167  0.6667
1.0833  1.4167 —0.3333
1.0833  1.4167  0.6667

—0.9167 -—0.5833 0.6667
—0.9167 —0.5833  2.6667
0.0833 —0.5833 0.6667
0.0833 —0.5B33  2.6667

-1.9167 —1.5833 -—2.3333
—1.9167 -—-1.5833 —0.3333
—1.9167 —0.5833 —2.3333
-1.9167 -—-0.5833 —0.3333
—0.9167 —1.5833 —-2.3333
—0.9167 -1.5833 —-0.3333
—0.9167 —0.5833 —2.3333
—-0.9167 —0.5833 —0.3333

1.0833  1.4167  1.6667
2.0833 14167  1.6667

2.0833 04167 —0.3333
3.0833 04167 -0.3333

Tt 1a matrice de covariance 5 :

o 1.9058 1.06507 0.7246
§=XX=1| 10507 1.1232 0.5797
0.7246 0.5797 1.9710

et les valeurs propres et les vecteurs propres de S :

& Les valeurs propres :

A = 3.2875
Az = 1.3225
Az = 0.3900.
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> Les vecteurs propres :

—0.6644 0.5039 0.5519
= | —04767 |; vp = 0.2830 ; vy = | —0.8322
—0.5756 —0.8161 0.05622

Pour évaluer le nombre de composantes principales nécessaires, calculons
la. variance totale des données ainsi que 