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Résumé

Ce mémoire résulte d’une demande formulée par Pentreprise Cenaero. 1l a
pour objectif I'étude théorique des méthodes de classification et, en particulier,
celles de la régression par les machines & vecteurs de support {SVM) afin d’élargir
Jéventail des modéles disponibles dans le logiciel Minamo. Ces méthodes sont
issues de la théorie d’apprentissage statistique proposée par V. Vapnik en 1985.

L’approximation de fonctions inconnues est une des utilisations les plus fré-
quentes des machines & vecteurs de support. Le contexte du probléme est de
déterminer une forickion inconnue entre un ensemble de données d’entrée et de
sortie. L'idée essentielle des SVM consiste & transformer, a Paide de noyaux, les
données d’apprentissage de espace d’entrée dans un espace de plus grande di-
mension, appelé espace de redescription. Nous étudions la technique de construc-
tion d’un hyperplan permettant, dans le cas de la régression, de construire un
modéle qui minimise Perveur entre les sorties du modéle et les données de sortie,

Les modéles obtenus par les machines & vecteurs de support pour la régres-
sion peuvent &tre utilisés afin d’accélérer des procédures d’optimisation. En effet,
les simulations étant généralement trés cofiteuses en temps de caleul, Putilisa-
tion de modeles permet de diminuer le nombre d’appels & celles-ci au cours du
processus d’optimisation.

Dans le cadre du partenaviat avec Pentreprise Cenaerg, nous avons analysé
et implémenté Palgorithme SMO permettant la construction de modéles SVM
pour la régression. .

Des résultats numériques accompagnent la méthode des machines & vecteurs
de support pour la régression proposée et indiquent qu’elle est aussi compétitive
que les autres méthodes RBF classiques. De plus, le modéle SVR a pu étre testé
et validé aprés comparaison des différents modéles pour un cas test industriel
sur un ensemble de données d’apprentissage réelles.



Abstract

This master’s thesis results from a request of Cenacro, This work is concerned
with the theoretical study of classification and regression methods by Support
Vector Machines in order to expand the range of models available in Minamo.
The SVM’s methods are new techniques of the statistical learning theory pro-
posed by Vapnick in 1995 and developed from the Structural Risk Minimization
theory.

The approximation of unknown functions is one of the most frequent use of
SVM. The context of this problem is to determine an unknown function relating
a set of input and output vectors. The inductive principle of SVM consists in
mapping, using kernels, the input vectors into a high-dimensional feature space.
Tn this master’s thesis, we study the technique of constructing a hyperplane
allowing, in the case of regression, to construct a model wich minimizes the
error between the model’s ontput vectors and the true output vectors.

The models obtained via the support vector machines for regression can
be used to speed up optimization procedures. Indeed, simulations are generally
expensive in calculation time and the use of models reduces the number of exacts
simulations during the optimization process.

Within the framework of the partnership agreement with Cenaero, we have
analyzed and implemented the SMO algorithm wich allows to construct SYM
models for regression. .

Numerical results follow the proposed SVM method for regression and in-
dicate that they are as competitive as other RBF classical methods. Moreover,
the SVM’s model has been tested and validated after comparison of different
models for an industrial test case.



Principaux symboles utilisés

sgn(expression)
d(w, b, l'Ci)

plz, y)

le nombre de données de Pensemble d’apprentissage

le nombre de classes pour le probléme de la classification
la dimension des données de Fensemble d’apprentissage
Pensemble d’apprentissage

" Pespace d’entrée (IRP)

espace de sortie ({—1,+1} pour la classification et IR pour
la régression)

P’espace de redescription

un vecteur de lespace d’entrée

un vecteur de 'espace de sortie

la ##™e composante du vecteur x

la partie positive de x

Ia fonction transformant un vecteur de l'espace d’entrée en
un vecteur de espace de sortie (classificateur ou fonction
de régression)

1a fonction de décision d'un classificateur

une classe de fonctions

la fonction renvoyant le signe d'une e\cplesslon (+1,-1)

la distance euclidienne d’une donnée z; & I'hyperplan dé-

terminé par w et b
la marge d'un hyperplan déterminé par w et b

le vecteur normal & Phyperplan (w,z) + 6 =0
le terme constant dans Ptquation de hyperplan

. la constante de compromis dans 1a formulation des SVM et

SVR & marge souple
1a déviation dans la formulation des SVR & marge souple

une variable duale du probléme SVM

la transformation d’un vecteur z; de 'espace d’entrée vers
P'espace de redescription

le produit scalaire entre les vecteurs «; et

la fonction noyau appliquée aux vecteurs z; et x;

la matvice de Gram : Ki; = k(wi, 2;)

la matrice hessienne : Hy; = yiy;k (i, 25)

le Lagrangien

les variables d’écart dans la formulation des SVM a marge
gouple (i =1,...,m)

la distribution de probabilités genérant les données




E(X) I'espérance de la variable aléatoire X
S

I(flz),v) . la fonction cotit

R[f} le risque fonctionnel

Remplf] = Es|f] le risque empirique

Restimate {f] Perreur moyenne

R le coeflicient de corrélation

h la dimension Vapnik-Chervonenkis

g Pécart type d'une gausienne ou paramétre du noyau RBF
Gaussien




Principaux acronymes utilisés

AG
CAL

CPU
CvVT

DoE
HPC
1M
KKT
LCvVT

LHS

LOO
LP
LPT
ML
MAE
MRE
MRS
MSE
00
Qr
RBF
RMSE
5MO

SVM
SVR

VG
Vs

A Algorithine génétique

Computer Aided Engineering - Conception assistée par or-
dinateur

Central Processing Unit - Unité centrale de traitement
Centroidal Voronoi Tessellation - Tesselation de Voronoi
Centroidale

Design of Experiments - Plan d'expériences

Bigh Performance Computing - Calcul haute performance
Interior Point Method - Méthode de points intéricurs
conditions de Karush Kuhn Tucker

Latinized Centroidal Voronoi Tessellation - Tesselation de
Voronoi Centroidale latinisée ‘

Latin Hypercube Sampling - Echantillonnage hypercube la-
tin

Leave-One-Out

Lincar Problem - Probléme linéaire

Low Pression Turbines - Turbines basse pression

Machine Learning - Apprentissage automatique

" Maximal Absolute Error - Erreur absolue maximum

Minimisation du Risque Empirique

Minimisation du Risque Structurel

Mean Square Frror - Erreur aux moindres carrés

QOrienté Objet

Quadratic Problem - Probléme quadratique

Radial Basis Function - Fonction & base radiale

Root Mean Squared Error - Erreur de validation
Sequential Minimal Optimization - Optimisation minimale
séquentielle

Support Vector Machines - Machines 4 vecteurs de support
Support Vector Regression - Machines & vecteurs de support
pour la régression

dimension de Vapnik-Chervonenkis

Vecteurs de Support




Principales abréviations

utilisées

al.
cf.
e.g.
i.e.

iid.

max
min
8.C.
8.I.8

les autres personnes
confer

par exemple
c’est-a-dire

_indépendantes et identiquement distribuées

maximiser :
minimiser

sous contraintes

sans restriction de signe
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Introduction

Ce mémoire est issu d’une demande formulée par Pentreprise Cenaero. Le
centre de recherche appliquée Cenaero est un centre d’excellence en technologies
de simulations numériques multidisciplinaires. Parmi leurs nombreux domaines
d’activiteés, il en est un qui se concentre sur le développement de méthodes
d’optimisation basées sur des algorithmes génétiques fortement accélérés par
des modéles approchés. Les modéles utilisés jusqu’a présent chez Cenaero sont
de types réseaux de neurones artificiels et le Kriging.

L’ohjectif de ce mémoire est de fournir un nouveau modéle basé sur les ma-
chines A vecteurs de support pour la régression. Nous disposons pour cela d'un
ensemble d’apprentissage de vecteurs d’entrée et de sortie. Une fonction incon-
nue relie les vecteurs d’entrée aux vecteurs de sortie. Le probléme est alors de
déterminer cette fonction inconnue, c’est-a-dire de construire un modéle appro-
¢hé qui minimise Perreur entre les sorties du modéle et les vecteurs de sorties
de Pensemble d’apprentissage. De plus, le modéle doit présenter une bonne qua-
lité de généralisation, en d’autres mots, il doit représenter correctement tout
nouveau couple "entrée - sortie".

Cenaero dispose d’un logiciel d’optimisation permettant d’effectuer I'inter-
polation de fonctions, actuellement par modéle RBF ou Kriging. Les modéles
construits par ce logiciel se basent sur quelques données d'apprentissage issues
de simulations numériques exactes, comme par exemple des simulations aérody-
namiques. Cependant, la simulation exacte est trés cofiteuse en temps de caleul.
L’optimisation sur un modéle approché permet done une réduction considérable
du temps de calcul. Les modéles utilisés par Cenaero donnent de trés bons ré-
sultats mais présentent néanmoins plusieurs inconvénients, notamment lorsque
les données sont bruitées. Le but de ce mémoire est de proposer un nouveau
modéle permettant la construction de modéles robustes.

En premier lieu; nous présentons les activités de Cenaero et le logiciel d’op-
timisation Minamo. Les contraintes fixées par Cenaero sont ensuite exposées.
Ces derniéres permettent de définir plus précisément le contexte et le but de ce
meémoire. Nous introduisons ensuite, au Chapitre 2, les concepts fondamentaux
de 'apprentissage automatique & partir de données ainsi que les problémes bien
connus de la classification ot de la régression. Les Chapitres 3 ¢t 4 se concentrent
respectivernent sur les méthodes des machines & vecteurs de support (SVM) pour
la classification et la régression. Nous y introduisons de facon simple et com-
pléte, les différentes notions nécessaires & la compréhension du principe général
de fonctionmement des SVM. Les méthodes sont tout d’abord étudiées dans le
cas linéaire, puis elles sont étendues au cas non-lindaire grace & des fonctions
noyaux. Ces noyaux permettent de résoudre le probléme non-lin¢aire par une
transformation implicite des données dans un espace de dimension supérieure.
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Au Chapitre 5, nous présentous la partie implémentation du mémoire. Nous
étudions plus particuliérement I’algorithme Sequential Minimal Optimization
(SMO) et nous traitons des différentes questions pratiques comme, par exemple,
celle de la sélection des hyperparamétres. Finalement, pour terminer ce mémoire,
nous présentons au Chapitre 6 les difftrents résultats obtenus sur différentes
fonctions tests analytiques. De plus, un cas test industriel sur les turbines basse
pression permet d’¢valuer les performances du modéle SVM par rapport aux
modéles déja présents dans Minamo.



Chapitre 1

L’entreprise Cenaero et le
logiciel d’optimisation
Minamo

Risumi.  Dans ce chapitre, nous présentons les activités de Cenaero et
plus précisément celles du groupe de Méthodes Numérigues et Optimisation avec
lequel j'ai travaillé en partenariat pour réaliser ce mémoire. Nous décrivons le
logiciel d’optimisation Minamo et faisons ensuife le lien entre le sujet du mé-
moire, les machines & vecteurs de support et le logiciel Minamo. Nous illustrons
et expliquons pour cela la méthodologie générale de la plate-forme d’optimisa-
tion Minamo, lagquelle se base principalement sur des plans d’ezpériences, des
méta-modéles et des algorithmes génétigues. Nous justifions également Uinié-
rét d’effectuer Voptimisation sur des méta-modéles plutdt que directement sur
les données exactes et donnons des méthodes permettant de vérifier la fiabilité
de ces méta-modeles. Finalement, les contraintes posées par Cenaero sont for-
mulées. Ces derniéres permetient de définir plus précisément le conterte et le
but de ce mémoire. Ce chapitre se base principalement sur les références [58, 68].

1.1 Présentation de I'entreprise Cenaero

Ce mémoire, qui concerne les machines a vecteurs de support, a été réalisé
de février 2009 a acQt 2010 en partenariat avec Pentreprise Cenaero. Il a aussi
&té encadré par le département de Mathématique des FUNDP de Namur.

Le centre de recherche appliquée Cenaero est un centre d’excellence en tech-
nologies de simulations numériques fondé en 2002 par un consortium d’univer-
sités et d’entreprises actives principalement dans le domaine de I'aéronautique.
Cenaero est implanté, avec de nombreuses autres entreprises, dans ’Aéropdle
de Gosselies (Belgique). Il se concentre sur le développement de méthodes et de
logiciels modélisant des problémes industriels complexes. L'activité centrale de
Cenaero est la simulation numérique avancée, un procédé permettant d’accélérer
les cycles de conception en limitant le recours & expérimentation et de mieux

16
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comprendre les mécanismes physiques complexes, dans le but de concevoir des
produits optimisés. La mission principale de Cenaero est de venir en aide aux
entreprises dans leurs efforts d’innovation dans un ou plusieurs des domaines
suivants :

» [a fabrication. virtuelle (simulation des procédés d’assemblage tels que le
soudage, 'usinage, ete.}, )

¢ la modélisation des matériaux et des structures (conception en matériaux
composites, mécanique de la rupture, collages, etc.),

¢ la dynamique des fluides multi-physique {aéroacoustique, aéroélasticité,
aérothermique, ete.),

e loptimisation multi-disciplinaire (optimisation d’aubages, de profils, de
structures, etc.).

Cette aide se concrétise en fournissant, au sein de toutes ces disciplines,
des services de consultance, des expertises CAE (Computer Aided Engineering)
de pointe et des logiciels d’engineering high-tech. Le personnel de Cenaero se
compose actuellement d’une cinquantaine de personnes, essentiellement des in-
génieurs et des docteurs spécialisés en méthodes numériques, sciences des ma-
tériaux, fabrication virtuelle, mécanique des fluides (CFD), physique, mathé-
matiques appliquées. Parmi les principales références de Cenaero, on compte
Snecma, Techspace Aero, Airbus, Sabca, Messier-Dowty, Arcelor-Mittal, Re-
nault, Caterpillar, CNES, DCNS et bien d’autres encore. Afin de soutenir toutes
ces activités, Cenaero abrite le centre de caleul HPC (High Performance Compu-
ting) le plus puissant du pays, appelé Ernest. Conginuellement upgradé depuis
2004, Ernest posséde une capacité de plusieurs dizaines de Teraflops et plus
de 2000 processeurs. La puissance de ce super calculateur, nécessaire au déve-
loppement des nombreuses activités de simulations numériques du centre, peut
également &tre mise  la disposition des partenaires de Cenaero.

Le centre de recherche est divisé en quatre groupes : CFD Multi-Physique,
Fabrication Virtuelle, Modélisation Multi-Echelles des Matériaux et Structures,
et Méthodes Numériques et Optimisation. Ce dernier étant le groupe qui a
encadré ce mémoire, nous détaillons ci-apres ses activités. Le centre de recherche
Cenaero collabore avee de nombreux industriels, des éditeurs de logiciels et des
universités au travers de projets wallons et européens, de projets de consultance
et/ou de développement, de recherches avancées, mais également 4 Poccasion de
partenariat avec des étudiants dang la réalisation de mémoires de fin d’études
ct de théses de doctorat afin de rester constamment A Pavant-garde de leurs
thémes de recherche privilégiés et de permettre & leur personnel de se spécialiser
notamment par le biais de doctorats. '

Les activités du groupe Méthodes Numériques et Optimisation ! se concen-
trent principalement sur le développement et I'utilisation de la plateforme d’op-
timigation multi-disciplinaire, Minamo [60, 34, 35]. Celle-ci, basée sur des al-
gorithmes génétiques fortement accélérés par des méta-modéles, permet de ré-

1. Les explications concernant les activités des 3 autres groupes de Cenaero peuvent &tre
consultées dans le Rapport annuel 2008, [68] ou sur le site internet www.cenaero.be.
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soudre des problémes mono- et multi-objectif(s) complexes. Grace 4 un accés
direct aux logiciels CAE durant le processus d’optimisation, Minamo permet la
réalisation et optimisation de designs multi-disciplinaires notamment pour les
industries du secteur aérospatial et automobile. Cest dans le cadre des activités
spécifiques de ce groupe que s'ingerit ce mémoire.

1.2 Contexte et objectifs du mémoire

Ce mémoire est issu d'une demande posée par Cenaero dans le cadre des
activités du groupe Méthodes Numériques et Optimisation et, plus particuliére-
ment, du développement de méthodes d’optimisation basées sur des algorithmes
génétigues fortement accélérés par des modeles % approchés.

1.2.1 Description de Minamo

Minamo est le logiciel d’optimisation multi-disciplinaire développé 4 Ce-
naero. 1l est capable de résoudre des problémes mono- et multi-objectif(s) dans
le cadre d’applications industriclles complexes. Minamo est basé principalement
sur des algorithmes génétiques. Ces derniers sont souvent beaucoup plus ro-
bustes dans leur capacité a identifier Poptimum global que des algorithimes clas-
siques d’optimisation notamment si le probléme n'est pas convexe et contient
plusieurs optima locaux. Ils connaissent un trés grand succés pour les problémes
d’optimisation présentant des optima multiples, plusieurs objectifs contradic-
toires ainsi que des variables de nature mixte (i.e., continues et/ou entiéres).
Les algorithmes génétiques offrent également Pavantage d’&tre particuliérement
bien adaptés pour traiter des fonctions fortement non-linéaires, bruitées et/ou
discontinues. Leur aptitude & gérer des fonctions qui ne peuvent pas étre calcu-
lées (par exemple, des simulations CFD non-convergées) est aussi un de leurs
nombreux avantages.

Cependant le principal point faible des algorithmes génétiques est le nombre
important d’évaluations de la fonction objectif et éventuellement des contraintes.
Cela les rend, dans leur forme la plus pure, inapplicables en pratique pour des
problémes o Pévaluation des fonctions en jeu est cofiteuse en temps de calcul
(ce qui est souvent le cas des études réalisées 4 Cenaero). Le but est alors de
diminuer le nombre d’appels & ces fonctions en utilisant un méta-modéle de
celles-ci.

1.2.2 Meéthodologie d’optimisation

Le principe de base de optimisation assistée par méta-modéle est de cons-
truire un modéle approché du probléme d’origine (i.e., une approximation de la
fonction objectif et éventucllement des contraintes s'il y en a}. Ensuite, ce modéle
mathématique approché¢ peut étre exploité dans une boucle d’optimisation en
lieu et place du modéle numérique original. Le modéle approché peut &tre évalué
rapidement et, par conséquent, le nombre d’évaluations du modéle approché par
l'algorithme d’optimisation ne constitue plus un probléme critique. A la fin de
cette phase d’optimisation, baste sur le modéle approché, nous avons recours i
la simulation numérigue exacte afn d'estimer la qualité de la solution fournie

2. Par la suite, nous utiliserons indifféeremment les termes "modéle" et "méta-modéele".
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par optimisation basée sur le modéle et de recalibrer le modéle approché. Le
schéma d’optimisation utilisé par Minamo est représenté a la Figure 1.1 et & la
Figure 1.2,

DoE

{(Design of Experiments)

l

Evaluation via la

simulation exacte
Construction Oplimisation sur Evaluation du
Base.d? d onnees |—| d'unmeta-moddle |—=| lemé&a-modéle |—=| nouveau pointpar
initiale (RBF, Kriging, 5¥M (Algorith 3 a si et
Enrichissement :
de Ja base de données et du modéle Aml::im
4 la base de données

FIGURE 1.1 - Méthodologie générale de 'optimiseur Minamo.

Cette approche, souvent appelée optimisation assistée par méta-modele, est

de plus en plus privilégice dans le monde industriel car elle permet un gain
de temps de calcul crucial. Pour de plus amples informations le lecteur peut
consulter les références [24, 25]. Comme lillustrent les Figures 1.1 et 1.2, la
méthodologie implantée dans Minamo peut 8tre décomposée en cing grandes
étapes : :

. Un méta-modéle, modélis¢ par les courbes oranges a

1. Une base de données est générée A 'aide d’une technique de plan d’ex-

périences (Design of Experiments - DoE), celle-ci est représentée par les
points bleus au premier schéma de la Figure 1.2, Plusieurs techniques
existent, celles implémentées dans Minamo consistent en des procédures
de remplissage de Pespace et seront présentées par la suite (voir Section
1.2.4).

A la Figure 1.2, est
ensuite construit sur base des points du plan d’expériences dans le but
de construire une relation analytique entre les paramétres d’entrée et les
réponses. Dans notre cas, le modéle sera basé sur les machines & vecteurs
de support (SVM).

. Un algorithme d’optimisation (dans notre cas un algorithme génétique)

est appliqué afin de trouver un optimum, représenté par les étoiles rouges
A la Figure 1.2, en utilisant le(s) méta-modeéle(s) pour estimer la fonction
objectif (et les contraintes).

. La simulation exacte est ensuite utilisée pour évaluer et valider les valeurs

de la fonction objectif et des contraintes a Poptimum trouvé a étape
précédente. Le résultat de ces nouvelles simulations exactes est ajouté a
la base de données. Cette derniére est donc continuellement améliorée par
de nouveaux points, ce qui permet également une amélioration continue
des méta-modéles.
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5. Le processus est répété jusqu’a ce qu’un certain nombre maximal d’itéra-
tions fixé par Putilisateur soit atteint.

\ Etape i

Optimum prédit -/

\.\ (résultat de I’algorithme génétique) //

T

Objectif

W ~___—®  Base de données

Modele approché
®

' Calcul exact pour ’optimum
(simulation exacte)

¥ Etape 1+1

Variable

Objectif

Nouveau modele approché

Ancien modéle approché

Nouvelle base de données
(I’optimum trouvé par simulation exacte

est ajouté a la base de données de 1’étape i)

Optimum prédit (résultat de PPalgorithme génétique)

® .
Résultat calcul exact pour I’optimum (simulation exacte)
Variable

FIGURE 1.2 — Illustration de Poptimisation assistée par méta-modéle 4 la base
de Minamo.
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1.2.3 Algorithme génétique

Outre Pexploitation de méta-modeles, un composant majeur de algorithme
d’optimisation de Minamo est un algorithme génétique. Ce type d’algorithme est
classifié comme une méthode d’ordre zéro car il n’utilise pas d’information sur
les dérivées. Les algorithmes génétiques font partie des méthodes stochastiques
{en opposition aux méthodes déterministes). Leur but est d’obtenir un optimum
global approché et non un optimumn local (contrairement aux méthodes de type
gradient par exemple) & un probléme d’optimisation quelconque en un temps
fini acceptable. Ils sont utilisés en général lorsque I'on ne dispose pas de méthode
exacte (i.e., de méthode qui garantit I'obtention de la solution optimale pour
un probléme d’optimisation donné) pour résoudre le probléme d’optimisation.

Le principe général des algorithmes génétiques repose sur la théorie de Dar-
win de la sélection naturelle, & savoir : "les individus les plus adaptés tendent &
survivre plus longtemps et a se reproduire plus aisément". Les algorithmes géné-
tiques sont basés sur des évolutions stochastiques successives d’un ensemble de
solutions candidates appelées individus. Cet ensemble est lui-méme appelé une
population. L’algorithme génétique implémenté dans Minamo utilise un codage
réel dans lequel les paramétres d’entrée sont toujours représentés par des valeurs
réelles, en opposition au codage binaire qui est aussi souvent utilisé. Les expli-
cations du processus général d’un algorithme génétique sont données ci-aprés et
ce dernier est illustré par la Figure 1.3.

°
Population initiale e
«? o
* ;
Evaluation des individus —r

l

Sélection —~ y\/\[\

'

Gcf.né;:atron Croisements et mutations —~ %\, 0
i=itl . . ®

l

Nouvelle population

I

Terminé
[ ]

NON

{ our

Résultats w f\/\f\

FIGURE 1.3 — Etapes d’un algorithme génétique.
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Le processus général d’un algorithme génétique se déroule de la fagon suivante :

1. Une population initiale est générée aléatoirement. Celle-ci contient des in-
dividus qui possédent les bonnes caractéristiques (nombre et type de génes
corrects, etc.).

2. Une valeur réelle, appelée fitness, peut &tre attribuée a chaque individu

~ de la population initiale. Cette valeur peut étre vue comme une cote, une

maniére de quantifier la qualité de Pindividu. Cette fitness est attribuée
de différentes maniéres selon le probléme traité.

3. Une fois les valewrs de fitness connues pour chaque individu, I'algorithme
sélectionne dans la population les individus susceptibles de donner nais-
sance 4 des descendants grice & un opérateur de sélection. Quelques exem-
ples de sélection sont présentés ci-dessous :

— Sélection par fowrnoi : si la population comporte n individus, n duels
sont effectués. A chaque duel, deux individus sont tirés an hasard. Nous
sélectionnons celui des deux qui & la meilleure fitness. Cet individu peut
alors donner naissance & un descendant,

— Sélection par rang : ce type de sélection choisit toujours les m individus
ayant la meilleure fitness. Le hasard n’entre done jamals en jeu,

- Sélection uniforme : chaque individu a une probabilité identique d’étre
sélectionné. Les valews de fitness n’entrent donc jamais en ligne de
compte.

— Sélection par roulette : chaque individu a une probabilité proportion-
nelle & sa fitness d’étre sélectionné,

4. Les génes de deux individus "parents" sélectionnés dans la population
sont recombinés afin de donner naissance & un descendant. Cette étape
se fait via un opérateur de croisement. Le croisement consiste & mélanger
les gdnes des parents. Il n’a pas lieu dans tous les cas : la plupart des
algorithmes génétiques utilisent une probabilité de croisement.

5. Une mutation est appliguée au descendant, avec une faible probabilité
(généralement comprise entre 0.001 et 0.01), en introduisant du bruit dans
les genes de ce nouvel individu. L’opérateur de mutation assure la diversité
dans la population, évitant une convergence prématurée de 'algorithme
et réduisant la possibilité de rester coincé a un optithum local.
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6. Le processus (i.e., les étapes 2 4 5) est répété jusqu'a ce qu'un nombre
maximum de générations soit atteint, dG & un temps de calcul limité.
I} peut arriver que tous les individus de la population convergent vers
un meéme individu ayant une fitness élevée, mais non optimale. En effet,
lorsqu’une population évolue, il se peut que certains individus qui, & un
instant donné, occupent une place importante au seéin de cette popula-
tion, deviennent majoritaires. A ce moment, il se peut que la population
converge vers cet individu et s'¢carte ainsi d’individus plus intéressants
mais trop éloignés de Pindividu vers lequel on converge. Qutre l'opérateur
de mmitation, il existe des techniques qui permettent d’éviter pareille situa-
tion comme Fajout d’individus générés aléatoirement & chaque génération
ou encore des procédures dites de sharing qui diminuent la valeur de la fit-
ness des individus en fonction de leur densité dans Pespace de conception
(espace dans lequel les individus sont choisis), afin d’gviter une conver-
gence prématurée de l’algorithme. Nous ne donnerons pas plus de détails
sur ces méthodes qui sortent du cadre de ce mémoire [32].

L'algorithme génétique implémenté dans Minamo utilise la fonction objectif
du probléme A optimiser comme fonction fitness des individus, lorsqu'il n’y a
pas de contrainte A satisfaire. Les individus sont déterminés par une sélection
par tournoi. Ceci évite des problémes de mise a échelle si 1a fitness d'un individu
est négative. Les croisements sont effectués par un algorithme qui allie plusieurs
techniques dont le line-crossover et le boz-crossover, Il est & noter que les étapes
de stlection, croisement et mutation ® sont réalisées un nombre de fois égal au
nombre d’individus de la population, ceci afin que la nouvelle population com-
porte un nombre d'individus égal & celui de 'ancienne population. Finalement,
Minamo implémente une méthode d’élitisme. Celle-ci permet, lors de la créa-
tion d’une nouvelle population, d’éviter de perdre les meilleurs individus. Cette
méthode consiste simplement & copier un ou plusieurs deg meilleurs individus
dans la nouvelle population. Pour plus de précisions concernant les algorithmes
génétiques, le lecteur peut se réféerer A [32].

1.2.4 Plan d’expériences

Comme nous 'avons vu dans la structure générale de la méthodologie implé-
mentée dans Minamo, un ensemble de données, représentées par des points bleus
sur les schémas 1, 2 et 3 de la Figure 1.5, évaluées par la simulation exacte, ap-
pelé plan d’expériences, doit &tre disponible afin de construire les méta-modeles.
Dans Minamo, plusicurs techniques d’échantillonnage, dites de remplissage de
Iegpace, ont ét6 mises en ceuvre.

La premiére est I'échantillonnage hypercube Latin (LHS), cf le schéma I de
la Figure 1.5, qui présente Pavantage d’étre facile & implémenter et rapide. De
plus, cette technique ne dépend pas de la dimension de 'espace de conception.
LHS est une technique basée sur la propriété du carré Latin. Un tableau carré
contenant des points est un carré Latin i il y a seulement un point dans chaque
ligne et dans chaque colonne. Cette propriété est illustrée & la Figure 1.4, L’hy-
percube Latin est la généralisation de cette notion & un nombre arbitraire de

3. L’6tape de 1a mutation dépend en fait d'une probabilité de mutation et est donc réalisée
au plus un nombre de fois égal au nombre d’individus de la population. Nous ne rentrons pas
plus en détail concernant cette probabilité car celle-ci sort du cadre de ce mémoire,
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dimensions. La distribution des points LHS n’est pas unique et il se peut que
la répartition des points dans l’espace de conception soit pauvre dans certaines
régions. Celles-ci sont représentées par les zones rouge clair du schéma 1 de la
Figure 1.5.
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FIGURE 1.4 - Propriété LHS.

La seconde technique intégrée dans Minamo est la méthode CVT (Centroi-
dal Voronoi Tessellation), cf. le schéma 2 de la Figure 1.5. Une tessellation de
Voronoi est une maniére de diviser I’espace de conception en compartiments,
basée sur la proximité de chaque point 4 certains points appelés les générateurs.
De plus, cette technique ne dépend pas non plus de la dimension de P’espace
de conception. Les points issus d'un échantillonnage CVT sont meilleurs que
les points issus de LHS en terme de mesures volumétriques de la qualité de
I’échantillonnage. En effet, nous remarquons que les points issus d’un échan-
tillonnage CVT sont bien répartis dans Pespace de conception, comme illustré
par le schéma 2 de la Figure 1.5, c’est-a-dire que la distance séparant les dif-
férents points est plus ou moins uniforme contrairement A la distance entre
les points issus d’un échantillonage LHS. Cependant, le plan d’expériences ob-
tenu par CVT peut présenter de faibles capacités de distribution par rapport
aux points LHS. Cela signifie que si nous projetons les poins CVT sur une des
"faces" de Phypercube, ces points ne seront pas bien distribués contrairement
aux points LHS. De plus, avec la méthode CVT, trés peu de points sont pla-
eés aux bornes et dans les régions proches de celles-ci. Pour de plus amples
informations le lecteur peut se référer & [61].

La troisiéme technique d’échantillonnage implémentée dans Minamo est une
méthode hybride qui combine les avantages des deux techniques évoquées ci-
dessus, d’oit son nom de CVT Latinisée (LCVT), cf. le schéma 3 de la Figure
1.5. L'idée est de commencer par créer un échantillonnage avec la méthode
CVT et d’ensuite appliquer une latinisation a cet ensemble de points, c’est-a-
dire que nous transformons P'ensemble des points CVT en un autre ensemble
de points proches qui satisfont la propriété de ’hypercube Latin. La méthode
LCVT tente donc d’obtenir des propriétés de bonne dispersion dans deux sens
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opposés : LOVT produit un échantillonnage présentant une meilleure capacité de
distribution que CVT tout en préservant une uniformité volumétrique meilleure
qu'avec LHS. De plus, la technique LCVT place des points aux bornes et prés
de celles-ci contrairement a la technique CVT. Ceux-ci sont entourés par des
cercles oranges au schéema 3. Tout comme les techniques LHS et CVT, cette
technique ne dépend pas non plus de la dimension de I'espace de conception. La
Figure 1.5 représente les trois techniques d’échantillonnage implémentées dans
Minamo générant 30 points dans Pespace de conception [-2, 2] x [-2,2].
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FIGURE 1.5 — Exemple des trois techniques d’échantillonnage : LHS, CVT et
CVT Latinisée.

Dans le but d’encore améliorer le méta-modéle qui sera associé au plan
d’expériences et donc de localiser Poptimum global avec plus de précision et
a moindre colt, une procédure d’échantillonnage auto-adaptative de Pespace
de conception a également été implémentée dans Minamo. Démarrant d'un
plan d’expériences initial, réalisé par une des méthodes pré-citées (LHS, CVT,
LCVT), I’échantillonnage auto-adaptatif permet d’augmenter localement la den-
sité de points dans les zones plus complexes de ’espace de conception en se
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basant sur les points du plan d’expériences actuel ainsi que sur la qualité du
méta-modéle construit avec ces points. Pour de plus amples informations le
lectenr peut se référer & [60].

1.2.5 Meéta-modéles

Résondre un probléme d’optimisation en ayant recours 4 un méta-modele
du modéle de la simulation exacte présente un intérét majeur. En effet, 'éva-
luation exacte via la simulation haute-fidélité nécvessite un temps conséquent
pouvant aller jusqu’d plusieurs heures, voire plusieurs jours de caleul. Dés lors,
réaliser 'optimisation directement sur la simulation exacte deviendrait extréme-
ment long du fait des nombreux appels 4 ’évaluation de la fonction objectif. Si
chacun des appels nécessitait plusieurs heures de caleul, la procédure compléte
d’optimisation ne serait pas réalisable dans des délais acceptables. En utilisant
un méta-modéle, Ia convergence du processus d’optimisation est considérable-
ment accélérée.

Les différentes méthodes d’approximation disponibles actuellement dans Mi-
namo sont des méthodes génériques d’approximation comme les réseaux de fone-
tions & base radiale (RBF) ainsi que le kriging [25] ordinaire et universel qui est
une méthode d'interpolation issue de la géostatique [24]. Dans ce mémoire, nous
utiliserons les machines & vecteurs de support pour la construction de méta-
modéles fiables et s’adaptant facilement a des fonctions non-linéaires, comme
cela est expliqué a la Section 1.2.7.

La qualité des modéles augmente avec le nombre d’itérations, puisque de
nouveaux points sont ajoutés 4 la base de données. Par conséquent, la procé-
dure dite du move-limits adapte les bornes des variables au cours du processus
d’optimisation. Le but de la stratégie de move-limits est de confiner la recherche
de l'optimum dans une région de l'espace de conception et done de stabiliser et
d’augmenter la vitesse de convergence de Palgorithme.

L'optimisation se faisant sur des méta-modeles, de la (ou des) fonction(s)
objectif(s} et des contraintes, il est donc primordial d’essayer d’évaluer la qua-
lité de ces surfaces de réponses construites 4 partir de la base de données. La
procédure de cross-validation basée sur le test du Leave-One-Out {LOO), per-
mettant d’estimer la qualité d’un modéle, est une technique qui ne nécessite pas
la création d’un ensemble supplémentaire de points pour la validation.

L’idée principale des différents tests permettant d’évaluer la fiabilité des
méta-modéles sera présentée en détail 4 la Section (2.3.1) ainsi qu’au Chapitre 5.

1.2.6 Objectif du mémoire

L'objectif de ce mémoire est Pétude et implémentation d’une méthode d’ap-
proximation de fonctions, 4 savoir les machines & vecteurs de support ou sépa-
rateurs & vaste marge (SVM). Les SVM sont généralement utilisés pour la clas-
sification de données. Dans ce cas, le but des SVM est de trouver un hyperplan
qui sépare ¢t maximise la marge de séparation entre deux classes comme nous le
verrons par la suite. Le probléme de la recherche de Phyperplan séparateur pos-
séde une formulation duale, ce qui permet au probléme d’étre résolu 4 l'aide de
méthodes d’optimisation quadratique. Cependant, nous pouvons aussi utiliser
les SVM comme technique de prédiction de fonctions. Finalement, nous com-
parerons les résultats obtenus pour les SVM avec d’autres méthodes d’approxi-
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mations disponibles dans le logiciel Minamo sur des fonctions mathématiques
présentant des difficultés variées.

Cette nouvelle méthode d’approximation se basant sur les SVM sera inté-
grée dans Minamo et devra done pouvoir fonctionner avec les autres programmes
utilisés par Minamo. Clest pourquoi implémentation de cette méthode a, en
partie, été réalisée sur le site méme de Cenacro. Puisque nous devons intégrer
cette implémentation au logiciel Minamo existant, il est indispensable dans un
premier temps de comprendre le fonctionnement de ce programme afin de pou-
voir en modifier certaines parties.

Pour les optimisations réalisées par Cenaero, la contrainte de temps est es-
sentielle. La méthode proposée doit donc pouvoir traiter les problémes en un
temps acceptable. En effet, Cenaero réalise de la consultance et doit done étre
en mesure de fournir une réponse 4 ses clients dans des délais raisonnables.

Finalement, il est souhaitable que la méthode d’approximation basée sur les
SVM, qui est le sujet d’étude de ce mémoire, retourne une solution aceeptable
sinon meilleure que celle proposée par les méthodes actuellement utilisées dans
Minamo et qu’elle puisse aussi améliorer Ia réaction du modeéle face au bruit.



Chapitre 2

L’apprentissage automatique

RESUME. Dans ce chapitre, nous introduisons de maniére formelle les con-
cepts fondamentaux de Uapprentissage automatique & partir de données. Nous
introduisons également plusieurs définitions, termes et nolations importantes
qui seront nécessaires par la suite dans ce mémoire. Ensuite, nous rappelons
et détaillons les problémes bien connus de la classification et de la régression.
Ces deuz techniques sont d la base de la construction de systémes, problémes
plus complezes, dont celui traité dans ce mémoire & savoir, les SVM. Fina-
lement, nous introduisons les modéles non-lindaires el lo question du sur- et
sous-apprentissage. Ce chapitre se base principalement sur [10, 6, 12, 67, 42].

2.1 Probléme général

La résolution de problémes mathématiques par la construction de machines
capables d’apprendre A partiv d’expériences caractérise ’approche fondamentale
de apprentissage automatique souvent sussi appelé Machine Learning (ML).
Parmi les techniques de ML, nous trouvons principalement les méthodes super-
visées et les méthodes non supervisées. Dans ce mémoire, nous nous intéressons
uniquement aux méthodes d'apprentissage supervisées. Celles-ci ont pour but
de construire une fonction f qui permet d’approcher au mieux une fonction in-
connue 4 partir d’un ensemble fini de données étiquetées (i.e., du type entrée -
sortie) appelé ensemble d’apprentissage.

Deéfinition 2.1.1 (Ensemble d’apprentissage, vecteur d’entrée et de sortie)
Soit n couples "enirée - sortie" représentant les données,

&= {(mllyl)s'"a(wi)yi)i"‘i(:vmyn)}

ot x; € X est le ieme vecteur d’entrée et y; € Y est le vecteur de sortie corres-
pondant, 'ensemble de ces n donndes est appelé ensemble d’apprentisage.

Afin de définir le probléme général étudié dans ce mémoire, nous décrivons ci-
aprés le fonctionnement d'un systéme d’apprentissage.

28
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Un systéme d’apprentissage automatique & partir de données peut étre dé-
crit & P’aide de trois modules. Ceux-ci ont été introduits par Vapnik [66] et sont
illustrés a la Figure 2.1.

1. Un générateur de données aléatoires x € X, (i.e., de vecteurs d’entrées).
Ces vecteurs d’entrées sont supposés indépendants et identiquements dis-
tribués (i.i.d.) suivant une distribution de probabilité inconnue p(z). Dans
notre cas, les générateurs possibles sont les techniques d’échantillonnage
LHS, CVT et LCVT (voir Section 1.2.4).

2. Un superviseur qui & chaque vecteur d’entrée z associe un vecteur de
sortie y € Y suivant une distribution de probabilité également inconnue,
définie sur les paires (,y) € X x Y, p(z, y). Pour de plus amples informa-

- tions le lecteur peut se référer a [16]. La sortie y est donc obtenue par une
fonction inconnue g, qui dépend de p(z, y), appliquée au vecteur d’entrée

T, Y= g('?-‘)

3. Une machine d’apprentissage qui a pour but de trouver une fonction
f appartenant i une classe F de fonctions admissibles (i.e., fonctions qui
vérifient une structure particuliére ou qui satisfont 4 certaines hypothéses)
qui approximent la fonction g,

F = {fs tel que a € A ot A est un ensemble de paramatres}.

Cette fonction f produit donc pour le vecteur d’entrée z une sortie § qui
est la plus proche possible de la sortie y du superviseur,

: X vecteur g
Générateur |— Superviseur —
d’enirée &H

Données
@..,(x,y ) (ensemble d’apprentissage)
Machine
d’apprentissage

(Apprentissage automatique) -

Figune 2.1 - Machine Learning supervisée. La fonction f(z) est une estimation
de la fonction inconnue g(z) transformant z en y.
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Le probléme général ¢tudié dans ce mémoire peut maintenant étre formulé.

Définition 2.1.2 (Probléme général)
Soit ’ensemble d’apprentissage

8= {(z1,11)s++, (xivyi), vy (@n,un)}

Le probléeme général de l’apprentissage automatique consiste & trouver un mo-
déle (i.e. une fonction) f € F qui approzime au mieuz la fonction inconnue
transformant les vecteurs d’entrées x; € X eny; € V.

Afin de déterminer quelle est la meilleure approximation f de la fonction incon-
nue g, nous devons introduire un critére de sélection. Celui-ci est basé sur la
minimisation d’un certain risque et est introduit a la Section (2.1.1).

Remnrquo&a

1. Parmi les techniques de ML supervisées, nous pouvons par exemple citer
les méthodes de classification, qui seront présentées plus en détail a la
Section 2.4. Dans ce cas, une donnée est un objet ou sa représentation
accompagnée de la catégorie a laquelle il appartient. La fonction f(z) es-
timée détermine alors la relation entre les différents objets et leur catégorie.

2. Dans le cas des techniques non-supervisées, les objets sont présentés sans
leur catégorie. Un exemple type des méthodes non-supervisées est le clus-
tering. Nous n’entrerons pas plus dans les détails concernant les techniques
non-supervisées car ce n’est pas le but de ce mémoire.

2.1.1 TFonction d’erreur et risque

Soit ’ensemble d’apprentissage
§= {($1,’y1), ey (misyi)a ety (:E?I:yn)}

dont les données sont tirées, comme expliqué précédemment, suivant une dis-
tribution de probabilité inconnue p(z,y). Notre objectif est de trouver f € F
telle que lestimation f(z) = § de la réponse du superviseur soit la meilleure
possible. Le choix de cette fonction f va dépendre des n données de I'ensemble
d’apprentissage i.i.d. suivant la distribution de probabilité p(z,y) mais aussi de
la minimisation d’un risque R[f]. Le risque R[f] du modéle f, appelé risque
fonctionnel, est défini comme le décalage entre la réponse y du superviseur pour
le vecteur d’entrée a et la réponse f(z) fournie par la machine d’apprentis-
sage. Ce décalage est mesuré, donnée par donnée, a Paide d’une fonction codt
I(f(z),y) ou f € F. Le risque fonctionnel est donné par

Rl = BIU@w) = [ W@ pey) dody. @)
Axy

Finalement, la meilleure approximation correspondra a la fonction f qui mini-

mise ce risque

f = arg min(R[f.])-
fu€F
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R(Jl]]ill'([ll(?S

1. Le risque fonctionnel dépend de la famille de fonctions F et de la distri-
bution de probabilité p(z, y).

2. Le risque fonctionnel représente 'erreur moyenne commise sur toute la
distribution p(z,y) par la fonction f(z).

3. EI(f(x), )] 1"eprésente Pespérance de la fonction coat I( f(z),y).

Le risque fonctionnel ne peut cependant pas étre calculé explicitement car
nous ne connaissons pas la distribution de probabilité p(z,y). Donc les algo-
rithmes d’apprentissage doivent estimer le risque R[f] en utilisant uniquement
I’ensemble d’apprentissage S. Pour cela, lors de apprentissage automatique,
une bonne estimation du risque fonctionnel est donnée par le risque empirigue.
Celui-ci est défini comme suit

Remplf] = Bslf] = 7 -1/ (@) (22)

olt n = |&§| est le cardinal de 'ensemble S (i.e., le nombre de données de I'en-
semble d’apprentissage). Afin de sélectionner la meilleure fonction f(z) € F, il
faut donc déterminer I’ensemble de paramétres « € A dont la fonction f dépend
tel que Remp[f] soit minimal. En d’autres mots, le critére de sélection de la
meilleure fonction f est
f=arg min(RempUa])'
fa€

Ce critére de sélection est appelé Minimisation du Risque Empiriqgue (MRE).
De plus, Pestimation du risque fonctionnel peut étre utilisée pour évaluer la
performance des algorithmes d’apprentissage et des modéles en résultant. Plu-
sieurs estimations du risque fonctionnel sont données & la Section 2.3 mais nous
devons pour cela définir les hyperparamétres. Dans les sections suivantes nous
traitons les problémes de la classification et de la régression et nous introduisons
les choix de la fonction de cotit I correspondant & ces deux problémes.

2.2 Les hyperparameétres

Les paramétres rencontrés dans le processus d’applentlssage automatique
d’un modéle peuvent étre divisés en deux catégories.

e Les paramétres o sont les différents paramétres du modéle, c’est-a-dire
de la fonction f € F. Les valeurs de ces paramétres sont déterminées par
Palgorithme d’apprentissage (i.e., la machine d’apprentissage).

{Exemple de paramétres n-|

Le vecteur w et la constante b qui déterminent I’hyperplan dans le cas des
. SVM (voir Chapitres 3 et 4) font partie de ces paramétres.
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e Les hyperparamétres  sont des paramétres complexes qui influencent
la procédure d’apprentissage et donc la forme générale du modéle. Ce sont
des constantes qui définissent une instance particuliére d’un algorithme
d’apprentissage. Généralement, ces paramétres sont fixés au moment de
I'implémentation ou de exécution de P'algorithme par le programmeur.
Cependant, il existe des méthodes qui permettent de déterminer automa-
tiquement ces hyperparamétres.

Exeuiple d’hyperparameétres r)]

Les variables ¢ et C' du probléme d’optimisation & marge souple pour les
SVM (voir Chapitres 3 et 4) ou encore les paramétres des noyaux (voir
Section 3.4.2) sont des hyperparamétres.

En d’autres mots, o sont les paramétres du modéle et 7 sont les paramétres
de Palgorithme d’apprentissage. Déterminer les hyperparamétres # optimaux
minimisant le risque empirique (2.1) est une tache complexe et requiert souvent
de devoir estimer les performances du modéle (voir Section 2.3).

Une méthode souvent employée est de réaliser une recherche a I’aide d’une
grille, c’est-a-dire de tester différentes valeurs pour 5 et d’estimer le risque fone-
tionnel (2.1) impliquant donc la construction d’un modéle pour chaque jeu de
valeurs des hyperparamétres 7. Le meilleur jeu d’hyperparamétres correspond
au meilleur modéle f € F (i.e., ayant le risque fonctionnel minimum). Cette
procédure peut étre trés colteuse en terme de temps de calcul mais peut étre
accélérée en commencant la recherche sur une grille générale et en restreignant
ensuite celle-ci autour des valeurs donnant les meillewrs résultats (i.e., modéles).
Cependant, cette méthode est difficilement utilisable pour plus de deux hyper-
paramétres car elle serait beaucoup trop cofiteuse en temps de calcul et done
d’exécution . Pour un exemple de la stratégie de recherche des hyperparamétres
a l'aide d’une grille on se référera au Chapitre 6. De plus, d’autres méthodes ont
été proposées citons par exemple les approches évolutionnaires [26] ou encore
les approches de type gradient [13, 4]. Ces méthodes ne sont pas développées
dans ce mémoire.

2.3 Estimation du risque fonctionnel

Une des procédures la plus' simple pour estimer le risque (2.2) d'une machine
d’apprentissage est de calculer I'erreur moyenne
5]

> U (i), i) (2.3)

i=1

1

E‘[f]:E

sur un ensemble indépendant de données S. Lorsque les données de S ne sont

ni utilisées pour 'apprentissage ni pour le calcul des hyperparameétres, alors S
: pp v )

1. Comme expliqué au Chapitre 1, pour Cenaero le temps de calcul est crucial. Un temps
d’exécution de plusieurs heures pour tester tous les hyperparamétres.possibles dans le but de
construire le meilleur modéle n’est absolument pas envisageable.
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est appelé lensemble test et Pestimation Fg[f] du risque fonctionnel est appe-
lée Perreur de test.-D'autre part, lorsque les données de § sont utilisées pour
Papprentissage, alors S est appelée ensemble de validation et E4{f] est appelé
Verreur de validation.

2.3.1 Validation croisée

Lorsque nous disposons d’un ensemble d’apprentissage dont le nombre de
données est limité, nous ne pouvons pas en extraire une partie pour la valida-
tion d’un modeéle ou pour différents tests. Dans ce cas, une validation croisée
doit 8tre utilisée afin de pouvoir estimer R[f] et ainsi la qualité du modéle. Cette
procédure se déroule comine suit :

Algorithme 1 Validation croisée
1: Diviser Pensemble d’apprentissage S en k € IN sous-ensembles

Sj, Vit1<j<k

de | 2] données, ot |-] représente la partie entiére.
for j =1 jusque k do
Construire un modéle f 4 partir de S\S;. .
Evaluer Perreur Eg,(f} de f sur le sous-cnsemble S; restant par (2.3).
end for
Caleuler Vestimation R.siimate[f] comme étant Perreur moyenne

k
EES (/1.

S?:CJ!Q-CAJ!\J

?“il—‘

Hestimate[f]

Plus % sera grand, plus P'estimation sera précise. Il est & noter que le temps
de ealcul augmente avec k et peut donc étre trés long. ‘Une estimation par
validation croisée quasi non biaisée, appelée test du Leave-One- Out (LOO), est
obtenue pour le cas limite k = n. C’est donc un cas particulier de validation
croisée qui permet d’estimer fa qualité d'un modéle et ne nécessite pas la création
dun ensemble supplémentaire de données pour la validation cu pour différents
tests. Le principe général du LOO est donc de créer un modéle en utilisant
n — 1 données. La donnée exclue est estimée avec le modéle construit et cette
prédiction est alors comparte avec la valeur exacte en ce point. Ce processus est
répété pour chacun des n points de Pensemble d’apprentissage, nous obtenons
ainsi un ensemble de réponses estimées (avec le LOO) qui peut &tre comparé
avec les n valeurs exactes. Ces deux ensembles de valeurs sont alors analysés
statistiquement. La qualité de la corrélation entre ces valeurs peut étre mesurée
par le coefficient de corrélation, noté R. La définition du coefficient de corrélation
est donnée a la page suivante.
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Définition 2.3.1 (Coefficient de corrélation) :
Supposons que nous ayons les tableauz suivants ! (#1,..., 2n) et (Y1,...,¥n) pour
les réponses estimdées et les valeurs exvactes. Alors, le coefficient de corrélation

R est donné par

Z(z. —E)(y — )
R= , (2.4)

\/ i — %) \/E(yz )

et est towjours compris entre —1 et 1. Plus proche de 1 sera le coefficient de
corrélation, meilleur sera le modéle.

Pour la validation des hyperparamétres # sur un ensemble d’apprentissage
assez important, la procédure LOO peut devenir trés cofiteuse en temps de
calcul car elle nécessite la construction de n modéles pour chaque valeur de
7. La validation croisée avee un k << n offre une alternative pratique. Clest
pourquei nous avons choist d’utiliser cette technigue.

Une protédure de validation croisée a été implémentée dans le logiciel Mi-
namo afin de pouvoir évaluer les performances de I'algorithme SMO (voir Cha-
pitre 5). De plus, la procédure de recherche des hyperparamétres se base sur
Pestimation du modéle obtenue par la validation croisée afin de sélectionner
les meilleurs hyperparamétres. Pour de plus amples informations le lecteur se
reportera au Chapitre 6.

2.4 La classification

La classification a pour but de trouver un modéle appelé classificateur qui
associe & un vecteur d’entrée (généralement décrit par un ensemble de caractéris-
tiques) une classe. Ce modéle permet donc la reconnaissance (i.e., clagsification)
de nouveaux éléments représentés par des vecteurs d'entrées. 1l existe de nom-
breuses applications de la classification, citons par exemple, la reconnaissance
d’images, de caractéres ou encore la reconnaissance vocale. Par la suite, nous
décrivons approche suivie dans ce mémoire dans laguelle un classificateur cor-
respondra & un ensemble de surfaces séparatrices dans l'cspace des entrées. Le
probléme de classification supervisée & n classes peut étre énoncé comme suit.

Définition 2.4.1 (Le probléme de la classification et label {classe))
Soit Uensemble d’apprentissage

8= {(m,91), 005 (Tn, W)}
ot x; € IR® et y; € {1,...,m}, avec m < n représente la classe d’appartenance
du vecteur d’entrée x;. Dans le cas de la classification, le vecteur de sortie y;
est appelé label ou classe.
Le probléme de la elassification a pour but de trouver un classificateur
F: A=), oa feF

qui ‘détermine correctement Uappartenance ¢ une classe d’entrées inconnues z,
sur base de 'ensemble d’apprentissage S.
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Dans ce contexte, I'espace de sortie ) contient seulement. des valeurs discrétes
et la fonction de coit peut étre définie comme

1(f(2),y) = { Lsi f(z) # 9, (25)

0 sinon.

Le risque fonctionnel R[f] d’un classificateur peut &tre vu comme la probabilité
que f ne classifie pas correctement une donnée tirée de maniére aléatoire a partir
d’une distribution D. Cependant, le risque fonctionnel devient une fonction non
lisse et non différentiable, elle ne peut done plus étre minimisée. C’est pourquoi,
les algorithmes d’apprentissage implémentent généralement des approximations
lisses de (2.5). Dans les sections suivantes, nous décrivons Papproche suivie dans
ce mémoire, dans laquelle un classificateur correspond & un ensemble de surfaces
séparatrices dans 'espace d’entrée.

2.4.1 La classification binaire

Dans ce mémoire, toutes les méthodes sont présentées dans le contexte de
la classification binaire (i.e., probléme a deux classes : m = 2}, dans laquelle les
labels y; € Y = {—1,+1} peuvent uniquement prendre deux valeurs distinctes.
La plupart du temps, nous interprétons +1 et —1 respectivement comme I'ap-
partenance et la non appartenance & une catégorie déterminée. Dans ce cas, le
probléme de la classification consiste & trouver une surface séparatrice ‘H sépa-
rant Pespace des entrées X' en deux demi-espaces, chacun d’eux étant assigné
a une classe. La surface séparatrice peut 8tre décrite par une fonction & valeur
réelle h comme

H={z: h{z)=0}.
Le classificateur f correspondant classifie alors une entrée 2 par rapport au coté
de H ot se trouve z. Sa sortie est donc donnée par

(@) = sign(h(z)), (2.6)

comme illustré 4 la Figure 2.2 pour le cas linéaire (voir Section 2.4.2).

FIGURE 2.2 — Classificateur linéaire séparant les points bleus et les points rouges
par un hyperplan.
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2.4.2 La classification linéaire

Pour la classification linéaire, la surface de séparation H est appelée un
hyperplan et est défini par

He{z:h@) = (w,2) +b=0} (2.7)

of le vecteur w et b sont des paramdtres et { , } représente le produit scalaire
dans P’espace d’entrée X'. Trouver un hyperplan compatible avec Pensemble d’ap-
prentissage

S ={(z1,31)s 0 (@0, )}

peut 8tre écrit comine le probléme suivant

trouver f(x) tel que v = f(2;) = sgn{{w,2) +b) = { _11 Wil <i<n,
(2.8)
ou de maniére équivalente 2
yil{w, 2+ 0 >0, i=1.,n _ (2.9)

Sl existe un tel hyperplan, alors I'ensemble d’apprentissage est dit lindairement
séparable. Une définition plus précise est donnée a la Section 3.1.2

2.4,.3 La classification non-linéaire

La plupart des thches de reconnaissance réelles sont fort complexes. C'est
pourquel nous avons besoin de classificateurs capables d'implémenter des sur-
faces de séparation plus complexes (i.e., non-linéaire).

Hyperplan séparateur dans ’espace de redescription

Dans ce mémoire nous nous concentrons principalement sur les méthodes
& noyau pour la classification non-linéaire. Ces méthodes permettent d’utiliser
les classificateurs linéaires et leurs algorithmes pour traiter des problémes non-
linéaires. L’approche générale est la snivante : la classification non-linéaire peut
atre résolue en transformant les données dans un espace de grande dimension
‘R, appelé espace de redeseription, par
@ A& — R
z = Ofx)
et effectuer la classification linéaire (i.e. construire Phyperplan) dans cet espace
de redescription. En effet, il a été démontré qu’un ensemble de données d’ap-
prentissage de n points représenté dans P'espace de redescription de dimension
dx > p peut toujours étre linéairement stparé par un hyperplan [66]. Le classi-
ficateur résultant est donné par )

f(2) = sign({w, ®{z)} + D), (2.10)

2. Pour de plus amples informations le lecteur se reportera au Chapitre 3.
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ot w € F C RY™ et {.,-) représente le produit scalaire dans 'espace de redes-
cription R. '

Exemple

Considérons les données représentées dans I'espace d’entrée, au schéma
gauche de la Figure 2.3. Dans cet exemple, une surface de sépara-
tion non-linéaire (une ellipse) est requise pour classifier correctement
toutes les données. Cependant, si nous utilisons une transformation
non-linéaire
®: R — R?
; w0 a2
(z1,22) — (21,22, 28) = (&3, V22129, 23)

alors les données deviennent linéairement séparables dans ’espace
de redescription.

X2

FIGURE 2.3 - Transformation @ : (z1,z2) — (21,22, 23) de P'espace d’entrée
(gauche) dans Pespace de redescription (droite) permettant une séparation li-
néaire des données.

Cependant, la construction et les performances de généralisation peuvent se
dégrader lorsque la dimension de I'espace de redescription R croft. Ce phéno-
méne est appelé malédiction de la dimension (Curse of dimensionality) [5, 8].
Par la suite, ce probléme sera surmonté a 1’aide de 1’astuce du noyau qui est
présentée & la Section 3.4. ‘

2.4.4 Sur- et sous-apprentissage

Pour de petits ensembles d’apprentissage, minimiser le risque empirique peut
conduire & un probléme de sur-apprentissage. Par exemple, un classificateur ap-
prenant par coeur toutes les données de Pensemble d’apprentissage peut avoir
un risque empirique proche de zéro mais ne pas étre capable de généraliser 3, de

3. Un classificateur a un grand pouvoir de généralisation s'il fournit de bons résultats sur
les données différentes de celles qui ont été utilisées pour "apprentissage.
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classifier de nouvelles données, c’est-a-dire ayant un risque fonctionnel élevé. Ce
probléme est da & une complexité non-contrainte du modeéle (voir Section 3.7
pour la définition de complexité d’un modéle). La complexité d’un modéle est
lié & Pespace de fonction F que peut implémenter un algorithme d’apprentis-
sage. Intuitivement une complexité faible (respectivement élevée) correspond a
un ensemble F de petite (respectivement grande) dimension, par exemple uni-
quement des fonctions lin¢aires comme c’est le cas pour les classificateurs SVM
linéaires (voir Section 3.2). Une complexité non-contrainte correspond donc a
toutes les fonctions possibles et imaginables. C’est pourquoi si nous ne contrai-
gnons pas le modéle, il est trés facile de construire un classificateur donnant
un risque empirique nul, (n’importe quel modéle f telle que f(x;) = y;) mais
qui ne minimise pas forcement le risque fonctionnel. Pour un exemple d’un tel
classificateur, le lecteur peut se référer a la Section 3.4.

Pour illustrer ce probléme, envisageons de classer les données d’un ensemble
d’apprentissage S représentées, au cas 1 de la Figure 2.4, par les points bleus et
rouges 4 'aide d’un classificateur non-linéaire et non contraint et d’un classifica-
teur lincaire. Les deux classificateurs minimisent leurs erreurs d’apprentissage.
En fonction de la vraie distribution inconnue des données, le classificateur li-
néaire et non-linéaire peuvent étre soit en situation de sous-apprentissage, soit
en situation de sur-apprentissage. En effet, si les données.sont réellement dis-
tribuées comme illustré au cas 2 alors le classificateur linéaire est en situation
de sur-apprentissage car il classifierait les points de la zone rouge (respective-
ment bleu) comme faisant partie de la classe des points bleus (respectivement
rouges). Si contrairement, les données sont réellement distribuées comme illus-
tré au cas 3, alors le classificateur non-linéaive est clairement * en situation de
sur-apprentissage. Il faut donc trouver un compromis entre adéquation aux don-
nées et complexité du modeéle. Les SVM sont une des méthodes permettant de
réaliser correctement ce compromis. De plus, une justification théorique de ce
fait est donnée & la Section 3.7.

¥ Yy

¥y
Cas | Cas 2 Cas 3
* Classificatear lindai . ks
Classificateur o« ® % @ ... .a g 5 S e o %9 0 c'l o Classificateur
. . lu\.l.! apprentissage W . ! Iiﬁéakc

L]

Classificateur Classificatenr Classilicateur

non lindaire non lindaire non linéaire
* x sur zpprentissage X

FIGURE 2.4 — Classificateurs linéaire et non-linéaire construits sur un ensemble
d’apprentissage clairsemé (cas 1). En fonction de la vraie distribution des don-
nées, le classificateur linéaire peut étre en situation de sur-apprentissage (cas 2)
ou le classificateur non-linéaire peut &tre en situation de sur-apprentissage (cas
3) .

4. L'’explication est similaire au cas 2.



39 : Chapitre 2. L’apprentissage automatique

Remarque

Si nous choisissons une classe de fonction F trop petite, il peut étre
impossible de trouver une bonne solution.

2.4.5 La classification multi-classes

Une approche générale pour les problémes de classification multi-classes (i.e.
le nombre de classes m > 2) consiste & construire un ensemble de classificateurs
binaires, chacun d’eux étant assigné a une tiche particuliére. Deux méthodes
sont principalement utilisées :

e la méthode One-against-all. Chaque classificateur binaire est construit
pour séparer une classe de toutes les autres (i.e., attribuer le label 1 aux
données de l'une des classes et le label —1 & toutes les autres données).
Cette méthode requiert la construction de n classificateurs.

o la méthode One-against-one. Chaque classificateur binaire est construit
" pour faire la distinction entre deux classes. Cette méthode requiert la

construction de Eﬁ]l i = m{m — 1)/2 classificateurs binaires.

11 existe aussi plusieurs machines d’apprentissage capables de résoudre di-
rectement les problémes multi-classes tels que les réseaux de neurones ou les
machines & vecteurs de support multi-classes [21]. Le probléme de la classifica-
tion multi-classes n’est pas le but de ce mémoire, c¢’est pourquoi nous n’entrons
pas dans les détails concernant celui-ci. Le lecteur peut se référer a [12].

2.5 La régression

La régression a pour but de trouver un modéle qui soit capable d’expliquer
une variable dépendante a valeurs réelles & partir de variables explicatives. Il
existe de nombreuses applications de la régression en mathématique, principa-
lement en statistique. Le probléme de la régression énoncé comme un probléme
d’approximation d’une fonction est donné comme suit

Définition 2.5.1 (Le probléme de la régression et vecteur de régression)
Soit l'ensemble d’apprentissage

S {(wl,y,),...,...,(mmyn)}

ot z; € IRP et y; € IR. Le probleme de la régression a pour but de trouver
une fonction f : X — Y et f € F qui peut prédire la valeur de la sortie
y € IR pour un vecteur d’entrée x € RP par y = f(x), sur base de Uensemble
d’apprentissage S. Dans le cas de la régression, le vecteur d’entrée x est appelé
vecteur de régression.

Dans ce contexte, la fonction de colit donnée par

@) = (v — F@) | (2.11)
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est souvent utilisée dans le risque (2.1), conduisant A Perreur quadratique moyenne
(MSE pour Mean Square Error) bien connue. Dans ce mémoire, la notation MSE
fera référence au test d’erreur réalisé sur un ensemble test S, comme pour (2.3)
et donné par :
1 18]
MSE = = i — J(@0))" (2.12)

151 =

Remarque

Afin de vérifier la qualité de nos modéles, nous utiliserons I’errcur
RMSE qui est définie comme la racine carrée de 'erreur MSE. Pour
de plus amples informations, le lecteur se référera au Chapitre 6.

2.5.1 La régression linéaire

Le but de la régression linéaire est de construire un modéle f € F qui soit
linéaire par rapport aux vecteurs d’entrées de Pensemble d’apprentissage. Dans
le cas non bruité, ce probléme peut étre énoncé comme le probléme admissible
suivant

trouver w tel que y; = f(z;) = (w,zy), Vi:1<i<n, (2.13)
oit le vecteur w contient les paramétres du modeéle. Cependant, dans la plupart
des cas, les données sont bruitées et le probléme devient alors un probléme de
minimisation du risque empirique (2.2) ou de maniére équivalente, un probléme
de minimisation de la norme des résidus ||y — Xw||z od X est une matrice
dont les colonnes sont les vecteurs d’entrées z; (i-=1,...,n) et y est un vecteur
dont les composantes sont les sorties y; (i = 1,...,n), comme représenté a la
Figlre 2.5. Si la norme des résidus est la norme Euclidienne, correspondant
a une fonction coQt quadratique pour (2.1), alors ’estimateur bien connu qui
minimise la somme des carrés des résidus est donné par

w=(XTX) ' xTy. (2.14)
Remarques

1. Pour de plus amples informations sur la régression linéaire le lecteur pourra
se réferer 4 [18].

2. Différents estimateurs peuvent étre définis en choisissant différentes fonc-
tions de cotit pour (2.1) ou encore en choisissant d’autres normes pour les
résidus. Par exemple, un autre estimateur bien connu est obtenu pour la
fonction de cott I(f(z),y) = |y — f(z)], correspondant & l'utilisation de la
norme {; pour les résidus. .

2.5.2 La régression non-linéaire

Iapproche généralement suivie pour Papproximation d’une fonction non-
linéaire est de construire un modeéle linéaire sur base des données transformées,
®(z). En fonction des différentes transformations @ : x — &(z), différentes
classes de modéles peuvent étre définies.
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FIGURE 2.5 — Régression linéaire & partir de données bruitées.

2.5.2.1 Les modéles paramétriques

Les modéles paramétriques ont une structure fixée (i.e., le modele) et un
nombre de paramétres qui sont déterminés sur base des connaissances a priori.
Citons par exemple en statistique, une distribution normale comme modéle
ayant comme paramétres la moyenne et la variance ou encore la régression
lingaire multiple. Nous n’entrons pas plus dans les détails de cette classe de
modeéles, Cependant, le lecteur peut se référer & [46, 54] pour de plus amples
informations.

2.5.2.2 Les modéles non-paramétriques

Les modéles non-paramétriques font référence aux modeéles dont la structure
n’est pas définie a priori mais est au contraire estimée & partir des données.
Dans ce cas, le nombre de paramétres n’est bien str pas fixé 4 'avance.

Modéles polynomiaux

Les modéles polynomiaux construisent une fonction f définie par un polynome
de dimension p et de degré d

f(z) =wo + Z'wk{m]k + Z Z Wey by [ [2]2 + .0+ Z E Wy .ok [ 2] 1]y

k=1 ky1=1kg=1 ki=1  kg=1
(2.15)

ofl [z représente la k®™® composante du vecteur de régression x. Ces modéles,
dépendant du degré d, peuvent étre utilisés pour approximer une trés grande
classe de fonctions non-linéaires comme illustré a la Figure 2.6. Malheureusement
le nombre M de paramétres w augmente rapidement avec la taille de x et avec
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le degré d du polynéme

. (d+p)
M= T

Ce nombre implique clairement que les modéles polynomiaux souffrent donc de
la malédiction des grandes dimensions. Finalement, le modéle (2.15) peut étre
reformulé comme un modele linéaire

A
fla) = f(#) =00 + Zakak

i=1

o 0" correspond au kM terme de (2.15) avec un changement de variable
de x vers . Cette forme paramétrisée peut étre estimée par les méthodes de
régression liné¢aire standards.

o%

degré : 9
degré ; 7

& oliaiznss
K ore
\ degre ;5

N A

FIGURE 2.6 — Régression non-linéaire réalisée i 'aide de modéles polynomiaux
de différents degrés.

Réseaux de fonctions a base radiale

Les réseaux de fonctions & base radiale (RBF') sont un des modéles connexion-
nistes® les plus connus et simples & mettre en oeuvre. Ils sont basés sur une
expansion de

f(@) = o fulw), (2.16)
k=1

5. "Discipline concernant les techniques de simulation des processus intelligents par des
réseaux de neurones et des ordinateurs neuronaux, l'intelligence étant alors censée se trouver
dans ’agencement des connexions et non pas directement dans une suite de calculs (i.e., séries
d’opérations algébriques)" [http ://jargonf.org/wiki/connexionnisme].
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ofl n est le nombre de données de 'ensemble d’apprentissage. Les fonctions de
base fi(z) peuvent étre différentes pour chaque k. Généralement, ces fonctions
de base sont construites en faisant varier un ensemble de paramétres (o,7).
La fonction de base probablement la plus connue est la fonction de base radiale
(RBF) qui est une fonction ¢ symétrique autour d’un centre -y et est donnée par
frl@) = &(||z—%|], ox) , ot || || est une norme et oy représente la largeur de ces
fonctions a base radiale ¢. Un modéle ou réseau RBT calcule une combinaison
linéaire de fonctions radiales i

1@ = 3w dllle —wll,ow).
k=1

Le but de ’approximation est alors de trouver les poids w qui minimisent
lerreur entre les réponses réelles y et celles prédites par le modeéle f(z). Cenaero
utilise principalement deux types de fonction de base : la fonction Gaussienne
et la fonction multiquadratique. Les expressions de ces deux fonctions de base
sont données dans le tableau ci-dessous et sont illustrées & la Figure 2.7.

Expression de ¢(||z — vi||, o%)
2
) JETEEEAT )
Gaussienne e( 2ej;
Multiquadratique “z—;":“,ﬁ el

Tableau 2.1 — Expressions des fonctions de base d’un modéle RBF.

35
~— Gaussian
w— Multiquadric

3.0

2.5

1.0

0.5

0.0 T T T T

FIGURE 2.7 — Représentation des fonctions a base radiale Gaussienne et multi-
quadratique.
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Finalement, le fonctionnement général des réseaux de fonctions & base radiale
peut &tre divisé en trois ¢tapes décrites par 'algorithme suivant

Algorithme 2 RBF

1: Choisir une fonction de base.
2: Déterminer le nombre et les paramétres des fonctions de bases.
3: Calculer la valeur optimale des poids wy. de (2.16)

Pour de plus amples informations concernant les réseaux de fonctions & base
radiale le lecteur peut se référer a [10].

2.5.3 Sur-apprentissage et Sous-apprentissége

Pour la régression non-linéaire, nous pouvons aussi étre confronté au pro-
bléme du sur-apprentissage. La raison est que nous pouvons facilement trouver
un modéle minimisant le risque empirique mais pour lequel le risque fonctionnel
est trés grand. Un exemple simple pour la régression non-linéaire est un modéle
polynomial pour des données bruitées : plus le degré du polyndme sera grand,
plus le risque empirique sera faible, mais plus le risque fonctionnel sera élevé
comme cela est illustré a la Figure 2.8. Dans cet exemple, nous voyons bien que
le risque empirique décroit et que le risque fonctionnel croit lorsque le degré du
polynéme augmente. De méme, nous pouvons aussi &tre confronté au probléme
de sous-apprentissage. Dans 'exemple de la Figure 2.8, nous remarquons claire-
ment que Papproximation de sinc(z) par un polynome de faible degré (courbe
verte) est en situation de sous-apprentissage et a un risque fonctionnel et empi-
rique ¢levé.

Approximation de sinc(x) Approximation de sinc(x)
au moyen d'un modéle polynomial au moyen d'un modéle polynomial MSE par rapporl
pour différents degrés dont le risque empirique est minimum au degré du polynome
y .
risque
fonctionnel

FIGURE 2.8 — A gauche : approximation de la fonction sine(z) par un modéle
polynomial de différents degrés & partir de données bruitées. Au milieu : le
modéle polynomial correspondant au risque empirique minimum. A droite : le
risque fonctionnel et empirique par rapport au degré du modéle polynomial.



Chapitre 3

Machines & vecteurs de
support pour la classification

RESUME. Dans ce chapitre, nous déerivons le principe général d'une mé-
thode de classification particuli¢re qui fut introduite par Vapnik [66] en 1995 :
les machines & vecteurs de support (SVM pour Support Vector Machines). Gréce
au lien divect entre la théorie de Uapprentissage statistique et Ualgorithme d’ap-
prentissage des SVM, qui constituent de solides bases théoriques qui sont dé-
veloppées & la fin de ce chapitre, la méthode des SVM obtient un succés non
sewlement mérité mais aussi justifié. La méthode lide aux SVM élant assez com-
plere d’un point de vue mathématique, nous avons divisé ce chapitre en plusieurs
parties. Nous introduisons dans un premier temps, de fagon simple et compléte,
les différentes notions nécessaires ¢ la compréhension du principe général de
fonctionnement des SVM. Nous présentons ensuite, en détail, Uaspect purement
mathématique des SVM pour la classification. En particulier, nous donnons les
différentes formulations des problémes quadratigues lindaires converes corres-
pondant auz différentes situations des SVM. Finalement, nous introduisons les
méthodes & noyau. Ce chapilre se base principalement sur [12].

3.1 Classificateur : notions de base

Dans cette section, nous nous intéressons aux SVM pour la classification qui
permettent de traiter le probléme de la classification défini 4 la Section 2.4. Soit
Pensemble d’apprentissage,

S = {(wsy) telsque L <1 <my 3 R et gy € {~1,+1}},

les SVM pour la classification ont pour but de déterminer un classificateur SVM
f permettant d'assigner & chaque donnée m; (respectivement & une nouvelle
donnée ¢ S) sa classe y; (respectivement y). Sans perte de généralité, nous
ne considérons dans ce mémoire que les problémes binaires (i.e., les problémes
3 deux classes). Afin de décrive le principe de construction d’un classificateur
linéaire et non-linéaire, nous introduisons pour commencer différents concepts

importants relatifs aux SVM.

45
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3.1.1 Classificateur linéaire
Pour commencer, nous rappelons la définition d’une fonction de décision
h:IRF — IR.

Définition 3.1.1 (Fonction de décision et régle de décision)
Une fonetion de décision f : IRP — IR pour un probléme de classaﬁcatzon binaire
définit une régle de décision du type

o f =0 [ 41 (ie,x € classe 1),
s { <0 alors: = { -1 (ie., x € classe 2).

Un classificateur est dit linéaire lorsqu’il est possible d’exprimer sa fonction de
décision par une fonction lincaire en z. Dans le cas des SVM, cette fonction est
obtenue par combinaison linéaire des composantes du vecteur d’entrée @ € X.
Nous supposons & présent que Uespace d’entrée X = IRP ou p est le nombre de
composantes des vecteurs d’entrées.

b)Y () +b= 3 wilels b

i=1

ol :

o w e IR?, b € IR sont les paramétres & calculer pour déterminer f(z) et
z e R?P;

e {w,z) représente le produit scalaire entre w et a.

e [z]; représente la i®™° composante du vecteur z.

Pour décider a quelle classe une donnée x appartient, il suffit de prendre le signe
de la fonction de décision. Le classificateur f est alors donné par

1 sifl@y>0, Hlyze
y = f(z) = sign(h(z ))_{ _1 si/((fv))/<0. R(n <o
Géométriquement, cela revient & considérer un hyperplan! qui est le lieu des
points x satisfaisant &
R(z) = (w,z) +b=10.
En fixant un c6té pour lequel les données sont classées positivemnent, la régle de

décision correspond & observer de quel coté de hyperplan se trouve la donnée .
Nous décidons alors que 2 est de classe 1 si h(z) > 0 et de classe —1 si h(z) < 0.

Remarque

Le vecteur w définit la pente de Uhyperplan (i.c., la normale) et est
perpendiculaire & ’hyperplan. La constante b permet quant 2 elle de
translater Phyperplan parallélement & lui-méme. Une représentation
graphique de ces deux paramétres est donnée a la Figure 3.1.

1. Un hyperplan est un sous-espace vectoriel particulier. Par la suite, nous utilisons indi-
féeremment hyperplan et frontiére de décision.
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L
y \
hxy=<w,x> +b =0
» 0
o
o
®
0
o
h(x) >0
x':

FIGURE 3.1 - Représentation graphique dans IR? des paramétres w et b de
I'hyperplan correspondant & la fonction de décision d’un classificateur linéaire.

3.1.2 Marge de ’hyperplan

Avant d’introduire les différentes notions de marge, il est nécessaire de définir
la notion d’ensemble d’apprentissage linéairement séparable.

Définition 3.1.2 (Ensemble d’apprentissage linéairement séparable)
Un ensemble d’apprentissage

S ={(zn,1)s-- 1 (T, 9n)}
est dit lindairement séparable par Uhyperplan
h(z) = (w,z) +b=0
si et seulement si
Jwe IR", be IR tels que yi((w, ) +b) >0 Vi:1<i<n. (3.1)
L’hyperplan défini par w et b est encore alors appelé 'hyperplan séparateur.

En d’autres mots, un ensemble d’apprentissage est dit linéairement séparable
§'il existe un hyperplan qui sépare les données positives en les laissant d’un coté
de Phyperplan et les données négatives de autre c6té de Phyperplan. Dans le
cas d’ensemble d’apprentissage linéairement séparable il existe de nombreuses
méthodes qui permettent de trouver un tel hyperplan. La plus connue d’entre
elles est Palgorithme du Perceptron proposé par Frank Rosenblatt en 1956 [16].

Nous pouvons maintenant introduire la notion de marge. Celle-ci peut ¢tre
relative 4 une donnée particuliére ou A I'ensemble d’apprentissage. De plus,
Vapnik a introduit deux types de marge, 4 savoir la marge fonctionnelle et la
marge géométrique [G6].
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Définition 3.1.3 (Marge fonctionnelle)
La marge fonctionnelle d’une donnée z;, par rapport & Uhyperplan caractérisé

par w et b, est donnée par
yi({w, 2;) +b).

La marge géométrique représente quant a elle la distance euclidienne prise
perpendiculairement entre Uhyperplan et une donnée ;. Définissons pour com-
mencer la distance euclidienne d’une donnée a I’hyperplan. La Figure 3.2 illustre
ce concept.

Définition 3.1.4 (Distance euclidienne d'une donnée)
La distance euclidienne d’une donnée x; par rapport & Uhyperplan caractérisé
par w et b est donnée par sa projection orthogonale sur I’hyperplan

d(w, b z;) = |F2(s)] _ |<w?$)+b| [ 10’,”:7 & lOl )
' [[wl]2 [[w]|2 _,__I__——
’ W
ot || - ||2 est la norme euclidienne. fi L

TIGURE 3.2 — Représentation de la distance euclidienne d’une donnée x.

Nous pouvons maintenant définir la marge géométrique.
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Définition 3.1.5 (Marge géométrigue de U'ensemble d’apprentissage)
Lo marge géométrique de Uensemble d’apprentissage par rapport & Uhyperplan
caractérisé par w et b est définie comme étant
p(w,BY = min dlw,b2)+  min  dlw,bx;).
{zizmi=1} zjiyy=—1}

Par la suite, nous utilisons uniguement la marge géométrique de I'ensemble
d’apprentissage, c’est pourquoi nous employons le terme marge pour désigner
cette derniére. Afin de pouvoir correctement illustrer la marge nous avons hesoin
d’une notion supplémentaire, & savoir les hyperplans canonigues décrits a la
Section 3.1.3. Une représentation graphique de la marge est donnée dans cette
section 4 la Figure 3.3.

Les classificateurs (i.e., les algorithmes d’apprentissage) ayant pour critére
de maximiser la marge sont appelés classificateurs ¢ marge mazimale. En par-
ticulier, SVM est un classificateur 4 marge maximale.

3.1.3 Hyperplans canoniques

Nous supposons A partir de maintenant que nous travaillons avec un ensemble
d’apprentissage linéairement séparable. Dans le cas de classificateurs a marge
maximale, hyperplan séparateur défini par les paramétres w et b correspond
a la médiatrice du plus petit segment de droite reliant les enveloppes convexes
des deux classes. La Figure 3.3 illustre hyperplan séparateur en vert ainsi que
les deux enveloppes convexes englobant respectivement tous les points bleus et
rouges qui représentent les deux catégories (i.e., classes) de données & séparer
appartenant & 'ensemble d’apprentissage.

Afin de faciliter Poptimisation (i.c., la recherche des paramétres w et b),
nous allons définir deux hyperplans se trouvant de part et d’autre de I’hyper-
plan séparateur et paralléles & celui-ci, sur lesquels reposent les donmées les plus
proches. Comme le couple de paramétres (w,b), qui caractérise Phyperplan sé-
parateur, est défini & un coefficient multiplicatif prés, hyperplan est inchangé
s'il est muléiplié par unc constante arbitraire, il est donc possible que différentes
équations correspondent au méme plan géométrique

{2 :{w,2) +b=0} & {z:c({w,z)+b) =0}, VeceRo.
Nous allons donc norinaliser w et b. Nous prenons pour cela le couple de para-
metres (”T‘“”;, ﬁz—), de telle maniére que les deux hyperplang paralléles aient
respectivement pour éguation ‘

{wyzy+b=1 et (waz)+b=—-L (3.2)

Ces deux hyperplans sont appelés hyperplans canoniques et cette normalisation
est appelée forme canonique de Phyperplan. Nous pouvons maintenant caracté-
riser ces données particuliéres qui se trouvent sur les hyperplans canoniques.

Définition 3.1.6 (Vecteur de support)
Une donnée ; qui se trouve sur un hyperplan canonique, ¢’est-4-dive qui vérifie

fwz)+b=1 ou {wz)+b=—1

est appelée vecteur de support,
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Rema rques

1. Aprés normalisation, les données satisfont a :
yik(z;) = yi({w, ;) +b) > 1 Vi:1<i<n, (3.3)
2. La marge des hyperplans canoniques est de m En effet, sans perte de

généralité, soient (z;,1) et (z;, —1), deux vecteurs de support paralléles.
Nous avons alors

(wyzy+b=1 ct (w,z;) +h=~1

et .
((w,z) +0) — ({w, ;) +b) = (w,z; — ;) = 2.
D’otl, par les propriétés du produit scalaire, nous avons que
(w,zi —x;) = |[w|l2||lz: — zj]|2 cos 0°
[[wllz |lz: — 2|2
—_——

plw,b)

Il

= 2

Nous en déduisons que la marge p(w,b) = ﬁ et, par définition, que la

marge des hyperplans canoniques est bien de m ;

Hyperplan séparateur

Envel
nveloppe h(x) = 0

convexe

Vecteurs

Enveloppe
convexe

Hyperplan,canoniqye Hyperplan canonique
h(x)=¢(w,x>+b=-1 h(x)=<(w,x>+b=1

FIGURE 3.3 - Représentation des hyperplans canoniques.
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3.1.4 Motivation : pourquoi maximiser la marge ?

Lorsque l'ensemble d’apprentissage est linéairement séparable, il existe de
nombreuses possibilités de classificateurs linéaires qui peuvent séparer les don-
nées (Figure 3.4). La question est alors de savoir comment sélectionner le meilleur
hyperplan (i.e., commettant le moins d’erreurs lors de la séparation des données
en deux classes et ayant la meilleure capacité de généralisation). Nous devons
pour cela introduire un critére de sélection 2.

FIGURE 3.4 — Différents classificateurs pour deux classes de données.

Comme définie précédemment (voir Définition 3.1.1), la classification d’une
nouvelle donnée inconnue est établie par sa position par rapport & ’hyperplan
séparateur. Dans I’exemple suivant (Figure 3.5), la nouvelle donnée symbolisée
par un point orange sera classée dans la classe des données représentées par des
points bleus.

s

Hyperpl
\ YREFPIAL 19> 0
h(x) 0 .

FIGURE 3.5 — Classification d’'une nouvelle donnée.

2. Dans notre cas ce critére est le fait de maximiser la marge.
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Intuitivement done, le fait de maximiser la marge permet une classification
plus sfire d’une nouvelle donnée. En d’autres mots, le fait de trouver 'hyperplan
séparateur qui a la marge la plus grande par rapport aux données de ’ensemble
d’apprentissage permet de classer de nouvelles données plus fiablement. Cet
hyperplan est appelé hyperplan séparateur optimal et est donc défini par (w,b)
tel que

(w,b) = arg max p(w', ).
w’,b"

Les graphes suivants (Figure 3.6) illustrent le fait qu’avec un hyperplan sépa-
rateur optimal, une nouvelle donnée z; rouge (i.e., h{z;) > 0) est bien classée.
A contrario, (voir le graphe de droite de la Figure 3.6) avec un hyperplan quel-
congue ne commettant pas d’erreurs sur ’ensemble d’apprentissage et ayant
une-marge plus petite, cette méme donnée, qui devrait normalement étre clas-
sée dans I’ensemble des points rouges, se voit mal classée dans 'ensemble des
points bleus. De plus, avec Phyperplan séparateur optimal défini ci-dessus, si
une donnée n’a pas été décrite parfaitement, une petite perturbation ne modi-
fiera pas sa classification car sa distance a Phyperplan est maximale.

Y| HYPERPLAN SEPARATEUR OPTIMAL y HypERPLAN AVEC FAIBLE MARGE
(AVEC MARGE MAXIMALE)
Nouvelle donnée x; Nouvelle donnée X
° R °
[ ] [ ]
°
*
L ] ° ° o
L ]
X [ | X

FIGURE 3.6 — Classement de nouvelles données en fonction de Phyperplan.

Maximiser la marge permet donc & un algorithme d’apprentissage de contré-
ler la complexité (ou capacité) du modéle (i.e., de I'hyperplan). Cette intuition
(i.e., la capacité de généralisation dépend de la distance entre 'hyperplan et
les données de Pensemble d’apprentissage) est plus précisément exprimée par
Vapnik [66] et est ¢tudiée en détail dans la Section 3.7.
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3.2 Classificateur SVM linéaire

Les notions de marge, d’hyperplans canoniques et de vecteurs de support
étant maintenant définies, nous pouvons formuler le probléme d’optimisation
portant sur les paramétres w et b telle que sa solution nous fournisse ’hyperplan
optimal (i.e., ’hyperplan maximisant la marge). Soit

S = {{@1,¥1)s 001 (®ns Y}

oit z; € IRP et y; € {—1,+1}, Phyperplan optimal est la solution du probléme
d’optimisation

min  5|[w|[3
s.c. yil{wzd+b)>1 Viil<i<n,

qui est encore équivalent 4

{ min  |[w||3 (3.4)
s.e. yi({w,z)+d)—120 Vi:rl<i<n. )

Il s’agit d’un probléme quadratique convexe dont la fonction objectif est 4
minimiser. Cette fonction objectif est obtenue par le fait que maximiser la marge
revient en fait & minimiser le carré de Pinverse de celle-ci. L'unique contrainte
stipule que les données doivent &tre bien classées et qu’elles ne dépassent pas les
hyperplans canoniques.

Remarques

1. 1l est souvent plus aisé de minimiser ||w||3 que ||[w||2. En effet, pour les
méthodes d’optimisation basées sur les dérivées il est préférable de mi-
nimiser la norme au caré plutdt que de minimiser simplement la norme
pour des raisons de différentiabilité.

2. Cette écriture du probléme est appelée formulation primale.

Dans le probléme d’optimisation (3.4), les variables & déterminer sont donc
les composantes [w]; de w et la constante b. D’un point de vue ML, ces variables
correspondent aux composantes ? [a]; de la variable « € A de la machine d’ap-
prentissage (voir Section 2.1). Le vecteur w est de dimension égale & la dimension
de ’espace d’entrée, p. Si nous gardons cette formulation primale du probléme,
nous souffrons malheureusement des inconvénients classiques des méthodes du
ML, & savoir principalement les problémes de sur-apprentissage et de la ma-
lediction de la dimension. Afin de contourner ces problémes, il est nécessaire
d’introduire la formulation duale de ce probléme d’optimisation. Rappelons que
le probléme dual est un probléme d’optimisation fournissant la méme solution
que le probléme primal mais dont la formulation est différente. Les variables du
probléme primal sont appelées variables primales et les variables du probléme
dual, variables duales.

Afin d’introduire le probléme dual du probléme d’optimisation (3.4), nous
rappelons pour commencer les conditions d’optimalité de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) a l’aide du théoréme suivant.

3. A ne pas confondre avec les multiplicateurs de Lagrange.



54 Chapitre 3. Machines & vecteurs de support pour la classification

Théoréme 3.2.1  (Conditions d’optimalité de KKT pour les problémes dif-
férentiables convezes)
Considérons un probléme d’optimisation de la forme

min  f(z) ﬂ G Al
se. gife}z0 Vi=1,....n,
hy@) =0 Vi=T,.omn g Grev
avec f{-}, gi(), h;{-} convexes et différentiables. ’ﬁ)' VF{

Le Lagrangien est formé comme suil

ny

Liz, o, ) = flz) - i oigiz) + Zﬁjhj(-’v)-
im1 =1

La solution T est optimale siet seulement si il existe @ c IR™ avec &; > 0
pour tout i = 1,...,ny et € IR™ avec B; sans restriction de signe (s.r.s}
pour tout § = 1,...,ny tels que

LT, B) _ Of(E) <~ Opi(@) g Oh(E)
- dx +;ﬁ3 83"5 =0

dx dx —

6@ 2 0 Vi=1,..,m,

hi(Z) = 0 Yi=1,...,m
o7gi{%) 0 Vi=1,...,ny, condition de complémentarité
Gih; (@) = 0 Vi=1,...,ny condition de complémentaritc. A

Ce théoreme fondamental d’optimisation fournit une condition nécessaire et
suffisante pour 'optimalité d’une solution dans le cadre de problémes différen-
tiables convexes [51].

Le probléme dual du probléme d'optimisation (3.4) est donné grace a la
méthode des multiplicateurs de Lagrange, on le Lagrangien est la somme de la
fonction objectif et d’une combinaison linéaire des contraintes pondérées cha-
cune par une variable duale {voir Théoréme 3.2.1) :

Lw,bia) = gllwllf — 3 o (wlfw, 2 + 1)~ 1), (35)
i=1

contrainte

ot les a; sont les multiplicateurs de Lagrange ou variables duales.

Le probléme primal ct sa formulation duale ont la méme solution qui cor-
respond & un point selle du Lagrangien. Le Lagrangien doit donc &tre minimisé
par rapport aux variables primales w, b et maximisé par rapport aux variables
duales ;. Dés lors, nous pouvons passer du probléme primal au probléme dual.
Celui-ci est donné par

maz (mz’n L{w, b; a)) .
o b

W,

470
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Remarque

Nous pouvons donner une signification physique aux multiplicateurs
de Lagrange. La variable a; représente la "force” avec laquelle la
solution appuie sur la contrainte ¢ du probléme d’optimisation (3.4).
Ainsi, un hyperplan qui violerait la contrainte pour ; (i.e., il classe
cette donnée du mauvais coté) rendrait a; trés grand ce qui ferait
fortement augmenter la fonction objectif L{w,b; ). Cette solution
n’est donc pas a retenir comme solution optimale.

Nous allons & présent chercher un point selle. Déterminons pour cela les
conditions de KKT du probléme d’optimisation (3.4). Les dérivées partielles du
Lagrangien par rapport aux variables primales doivent pour cela s’annuler. Dés
lors, nous obtenons

OL(w,ba) IL(w,byo)
o =0 et —aw =0,

ce qui implique par (3.5) que’

Zaiyi =0 et Zm:};,—u = w. (3.6)
i=l i=1

Avec cette formulation, nous pouvons calculer w en déterminant uniquement les
n paramétres o;. L'idée sera donc de formuler un probléme dual dans lequel w

n
est remplacé par sa formulation w = 3 a;z;y;. De cette fagon, le nombre de

i=1
paramétres & fixer est relatif au nombre de données de ’'ensemble d’apprentissage
et non plus & la dimension de l’espace d’entrée. Pour ce faire, nous substituons
les égalités (3.6) dans le Lagrangien (3.5) '

L(w, b; o)

Sllwll = > adus((w, e} +5) 1)

1 n n mn n
= 5 ), ey w) — ) oioguiy(mi ) — ) oayib + ) a
2 ii=1 i,j=1 i=1 i=1

=0 par (3.6)

=2

n
> aiayiys (e ).

i,j=1

= oy —

-

i=

Nous obtenons finalement la forme duale du probléme d’optimisation (3.4)

n n
mar  Yoa;— 3 ¥ @ioyyili (T, a5)
o i=1 ij=1
sc a; >0 Vi:1<i<n (3.7
n
a;y; = 0.
=1
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Remarque

Soit le Lagrangien
1 n
L(w,b;a) = 3llwlf - ;ai(yi((w,wi) +b) —1).
Selon les conditions de complémentarité de Karush-Kuhn-Tucker, la

~ solution w est telle que

a; (yi({w, i) +b) —1) =0, Vi:l<i<n,
contTainte

d’on, par la complémentarité stricte,
e o; = 0 si la contrainte est satisfaite en tant qu’inégalité stricte
yi((w,z;) +b) > 1 par (3.3),
e o; > 0 si la contrainte est satisfaite en tant qu’égaiité
yi((w,z) +b) = 1.

Dans ce cas, z; est un vecteur de support.

Le vecteur solution w admet une formulation, donnée par (3.6), qui dépend
des données z; de 'ensemble d’apprentissage. Plus précisément, cette formula-
tion va en fait dépendre uniquement des vecteurs de support car les multipli-
cateurs de Lagrange sont non nuls pour ces sculs points comme expliqué a la
remarque précédente. D’on,

n
w = Z QYT
i=1
Z c;i;z; on VS est Pensemble des vecteurs de support.
- xeVS

Cette derniére égalité peut encore se justifier de la maniére suivante : un grand
nombre de termes de la premiére somme sont nuls. En effet, seuls les «; cor-
respondant aux données se trouvant sur les hyperplans canoniques sont non
nuls (voir remarque ci-dessus). Ces données sont en fait les vecteurs de sup-
port. Ces derniers peuvent étre vus comme les représentants de leur catégorie
car si ensemble d’apprentissage n’était constitué que des vecteurs de support,
I’hyperplan optimal que P’on trouverait serait identique.

Nous pouvons & présent caractériser la fonction de décision de notre classi-
ficateur linéaire. Cette fonction de décision est donnée par

Mz) = Zaiyi(mi,a;) +b= Z aiyi{xi, @) + b, (3.8)
i=1

z;eSV
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ol les a; sont les solutions du probléme dual et b peut étre facilement trouvé a
partir de ’équation y;({w, z;) +b) = 1, avec 2; € V.S et des conditions de KKT,
ou encore A I'aide des variables primales
maz ({(w, z;)) + maz({w, z;))
yi=—1 yi=1

2

Pour de plus amples informations concernant ’obtention de cette constante b,
le lecteur se reportera  la Section 5.2.4. La résolution du probléme dual permet
donc de calculer les «; et d’obtenir le vecteur w & moindre cofit. Finalement, le
classificateur SVM linéaire est donné par

flx) sign(h(z))

sign ( Z osyi{T, @) + b) ;

z;€SV

b

I

RCII[&I[’Q[]L‘S

o Le probléme d’optimisation quadratique (3.7) et la fonction de décision
(3.8) n’utilisent que les données de 'ensemble d’apprentissage, z;, via des
produits scalaires.

e La solution ne dépend plus de la dimension de Pespace d’entrée mais du
nombre de vecteurs de support.

3.3 Classificateur SVM non-linéaire

Dans les problémes réels, il est peu probable que les données soient exacte-
ment linéairement séparables. De plus, m&me si une frontiére de décision courbe
est possible, comme nous le verrons dans la section suivante, séparer exactement
les données est souvent non désirable. En effet, s'il y a du bruit ou des erreurs
sur les données, ’ensemble des données peut ne pas étre linéairement séparable.
Ces-données sont généralement appelées des outliers. Une frontiére de décision
qui ignore quelques données est souvent meilleure qu’une frontiére qui contourne
les outliers.

Pour résoudre ce probléme, nous mesurons le décalage entre ces outliers et
les marges canoniques & ’aide de variables de relazation, & > 0 (Vi: 1 <i <n).
En d’autres mots, nous introduisons des variables de relaxation pour assouplir
les contraintes du probléme primal linéaire et afin de s’assurer que le probléme
dual soit réalisable (voir Figure 3.7). Nous avons donc de nouvelles contraintes
appelées contraintes de relazation,

yi((w,z) +0) 21 ¢ avec & >0 Vi:l1<i<n.

La Figure 3.7 illustre les variables de relaxation &; et £; pour deux outliers z; et
x;, respectivement. Ces contraintes de relaxation autorisent qu’un point puisse
se trouver A une petite distance euclidienne ¢; de 'autre c6té de Phyperplan
canonique :
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o du bon coté par rapport & I’hyperplan séparateur si & < 1 (cas de la don-
née bleue z; 4 la Figure 3.7);

o du mauvais coté par rapport & Phyperplan séparateur si & > 1 (cas de la
donnée rouge x; 4 la Figure 3.7).

FIGURE 3.7 — Variables de relaxation.

Le probléme primal devient alors le probléme de la recherche de I’hyperplan
impliquant la marge la plus grande et le nombre d’erreurs le plus petit

: 1o -
min §|Iw||2 + C’Zéi
N—— i=1
marge maximum S—
erreur sur la marge (39)

s.c. yi{{wz)y+b)>1-& Vi:1<i<n
>0 Viil1<i<n
¢ >0,

ot C est un paramétre de contréle positif servant a pondérer (i.e., équilibrer)
l’objectif de maximisation de la marge et le fait que la plupart des données soient
bien classées. En d’autres mots, la constante C régle le compromis entre la marge
possible et le nombre d’erreurs (i.e., le nombre de points mal classés) admissibles.
Sans perte de généralité, nous nous intéressons uniquement aux contraintes &; 7#
0 car pour les données correctement classées les & correspondant sont nulles.
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Remarques

1. Le nombre de paramétres & non nuls sera aussi le nombre d’erreurs fait
par un classificateur sur Pensemble d’apprentissage. '

2. La constante ' permet de caractériser importance que Pon accorde aux
erreurs commises sur Pensemble d’apprentissage par rapport au fait de
maximiser la marge. Si les données de Pensemble d’apprentissage sont tres
bruitées, nous accordons d’avantage d’importance a la marge en fixant un
C' petit. Par contre, si les données comportent peu d’outliers ou si I'inté-
rét se porte plutot sur les résultats obtenus sur 'ensemble d’apprentissage,
nous utilisons une plus grande valeur de C.

En formant le Lagrangien puis en appliquant le théoréme de Karush-Kuhn-
Tucker nous en déduisons, de la méme facon que précédemment, le probléme
dual qui a la méme forme que dans le cas séparable

n n
maz Yo — 5 Y aioyyiy{Ti @)
i=1 i

& ij=1
gc. 0<y<C Vi:l1<i<n (3.10)
n
Yoy = 0.
i=1
(3.11)

Remarque

Nous avons donc maintenant une borne supérieure sur les o;.

Le calcul de w et b et de la fonction de décision h(z) étant exactement le méme
que pour le cas lin¢aire nous ne le développons pas.

3.4 Fonction noyau

Le classificateur & marge maximale que nous avons présenté dans les sections
précédentes permet d’obtenir de trés bons résultats lorsque les données sont
linéairement séparables. Naturellement, de nombreux jeux de données sont non-
linéairement séparables. Pour classer ce genre de données nous pourrions utiliser
une fonction de décision non-linéaire. Géométriquement, cela reviendrait & avoir
une (hyper)courbe qui marquerait la frontiére entre les données positives et
négatives. Le probléme majeur de ce genre de méthode vient .du fait que le
nombre de paramétres & calculer est trés élevé et que 'on est trés souvent
confronté au probléme du sur-apprentissage.

Afin de remédier au probléme de l'absence de classificateur linéaire, nous
nous appuyons sur une idée apportée par les SVM et introduite a la Section
2.4.3. Au lieu de chercher un hyperplan non-linéaire dans Pespace des entrées, il
suffit de reconstituer le probléme dans un espace de représentation intermédiaire
appelé espace de redescription, noté R, de dimension strictement supérieure a
'espace des entrées, éventuellement de dimension infinie, dans lequel les données
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sont linéairement séparables. En effet, plus la dimension de I'espace de redescrip-
tion est grande, plus la probabilité de pouvoir trouver un hyperplan séparateur
linéaire optimal entre les données est élevée. Pour cela, nous allons appliquer
aux vecteurs d’entrées x; une transformation non-linéaire @ de Pespace d’entrée
dans I’espace de redescription

d: ¥X=RF — R
jOH] — ‘I’(:L‘l)

et nous pouvons ensuite appliquer la méme méthode de maximisation de la
marge dans R.

Remarque

Comme nous venons de le préciser, la dimension de ’espace de re-
description peut étre trés élevée, voire de dimension infinie. Cela ne
pose aucun probléme pour notre classificateur & marge maximale
SVM. En effet, grace & sa formulation duale, le nombre de variables
3 déterminer ne dépend que de la taille de ’ensemble d’apprentis-

sage.

Comme précédemment, nous recherchons donc dans ce nouvel espace hy-
perplan séparateur
hz) = (w, ®(z)) + b.
Pour cela, nous transformons chaque entrée z; en ®(x;) dans 'espace de redes-
cription R. Les conditions de classification (i.e., contraintes) deviennent alors

yi({w, ®(z)) +b)>1 Vi:1<i<n.

L’hyperplan & marge maximale dans ce nouvel espace est la solution du probléme
P B p
quadratique d’optimisation

n
min %ll'wlIngC’_El&
s, yil{w, () +b)>1—-& Vi:1<ign

>0 Vidl<i<n
C >0

En utilisant le méme raisonnement que précédemment et en introduisant les
multiplicateurs de Lagrange o; pour chague contrainte de classification, nous
obtenons le Lagrangien :

. ]_ n n
i) = gllull + 036~ D ailullw, B} + =1 (12
i= i=
Comme précédemment, nous en déduisons alors le probléme d’optimisation dual
suivant

n n
maz .oy A% Zlaiajyiyj(‘b(mi): D(z;))
& £

. i,j=

sc. 0<a;<C Vi:l<i<n (3.13)
n
Yooy =0,

i=1
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ou {-,-) représente le produit scalaire dans le nouvel espace.

La solution (i.e., ’équation de Phyperplan séparateur) dans le nouvel espace
est donnée comme précédemment par

7 .
h(w) = eys(®(a), B(2)) +b= > oay(@(wi), B(x)) + b,
i=1 T;ESV
on les coefficients o; et b sont obtenus par résolution du probléme d’optimisation
(3.13).

Le probléme de cette formulation et de sa solution sont qu’elles ne dépendent
que des produits scalaires (®(x;), (z;)) et (@(z;), ®(a)} dans espace de re-
description de dimension élevée. Ceci devient vite cottteux en terme de calcuis
guand la dimension de R augmente, d’autant plus que l’on utilisera des trans-
formations non-linéaires. Cet inconvénient peut rendre le calcul de I'hyperplan
optimal fastidieux, voire impossible. Cest pourquoi, plutdt que de travailler
avec la transformation non-linéaire

DX R,

nous déterminons et nous travaillons avec une fonction plus "économique” en
terme de calculs :

EL:AxA — R
telle que, .
k(wi, m5) = (B{w:), B(=;)) = k(z5, m3).

Une telle fonction est appelée fonction noyau.
Propriétés :

1. La fonction noyau est un produit scalaire dans I'espace de représentation
intermediaire ce qui implique qu’elle est linéaire. Cela nous permetira de
pouvoir faire le rapprochement avec le cas linéaire des sections précédentes.

2. Le calcul se fait dans 'espace d’origine, ceci est beaucoup moins cofiteux
qu’un produit scalaire en grande dimension.

3. La fonction noyau traduit la répartition des données dans 'espace de re-
présentation intermédiaire.

4. Lorsque k est bien choisi, nous n’avons pas besoin de connaitre explici-
tement la transformation @ et a fortiori de calculer la représentation des
données dans ce nouvel espace. En effet, seule la fonction noyau intervient
dans les calculs. Nous pouvens done envisager des transformations com-

- plexes et méme des espaces de redescription de dimension infinie.

Finalement, pour calculer Phyperplan séparateur optimal dans Pespace de
redescription, il suffit de remplacer toutes les occurences du produit scalaire par
le noyau. Cette nouvelle approche est introduite dans la Section 3.5 ot elle est
développée en détail.
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3.4.1 Condition de Mercer

Dans cette section, nous établissons une condition permettant de déterminer

si une fonction
E:AxX—-1R

correspondant 3 un produit scalaire dans ’espace de redescription T est ou n’est
pas une fonction noyau. En pratique, nous ne connaissons pas la transformation
®, introduite dans la section précédente. Nous construisons plutot une fonction
noyau qui doit respecter certaines conditions. Cette fonction noyau doit corres-
pondre & un produit scalaire dans un espace de grande dimension. Le théoréme
de Mercer explicite les conditions auxquelles la fonction % doit satisfaire pour
étre un noyau. Avant d’énoncer le théoréme de Mercer, nous rappelons la défini-
tion de matrice de Gram ainsi que la définition de matrice semi-définie positive
qui nous seront utiles par la suite. ‘

Définition 3.4.1 {Matrice de Gram)
Soit Uensemble d’apprentissage

&= {("El}yl)l T (wn)yn)})

lo matrice de Gram K est la matrice symétrigue de terme général k(x;,z;)

k(ﬂ:lsﬂ;l) k(w1}$2) T k(mllmn)
X k(eg,21)  klez, 22} - k(za,x,)

k(mmml) k(wmw2) k(ﬂ;nsfvn)

Définition 3.4.2 (Matrice semi-définie positive)
Une matrice A de dimension p x p, dont les éléments sont des réels, est semi-
définie positive si et seulement si

ol Az >0, Yae P,

ce qui revient & exviger que toules les valeurs propres de A soient positives ou
nulles.

Nous pouvons 4 présent énoncer le théoréme de Mercer fournissant une condition
nécessaire et suffisante pour qu’une fonction & : X x A’ — IR soit un noyau.

N
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b

/

Théoréme 3.4.1 (Théoréme de Mercer) #
Une fonetion k: X x X — IR est un noyau si, pour{un ensemble d’apprentis-
sage {(21,41) ., (Tn,yn)}, la matrice de Gram :

K — (i, 2)) 1 . !
est une matrice semi-définie positive. %

En d’autres mots, pour n'importe quel ensemble d’apprentissage

S : {((L‘l,yl), ey (mnsyn)}v

la matrice de Gram K est non négative.
sty

Si k vérifie la condition de Mercer, alors il existe un espace de Hil-
bert! R muni d'un produit scalaire {-,-) et une fonction ® : X — R tels
que

k(mi, ) = (®(:), B(a;)) = k(z;,2:), Vi, @5 € &

Rclﬁarques

e La preuve de ce théoréme peut étre trouvée dans [66].

e Nous revenons donc au cas d’un classificateur linéaire sans changement
d’espace. L'approche par noyau généralise ainsi Papproche linéaire.

e La condition de Mercer nous indique si une fonetion est ou non un noyau.
Cependant, elle ne nous donne aucun renseignement explicite sur la trans-
formation @ et aucune indication en ce qui concerne la construction des

* noyaux.

e Une fonction &k : X x X — IR générant une matrice semi-définie positive
posséde donc les trois propriétés fondamentales du produit scalaire :

1. Positivité 9 {(
N 'f)r;)

¢ k(a;i,a;j)zo, Vrn,-,a:,-ex,

2. Symétrie
k(:ul-,.'vj) = k(zj,2i), Vi@ €&,

3. Inégalité de (?{auchy-Schwaya

|A,('L1,'LJ)| < \/k(ﬂ)i,ﬂ:i)\/k(:tj,{l!j), V.'l’;i,.'t)j eX.

1. Un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme découle d’un produit
scalaire (-,-) par la formule ||z|[2-= y/{z,x}. C'est en fait la généralisation en dimension
quelconque d’un espace euclidien.

>0

Vs eX
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3.4.2 Exemples de noyaux

Dans cette section, nous présentons quatre types de noyaux standards. Nous
étudions ensuite plus en détail le noyau RBF # qui est celui utilisé lors des
différents tests des SVM pour la régression (voir Chapitre 6).

3.4.2.1 Les noyaux standards

Outre le noyau RBF Gaussien présenté 4 la section suivante, les principaux
noyaux standards sont donnés dans le tableau suivant :

Noyau k(zi, ;) Hyperparamétres

Linéaire (Tiyz;)

Polynomial (c+ (i, 25))¢ dcNetceRY
~llzi—=;113 :

RBF Gaussien e 2% g>0

Sigmoidal tanh(c + d(zi, ;) e, de RY

Tableau 3.1 — Expression des noyaux standards.

Exemple de noyau polynomial

Supposons un ensemble d’apprentissage dont les données sont distri-
buées, selon une loi uniforme, pour la premiére classe dans un disque
de rayon 1 et pour la deuxiéme classe dans un anneau, comme illus-
tré & la Figure 3.8. Nous voyons clairement que les deux classes ne
sont pas linéairement séparables.

Soit & = (21, 22), considérons la transformation non-linéaire
D IR — IR3
z=(z1,22) +— &)= (2% v20122,28).
Si I’on essaie de séparer les données, notre frontiére de décision sera
Phyperplan dans IR?, ((w, @(2))) + b = 0, qui sera de la forme

wiad+ V2wsm1 @ + wyzs = 0
1 2

et est 1’équation d’une ellipse. Aprés transformation, les deux classes
deviennent donc linéairement séparables, comme 'illustre le deuxiéme
graphe de la Figure 3.8.

Soit z et 2’ € IR?, intéressons-nous maintenant au produit scalaire
dans ’espace de redescription, celui-ci est donné par :

(B(z), B(2)) [22(2]7? + 2[aifelafa]; [l + (]3]’
([e]1[e]) + []ale]2)?

= (:1?, m1)2

= k(z,a).

4. Nous n’étudions que le noyau RBF car c’est le noyau qui donne les meilleurs résultats
dans le cas des SVM pour la régression, comme nous le verrons au Chapitre 6.

I
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Xz
14 °
0

°

FIGURE 3.8 — Transformation non-linéaire ®.

Nous pouvons donc calculer (®(z), ®(z’)) sans connaitre explicite-
ment ® A Paide de la fonction noyau. De plus, cette fonction noyau

k(z,a") = (z,2')?
est une instance particuliére du noyau polynomial
(e + {z,2"))?
outc=0etd = 2.
3.4.2.2 Le noyau RBF Gaussien

Le noyau RBF Gaussien est donc donné par

—llzi—z;113
k(z;,z;) =e 22, aveco>0.

La transformation ® induite par ce noyau est particuliére. Elle va en fait "map-
Y
per" une donnée sur une fonction gaussienne représentant la similarité de la

donnée avec, toutes les données de X. La Figure 3.9 illustre la transformation @
relative au noyaux RBF Gaussien pour deux données z; et z;.

¢

T @ . ®(z) ) o(x)

FIGURE 3.9 - Transformation @ des données z; et ;.
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L’espace de redescription R de cette transformation @ est de dimension
infinie, étant donnée que ® fait correspondre une fonction continue a chaque
donnée. Le noyau RBF Gaussien permet donc de calculer des similarités dans
un espace de dimension infinie.

Le paramétre o permet de régler la largeur de la gaussienne. En prenant
un ¢ important, la similarité d’'une donnée par rapport & celles qui Pentourent
sera grande, Contrairement, en prenant un ¢ qui tend vers 0, la similarité d’une
donnée par rapport 4 celles qui Pentourent sera faible. La Figure 3.10 illustre
cette propriété. En fixant le paramétre o proche de 0, un classificateur utilisant
ce noyau peut arriver 4 apprendre n’importe quel ensemble d’apprentissage sans
commettre d’erreur. Cela signifie qu’il apprendrait toutes les données par coeur.
Nous nous trouvons alors dans une situation de sur-apprentissage. Le paramétre
o est donc un hyperparameétre de Palgorithme d’apprentissage qu’il faut fixer
avec beaucoup de précaution.

@ Données appartenant a la classe |
[ ] @ Dornées appartenant i la classe 2

@
j’\ j‘\
(€]
@
O
FIGURE 3.10 — Similarité de toutes les données de Iensemble d’apprentissage
vue en utilisant un noyau RBF Gaussien avec un ¢ tendant vers 0.

3.4.3 Composition de noyaux

Il est possible de créer de nouveaux noyaux a l’aide de noyaux existants. En
effet, la composition de noyaux est encore un noyau. Nous pouvons donc énoncer
le théoréme suivant.
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Théoréme 3.4.2 (Composition de noyauz) -

Soient ky et ka, deuz noyeus sur X x X, k3 un noyau sur R" x IR", a € Rt
¢ X — IR", une transformation dans IR™ et A une matrice semi-définie
positive, alors pour tout 2;,z; € X' les fonctions suivantes sont des noyaus :

k(a;i,a:j} = kl(fb‘i,fﬂj) +k2($iaﬂ;j)
k(wia) = ke og)ke(ws, 25)
bz, zy) = oki(z,z;)

k(ziyzg) = ka(olmi), ¢lay))
k(zi,a;) = eap(br(zi, z4)
k(a:i,:vj) = ’L;I'A:LJ

3.5 Classificateur SVM : formulation générale

3.5.1 Cas non-linéairement séparable : marge fixe

La méthode SVM consiste en un classificateur & marge maximale dans lequel
le produit scalaire est remplacé par le noyau. Dés lors, nous pouvons remplacer le
produit scalaive (®(z;), $(z;)) dans (3.13) par le noyau k(x;, %;). Nous obtenons
alors le probléme d’optimisation avec noyau

n n
max Yoy — % 3 apogyiyik(ag, eyg)
22 i=1 ij=1
n
3.C. oY = 0 (3'14)
i=1

1

>0 Viil<i<n,

ot les contraintes sont celles du probléme (3.7), c'est-a-dire sans les variables de
relaxation.

3.5.2 Cas non-linéairement séparable : marge souple

(Généralement, I'’ensemble d’apprentissage comporte des outliers comme nous
I'avons vu & la Section 3.3. La méthode SVM & marge souple doit alors étre
utilisée afin de pouvoir traiter ces ensembles d’apprentissage non-linéairement
sépatables contenant des outliers®. En effet, méme s'il existe une relation li-
néaire (dans I’espace de redescription R) entre les données et leur catégorie, un
classificateur linéaire pourrait commettre des erreurs. Nous pourrions trouver
un espace de redescription a Paide d’un noyau RBF Gaussien avec un o assez
petit de telle maniére que les données soient linéairement séparables. Cepen-
dant, cela reviendrait & apprendre le bruit, les erreurs des données et donc 4
perdre une grande partie du pouvoir de généralisation dfl au sur-apprentissage.
11 est donc plus raisonmable d’admettre que certaines données soient mal classées
par notre classificateur. La méthode SVM & marge souple est donc simplement
obtenue & partir de (3.10) ou les données sont transformées dans un espace de
redeseription & ’aide d*une fonction noyau. La forme duale de la méthode SVM

5. La notign de linéairement séparable et d’ountlier s’applique ici dans l'espace de redes-
cription.
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4 marge souple est alors

n n
max Yai— 3 Y asayiyik(e,ag)
i=1 ij

i,j=1
se. 0<<C Viil<i<n (3.15)
n
il = 0:
i=1

et la fonction de décision finale est donnée par

n
h(z) = > cuyik(ws,x) +b= ) eiyik(zi,z) +0.
i=1

xSV

Finalement, le classificateur SVM non-linéaire est donné comme suit
f(z) = sign(h(z))

= ..sign ( Z aiyik(e;, ) + b) .

T;ESV

Nous terminons en mentionnant que ’on peut déterminer le statut d’une don-
née z;, en appliquant les conditions nécessaires et suffisantes de Karush-Kuhn-
Tucker pour la convergence vers un optimum et en regardant sa variable duale
;. Pour le probléme d’optimisation & marge souple, ces conditions sont :

1. a; = 0 : la donnée est bien classée et n’est pas sur un des deux hyperplans
canoniques. Il ne g’agit donc pas d’un vecteur de support;

2.0 < a; < C : la donnée est bien classée et se trouve sur un hyperplan
canonique. Il s’agit donc d’un vecteur de support ;

3. a; = (' la donnée est mal classée. Elle sera malgré tout considérée comme
vecteur de support puisque «; > 0. Il s’agit d’un outlier.

Remarques

Les méthodes d’optimisation quadratiques standards pour la résolu-
tion du probléme d’optimisation (3.15) suffisent généralement. Ce-
pendant, lorsque le nombre de données de ’ensemble d’apprentis-
sage devient trop important (généralement n > 5000) il faut déve-
lopper des méthodes d’optimisation spécifiques telles que le chun-
king [37] ou encore I’algorithme SMO pour la classification [55]. De
plus, différents programmes d’optimisation sont disponibles gratui-
tement sur internet. Les principaux sont : Libsvm, Weka, SV M light
LOQO, MINOS ou encore CPLEX. Un résumé de la plupart des al-
gorithmes pour le probléme de la classification implémentés par ces
programmes est donné dans [9].



69 Chapitre 3. Machines & vecteurs de support pour la classification

3.6 Etude de 'unicité et de la globalité de la so-
lution

Les differents problémes d’optimisation rencontrés sont des problémes d’op-
timisation convexes, Cette propriété est due au fait que la matrice du noyau est
une matrice définie positive. Si la matrice de Gram est définie positive, alors
la solution du probléme est unique. Si par contre, nous laissons la définition
inchangée c’est-a-dire que la matrice de Gram est semi-définie positive, alors la
solution du probléme n’est pas unique mais toute solution locale est aussi une
solution globale. Par conséquent, en ayant trouvé une solution, nous sommes
certains qu’il ’agit bien d’une solution optimale. En d’autres mots, la solution
est globale mais pas nécessaivement unique. En offet, il peut arriver que I’hyper-
plan déterminé par w et b soit unique mais pas les 4. Ce qui signifie qu’il peut
exister une expression de w qui reguiert plus ou moins de vecteurs de support.

3.7 Relation avec ’apprentissage statique

Dans cette section, nous donnons un aper¢u général des idées principales
et concepts de Papprentissage statique. Le but n'est pas de décrire toute la
théoric de Papprentissage statique de Vapnik [66] mais de justifier 'utilisation
des SVM. Le lecteur peut se référer a {66] pour une étude compléte de la théorie
de I'apprentissage statique.

3.7.1 Risque empirique et risque fonctionnel

Le but d’un algorithme d’apprentissage est de minimiser le risque fonction-
nel (2.1). Cependant, comme nous Pavons vu & la Section 2.1.1, la distribution
p(z,y) est inconnue. Le risque fonctionnel ne peut donc pas &re calculé. En
pratique, un principe de construction de modéle par un algorithme d’apprentis-
sage doit &tre choisi. Une des meilleures approches est de choisir le principe de
minimalisation du risque empirique (MRE) qui permet de retenir la meilleure
fonction sur P'ensemble d’apprentissage S comme modéle final. Cette approche
nécessite d’approximer le risque fonctionnel par le risque empirique. Celui-ci est
donné pour un certain modéle (i.e, fonction) f par

Romolf] = Bslf] = = 3" (1(2),)- (3.16)
i=1 }

. Ny [ Lsiflz)#y,
(f(2)y) = 0 sinon.

Mais minimiser le risque empirique n’implique pas d’avoir un minimum pour le
risque fonctionnel. Nous sommes confrontés une fois de plus au phénoméne du
sur-apprentissage. Sans contrainte sur la classe F de fonctions admissibles f,
le risque empirique Fs[f] peut toujours étre égalé & zéro mais cela n'implique
pas pour autant que f ait la possibilité de correctement généraliser (i.e., classer
correctement une nouvelle donnée). La théorie d’apprentissage statique étudie
les cas dans lesquels le principe du MRE est consistant (i.e., quand il est suffisant
de minimiser (3.16) pour avoir un risque fonctionnel faible).
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3.7.2 Consistance non triviale et convergence uniforme

La définition de la consistance pour le principe MRE est donné comme suit
Ve >0, lim P(|R[f] - Es[f]]| 2¢€)=0,
n—+oo

oil, pour ’ensemble d’apprentissage & de taille n, f € F minimise le risque
empirique Eg[f]. Cette condition de la consistance assure que le risque empirique
converge en probabilité vers le risque fonctionnel lorsque la taillé de Pensemble
d’apprentissage tend vers I'infini (loi des grands nombres). La Figure 3.11 illustre
la propriété de consistance.

Un des buts de la théorie d’apprentissage statique est d’obtenir les conditions
de consistance en terme de caractéristique générale de la classe de fonctions
admissibles F. Afin d’étudier la consistance uniquement sur base des propriétés
générales de F, Vapnik définit la notion de consistance non triviale basée sur
la consistance de sous-ensembles de F aprés avoir retiré les fonctions dont le
risque est le plus faible. Cette consistance non triviale peut étre vue comme
équivalente a la convergence uniforme

Ve > 0, nl_z:TleP (fggl}?[f] - Es(f]l = g) =0.

Cela signifie que le risque fonctionnel de la plus mauvaise fonction de F (i.e.,
la fonction f tel que R[f] est maximal) peut converger vers le risque empirique
lorsque n tend vers 'infini. Pour plus d’informations, le lecteur peut se référer
a [66, 40].

FiGgure 3.11 - Consistance.
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3.7.3 Borne sur ’erreur d’apprentissage

La théorie de I’apprentissage statique permet de déterminer des bornes sur le
risque fonctionnel R[f] dans le but de garantir une certaine performance pour un
algorithme d’apprentissage fixé. L’étude de la vitesse de la convergence uniforme
améne & des bornes sur le risque empirique : une vitesse de convergence rapide
doniie lieu 4 des bornes étroites pour un n particulier. Nous allons borner le
risque fonctionnel R[f] pour la plus mauvaise fonction f € F et donc aussi
Vf e F. Il est clair que les bornes ne peuvent étre obtenues pour une classe de
fonction F non contrainte.

3.7.4 Dimension VC

Mesurer la capacité® d’une classe de fonction F est crucial. Une mesure de
cette capacité est 1a dimension 7 A de Vapnik-Chervonenkis (VC). Pour la classi-
fication binaire, h est le nombre maximum de données qui peuvent &tre séparées
en deux classes parmi toutes les possibilités en utilisant une fonction f € F (2h
possibilités). '

Exemple

Considérons trois données représentées dans IR2. Supposons que la
classe de fonctions F correspond aux droites de R?

f=azx+b avecabelR.

La dimension VC de F est égale & 3. En effet, nous pouvons trouver
exactement 8 configurations séparant les 3 données de toutes les
facons possibles. Dioil 2" = 8 implique que la dimension VC, £, est
égale a 3. La Figure 3.12 illustre les 8 possibilités.

@ [ @ @
; R A
[ ] L ] L) @
L ] [ ] [ ] [ ]
o O L ® 4 L
[ ] L ] (6] o

FIGURE 3.12 - Exemple de configuration de 3 données séparables de toutes les
maniéres possibles par les droites de IRZ. Les points bleus et rouges représentent
respectivement les données assignées positivement et négativement. La fléche
représente le c6té de la droite ou les données seront classées positivement.

6. Par la suite, nous utiliserons indifféremment les termes capacité et complexité.
7. Ne pas confondre la dimension VC, h, avec la fonction de décision, h(z), d'un classifi-
cateur,
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Grace A la dimension VC, Vapnik [66] montre que le risque fonctionnel peut
¢tre borné avec une probabilité de 1 — § par

) 1 (8
R[f]SEs[f]+\/h(ln( 1)) 41 —1 (dj, a1

n

ou :

e 7 est la dimension de ’ensemble d’apprentissage,
e / est la dimension VC,
e § > 0 est défini par le théoréme 2.4 de [66].

L’inégalité (3.17) implique que la capacité de F, h, et le risque empirique,

Es|f], doivent étre minimisés pour garantir un risque fonctionnel faible. L’in-
égalité (3.17) nous permet de définir le terme de capacité.

Définition 3.7.1 {Terme de capacité)
Le terme de capacité est défini donné par

Cln, h,6) = \/h (tn () +1-In(3) (3.18)

n

RE}]H&I[‘(][I(’S

L’in¢galité (3.17) fait apparaitre deux cas particuliers :

1. Une classe de fonctions restreinte permettant d’expliquer la re-
lation entre les données et leurs classes de maniére "grossiére"
(i.c., sous-apprentissage) fait rapidement décroitre le terme de
la capacité mais implique un risque empirique trés important.

2. Une classe de fonctions trés grande (i.e., h élevé) permettant
de calculer un modéle complexe risquant d’apprendre le bruit
associé aux données d’apprentissage fait rapidement décroitre
le risque empirique (i.e., sur-apprentissage) mais implique un
terme de capacité trés important.

La meilleure classe de fonctions est généralement intermédiaire entre
ces deux classes extrémes car nous cherchons une fonction f qui per-
met d’expliquer correctement les données (i.e., de bien généraliser)
tout en ayant un risque empirique faible. Cette idée est illustrée a la
Figure 3.13.

3.7.5 Bornes basées sur la marge

La dimension VC d’une classe d’hyperplans séparateurs peut étre bornée
par une fonction de la marge p(w,b) [66]. Le risque fonctionnel peut donc étre
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R[f]

Confiance Remp[r]

Capacité de F

FIGURE 3.13 — Illustration de l'inégalité (3.17). La courbe croissante, appelée
confiance, correspond 2 la borne supérieure du terme de capaciteé.

exprimé en fonction de la marge. La borne sur le risque fonctionnel qui suit est
donnée avec une probabilité de 1 —§

R? + [¢][3loga(5) 1
¢ 1O e/, 2
R <~ (T5092n+ loga |, (3.19)
ou !
e 7 est le nombre de données de 'ensemble d’apprentissage,
e ¢ est une constante,
e ¢ est le vecteur contenant toutes les variables de relaxation §; pour ¢ =

1,...,n (voir Section 3.3),
e p est la marge,
e 1 est le rayon de la boule minimum englobant les données dans 'espace

d’entrée X. (i.e., Vo € X : ||@(z)||2 = /{(®(z), ®(z)) < R).

Cette borne implique clairement que maximiser la marge améne & une meilleure
capacité de généralisation (i.e., un risque fonctionnel faible).

3.7.6 Minimisation du risque empirique et fonctionnel

Lorsque le nombre de données n de 'ensemble d’apprentissage est grand,
le principe MRE est consistant (i.e., bien adapté) et ameéne & une borne faible
pour le risque fonctionnel. Cependant, lorsque le nombre de données est faible

(2 < 20) alors,
' sl \/h (In (22)) +1 - In (%) -

n

devient important et minimaliser le risque empirique Es[f] n’assure plus un
risque fonctionnel faible. A contrario, le principe de Minimalisation du Risque
Structurel (MRS) propose une stratégie pour minimiser les deux termes en
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controlant la capacité de la classe de fonctions F. Nous considérons une famille
de fonctions imbriquées

FiCcFC...CFum
et les fonctions f; € F; minimisant le risque empirique Eg[f;], sur Pensemble
d’apprentissage . Nous avons donc

Es[fi] = Es[f2] 2 ... = Es[fa]

et leurs dimensions VC, h;, vérifient la propriété suivante illustrée a la Fi-

gure 3.14
hy <hs <. < hyy

hg ]li hM

FIGURE 3.14 — Minimisation du risque structurel. Les sous-ensembles sont or-
donnés selon leur dimension VC.

Puisque C(n, h, d) augmente avec h, cette mesure de la capacité de la classe
de fonctions peut 8tre controlée. La stratégie MRS est de trouver f; pour cha-
cune des classes F; et choisir-la classe, et donc la fonction f;, qui minimise la
borne (3.17). Elle permet donc de trouver le compromis entre la qualité de ap-
proximation sur ’ensemble d’apprentissage et la complexité de la fonction f;
qui réalise Papproximation. Cette stratégie peut étre vue comme une minimisa-
tion multi-objectifs du risque empirique et de la capacité. Finalement, le risque
structurel est illustré & la Figure 3.15.

3.7.7 Algorithmes d’apprentissage

Comme vu auparavant, le principe MRS exige la minimisation du risque
empirique et de la capacité de la machine d’apprentissage afin de minimiser
le risque fonctionnel. Sur base de cette considération, deux types d’approches
peuvent 8tre formulés : '

1. Fixer la capacité de la machine d’apprentissage et minimiser le risque em-
pirique. Les réseaux de neurones sont un exemple de ce type d’algorithmes
d’apprentissage.

2. Fixer la valeur du risque empirique et minimiser la capacité. Les SVM font
partie de ce type d’algorithme d’apprentissage.
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R[f]

Rstruct

Confiance Rempl (]

Capacité de F

FIGURE 3.15 — Principe de minimisation du risque structurel.

3.7.8 En conclusion

Les deux résultats importants concernant les SVM sont les suivants :

1. La capacité de généralisation d’une machine d’apprentissage dépend plus

de la capacité de ’ensemble de fonctions implémentables F (i.e., de la di-
mension VC de cet ensemble de fonctions) que de la dimension de I’espace.
D’on, une fonction qui décrit les données d’apprentissage correctement et
qui appartient 4 un ensemble de fonctions F de faible capacité permet de
bien généraliser (i.e., de classer correctement de nouvellés données) quelle
que soit la dimension de Pespace.

. Nous avons vu dans la Section 3.4 que pour construire un hyperplan,

l’étape la plus importante est Pévaluation du produit scalaire entre les
vecteurs d’entrées de I’ensemble d’apprentissage. Cependant, dans un es-
pace de Hilbert, le produit scalaire admet une représentation équivalente
sous forme de noyau. Le produit scalaire ne dépend donc également plus
de la dimension de ’espace.

Ces deux résultats théoriques nous permettent de construire des classificateurs
linéaires de faible capacité dans des espaces de redeseription de grande dimen-
sion tout en évitant le probléme de la malédiction de la dimension. De plus, nous
avons vu que la construction d’un classificateur SVM linéaire permet de contré-
ler la capacité dans 'espace de redescription et que cette construction peut étre
formulée comme un probléme d’optimisation convexe admettant une solution
unique. Par ailleurs, nous avons aussi vu que de nombreux algorithmes ont été
proposés pour résoudre ce probléme. En conclusion, les SVM se fondent donc
sur une base théorique solide. Pour de plus amples informations concernant la
théorie développée dans cette scction, le lecteur peut se référer a [66].



Chapitre 4

Machines & vecteurs de
support pour la régression

RESUME. Dans ce chapitre, nous présentons la méthode des SVM avec
noyau dans le cadre de la régression. La méthode des SVM pour la classification,
présentée dans le Chapitre 3, est donc reformulée pour la régression, donnant
lieu & la technigue bien connue de la régression par vecteurs de support (SVR
pour Support Vector Regression) introduite par Drucker et al f19] en 1997, par
Vapnik-Chervonenkis [66] en 1998 et finalement par Smola et Schilkopf [62] en
2004. Nous décrivons principalement la méthode des SVR pour Uapprozimation
de fonctions non-linéaires & Uaide de la méthode des SVR utilisant des noyaus
qui donne de trés bons résultats (voir Chapitre 6). Ces résultats sont justifiés
encore une fois grdce av lien divect entre la théorie de Vapprentissage statique
et lalgorithme d’apprentissage des SVR. Ce lien est développé & la fin de ce
chapitre. ‘

4.1 La régression par vecteurs de support (SVR)

Dans cette section, nous nous intéressons aux SVM pour la régression qui
permettent de traiter le probléme de la régression défini 4 la Section 2.5. Soit
Pensemble d’apprentissage,

S = {{m;,y) telsque 1 <i < n, 2; ER? et y; € R},

les SVM pour la régression ont pour but d’approximer ces données a I'aide
d’un modéle f. La description générale du principe de construction d'un modéle
linéaire par les SVR est donnée ci-dessous. Nous introduisons ensuite 'astuce
du noyau afin d’étendre les SVR au cas non-linéaire.

4,1.1 Le cas linéaire

Comme introduit ci-dessus, les SVR, ont pour but de trouver la fonction
linéaire f qui soit en plus "la plus plane possible". Celle-¢i est définie comme

76
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précédemment par
f(@) = (w,z) +D,

oul les parameétres w et b sont & déterminer de telle maniére que la déviation !
par rapport aux données de I’ensemble d’apprentissage soit d’au plus ¢ > 0,
c’est-a-dire que

|y,- = f(’bl)l <&, Yi:l S 1 S . (41)

Comme la fonction linéaire la plus plane est la fonction constante, le probléme
est donc de trouver une fonction f qui vérifie (4.1) et dont la norme des poids
w est minimum 2, ee qui nous méne au probléme d’optimisation suivant

min ||w||2
{ s.C |y —{w,z) —b <e Vi:l<i<n. (4.2)

Cette formulation du probléme considére qu’il existe une fonction f qui ap-
proxime toutes les données avec une précision €. Cependant, cela pourrait ne
pas 8tre le cas ou encore ce modéle f pourrait &étre confronté au probléme du
sur-apprentissage simplement dd au fait que certaines données de ’ensemble
d’apprentissage peuvent étre bruitées. Clest pourquoi il faut mettre en place
une technique de détection d'outliers. En pratique, comme pour la classifica-
tion, nous utilisons une relaxation des contraintes (4.1). Ce qui revient en fait
4 minimiser la fonction de cott d’insensibilité e définie ci-dessous.

Définition 4.1.1 (Fonction de cotit d’insensibilité )
La fonction de codt d’insensibilité €, 1(f(z),y), est définie par

(@) =l 1@ ={ ),y _e mmom V=S @y

o [ est une fonction a valeur réelle, x € IRP et y € IN.

Comme le montre la Figure 4.1, cette fonction de cofit construit un tube d’in-
sensibilité e. Les points se trouvant en dehors de ce tube sont alors pénalisés.
La signification des variables £ et £€* est quant & elle donnée  la Section 4.1.2.
En conclusion, le probléme de la régression consiste a trouver la fonction
lin¢aire f qui soit "la plus plane possible" et qui minimise la fonction de cotit
(4.3). Cependant, cette fonction de cofit (4.3) n'est pas directement utilisable.
Nous verrons a la Section 4.1.2 comment implémenter celle-ci 4 ’aide de va-
riables de relaxation jouant le méme role que dans le cas de la classification.

Remarques

1. L’hyperparamétre e doit étre fixé par P'utilisateur en fonction du niveau
d’erreur et de bruit des données de ’ensemble d’apprentissage. Nous ver-
rons comment fixer cet hyperparamétre au Chapitre 5.

1. La déviation € est fixée par I'utilisateur et est donc un hyperparamétre.
2. Nous montrons a la Section 4.2 que la minimisation du vecteur de poids w implique la
minimisation simultanée du risque empirique et de la complexité du modéle.
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2. Il existe d’autres fonctions de colt que celle d’insensibilité e pouvant &tre
utilisées : quadratique, de Laplace ou encore de Huber. Cependant ces
fonctions de coiit ne permettent pas d’obtenir un ensemble de vecteurs

- de support clairsemé (voir Section 4.1.1), ni de détecter aussi aisément
les erreurs dues au bruit et les outliers dans les données de ’ensemble
d’apprentissage que la fonction de coGt d’insensibilité e. Pour de plus
amples informations, le lecteur se référera 4 [30].

Fonction de coiit d’insensibilité £

I(e) = el,
*
L y—L
- - :
¥ | Modéle linéaire Y | Modele non linéaire

FIGURE 4.1 — La fonction de colt pour e = y — f(z) et le tube d’insensibilité e
pour un modéle linéaire et non-linéaire f.

4,1.2 Le cas non-linéaire

Le développement de la méthode SVR étant similaire & celui étudié au Cha-
pitre 3 pour la classification, nous considérons directement le probléme quadra-
tique pour un modéle non-linéaire.

4.1.2.1 Le probléme quadratique

Dans le cas de la construction d’un modéle non-linéaire, les données de 1’en-
semble d’apprentissage sont transformées & I’aide d’une application ® dans un
espace de redescription (voir Section 2.4). Le modéle non-linéaire est alors donné
par

fl@) = (w, &(z)) +b. (4.4)
Dans la méthode SVR, 'implémentation de la fonction de colt d’insensibilité
£ (4.3) est réalisée A l'aide de variables de relaxation & et & ajoutées aux
contraintes (4.1) et la norme euclidienne des poids w est minimisée dans le but
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de maximiser la planitude du modéle f. Le probléme quadratique de la méthode
SVR est alors donné comme suit

min %||w||3+0_21(§s+63)
i=
sc. i —{w,®(z))—b<et+§ Vi:il<LiLn, (4.5)
{w, ®(z;)) +b—y; <e4+ & Vi:l<i<n,
£ 20,620 Vi:1<i<n,

ou :

e la constante C' > 0 détermine le compromis entre la planitude et le nombre
d’errcurs tolérées (i.e., le compromis entre le risque empirique et la com-
plexité du modéle). Nous verrons au Chapitre 5 comment sélectionner cet
hyperparamétre.

e Les deux contraintes sur les données x; assurent que lerreur de prédiction
du modéle optimal se situe dans Pintervalle [—¢, £]. Les variables de relaxa-
tion ; et £ permettent cependant de pouvoir relaxer certaines contraintes.

La Figure 4.1 illustre les variables de relaxation £ et £* pour deux données de
I’ensemble d’apprentissage. Ces variables permettent de mesurer les déviations
plus grandes que =+ des données de l'ensemble d’apprentissage.

Remarque

Smola montre dans [64] que choisir une fonction la plus plane pos-
sible dans I’espace de redescription donne la fonction la plus lisse
~ dans l'espace d’entrée.

Tout comme pour la classification, nous considérons le probléme dual du pro-
bléme d’optimisation (4.5). Celui-ci est donné grace a la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange ou le Lagrangien est donné comme suit (voir Théoréme
3.2.1)

L(w,b,&,&) = %IlwllﬁJrCZ(&H?)—Zas(6+<fs—yi+(w,®(wf))+b)
i=1 i=1
=3 ai(e+ &+ — (w,B(m)) —b) — ) _(méi + &), (4.6)
i=1 i=1

ot les multiplicateurs de Lagrange n;, 5] et i, o > 0 sont associés respective-
ment aux contraintes de positivité de &;, & et aux contraintes sur les données
d’apprentissage. Déterminons A présent les conditions de KKT 3 du probléme
d’optimisation (4.5). Annulons pour cela les dérivées partielles du Lagrangien

3. Pour étre complet il faudrait aussi donner les conditions de complémentarité de KKT
mais dans un premier temps celles-ci ne nous intéressent pas.
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par rapport aux variables primales w, b, & et £7. Dés lors, nous obtenons

oL - .
5o = W (e —of)®(z) =0, (4.7)
i=1
aL - .
y Y i —af) =0, (4.8)
i=1
g—; = C—-oy—mi=0, Vi:1<i<n, (4.9
? .
g—; = (C—a] -7 =0, ¥i:1<i<n, (4.10)
De plug, remarquons que
al -
P > &=0, (4.11)
* i=1
BL n
= ng* = 0, (4.12)
on; sl

Ces deux égalités seront nécessaires par la suite afin de simplifier le Lagrangien,
Les équations (4.9) et {4.10) permettent de supprimer les variables

7,=C-0oy et n =C—aqaj.

Finalement, par (4.7), le paramétre w est donné par
n
w=Y (a; o) B(as). _ (4.13)
i—t

Substituons maintenant les égalités obtenues (4.7)-(4.10) dans 'équation du
Lagrangien (4.6). Nous obtenons alors le nouveau Lagrangien

Bl g€ = 5303 (e —ad)lay — af){B(ei), B(as))

i=1j=1

- Z((C — o)l + (0 — o )€])

i=1

~Y (—y,-+ (Z(@(z,-),@(mj))(a,- a}))+b) +e+ef)
i=1 i=1

“3at (y,- - (Z«@cm, ()} ey - ) +b) +s+e.:)(4.14)
=1 )

Jj=1
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qui peut encore étre récrit comme

L(wib’EiH€L = QZZ 'ﬁat} )((I){ﬂ') (J))

i=1 j=1
~Z — a6~ S (C - a)E)
i=1
—ZZaa aj — af){®(:), B(z;))
+3°3 at(a; — o} @(w:), B(x;))
i=1 j=1

n n
+ Z oY — Z a7 Y
f=1 i=1
n n
— Zma - Za}“s
i=1 i=1
n n
Y ik -y A (4.15)
f==1 i=1

En regroupant les deux mondmes et en simplifiant les termes semblables, nous
obtenons

L(w, b6, 87) = ZZ(G: —a7)(ag — o P(ws), B(24))

& &
+iyi(o« —a?)
S et al)
2
- 2(0&- — i + azE;)
- i(cﬁr i el (116)

Finalement, en supprimant les termes semblables et par (4.11) et (4.12), nous
avons le Lagrangien final

L(w,b,&, &) = ~~Z aj — a5)(D(2:), B(w;))

ii=1

~&Y (oi+af)+ > yilos — aj). (4.17)
i=1 i=1

Le problémé dual est alors obtenu en maximisant le Lagrangien (4.17) par rap-
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port aux variables duales

( L n

max —3 », (@ —af)aj — a)k(x:, z;)
i, j=1

n n
*Ezl(ﬂfi +afy+ Yyilos —of)
i= i1

n
se. oo —af) =0,
=1

iz
0<ay <€ Vi:l1<i<n,
0<a; <C ¥i:1<i<n,

(4.18)

ot la fonction noyau
k(e a5) = (D(21), ©(w;))

a été introduite pour remplacer le produit scalaire (voir Section 2.4). Comme
pour la classification, les noyaux sont utilisés afin de traiter les problémes non-
linéaires et éviter le probléme de la malédiction de la dimension. Afin de calculer
la constante b, nous utilisons les conditions de KKT qui déclarent que les pro-
duits entre les variables duales et les contraintes s’annulent & la solution. Nous
pouvons donc maintenant écrire

oi{e + & — i + {w, () + D) 0 (4.19)
Cie+ € by (D)) ~b) = 0 (4.20)
(€-a) = 0 {4.21)
©-aE = 0 (1.22)

qui sont les conditions de complémentarité de KIKT. A partir de ces égalités,
la variable b peut facilement &tre calcuiée. En effet, pour un couple particulier
de données (z;,1;), Jorsque le probléme d’optimisation (4.18) est résolu, la va-
riable £; est connue et «; et o} sont donnés par la solution au probléme dual
d’optimisation (4.18) . Nous étudions au Chapitre 5 l'algorithme "sequential
minimal optimization" (SMO) qui permet de déterminer ces multiplicateurs de
Lagrange. 11 suffit donc de combiner (4.19) et (4.20) avec (4.13) et par (4.21) et
(4.22), il s’ensuit que

n

b=y — Z(aj —af)k(ziz;) +e 8i0<a <C (4.23)
==l
et "
b=y~ (a5~ of)k(zi,25) —¢ si0<af <C. (4.24)
J=1 .

Dot par {4.23) et (4.24), nous pouvons calculer la constante b & partir d’un ou
plusieurs a; ou o} compris entre 0 et €. Nous verrons au Chapitre 5 comment
calcuter de maniére unique la valeur de la constante b,

Finalement, en substituant (4.13) dans (4.4) et en remplacant le produit
scalaire (P(x), ®(z;)) par la fonction noyau, le modéle SVR non-linéaire est

donné par
Tt

fla) = (o0 — o )k(zs,x) + . (4.25)

i=1
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Remarques

1. Notons que par les égalités (4.21) et (4.22), seules les données pour les-
quelles les multiplicateurs de Lagrange satisfont a

a;=C ou aj=C

peuvent se situer a Pextérieur du tube d’insensibilité £ (i.e., & et £ # 0).
De plus, pour les données se situant & Pintérieur du tube, ¢’est-a-dire
vérifiant

[yi == f(ﬂ;l)l <e et &ia‘g: =10,

les conditions (4.19) et (4.20) impliquent que les variables «; et af sont
égales & zéro. Nous pouvons donc conclure que pour calculer le modele
(4.25), seules sont nécessaires les données dont les variables o; et of sont
non nulles. Ces données sont. appelées, comme pour la classification, vec-
teurs de support, et forment donc un sous-ensemble clairsemé? de Uen-
semble des données d’apprentissage.

2. Transformer le probléme d’optimisation dans sa forme duale présente un
avantage important. En effet, le probléme d’optimisation dual est un pro-
bleme d’optimisation quadratique avec contraintes linéaires et la matrice
Hessienne est définie positive 4 condition que la matrice noyau

K = (k(xi, %)) j=1

le soit aussi. C’est bien le cas dans ce mémoire puisque nous ne considé-
rons que les noyaux définis a la Section 2.4.2. Dans ce cas, nous avons une
solution optimale unique.

3. Les données de ’ensemble d’apprentissage apparaissent seulement A tra-
vers la fonction noyau k(z;, 2;). Le noyau de chaque paire de données étant
un scalaire, il peut étre précalculé ® et stocké dans la matrice noyau K. De
plus, de cette fagon, la dimension de 'espace d’entrée n’intervient pas dans
le probléme d’optimisation évitant ainsi la malédiction de la dimension.

4. D’autres formulations pour la méthode SVR. se basant sur les fonctions de
cofit quadratique ou de Huber, illustrées a la Figure 4.2, ont été proposées
[30]. Par exemple, 'utilisation de la fonction de cofit quadratique permet
de ramener le probléme quadratique des SVR & un systéme d’équations
linéaires. Cependant, comme cité précédemment, ces méthodes sont sen-
sibles aux outliers et aux erreurs sur les données de ’ensemble d’apprentis-
sage bien que des procédures complexes aient été proposées pour palier &
ce probléme. C’est pourquoi ces méthodes ne sont pas étudiées dans ce mé-
moire. Finalement, une modification du probléme quadratique présentée
dans ce chapitre, appelée »-SVR, permettant d’adapter automatiquement
I’hyperparamétre  (i.e., le minimiser) a été proposée derniérement. Cette

4. Nous n’avons pas besoin de toutes les données z; pour calculer le modéle f.
5. Ce qui représente un gain de temps important d'un point de vue temps de calcul algo-
rithmique (voir Chapitre 5).
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méthode se base sur le niveau de bruit présent dans les données d’appren-
tissage. Cependant, dans la plupart des applications industriclles, le niveau
de bruit est inconnu. Il faut alors introduire deux nouveaux hyperpara-
métres : ¥ qui détermine la largeur du tube d’insensibilité £ optimisé par la
méthode SVR et le paramétre de régularisation A qui régle le compromis
entre la régularité de la fonction de régression et Perreur. L'implémenta-
tion de cette méthode est assez complexe notamment du fait que ces deux
hyperparamétres doivent de nouveau étre déterminés. Cette méthode, dé-
passant le cadre de ce mémoire, n’est pas étudiée. Le lecteur peut se référer
& [62, 64] pour de plus amples informations.

Fonction de cofit quadratique Fonction de coilt de Huber

FIGURE 4.2 — Les fonctions de cot quadratique et de Huber.

4.2 Relation avec ’apprentissage statique

La théorie de 'apprentissage statique a été développée au départ pour la
classification. Cependant, elle peut aussi étre appliquée a la régression afin de
développer une borne sur Perreur de généralisation, similaire a (3.19), pour les
modeéles & valeurs réelles. Dans cette section, nous nous basons principalement
sur [16, 66] afin de déduire les deux bornes principales de la théorie de 'appren-
tissage statique.

Soit le carré de la fonction de cofit

Wf(z)y) = (¥ — f(=))°

la borne suivante lie le risque fonctionnel R[f] au risque empirique Eg[f] avec
une probabilité de 1 — 4§

—1
R[f] < Es[f] (1 -~ C\/ hin(an/] ‘)n+ - l”(‘s)) : (4.26)
+

ol

o 7 est le nombre de données de ensemble d’apprentissage S,

e h est la dimension VC de 'ensemble F des fonctions admissibles f,

e c est une constante représentant la probabilité d’observer de grandes va-
- leurs du codt,



85 Chapitre 4. Machines & vecteurs die support pour la régression

e o est une constante théorique qui peut étre fixée proche de 1 [66],
® (2)4 cst égal & z si z > 0 et 0 sinon,
¢ § > 0 est défini par le théoréme 2.4 de [66].

La borne (4.26) décroit avec la complexité du modéle, mesurée par la dimension
VC, et lorsque le nombre de données n augmente.

Nous allons maintenant développer une deuxiéme borne pour la fonction de
cott d’insensibilité e & partir de la borne basée sur la marge pour la classification
(3.19). L'idée principale est de considérer une erreur de test (voir Section 2.3)
si Verreur sur une donnée test est plus grande qu’une certaine valeur test 8. Le
but est alors de borner la probabilité qu’une donnée test tirée aléatoirement ait
une etreur plus petite que ¢. Nous pouvons définir une marge (jouant le méme
role que la marge d’un classificateur) pour la régression

v=0—c.

Cette marge mesure la différence permise entre la précision test § et la précision
¢ et implique qu'une donnée est considérée comme un outlier si son erreur est
plus grande que § — ~. En d’autres mots, nous considérons une bande de taille
+(6 — ) autour d’un modéle f. Toutes les données se trouvant en dehors de
cette bande sont considérées comme des erreurs d’entrainement (ie., outliers)
tandis que des données tests sont considérées comme des erreurs $i et seulement
si elles se situent en dehors de la bande de taille £6. Vapnik [66] montre alors
que nous avons la borne suivante sur le risque fonctionnel avec une probabilité
del—4

Rolf] < }i‘ (Iin%Rz+1inli?loyz(1/7)logg(n)Hoy2 (%)) (4.27)

Rg[f] correspond au risque fonctionnel d’un modéle f de fonction de cott
d’insensibilité 8, -

£ est un vecteur contenant toutes les variables de relaxation,

n est le nombre de données de I'ensemble d’apprentissage &,

R est le rayon de la boule minimum englobant les données dans I'espace
dentrée X (i.e., Vo € X 1 ||8(2)]|2 = {®(2), 2(x)) < R).

Cette borne décrolt lorsque le nombre de données n ou la marge «y croit et
permet surtout de vérifier que minimiser [[w|]; permet de contréler la capacité
d'un modéle f.



Chapitre 5

Implémentation d’un
algorithme SVR et
I’algorithme SMO

RESUME. Dans ce chapitre, nous présentons le fonctionnement général
d'un algorithme SVR ainsi que différents points techniques et astuces. Nous
introduisons ensuite différents algorithmes d’optimisation qui permettent de 1é-
soudre le probléme quadratique des SVR. Nous étudions plus particuliérement
Ualgorithme Seguential Minimal Optimization (SMQ) introduit par John C.
Platt pour la classification [55] et adpaté d la régression par Alex J. Smola
et Bernhard Schilkopf [11]. Comme nous le verrons au Chapitre 6, les perfor-
mances de cel algorithme dépendent fortement du choiz des hyperparamétres.
(est pourquoi nous présentons une fechnique de sélection des hyperparaméires
basée sur lo validation croisée. Ce chapitre se base principalement sur [11].

5.1 Le fonctionnement général d’un algorithme
SVR

Avant d’¢tudier en détail Palgorithme SMO et son implémentation, nous
rappelons briévement les propriétés importantes d'un algorithme SVR ainsi que
son déroulement. . ’

Les différentes étapes d’un algorithme SVR, se présentent comme suit. Pre-
mni¢rement, un ensemble de n données d’apprentissage est généré a Paide d’une
technique de plan d’expériences propre & Cenaero {voir Chapitre 1). Deuxiéme-
ment, ces données d’apprentissage sont transformées dans un espace de redes-
cription, ce qui correspond & calculer la matrice noyau

K= (k(ﬂfi:mj))?;j:l-
11 faut done pour cela sélectionner un noyau k. Dans le cadre de ce mémoire,

nous avons testé les 4 noyaux proposés & la Section 3.4 de maniére empirique,

86
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¢’est-a-dire que les noyaux sont simplement testés les uns aprés les autres. No-
tons au passage que des méthodes de sélection automatique du noyau existent.
Aprés nos différents tests ', nous avons remarqué que le noyau RBF Gaussien
est celui qui donne en général de meilleurs résultats (voir Chapitre 6). Clest
pourquoi nous travaillons uniquement avec ce noyau et ne nous intéressons pas
aux méthodes de sélection automatique. Par la suite, nous verrens que la ré-
solution du probléme d’optimisation quadratique (4.18) permet de déterminer
les multiplicateurs de Lagrange. Nous présentons dans ce chapitre différentes
classes d’algorithmes d’optimisation existantes permettant de résoudre ce pro-
bléme (voir Section 5.2). Nous étudions plus particuliérement Ialgorithme SMO
(voir Section 5.2.4) que nous avons décidé d’utiliser et d’implémenter dans Mi-
namo. La différence des multiplicateurs de Lagrange est ensuite utilisée, avec
les données d’apprentissage, pour calculer les paramétres w et b. Ces deux pa-
ramétres sont déterminés respectivement par (4.13) et (4.23) ou (4.24). Fina-
lement, en substituant w et b dans (4.25) nous obtenons le modele final f qui
peut &tre calculé pour n’importe quelle nouvelle donnée . La Figure 5.1 illustre
les différentes étapes d’un algorithme SVR.

Evaluation

Algorithme d’apprentissage SVR d’une nouvelle
donnée
Choix de la fonction noyau Ensemble d’apprentissage |,/ Donnée
(par défaut RBF Gaussien) S={(xi.y)11Si<n, r;ieR et y; €R} @
Calcul de la matrice noyau Calcul de
K = (ki a))i k(i x)

1

Résolution du probléme
d’optimisation quadratique (SMO)

l

Calcul de la différence
des multiplicateurs de Lagrange

|

Calcul du vecteur de poids  w =) _(af — a;)®(x)
i=1

l

Calcul de la constante b
A I’aide des conditions de Karush-Khun-Tucker

1

"

Modéle f(z) = (ai —a})k(xiz) +b

i=1

FIGURE 5.1 — Organigramme d’un algorithme SVR.

1. Les différentes fonctions utilisées pour les différents tests sont présentées au Chapitre G.
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5.2 Les différents algorithmes d’optimisation

Nous présentons dans cette section les principaux algorithmes les plus fiables
permettant de résoudre le probléme des SVM pour la régression pour des en-
sembles d’apprentissage de taille moyenne (r de Pordre de 10%) 2.

5.2.1 L’algorithme de points intérieurs

Les algorithmes de points intérieurs font partie des algorithmes d’optimisa-
tion les plus fiables et précis. Ils sont tout particulierement adaptés pour des
problémes de petite taille. L’idée principale des algorithmes de points intérieurs
est de calenler le dual du probléme d’optimisation et de résoudre les deux pro-
blémes (primal et dual) simultanément. La résolution se fait alors en vérifiant
progressivement les conditions de KKT afin de trouver itérativement une solu-
tion admissible, Finalement, il suffit d’utiliser le saut de dualité entre la fonction
objectif primale et duale pour déterminer la qualité du modele. Pour de plus
amples informations générales, le lecteur peut se référer 4 [62, 63] et & {29] pour
une implémentation et une étude de la convergence.

5.2.2 L’algorithme du gradient

La plupart des méthodes permettant de résoudre le probléme quadratique
des SVR se basent sur le probléme dual d’optimisation. Cependant, nous pou-
vons nous demander 8’il est possible de considérer une approche s’appuyant
gur le probléme primal d’optimisation donnant de bons résultats. En effet, il
existe plusieurs méthodes découlant de cette approche et basées sur la méthode
du gradient. Nous pouvons par exemple citer Palgorithme AdaTron dérivé du
ctlébre algorithme du Perceptron [16]. Cependant, ce type de méthodes étant
encore trés peu développées, nous ne les étudions pas. Pour de plus amples
informations, le lecteur peut se référer & [62, 33].

5.2.3 L’algorithme de sélection de sous-ensembles

Les algorithmes précédents peuvent &tre utilisés, sans modification, sur des
ensembles d’apprentissage de taille modérée. Historiquement, ces algorithmes
ont été créss pour Ia classification et ont trés rapidement atteint leurs limites.
En effet, & Pheure actuelle il n’est pas rare de travailler avec des ensembles d’ap-
prentissage de plus de 50000 données, ce qui implique logiquement des problémes
conséquents de mémoire et de CPU. 1l a donc fallu inventer de nouveaux algo-
rithmes permettant de contourner ces problémes : les algorithmes de sélection
de sous-ensembles, Ceux-ci ont ensuite été transposés avec succés au probléme
de la régression.

2. Les preblémes dont la taille de ’ensemble d’apprentissage est extréme (i.e. Pordre de n
est plus grand que 10°) sont trés complexes & résoudre. En eflet, 1’algorithme peut prendre
un temps considérable pour résoudre le probléme quadratique ou encore il est impossible de
stocker la matrice K. It faut alors avoir recours & différentes astuces et approximations, Pour
de plus amples informations le lecteur peut se réferer & [62].



89 Chapitre 5. Implémentation d’un algorithme SVR et 'algorithme SMO

5.2.3.1 Le chunking

La premiére méthode de sélection de sous-ensembles proposée par Vapnik
en 1982 [66] se base sur l'observation que seuls les vecteurs de support sont
importants pour le modéle final. En d’autres mots, si nous connaissons et uti-
lisons uniquement les vecteurs de support pour-ealculer le modéle f, celui-ci
est identique & celui obtenu en utilisant toutes les données de I’ensemble d’ap-
prentissage. Dong, si nous connaissons les vectewrs de support, cela permet un
gain énorme de mémoire. De plus, nous pouvons directement calculer le modéle
avec ces seules données et ainsi traiter n'importe quel ensemble d’apprentis-
sage. Le probléme est que nous ne connaissons pas les vecteurs de support avant
d’avoir résolu le probléme quadratique (4.18). La solution proposee est alors
simplement de stocker un sous-ensemble arbitraire de 'ensemble d’apprentis-
sage, appelé chunk, et de calculer le modéle f avec ce chunk. 11 suffit alors de
garder uniquement dans le chunk les vecteurs de support, de le compléter avec
le reste des données et de recaleuler le modéle f. La procédure est alors répétee
jusqu’a ce que toutes les données aient ¢té utilisées et gque les conditions de KKT
soient satisfaites.

Historiquement, algorithme basique présenté ci-dessus a d’abord été déve-
loppé pour la classification. 11 a ensuite éte amélioré par Osuna et al. en 1997
[53] et finalement par Thorsten Joachims en 1999 [36] qui a en plus transposé
cette méthode & la régression. Pour de plus amples informations, le lecteur peut
se référer 4 [62, 11]. '

5.2.3.2 L'algorithme SMO

I’algorithme SMO a été proposé pour la premicre fois par John Platt en
1999 [55] pour la classification. Cet algorithme se base sur la méthode du chun-
king. L’idée est de sélectionner des sous-ensembles de dimension 2 et d’optimiser
1a fonction objectif tout en satisfaisant les contraintes du probléme d'optimi-
sation (4.18). L’algorithme SMO présente un avantage important par rapport
aux autres algorithmes : il peut gérer des ensembles d’apprentissage de trés
grande dimension. Le point clé de cet algorithme réside dans le fait que pour
un sous-ensemble de taille 2, le sous-probléme d’optimisation peut &tre résolu
analytiquement sans devoir recourir 4 la résolution numérigue de problémes
quadratiques. I’algorithme SMO est lalgorithme que nous avons choisi d’im-
plémenter parce qu'il présente de bonnes performances (voir Chapitre 6) et les
preuves de convergence ont ¢té démontrées [52]. L’entreprise Cenaero pouvant
atre amenée dans le futur A traiter des problémes de grande taille, Ialgorithme
SMO est donc tout indigué. L'algorithme SMO pour la régression que nous pré-
sentons dans cette section est dérivé de Palgorithme SMO de Platt [55, 56] en
suivant simplement le méme raisonnement. Le pseudo-code de Palgorithme est
donné & titre indicatif & la Section 5.2.4.2.

Le raisonnement proposé ci-aprés pour implémenter l'algorithine SMO peut
uniguement, étre appliqué au probléme des SVR utilisant la fonction de cott d’in-
sensibilité £. Pour la majorité des autres fonctions de coflt convexes, trouver une
solution explicite du probléme quadratique correspondant est impossible. Nous
pourrions bien sar dériver un probléme d’optimisation convexe non-quadratique
analogue mais nous devrions le résoudre numériquement.
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Développement de Palgorithme SMO

Considérans le probléme d’optimisation quadratique (4.18) défini au Chapitre 4

.Mz

b _.1_
max 2
i,

n n 3
—Eg(ai +aof)+ _Elyi(ﬂi —af)
i= i=
n
2o (o — af)=0,

i=1
0<ay<C VYi:1<i<n,
<o} <C Viil<isn,

l(ai —af ey — ;) Ky

(5.1)

EC
g‘_

pour deux indices, notons les (4, 7). Avant de donner le probléme d’optimisation
restreint aux deux indices (4, j) et de trouver la solution analytique, nous devons
introduire plusieurs concepts importants.

Le but de Palgorithme SMO est de résoudre le probléme d’optimisation {(5.1).
Pour cela, l'idée est de forcer les données d’apprentissage correspondant anx
indices (4,7) & se trouver & Pintérieur du tube d’insensibilité £ et de vérifier les
conditions de KKT. Comme expliqué auparavant, si les données se situent dans
le tube d’insensibilité & alors les variables a; ou of et o; ou «f correspondantes
sont égales & zéro. Ce qui implique que

aiaf =0 et oya; =0 (5.2)

De (5.2), nous déduisons 4 cas possibles & considérer pour le probléme d'opti-
misation & deux variables : ‘

¢ Cas 1: (a;,a;) gui correspond & o, o #0et of, o} =0,
¢ Cas 2 : («,a}) qui correspond & o, o # 0et o, a; =0,
e Cas 3 : (af,a;) qui correspond 2 of, a #+ 0 et a;, oz; =0,

o Cas 4: (of,0}) qui correspond a of, of # 0 et aj, 5 = 0.

=

De plus, par la contrainte de sommation - (o; — @]} = 0, nous avons que

—

i=

7

(m—a)+(a;—aj) =7 on v=- (ag—0;) (5.3)
g=1

g#hL ]

el avant optimisation (i.e. résolution analytique du probléme d’optimisation
pour deux indices)

= (a:i}!d - a;eotd') -+ (a;}!d _ a;ofd)_ {54)

Gréace & (5.3), nous pouvons déduire une borne supérieure et inférieure pour
chaque a;, af et ce pour les 4 cas de telle maniére que les contraintes d’inégalités
du probléme d’optimisation (5.1} soient satisfaites.



a1 Chapitre 5. Implémentation d’un algorithme SVR et P’algorithme SMO

Soit
(o —af) =7 — (o — af) (5.5)

alors,
e Cas 1: (a;,0;5)
Par (5.5) nous avons que
o — Y — (l‘j

et par (5.1)
D<a; <C et 0<oy<C

done -
0<<C & 0<y—a;<C
& —r<-og<C—y
& y-C<a; <y

d’oi, avec 00 < a; < O,
L<a; < H

avec

L= max(O,'y;C),
H = min(C,7).

s Cas 2: (a;,q])
Par {5.5) nous avons que
o = o+

et par'(5.1)
0<ay<C et 0<a;<C

d’oll
D<ca;<C & O<oz;-‘+'y<0
& —y<a;<C—y

d’on, avec 0 < of < C,

avee

L max(0, —)
H = min{C,C - ).
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s Cas 3 : {af, 05)

Par (5.5) nous avons que
af =a; =%
et par (5.1)
D<af <C et 0<o;<C
d’on
0<aj<C & 0<a;~y<C
& y<a; <CHy

" d'ol, avee 0 < oy < O,

L < o < H
avec
L = max(0,v)
H = min(C,C+).
o Cas 4: (0f,a])
Par (5.5) nous avons que
of = —y—aj

et par (5.1)
O<a; <C et 0<o;<C

d’on
0<of <C & 0<—y—oj<C
& y<-—a;<C+y
& —y-C<a) <~y

d’ot, avec 0 < of < C,
L<oj<H

avec

L = max(0,—y—C)
H = min{C, —v).

La table ci-dessous reprend les bornes L et H pour chacun des quatre cas.

*

Gy CH,};
N L =max(0,y—C) | L =max(0,—)
Pl H=min(C,v) H=min(C,C — )
o L = max(0, ) L = max(0, —y — C)
P H=min(C,C +7) | H=min{C, —%)

Tableau 5.1 - Bornes L et H pour la régression.
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Remarque

Dans l'étude des bornes L et H des 4 cas, nous considérons unique-
ment les inégalités strictes

0<a; <C et 0<a;<C

- et
0<a;<C et 0<a;<C
La raison pour laquelle a4, of, o; et o doivent étre différentes de 0
et de O vient du fait que nous exigeons que les données correspon-
dantes se trouvent i l'intéricur du tube d’insensibilité e. D’ol, par
(4.21) et (4.22), si a;, af, a; et af # 0 et # C alors les variables de
relaxation &, £, §; et £ sont nulles. Tl s’ensuit que les données se
situent bien dans le tube d’insensibilité e.

Résolution analytique du probléme d’optimisation

Létape suivante consiste a résoudre analytiquement le probléme d’optimisation
pour deux variables d’indices (4, 7). Pour commencer nous définissons

v Yo=Y (ag—a))Kig b (5.6)
a#i,f
= ¢+ (d?i'd _ a’;a'!d)_K“ + (CY;.-JM " a;a!d)](ij, (5_7)

avec
¢i = yi — fl@i).
De (5.7), nous déduisons une égalité qui est nécessaire pour la suite

v — U — "}’(_Kij — I{jj) =q¢; — ¢j + (Oz?td = a;ald)(.[{ii + I{jj — QI(ij). (58)

Restreignons maintenant le probléme (5.1) au probléme d’optimisation a deux
indices (i, ). Pour cela, nous repartons de (5.1) et nous prenons des nouveaux
indices de sommation k et [ afin de ne pas confondre avec les indices (i, 7)

o
1l
=
Il
-

n (5.9)
se. 3 (ox—af) =0

<op<C Vk:1<k<n,
<ap<C Vk:1<k<n

\

Commencons par développer la fonction objectif du probléme d’optimisation
(5.9) afin d’isoler les indices (4, )
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n n
max —3i 2 ( (ovg — af)or — of ) Ky
k=1 \I#i,j

+(Ct’k - ak)(ai - C‘tf)f(ki + (ak - oz*k)(aj had (I;)I{kj)
n n
< —& 3 (on + ) + 2 yulen — af) _ (5.10)
Kzl k=1
n
se. > (apr—al)=0,

k=1
0<ap <C VYE:1<Ek<n,
0<al<C VE:1<k<n,

qui cst encore équivalent a

n

max —%( > ( 3 (e — af)(ar — o] ) K + (e — o) o — at YK

E#i,3 \#,g
+(O.fk - a';)(aj — ﬂ’;)[(kj) + Z (a, —a; ){az — )I{,J

#i.d

+log — o] P Ky + (g — )(CYJ o) Ki;

i
R C o) (e = of Y ja + (o5 - a5 ) — af ) K (5.11)
8,

+Hoy — o) KH) —&Y (o +of) + > ular —of)
k=1 k=1

8.¢C. Z (o —a}) =

O<aR<C Vh:1<k<n,
0<afp<C Vh:1<k<n

Nous avons donc

(- max —l(cr,- - 0:’5‘)21(1-2- — oy — )P Ky — (i — of Yoy — o) K5
~3 Ly Z (o — af ) — af ) K
K#hﬂ#hj
-3 2 (o — af) (o — af } K
kL
n
-3 3 (on — ooy — af) Ky
R#m
-3 Z (a; —af)(or — of ) Ky
f#m
) 5.12
—3 5 (o5 - affew — o My (512
f#is:i
n
e 3 (ar+af) —elog +of + o5 +af)
kLS
+ Z yi{on — o) +vilen — af} +yi(ey — o)
ki
n
s.c.  y oy —of)=0,
k=1 :
0<ar<C VYh:1<k<n,
0<at<C Vk:l<k<n
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En substituant (e;; — o) par v — (@ — af) {cfr 5.3) et en supprimant les parties
indépendantes de ; et o nous avons que

max ﬁé(m - af) Ky — %(72 - 29(ay — af) + (o — ol )2 K5
—y(a; — &} ) Ky + (0 — 07 )2 K — %LE (o — e )e — af ) Ky
o3k, f
' n n
—1y 37 (o —af)Kyj + 5 5, (o — ap)(ai — af) Ky
Rl k#ij .
1 u % * 1 z ® (5-13)
-1 5 (00— afYay — af) K — 57 32 (e — af) K
k#LG ksti,j
n
+1 %5 (a0 — af Mo — o) K — elas + of + o5 -+ o)
ki G
+yilai — af) + vy — yiles - af)
se. L<(y—al)<H Vi:l<i<n,

ou I et H sont définis dans le Tableau 5.1. En mettant en évidence les termes
semblables et en éliminant, les termes indépendants de (o — o) nous obtenons
le probléme d’optimisation suivant
max —%(0[5 - a;)z(I(ﬁ - 2.Kij + I{jj) - (Ozi - (t?)(’y(f(ij - I(j ))
¥ n

—(a; —af) 5 (o — o) Kii + (s — of) 25 (an — o) Ky
ki =y (5.14)

+yilos — o) — yilas — of) —elow + of + o5 + o)
sc. L<{w—al)<H Vi:1£i<n.
Finalement, en réorganisant les différents termes nous obtenons le probléme
d’optimisation
max  —i(o; — of (K — 2Ky; + Kj5) — el + o+ a5 + a3)
1

:) (’)‘(I(U — .Kj ) + Z ((1’;c — az)ff};i —y;—b
R#LLT

—~(ov; — @

R

—u (5.15)

n
= (on — o) Ky i+ b)
k#id

]

o

v; .
s, L<(my—of)<H Vi:l<i<n,
qui est équivalent &

—1(oy — af2(Ky — 2K + Kj5) — el +of + o5 + o)

~{a; — o )(y(Kij — Kj5) —vi +v5) (5.16)
se. L<{oj—-of)<H Vi:l<i<n

max

I’étape suivante consiste & trouver le maximum pour chacun des quatre cas.
Celui-ci est donné simplement en prenant la dérivée de la fonction objectif de
(5.16). Soit la fonction objectif

1 * * [ * Y
L= -—v2~(0zi“-(‘t- )gn—(aiﬁai)('y(Kij—ij)ﬁmevj)—E(ai+ct,- +th+ﬂ‘j), (5.17)

i

of 1 ©f K + K;; — 2K;;. Considérons maintenant tes quatre cas :
1 ii 4
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e Cas 1: (o, 0;5)

La fonction objectif devient

1
I = —E(Qi)2ﬂ — e (I — Ki) —w+ v;) —elog + a;). (5.18)

Par (5.3), nous avons
(@i —af)+ (o —aj) =7 & mtoy=7
<y =7 Gy,
qui impligue que (5.18) est équivalent 4
1
L=~ (a)*n — ca(y(Kij — Kj) —vi vj) € (5.19)

La dérivée premiére de (5.19) par rapport 3 oy est donnée par
oL
do;

Au maximum, cette dérivée doit &tre égale a ztéro, d’ou

arl Vi — U5 — 'Y(-Kij - I(jj),

=0&q =
oy “ ]

= —oyy — (YK — Kj3) — v +v5). (5.20)

ce qui implique, par (5.8), que ,
o = Q?rd + —"~—~"¢i :] qu.

e Cas 2 : (o,a;)
La fonction objectif devient
L= —%(ai)zn WKy — Kg) — v b vg) — el ad) (5.21)
Par (5.3}, nous avons

S

(i —af)t{w—af)=7 & ai—aj=7
& ap=ai o,
qui implique que (5.21) est équivalent &
1
L= —-2—(ai)21] — Q‘i(",‘(I(,'j - I(jj) - U+ ’Uj) — 2eq; + £7. (522)

La dérivée premiére de {5.22) par rapport & o; est donnée par

.8L
_—= oyl - ('Y(-Kz‘j — I(jj)_— Vi + ’b‘j) — 2e. (5.23)
30{5 :
. Au maximum, cette dérivée doit étre égale & zéro, d'olt
ﬂ-}_ 0o o= U,'—Uj—’y(f(ijfl'{jj) —26,
daoy 7
ce qui implique, par (5.8), que
s — 2
vy = a?‘d + ﬂés ¢J E.

n
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s Cas 3: (af,qy)
La fonction objectif devient
1
L= —5(oiVn+ai(v(Kyy — Kj) = vi+ ;) —e{a] +oy).  (5.24)
Par (5.3), nous avons

(@i—af)+(aj—0j)=9 & —af to;=7
& a;=v+aof,

qui implique que (5.24) est équivalent &
. .
L= fﬁ(a;‘)%} + ot (v(Ki — Kjj) —vi +vy) — 260} + ey, (8.25)

La dérivée premicre de (5.25) par rapport & o] est donnée par

oL

oy = i+ (W — Kyg) —vik ) - 28 (5.26)
Au maximum, cette dérivée doit &tre égale 4 zéro, d’oll

_?% :0<:>Q': _ ’Uj *Ui'*"y(-[{ij *I(jj) —25‘,

Bai 1

ce qui implique, par (5.8), que
i 42
G[;‘ = Q'l?ofd _ qbl—-———qi; + 8.

e Cas 4: (af,q])

La fonction objectif devient
1 )
L= 7§(a?)2n + @ (Y Ky — Kjj) —vi+uv) —elof +a7). (527
~ Par (5.3), nous avons
(—a})+ (e —af) =y & —af —aj=7

- *
L= Q‘j =~y — Y

qui implique que (5.27) est équivalent &

L= a@iVn b a0y~ Ky) —utv) tey. (529)
La dérivée premicre de (5.28) par rapport & «f est donnée par
i;:~@n+hmgmmg—w+w) (5.29)
Au maximum, cette dérivée doit 2tre égale A zéro, d’od
aL g = BT + (K — Kj3)
daj ’ " ’

ce qui implique, par (5.8}, que

. 2
af = oot B EE
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Le tableau suivant reprend le maximum pour chacun des quatre cas

(e, 5) ai:w%im:a?mrﬁ;_m j
(Oli,a;)- o; = Ui—UJ‘—T(K:]j*K'}j}—QE = G?M+ ﬁ—_qZL—E
(af, ) | of """“”‘T(*'f;'?r"fﬁ)—% — o _ 9;4??2+_:ze
(o7, 5) ﬂf:ﬁ_—““ﬁ(’w:a;ord_ﬂ;ﬁ

Tableau 5.2~ Maximum du probléme d’optimisation SVR en fonction des quatre
cas.
avec

1= I{ii + I(Jj — 21{13'. (530)

Afin d’optimiser plus de deux variables, nous devons recalculer ¢; — ¢;. De
plus, nous voulons éviter des colts supplémentaires lorsque nous recalculons la
différence de ces erreurs. Nous pouvons pour cela procéder de la maniére qui
suit

;!CIU e qb;lclu — y! e f(wi)?i.ﬂlu . yJ + f(ﬂ;j)nElu
avec
e = f) — (@f - ap K+ (o = af"*) Ky
_(a?ld . a:rofd)f(ij it (Q;Lcw _ anmu)f{ij-
D’on,
?ew = -rfww = 3 - f('l'l) _ ((a?ew _ Q;new) _ (a?!d . a:old})(}'{ii _ -Kij)
yi — flag) — (@) — ag™*) — (a5 — a7 ) (K — Kjj)

d ;
- (ﬁgl _ (}5?” _ (a?ew _ ﬂ;new)f(ii + (a?ld _ a:a!d)}r{ﬁ

(e — o) K — (o' — af ) K

new *new old =old
(" — 3" Kij + (o — ") K

] b
_l_{a_;mw _ a;new)f(jj _ a;‘_oid _ a;o[d)ﬁrjj
ms ;)l'd — ;ld _ ((a?ew _ a_;«new) _ (aci)!d — Q'?DM))(I(H _ -Kij)
+((a}!cw — n,;new) — ((Ygld = (I;Drd))(f(jj s~ I(,J)

Finalement par (5.3) et (5.4), nous avons

Cb?ew _ ¢?ew - t,‘lbgm _ gld - 1]((0‘;181” _ a?naw) _ (a;_)ld _ a:ofd))_ (5_31)

Renmrqu:]

A la suite d’erreurs numériques, il se peut que n < 0. Dans ce cas,

7 doit 8tre fixé & zéro. En effet, une valeur négative de 7 ne peut
pas étre tolérée puisque k(:,-) doit vérifier la condition de Mercer
(voir Théoréme 3.4.1), ce qui implique que la valeur optimale de a;
se trouve sur les frontiéres L ou H.
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Régle de sélection pour la régression

Nous nous intéressons maintenant 3 une régle de décision permettant de sé-
lectionner les indices (4,3} de telle maniére que la fonction objectif soit maxi-
male. L'approche suivie consiste en une double boucle imbriquée permettant de
maximiser la fonetion objectif. La boucle externe itére sur toutes les données ne
vérifiant pas les conditions de KK'T, d’abord, sur celles dont les multiplicateurs
de Lagrange ne sont pas sur-les frontiéres (i.e., a; # 0 et # C), ensuite sur
celles de Pensemble d’apprentissage violant les conditions de KKT, et ce afin
d’assurer la consistence du modéle pour toutes les données de I’ensemble d’ap-
prentissage, ce qui régle le probléme du choix de l'indice 4. Le choix de indice
4 se base sur l'idée suivante : afin de faire en sorte de se rapprocher rapidement
du minimum, nous exigeons de grandes modifications de «;. Puisque calculer 7
pour toutes les paires possibles (4,7) cofite trés cher en temps de calcul nous
choississons Vindice j qui maximise la valeur absolue de |@; — ¢;|. Si cette heu-
ristique vient a échouer, tous les autres indices j sont alors analysés. En résumé :

1. Nous analysons tous les indices j vorrespondant aux données d’appren-
tissage ne se trouvant pas sur les fronticres L ou H afin d’en trouver un
permettant de progresser.

2. Si aucun indice § n’est satisfaisant, les autres données sont analysées pour
en trouver une qui permet de progresser.

3. Si aucune des étapes 1 et 2 ne renvoie un indice §, alors nous pagsons
Pindice ¢ suivant. :

Mise a jour de la constante b

“La derniére étape de Palgorithme SMO consiste & déterminer la valeur de la
constante b. Malheureusement, I'algorithme SMO ne fournit pas automatique-
ment la valear de b qui doit étre mise  jour aprés chaque itération réussie. Nous
procédons alors de la fagon suivante : si gentlement une des variables oy, of, a;
ou o se trouve & Vintérieure des frontidres alors nous pouvons utiliser (4.23)
ou (4.24) définis au Chapitre 4. Malheureusement, la constante b ne peut pas
tout le temps étre caleulée (e.g., quand tous les vecteurs de support se trouvent
en dehors du tube d’insensibilité £). Dans ce cas, Platt montre qu'il existe un
intervalle admissible pour b,

[bs, 5]

oll b et b; sont donnés par (4.23) ou (4.24). 1L suffit alors de prendre pour b le

milieu de cet intervatle :
. bi + bj

b
2
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Pseudo-code de Palgorithme SMO

Nous donnons dans cette section le pseudo-code de Palgorithme SMO. Une im-
plémentation ® de cet algorithme est donnée au Chapitre 7. Ce pseudo-code est
entiérement repris dans Pimplémentation par soucis de clarté et de facilite de
compréhension. Etant donné que les commentaires de notre programme sont en
anglais, nous donnons le pseudo-code source également en anglais pour faciliter
le travail des différents groupes de Cenaero.

En premier lieu, nous résumons les étapes principales de Palgorithme SMO.
L'algorithme SMO est composé de deux parties et se déroule comme suit.

Algorithme 3 Algorithme SMO
1: Sélection des variables i ob aj.
Nous ntilisons les heuristiques présentés 4 la Section 5.2.3.3 afin de choisir
officacement les paires des multiplicateurs de Lagrange & optimiser.

2: Optimisation.
Nous fixons fous les ax Yk : 1 < k < net k # i,j ct nous calculons la
solution analytique du probléme quadratique de taille 2.

3. Pour des raisons de confidentialité, le code source sera uniquement disponible le jour de
la défense du mémoire.
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Algorithme 3 Procedure takeStep(il,i2)

; if (i1 = i2) then
return 0
end if
alphal, aiphal®, aipha2, alpha2* = Lagrange multiptiers for il and i2
y1 = targetfil]
y2 = target{i2]
phil = 5VM output on point[il] - ¥1
phi2 = SVM output on point[il} - y2
k1l = kernel(point[il},point[il])
10: k12 = kernel(point[il],point[i2])
11: k22 = kernel{point[i2],point[i2]}
12 eta — - 2¥k12 4 k11 + k22
13: gamma = alphal - alphal* + alpha2 - alpha2*
14: { % We assume eta > 0. otherwlse one has to repeat the complete reasoning similarly }
15: { % {compute objective function for L and H and decide which one is largest)}
16; casel = case? = case3 = cased = finished = 0
17: alphaleld, alphalold* = alphat, alphal*
18: alpha2eld, alpha2old* == alpha2, alpha2*
19: deitaphi = phil - phi2
20: whilelfinished do
21 { % This loop is passed at mosl three times} .
22 { % Case variables needed to avoid attempting to avoid attempting small changes twice}
23: if (casel == 0) && {alphal > 0 || (alphal* == 0 && deltaphi > 0)) && (alpha2 > 0 ||
{(alpha2* =:= 0 && deltaphi < 0)) then

24: Compute L, H (wrt. alphal, alpha2)
25: if L < H then

26: a2 = alpha2 - deltaphi/eta

27: a2 = min(a2, H)

28: a2 — max(L, a?)

29: al = alphal - {a2 - alpha2}

30: Update alphal, alphaZ2 if change is larger than some cps
31: else .

32: finished = 1

33: end if

34: casel = 1

35: ° else if {case2 —= 0) && (alphal > 0 {| (alphal* == 0 && deltaphi > 2 epsilon)) &&
(alpha2* > 0 || (alpha2 == 0 && deltaphi > 2 epsilon}} then

36: Compute L, H (wrt. alphal, alpha2¥}

37 IfL < H then

as: a2 = alpha2* + (deltaphi - 2 epsilon)/eta
3% a2 = min(a2, H)

40 a2 = max(L, a2)

41; al = alphal + (a2 - alpha2*}

42: update alphal, alpha2* if change is larger than some eps
43: else

44: finished = 1

45: end.if

46: case? = 1

47: alse if (cased == 0} && (alphal* > 0 }{ (alphal == 0 && deltaphi < -2 epsilon)) &&
(alpha2 > 0 {| (alpha2* === 0 && deltaphi < -2 epsilon)) then -

48: Compute L, H {wrt. alphal*, alpha2}

49; if . < H then

50: a2 == alpha? - {deltaphi - 2 epsilon}/eta
51: a2 — min(a2, H)

52: a2 = max(l,, a2}

53: al = alphal* 4 (a2 - alpha2¥)

54: Update alphat*, alpha2 if change is larger than some eps
55: olse

56: finished —~ 1

57: end if

58: cased — 1

59: else if {cased == 0) && (alphal* > 0 || {alphal =="0 && deitaphi < 0)) && {alpha2* >
0 || (alpha2 == 0 && deltaphi > 0)) then

60 | if L < H then

61: a2 = alpha2* 4 deltaphi/eta
62 a2 = min(a2, H)

63: a2 = max(L, a2)

64: al = alphal* - (a2 - alpha2¥)
65: Update atphal*, alpha2* if change is larger than some eps
66: else

G7: finished = 1

G8: end if

69; cased = 1

70 else

Ti: finished = 1

T2 end if-

T3: update deltaphi

T4: end while

75: Update threshold to reflect change in Lagrange multipliers

76: Update error cache usinig new Lagrange multipliers

77: if changes in alphal(*), alpha2(*) are larger than some eps then
78: return 1

79: else

B80: return 0

81: end if
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Algorithme 4 Procedure examineExample(i2)

: y2 = target(i2]

; alpha2, alpha2* = Lagrange multipliers for i2

C2, C2* == Constraints for i2

: phi2 = SVM output on point[i2] - ¥2 {in error cache) :

: if ({phi2 > epsiton && alpha2* < C2*) {| (phi2 < epsilon && alpha2* > 0) |} (-phi2 >
epsilon &4& alpha? < C2) || {-phi2 > epsilon && alpha2 > 0)) then

6 if (number of non-zero && non-C alpha > 1) then
7 i1 == result of first or second heuristic
8: if {takeStep(ii,i2)) then
9: return 1
10 end if
11: end if
12: loop {over all non-zero and non-C aipha, with random start}
13: il = identity of current alpha
14: if (takeStep(1i,i2)) then
15: return 1
16: end if

17; end loop
18: loop {over all possible i1, with random start}

19: il = loop variable

20: if (takeStep(li,i2)) then
20 return 1

22: end if

23: end loop

24: end if

25: return 0 -

Algorithme 5 main routine

1: initialize alpha and alpha*® array to all zero
2: initialize threshold to zero

3 aumChanged = 0

4; examineAll = 1

5 LoopCounter = 0

6: while (numChanged > 0 || examineAll) do
7. LoopConnter ++4

8: nmChanged =0

9:  if {examineAll) then
10: loop {over i over all training examples}
11: numChanged += examineExample(i}
12: end loop
13: else
14: loop {over i over examples where alpha is not 0 and not C}
15: numChanged += examineBxample(i}
16: end loop

17:  end if
18:  if (mod{LoopCounter, 2) == 0) then

19: MinjimumNumChanged = max(1, 0.1*NumSamples)
20: else

21: MinimumChanged = 1

22:  end if

23:  if (examineAll == 1) then

24: examineAll = 0

25:  else if (numChanged < MinimumNumChanged) then
26: examineAll = 1

27:  end if

28: end while
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Améliorations de 1*algorithme SMO

De nombreuses améliorations de P'algorithme SMO ont été proposées afin d’op-
timiser le temps de caleul et la précision de la solution calculée. En effet, U'algo-
rithine SMO décrit au Chapitre 5 présente un inconvénient causé par I'utilisation
d’une valeur unique pour la mise 4 jour de la constante b. Parmi toutes les modi-
fications possibles de 1'algorithme SMO, nous pouvons citer, comme référence,
Pétude : "Improvements to SMO Algorithm for SVM Regression” {65]. Dans
cette étude, Shevade, Keerthi et al. développent un nouvel algorithme SMO
plus efficace et plus rapide que Palgorithme SMO initial.

5.2.4 Les différentes librairies

1l existe de nombreuses librairies permettant de résoudre le probléme quadra-
tique. Les plus connues sont CPLEX, LOQO, Matlab, linprog ou quadprog. Elles
sont capables de résoudre les problémes linéaives ou quadratiques issus des SVM.
Néanmoins, comme c'cst expliqué précédemment, la taille des problémes (Le., la
taille de ’ensemble d’apprentissage) a poussé la communauté ML & développer
et implémenter des nouveaux algorithmes plus spécifiques basés principalement
et, en majorité sur Palgorithme SMO. De nouvelles librairies ont alors vu le jour
telles que SVMlight, libSVM, HeroSVM ou encore WEKA. Toutes ces librairies
sont bien souvent télechargeables sur Internet. Malheureusement, Cenaero étant
un centre de recherche vendant des solutions technologiques, elle ne peut pas
utiliser ces librairies. C'est la raison principale qui nous a poussé & développer
notre propre code basé sur Palgorithme SMO.

5.3 Procédure de sélection des hyperparamétres

Dans la méthode SYR, de nombreux paramétres doivent étre sélectionnés :

o Vhyperparamétre C qui représente le compromis entre la complexité du
modele et Uerreur sur les données d’apprentissage,

o I’hyperparamétre & qui correspond a la largeur du tube d'insensibilité,

o I’hyperparamétre o qui est le paramétre de la fonction noyau RBF Gaus-
sien,

Ces hyperparamétres sont en général réglés en fonction d’une estimation de l'er-
reur de généralisation qui peut étre évaluée sur un jeu indépendant de données
de validation ou par validation eroisée. Cela implique donc la construction d'un
modeéle pour chaque jeu de données et évaluation de celui-ci.

La méthode que nous avons choisi d’implémenter est basce sur une recherche
de type grille expliquée & la Section 2.2. Pour cela, nous faisons simplement va-
rier :

e 'hyperparamétre C' de 1 & 50 par pas logarithmique,
¢ I'hyperparamétre o de 0.1 & 1 par pas de 0.1.

Les modéles obtenus pour chaque jeu d’hyperparamétres sont alors évalués &
1'aide d’une procédure de validation croisée expliquée & la Section 2.3.L Sile
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modele obtenu avec le nouveau jeu d’hyperparamétres est meilleur que I'ancien
(i.e. le coefficient de corrélation du modeéle obtenu avec le nouveau jeu d’hy-
perparamétres Rye, est plus grand que I'ancien coefficient de corrélation R4
correspondant 4 ’ancien modele) alors nous conservons les nouveaux hyperpa-
ramétres et nous continuons la recherche. Un mécanisme permettant d’arréter
la recherche a aussi 6té implémenté afin d’éviter des caleuls superflus. Celui-ci
vérific que si Ryew est plus grand que 0.99 alors un jeu de trés bons hyperpa-
rametres a été trouvé et la recherche est alors arrétée. Le paramétre 4k dela
validation croisée a été fixé a 5 et 'hyperparamétre® e est quant a lui fixé &
0.001. Finalement, une fois que la recherche des hyperparamétres est terminée,
nous construisons le modéle f avec le jeu des meilleurs hyperparamétres obtenus
et avec toutes les données de l’ensemble d’apprentissage. La Figure 5.2 illustre
la procédure de sélection des hyperparameétres. :

%

= {.001
a=1,1
C=1
5 k=5
Initialisation des a=a=0 Yi:l<i<n
différents paramétres b=0
Rota = Roeww = =1 i
T =0 Recherche des meilleurs
Copt =C ; hyperparamétres par
N"""”'NWTBFG"“"N une méthode de type grille
Ré-initialisation |
des paramétres w=al=0 Vi:l<isn
du moddJe SVR b=0
(autre solution voir Section 5.3) I
Validation croisée R00= k-fold Cross Validation
]
Si le modéle est meilleur Si Ryew > Rotd
alors nous sauvegardons Thert =0
les meilleurs paramétres 3
Cheat =C

]

Si de teés bons paramétres f
ont é1é trouvés STOP Si Ryew > 0.99
non
Mise & jour de € € =C +3log(3C)
' non
-

oui

Ré-initialisation de C

]
|

Calcul du modéle avee

I!'cs meilleurs pammé!reset I SMO avec Cy..c et Ovewt I
1'ensemble d'apprs ge T

complet

FIgure 5.2 — Procédure de sélection des meilleurs hyperparameétres.

4. Ne pas confondre le paramétre k de la validation croisée avec le noyau.

5. L'hyperparamétre £ peut aussi étre ajouté & la recherche mais nous avons constaté que
celui-ci n’améliorait pas énormément la qualité des modéles par rapport 4 un hyperparamétre
e fixé a 0.001.
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D’autres approches permettent d’optimiser le réglage des hyperparamétres.
Certaines sont basées sur des méthodes évolutionnistes [26] et d’autres sur une
recherche par descente de gradient [13, 4].

5.4 Les différentes astuces et points techniques

L’algorithme SMO que nous avons implémenté fait partie intégrante du pro-
gramume d’optimisation Minamo, le couplage avec ce dernier étant présenté au
Chapitre 1. Des nouvelles fonctionnalités, telle que la validation externe, ont &té
ajoutées au programme Minamo. Ces nouvelles fonctionnalités et I’algorithme
SMO se présentent sous forme de classes ou de fonctions codées en C4-+. De
plus, afin que Ia nouvelle méthode d’approximation (i.e., algorithme SMO) soit
compatible avec le reste du programme, nous avons dt adapter la classe Surro-
gateModel qui comprend les modéles RBF, RBEF tuné et Kriging.

Normalisation des données d’apprentissage

Dans Minamo, les données de ensemble d’apprentissage obtenues par une tech-
nique de plan d’expériences sont normalisées entre —0.5 et 0.5 avant I'exécution
d’un algorithme d’apprentissage. La normalisation des données permet généra-
lement d’obtenir des meilleurs résultats et surtout d’améliorer la stabilité nu-
mérique.

Stockage de la matrice noyau

Lors de I'apprentissage d’un modéle f par 1'algorithme SMO, nous devons éva-
luer trés fréquemment le noyau des données de ensemble d’apprentissage. L’idée
est donc de pré-caleuler et de stocker la matrice noyau

K = (k(zi,25))0 j=1

afin de pouvoir Putiliser sans cott supplémentaire. Cette technique a éte implé-
mentée et nous permet un gain de temps de calcul conséquent.

Erreur d’arrondi.

Lors de Papprentissage d’un modéle f par algorithme SMO, nous devons tits
souvent vérifier que certaines variables a; ou af sont différentes de 0 ou de C.
Afin d’éviter des erreurs d’arrondi, nous vérifions plutét que

|| < mEps et |oj| < mbps

et
ley — C| < mEBps ¢t |af —C| < mlps

oll mFEps représente une certaine précision. Généralement, mEps = 1016,
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Modification du poeint de départ pour I'algorithme SMO

Comme expliqué précédemment, lors de la constuction d'un modéle S, la sé-
lection d’hyperparamétres optimaux est une étape cruciale {voir Section 5.3).
Lors de la recherche de ces hyperparamétres, nous devons lancer plusieurs fois
I’algorithme SMO pour des jeux de paramétres (C', €, 0, ete.) différents. Une idée
permettant d’éviter les temps de calcul trop importants dans la recherche des
hyperparamétres optimaux est de relancer I'algorithme d’apprentissage SMO
avec des multiplicateurs de Lagrange et une variable b proche de la solution.
La méthode proposée est la suivante : si la nouvelle valeur de 'hyperparamétre
C & tester Chew €st proche de Pancienne Chyg, alors nous pouvons réajuster les
valeurs des multiplicateurs de Lagrange et de la constante & comme suit
CHE!.U new

Dnew — 'G—k‘t‘ﬂ’ord et bpew = Cot boia. (5.32)
o o

Ces nouveaux paramétres peuvent alors étre utilisés pour la résolution du nou-
veau probléme d’optimisation par Palgorithme SMO. La méme méthode peut
également otre appliquée pour les paramétres de la fonction noyau. Une justifi-
cation théorique de cette technique est donnée dans [62].

Nous avons implémenté et testé cette technique avee notre recherche des hy-
perparamétres. Un gain de temps de calcul a é4¢ observé par rapport a un réap-
prentissage complet. De plus, sur les cas testés, les hyperparamétres trouvés sont
identiques & ceux renvoyés lors d’un réapprentissage complet. Cependant, nous
avons décidé de désactiver cette technique pour les différents tests du Chapitre
6 afin d’étre certain de ne pas biaiser les résultats obtenus. En effet, pour éviter
des temps de calcul trop importants lors des différents tests, nous avons décidé
de considérer uniquement, lors de la recherche des hyperparamétres, quelques
valeurs de C différentes.



Chapitre 6

Tests, résultats et
interprétations

ReEsumB. Dans ee chapitre, nous illustrons les propriéiés importantes des
SVM pour la régression ainsi que le fonctionnement de la sélection d’un modéle
par les SVR. Nous présentons ensuite les différents résultats obtenus. Ces résul-
tats ont pour but de tester et valider la méthode SVR et Valgorithme SMO pour
la régression ainsi que de motiver d’éventuelles possibilités de recherches futures
@ ce mémoire. Finalement, nous comparons notre modéle SVR au modéle RBF
"tuné” de Minamo & Uaide de différentes mesures d'erveur.

6.1 Meéthodologie

Avant d'introduire les différentes illustrations cf les différents résultats, nous
présentons les fonctions analytiques utilisées lors de la phase de tests. Nous
définissons ensuite les différents types d’errcurs utilisées pour valider les modéles
ainsi que la validation externc. Par la suite, nous décrivons bridvement les deux
types de modéles RBF déja présents dans Minamo. Finalement, nous comparons
les résultats obtenus avec le modéle SVR et ceux obtenus avec les modéles RBF
implémentés dans Minamo.

6.1.1 TFonctions tests utilisées

Nous présentons dans cette section les différentes fonctions analytiques sur
lesquelles le moddle SVR a été testé. L'utilisation de fonctions analytiques
connues permet d’obtenir facilement les ensembles d’apprentissage par une tech-
nique de plan d’expériences (voir Section 1.2.4). De plus, un bruit gaussien a
¢té implémenté et peut facilement étre ajouté a ces fonctions tests afin de tester
la validité du modéle SVR en cas de données bruitées.

107
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Fonction 4 une dimension

Lors de Pimplémentation de Palgorithme SMO, nous avons été confrontés
au fait que le pseudo-code source proposé par Smola dans [63] comportait des
erreurs et de nombreuses imprécisions !. En conséquence, nous avons donc da
implémenter personnellement l’algorithme SMO en redéveloppant et vérifiant
toutes les Gtapes et procédures. Afin de débugger notre code-source, nous avons
utilisé une fonction proposée dans [14]. L’approximation de cette fonction (i.e.,
les multiplicateurs de Lagrange) et la matrice noyau données dans cet article
nous ont permis de vérifier le bon fonctionnement de notre algorithme. Cette
fonction est donnée comme suit

9
f@) =Y ai(z —900)¢Y, (6.1)

: i=1

ounz € R et
a1 = —650.23, ag =190.22 az=—17.802, a4 =0.82691,

as = —0.021885, ag = 0.0003463, a7 = —3.2446 x 1076
ag = 1.6606 x 1078, @ = —3.5757 x 1071,
La représentation graphique de cette fonction est donnée a la Figure 6.1

55

50

B4 (922:43,98)
40
35

30,

i

(927 21,14) (937;17,33)

(9321 13,96)
1 20 925 930 935 9;0 945 950

FIGURE 6.1 — Représentation de la fonction test & une dimension.
Ackley

La fonction de Ackley est une fonction continue, multimodale obtenue en
modulant une fonction exponentielle avec une fonction cosinus. Cette fonction
est donnée comme suit

1 r 1 T
f(z)=—-20exp | —0.2 - Z'L? — exp (; Zcos(%r:ci)) +20+¢, (6.2)
i=1 i=1

0!‘1?":2,:1:61112 et 2; € [-2,2].

1. C'est pourquoi nous avons détaillé entiérement Palgorithme SMO au Chapitre 5.
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Le minimum de cette fonction, représentée a la Figure 6.2, se trouve en (0,0).

Coaghupn o o kg

FIGURE 6.2 - Courbes de niveau et graphique de la fonction Ackley.

Ackley 10

La fonction de Ackley en 10 dimensions est simplement donnée par I'équa-
tion (6.2) avec r =10et x € R,

Branin

La fonction Branin est donnée comme suit

51 5 5 3 1
f(ﬂ'.-) = (.’Bg — mﬂjl + E:El e 60) + 10 (1 = .EET‘ COS(ﬂ:l))) + 10, (63)

ot z € IR?, 1 € [-5,10] et a2 € [0,15].

Cette fonction, représentée a la Figure 6.3, présente 3 minima globaux.

FIGURE 6.3 — Courbes de niveau et graphique de la fonction Branin.
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Hosaki

La fonction Hosaki est donnée comme suit

7 41 |
fl@)= (1 — 8wy + 7o — gm? + Z:L’f) zae ", (6.4)

oi z € R?, &1 € [0,5] et zo € [0, 5].

La représentation graphique de cette fonction est donnée a la Figure 6.4.

FIGURE 6.4 — Courbes de niveau et graphique de la fonction Hosaki.

La fonction de Hosaki présente un minimum local en (1,2) et un minimum
global en (4,2).

Mystery
La fonction Mystery est une fonction multimodale donnée comme suit
Fl@) = 2+ 0.01(z2 — 22)? + (1 — @1)* +2(2 — w2)* + Tsin(0.521) sin(0.7z123), (6.5)
ot z € IR, 21 € [-0.5,5] et @2 € [—0.5,5].

Cette fonction, représentée a la Figure 6.5, présente 3 minima dont 1 global.
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Gy & s oy

FIGURE 6.5 — Courbes de niveau et graphique de la fonction Mystery.

Rastrigin

La fonction Rastrigin est une fonction non convexe, définie par une somme
de cosinus. Elle comprend plusieurs périodes donnant lieu & des vallées étroites
et difficiles & interpoler. Elle est donnée comme suit

flz) = Zr:(m? — 10 cos(2mz;)) + 107, (6.6)

i=1
ounr=2 zeR? a2 e[-11]

La représentation graphique de cette fonction est donnée a la Figure 6.6.

Pt

FICURE 6.6 — Courbes de niveau et graphique de la fonction Rastrigin.

La fonction de Rastrigin présente un minimum global en (0, 0).

Rastrigin 5 et 10

Les fonctions de Rastrigin en 5 et 10 dimensions sont données par (6.6) avec
r=5gx¢€ Réetr=10,z¢€ R!? respectivement.
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Rosenbrock

La fonction Rosenbrock est une fonction non convexe, fortement anisotrope
et pour laquelle le minimum se trouve dans une vallée étroite. C’est une fonc-
tion classique trés souvent utilisée pour évaluer les performances d’algorithmes
d’optimisation ou, dans notre cas, d’algorithme d’apprentissage. Elle est donnée

comme suit
r—1

f@) =3 (1 — i) + 100(zi1 — 27)%), (6.7)

i=1

oulr=2x¢€ IRQ, zi € [-2,2].

La représentation graphique de cette fonction est donnée 4 la Figure 6.7.

FIGURE 6.7~ Courbes de niveau et graphique de la fonction Rosenbrock.

La fonction Rosenbrock admet un minimum global en (1,1).

Rosenbrock 10 et 20

Les fonctions de Rosenbrock en 10 et 20 dimensions sont données par (6.7)
avecr =10, z€ R et r =20, 2 € IR?° respectivement.

6.1.2 Validation des modéles

Afin d’évaluer la précision et la qualité de nos modeles, nous définissons
trois types d’erreurs. Ces erreurs sont ensuite évaluées pour I’algorithme SMO
et Palgorithme RBF "tuné" par la validation croisée (LOO) et par la valida-
tion externe. Les différents concepts concernant la validation des modéles sont
expliqués respectivement a la Section 6.1.2.1 et 6.1.2.2.
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6.1.2.1 Types d’erreurs mesurées
1. Le coefficient de corrélation

Le coefficient de corrélation est défini par
n

S — 9@ )
R= i=1 ,

:zl(yi N )&

>l

1

]

gL

ot y; désigne les valeurs cibles, §; les valeurs prédites par le modéle et
n le nombre de données de Pensemble d’apprentissage. Le coefficient de
corrélation permet de juger la qualité des modeles. Rappelons que plus il
est proche de 1 meilleur est le modele. Pour de plus amples informations

. le lecteur se référera a la Section 2.3.1. Ce coefficient est notamment uti-
lisé lors de la procédure de sélection des meilleurs hyperparamétres (voir
Section 5.3).

2. L’erreur de validation (RMSE)

I’erreur de validation RMSE (pour Root Mean Squared Error) est définie
par

(6.8)

oi y; désigne les valeurs cibles, §; les valeurs prédites par le modéle et n
le nombre de données de I'ensemble d’apprentissage. L'erreur RMSE est
done la racine carrée de la moyenne arithmétique des carrés des écarts.
Comme nous calculons le carré de ces écarts, nous augmentons l'impor-
tance des grosses erreurs. Dans le cadre de la régression, lerreur RMSE
doit &tre minimisée. Cette erreur est utilisée lors de la validation externe
et LOO.

- | Remarque

Dans le cas de données bruitées, le modéle obtenu & partir d’une
interpolation exacte des données bruitées présente une erveur
glevée contrairement au modéle obtenu & partir d’une approxi-
mation.

3. L’erreur absolue maximum (MAE)

L’erreur absolue maximum MAE (pour Maximum Absolute Error) est
définie par
MAE = maz |yi —3il, (6.9)
i=1,...,n

ol y; désigne les valeurs cibles, §j; les valeurs prédites par le modéle et n le
nombre de données de I'ensemble d’apprentissage. Plus Perreur MAE est
faible, meilleur est le modéle. Cette erreur est utilisée lors de la validation
externe et LOO.



114 - Chapitre 6. Tests, résultats et interprétations

6.1.2.2 Les Tableaux de validation

Pour chaque fonction analytique, nous effectuons une moyenne de 50 exécu-
tions (i.c., 50 bases de données) de P'algorithme SMO et de I'algorithme RBF
"tuna". Chacun des 50 modéles est alors évalué par validation croisée (LOO)
et par validation externe. Les difféerents résultats sont alors présentés dans un
tableau.

La validation LOO

Pour chague madele, nous calculons les trois types d’errewrs {voir Section 6.1.2.1)
par la procédure LOO. Une fois les erreurs calculées, nous prenons la moyenne
de celles-ci. Pour de plus amples informations concernant la procédure LOO le
lecteur se référera 3 Ia Section 2.3.1.

La validation externe

La validation externe est un moyen efficace de vérifier la qualité d’un modéle
et sp capacité de généralisation. Le principe de la validation externe consiste &
géntrer un ensemble test contenant un grand nombre de données {dans notre
cas 1000 données), Une fois cet ensemble test généré par une des méthodes de
remplissage de l'espace (voir Section 1.2.4), nous construisons ensuite plusieurs
modéles (dans notre cas 50 modeles) avec un ensemble d’apprentissage ? généré
par la technique LCVT. Pour chaque modéle, nous calculons les trois types
d’erreurs pour Pensemble test. Une fois les erreurs calculées, il suffit de prendre
la moyenne de celles-ci.

La validation externe permet de mesurer précisément les différentes erreurs
sur le modéle. Blie a 6té effectuée sur toutes les fonctions pour le moddle SVR
et pour le modéle RBF "tuné" afin de pouveir comparer les résultats obtenus
avec ces deux modéles. Le modéle RBF "tuné" est expliqué a la Section 6.2.

La validation externe est une méthode cofiteuse par rapport 4 LOO. Elle
peut donc seulement étre effectuée pour des fonctions analytiques mais pas avec
de vraies simulations numériques.

6.2 Présentation des modéles RBF

Dans le logiciel d’optimisation Minamo, deux types de modeles RBF sont
implémentés.
o Le modeéle par défaut est un modéle RBF utilisant la fonction de base
multiquadratique avec le paramétre largeur ¢ fixe (voir Section 2.5.2.2).

o lLe modéle RBF "tuné" est un modéle RBF amélioré utilisant un heuris-
tique basé sur une procédure efficace du LOQ [57] qui permet de sélection-
ner un noyau (multiquadratique ou Gaussien) et une (des) largeur(s) pour
les fonctions de base 3. De plus, ces largeurs peuvent tre fixes ou variables
et ce, pour chaque fonction de base. Cet heuristique permet donc d’obte-
nir le meilleur modéle sélectionné en fonction du coefficient de corrélation.
Pour de plus amples informations le lecteur peut se référer & (60].

2. L’ensemble d'apprentissage est bien sfir différent de P’ensemble test.
3. Chaque donnée de I'ensemble d’apprentissage est le centre d’une fonciion de base radiale.
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6.3 Illustrations des concepts relatifs aux SVR

Nous illustrons dans cette section les différents concepts de tube d’insen-
sibilité e, de vecteurs de support pour la régression et les multiplicateurs de
Lagrange présentés aux Chapitres 4 et 5.

6.3.1 Sélection du modéle en fonction du tube d’insensi-
hilité &

La Figure 6.8 montre comment le modéle SVR sélectionne Papproximation
la plus plane possible parmi toutes les approximations possibles des données de
I’ensemble d’apprentissage en fonction de la taille du tube d’insensibilité e. De
plus, nous pouvons remarquer que le fait d’exiger que P’approximation soit la
plus plane possible dans Pespace de redescription implique bien que le modéle
soit lisse dans Pespace d’entrée.

1 v 1 v T g T

. Cas 1 sin(x)1 .| Cas2 sin(x)+ 0,1
sin(x) - 0,1

a8 ) 1 os modéle

o4 od

<4 <4
<€ a8
<8 o8
- A .
1 o8 0§ 04 92 o 0z a4 L] 0a 1 1 EYEE T 1 42 o oz 04 o8 o8 1

|Cas3 T ro2] [Cas4 sin(x) + 0,5
sin(x) - 0,2 sin(x) - 0,5

as mo A o A

= déle ) modelé\
s \ >

L] L]
a4 o
<8 Q6
<8 R

l'-! 0‘! ‘DII -ﬂ‘! 22 L) 02 ﬂ“ ﬂll s 1 —I-I -ﬂll 48 ‘ﬂl1 <¢‘2 o 0‘2 QTO UJI ﬂll 1

FIGURE 6.8 — Cas 1 : fonction originale sin(:), Cas 2 : approximation avec
¢ = 0.1, Cas 3 : approximation avec ¢ = 0.2 et Cas 4 : approximation avec
£ — 0.4. Les courbes rouges indiquent les frontiéres supérieures et inférieures du
tube d’insensibilité ¢ - source [11].
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6.3.2 Relation entre la qualité de l’approximation et les
vecteurs de support

La Figure 6.9 illustre la relation entre la qualité de I'approximation et le
nombre de vecteurs de support. Nous constatons que moins la précision & est
importante, moins les vecteurs de support sont nombreux. Inversement, plus
la précision est importante plus le nombre de vecteurs de support ’est aussi.
De plus, quelle que soit la précision, seules quelques données sont considérées
comme vecteurs de support (points verts), les points noirs étant les données
d’apprentissage. Ceci illustre donc aussi le fait que 'ensemble des vecteurs de
support est clairsemé.

sin(X) — sin(x) —
Cas | vecteurs de suppoit @ Cas 2 vecleurs de support @
données d'apprentissage @ donndes d'apprentissage @
modéle — modéle —
£=05 £=02
- Pt BT i
d \-0/ \./ i \J(ft'/
sin(x) — sin(x) —
vecteurs de support @ vecteurs de support @
Cas 3 données d'apprenlissage ® Cas 4 données d'apprentissage @
modéle — modéle —
£=01 £=1002
7!_'3“\“{{{ V/ ;-r'r P V V‘ by

FIGURE 6.9  Vecteurs de support et approximations (courbe bleue) pour diffé-
rentes valeurs de € - source [11].

6.3.3 Illustration de ’action des multiplicateurs de La-
'~ grange

La Figure 6.10 illustre laction des multiplicateurs de Lagrange agissant
comme des "forces" (e, af) tirant et poussant sur I'approximation afin que
celle-ci se situe a lintérieur du tube d’insensibilité . Cependant, ces forces
s’appliquent seulement sur les données ot I'approximation touche ou dépasse
les frontieres du tube. Cette figure illustre donc les conditions de KKT : le mo-
déle doit se trouver a Pintérieur du tube et, par conséquence, les multiplicateurs
de Lagrange sont non nuls lorsque les contraintes sont actives et nuls sinon. Ce
qui illustre donc bien les concepts présentés au Chapitre 5,
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FIGURE 6.10 — Les multiplicateurs de Lagrange agissant comme des "forces" sur
le modeéle afin que celui-ci se situe & Iintérieur du tube d’insensibilité € - source
[11].

6.4 Résultats

Dans un premier temps, nous étudions la qualité des modeéles construits pour
des ensembles d’apprentissage bruités. Nous illustrons les roles des paramétres &
et C et vérifions que les modéles sont bien indépendants des outliers. Deuxiéme-
ment, nous présentons les modéles calculés par notre modele SVR pour chacunes
des fonctions analytiques présentées a la Section 6.1.1. Chaque modéle est ac-
compagné d’un tableau de validation externe et LOO (voir Section 6.1.2.2).
Nous résumons ensuite les effets des difféerents hyperparamétres sur la qualité
du modéle. Finalement, nous proposons une étude du temps d’exécution de
P’algorithme SMO.

6.4.1 Performance en cas de données bruitées

"] interpolation exacte (e.g., modele polynomial de degré élevé voir Sec-
tion 2.5.2.2) fournit un modéle oscillant lorsque les données sont bruitées (i.e.,
un modéle en sur-apprentissage). Ce bruit peut, par exemple, &tre dd a des
erreurs numériques. En effet, la résolution de problémes d’optimisation aéro-
dynamique, aéroacoustique ou encore aéromécanique nécessite lutilisation de
simulations CED ou CSM (Computational Structural Mechanic) qui présentent
souvent du bruit suite & des erreurs d’ordre numérique liées 4 la discrétisation
du maillage, au conditionnement du systéme & résoudre, ..." [58]. Nous émet-
tons alors Phypothése qu’un modele approché non oscillant (e.g., modéle SVR)
devrait étre plus représentatif de la fonction réelle, non bruitée. Comme nous
I’avons vu au Chapitre 4, les SVR permettent de négliger certaines données de
ensemble d’apprentissage. En effet, grace aux variables de relaxation, le pro-
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bleme d’optimisation (4.18) permet d’obtenir un compromis entre la complexité

du modéle et les erreurs plus grandes que ¢ tolérées. Ce compromis est déterminé

par la constante C. Plus cette constante C' est petite, plus Papproximation est

plane (i.e., ’accent est mis davantage sur la minimisation de 3llwl|3). A contra-

rio, une constante C' importante donne lieu a une approximation plus proche
n

des données-(i.e., I'accent est mis davantage sur la minimisation de i+ EF).
4 1

L’hyperparamétre C' est donc un paramétre important a détermiiner afin de
construire un modéle ayant une bonne capacité de généralisation. Théorique-
ment, la méthode SVR permet donc de calculer un modéle robuste ne tenant
pas compte des outliers. Afin d'illustrer cette propriété et les implications des
hyperparamétres € et C, nous présentons deux approximations de fonctions de
dimension une et deux respectivement, pour des données bruitées et pour des
jeux d’hyperparamétres différents. Pour cela, nous générons un ensemble de
données d’apprentissage a 'aide de la technique de plan d’expériences LCVT
et nous leurs ajoutons ensuite un bruit gaussien (i.e., bruit suivant une loi nor-
male) de moyenne 0 et de variance égale & 0.5. La Figure 6.11 illustre le bruit
gaussien pour différentes valeurs de la variance.

o8 T T m@variance = |
z': T N " |mvariance =2
o'.s l \ mvanance = 0.5
0s | [ 1)
0.4 :
0.3 E esiaan - \ - S ——
02 A —
04 - /‘% N\\ :
° e T _/ \
5 4 3 2 4 0 1 2 3 4 5

FIGURE 6.11 - Bruit gaussien pour différentes valeurs de la variance.

Remarque

Par la suite, tous les coefficients de corrélation présentés sont obte-
nus par la procédure de validation croisée (voir Section 2.3.1).

Fonction & une dimension

Nous approximons la fonction 4 une dimension (6.1) définie & la Section 6.1.1
avec un ensemble d’apprentissage de 40 données bruitées.

o En premier lieu, nous illustrons le role du paramétre ¢ dans le modéle
SVR. Nous considérons pour cela un jeu d’hyperparameétres contenant un
£ important.

o e | C
0201 (1

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.12, de coefficient de
corrélation R = 0.907.
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60,

B N R L]

FIGURE 6.12 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.2, ¢ = 0.1
et C' = 1, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.1).

Le modéle obtenu comporte 10 VS et nous remarquons tout de suite qu’il
ne colle quasi pas aux données de ’ensemble d’apprentissage. Un hyper-
paramétre € trop important n’est donc pas un bon choix.

Deuxiémement, nous illustrons le role du paramétre C dans le modéle
SVR. Nous considérons pour cela un jeu d’hyperparamétres contenant un
C important et un € plus petit.

o I3 C
0.2 | 0.001 | 100

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.13, de coefficient de
corrélation R = 0.995.

40

. %‘4

910 915 930 935 940 945 950

FIGURE 6.13 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.2, € = 0.001
et ¢ = 100, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.1).

Contrairement au modele précédent, le modéle obtenu comporte 39 VS
et, par comparaison avee la vraie fonction a une dimension (Figure 6.1),
est trés bon malgré la présence de données bruitées. Ceci illustre bien
I'importance du choix de Phyperparameétre C'.
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o Finalement, notre procédure de sélection des hyperparamétres (voir Sec-
tion 5.3) nous renvoie le jeu d’hyperparamétres optimal suivant

a

>

C

0.1

0.001

1

qui correspond au modéle représenté & la Figure 6.14, de coefficient de

corrélation R = 0.990.

60,

40
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FIGURE 6.14 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.1, £ = 0.001
et C = 1, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.1).

Le modéle calculé comporte 39 VS. Comparé a la vraie fonction (voir Fi-
gure 6.1) et au modéle obtenu a 'aide de données non bruitées (voir Sec-
tion 6.4.2), le modéle construit est trés bon. Cependant, nous remarquons
que ’hyperparamétre C' déterminé est égal 4 1 da au critére d’arrét (ie.
si le coefficient de corrélation R > 0.99 alors la recherche des hyperpara-
métres est arrétée). Si nous enlevons ce critére d’arrét, un hyperparametre

€ supérieur serait sélectionné. En effet, nous avons vu qu’avec un hyper-
paramétre C' = 100, un meilleur modéle peut étre calculé.

Fonction Hosaki

Nous approximons la fonction Hosaki (6.4) définie a la Section 6.1.1 avec un
ensemble d’apprentissage de 40 données bruitées.

e Comme précédemment, afin d’illustrer le role du paramétre &, nous consi-
dérons un jeu d’hyperparamétres contenant un ¢ important.

ag

£

C

0.4

0.1

1

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.15, de coefficient de

corrélation R = 0.8375.
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FIGURE 6.15 - Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.4, ¢ = 0.1
et C' = 1, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.4).

Le modéle obtenu comporte 24 VS et nous remarquons directement qu’il
ne correspond pas a la fonction Hosaki (Figure 6.4). Encore une fois, un
hyperparamétre e trop important n’est pas un bon choix.

e Deuxiemement, afin d’illustrer le réle du paramétre C, nous considérons
- un jeu d’hyperparamétres contenant un C' important et un € plus petit.

o £ C
0.4 | 0.001 | 20

Nous obtenons le modéle représenté A la Figure 6.16, de cocfficient de
corrélation R = 0.9338.

FIGURE 6.16 — Modele obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.4, £ = 0.001
et C = 20, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.4).

Contrairement au modéle précédent, le modéle obtenu comporte 40 VS et,
par comparaison avec la vraie fonction Hosaki (Figure 6.4), est bon malgré
la présence de données bruitées, illustrant encore une fois I'importance de
I’hyperparamétre C.
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o Finalement, notre procédure de sélection des hyperparameétres nous ren-
voie le jeu d’hyperparamétres suivant

a

£

C

0.4

0.001

28.1

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.17, de coefficient de
corrélation & = 0.947. ‘

““*—r‘___h

T

4

FIGURE 6.17 — Mod¢le obtenu pour le jeu d’hyperparamétres ¢ = 0.4, € = 0.001
et C' = 28.1, pour 40 données bruitées et pour la fonction (6.4).

Comparé a la vraie fonction (voir Figure 6.4) et au modéle obtenu a
’aide de données non bruitées (voir Section 6.4.2), le modéle construit
qui contient 39 VS est trés bon. Nous remarquons dans cet exemple que
’hyperparamétre C' déterminé est supérieur & 1 d@ aux données bruitées,
~ ce qui permet de pénaliser plus fortement les outliers et de construire un
modeéle quasiment parfait.

Tableaux de validation pour des données bruitées

Nous présentons maintenant quelques tableaux de validation externe et LOO
pour des modéles calculés & partir d’ensembles d’apprentissage bruités. Les co-
efficients de corrélation ainsi que les erreurs RMSE et MAE sont mesurés par
rapport aux données cibles non bruitées.

1. Tableaus de validation de la fonction Ackley

Validation externe

Technique Leave-one-out
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
RBF "tuné"” | 8.76de — 01 | 9.718e — 01 | 2.490e + 00 | 8.974e — 01 | 9.898e — 01 | 4.244e + 00
SVR 0.084e — 01 | 8.369e — 01 | 2.07de + 00 | 9.229e — 01 | 9.246e — 01 | 3.422e + 00

Tableau 6.1 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Ackley avec 40 données bruitées.
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2. Tableauz de velidation de la fonction Rastrigin

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
REF "tuné” | 9.101¢ — 01 | 4.012e 4+ 00 | 1.376e + 01 | 9.791e — 01 2,.051e + 00 | 1.504¢ + 01
SVR 9.075¢ — 01 | 4.010e +00 | 1.197e 4+ 01 | 9.851e — 01 | 1.729¢ 1 00 | 9.889e + 00

Tableau 6.2 -~ Résultats des differents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Rastrigin avec 40 données bruitées.

3. Tableauz de validation de la fonction Rastrigin 10

Technigue Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE I RMSE MAE
40 données
REF "Tunéd’ | 4.810e —01 | 2.155¢ + 01 | 6.109¢ + 01 | 3.546e — 02 ] 3.040e -+ 01 | 1.207e + (2
SVRR 4.154e — 01 | 2.425e+ 01 | 6.95%e 4+ 01 | 3.338¢ — 02 | 3.2682 401 | 1.338=+ (2

Tableau 6.3 - Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné” pour
la fonction de Rastrigin 10 avec 40 données bruitées.

4. Tableauz de validation de la fonction Hosaki

Technique Leave-onc-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 denndes
BBF "tunt' | 0.850e — 01 | 0.965e - 02 | 4.448¢ — 01 | 9.973e — G1 | 4.481¢ — 01 | 8.093¢ — 01
SVR 9.387e - 01 | 1.998¢ — 01 | 7.074e — 01 | 9.807e — 01 | 4.608e — 01 1.071le + 00

Tableau 6.4 — Résultats des differents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Hosaki avec 40 données bruitées.

Pour les Tableaux 6.1 et 6.2 nous pouvons constater que les coefficients de
corrtlations obtenus sont plug proches de 1 que ceux obtenus pour le modele
RBF "tuné". De méme, les errcurs RMSE et MAE sont plus faibles pour les mo-
déles SVR que pour les modéles RBF "tuné". Nous pouvons donc en conclure
que les modéles SVR sont meilleurs que les modéles RBE "tuné". Par contre,
pour les Tableaux 6.3 et 6.4, les coefficients de corrélations des modéles SVR
sont plus faibles que ceux des modéles RBF "tuné". Les erreurs RMSE et MAE
sont aussi un peu plus élevées que celles des modeles RBF "tuné". Cependant,
les coefficients de corrélation ainsi que les erreurs RMSE et MAE restent fort
proches de ceux du modéle RBF "tung". Nous pouvons donc dire que les mo-
deéles SVR sont un peu moins bons voire quasiment équivalents aux modéles
RBF "tuné".

Conclusion

Les approximations de la fonction & une dimension et de la fonction de
Hosaki par le modéle SVR pour un ensemble d’apprentissage bruité, ainsi que
les différents tableaux de validations illustrent bien la propriété d’indépendance
des modéles SVR par rapport aux outliers ainsi que l'importance du choix des
hyperparamétres pour la construction de modeles robustes.
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6.4.2 Etude des modéles obtenus pour chaque fonction
test et de la capacité de généralisation

Dans cette section, nous présentons les modéles obtenus pour toutes les fonc-
tions analytiques tests pour différents ensembles d’apprentissage non bruités.
Une validation externe et LOO sont ensuite proposées pour chaque fonction
test,

Fonction & une dimension

Nous présentons le modéle obtenu par le modeéle SVR pour la fonction & une
dimension (6.1) pour un ensemble d’apprentissage de 40 données. Notre proce-
dure de sélection des hyperparamétres nous renvoic le jeu d’hyperparameétres
suivant

o £ C
0.1 | 0.001 | 9.04

qui correspond au maodéle représenté A la Figure 6.18, de coefficient de corréla-
tion R = 0.996.

55,
" Fonction & une dimension
1\ (922;43,98)
40
60 T T T
Modele il
30|
501
23|
i i ©37:17,33)
(93213,96)
1&20 925 930 935 940 945 950
30
20
B35 925 930 935 940 945 350

FIGURE 6.18 — Modéle obtenu avec 40 données non bruitées pour le jeu d’hyper-
paramétres o = 0.1, ¢ = 0.001 et C' = 9.04, pour 40 données et pour la fonction

(6.1).

Comparé a la vraie fonction (Figure 6.1) et au vu du coefficient de corré-
lation, le modéle calculé, comportant 31 VS, est parfait. De trés bons modéles
sont également obtenus avec des ensembles de validation contenant moins de
données (minimum 10 données).
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Ackley

En premier lieu, nous présentons les modéles obtenus pour la fonction Ackley
(6.2) par le modéle SVR pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 80 donntes.

o Pour un ensemble d’apprentissage* de 40 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparamétres nous renvoie le jeu d’hyperparametres suivant

o £ C
0.4 | 0.001 | 28.1

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.19, de coefficient de
corrélation R = 0.745. )

245 .15 10 05 00 05 10 15

FIGURE 6.19 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.4, € = 0.001
et ¢ = 28.1, pour 40 données et pour la fonction (6.2).

Le modéle obtenu comporte 40 VS. Comparé & la vraie fonction (Ti-

gure 6.2), le modéle construit n’est pas optimal. Cependant, I’allure géné-

rale de la fonction est respectée. Pour obtenir un meilleur modele il suffit

simplement de considérer un ensemble d’apprentissage contenant plus de
. données.

e Suite aux remarques précédentes, nous considérons un ensemble d’appren-
tissage de 80 données. Notre procédure de sélection des hyperparamétres
nous renvoie alors le nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

o € C
0.1 | 0.001 | 52.83

Nous obtenons le modéle représenté a la Figure 6.20, de coefficient de
corrélation R = 0.921.

4. Exceptionnellement, les données d'apprentissage sont générées par la procédure LHS
(voir Section 1.2.4). Pour obtenir des résultats corrects avec la procédure LCVT, il faut consi-
dérer un ensemble d’apprentissage d’au moins 100 données.
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FIGURE 6.20 - Mod¢le obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.1, e = 0.001
et C' = 52.83, pour 80 données et pour la fonction (6.2).

Le modéle obtenu comporte 79 VS. Comparé & la vraie fonction (Fi-
gure 6.2), le modéle construit est bon. En effet les courbes de niveau
respectent Uallure de celles de la fonetion Ackley.

Finalement, afin de vérifier la qualité des modeles construits par le modéle
SVR, nous effectuons une validation externe et LOO. Les résultats obtenus sont
donnés dans le Tableau 6.5. '

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
RBE "tuné” | 8.773e — 01 | 9.796e — 01 | 2.357e + 00 | 8.955¢ — 01 | 8.750e — 01 | 3.681e+ 00
SVR 9.151¢ — 01 | 8.076e — 01 | 2.033e+400 | 9.227¢ — 01 | 7.988e — 01 | 3.106e + 00

Tableau 6.5 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Ackley avec 40 données.

Nous pouvons directement constater que les coefficients de corrélation obte-
nus par le modéle SVR sont plus proches de 1 que ceux obtenus par algorithme
RBF "tuné" et sont donc meilleurs. De plus, les erreurs RMSE et MAE sont
plus faibles pour le modele SVR, ce qui implique que le modeéle SVR construit
un modéle plus robuste pour cette fonction.

Ackley 10
Pour le cas de la fonction Ackley en 10 dimensions, nous analysons unique-

ment les statistiques (R, RMSE, MAE) via LOO et via la validation externe.
Les résultats obtenus sont présentés dans le Tableau 6.6.



127 Chapitre 6. Tests, résultats et interprétations

Technique L.eave-one-out Validation externe

R BMSE MAE R BRMSE MAE

40) données

ABF "tuné™ | 6.1462 - 01 | 4.058¢ — 01 | 1.568e + 00 | 6.483¢ — 01 | 5.223e — 01 | 2.337e + 00
SVR 5.468¢ -~ 01 | 4.840e —01 | L.568e 100 | 6.488e — 01 | 5.204e - 01 | 2.381e + 00

Tableau 6.6 - Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Ackley 10 avec 40 données.

Nous remarquons que les résultats sont assez mauvais du fait du peu de don-
nées d’apprentissage. En effet, les coefficients de corrélation sont assez faibles.
C’est pourquoi, nous considérons directement un nouvel ensemble d’apprentis-
sage de 100 données. Le Tableau 6.7 reprend les nouveaux résultats.

Technique Leave-one-out Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAR

160 données

TBF "tund" | 7.576e — 01 | 3.726e — 01 | 1.671le+ 00 | 8.377e — 01 | 3.786e — 01 | 1.455e + 00
SVR 7.378¢ — 01 | 3.918e — 01 | 1.579¢ 4 00 | 8.052¢ — 01 | 4.087e — 01 | 1.470<+ 00

Tableau 6.7 -- Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Ackley 10 avec 100 données.

Nous remarquons que les coefficients de corrélation obtenus pour la valida-
tion externe sont beaucoup plus proches de 1 et sont done bien meilleur que
ceux obtenus au Tableau 6.6. De méme, les crreurs RMSE et MAE sont plus
faibles que celles obtenues au Tableau 6.6 pour le modele construit avec 40 don-
nées, Finalement, nous pouvens constater que les coefficients de corrélation et
les erreurs RMSE et MAE obtenus par le modéle SVR et par Palgorithme RBF
"tuné" sont quasiment équivalents, ce qui implique que le modele SVR construit
un modéle aussi bon que Patgorithme RBF "tuné".

Hosaki

En premier lieu, nous présentons les modéles obtenus pour la fonction Hosaki
(6.4) par le modéle SVR pour un ensemble d’apprentissage de 20 et 40 données.

o Pour un ensemble d’apprentissage de 20 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparamétres nous renvoie le jou d’hyperparametres suivant

a £ C
0.4 | 0.001 | 28.1

Nous obtenons le modéle représenté 2 la Figure 6.21, de coefficient de
corrélation R = 0.844.
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FIGURE 6.21 — Modele obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.4, ¢ = 0.001
et C' = 28.1, pour 20 données et pour la fonction (6.4).

Le modéle obtenu comporte 20 VS. Comparé a la vraie fonction (Fi-
gure 6.4), & ses courbes de niveau et compte tenu du fait que Pensemble
d’apprentissage ne contient que 20 données, le modele construit est déja
assez bon. : )

Nous considérons maintenant un ensemble d’apprentissage de 40 données,
notre procédure de sélection des hyperparamétres nous renvoie alors le
nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

o € c
0.4 | 0.001 | 28.1

qui correspond au modéle représenté & la Figure 6.22, de coefficient de
corrélation R = 0.956.

FIGURE 6.22 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres ¢ = 0.4, £ = 0.001
et C = 28.1, pour 40 données et pour la fonction (6.4).

Le modéle obtenu comporte 39 VS. Comparé a la vraie fonction (Fi-
gure 6.4), le modeéle construit est trés bon suite a l'ajout de nouvelles
données d’apprentissage. En effet, les courbes de niveau respectent quasi-
ment parfaitement ’allure de celles de la vraie fonction de Hosaki.
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Finalement, afin de vérifier la qualité des modéles construits par le modéle
SVR, nous effectuons une validation externe et LOO. Les résultats obtenus pour
un ensemble d’apprentissage de 30 et 40 données sont présentés respectivement
dans les Tableaux 6.8 et 6.9.

‘T'echnique Leave-one-ont Validation externe
R BMSE MAE R RMSE MAE
30 données
TBF "tuné” | 9.277e — 01 | 2.2d1e — 01 | 7.435e — 01 | 9.812¢ — 01 | 1.071e ~ 01 1.040e 4 Q0
SVR 8.904e — 01 | 2.709e — 01 § 8.635e — 01 | 9.627e —~ 01 | 1.564e — 01 | 1.096e + 00

Tableau 6.8 - Résultats des différents tests da modéle SVR et RBF "tund" pour
la fonction de Hosaki avec 30 données.

Technique T.eave-one-out Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAR

40 données

RBF "tuné" | 9.843¢ — 01 | 1.100e — 01 | 4.400e — 01 | 9.960e — 01 .| 4.523e — 02 | 4.582¢ — 01
SVR 9.443¢ — 01 | 1.916e — 01 | 6.80ke — 01 | 9.813¢ — 01 | 1.144e — 01 | 7.96%e - 01

Tableau 6.9 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné" pour
la fonction de Hosaki avec 40 données.

Les résultats obtenus pour la validation externe avec 30 et 40 données pour
le modéle SVR sont bons et trés proches de ceux de l'algorithme RBF "tuné".
En effet, les coefficients de corrélation sont trés proches de 1 et ce, quels que
soient le modéle et le nombre de données d’apprentissage. Nous pouvons done
dire que le modéle SVR. construit un modéle quasiment aussi robuste que 1'al-
gorithme RBF "tuné".

Branin

En premier lien, nous présentons les modéles obtenus pour la fonction Branin
(6.3) par le modéle SVR pour un cnsemble d’apprentissage de 40 et 80 données.

e Pour un cnsemble d’apprentissage de 40 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparamétres nous renvoie le jeu d’hyperparamétres suivant

o £ C
0.2 10001 1

qui correspond au modéle représenté a la Figure 6.23, de coeflicient de
corrélation R = 0.936.
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FIGURE 6.23 - Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres ¢ = 0.2, ¢ = 0.001
et C = 1, pour 40 données et pour la fonction (6.3).

Le modéle construit comporte 40 VS. Comparé 2 la vraie fonction (Fi-
gure 6.3) et & ses courbes de niveau, le modéle construit est déja assez
bon. ‘

Nous considérons maintenant un ensemble d’apprentissage de 80 données,
notre procédure de sélection des hyperparamétres nous renvoie alors le
nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

o € C
0.2 | 0.001 | 9.04

qui correspond au modéle représenté a la Figure 6.24, de coefficient de
corrélation R = 0.997.

N

FIGURE 6.24 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.2, £ = 0.001
et C' = 9.04, pour 80 données et pour la fonction (6.3).

Le modéle obtenu comporte 73 VS. Comparé & la vraie fonction (Fi-
gure 6.3), le modéle construit est tres bon suite & Pajout de nouvelles
données d’apprentissage. En effet, les courbes de niveau respectent, en-
core une fois, quasiment parfaitement, lallure de celles de la fonction de
Branin.



131 Chapitre 6. Tests, résultats et interprétations

Finalement, afin de vérifier la qualité des modéles construits par la méthode
SVR, nous effectuons une validation externe et LOO. Les résultats obtenus pour
un ensemble d’apprentissage de 30 et 40 données sont représentés respectivement
dans les Tableaux 6.10 et 6.11.

Tecknique Leave-one-out Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAIS

30 doennées

RETF "tuné” | 9.478e - 01 | 1.549 + 01 | 4.795e + 01 | 9.842¢ — 01 | 8.906e + 00 [ 7.852e + 01
S5VR 0.437¢ —01 | 1.659e +-01 | 5.089¢+01 | 9.773e — 01 § 1,226e + 01 | 8.699¢ + 01

Tableau 6.10 - Résultats des différents tests du modelc SVR et RBF "tunsg"
pour la fonction de Branin avec 30 données.

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MATE R RMSE MAE
40 données
REOF "tuné" | 0.886¢ — 01 | 7.200e + 00 | 2.452e + 01 | 9.977e — 01 | 3.321e+ 00 ; 3.367e + [}
SVR 9.857¢ — 01 | 1.302¢ + 01 | 4.071e + 01 | 9.856e — 01 /| 9.574e +00 | 6.62de + 01

Tableau 6.11 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tung"
pour la fonction de Branin avec 40 données. '

Les résultats obtenus pour la validation externe avec 30 et 40 données pour
le modele SVR sont bons et fort proches de ceux de algorithme RBF "tuné".
En effet, les coefficients de corrélation sont fort proches de 1. Encore une fois,
nous pouvons donc dire que le modéle SVR construit un modéle quasiment aussi
bon que Palgorithme RBT "tuné".

Mystery

En premier lieu, nous présentons les modeles obtenus pour la fonction Mys-
tery (6.5} par le modele SVR, pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 80
données.

¢ Pour un ensemble d’apprentissage de 40 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparaméatres nous renvoie le jeu d’hyperparamétres suivant

g & C
0.3 | 0.001 | 9.04

qui correspond an modele représenté A la Figure 6.25, de coefficient de
corrélation R = 0.815.
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FIGURE 6.25 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.3, € = 0.001
et C = 9.04, pour 40 données et pour la fonction (6.5).

Le modéle obtenu comporte 40 VS. Comparé a la vraie fonction (6.5) et &
ses courbes de niveau, le modéle calculé est assez bon. La fonction Mys-
tery étant complexe A approximer, nous devons considérer un nombre de
données d’apprentissage plus important afin d’améliorer nos résultats.

e Nous considérons maintenant un ensemble d’apprentissage de 80 données,
notre procédure de sélection des hyperparamétres nous renvoie alors le
nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

o I C
0.1 0.001 |1

qui correspond au modéle représenté a la Figure 6.26, de coefficient de
corrélation R = 0.956.

FIGURE 6.26 — Modgle obtenu pour le jeu d’hyperparameétres o = 0.1, € = 0.001
et C' = 1, pour 80 données et pour la fonction (6.5).

Comparé 4 la vraie fonction (6.5), le modele construit comportant 78 VS
est bon suite a ajout de nouvelles données d’apprentissage. En effet,
les courbes de niveau respectent, encore une fois quasiment parfaitement,
Pallure de celles de la fonction Mystery.
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Finalement, afin de vérifier la qualité des modéles construits par le modele
SVR, nous effectuons une validation externe et LOO. Les résultats obtenus pour
un ensemble d’apprentissage de 40 dounées sont inscrits dans le Tableau 6.12.

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE

40 données

RBF "tuné” | 8.167¢ — 01 | 4.629¢ + 00 | 1.452e + 01 | 9.481e — 01 | 2.638¢ + 00 [ 2.273e + 01
SVR 7.943e — 01 | 5.012¢ + 00 | 1.268e 4+ 01 | 8.846e — 01 | 4.373e4 00 | 1.266e + 01

Tableau 6.12 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Mystery avec 40 données.

Les résultats obtenus pour la validation externe pour le modele SVR sont
bons et fort proches de ceux de l'algorithme RBF "tun¢". Remarquons cepen-
dant que l’erreur MAE est plus faible avec la méthode SVR. Une fois de plus,
nous pouvons conclure que le modéle SVR calcule un modéle quasiment aussi
bon que 'algorithme RBF "tuné".

Rastrigin

En premier lieu; nous présentons les modeles obtenus pour la fonction Ras-
trigin (6.6) par le modéle SVR pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 60
données.

e Pour un ensemble d’apprentissage de 40 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparamétres nous renvoie le jeu d’hyperparamétres suivant

o 15 C
0.2 | 0.001 | 52.83

qui correspond au modéle représenté a la Figure 6.27, de coefficient de
corrélation R = 0.934.

100

0s

0.0)

FIGURE 6.27 -- Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.2, ¢ = 0.001
et C = 52.83, pour 40 données et pour la fonction (6.6).

Le modéle obtenu comporte 40 VS. Comparé a la vraie fonction (Fi-
gure 6_.6), A ses courbes de niveau et au vu du coefficient de corrélation,
le modéle construit est déja trés bon.
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o Nous considérons maintenant un ensemble d’apprentissage de 60 données,
notre procédure de sélection des hyperparameétres nous renvoie alors le
nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

a

£

C

0.2

0.001

9.04

qui correspond au modeéle représenté & la Figure 6.28, de coefficient de
corrélation & = 0.986.

=
[X]

‘m\ﬁ\?

e

FIGURE 6.28 — Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.2, £ = 0.001

et C = 9.04, pour 60 données et pour la fonction (6.6).

Le modéle calculé comporte 59 VS. Comparé au modéle précédent, 'ajout
de nouvelles données d’apprentissage permet d’obtenir un modéle encore
plus précis. En cffet, les courbes de niveau respectent, parfaitement |’allure
de celles de la vraie fonction de Rastrigin (Figure 6.6).

Finalement, afin de vérifier la qualité des modéles construits par le modéle
SVR, nous effectuons une validation externe et LOO. Les résultats obtenus pour
un ensemble d’apprentissage de 40 données sont notés dans le Tableau 6.13.

Technique

Leave-one-out

Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
RBF "tuné" | 0.133e — 01 | 4.121e + 00 | 1.299¢ + 01 0.761e — 01 | 2.156e + 00 | 1.622e + 01
SVR 0.044e — 01 | 4.090e + 00 | 1.181e + 01 | 9.850e — 01 | 1.688e + 00 | 1.020e + 01

Tableau 6.13 - Reésultats des différents tests du modéle S\’ R et RBEF "tuné"
pour la fonction de Rastrigin avec 40 données.

Les coefficients de corrélation ainsi que les valeurs des erreurs RMSE et MAE
obtenus pour la validation externe pour le modéle SVR sont meilleurs que ceux
de P’algorithme RBF "tuné". Nous pouvons conclure que les modéles construits
par le modéle SVR sont meilleurs que ceux de I’algorithme RBF "tuné".
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Rastrigin 5

Pour le cas de la fonction Rastrigin en 5 dimensions, nous analysons unique-
ment les statistiques (R, RMSE, MAE) de la validation externe et LOO. Les
résultats obtenus pour un ensemble d’apprentissage de 40-et 100 données sont
présentés respectivement dans les Tableaux 6.14 et 6.15,

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
RBE "tuné" 5.550e — 02 3.820¢ +- 01 | 9.613e + 01 | —3.008e — 02 | 3.584e 4- 01 | 1.472e + 02
SVR —2.342e — 02 | 2.907e + 01 | 7.269¢ + 01 1.634e — 02 2.523e + 01 | 8.267e+ 01

Tableau 6.14 — Résultats des differents tests du-

pour la fonction de Rastrigin 5 avec 40 données.

modéle SVR et RBF "tuné"”

‘Technique Leave-one-out Validation externe
R HMSE MAE R RMSE MAE
100 données
RBF "tuné” | —1.400e — 02 | 3.647e + 01 | 1.313e + 02 1.471e — 02 3.009¢ + 01 | 1.628e + 02
S5VR —6.947e — 02 | 2.241e + 01 | 6.834e 401 | —2.966e -- 02 | 2.164e 401 | 8.140e -+ 01

Tablean 6.15 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné"

pour fa fonction de Rastrigin 5 avec 100 données.

Malheureusement, les résultats obtenus pour approximation de la fonction
de Rastrigin en 5 dimensions sont mauvais car les coefficients de corrélation
sont négatifs et ce, quels que soit le modele utilisé. Nous pouvons cependant
remarquer que les erreurs RMSE et MAE sont plus faibles que pour le modéle
SVR. Afin d’obtenir de meilleurs résultats il faudrait considérer un ensemble
d’apprentissage contenant beaucoup plus de données.

Rastrigin 10

Pour le cas de la fonction Rastrigin en 10 dimensions, nous ne présentons
que les résultats de la validation externe et LOO. Les résultats obtenus pour un
ensemble d’apprentissage de 40 et 150 données sont notés respectivement dans
les Tableaux 6.16 et 6.17.

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE j33 RMSE MAE
40 données |
BB "tuna® | 3.600e — 01 | 2.684e 4 01 { 6.8032+01 | 3.73%¢ — 02 | 3.118=+ 01 1.080e + 02
SVR 1.947e — 01 | 2.718e + 01 | 7.525e + 01 | 2.919e — 02 | 2.960e+ 01 | 9.919e + 01

Tableau 6.16 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rastrigin 10 avec 40 données.
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Technigque

Leave-one-out

Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAE
150 données
RBF "tuné” | 5.026e — 01 | 2.161e + 01 | 6.164de + 01 | 3.902¢ — 02 | 3.094e 4 01 | 1.330e + 02
SVR 4.306e — 01 | 2.463e + 01 | 6.820e + 01 | 3.382e — 02 | 3.349¢ 401 | 1.388e 402

Tableau 6.17 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rastrigin 10 avec 150 données.

Nous pouvons directement constater que les résultats obtenus pour ’en-
semble d’apprentissage de 40 données ne sont pas bons du fait du peu de don-
nées. Pour 150 données d’apprentissage, les résultats sont un peu meilleurs mais
les performances du modéle SVR sont un peu inférieures a celles de ’algorithme

RBF "tuné".

Rosenbrock

En premier lieu, nous présentons les modéles obtenus pour la fonction Ro-
senbrock (6.7) par le modele SVR pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 80

données.

¢ Pour un ensemble d’apprentissage de 40 données, notre procédure de sé-
lection des hyperparamétres nous renvoie le jeu d’hyperparamétres suivant

o

£

C

0.5

0.001

52.83

qui correspond au modele représenté A la Figure 6.29, de coefficient de
corrélation R = 0.980.

FIGURE 6.29 ~ Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparameétres o = 0.5, & = 0.001

et C = 52.83, pour 40 données et pour la fonction (6.7).

~ Le modéle calculé comporte 38 VS. Comparé 4 la vraie fonction (Fi-
gure 6.7), & ses courbes de niveau et au vu du coefficient de corrélation,
le modéle construit est déja trés bon.
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o Nous considérons maintenant un ensemble d’apprentissage de 80 données,
notre procédure de sélection des hyperparameétres nous renvoie alors le
nouveau jeu d’hyperparamétres suivant

g

£

C

0.3

0.001

9.04

qui correspond au modele représenté a la Figure 6.30, de coefficient. de
corrélation R = 0.997.

FIGURE 6.30 ~ Modéle obtenu pour le jeu d’hyperparamétres o = 0.3, £ = 0.001

et C' = 9.04, pour 80 données et pour la fonction (6.7).

Comparé au modéle précédent, Pajout de nouvelles données d’apprentis-
sage permet d’obtenir un modéle comportant 64 VS encore plus précis. En
effet, les courbes de niveau respectent I'allure de celles de la vraie fonction
de Rosenbrock (Figure 6.7).

Finalement, afin de vérifier la qualité des modeles construits par le modéle
SVR, nous effectuons une validation externe ct LOO. Les résultats obtenus pour
un ensemble d’apprentissage de 30 et 40 données sont présentés respectivement
dans les Tableaux 6.18 et 6.19.

Technique

Leave-one-out

Validation externe

R RMSE MAE R RMSE MAE
30 données
RBF "tuné" | 0.083¢ — 01 | 3.498e + 01 | 1.209¢ + 02 | 9.998e — 01 [ 1.209¢ + 01 | 9.577e + 01
SVR 0.850e — 01 | 1.143e + 02 | 4.408¢ + 02 | 9.956e — 01 | 6.613e + 01 | 4.868e + 02

Tableau 6.18 — Résultats des différents tests du modeéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rosenbrock avec 30 données.
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Technigue Leave-one-out Validation externe

R RMS5I MAE R RMNSE MAE

40 donaées

TRBEF "tuné” | 5.908¢ — 01 | 9.508e + 00 | 4.061e + 01 | 9.999¢ — Ot | 4.366e + 00 | 4.198e + 01
SVIRR 9.927e — 01 | 7.747e +01 | 3.340e 402 | 9.971e — Ot | 5.328¢ 4 (1 | 4.863e 4 02

Tableau 6.19 — Résultats des différents tests du modeéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rosenbrock avec 40 données.

Nous pouvons constater que les coefficients de corrélation obtenus par le mo-
déle SVR et par 'algorithme RBF "tuné" sont équivalents et trés proches de 1.
Bien que les erreurs RMSE et MAE soient un peu plus ¢levées nous pouvons
quand méme conclure que le modéle SVR construit un modele quasiment aussi
bon que Palgorithme RBE "tuné". De plus, sans le critére d’arrét, nous pour-
rions certainement construire un modéle encore meilleur.

Rosenbrock 10

Pour le cas de la fonction Rosenbrock en 10 dimensions, nous analysons
uniquement les statistiques (R, RMSE, MAE) de la validation externe et LOO.
Les régultats obtenus pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 100 données
sont notés regpectivement dans les Tableaux 6.20 et 6.21.

Technique Leave-one-out Validation externe
R RMSE MAE R RMSE MAE
40 données
RBE "tund" | 4.872¢ — 01 | 1.413¢ + 03 | 3.760c + 03 | 5.372¢ — 01 | 1.512e 4+ 03 | 7.336e + 03
SVR 4,274e — 01 | 1.422e +03 | 3.826e+ 03 | 4.711e — 01 | 1.5842 + 03 | 7.9567e + 03

Tableau 6.20 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné”
pour la fonction de Rosenbrock 10 avec 40 données.

Technique Leave-one-out Validation externe

R BRMSE MAE R RMSE MAE

100 données

RBF "tan&" | 6.4622 — 01 | 1.198z + 03 | 3.542e + 03 | 7.53te — 01 | 1.155e 403 | 6.120e 403
SVR 5.81G2 — 01 | 1.303¢ + 03 | 3.856e + 03 | 6.777e — 01 | 1.288e 4 03 | 6.854e + 03

Tableau 6.21 - Résultats des. differents tests du’modéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rosenbrock 10 avec 100 données.

Nous pouvons observer que les résultats obtenus pour 'ensemble d’appren-
tissage de 40 données ne sont pas bons (i.e., coefficients de corrélations faibles et
les erreurs élevées) du fait du peu de données et ce pour les deux méthodes. Pour
ensemble d’apprentissage de 100 données, les résultats sont un peu meilleurs
bien que les performances du modéle SVR solent legérement inférieures & celles
de I’algorithme RBF "tuné".
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Rosenbrock 20

Pour le cas de la fonction Rosenbrock en 20 dimensions, nous analysons
uniquement les statistiques (R, RMSE, MAE) de la validation externe et LOO.
Les résultats obtenus pour un ensemble d’apprentissage de 40 et 200 données
sont inscrits respectivement dang les Tableaux 6.22 ot 6.23.

Technigue Leave-one-out Validation externe
] R BMSE MAE R RMSE MAE
40 données
REF "tuné” | 4.518e — 01 | 2.147¢ + 03 | 7.247e -+ 03 | 6.307e — 01 | 1.782e¢ + 03 | 7.173e+ 03
SVRR 4.748¢ — 01 | 2.175e + 03 | 7.788e + 03 | 6.231e — 01 | 1.837¢ 4 03 | 7.894e + 03

Tableau 6.22 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tuné"
pour la fonction de Rosenbrock 20 avec 40 données.

Technique Leave-one-out Validation externe

R RMS5E MALDL R RMSE MAE

200 données

RBF "tund" | 6.716e 01 | 1.611e + 03 | 4.854¢ + 03 | 6.856e — 01 [ 1.72024-03 | 7.40le + 03
3VR 8.645e — 01 | 1,756e 4+ 03 | 5.786e + 03 | 6.222¢ - 01 | 1.028¢ 403 | 1.010e +04

Tablean 6.23 — Résultats des différents tests du modéle SVR et RBF "tunég"
pour }a fonction de Rosenbrock 20 avec 200 données.

Les conelusions sont identiques au cas de Rosenbrock & 10 dimensions.

6.4.2.1 En conclusion

Au vu des différents résultats obtenus, nous pouvons dire que la méthode
SVR permet de construive des modéles assez robustes notamment lors de la
présence de bruit. Cependant, la construction de modéles par I’algorithme SMO
peut certainement étre améliorée. Nous proposons au Chapitre "Conelusion
et Perspectives”" plusieurs modifications et améliorations de I'algorithme SMO
constituant des perspectives de recherches futures intéressantes.
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6.4.3 Etude des différents hyperparamétres de la méthode
SVR

Suite a nos différents tests, nous résumons dans cette section les effets des
différents hyperparamétres du modéle SVR sur la qualité du modeéle et sur le
temps de caleul. Le Tableau 6.24 résume les différentes constations (dans ce
tableau, les symboles 7~ et ™\, signifient respectivement que le paramétre aug-
mente ou diminue). :

Parameétre | Variation | Temps | Qualité du modéle - Remarques
de calcul

c /! . le modéle est plus plat
N A le modéle est plus précis
le modéle est plus précis
e / et la pénalisation des outliers
o est plus importante
le modéle est moins précis
N AN et la pénalisation des outliers

est moins importante

le modéle est plus plat
Ve Ve et il y a un risque de
sous-apprentissage

le modéle est plus précis
N N et il ¥y a un risque de
sur-apprentissage

nous pouvons donc considérer un
nombre plus important de
données d’apprentissage

nous devons donc considérer un
nombre meins important de
données d’apprentissage

h"
Ve

Dimension

le modéle est plus précis
le modele est moing précis

Données

il faut considérer un

¢ important et éventuellement
un ¢ un peu plus grand

nous pouvons considérer

des hyperparamétres C et

¢ plus faible

NN S
NS S

Bruit

v
v

Tableau 6.24 — Etudes des hyperparamétres.

Ce tableau illustre donc bien le fait que la sélection des hyperparamétres est
une tache complexe et cruciale ayant des répercutions a la fois sur le temps de
caleul (voir Section 6.6) et sur la précision du modéle. De plus, cette sélection
dépend de la dimension du probléme, de la taille de Pensemble d’apprentissage
et du bruit.
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6.4.4 Etude du temps d’exécution de ’algorithme SMO

La durée du processus d’apprentissage est un critére trés important pour Ce-
naero. La durée de construction d’un modéle par notre algorithme SMO, pour
un jeu de données d’apprentissage quelconque, est de l'ordre de la minute 5. Ce-
pendant, la recherche des hyperparamétres optimaux couplée 4 la procédure de
validation croisée nécessitent la construction de nombreux modéles. Il est donc
important d’analyser le temps de calcul pour la construction d’un modéle opti-
mal (i.c., recherche des hyperparamétres optimaux). Pour cela, nous considérons
la fonction Rosenbrock de dimensions 2, 5, 10, 15 et 20 et nous construisons
respectivement, pour chaque dimension, un modeéle optimal avec 40, 75, 100,
150, 200 et 300 données d’apprentissage. Nous mesurons alors le temps de cal-
cul pour la construction de chaque modeéle. Les différents résultats obtenus sont
présentés 3 la Figure 6.31. La dimension de la fonction Rosenbrock est donnée
en abscisse tandis que le temps est présenté en ordonnée, en secondes et selon
une échelle logarithmique. Les différentes courbes correspondent aux ensembles
d’apprentissage de différentes tailles utilisés.

Temgs Cendcuron dn Faigerthme SMO pour la fonchen Fetenbrock - kchel ingathmqua

we T T T T T T T
—8— & dowdes
w'h
. - . - . . 1
Seuil de 15 minutes : tixer le critére de sélection
- du meilleur modéle a 0,95 au lieu de 0,99
i — :
L T— J
£ =T I
) - ,_
2 k" g ey N
F Sl
[ . 1
' oy ]
2 = T e A
10’ - . -
E . E
. i 3
\\I-— a0 — * E = »— — 1
e 5
1 | 1
‘f l 13 l! |IJ 12 ‘!‘ ‘L -] x

FIGURE 6.31 — Temps d’exécution de I'algorithme SMO pour la fonction Rosen-
brock - Echelle logarithmique.

Le critére d’arrét permettant de stopper Papprentissage & savoir, si un mo-
déle de coefficient de corrélation plus grand que 0.99 est obtenu, permet d’¢co-
nomiser un temps de calcul conséquent pour les problémes de dimensions infé-
rieures a 5. Pour les problémes de dimensions supérieures a 5, il est trés compli-
qué d’obtenir un coefficient de corrélation supéricur a 0.99. L’algorithme d’ap-

5, La durée variant selon les hyperparamétres, une étude de ces derniers et de leurs effets
sur le temps de calcul et sur la précision du modéle est donnée & la Section 6.5.
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prentissage doit doric tester tous les jeux d’hyperparameétres possibles, et commne
nous l’avons vu & la Section 5.5, plus les paramétres C et ¢ augmentent, plus le
temps de calcul est élevé ce qui explique les temps de calcul importants pour les
modéles de Rosenbrock en 5 dimensions. Globalement, nous remarquons que les
temps d’exécution diminuent fortement lorsque la dimension du probléme aug-
mente (e-g., les problémes de dimensions supérieures a 10 demandent un temps
(’exécution inférieur & 10 minutes). Cette constatation peut peut-étre se justi-
fier 8 par le fait qu'il est beaucoup plus simple de déterminer un hyperplan (i.e.,
un modéle) dans un espace d’entrées de dimension ¢levée et par le fait que SMO
peut gérer des ensembles d’apprentissage importants. Cette propriété permet
de considérer des ensembles d’apprentissage de plusicurs centaines de données
pour des problémes de dimensions importantes (e.g., la construction du modéle
pour la fonction Rosenbrock en 20 dimensions avec 300 données d’apprentissage
ne prend que 2 minutes et 26 secondes). Afin d’optimiser le temps de caleul, il
serait intéressant d’essayer de fixer le critére d’arrét en fonction de la dimension
du probléme.

Remarque

Des temps d’exécution identiques sont observés pour la fonction Ras-
trigin.

6.4.5 Test du modéle SVR sur la base de données LPT

Afin de tester Pefficacité du modéle SVR, nous avons testé celui-ci sur la
base de données LPT (pour Low Pression Turbines). Ces données venant d'une
étude confidentielle sur les turbines basse pression, nous ne pouvons expliquer
la nature de ces derniéres. Nous pouvons uniquement signaler que la base de
données LPT contient & variables d’entrée. Nous avons évalué le coefficient de
corrélation par la procédure du LOO pour les différents modéles obtenus pour
deux ensembles de données.

o Le premier ensemble de données constitue le plan d’expériences de départ
et contient 83 données générées par la technique LHS. Les Figures 6.32,
6.33 et 6.34 illustrent les résultats obtenus avec les différents modéles. En
abscisse, nous avons les valeurs exactes issues de la simulation numérique
et en ordonnée, les valeurs prédites par le modele. Il en résulte que, plus
les points rouges se situent sur la droite, meilleur est le modéle.

6. La justification est une question ouverte. Nous avons contacté Alexander Smola, Sathiya
Keerthi et Chiranjib Bhattacharyya qui sont les principaux initiateurs de l'algorithme SMO
afin d’obtenir des explications complémentaires sur le temps d’exécution. A ce jour, nous
sommes toujours en attente d’une réponse.
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FIGURE 6.32 — Résultat de la procédure LOO pour le modéle RBF par défaut
pour le premier ensemble de données.
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FIGURE 6.33 — Résultat de la procédure LOO pour le modéle RBF "tuné" pour
le premier ensemble de données.
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FIGURE 6.34 — Résultat de la procédure LOO pour le modéle SVR pour le
premier ensemble de données.



144 Chapitre 6. Tests, résultats et interprétations

Nous pouvons constater que les trois modéles calculés sont assez bons.
Cela signifie donc que cette base de données est suffisante pour lancer une
optimisation.

e Le deuxiéme ensemble de données est constitué du plan d’expériences
contenant les 83 données auxquelles ont été ajoutés des points au cours
de Poptimisation. En fin d’optimisation, la base de données contient 157
données (optimisation réalisée avec RBF par défaut) contenant 157 don-
nées 7. Les Figures 6.35, 6.36 et 6.37 illustrent les résultats obtenus pour
la construction des différents modéles sur cette base de données complétée.
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FIGURE 6.35 - Résultat de la procedure LOO pour le modéle RBF par défaut
pour le deuxiéme ensemble de données.
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FIGURE 6.36 — Résultat de la procédure LOO pour le modéle RBF "tuné" pour
le deuxiéme ensemble de données,

7. Comme expliqué au Chapitre 1, des données sont ajoutées au cours de Ioptimisation,
notamment dans la zone de 'optimum.
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FIGURE 6.37 — Résultat de la procédure LOO pour le modéle SVR pour le
deuxiéme ensemble de données.

Nous pouvons remarquer que ’approximation calculée par le modéle RBF
par défaut est trés mauvaise. Cela s’explique par le fait que les largeurs
des fonctions de base radiales sont fixes pour ce modéle. L’approximation
obtenue par le modéle RBF "tuné" est bon et légérement améliorée par
rapport au modéle RBF "tuné" sur le premier ensemble de données. L’ap-
proximation construite par le modeéle SVR est encore meilleure. Le modéle
SVR permet donc d’assimiler facilement les nouvelles données d’apprentis-
sage ajoutées en cours d’optimisation et notamment les nouveaux points
ajoutés dans le voisinage de 'optimum.

6.4.6 Couplage avec l’optimisation-

Le principe de Poptimisation assistée par modéle est de construire un modele

du probléme d’origine. Ensuite, ce modéle peut &tre exploité dans une boucle
d’optimisation en licu et place du modéle numérique original. En effet, le temps
pour effectuer une scule simulation exacte peut prendre plusieurs heures. Le mo-
déle peut &tre rapidement évalué et, par conséquent, le nombre d’évaluations du
modéle par algorithme d’optimisation ne constitue plus un probléme critique.

1. En premier lieu, nous illustrons V'efficacité de l'optimisation assistée par

modéle. La Figure 6.38 illustre I'historique de convergence de 'optimisa-
tion pour la fonction Ackley en 5 dimensions. Les itérations sont données
en abscisse tandis que le logarithme ® de la valeur de la fonction objectif
est donné en ordonnée.

8. Le logarithme de la fonction objectif est utilisé afin de bien mettre en valeur la différence
entre I’algorithme génétique avec et sans modeéle.
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FIGURE 6.38 — Historique de convergence pour la fonction Ackley pour I'algo-
rithme génétique avec et sans modele.

Dans un premier temps, nous avons effectué une optimisation de la fonc-
tion Ackley en 5 dimensions avec 'algorithme génétique "pur” (i-e., sans
modéle), avec une population de 50 individus et 40 générations ce qui
correspond donc & 2000 évaluations de fonctions. Ce résultat est comparé
avec celui obtenu avec l'algorithme génétique (AG) assisté par un mo-
dole SVR. La base de données initiale comporte 20 points générés par
la technique de plan d’expériences LCVT. Pour algorithme génétique
assisté, nous avons effectué seulement 100 itérations (i.e., au total 120
itérations de fonction). La Figure 6.38 indique clairement que pour un
nombre fixé d’évalutations de la vraie fonction objectif, Papproche com-
binant algorithme génétique avec un modele approché est plus efficace
qu'un algorithme génétique "pur” utilisant uniquement la vraie évaluation
de la fonction objectif.

. Deuxiémement, nous avons testé ’optimisation pour différents modeles.

Les graphes présentés ci-aprés sont une moyenne de 50 exécutions (i.e., 50
bases de données différentes).

¢ Rastrigin

La Figure 6.39 illustre 'historique de convergence pour la fonction Ras-
trigin pour 40 itérations (i.e., 1 itération est équivalente a 1 optimisation
du modéle SVR par Palgorithme génétique). La base de données initiale
comporte 20 données générées par la technique LCVT.
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FIGURE 6.39 — Historique de convergence pour la fonction Rastrigin.

La valeur optimale de Rastrigin & Poptimum (0,0) est de 0. Nous re-
marquons que le modéle SVR permet une convergence plus précise vers
la valeur optimale de Rastrigin.

e Ackley

La Figure 6.40 illustre Phistorique de convergence pour la fonction Ack-
ley pour 100 itérations (i.e., 1 itération est équivalente & 1 optimisation
du modele SVR par Palgorithme génétique). La base de données initiale
comporte 20 données générées par la technique LCVT,
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FIGURE 6.40 — Historique de convergence pour la fonction Ackley.
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La valeur optimale de Ackley & 'optimum (0,0) est de 0. Nous remar-
quons encore une fois que le modéle SVR permet une convergence plus
précise tendant vers la valeur optimale de Ackley.

¢ Branin

La Figure 6.41 illustre I'historique de convergence pour la fonction Ras-
trigin pour 25 itérations (i.e., 1 itération est équivalente & 1 optimisation
du modéle SVR. par algorithme génétique). La base de données initiale
comporte 12 données générées par la technique LCVT.
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FIGURE 6.41 — Historique de convergence pour la fonction Branin,

La valeur optimale de Branin aux optima est de 0.397887. Dans ce cas,
le modéle SVR est un peu moins bon que les modeles RBF par défaut
et RBF "tuné" et ne permet donc pas une convergence plus précise vers
Poptimum de Branin, '

Remarque générale pour Rastrigin, Ackley et Branin

L’algorithme génétique assisté par le modéle SVR converge vers
un optimum du modele des fonctions. Cet optimum ne corres-
pond pas forcément & I'optimum de la vraie fonction. Afin de
converger plus précisément vers ’optimum de la vrai fonction,
il faut considérer des bases de données comportant un nombre
de données d’apprentissage plus important.

Nous pouvons conclure que le modéle SVR couplé & Palgorithme d’optimi-
sation ne se comporte pas trop mal par rapport aux autres modéles, mais
de toute fagon, nous ne pourrons jamais avoir un seul et unique modéle
qui soit le meilleur pour tous les types de fonction.
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6.4.7 Avantages du modéle SVR par rapport au modéle
de réseaux de neurones '

Pour conclure cette section, nous rappelons les différents avantages de la mé-
thode SVR. Bien que les méthodes d’apprentissage restent différentes, il existe
une certaine équivalence entre les SVM et les réseaux de neurones [22]. Cepen-
dant, le modéte SVR apporte encore plusieurs avantages par rapport au modéle
par réseaux de neurones 4 savoir principalement :

1. La sélection des centres -y (voir Section 2.5.2.2, Tableau 2.1) est automa-
tiguement réalisée par 'algorithme,

2. L'apprentissage correspond & un probléme d’optimisation convexe (voir
Section 3.6).

3. Le modeéle obtenu est plat (smooth en anglais).

4. Le probléme de la malédiction des données est évité & Iaide des noyaux
[5, 8]

5. Une bonne capacité de généralisation peut étre obtenue méme & partir
" d’un nombre de données d’apprentissage peu élevé.

6. De nombreuses améliorations restent possibles (voir Chapitre "Conclusion
et Perspectives").



Conclusion et perspectives

Ce mémoire de fin d’études propose une investigation d'une méthode d’ap-
prentissage, A savoir les machines & vecteurs de support (SVM), pour la clag-
sification, et plus particulidgrement pour la régression. Pour commencer, nous
avons étudié le cas de la classification par les SVM afin de se familiariser avec
les différents concepts importants, Nous nous sommes ensuite intéressés a la
régression.

Cette investigation résulte d*une demande formulée par Cenaero. Ce centre
d’excellence en technologies de simulations numériques comporte quatie groupes
dont le groupe Optimisation et Méthodes Numérigues qui a encadré ce mémoire.
Ce groupe se concentre principalement sur le développement et I'utilisation de
la plateforme d’optimisation multi-disciplinaire Minamo. Les simulations numé-
riques des systémes A optimiser étant généralement trés cofteuses en temps de
calcul, le processus d’optimisation par algorithmes génétiques permettant de ré-
soudre des problémes mono- et multi-objectif(s) complexes est accéléréd grace a
Putilisation de méta-modéles (i.e., des approximations peu cotiteuses des fonc-
tions & optimiser) sur lesquels 'optimisation est effectuée. Ces itérations sont
donc utilisées pour choisir itérativement les nouvelles évaluations & réaliser,

Le logiciel Minamo mis au point par Cenaero permet d’effectuer Uinterpo-
lation de fonctions inconnues & I'aide de réseaux RBI ou de la méthode Kri-
ging. L’algorithme d’apprentissage RBF "tuné" implémenté dans Minamo donne
d’excellents résultats. Néanmoins, cet algorithme tel qu’il est implémenté pour
le moment, présente quelques inconvénients notamment lors de la présence de
bruit qui peut entacher les données d’apprentissage et impliquer dans certains
cas une capacité de généralisation médiocre du modéle construit. L’objectif de
ce mémoire est de proposer un nouveau type de modeéle afin d’élargir 1'éventail
des modéles disponibles dans Minamo.

L’'implémentation de la nouvelle méthode SVR d’approximation a été réalisée
a Paide de l'algorithme SMO ef implantée dans Minamo. La méthode SVR a
ensuite été testée sur un ensemble de fonctions tests. Ces. fonctions tests sont
des fonctions analytiques connues permettant de générer rapidement, par des
techniques de plan d’expériences, des ensembles d’apprentissage. Les différents
résultats ont montré que les modéles SVRR obtenus sont en général aussi bons
que ceux construits par la méthode RBF "tuné". La capacité de généralisation
des modéles, qui a &té mesurée 3 Paide de la validation croisée mais aussi par
validation externe et LOQ, s’est également avérée bonne et équivalente i celle
des modéles RBF "tuné". Les performances du modéle SVR, face & des données
d’apprentissage bruitées, ont aussi pu &tre testées. Pour la majorité des fonctions
testées, les erreurs mesurées (RMSE et MAE), par rapport aux données cibles
sont éguivalentes et parfois meilleures gu’avec la méthode RBF "tuné". En outre,
le modéle SVR a pu étre testé et validé, pour un cas test industriel concernant
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les turbines basse pression. Les résultats ont montré que le modéle SVR permet
de construire correctement un modéle & partir d'un ensemble d’apprentissage
comprenant des points ajoutés en cours d’optimisation.

Le modéle SVR d’approximation de fonctions est englobé dans le logiciel
Minamo, utilisant des algorithmes génétiques fortement accélérés grace a Putili-
sation de modéles, il a donc pu également &tre testé afin de connaltre son impact
sur la recherche de Poptimum d’une fonction. Les résultats ont montré que l'op-
timum est atteint plus rapidement avec 1a méthode SVR et est plus proche de
Poptimum théorique que celui atteint par simulation exacte, tout comme pour
les autres modoles RBF. Ensiite, le couplage entre Palgorithme génétique et le
modéle SVR a ensuite ét6 comparé au couplage entre I'algorithme génétique et
les modéles RBF par défaut et RBF "tuné". Nous avons constaté que le modéle
SVR couplé a Ialgorithme génétique est parfois meilleur, équivalent ou moins
bon par rapport aux autres modéles, mais de toute fagon, nous ne pourrons
jamais avoir un seul et unique modele qui soit le meilleur pour tous les types de
fonctions. Comme nous avons-élargi I'éventail des modéles possibles, nous pour-
rions imaginer qu’en fonction du probléme, le type de modéle le plus adapté
serait choisi.

Finalement, la plus grande difficulté de la méthode SVR est de déterminer les
hyperparamétres optimaux. En cffet, la qualité des modéles dépend fortement
de ces hyperparamétres. Nous avons pour cela implémenté une procédure de
sélection des hyperparamétres basée sur la validation croiste.

Pour conclure, nous rappelons les différentes perspectives de recherches fu-
tures. Il serait intéressant d’améliorer 1a recherche des hyperparamétres en incor-
porant Uhyperparamétre ¢ dans la procédure de sélection des hyperparameétres.
Ceci impliquerait une sorte de lissage lors de données bruitées. Par la suite,
une fois les hyperparamétres optimnaux obtenus par notre procédure de sélec-
tion, il serait aussi judicieux de tenter de les affiner en relangant celle-ci dans
la région des meilteurs hyperparametres trouvés. Finalement, il serait aussi in-
téressant d’implémenter une autre technique de recherche des hyperparamétres
basée sur des méthodes évolutionnaires [26] ou sur une recherche par descente
de gradient [13, 4]. Une autre fagon d’améliorer le choix du paramétre & serait
d’analyser et implémenter le probléme d’optimisation »-8VR [62], permettant
d’adapter automatiquement Phyperparamétre £. Nous pourrions également tes-
ter d’autres noyaux tel que le noyau spline ou B-spline [30] donnant des résultats
prometteurs. Les modéles pourraient aussi étre améliorés par incorporation de
connaissances a priori dans Papprentissage SVM pour la régression, comme par
exemple, des valeurs particuliéres connues en certains points ou des bornes sur
les dérivées de la fonction inconnue. Ces connaissances peuvent dtre incluses par
simple ajout de contraintes linéaires en les parameétres du probléme d’optimi-
sation linéaire correspondant 4 Papprentissage SVR. L’apprentissage incorpo-
rant les informations a priori reste donc un probléme d’optimisation convexe
[43, 44, 50]. Finalement, la derniére amélioration concernerait la résolution du
probléme quadratique de fagon différente. Nous pourrions pour cela étudier et
implémenter algorithme proposé dans larticle "Emprovements to SMO Algo-
rithm for SVM Regression" [65] ou encore implémenter uri algorithme de type
points intérieurs {29]. Enfin, d’autres méthodes permettant de quantifier la ca-
pacité de généralisation du modéle pourraient étre étudites.

Les possibilités d’améliorations ne manquent done pas et ce serait dommage
de s’arréter en si bon chemin. Le mien s'arréte ici et je passe le témoin 4 Cenaero.



Annexe A

Codes sources

Etant donné que les activités de entreprise Cenaero en matiére de re-
cherches, développement et production de logiciels, algorithmes, méthodes, pro-
cessus, ete. sont de nature confidentielles, les codes sources ne sont pas publiés
dans ce mémoire. Le lecteur intéressé par le code source peut prendre contact
avee Madame le Docteur Caroline Sainvitu - caroline.sainvitu@Qcenaero.be. Néan-
moins, les codes sources seront disponibles 4 la lecture le jour de la défense de
ce mémoire. :

| Remarque sur 'implémentation

Les différents codes sources ont été implémentés en cpp. Afin de maitriser ce
nouveau langage, nous avons utilisé le livee "C--+ pour les programmeurs C"
[17].

Claode Delonniy

C++c

pour les
programmeurs

Y

Afin de visualiser les résultats obtenus avec lalgorithme SMO, différents
scripts python ont été mis au point pour les fonctions & une et deux dimensions
respectivement.

@ python’

Finalement, les différentes figures de la Section 6.1 ont été réalisées avec

Matlab.
4\ MATLAB
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