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Le principe du probleme auxiliaire pour les problémes d’équilibre,
I'algorithme de I'extragradient et autres méthodes de projections

Résumé

Le but de ce travail est d’étudier un probléeme d’équilibre au sens de Blum et Oettli. Ce pro-
bleéme est trés général et comprend, comune cas particuliers, le probléme d’optimisation, le pro-
bleme d’inégalités variationnelles, le probléme d’équilibre de Nash dans les jeux non coopéra-
tifs, le probleme du point fixe et le probléme de complémentarité non-linéaire. Nous étudions
diverses méthodes numériques permettant de résoudre ces problémes en commengant par le
principe du probléme d’équilibre auxiliaire. Nous passons ensuite aux méthodes de projections
utilisant une projection exacte sur la contrainte la plus violée, un algorithme de 'extragradient
et une méthode de sous-gradient. Enfin nous développons le cas ou les contraintes sont don-
nées sous forme d'un ensemble de points fixes. Pour chacune de ces méthodes, nous donnons
"algorithme correspondant et nous en étudions la convergence.

The auxiliary equilibrium problem principle for equilibrium problems,
the extragradient algorithm and other projection methods

Abstract

The aim of this work is to study an equilibrium problem in the sense of Blum and Oettli. This
problem is very general and contains, as particular cases, the optimization problem, the varia-
tional inequality problem, the Nash equilibrium problem in noncooperative games, the fixed
point problem and the nonlinear complementarity problem. We study various numerical me-
thods for solving the equilibrium problem. First, we start with the auxiliary equilibrium pro-
blem principle. Then, we consider projection methods using an exact projection on the most
violated constraint, an extragradient algorithm, and a subgradient method. Finally we develop
the case where the constraint set is a set of fixed points. For each method, we give the corres-
ponding algorithm and we study its convergence.
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CHAPITRE 1

Introduction

Ce mémoire a pour but de développer, a partir de la définition du probleme d’équilibre,
différentes méthodes de résolution permettant de solutionner ces problémes. Nous exposerons
au fil des chapitres les notions de principe du probléme d'équilibre auxilinire, de probleme d'équilibre
auxiliaire, de formulation minimax, d'extragradient, de méthodes de projection et bien d’autres en-
core. Voyons comment ces différents concepts s’agenceront tout au long de ce mémoire.

Dans le premier chapitre, nous rappelerons les définitions et propriétés importantes de la
convexité. Les ensembles et fonctions convexes jouent un réle trés important en optimisation.
En effet, les fonctions convexes permettent de conclure que si un minimum local est deter-
miné, alors celui-ci est également un minimum global. Une fois cette notion établie, nous dé-
finirons ce qu’est le probleme d’équilibre. Ce probléme recquiert, entre autre, I’hypothese de
convexité. C'est pourquoi celle-ci aura été explicitée préalablement. Le probléme d’équilibre
est équivalent a d’autre problémes mathématiques. Quelques exemples seront alors donnés
comme le probleme d’optimisation, le probleme d’équilibre de Nash présent principalement
dans la théorie des jeux, le probléme du point fixe souvent utile en sytémes dynamiques et
le principe de complémentarité non linéaire. Tous ces problémes peuvent étre ramenés tres
facilement & un probléme d’équilibre, simplement par le remplacement de la fonction d’équi-
libre par une fonction particuliére. Nous développerons également un peu plus en profondeur
un autre probléme auquel se réduit le probleme PE : le probléme d’inégalités variationnelles.
Pour celui-ci, nous citerons divers problemes qui en découlent comme le probléme d'inégali-
tés variationelles généralisées, le probleme d’inégalités variationelles multivoques ou encore le
probleme d’inégalités variationelles dual.

Le chapitre suivant traitera le probléme minimax et son équivalence avec le probléme d’équi-
libre sera démontrée. La fonction Gap est ensuite définie. Cette fonction est définie par un
supremum ce qui conduit souvent a un probléme d’optimisation non différentiable. Nous dé-
finirons ensuite le probleéme d’équilibre auxiliaire. Ce probléeme peut s’avérer utile dans la ré-
solution des problemes d’équilibre. En effet, toute solution de ce probléme est une solution du
probleme d’équilibre. Afin de terminer ce chapitre, nous prendrons une fonction particuliére
pour le probleme d’équilibre auxiliaire. Nous ajouterons a cette fonction un terme fortement
convexe, ce qui nous amenera a la notion de principe du probleéme d’équilibre auxiliaire. Toute
solution de ce probleme est également une solution du probléme d’équilibre.



Dans le chapitre trois, nous établissons les différents algorithmes des problemes vus au
chapitre précédent. Nous partirons d’un algorithme tout  fait général que nous appliquerons
aux inégalités variationnelles généralisées ainsi qu'au principe du probléme d’équilibre auxi-
liaire. La convergence de tous ces algorithmes est assurée. Nous cléturerons ce chapitre par les
preuves de ces convergences.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous parlerons des différentes méthodes de projections.
Pour cela, nous redéfinirons notre probléeme d’équilibre de départ en lui ajoutant des hypo-
theses de convexité. Nous verrons brigvement le probléme d'admissibilité convexe et nous mon-
trerons que son ensemble solutions est un sous-ensemble de I'ensemble solutions du probléme
d’équilibre, et quil lui est égal si la fonction d’équilibre est pseude-monotone. Cette démonstra-
tion sera illustrée par deux exemples. Apres cela, nous développerons la premiere méthode de
projection. Cette méthode sera une méthode de projection exacte, nous démontrerons que celle-ci
est bien définie, nous en donnerons l'algorithme et nous verrons que nous ne pouvons assurer
la convergence que si le probleme d’admissiblité convexe admet une solution ou si Vintersec-
tion d'une famille d’ensembles convexes n’est pas vide. Cet inconvénient nous a menés a don-
ner un autre algorithme exigeant des hypotheses plus faibles que le précédent. Cet algorithme
est appelé algorithme de l'extragradient et construit deux suites via deux projections orthogo-
nales sur un ensemble convexe. Tout comme pour la méthode précédente, nous établirons et
démontrerons la convergence de cet algorithme. La section suivante discutera de la méthode
de projection du sous-gradient. Ces méthodes utilisent des projections inexactes et deux ver-
sions en seront développées. La premiére effectue une premiére projection sur un ensemble
de niveaux séparant l'itération courante de cet ensemble de niveaux, utilise le sous-gradient
d"une fonction convexe et réalise une seconde projection orthogonale. Quant & la seconde ver-
sion, elle utilise la méme premiére projection mais prend ensuite une combinaison convexe des
deux projections approchées. Cependant, nous montrerons que la convergence de ces deux ver-
sions n’est pas toujours garantie. Ce qui nous conduit & une derniére méthode de projections : ln
méthode de projection du sous gradient sur un ensemble de points fixes. Aprés avoir défini les notions
nécessaires, nous donnerons la définition du probléme d’équilibre sur un ensemble de points
fixes. Cette méthode présente plusieurs avantages. Non seulement nous démontrerons que la
convergence est garantie, mais en plus dans certains cas les calculs peuvent s’avérer beaucoup
plus simples en utilisant les points fixes plutot que les projections. Nous terminerons enfin ce
chapitre par une application a I'équilibre de Nash introduit au chapitre premier.

Tout au long de ce mémoire, nous nous sommes principalement basés sur les références
[1], [2] et [3]



CHAPITRE 2

Définition du probleme d’équilibre

Ce chapitre a pour but de metitre en place toutes les notions utiles pour la suite du travail.
Nous nous remémorerons la définition de convexité et de forte convexité, en passant par leurs
propriétés principales, et nous introduirons le probleme d’équilibre tout en citant les problemes
qui lui sont équivalents.

1 Rappel de la convexité :
définitions et propriétés importantes

Commengons par rappeler ce que sont les fonctions et ensembles convexes :

DEFINITION 1.1 :
Un ensemble C est dit ensemble convexe lorsque

Vr,yeC Vie[01] : tx+(1-tyeC.

Ce qui signifie que pour tout x et y de C, le segment [x, y] est entiérement contenu dans C.
Graphiquement, il est facile de voir si un ensemble est convexe ou non:

N y

A X

(a) Un ensemble convexe. {b) Un ensemble non convexe.

Fig. 2.1 — Exemples d’illustration de la convexité.



Rappelons une propriété importante et utile des ensembles convexes :

PROPOSITION 1.1 : o
Si un ensemble C est convexe, alors son intérieur C et sa fermeture C sont également convexes.

Passons & présent aux fonctions convexes.

DEFINITION 1.2
Une fonction f est convexe sur un ensemble convexe X' C R" si elle vérifie la relation sui-
vante :

flix+(1-Hy) S i)+ (1-0f(y) Yryed, Vic[o1].

Géométriquement lorsque # = 1, nous avons :

v«

Fig. 2.2 — [Hustration de la définition 1.2 ci-dessus.

Enongons maintenant une caractérisation importante des fonctions convexes :

PROPOSITION 1.2:

Soit C C R” un ensemble convexe et soit f une fonction de classe C2 sur un ouvert contenant
C.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) f estconvexesur C,

b) Vx,y € C, f(y) 2 f(x) + V()" (y—x),
¢) Yx e C, VZ2f(x) estsemi définie positive.

En dimension 1 = 1, la seconde assertion signifie que la courbe représentative de la fonction f
se situe au dessus de chacune de ses tangentes; et la derniére assertion que f’ est croissante ou
encore que la concavité de f est tournée vers le haut.

I/intérét de travailler avec des fonctions convexes est qu’elles génerent des inégalités facilitant
la recherche de minima.



De plus, la somme et le maximum de fonctions convexes sont encore des fonctions convexes.

La convexité joue un rble important en optimisation. Les problemes d’optimisation convexes,
autrement dit les problémes d’optimisation dont I'ensemble admissible et la fonction objectif
sont convexes, garantissent une solution globale comme 'exprime la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3:
Un probléme d’optimisation convexe a une solution globale ou pas de solution, mais ne peut

pas avoir de solution exclusivement locale.

Preuve:

Soit f : C C R" — R une fonction convexe sur un ensemble C convexe.
Supposons par 'absurde que x* soit un minimum local de f sur C et pas un minimum global

de f sur C.
Par définition du minimum local, il existe un voisinage V{x*, r) de x* tel que :

Vx e CNV(x"r) f(x*) < f(x).

De plus, puisque x* n’est pas un minimum global, il existe un pointz € C tel que f(z) < f(x*).

Considérons le segment [x*, z}, comme représenté sur la figure ci-dessus.
Par la convexité de f,ona:

Fl1—x*+1z) < (A-8)f(x")+tf(z) Vvt [01]
= ST =t () +1/(2)
= f(x") +Hf(z) - f(x7))
Le terme £(f(z) — f(x*)) est négatif puisque f(z) < f(x*) et ne s’annule que lorsque ¢ = 0.
Onadonc:
F(1=Hx* +1z) < f(x*) Vie (0,1

Il suit que pour tout x € {x*,z], c'est-a-dire pour tout x de la forme x = (1 —#)x*+tz avec t
dans l'intervalle (0,1], ona f(x) < f(x*).

11 n’existe aucun voisinage de rayon r > 0 dans lequel x* satisfait la définition de minimum
local.



Ce qui nous meéne a une contradiction, et nous permet de conclure que x~ est bien un minimum

global.
O

Terminons cette section par une définition de la forte convexité.

DEFINITION 1.3 :
Soit f une fonction de classe C! sur un ensemble ouvert £ ¢ R
On dit que la fonction f est fortement convexe de module a > 0, si elle vérifie la relation

suivante pour tout x,y € K et pour tout ¢ €]0, 1f:

Fltx+ (1= D) < )+ (L= Of ) = 5801 [y =x P

En d’autres termes, f est fortement convexe de module & > 0si f — §|| - [|* est convexe.
Lorsque C est convexe et fermé, on peut montrer qu'une fonction fortement convexe sur C
admet un minimum unique sur C. Cette notion nous permettra d’é&tre beaucoup moins limité
dans la théorie. Grace 2 elle nous pourrons définir dans le chapitre suivant le principe du pro-
bleme d'équilibre auxiliaire.

2 Définition et exemples de problemes d’équilibre

Maintenant que nous avons mis en place les outils nécessaires, nous pouvons définir le pro-
bleme d’équilibre. Celui-ci sera noté PE.

DERINITION 2.1 :
Soit K un ensemble non vide, fermé et convexe de R" et une fonction f : K x £ — R telle

que.
flx,x) =0, Vxek.

Le probléme d’équilibre sera de trouver un vecteur

ek telque f(x*,y)>0 Vyck.

Dans la suite, on supposera en plus que f est continue sur K x K et que f(x, -) est convexe sur
K pour tout x € K.

Suivant le choix de la fonction f, le probleme d’équilibre peut étre équivalent (et parfois méme
se réduire) & d’autres problémes mathématiques tels que les problemes d’optimisation ou d'iné-

galités variationnelles.

Voyons cela plus en détails.
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2.1 Problémes mathématiques équivalents au PE

Le probléme d’optimisation

Le probléme d’optimisation détermine la valeur d"un vecteur y € R” qui minimise une fornrction

objectif

F.R"— R
lorsque y appartient & un ensemble admissible X C R".
Le probléme s’écrit alors :

min 7 (¥)

et sa solution sera notée x*.

Notons que tout ce qui est établi pour la minimisation, I'est aussi pour la maximisation. Il suffit
de se rappeler que :

ng}f(y) = — max —F(y)-

Dans le cas ou I'ensemble A est R, ou de fagon plus générale lorsque A’ est ouvert, on dit que
le probleme est saits contrainte.

Par contre, dans le cas ot 'ensemble admissible est décrit par des égalités et/ou des inégalités,
c’est-a-dire lorsque

X={ycR":gy) <0, i=1---p; Wiy)=0,j=1--- mj},

olig :R" — RFetli : R" — R™,
le probleme est alors dit avec contrainte et se reécrit comme :

min 7 (v)

sous contraintes g{y) <0
I{y) =0
Quel que soit le cas, il s’agira de trouver

el telque F(x')y < Fy) Yye X

En comparant cela avec la définition du PE, nous pouvons voir que les deux problemes sont
équivalents si I'on prend

flry)=Fy)—Flx) Vryc k.

L'optimisation étant un domaine extrémement important, il nous sembie bon de rappeler brie-
vement les méthodes de résolution ainsi que les conditions d’optimalité.

11



A) LES CONDITIONS D'OPTIMALITES DANS LE CAS SANS CONTRAINTES

Conditions nécessaires du premier ordre :

{ o x* € R” est un minimum local de f { o v f(x*) =0, cad
=N

sfect x* est un point stationnaire de f

Conditions nécessaires du second ordre ;

e v* € R” est un minimum local de f o v f(x*)=0
=
efee o P21 sdpl

Conditions suffisantes du second ordre :

o feC? x* e R

( *) 0 P x* e R?E

L] X)) = =

sz ! ; est un minimum local de f
o 77 f(x)ip.

Notons que la réciproque n’est pas vraie.

B) LES METHODES DE RESOLUTION D’UN PROBLEME D'OPTIMISATION.

Quelle que soit la méthode de résolution choisie : Powell, Newton, méthode du gradient (ou
de la plus forte pente), méthode du gradient conjugué.. .le schéma de résolution sera toujours
composé de 3 phases principales :

1. initialisation et vérification des conditions d’optimalité,

2. calcul d’une direction de descente. Cette direction pourra dépendre d"un point initial xg,

de la fonction objectif f, des contraintes, des équations de KKT...

3. calcul du nouveau point x;,1 et du pas a. Le pas peut dépendre de f et des contraintes
du probléme.

Le pas sera calculé grice & une recherche linéaire exacte.

Cependant, lorsque f n’est pas quadratique comme c’est souvent le cas, cette recherche est

assez cofliteuse. L'utilisation de la recherche linéaire inexacte est alors préférée. La difficulté est

de trouver la longueur du pas qui garantit la convergence de l'algorithme. Les conditions de
Wolfe, Armijo ainsi que le Backtracking dans le cas non quadratique nous permettent d’obtenir
une longueur de pas adéquate.

Passons & présent & un autre probléme équivalent au PE, I'équilibre de Nash.

12



Le probléme d’équilibre de Nash

John Forbes Nash Jr est un économiste et mathématicien américain ayant travaillé sur la théorie
des jeux. Il introduisit le probléme d’équilibre suivant dit probléeme d’équilibre de Nash :
Soient deux stratégies &1 et Sz de deux joueurs 1 et 2 respectivement.
Ces deux stratégies constituent un équilibre de Nash si :

— lorsque le joueur 1 adopte la stratégie 51, le joueur 2 ne peut pas faire mieux que d’utiliser

S, et
- lorsque le joueur 2 adopte la stratégie Sy, le joueur 1 ne peut pas faire mieux que d’utiliser

8.

Cette définition peut étre généralisée pour plusieurs joueurs qui suivent respectivement les
stratégies 51,52 -+ 8.
Les stratégies {S1,S2 - - - Sp} suivies par les joueurs 1... p constituent un équilibre de Nash si,
pour chaque joueur i, la stratégie S; est la meilleure stratégie a suivre pour i pourvu que les
autres joueurs suivent les stratégies {S1, 82+ -~ Si—1, Siy1 - Sp )
Dong, si on a un équilibre de Nash, aucun joueur n"aura de raison de suivre une autre stratégie
que celie qui assure I'équilibre.
Ecrivons tout cela de maniére mathématique. Soient :
— l’ensemble fini composé des p joueurs, [ = {1...p};
— un ensemble non vide convexe S; de R, représentant I'ensemble des stratégies du i*™m¢
joueur pour touti € I;
~s=IIs
iel
~ une fonction f; : § — R dite de perte, supposée continue et séparement convexe'! pour
touti € I. Cette fonction traduit que la perte du i*™ joueur dépend des stratégies de tous
les autres joueurs.

Soit x € S. Pour chaquei € I, on définit x' le vecteur x privé de sa i*"¢ composante. C'est-a-dire
x' = (xj)jerji

Nous pouvons a présent définir le probléme de Nash.

DEFINITION 2.2 ;
Le probleme d’équilibre de Nash est de trouver un x* = (x;)e1 € S tel que

Fx"Y < filxy)  Viel et WeES,

ou de fagon équivalente :

fila®) S fOoF o xu Y Xia-xp)  Viel et Wyce S

Cela signifie qu’aucun joueur ne peut réduire sa perte en modifiant unilatéralement sa straté-
gie. En vue d’écrire le probléme d’équilibre de Nash sous la forme PE, définissons :

f:5x85 —R

1 (’est-a-dire convexe pour chacun des ;.

13



par

F .
flay) = ;ff(x';yf) —filx) Yxyes.

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1
Le point x* € § est un équilibre de Nash si et seulement si x* est une solution du probleme
d’équilibre

fix*,y) =0 Vyes.

Preuve:

Supposons que x* soit un équilibre de Nash.
Nous avons donc pour tout 7 € I,

filx®) < filx*,y). Vy; € S

Dans ce cas, f(x%,y) = ¥ [fi(x™, yi) — fi(x*,x})] =0 Vycs.

iel
La réciproque se démontre tout aussi facilement. Il suffit de choisir, pour touti € I, uny € S
tel que

S(x7,y7) — fi(x*, xj)=0 pourj#i.

En d’autres termes, il suffit de prendre y € S tel que y; = x7,j # L.
On a alors

0 < f{x*y) = filx™,y) — filx*) Vy; € Ss.

Donc si x* est solution du PE, alors il est un équilibre de Nash.

Le probléme du point fixe

Rappelons tout d’abord la définition d’un point fixe.

DEFINITION 2.3 : _
Soit ¢ une fonction continue sur un ensemble X convexe fermé de R”. Un point x € K est dit

fixe s'il vérifie 'équation g(x) = x.

Le probleme du point fixe consiste & chercher un x* € K tel que x* = g(x*).

14




Géométriquement, ces points se situent & I'intersection entre le graphe de f et la bissectrice,
comme le montre le graphique suivant :

X
Fig. 2.3 — Hlustration des poinis fixes d’une fonction f.

Les points fixes sont trés souvent utilisés en mathématiques, notamment dans le cadre des
systemes dynamiques.

Mustrons sur un simple exemple, la fagon de déterminer ces points fixes. Prenons ln fonction
logistique. Cette fonction est une fonction quadratique définie comme suit :

g 01 — R
x o gulx) = px(l—x)

oty € 0, 4].

Pour déterminer les points fixes, nous devons trouver les points qui vérifient g(x) = x.

Nous devons donc résoudre I'équation g, (x) = px(1 — x) = x.

On a d’abord que x = 0 est un point fixe de g, quelle que soit la valeur de p € [0,4].
Supposons ensuite x # 0. Alors (1 —x) = letx =1~ }ll est un point fixe de g;, quel que soit
1 €]0,4].

Maintenant que la notion de point fixe a été établie, démontrons a présent le lien de ce probléme
avec le PE.

PROPOSITION 2.2
Soit K un ensemble non vide, convexe et fermé de R”, et soit une fonction f : K x K — R.

Alors, pour tout x, ¥ € K, en posant

flxy) = (x—g(x),y—x),

le probleme d’équilibre et le probleme du point fixe sont équivalents.

15



Preuve:

Remarquons d’abord que f(x,x) =0, Vx €K,
Nous devons prouver que x* est solution du PE si et seulement si x* est solution du probléme
du point fixe.

D’abord si x* vérifie 'équation x* =: g(x*), il sera aussi solution du PE car
fix*y)=0 Vyek.
Réciproquement, si x* est solution du PE, alors f(x*,y) > 0 pour touty € K.
En particulier pour y = g{x*), ona
0 < flahy) =" —g(x")y—+)
—[Jx* — g’

J

Il existe une autre équivalente au PE. Cette formulation est trés importante et permet de définir
une classe de méthode itérative pour résoudre des problémes d'inégalités variationnelles ainsi
que des problemes d’extremum avec contraintes.

PROPOSITION 2.3 (La formulation du point fixe) :
Soit K un ensemble non vide, convexe et fermé de R”, f : K x X' — R une fonction telle que

flx,x)=0 VxeKk.

x* est solution du PE si et seulement si x* est solution du probléme

min f{x", ). (2.1)

Preuve:

Si x* est solution du probleme mi}xg f(x*,y),ona:
ye

F9) > f07) Wy e
Or, par hypothese f(x*, x*) = 0. On a donc pour touty € K,

flx"y) = 0.
Ce qui n‘est autre que notre probléme d’équilibre.

Réciproquement, si x* est solution de PE, alors f(x*,¥) >0, Vye€ K.
Comme f{x*,x*) = 0, on en déduit que x* est solution du probleme mi;g flx* ).
ye

O

Cependant, cette formulation admet un inconvénient majeur : 'équation 2.1 peut ne pas avoir
de solution. De plus, s'il existe une solution, son unicité n’est pas assurée. Afin d’éviter cela,
nous utiliserons le probléme d'équilibre auxiliaire. Celui-ci sera détaillé dans le chapitre suivant.

Terminons & présent cette section par un autre probléme important : le probléme de complémenta-
rité non linéaire.
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Le probléme de complémentarité non linéaire

Avant de formuler ce probleéme, nous allons rappeler les définitions de corne et de cone dual

DEFINITION 2.4 :
K est un c¢One si et seulement si :

Yre kK, VA0 Axelk.

DEFINITION 2.5
Le c6ne dual de K, noté K™ est

Kr={ycR":{y,x) >0 VxeK}

Il s’agit de I'ensemble des vecteurs i de R” formant un angle aigu avec n'importe quel x ap-
partenant & X. A ne pas confondre avec le céne polaire X7 qui lui est défini comme :

KF={yeR":{y,x) <0 VxeKk}

Maintenant que nous avons mis en place les outils nécéssaires, nous pouvons considérer un
cone K convexe fermé et une fonction F : K — R”, afin de définir le probléme de complé-
mentarité non linéaire.

DEERINITION 2.6 :
Le probleme de complémentarité non linéaire, noté NCP* consiste a trouver un vecteur

ek telque x* L F(x7).
que  x* L J(x7)
EK: EK:’

Non linear Complementarity Problem

Puisque F(x*) appartient au cone dual, ona:
(F(x*),y) 20 Vyek.
Drautre part, par définition du NCP nous avons :
(F(x*),x*) =0.
En combinant ces deux relations, nous pouvons nous ramener au PE, en prenant :

fly) = (Fx)y—x) Yryek

17



=

2.2 Un probléme mathématique auquel se réduit le PE:
Le probléme d’inégalités variationnelles

Commengons par donner une définition du probleme d’inégalités variationnelles.

DEFINITION 2.7 :
Supposons un ensemble X non vide, convexe et fermé de R" et une fonction continue

FiK — R

Le probléme d’inégalités variationnelles, noté VIP{F, K)?, consiste a trouver un vecteur x* &
K qui vérifie I'inégalité :

(F(x*),y—x*) 20 Vyek.

Variational Inequality Problem

Géométriquement, cela signique que F{x*)T est orthogonal a I'ensemble admissible K au
point x*.

Les VIP ont été beaucoup étudiés car ils permettent de généraliser les conditions d’optima-
lité classiques pour les problémes d’extremum avec contraintes et de théoriser des conditions
d’équilibre pour divers problémes comme les problémes d’ingénierie mécanique ou les pro-
blémes économiques.

Il existe une relation entre le VIP et les problemes d’optimisation. Etablissons cette relation
dans les propositions suivantes.

PROPOSITION 2.4 :
Soient G une fonction de classe C! convexe et K un ensemble fermé et convexe.

Supposons que x* est solution du probléme d’optimisation mi;cl Gly).
yE

Alors x* est une solution du VIP(VG, K) :

(VG(x*),y—x*) >0 VYyck.

Preuve:

Posons
p(5) = f(ty + (1 — H)x*) pour t € [0,1].
Cette fonction atteint son minimum en = 0. D’ol
0< ¢'(0) = (VG(x*),y —x*).

C’est-a-dire x* est solution de VIP(VG, K).

La réciproque est vraie si I'on ajoute I'hypothese de convexité a Ia fonction F.
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PROPOSITION 2.5:
Soient G une fonction de classe C! convexe et K un ensemble fermé et convexe.

Supposons x* une solution du VIP(VG, K).
Alors x* est solution du probleme d’optimisation mi)rcl G(y).
ye

Preuve:
Par convexité de G, on a
G(y) = G(x*) + (VG(x"),y —x*) Vyek.
De plus, puisque x* est solution du VIP, on a
(VG(x),y —x) >0
D'ou
Gly) = G(x*) Wyek.

Ce qui signifie que x” est solution de mig G(y).
ye
G

Il existe cependant des cas particuliers suivant la définition de l'ensemble K. Nous venons d’en
citer un : le NCP. Il s’agit d'un VIP ott K est un céne convexe fermé de R".

Une propriété utile est que le VIP et le NCP ont les mémes solutions.

PROPOSITION 2.6 :
Soit K un cbne convexe fermé de R".
Un vecteur x* € K est solution du VIP si et seulement si x* est solution du NCE.

Preuve:
<= | Si x* est solution du NCP alors il est solution du VIE.

Supposons x* solution du NCP.
Nous devons montrer que x* est solution du VIP, ¢’est-a-dire que

{(F(x*),y—x"y >0 Vyek.
Par les propriétés du produit scalaire, pour tout x dans K, ona:
(F)y =) = (F (") y) — (F 7).

Le premier terme du membre de droite est positif ou nul car F{x*) € K*. Le second, quant a
lui, est nul par définition du NCP. D’oty

(F(x*),y—x") =20 Vyek,

ce qui signifie que x* est solution du VIP,

= | Si x* est solution du VIP alors il est solution du NCP.

Supposons x* solution du VIP,
Par définiton, il est évident que x* € K. (A)
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Il nous faut donc montrer que :
F(x*)e K* (B)
et

(F(x*),x") =0 YyeKk. ©)

?

1. (F(x*),x*) =0

Puisque x* est solution du VIP, nous avons que
(F(x*),y—x) >0 VYyek.

En prenant y = 0, nous obtenons :
(F(x7),=x7) 20,

ou encore
(F(x*),x") <0.

Prenons a présent yy = 2x*, ce qui nous donne :
(F(x*),x*)y =2 0.

De ces deux inégalités, nous pouvons déduire que

(F(x*),x") =0

2. F(x*) &K
Comme précédemment, ona:
0< (F(x")y —x%) = (F(x")y) — (F(x"),x7). (22)
Or, nous savons que
(F(x*),x*) = 0.
Donc (2.2) devient :
(F(x*),y) 20 Vyek.
et
F(x*)y e K.

Nous pouvons & présent conclure que x* est solution du NCP, étant donné que celui-ci vérifie

les conditions (A), (B) et (C).
[

Un autre cas particulier de probléme de complémentarité non linéaire est définit lorque £ = R".
On se retrouve alors avec un probleme d’inéquations non linéaires.
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PROPOSITION 2.7 :
Soit K = IR". Alors x* € R” est une solution du probléme d'inégalités variationnelles si et

seulement si F(x*) = 0.

Preuve:
Si F(x*) = 0, alors
(F(x*),y—x"y =0 VYyeR"
~———
=0
Réciproquement, posons y = x* — F(x*) et remplagons le dans
(F()y—x") 20,
ce qui nous donne :
(F), ("= F()) -2 = (FOT),—F)
= — |7 IP
> 0

D'ott F(x*) = 0.
U

Avant de terminer cette section, nous allons définir quelques généralisations du probléme VIP.
Définissons tout d'abord le problénie d'inégalités variationnelles généralisées.

DEFINITION 2.8:
Soient X un ensemble non vide, convexe et fermé de R, soient F : K —- R", une fonction

continue, et ¢ : K — R, une fonction convexe.

Le probléme d’inégalités variationnelles généralisées, noté GVI, sera de trouver un x* € K
tel que

(Fxy—x)+¢(y) —¢p(x") 20  Vyek.

Ce probleme peut se mettre sous la forme d'un probleme d’équilibre. Pour cela, il suffit de
prendre :

foy) = (Fx),y—x")+¢y) —¢(x) 20 Vx,yek.

Définissons ensuite une version multiveqgue du probléme VIP.

DEFINITION 2.9 :
Soit X un ensemble non vide, convexe et fermé de R”, F : K —— 2R", une fonction continue

au sens topologique telle que pour tout x € X, F(x) soit une partie non vide et compacte de
IR,

Le probléme d'inégalité variationnelle multivoque, noté VIPM, consiste a trouver x* € K et
&* € F(x*) tels que

{E"y—xy 20 Vyek.
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Comme pour le probleme GVI, le probleme VIPM peut se mettre sous la forme d’un probleme
d’équilibre en prenant pour fonction f

A, = C P V, E}C
flxy) grenjg({g)(é‘y x) Xy

Enfin dans certains problémes d’inégalités variationnelles, il est parfois plus facile de travailler
avec une version duale du probléeme.

DEFINITION 2.10
Supposons F : £ — ", une fonction continue sur I'ensemble K supposé convexe, non vide
et fermé. Le probléme dual associé au probleme VIP, noté VIP¥, consiste a trouver x* € K

tel que

(Fy),y—x"y >0  Vyek

En termes de problemes d’équilibre, ce probléme correspond au probleme PE* qui consiste a

trouver x* € K tel que
flr.x*)<0 VYyelk.

3 Résumé

Dans ce chapitre, nous avons mis en place les outils importants pour la suite de notre travail.
Nous avons rappelé la notion de convexité et nous en avons donné les propriétés importantes.
Ensuite, nous avons défini le probleme d’équilibre et nous avons détaillé quelques exemples de
tels probleémes, comme le probléme d’optimisation, le probleme d’équilibre de Nash et du point
fixe. Enfin, nous avons considéré les problemes d’inégalités variationnelles et ses variantes et
nous avons montré leurs liens avec le probleme déquilibre.

Nous allons 4 présent établir des procédés permettant de résoudre les problémes d’équilibre. Le
premier sera le principe du probleme auxiliaire. Celui-ci fait intervenir la formulation minimax
ainsi que la formulation du point fixe. Cette méthode fera I'objet du chapitre suivant.

22



CHAPITRE 3

La fonction gap et
le principe du probleme auxiliaire

Nous allons définir dans ce chapitre la fonction gap et le principe du probléme auxiliaire.
Nous verrons que ceux-ci sont étroitement liés au probléeme VIP ainsi qu’au probléme d’équi-
libre gréce a la formulation winitmax.

1 La formulation minimax et les probléemes d’équilibre

Le minimnax est une régle de décision trés souvent utilisée en statistiques ou encore dans la
théorie. Elle consiste & minimiser un maximum de perte.

Prenons un exemple simple de la chimie.

Nous savons qu'il est dangereux de mélanger un acide concentré et une base concentrée. En
effet, le dégagement de chaleur de la réaction peut provoquer des aspersions corrosives. Imagi-
nons que l'on ait 6 éprouvettes contenant un liquide incolore et inodore. Celles-ci contiennent
une base, sauf une dont ne nous sommes pas certains s'il s'agit d’une base ou d"un acide. Nous
voudrions rassembler ces bases dans la méme éprouvette sans risque d'incident.

Voyons dans le tableau 3.1 page suivante les différentes possibilités qui s’offrent a nous suivant
le contenu de la 6° éprouvette.

Pour le minimax, ce qui nous importe est de minimiser notre regret une fois que l'incertitude
sur la nature de 'éprouvette est levée. Pour y parvenir, il nous faut, dans chacune des deux
hypothéses concernant I’état de la sixieme éprouvette, comparer les conséquences de chacune
des actions envisageables avec celles qu’entrainerait le choix d’une des autres actions. L'aver-
sion au regret qui guide cette démarche conduit & éliminer Iaction ot I'on jette 1'éprouvette
douteuse. Dans ce cas, le mininax retiendra l'action qui séparera en 2 éprouvettes distinctes les
5 bases certaines dans une et l'incertaine dans l"autre.

Mathématiquement, le probléme minimax est défini comme suit (voir la définition 1.1 page
suivante) :



Base

Acide

On obtient une base

Gros risque d’incident

On rassemble les 6

; Gain : 6 bases réunies.
¢éprouvettes

Pertes : rien

Gain : aucun
Perte : les 6 éprouvettes.

On obtient une base

On obtient une base

On rassemble juste les 5

. Gain : 6 bases réunies mais
éprouvettes « certaines »

une difficulté survient
Perte : Aucune, mais diffi-
culté

Gain : 5 bases réunies mais
une difficulté survient

Perte : Aucune, mais diffi-
culté

On obtient une base avec une

On jette I’éprouvette contrition

On obtient une base avec une
confrition

« incertaine » : s
Gain : 6 bases réunies

Perte : une éprouvette

(Gain : 5 bases réunies
Perte : une éprouvette.

Tab. 3.1 — Application de la formulation minimax en chimie : tableau des différentes possibilités
du mélange de cing bases et d'une sixiéme substance, base ou acide, inconnue.

DEFINITION 1.1 :

flxx)=0 Vxek.

Le probléme minimax est donné par

min {sup —f(x, y)} = 0.

xell yEK

Soit K un ensemble non vide, convexe et fermé de R”, f : K x £ — R une fonction telle que

Maintenant que nous avons défini ce qu’était le mininmax, nous pouvons énoncer et démontrer
q

son équivalence avec le probleme d'équilibre.

LEMME 1.1:

que f(x,x) =0 YxcKk.
Alors on a I'équivalence suivante :
e f(x"y) 20 Yyek

=

Soient K un ensemble non vide, fermé et convexe de R”, et f : £ x K — R une fonction telle

It e K,;g}gf(x /y) = min {jgg(—f(x,y))} = 0.

Preuve:
Afin de pouvoir simplifier la preuve, notons que

xek

min {sup( —f(x,¥) } est équivalent a
yek

ek yG;‘C
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=> | Par définition du PEon a
flx,x)=0Vxe K, etdonc ig}&f(x,y) <0Vxe K.
y

Puisque cette relation est valable pour tout x dans K, nous pouvons prendre le supremum sur
les x sans changer cette inégalité. Autrement dit

sup { inf f(x, y)} <0. (3.1)

vek (¥EK
D’autre part, puisque x* est un élément de X on a

sup {gcf(x,y)} > inf f(x"9) 32)
Par hypothese, nous avons

f(xy) 20 Vyek = y'ngfcf(x"‘,y) > 0. (3.3)
D’ot1

33) L (32 ) 31

0 < ;gfcf(x‘,y) < sup {ylg}fcf(x,y)} < 0.

Donc

inf f(x*,y) = inf f(x, =0
ylgnf(r y) sup {yeﬁf(f y)} 0
De plus, puisque tous les x appartiennent a X, on peut écrire :

max {inf f(x,y)} = 0.

xek [yek

4= | Par hypothese, on a qu’il existe x* € K tel que

0} = s =
Ce qui signifie que

f(x*y} =0 Vyek.

Terminons cette section par une proposition reliant le VIP et le probleme minimax.

PROPOSITION 1.1:
Soient X un ensemble non vide, fermé et convexe de R” et une fonction # : K - R".
Alors le VIP est équivalent au probléme minimax suivant :

min {Sup(}"(x),y - r)} =0.

ekl yGK:

Maintenant que la théorie préliminaire a été établie, nous pouvons passer a la définition et aux
utilités de la fonction gap.
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2 La fonction gap et les problémes d’équilibre

Commengons par définir la fonction gap. Celle-ci est importante dans le sens ot sa mi-
nimisation sur 'ensemble admissible du probléme VIP revient a la résolution du probléme
d’équilibre.

DEFINITION 2.1 :

Soit K un ensemble fermé de R”. Une fonction gap pour le probléme d’équilibre PE est une
fonction g : K — R & valeurs positives, ¢'est-a-dire telle que g(x) > 0 Vx € K, qui satisfait
les conditions x* € K et g(x*) = 0 si ef seulement si x* est solution du PE.

Sil'on pose
g(x) = inf {f(xy))

o1 f satisfait les hypotheses du PE, on obtient un exemple trés simple de fonction gap.

De méme, on obtient une fonction gap en posant

§(x) = sup(F(x),y — x),
yek

ot F satisfait les hypotheses du VIP. Cependant, cette fonction gap n’est pas différentiable, ce
qui complique fortement la résolution numérique du probléme.

Passons a présent & quelques propriétés importantes de la fonction gap.

THEOREME 2.1 :

Soit une une fonction f : K x £ — R. On suppose que f(x, ) est fortement convexe pour
tout x ¢ K, et que f(,y) est continue pour touty € K.

On suppose également que 3/ f(-, -} est continu sur K x K. Alors la fonction

8(x) =sup {~f(xy)}
yek
est une fonction gap continfiment différentiable pour le PE.
De plus, son gradient est donné par
v8(x) = = Vx f(x,y(x)),
on

y(x) = argmin f(x.9).

Le désavantage de ce théoréme est que I'hypothese de forte convexité de f(x, -) n'est, en géné-
ral, pas satisfaite.

Voyons a présent, une formulation équivalente du VIP & partir de laquelle nous pourrons ex-
traire une fonction gap de classe C1, et ce en utilisant les résultats de la théorie minimax citée
préalablement.
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PROPOSITION 2.2
Soit K un sous ensemble fermé et convexe de R” et soit G(x,y) : K x X — IR une fonction
positive, différentiable par rapport a y sur I'ensemble X et telle que :

1. G(x,x) =0, Vye K;

2. VyG(x,x) =0, Vx e K.
Alors le probleéme VIP est équivalent au probleme VIP(F,G) qui consiste a trouver x* € K tel
que

(Fly)y—x) + G 20 Wyek.

Preuve:

Puisque G est une fonction positive, il est évident que si x* est une solution du probleme VIP,
alors x* est également une solution du probléme VIP(F,G).

Pour démontrer la réciproque, supposons que x* est une solution du probleme VIP(F,5).
Nous pouvons alors dire de maniére équivalente que x* est un minimum global du probléme
cde minimisation

min [(F(y),y —¥*) + G« y)].
ye

Posons g(x,y) = {(F(y),y — x). Dong, on a:

Vyg(xy) = F)+VFW) (y-—x), et
Vyglx, x?) = FE) 4+ VFE) (x* — )
= F{x%) (3.1)

Puisque K est, par hypothese, un ensemble fermé ef convexe, on a que x* satisfait la condition
d’optimalité suivante :

(Vyg(x*, x") + VG (2", x"),y —x*) 20 Vye K.
(S —

=0
Ce qui nous donne
(Vyg(x™, x*),y—x") 20 Vyek,
ou encore, grace a (3.1)
{(F(x"),y—x")y =0 Vyek.

Dot x* est la solution du probléeme VIP.
O

Apres la fonction gap, nous allons maintenant parler du probleme d’équilibre auxiliaire ainsi
que du principe du probléme auxiliaire.
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3 Le probléme d’équilibre auxiliaire

Dans cette section, nous considérons une fonction f : £ x X — R convexe et différen-
tiable par rapport 4 sa seconde variable et telle que f{x, x) = 0 pour tout x € K.
Nous considérons également un & > 0 ainsi qu'une autre fonction ¢ : K x K — R positive,
différentiable sur 'ensemble convexe K par rapport a sa seconde variable y et telle que :

1. G(x,x)=0 VxeKk,
2. VyG(x,x) =0 VxecKk.

La plupart des algorithmes développés pour résoudre les problémes d’équilibre peuvent étre
dérivés de formulations équivalentes de ceux-ci.

PROPOSITION 3.1:
x* € K est une solution du probléme PE si et seulement si x* est une solution optimale du

probléme d’optimisation suivant :

min {ef (x*, y) + G(x*y)} -
ye

Cette proposition nous améne & la définition du probléme d’équilibre auxiliaire. Afin de facili-
ter les notations, celui-ci sera noté AuxET.

DEFINITION 3.1:
Le probléme d’équilibre auxiliaire consiste a trouver x* € K tel que

ef(x, ) +G(x"y) >0  Vyek. ‘

Etablissons et démontrons a présent, le lien de ce probleme avec le probleme PE.

THEOREME 3.2 :
x* € K est une solution du probléme PE si et seulement si il est une solution du probleme

AuxEP.

Preuve;

= | Supposons x* une solution du probléme PE et montrons qu’il est également solution du
probleme AuxEP.

Par hypothese, nous avons que f{x*,y) > 0 pour tout y € K.
De plus, comme ¢ est strictement positif et comme la fonction G est également positive, nous

avons bien

ef () +G(x" ) 20 VYye K
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<+ | Supposons & présent que x* est une solution du probleme AuxEP et montrons qu'il est
également solution du probleme PE.

Par hypothese, nous avons que x* est un minimiseur du probléme suivant :
min (ef(x",y) +9(x",9)}. 51)
Puisque notre probléme est un probleme d’optimisation convexe, x* € K est une solution
optimale de (2.1) si et seulement si
(eVy f(x*, ")+ V,G(x*, "), y—x") 20 Vye k.
Or par hypothese, V,G(x, x) = 0 pour tout x € K. L'inégalité devient donc::
(eVyf(x*,x"),y—x") >0 Vyek.
Ce qui signifie que x* € K est le minimiseur de
min fy).
En utilisant la formulation du point fixe, on a que :
f(x*,y) 20  pourtout ye k.

D’ol x* est solution du probléme PE.
a

Nous avons vu, dans le théoreéme 2.1, page 26, que I'hypothése de forte convexité étaif requise.
Cependant cette forte convexité n’est pas toujours satisfaite. En effet, prenons un des problemes
les plus basiques : le VIP. Pour ce cas, la fonction f(x,-) = (F(x), - — x) est affine, elle ne peut
donc étre fortement convexe.

Gréce au probleme d’équilibre auxiliaire que nous venons de voir, nous allons pouvoir sur-
monter cet obstacle en ajoutant un terme fortement convexe a la fonction f(x, ).
C’est I'objet de la section suivante.

4 Le principe du probléme d’équilibre auxiliaire

Dans cette section, nous considérons une forme particuliere de la fonction G(x, ).

DEFINITION 4.1
Soit £ : K — IR une fonction différentiable et fortement convexe de module & > 0, et soit
e > 0. Le principe du probléeme d’équilibre auxiliaire noté AEPP consiste & trouver x* € K

tel que

ef (1) + L{y) - £(*) — (VLE),y—x') 20 Yyek
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Notons qu’il §'agit du probléme AuxED, ot I'on pose :
Glx,y) = L{y) — £{x) = (VL(x),y — x)-
Adaptons la Proposition 3.1 page 28 et le Théoréme 3.2 page 28 du probleme AuxEP.

Comme précédemment, nous allons considérer un ¢ > 0 et une fonction f : K x K — R telle
que f{x, x) = 0 pour tout x € K. Nous supposerons que f est convexe et différentiable dans la

seconde variable.

PROPOSITION 4.1:
x* ¢ K est une solution du probléme PE si et seulement si x* est une solution du probléeme

d’optimisation suivant :

1_1}(151/13 {sf(‘x*,y) —f—E(y) — L‘:(Tx) o <V£(1*)’1J/_ r"‘)} .

Ce probleme peut &tre simplifié comme suit :

mip {£f(x',y) + £(5) — (VL(r)y -~ 3*)).

En effet, puisque la minimisation se fait sur y € K, le terme £{x*) est une constante et n'in-
tervient donc pas. Notons que par la forte convexité de £, le probléme admet une solution
unique.

Nous voyons donc que I’AEPP est également lié aux problémes d’optimisation ainsi quaux
problemes d’équilibre comme le montre le théoréme suivant.

THEOREME 4.2 :
x* € K est une solution du probleme PE si et seulement si il est une solution de I’AEPP.

Preuve:

La preuve découle du Théoréme 3.2 page 28 en posant
G(x,y) = L{y) — £(x) — (VL(x),y — ).
En effet, il suffit de vérifier que:

1. G(x,x)=0 Vxek.
Cette égalité est bien vérifiée. En effet :

G(x,x) = L(x) = L(x) = {L(x),x—x) =0
=0
2. VyG(x,x)=0 Vxck.
Ona:

V,G(x,%) = VyL(x) — V,L£(x) = V, ((£(x), %)) = 0

Ce qui vérifie la seconde égalité et permet de conclure la démonstration.

O

Pour terminer cette section, nous allons revenir a la fonction gap. Rappelons-nous qu'au Théo-
réme 2.1 page 26, la forte convexité de la fonction f(x,-) était exigée et que cette hypothese
n’était pas toujours satisfaite. Nous avons a présent mis en place les outils nécessaires a I'adap-
tation de ce théoréme.
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THEOREME 4.3 :

Soit f : K x K — R différentiable par rapport au premier argument, convexe par rapport au
second argument et telle que V (-, -} soit continue sur K x K.

Soit également une fonction £(, <) positive, de classe C* sur K x K, fortement convexe par

rapport au second argument et telle que :
1. L(x,x) =0 Vx e K,
2. VyL{x,x)=0 Vxek.

Alors

g(x) =sup {—f{x,y) — L{x,y)}
yekl

est une fonction gap de classe C? pour le probleme PE.
De plus, son gradient est donné par :

Vg(x) =~V f(x, y(x)) — Vi L(x,y(x}),

ylx) = argmin {f(x.y) + L(x,y)}

Preuve

Nous savons que le probleme PE est équivalent &8 'AEPP gréce au Théoréme 4.2 page précé-
dente. Autrement dit, le probleéme PE est équivalent au probléme de minimisation suivant :

min {ef (x",) + L(x*, 1)}
ye

Si on pose
=1,

on se retrouve dans le cas du Théoreéme 2.1 page 26, ce qui conclut la preuve.

5 Résumé

Dang ce chapitre, nous avons défini ce qu’étaient la formulation minimax, la fonction gap,
et le probléme d’équilibre auxiliaire. Nous avons ensuite ajouté un terme convexe, permettant
d’approfondir la théorie et de dépasser certaines de ces limites. Ce qui nous a amené a la dé-
finition du principe du probléme auxiliaire. Nous avons également établi les liens entre ces
différentes notions et le probléeme d’équilibre.

Nous allons a présent donner "aspect algorithmique de tous ces résultats. C'est 1'objet du cha-
pitre suivant.
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CHAPITRE 4

Les algorithmes et leur convergence

Dans ce chapitre, nous allons étudier différents algorithmes permettant de résoudre les pro-
blemes d’équilibre. Nous allons commencer par une méthode itérative tout a fait générale, et
nous allons "améliorer grace aux différents concepts vu précédemment,

Tout au long de ce chapitre, nous supposerons donnés :
1. un ensemble non vide, convexe et fermé K,
2. une fonction f : £ x K — R telle que f(x,x) = 0 pour tout x € K.

1 Les algorithmes

Considérons la formulation du point fixe avec x* € K la solution du probléme

;gl,gf(xvy)-

Supposons que pour chaque x* € K, ce probléme ait une solution unique.
Nous pouvons donner 1'algorithme général suivant :

ALGORITHME GENERAL

Pas 0: initialisation
Soit k = 0, x° € K un point initial et y > O une tolérance fixée,

Pas1
Soit x**1 € K la solution du problenie

. k
min f{x*, ).
min f(xy)

Pas 2 : critére d'arrét

Si || ¥ — &% || < 4, alors STOP.
Sinon mettre @ jour k = k + 1 et retourner au Pas 1.




Dans la plupart des cas, il n’est pas possible ou pas approprié d"appliquer cet algorithme direc-
tement au probleme PE car souvent le probléme de minimisation n’a pas de solution unique.
C’est donc ici que nous allons faire intervenir I’AEPP. Gréce a la forte convexité de la fonction
L, nous obtiendrons une solution unique pour chaque sous-probléme.

Plus précisement, on obtient I'algorithme général suivant :

ALGORITHME 1

Pas 0 : initialisation
Soit k = 0, x° € K un point initial et y > 0 une tolérance fixée.

Pas 1
Soit x*+1 € K Ia solution du probleme d'optimisation

min {ef(x",y) + L{y) = (VL)) |

Pas 2 : critére d’arrét
Si || ¥ — x* || < v, alors STOP.
Sinon mettre a jour k = k -+ 1 et refourner au Pas 1.

Cet algorithme 1 peut s’appliquer au probléme d’'inégalités variationnelles généraliséees GVI
défini au chapitre 1. Dans I’ ALGORITHME 1, nous devons minimiser sur y € K, la fonction

ef (2, ) + L{y) — (VL) ).

Or, nous avons vu que pour le probleme GVIla fonction f était :

floy) = (F(x)y—x) +¢(y) —¢(x) 20 Vxyck.

La fonction & minimiser devient donc
e ((FOH),y = 25+ 9(y) ~ $() + L(y) - (VL) ).

Puisque la minimisation se fait sur la variable y, les termes {(F(x*), x*) et ¢(x¥) sont constants.
La minimisation du probléme devient donc :

min {¢ ((F(),9) + () +£0) ~ (VL9 }
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On obtient alors Valgorithme suivant :

ALGORITHME 2

Pas 0 : initialisation
Soitk = 0,x% € K un point initial et y > O une tolérance fixée.

Pas1
Soit x**1 € K la solution du probleme d’optimisation

min { ¢7(+¥) = VLG, y) +29(0) + L) |-

Pas 2 : critére d'arvét
Si || x¥+1 — x* ||< 3, alors STOP.

Sinon mettre a jour k = k + 1 et refourner au Pas 1.

Passons maintenant a un algorithme de recherche linéaire sur la fonction gap associée a 1’AEPP.
Celle-ci nous permet de ramener le probléme PE & un probléme d’optimisation avec contraintes
d’une fonction de classe C*!

r_gg;gg(x)

8(x) =sup {—f(xy)}
yeK

L'algorithme général est modifié comme suit :

ALGORITHME 3

Pas 0 : initialisation
Soit k = 0, x0 € K un point initial et y > 0 une tolérance fixée.

Pas 1
Poser d* = y{(x*) — x* oft y(x*) est Ia solution du probleme d’optimisation

: k
min f(x*, 1
min f(+% ),
Calculer ty, In solution de la recherche linénire

- ko pak
!g;élrhg(x + td*).

et poser x¥F1 = x* + fat,

Pas 2 : critére d’arvét
Si|| x*+ — 2% | < 3, alors STOP,

Sinon mettre a jour k = k + 1 et retourner au Pas 1.
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Pour terminer cette section, nous allons appliquer l'algorithme précédent a I’AEPP. Nous ob-
tenons alors une méthode itérative permettant d’aller plus loin dans la théorie grace au terme
convexe ajouté. Pour cela, considérons la fonction gap g(x) = sup e {—f(x, 1) — L(x,y)} de

classe C1 définie dans le Théoréme 4.3.

ALGORITHME 4

Pas 0: initialisation
Soit k = 0, x° € K un point initial et y > 0 une tolérance fixée.

Pas1
Poser d* = y(x*) — x* oi y(x*) est la solution du probléme d’optimisation

min {£(,9) + L&)

Calculer ty, In solution de ln recherche linéaire le long de la fonction gap g :

: Kk k
min ¢{x" -+ td"),
te(0,1] g( )
et poser x¥+1 = x* + fdt,

Pas 2 : critére d'arrét
Si || ¥t — &% ||< , alors STOP.
Sinon mettre @ jour k = k + 1 et retourner au Pas 1.

Nous avons présenté les différents algorithmes permettant de résoudre les problemes d’équi-
libre. 11 est intéressant de savoir si ces algorithmes convergent ou non vers la solution, C’est
l"objet de la section suivante.
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2 La convergence des algorithmes

Commengons cette section en démontrant la convergence de 'ALGORITHME 1 vers une
solution x* & K du probléme d’équilibre. Nous montrerons également que cette solution existe
et est unique.

THEOREME 2.1:
Supposons que

—t

. f(x,+) : K — R une fonction convexe et différentible pour tout x € K,
. f(-,y) : K — R une fonction continue pour touty € K,
. f 1 K x K — R fortement monotone® de module & > 0 sur K,

. L une fonction différentiable et fortement convexe de module g > 0 sur K,

Ut o W N

g > 0 et I'existence de deux constantes ¢ > 0 et d >> 0 telles que pour tout x, y,z € K
ona:

ey +fly2) 2 flxz)—clly—x > —dllz—y|?.
Alors si
i
egzd et ¢ <a,

la suite {xk} ken générée par V'algorithme 1 converge vers la solution x* € X du probléme PE.

La définition de monotonicité est rappelée en annexe 1.

Preuve:

Commengons par définir une fonction! : K — R par
Hy) = LO7) = L) = (VL) »" —y) Yy ek

Par hypothese, £ est fortement convexe de module § > 0.
On a donc successivement pour tout x, ¥ € K et pour tout £ €]0,1:

() (1~ DL) ~ P -1 ly=x P > Ll +(1-1y),
Ll + (=) + 2B =) [y —x [P ~£() € —L£() +H£() +(1- DL()

Litx+(1-8y)+ %ﬁf(l —Hlly—xIP =L < Q-HILy) - LE)]
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Utilisons a présent 'hypothése de différentiabilité :

(VL) x4y =) =)+ 2p1 =) y—x]? < (1= IEE) ~ £(Y)]
(VLY =) = x(1= )+ 20D [ y=x P < (1= DIL) — L)

1
(A= tU{VL) Yy —x) + 51— 8) |y —x I < (1=8H[Ly) - L)
En faisant tendre f vers 1, on obtent

(VL) y -0+ 58 lly—x P < L)~ L),

Ce qui nous donne une borne inférieure égale a 0 pour la fonction /.
En effet, sil’on prend ¥ = x* dans I'équation précédente, ona:

1 x
) > S8l =y l* Wek
Calculons a présent la différence I(x¥) — I(x*+1)

L(x*) = L&) = (VL(xH), x* = 55) — L{x") + L(xF7)
+(VL(xF), x* — xR+
= LMY - L(x%) — (VL) 2 — 2F) 4 (VL) xf — 4

> %ﬂ ” xk-l—l _ xk ”2 + (Vﬁ(xk+1) . Vﬁ(xk),x* _ xk+1) (41)

Par le Pas 2 de I'ALGORITHME 1, x**! résoud le probléeme d’optimisation convexe suivant

min {ef () + L(y) = (VL)) }.
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On a donc pour tout x € K.
(Vy (ef(xk,y) + L(y) - (Vﬁ(xk),y)) (xFF1), x — 251y > 0
<£Vyf(xk, xk—i—l) + Vﬁ(xk“) _ Vﬁ(xk), y— xk+]> >0

(eV f(xF, K 4 VLMY - VL), 0~y >0
Enprenant x = x*

<v£(xk+}) _ Vﬁ(xk),x* . xk+1> > 3<vyf(xk; xk+1)’xk+1 o x*)

ET 17

4.1 1 X
I(xk) _ I()Ck+l) > E)B ” xk+1 _ xk ”2 +E(Vyf(xk, xk+1),xk+1 —x )

Or, on sait par hypotheése que f{x*, -} est une fonction convexe différentiable.
Nous pouvons donc écrire :

f(xk, x*) > f(xk, xk-}-l) + (Vyf(xk, ka), ¥ — xk+1>
C’est-a-dire

(Vyf(l’k, xk+1)’ xk+] _ x*) > f(xk, xk+1) " f(xk, x*)
En remplagant dans I’équation précédente, on obtient alors :

1) = 1(541) 2 2B | 2 — b 2 e (2 2 — (k) 42)

Utilisons a présent les hypotheses 3 et 5.
Prenons x = x* ety = x* dans I'hypothése 3, et x = x*, y = x* et z = x¥*1 dans Fhypothese 5.
Les hypothéses 3 et 5 deviennent respectivement :

Flat )+ f(x 2 < —afl2F -2t | et (4.3)

F ) ) > ) e P A @)

Repartons de 1'équation (4.2), et utilisons ces deux équations. On a alors que
I(xk) — l(:ckﬂ)

> 5B I = P e [ (1) £ ) ) — (77, = 00 )

-

1 . ) .
> Sl P e () e = [P = | )

v

par (4.4}
e ¥ ot P
\_—-_.nu—w__.—._.___J
par (4.3}
N 1 . . .
= ef(x*, 2 - (Eﬁ — Sd) || K12 be(w — ) || &F — x| (4.5)
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Puisque f(x*, x¥*1) > 0 et que x* est une solution du probleme PE, il suffit de choisir y = x**+!

pour obtenir

flx*,y) =20 VYyek.

Nous pouvons donc conclure de I'inégalité (4.5) que la suite {I(x*) };ew est décroissante et bor-
née inférieurement par 0. Il existe donc un réel I* tel que I(x*) — I* lorsque k tend vers l'infini,

En passant & la limite dans I'inégalité (4.5}, nous obtenons x¥ — x* Ce qui conclut la preuve.
Ct

Passons & présent A la convergence de I’ALGORITHME 2. Celui-ci étant basé sur le premier la
converge suit donc naturellement.

THEOREME 2.2 :
Supposons

1. F: K — R" un opérateur fortement monotone de module & > 0 sur £,
2. £ une fonction différentiable et fortement convexe de module § > 0 sur K,

3. & > 0 et l'existence de deux constantes ¢ > O et d > 0 telles que pour tout x,y,z € K
ona:

(Fly) = F(xhz—y) > —cly—x>—dllz—y |I*.
Alors si |

852% et c<uq,

la suite {x*},cx générée par l'algorithme 2 converge vers la solution x* € K du GVL

Preuve:

La preuve découle directement du théoréme précédent en prenant

flxy) = (Fx)y —x) + oy) — 9(x),

et en remarquant que la troisieme hypothése provient de la cinquiéme du Théoreme 2.1. En
effet, en remplagant f dans

fley) +fz 2 flrzy—clly—x|*—dllz—y
ona:

(F(x)y,y —x) +¢(y) — ¢o(x) + (Fy),z ) + ¢(2) — p(y)

>

(F(x)z=x)+9(z) —px)~clly—x P —d | z—y |?

En simplifiant, on obtient :
(Fy—x—ztx)+(F@z-y) z —clly-xP-dlz-y|*
Enfin, par les propriétés du produit scalaire, on a:

(Fy) —F(x)z—yy = —clly=x|*=d |l z—y |-
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L'hypothese 3 du Théoreéme 2.1 est vraie pour certaines valeurs de c et d pourvu que l'opérateur
F:K—R

soit Lipschitz continu de module £ > 0 sur K.
Autrement dit, s'il existe une constante £ > 0 telle que pour tout x,y € K :

| Fy) - F < LYy~

Enongons et démontrons cette assertion.

PROPOSITION 2.3
Supposons F : K — R” un opérateur Lipschitz continu de module £ > 0 sur K.
Alors, s'il existe deux constantes ¢ et 4 strictement positives telles que

%Lg\/&

ona pourtout x,y,z € K:

(Fy) ~F@)z-ypz—clly—x|P-dllz—y|*.

Preuve:

Par les propriétés du produit scalaire, on a :

(F) —Fx)z—y) = | Fy) —F - llz—yll

z =7y -FN-lz-yl

> ~L|y—x]|.||z-y| (pardéfinition de Lipschitz continu)
> —2Ved |y—x | | z=y |l (ar hypothise)

= =2V |ly~x| Vi |z-y|

z —clly-x|P-djjz-y|?

La derniere inégalité vient de la relation suivante :
—a* — b +2ab <0 Ya, b.

enprenanta = /¢ |y—x |, etb=vVd || z—y |
|

Passons maintenant a la convergence du troisieme algorithme. Pour rappel, cet algorithme est
basé sur une recherche linéaire.

1 La définition est rappelée en annexe 1.
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THEOREME 2.4 :

Soit K un ensemble convexe et compact de R”. On suppose f(x, -) une fonction
— strictement convexe par rapport & la variable i pour tout x € £,

- différentiable par rapport a x, et

— telle que V, f soit continue sur X x X,

On suppose également la relation suivante :

(Vef(x, 1) + Vyf(x,y)y—x) 20 Vxyek.

Alors, quel que soit le point de départ x° € K, la suite {x*};cn générée par Y ALGORITHME 3,
appartient a I’ensemble X, et chaque point limite de cette suite est une solution du probleme

d’équilibre.

Terminons cette section par la convergence du dernier algorithme. Elle est une conséquence
directe de la convergence de la méthode itérative précédente.

THEOREME 2.5 :

Soit £ un ensemble convexe et compact de R". On suppose f(x, -) une fonction

— strictement convexe par rapport a la variable i pour tout x € K,

— différentiable par rapport a x, et

— telle que V, f soit continue sur X x K.

Soit £(-,) : K x K - R une fonction de classe C! sur K x K, positive, fortement convexe
par rapport a son deuxiéme argument pour tout x € K et telle que

1. L{x,x)=0 VYxckKk
2. VyL(x,x) =0 VxcK

On suppose également la relation suivante :
(Vef(y) + VLl y) + Vyfx, ) + VL) y —x) 20 Vxye K.

Alors, quel que soit le point de départ x* € K, la suite {x*};cy générée par la recherche
linéaire de ' ALGORITHME 4, appartient & I'ensemble K, et chaque point limite de cette suite
est une solution du probléme d’équilibre.

Cette section nous permet de voir que quel que soit I'algorithme utilisé, la convergence est
assurée,
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CHAPITRE 5

Les méthodes de projection

Dans ce chapitre, nous allons établir différentes méthodes de projection permettant de ré-
soudre les problemes d’équilibre. Nous nous attarderons en particulier sur I'algorithme de
Vextragradient.

1 Le probleme d’admissibilité convexe

Considérons le probleme d’équilibre muni d’hypotheses supplémentaires. Celui-ci sera défini
comme suit :

DEFINITION L.1:
Soit K un ensemble fermé, non vide et convexe de R” et une fonction f : K x K — R

telle que
1. f(x,x) =0, Vxek,
2. f(x,-) : K — Rest convexe sur K pour tout x € K.

Le probleme d’équilibre consiste a trouver

e K tlque f(x*,y)=0 Vyek.

En se rappelant de la définition du probléeme d’équilibre dual page 22, et grice a la convexité
de Ja seconde hypothese de la définition ci-dessus, nous pouvons définir un ensemble convexe
pour tout i € K. Celui-ci est défini comme suit :

Li(y) = {x € K: f(y,x) <0} (5.1)

Définissons a présent un nouveau probléme pouvant savérer utile dans la recherche d'une
solution du probleme d’équilibre dual PE*.



DERINITION 1.2:
Soit K un ensemble fermé&, non vide et convexe de R et une fonction f : K x K — IR, et soit

Li(y) = {x € K f(y,x) <0} pour touty € K.
Le probléme d’admissibilité convexe, noté CFP*, consiste a trouver x* € K tel que

e () Li(y)-
vek

k=Y

Convex Feasability Problem

Notons que ce probléme implique une infinité d’ensembles convexes fermés. En effet, par hy-
pothése K est un ensemble fermé et convexe et si cet ensemble n’est pas un singleton, son
cardinal est alors infini.

Nous pouvons maintenant établir le lien entre les problemes d’équilibre primal et dual et le
probleme CED.

PROPOSITION 1.1:
Soit X un ensemble fermé, non vide et convexe de R" et une fonction f : K X K — R, et soit

Li(y) = {x € K: fy,x) < 0} pour touty € K.

Alors x* est une solution du probleme PE* si et seulement si x* est une solution du probleme
CEP.

En d’autres termes, cela signifie que I'ensemble des solutions du probleme PE?, noté SOL(PE®),
est a intersection d"une famille d’ensembles convexes.

On a alots que l'ensemble des solutions du probleme d'équilibre dual est fermé et convexe si
f(y, ) est une fonction convexe fermée' sur K.

D’autre part, 'ensemble des solutions du probleme PE, noté SOL{(PE), peut quant & lui, ne pas
&tre convexe. Cependant, si f est semi-continue par rapport au premier argument et fermée
et convexe sur K par rapport au second argument, alors dans ce cas, I'ensemble solution du

probleme PE est convexe.

THEOREME 1.2
Soit K un ensemble fermé, non vide et convexe de R" et une fonction f : K x X — R. Suppo-
sons f hemi-continue’ par rapport au premier argument et semi-continue inférieurement et

convexe sur K par rapport au second argument.

Alors Pensemble solution du probleme CFP est un sous ensemble de l'ensemble solution du

probléme PE, c’est-a-dire :
SOL(CFP) C SOL(PE).

De plus, si f est pseudo-monotone® sur K, alors la réciproque est vraie et ona:

SOL(CFP) = SOL(PE).

| La définition est rappelée dans Yannexe 2.
b| La définition de pseudo-monotonicité est rappelée en 'annexe 1.

! Une fonction fermée est une fonction semi-continue inférieurement.
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Preuve;

Soit x* une solution du probleme CFP pour tout y € K. Définissons, pour tout t €]0,1[, zy € K

tel que z¢ = fy + (1 — Ha*. 1)
Pour chaque f €]0,1[, ona:

0 = flz,z) pardéfinitiondune fonction d’équilibre
flzy,ty -+ (1 —£x") par (1)

< tf(z,y) + (1 — 1) f(z,x") par convexité de f
Puisque
v e (L) = N {(x e K flyx) <0,
yeX yek

ety = z € K, on obtient pour tout f €]0, 1[:

flze,x*) <0.

Dongc, pour tout + €]0,1{ et pour tout y € K, par les équations (1), (4.1), (4.2} et (4.3), ona:

0 < tlzy) = flty + (1= 1)x",y) = f( + 1y —x),9).

En passant a la limite lorsque t tend vers 0, on conclut par la continuité de f que
0< flxty) Vyek

C’est-a-dire que x* est solution du probleme PE.

Passons & la preuve de 1'égalité entre les ensembles lorsque f est pseudo-monotone.
Gréce a ce qui vient d’étre démontré, nous devons montrer que

SOL(CEP) 2 SOL(PE).
Or, par la proposition 1.1, on sait que

SOL(CFP) = SOL(PE%).
Dong, il nous rester a prouver

SOL(PE) C SOL(PE*),
c'est-a-dire

F(x'y) 2 0= f(y,x') S0 Vyek.

Cette implication est immédiate en appliquant la définition de pseudo-monotonicité.
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TNustrons, par deux contre-exemples, que si la fonction f n’est pas eudo-monotone, alors nous
p q P

n’avons pas
SOL(CEP) 2 SOL(PE).

EXEMPLE 1.1:
Soit K = [0,2] et f(x, 1) = (x — )%

Les solutions du probleme d’équilibre sont I'ensemble des x* € [0, 2] tels que
fxhy) 20
Or, la fonction f(x,) = (x — )? est positive ou nulle pour tout x* € [0,2]. D’ot

SOL{PE)} = [0,2).

Calculons 2 présent I'ensemble SOL(CFP). Pour cela, nous devons déterminer I'ensemble
Le(y) ={x€[0.2] : f{y,x) < 0}, et trouver x* € yenz Le(y)-
On aalors:

Le(y) = {x€02]: f(y.x) <0}
= {xe0,2]:(y—x)* <0}
= {xe€[0,2:y—x=0}
= {x€[0,2]:y=1x}

Pour un x fixé, il est impossible de trouver uny € [0,2] tel que
y=x VYyel02.

Donc
SOL(CFP) =@

Puisque {0,2] n’est pas inclus dans 'ensemble vide, on a bien que SOL(PE) ne contient pas
SOL(CPR).

Terminons cette section par un dernier contre-exemple impliquant une valeur absolue.

EXEMPLE 1.2 :
Soit K = [0,2] et f(x, ) = max{0, |x —y| —1}.

La résolution s'effectue en deux parties. Montrons d’abord que x = 1 est solution de l'inter-
section sur y € [0,2] de L¢(y), autrement dit :

) Liy) = {1},

ye[0,2]
ol
Le(y) = {x € [0,2] : max{0, |x — y} - 1} <0}

Ensuite, il nous restera 2 montrer que cette solution x = 1 est unique.
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Nous avons les équivalences suivantes :

floy) <0 <= max{0,|x —y| -1} < 0}
& |x—y|-1<0
<> |x—y| <L

On peut donc réécrire L¢(y) comme :
Liy) = {x€02:~1<x-y< 1}
= y-1y+1n(o2

~—
car y<2 car y=0

Pui 1e0,2]ety—1 < 1 < y+1, :
uisque 1 € [0,2] et y < < y+1,ona

1elgy), Vyelo2]

1l nous reste & prouver que x = 1 est I'unique point appartenant a lintersection. Pour cela,
supposons:

X e ﬂ Lf(y)

yelo2]
Onaalors x € [0,2] ety 1 < x < y+ 1 pourtout y € [0,2]. Dong,

~1<x<1 si y=0

Ce qui signifie que x = 1 est bien I'unique solution. Dot

M Lely) ={1}.

y€[0,2]

Voyons maintenant quelles sont les solutions du probléeme PE, c’est-a-dire quels sont les points
x* qui vérifient

fatyy z0 Vyeln2
ou encore

max{0,|x —y| -1} >0 ¥y [0,2].

Il est évident que ensemble des solutions est dans [0,2].
En effet, si la valeur de |x — y| — 1 est positive, alors le maximum entre cette valeur et 0 sera po-
sitif. De méme si la valeur est négative, le maximum sera alors 0 et la fonction restera positive.

Nous confirmons une nouvelle fois notre théordme puisque l'intervalle [0,2] n’est pas inclus
dans le singleton {1}.

Maintenant que I’ALGORITHME DE L'EXTRAGRADIENT a été étudié, passons aux différentes
méthodes de projections permettant de résoudre les problemes d’équilibre.
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2 Une premiere méthode de projection : La méthode de projection
exacte pour les problemes d’équilibre

Les méthodes de projections sont les outils les plus utilisés pour résoudre les problémes
CFP. Nous utiliserons ici une méthode de projections successives. Celle~ci est définie comme

suit :

DEFINITION 2.1:
Soient x° un point initial et un point x* donné, et soient un ensemble L f(yk ) choisi ainsi quun

pas t*. Les méthodes de projections successives construisent une suite {x*} o C R” & partir
de 10 tel que le pas soit fait dans la direction de la projection orthogonale de x* sur L f(yk),
c'est-a-dire :
kRl ok k k
=2t [PLf(yk)(x)—x],

ot Py () représente la projection orthogonale sur Ly () pour tout y € K, et ot
te o C [a,2 — &) est une suite de parameétres de relaxation donnés pour tout & €0, 1|.
k2 p P

Lorsqu'il y a un nombre trés grand d’ensembles convexes, une stratégie de contréle pour la
suite {1 }izo doit étre mise en place. Celle-ci est définie comme suit :

DEFINITION 2.2
Le contrdle de la contrainte la plus violée mesure la proximité de x* & un ensemble par la
valeur de la fonction f(-, x*) et non pas par la distance euclidienne. Autrement dit, y* € Kest

choisi de sorte que
fF, xF) = max f(y, +%).
ye

Décrivons a présent l'algorithme de cette méthode. Nous verrons que celui-ci est bien défini et
nous en étudierons la convergence.
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ALGORITHME DE LA METHODE DE PROJECTION EXACTE POUR LE PRO-
BLEME PE

Pas 0 : initialisation
Soitk =0,e, > 0, b > 0, 2% € K un point initial et ro = ||x%]].

Pas1
Soient x* et . donnés, et choisir ey > Oel £ > 0.

1. Définir
Kp={xek: |zl <n+1}

2. Rechercher y* € Ky qui vérifie la maximisation inexacte :

max f(y, ) & < (o, 29
yeKy

3. Caleuler x**+1:
Nk tx [PLf(yt)(Ik) — xk} .

4, Mettredjourk =k+letrg:

Fip1 = max{ry, ||xk+1||}-

Cet algorithme génere deux suites {x*}x>0 et {y* }izo incluses dans K. 11 demande également
une suite de parametres de précision finis et strictement positifs {&;}r>o tels que !}im g =10
200

pour la maximisation inexacte.
De plus, cet algorithme est bien défini comme le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1 :
L’ALGORITHME DE PROJECTION EXACTE POUR LA RESOLUTION DE PROBLEMES PE estbien

défini.

Preuve:

Pour prouver que l'algorithme est bien défini, nous devons montrer que la maximisation in-
exacte ainsi que le point x**! sont bien définis.

Commengons par démontrer que la maximisation inexacte est bien définie.
Par définition de K et de 7.1, ona pourtoutk € N

Kx € Ky
Etant donné que x° € K et que ||x%|| < 7o+ 1, nous pouvons déduire que x? € Kp. Bt donc

ek VkeN.
Puisque K est fermé, nous avons que chaque K est non vide et compacte. De plus, par la

continuité de f, f(:,y*) atteint son maximum sur K. Ce qui nous montre qu'il existe un y qui
satisfait la maximisation inexacte.
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Montrons a présent que x**! est bien défini.
Puisque f(y*, -} est convexe et puisque K est convexe et fermé, I’'ensemble non vide
IﬂﬂzﬂxemzﬂfJ)gm
est fermé et convexe. Donc ¥ est défini de fagon unique par
=y [PLf(yk)(xk) - xk} :
A

Maintenant que nous avons prouvé que notre algorithme était bien défini, nous pouvons passer
a l’étude de la convergence de celui-ci :

THEOREME 2.2
Soient {x¥}r>q et {¥* }izo C K deux suites générées par l'algorithme. Alors

1. Si
() Lyy #
k=0

alors la suite entidre {x¥} ;g converge vers une solution du probléme PE.

2. Sile probléme PE n’a pas de solution, alors la suite {x*}1>0 n'est pas convergente.

Voyons a présent ce que devient la convergence lorsque que le probléme est un probiéme CFP :

CORROLAIRE 2.1
Si le probleme CFP admet des solutions, alors la suite {x*}i>0 générée par l'algorithme
converge vers une solution du probléme PE.

Preuve:

Par hypothése, nous savons que le probleme CFP admet des solutions ce qui signifie que
N Liy) # 2.
yek

Donc

o

N L") # 2,

k=0

puisque

() Le(y) < N L)
yekr k=0

o
Or, par le théoréme 2.2 nous savons que si N L f(yk ) # @, alors {x¥};0 converge vers une
k=0

solution du probleme PE.
tl
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Terminons cette section par un dernier résultat de convergence utilisant ’hypothese de pseudo-
monotonicité de la fonction f.

CORROLAIRE 2.2 :

Soient {x* >0 et {¥*hs0 C K deux suites générées par Valgorithme. Si la fonction f est
pseudo-monotone et si I'une des deux suites {x Yoo et {y*}izo est bornée, alors la suite
{x*}x=0 converge vers une solution du probléme PE.

Détaillons a présent un nouvel algorithme, dans lequel interviennent deux projections.

3 L’algorithme de I'extragradient

Dans le chapitre précédent, nous avons établi différents algorithmes utilisés dans la ré-
solution de probleme PE. Ces méthodes présentaient néanmoins un gros défaut : la conver-
gence n’était assurée que sous des hypotheses restrictives telle que la forte monotonicité. Le
nouvel algorithme gue nous allons maintenant exposer converge sous V'hypothese de pseudo-
monotonicité. Lavantage de cette méthode est que la psendo-monotonicite est plus faible que
le forte monotonicité.

Tout au long de cette section, nous allons supposer un ensemble non vide, convexe et fermé
K et une fonction f(x,-) fermée, convexe et sous-différentiable sur K pour tout x € K. Grace
a ces hypotheses, les sous-problemes qui devront étre résolus dans cet algorithme seront des
problémes convexes avec des fonctions objectifs fortement convexes. Nous avons alors 'unicité

de la solution.

La méthode de I'extragradient, appelée aussi méthode de double projection, construit deux
suites {x¥*} et {y*} via deux projections euclidiennes sur I’ensemble convexe K. Ces suites sont
définies comme suit :

=Py (xk - eP(xk))
et

= Py (xk - eF(yk)) :
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Fig. 5.1 — Représentation des deux projections de ln méthode de | “extragradient.

Maintenant que tout a été exposé, nous pouvons décrire 'algorithme de 1'extragradient :

ALGORITHME DE L'EXTRAGRADIENT

Pas 0 : initialisation
Soient k = 0, x° € KC un point initial et € > 0 une tolérance fixée.

Pas1
Résoudre le probleme fortement convexe :

mip {8, y) — (VEE,y =) +£0) | 6:)

afin d'obtenir la solution optimale unique e

Si le critere d'arrét y* = x* est vérifié, alors STOP : x* est la solution op-
timmale du probléme PE.
Sinon passer au Pas 2.

Pas 2
Résoudre le probléme fortement convexe :

mip {5f(s%,9) ~ (VLG =)+ L)}

afin d’obtenir I solution optimale unigue xhH

Pas 3
Mettre i jour k = k + 1 et retourner au Pas 1.
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FEtudions a présent la convergence de cet algorithme. Celle-ci dépend du parametre . Avant
d’établir le théoreme de convergence, démontrons que sil'algorithme s’arréte apres un nombre
fini d'itérations, cela signifie que la solution du probléme PE a été frouvee.

LEMME 3.1:
Si ’ALGORITHME DE LEXTRAGRADIENT se termine & n'importe quelle itération x¥, alors x

est solution du probléme PE.

k

Preuve:
Soit y* — x¥. Puisque f(x*,x*) =0, ona:
0 = ef (2, 1) + L) ~ L8 ~ (VL) ¥ — ).
Or, i est le minimum de I'équation 5.1. Dot :
0 < ef(xhy) + L) — LGF) — (VLER,y -2 Wyek.

Ce qui signifie que +* est une solution du probleme AuxEP (voir page 29).
Or on sait, par le théoréme 3.2 de la page 28, que x* est solution du probleme AuxEP si et
seulement si x* est solution du probléme PE.
Do la these.

a
Afin de cloturer cette section, il nous reste a établir et 3 démontrer la convergence de L'ALGO-
RITHME DE L'EXTRAGRADIENT.

THEOREME 3.1:
Soient :

a) une fonction £ fortement convexe de modue & > 0 et de classe C! sur un ensemble
ouvert 3 D K

b) deux constantes c; > O etcy > 0 telles que
Feoy) + f02) > fnz) —ally 2P —ellz—yll*  Vxyzek. (5.2)

Alors
1. pour tout x* € SOL(PE*), ona:

1) = 1) 2 (5 e Iy~ P = (5 - e I =8 6

oil(y) = L(x*) - L{y) = (VL) x* ~y)  VyeK,
2. de plus, si nous ajoutons les hypotheses suivantes :
(a) f estsemi-continue inférieurement” sur K x K,
(b) f(-,y) est semi-continue supérieurement sur K,
(©) 0 < &< min (57%5)
alors la suite {x} est bornée et tout point d’accumulation de {x*} est solution de pro-

bleme PE.

De plus, si SOL{PE) = SOL{PE?), c’est-a-dire si f est pseudo-monotone sur K, alors la
suite {x*} converge vers une solution du probleme PE* et donc du probleme PE.

La définition est rappelée en annexe 2.
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Preuve:

1]

Soit x* € SOL(PE*).

Par définition de la fonction ] et puisque x* et x**! € K, ona:
I(xk) — l(xkﬂ) —

= L(x") - LK) — (VL) x* = 2%) — L(x*) + L) + (VLM 2% — 25
(5.4)

— ﬁ(xk“) _ E(xk) _ (Vﬁ(xk),x* . xk) + (Vﬁ(x"'“), v xk+l>
e LMY — L) + (VL) = VL), 27— o) - (VL(xF), 1 — k).

En utilisant les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité pour un probleme convexe
(rappelées page 12), on obtient que x*+1 résoud le probleme convexe suivant:

min {ef(y",y) + £(y) ~ £() — (VL) y = H) }. (5.5)
yek

Rappelons une propriété importante du céne normal : x* € K est un minimum d’une fonction
f de classe C' si et seulement si

V(') € —Ne(x),
ou de maniére équivalente si et seulement si
0 € Vf(x*) + Ng(x).
L/équation 5.5 est alors équivalente a

0€dy {ef(yk, N o L) — £(xF) = (VL(xF), - xk)} + Ny (xF1).

Par hypothese (¥, -) est sous différentiable et £ est fortement convexe et différentiable sur K.
Onadonc:

0 € edf (5, Y (M) + VLE) — VL) + N (x).
Par les conditions d’optimalité, il existe w & 9, f(y*, x**1) tel que
0 € ew + VL) = VL) + N (#FH).

et par la définition du cone normal, on peut réécrire cette équation comme

(~ew — VL) + VL) — Ly -2y <0 ek

Ce qui nous donne, par les propriétés du produit scalaire :

(VL) = LR,y — ) 2 e(w, X —y) Wy e K.

53



Par définition du sous-gradient!, en prenant comme fonction f la fonction F(y*%,-), on déduit
de I'inégalité précédente :

(VL) = VL), y = ¥4 2 ef (v, ) — ef (v, ).

En effet, étant donné que w € df (¥, )(x*+1), on a que w est le sous gradient de f(y¥,-) au
point x**1 si et seulement si :

) 2 FOF ) + iy = 5,
ou de maniére équivalente :
(0,4 —y) = () — f ).
En prenanty = x*, ona:
(VL) — L), 5 — M) 2 ef (4, 210) — ef (1, )

Puique x* est solution du probleme PE*, cest-a-dire puisque x* vérifie f(y¥, x*) < 0 pour tout
y € K, l'inégalité devient :

(VLY = VL(R), 2% — 5Ty = ef (y¥, ¥ 1) (5.6)
Nous allons & présent utiliser 'inéquation 5.2 ot x = x¥, y = y* et z = 2**1. On obtient alors :
SO ) > FE, ) - FE ) —ally — 2P el - AR
Ce qui nous donne, en remplagant dans l'inégalité 5.6 :

(VL) = VLEE), o =) 2 ef (o, ) —ef (< ) (5.7)
—ecy |k — 2F|* — eco||X e

D’autre part, par le Pas 1 de l'algorithme, puisque y* est la solution du programme convexe

min {ef () 4 £09) = £08) = (VL =5}

ona:

0 € 3y {ef(+,¥*1) + LOF) — L) — (VL)Y - )b+ N,

Par le méme procédé qui a été établi avec 1%+ comme solution du probléme, on peut démon-
frer:

(VL) — VLR, F — ) <ef(hy) —ef (5 ) Wyek
Fn prenant i = x*¥+1 on obtient :

(VLK) — VL), = 1Y) < ef(0F 1) —ef (x5 ek

1 Lanotion de sous-gradient est rappelée en annexe 2.
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Par Vinégalité ci-dessus et les inégalités 54 et 5.7, on a
I(xk) — l(xk“) bt
S (M) - L) — (VL) 0 — ) + (VL) — VLE), ¥ =) 69)
—ecy||y* — x¥|P2 — eea| | — M

> LY L) — (VL) 5 — )+ (VL) Y =2
—ser|[f — K2 — el [ — 1P
> (LG - £ - (VLG =] + L0 ~ L6 = (VLR ¥ - H)

—ecy ||y — K| — ecal [ 1"
Puisque £ est fortement convexe de module &« > 0, on a alors

L{y) - £() (VL@ y -0 > Sy -l Vryek

En appliquant une premidre fois cette inégalité avec xF et ¥ et une seconde fois avec y¥ et xt,
on obtient par 'inégalité 5.8 :

Mﬁ}%&“”z(gmwonﬁ~ﬂw+(%_wﬂﬂﬁ“—fw Vk>0. (5.9

Ce qui termine la démonstration du point 1.

Passons maintenant 2 la preuve de la seconde partie du théoréme.

2|

Par hypothgse, nous avons 0 < £ < min (Z“T; E%E) D’oli

£ < & t < ad
— e _—.....I
2cq 2co

c’est-a-dire

£ < = et < =
C EC
1 2 2 2!

Ol encore

® "
E*EC1>O et Eﬁ802>0.
On peut déduire de l'ingalité 5.9 que

Mﬁ)~MfH)2(%—wOHy—ﬂF20 VK. (5.10)

Donc puisque 1(x¥) > I(x*+1}, on peut conclure que la suite {1{x*)g0} est décroissante. De
plus, puisqu’elle est bornée inférieurement par 0, elle converge vers I*. En passant & la limite
lorsque k — oo dans Iinégalité 5.10, on obtient :

klim |ly* — x| = 0. (5.11)
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On sait également que L est fortement convexe de module &, donc par définition de ! (x*) on
peut écrire :

0< 52“-||x* — K| < 1),

Or, puisque nous avons vu que la suite {I{xF)g=0} était convergente, nous pouvons ent déduire
ue la suite {x* est bornée et qu’elle admet donc au moins un point d’accumulation.
q k>0 q p

Soit ¥ € K un de ces points d’accumulation et {xﬁo} une sous-suite telle que

De l'équation 5.11, il suit que

Lim ¥ =X

[—00
Reprenons a présent le Pas 1 delalgorithme avec y*i la solution du probleme fortement convexe.
On aalors:

ef (W,y) — (VL) y— ) + L(y) — L&) = &f (ki ) — (VL) M — o)
+LY — L) VyekK,

On sait par hypothése que f est semi-continue inférieurement sur K x K, f(,y) est semi-
continue supérieurement sur K et f(¥,¥) = 0. En passant a la limite dans I'inégalité précédente
lorsque { —— co, on obtient:

ef(xy) — (VLX) y— %)+ Ly) - LX) 20 Vye K.

Ce qui veut dire que X est une solution de I’ AEPP défini page 29. Dong, par le theoreme 4.2, on
en conclut que ¥ est solution du probléme PE.

Supposons maintenant que I'ensemble des solutions du probléme PE est égal a 'ensemble des
solutions du probleme PE*. Alors nous pouvons affirmer que la suite entidre {x*},., converge
vers %. En effet, en utilisant la définition de /(x*) avec x* = ¥ € SOL(PE"), on a que I(x) =0
étant donné que

I(x) = L(F) — L(x) —(VL(ZE), T~ x).
Par la forte convexité de module & > 0 de £, on peut écrire :

1) — 1(%) = £(x) — L{xF) = (VL) " - 7) > gnxk _¥|2 k>0

D'autre part, la suite {I(x¥)},., est décroissante ct Hxk) — 1(x), si I{(x¥) — 1(%) Jorsque
k tend vers Vinfini. On peut donc conclure cette démonstration par la derniere équation qui
entraine que

k

lim x' =%.

K——rco

ou ¥ € SOL(PE*}).
(1

Maintenant que nous avons traité L'ALGORITHME DE L'EXTRAGRADIENT et quie nous enavons
démontré la convergence, passons a une autre méthode de projection pour résoudre les pro-
blemes d'équilibre : la méthode de projection du sous-gradient.
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4 La méthode de projection du sous-gradient

Les méthodes de projections successives pour les problemes CEP ont éte améliorées en uti-
Jisant des projections approchées et non plus des projections exactes.
Tout au long de cette section, nous supposerons un ensemble convexe C C R" défini comme :

C={xek:f(yx) <0}.

Pour tout ¥ € R" \ C, la projection orthogonale de ¥ ¢ C sur C, notée P¢(¥), est approximée par
la projection orthogonale de X sur un hyperplan! ‘H séparant ¥ de C de la forme:

H={zck:flyx)+{{z—x)=0},

ot ¢ € 9f(y, ) estle sous-gradient non nulde fen¥.

Définissons la projection approchée comme suit :

DEFINITION 4.1
Soit un ensemble convexe C de R” tel que

C={xek:f(yx)<0}.

La projection approchée de ¥ ¢ C sur C, notée Po(%), est donnée par :

pes) - x- L0

Afin d’établir un premier ALGORITHME DE LA METHODE DU SOUS-GRADIENT, adaptons la
définition de Ly(y) donnée & la page 42.
Fn regle générale, I'ensemble convexe C défini précédemment est de la forme :

C={xeR":h(x) <0},

otth: R — R U {+o0} est une fonction convexe.

Reprenons maintenant notre fonction f. 1l est tres fréquent que le domaine de définition de
cette fonction soit R" x B? et non K x K. Dés lors, pour tout y € K, nous pouvons écrire :

C=Lydy) = {xek:f(px) <0}
= {xeR": f(y,x) <0}nK
= SHy)nK

I’ensemble Ss(y) est appelé I'ensemble de niveau de la fonction convexe f(y,-) et 'ensemble
K devient alors ’ensemble général.

1 Les définitions et propriétés importantes de 'hyperplan se troutvent en annexe 2.
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En faisant I'analogie avec la fonction /i, nous avons pour tout iy € K:

£yt RY = RU{+co} G.1)
o flyx), si xek
o fy(x)ﬁ{ o0, si x¢K

Cela semble plus naturel de faire 'approximation uniquement sur l’ensemble de niveau 5 ;{y),
en appliquant la projection de x* sur I'hyperplan séparant x*deS f(yk) et en utilisant un sous-
gradient ¢ de la fonction convexe f (1%, -) en x*¥, ¢est-a-dire :

¢ e [of(rf, )| () = a7 (e,

Une fois cette projection faite, il suit une projection orthogonale du point résultant z¥ sur K.
Ce procédé nous donne un premier algorithme de projection inexacte du sous-gradient.

ALGORITHME 1 DE LA METHODE DE PROJECTION INEXACTE DU S0US-
GRADIENT POUR LE PROBLEME PE

Pas 0 : initialisation

Soient k = 0, & > 0, t > 0, x° € K un point initial ef ro = |]2°]].

Pas1
Soient x¥ et ry donnés, et choisir e; > O et iy > 0.

1. Définir
Ki={xek:|x|| £n+1}

2. Rechercher y* € Ky tel que f(y*,x*) = 0 et qui vérifie In maximisation
inexacte :

max f(3, %) — & < [(,39).
yeK

3. Si0 € 3fyu(x*) alors STOP : y¥ résoud le probléeme PE.
Sinon, choisir (¥ € 9 fyk(xk) oy && £ 0 et définir :

f(yk' xk) gk (52)

[l

zk:xk—tk

et

Kl =Ky [P,C(zk) — zk]

4. Mettreajourk =k +letrp:

Fep1 = max{ry, ||?fk+l|l}-

Nous voyons que la différence entre cet algorithme et celui utilisant Ja projection exacte vu pré-
cédemment réside dans les deux dernigres étapes du Pas 1.
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Passons maintenant 3 un second ALGORITHME DE PROJECTION INEXACTE DU SOUS-GRADIENT.
Celui-ci projette x* sur I et sur I'hyperplan séparant x* de S¢(y). Il prend ensuite une combi-
naison convexe! des deux projections approchées. Cet algorithme differe également par les
étapes 3 et 4 du Pas 1 de L'ALGORITHME DE LA METHODE DE PROJECTION EXACTE et est
défini comme suit :

ALGORITHME 2 DE LA METHODE DE PROJECTION INEXACTE DU SOUS-
GRADIENT POUR LE PROBLEME PE

Pas 0 : initialisation
Soient k = 0, g, > 0, t > 0, x% € K un point initial et ry = |[x°}].
Soient également une constante p €]0, 5[ et une suite {Ag}k0 € [B,1— ).

Pas 1
Soient xX et r,, donnés, et choisir sk >0etty >0

1. Définir
Kp={xek:||x|| <r+1}

2. Rechercher y* € Ky tel que f(y¥, x¥) > 0 et qui vérifie la maximisation
inexacte :

max f(y, *) — g < x5

3. 8i0€ed fyk(xk) alors STOP : y* résoud le probléme PE.
Sinon, choisir & € fx(x¥) oit {¥ £ O et définir Xkl

oo ol

(1= A [+ (P = ]

4. Mettrea jourk = k-+Llet ry:

reqr = max{r, [}« }.

Dans ces deux algorithmes, il est tOll]OlllS possible de trouver y* satisfaisant la maximisation
inexacte. En effet, un minimiseur exacte, y< ..., de f(-, x*) sur Ky vérifie

f(Jemctef ) > f(z, ‘k) vz € Ky.

1l suffit donc de prendre z = x*, on a alors par la définition de fonction d’équilibre :

f(yixactef xk) 2 f(xk; xk) =0,

! La définition est rappelée en annexe 2.
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Afin de terminer cette section, il reste une chose importante 4 montrer : la convergence de ces
algorithmes, Ftablissons cela dans le théoréme suivant :

THEOREME 4.1:

Soit /C un ensemble fermé, non vide et convexe de R” et une fonction d’équilibre
f:KxK—-R

Supposons que la fonction f satisfasse que I"union sur Fensemble des couples (y,x) € Q x P
de 3f,(y) soit bornée, olt Q # D et P 3 © sont deux sous-ensembles compacts de K. Suppo-
sons également {x*};>¢ une suite générée par 'un des deux ALGORITHMES DE PROJECTION
INEXACTE DU SOUS-GRADIENT. Alors

1. Si Vensemble des solutions du probléme CFP est non vide, alors {x*} 150 converge vers
une solution du probleme PE.

2. Sile probleme PE n’a pas de solution, alors {x*}1>0 nest pas convergente.

Preuve:

1
Soit SOL(CFP)# @. Montrons que la suite {x*}1>0 converge vers une solution du probléme PE.

D

Tout d’abord, démontrons le cas ot 'algorithme s’arréte en un nombre fini d’itérations, ¢'est-
a-dire lorsque 0 € ¢ fyk(xk).

Partons de la fonction 5.1 page 58. On a, par définition du sous-gradient, que 0 € d fyk(xk) si
et seulement si x* minimise la fonction f,(-) sur K. En effet, la définition du sous-gradient est
donnée par:

§ € fpld") = fuy) 2 fr(F) + Ly -+ Vy e R
Par analogie, on a donc:
0€ fpl) = fuly) 2 fp(d) Vy e R
D’oty, par la seconde étape du Pas 1 des ALGORITHMES 1 ET 2, 0na:
0<ff ) < fh2)  VzeK

Ce qui signifie que y* résoud le probleme PE.
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Démontrons & présent le théoréme pour L'ALGORITHME 1.

1) MONTRONS QUE x*, UNE SOLUTION DU PROBLEME CFP, APPARTIENT A S

Prenons une solution du probleme CFP, x*, et supposons

Sp={z e R": f(y*, &) + (& z - ¥ <0)},

ou gt e If (x*) et & # 0 par la troisieme étape du Pas 1 de I’ALGORITHME 1.
Defmlssons également la projection orthogonale sur 5 comme suit :

ng M R" —_— Sk'
En posant
S )
- e, 6
|1g%]1

et en utilisant la définition de la projection approchée suivante :

Be (1K) = k_f(yerk) k
Pl == <

nous obtenons :
2= xF 4 fx [ng(xk) - xk] .

Notons a présent que x* € Sg. En effet, par définition du sous-gradient, nous avons pour tout
z € R" I'équivalence suivante :

2 € U () & fp(@) 2 fr(x) + (82 =2,

En prenant z = x* € K,ona:
Fpe) = )+ (8 o).

Puisque i* € K, on peut écrire grace a la définition 5.1 page 58 :
@) 2 FOh )+ (85 =),

De plus, nous savons que x* résoud le probleme CFP. Cela signifie que
e Li(y) = {xcK:flyx)<0} WYyek.

Ft étant donné que y* € K par la deuxiéme étape du Pas 1 de L'ALGORITHME 1, 0na f (yk, x*) <
0. Dott:

FOE ) + (2~ ) <0,
Ce qui veut donc dire, par définition de S et par I'inégalité Flyk,x*) <0, que

x* e S
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2) MONTRONS QUE LA SUITE {||x* — x*{|}¢>0 EST CONVERGENTE ET QUE LES SUITES {0, {0 Hio
ET {r*}t>0 SONT BORNEES

En prouvant ces assertions, nous pourrons montrer que la suite {x*}1>0 converge vers une
solution x* du probléme PE.
Pour cela, reprenons 1'équation

2= x4t [ng(xk) - xk] .

On aalors:

P = [P () - ] - I
= P 1P () — ¥R 2 = 2 P () — 1)
< x| = (2 - )l Ps () — P

k k12
el - ) [P 53

par5.2
I/inégalité provient des propriétés de la norme et du produit scalaire. En effet :

(x5 x) # (P =) [P = [ =1+ 1P () = 1
+2(xk —x*, ng(xk) — xk)

> 2(xk — &%, P, (xF) — xF)

Appliquons maintenant le méme procédé pour la projection orthogonale de z¥ sur K :
PARLII L ty [ch(zk) — Zk] ,

et utilisons le fait que x* € K étant donné que Ly(y) C K pour touty € K. Ce qui nous donne::

[ e EE R N CO R R
= 12 = 1P + IR () — 1P 4 262 = 7, Pre(2) - )
< 2 - 2P = 2 = )| Pro(2) — P 54

Puisque #;(2 — fy) > 0, en combinant les équations 5.3 et 5.4, on obtient :
kaJrl . x*llz < lek _ x*||2

lk ’Ck 2
—tk(zwtk)([f(ﬁ’—g;ill] +|]P;;(zk)——zk[|2) (5.5)

IA

I )P
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Par la derniere inégalité, nous avons que :
1. la suite {|]x¥ — x*||}xs0 est décroissante et donc, convergente étant donné qu’elle est po-
sitive.
2. la suite {x*}>0 est bornée. En effet, nous venons de voir que la suite {]]2% — x*| [ }r0 était
convergente. De plus, nous avons que

I = [l =2 x| < [ = 1

Les termes ||x* — x*|| et [|x*|] étant borné¢ et constant respectivement, nous pouvons
conclure que {x*}>p est bornée.

3. les suites {r* }xso et {¥¥}iz0 sontbornées. Ceci se démontre assez facilement. Nous savons
maintenant que {x*}x>o est bornée. Nous pouvons donc prendre 7 > 0 tel que [|xF|| < F
pour toutk € N.

Par récurrrence sur riyq — max{r, ||[x¥+1]]}, il est facile de voir que

e = max{|[<%]], .., 111}
On a donc:
e <F vk ¢ N,

Autrement dit, la suite {r*};>0 est bornée.
Voyons a présent que la suite {y* } x>0 est également bornée. Pour cela, reprenons

Ke={xeK:|x|| £rn+1}

On a alors que 'ensemble Ky est inclu dans la boule fermée centrée en Oetderayonr+1,
c'est-a-dire

K  B(O;7+1).
Par la maximisation inexacte, on a que
¥l <7 +1.

Ce qui signifie que la suite {1/* }r>0 est bornée.

3) f(7,%) =0

Continuons & présent la preuve en utilisant 'équation 5.5 ainsi que la condition sur la suite
{#*}ezo :

{tk}kzo - [ft,z — t‘t]
ot €]0, 1.

Repartons de I'équation 5.5, on a alors :

ko ok 2
B2 ) ([Lﬁ{?ﬂﬂ 1P —Z"Ilz) <l — | = [
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Puisque 0 < & < t < 2 —aeta €]0,1[, ona
0< w2 a) <H(2—H).

En effet, considérons l'application g ~+ f; (2 #) ott iy € [w,2 — #]. 11 s’agit d’une fonction
concave. Les minima se trouvent donc en t; = & et = (2 — a). Onaalors que

t(2—1) > min{a(2—a), (2 a)a}
= a(2—«)

Nous pouvons donc écrire :

o, ok 2 . .
w2 a) ([f—v—_(]{gkﬁ it —z’f||2) < It — 1

Comme la suite {||x¥ — x*||}i>0 est convergente et #(2 — &} > 0, la derniére iné alité implique
> & & phq

que:
2
tim ([ﬂf—kl] P ~z*n2) ~o,

ke \ L [IEFH]
ou de fagon équivalente :

. flr AR . k k
lim 2222 = fim ||Pe{z") — 27| = 0.

En utilisant ’hyphothése sur f, nous pouvens dire que la suite {e*}1>0 est bornée. En effet, les
suites {¥* }zz0 C K et {*}xo0 C K sont bornées. De plus, e¥ € 9f,x(x*). Nous pouvons donc

conclure de I'équation précédente que
JLlim fy*, x5 = 0.

Donc, quel que soit le point limite (¥, X) de la suite {y*, x*} g0, ona:

fy.x)=0.

4) MONTRONS QUEX € B 07 +1-8)NK

Soit r* = supry.
keN
Nous pouvons nous assurer que r* est fini étant donné que nous avons montré que la suite

{r*}x>0 était bornée.
Choisissons 0 < & < 1 et considérons B(0; r* + 1 - 8} = B(4). Puisque

rrar = max{ry, ||[x1]}, (5.6)
ona:

||| < <r*<rt+1-8  VkeEN

Ce qui entraine que ¥ €B.

Q
1 p dénote Vintérieur de I'ensemble B.
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5) x' € B'(§) RESOUD LE PROBLEME PEj

Prenons B'{§) = B(6) N K et considérons le nouveau probleme d’équilibre PE} avec la fone-
tion f et I'ensemble admissible B'(8). Ce probleme consistera a trouver x' € B'(d) tel que
f(x', 1) = 0, pour tout y € B'(8).

Nous pouvons affirmer que x' € B'(5) résoud le probleme PE} pour tout 6 €]0,1{.
En effet, la suite {7 };50 est croissante, autrement dit rp < gt
Choisissons kg € N tel que r, > r* — 8. On a alors

rFrel-6<n+1l  VkZzke

Nous avons donc par définitions de B'(6) et Ky :

B(6) C Ky Vk>k

Soit z € B/(8). Alors z € K pour toutk = ko.
Par conséquent :

flz,¥) <maxfy, ) < fOF A te Ve ko
yeEAE

En utilisant la continuité de f, I'inéquation précédente, le fait que f soit une fonction d’équi-
libre, ainsi que I'équation f(¥,¥) = 0 respectivement, on obtient :

fa®) = flo lim @)

= lim f(zx*

ky—e0

< dim () e, )

k,——0a

= f{y.%)
= 0

On a done f(z,%) < 0 pour toutz € B/(6). Puisque x’ € K, ceci implique, pour tout é €]0,1],
que

En d’autres termes, cela signifie que ¥ résoud le probleme CEF, et puisque nous savons, par
la proposition 1.1, que ¥ résoud le probleme CEP si et seulement si ¥ résoud le probleme PE¥,
nous concluons que ¥ résoud le probleme PEj pour tout d €]0, 1[.
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6) ¥ RESOUD LE PROBLEME PE

Afin de pouvoir terminer cette preuve, il nous reste a montrer que ¥ résoud le probléme PE, et
que le point de convergence est unique.

Montrons done que ¥ résoud le probléme PE. Par définition, X résoud le probleme PEj signifie
que

fEy 20 VyeB)
Par hypothese, puisque f est une fonction d'équilibre, nous avons f(¥%x)=0.

Par ces deux dernires équations, nous pouvons conclure que X résoud le probléme d’optimi-
sation convexe suivant :

yg&f (xy)

Introduisons une nouvelle fonction définie comme suit :

g BR" — RU{+oo} (5.7)

- _ [ fmy), st yek
y g(y)—{ foo, si yEK

Avec cette fonction g ainsi définie et puisque B'(8) = B(d) N K, nous pouvons réécrire notre
probleme d’optimisation convexe comme :

yrgBl(r;)g(y)-

Nous avons vu que ¥, un minimiseur sur B(J), appartient a B (). Puisque g est une fonction
convexe, nous pouvons dire que ¥ est une minimiseur sans contrainte de g.

Or par les propriétés de la convexité, nous savons que tout minimiseur local d’tine fonction
convexe est aussi un minimiseur global. Nous avons donc :

g(x) <gly) VyeR™
oLl encore
g(®) =f(ZT =0<g(y) =f(Ty) Vyek

C’est-a-dire ¥ résoud le probleme PE.
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7} ¥ EST L'UNIQUE POINT DE CONVERGENCE

Terminons la premidre partie de la preuve pour ALGORITHME 1 en montrant "unicité du
point de convergence.
Nous avons montré précédemment que

xXc ﬂ Lf(z).

zeB'(5)
Puisque B'(8) = B(§) N K et B(6) = B(O;r* +1 §), nous avons :
flz7) <0 Vze K |zl <r+1-4
Or, puisque 4 €]0, 1[, nous pouvons simplifier 'inégalité suivante :

flz,7) <0 Vze K ||z]| <r*+1

Et dong, puisque la fonction f est continue, on a

flzT) <0 Vze K|zl <r +1.

Comme y* € Ky pour tout k € N, il suit que :

< rF+1<r+1,

f*,%) <0 VkeN

Ce qui veut dire que

XC ﬁ Lf(yk)

k=0

Par le procédé utilisé page 62, on en déduit que la suite {||x* — %|| }x»0 est convergente.
Supposons ¥ un point limite de {x"' o € K, ot K est un ensemble fermé. Ona donc ¥ € K.
De plus, il doit exister une sous-suite {xF1}y, 50 de {x* }iz telle que

lim x* =7

ky ——rco

On a alors que la sous-suite {||x*" —%||} >0 converge vers 0, et donc la suite entiére
{||x* — %[} x>0 converge également vers 0, c’est-a-dire :

lim x* =7

k—c0
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1.

Démontrons maintenant la preuve pour L'ALGORITHME 2. Celle-ci suit le méme procédé que
I’ ALGORITHME 1. Pour cela, partons de I'équation

= Ay [xk _ *"f%_f:ﬁf) /gk] + (1 — Ag) [xk +fk(P)C(xk) - xk] .

En utilisant la projection approchée définie page 57, et en l'incorporant dans lI'équation précé-
dente, nous avons :

e Ay [xk — Iy (ng(xk) — xk)] + (1 — Ag) [xk + (P (xF) — xk] .
Gréce a cette équation, nous pouvons écrire :
|| — x| = || — A = (1 - Ag)x*|*
= ||Ag [xk —x" b (ng(xk) - xk)]
(1= Ag) [xk C x4 (P - xk)] I&

/’ka" —x*+ b (ng(xk) -~ x") |]2
(1 = AR — 2 (P (o) — )P (5.8)

A

ott la derniére inégalité provient de la convexité de la norme deux au cairé. Par le méme pro-
cédé que celui établi page 62, et en nous servant du fait que (2 — t) > 0, nous obtenons:

0 =l < Il = I - 2 = 1P () — 2P
(12 Il 1P = 12 = )l 1P () = 2417

. 2
|[¥* — x| * = 12— i) [/\k (ii(l%ﬁf—)) + (1= A Prcla¥) — xk||2}

IA

[l —

Nous voyons donc, pour les mémes raisons que dans la preuve de L’ALGORITHME 1, que:
1. la suite {]|x* — x*|| }x=0 est décroissante et donc, convergente.
2. la suite {x*}¢>0 est bornée.
3. les suites {*}x0 et {y* o sont bornées.

De plus, si nous supposons que
H(2— 1) 2> a2 —a),
et

/\k_>_ﬁ et 1—Ak2ﬂ,
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ona:

< ffat P [k |

2
K2 2)p [(fﬂ—{;”ﬁ) 1) — P

Puisque la suite {||x* — x*|}xz0 est convergente, et puisque a(2 — &) > 0, il suit que::

klim [x* — Pe(xM)]| =0,

et donc tout point limite de la suite {x*}1>0 appartient a K.
Comme nous avons également que

[k,
lim —2——=% =0,
k—co  ||E¥|]

nous pouvons conclure la preuve de laméme fagon que nous I'avons fait pour 'ALGORITHME 1.

2|

Démontrons maintenant que si le probléeme PE n'a pas de solution, alors la suite {x*} >0 nest
pas convergente.

Supposons, par I'absurde, que la suite {x*}r>0 C R? converge vers x* € R".

Si la suite {x*}¢>0 converge, ators elle est bornée et

Jim {1} =0

Nous avons vu que sous ces conditions, la suite entiere {x*} >0 convergeait vers une solution
x* du probleme PE. Or, par hypothese, ce probleme n’a pas de solution. Nous arrivons donc a

une contradiction qui nous permet de conclure que la suite {x*}1>0 n'est pas convergente.
O

Ces algorithmes requierent cependant des hypotheses spécifiques : la projection orthogonale
doit étre facilement manipulable. Tl existe bon nombre de situations oit I'expression de la pro-
jection P¢ n’est explicitement pas connue ou difficilement calculable. Dans ce cas, il est inté-
ressant d’écrire I'ensemble fermé convexe C de R” sous la forme Fix(T), ot T : R" — R”
est un opérateur fermement non-expansif dont les valeurs de Tx sont facilement calculables.
Détaillons cela dans la section suivante.
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5 La méthode de projection du sous-gradient sur un ensemble de
points fixes

Commencons par mettre en place les définitions et les notions qui nous seront nécéssaires
tout au long de cette section. La définition du point fixe d"un opérateur T ayant déja été établie
page 14, nous noterons I'ensemble de ces points fixes comme suit :

Fix(T) = {x e R": Tx = x}.

Voyons une définition qui nous sera utile pour la suite : la définition de non-expansivité.

DEFINITION 5.1 :
Soit T un opérateur de R” dans R". L'opérateur T est dit non-expansif si pour tout x, y € R”,

ona:
1Tx — Ty|| < |lx— ytl-

En particulier, 'opérateur T est dit fermement non-expansif si pour tout x, € R”, ona:

ITx = Tyl)? < {x—y.Tx - Ty).

Tllustrons & présent, sur un exemple simple, que les calculs de la méthode du sous-gradient
utilisant les points fixes peuvent s’avérer beaucoup plus simples que ceux de la méthode de
sous-gradient utilisant les projections orthogonales.
m . -
Prenons C = [ €/, ot &/ est un ensemble fermé et convexe de R" pour tout j € N. Supposons
j=1
que la projection orthogonale Py; soit facile a calculer. Prenons par exemple deux boules fer-
mées C! et C2 telles que les projections Pp1 et Pp» soient facilement calculables. Malgré cela, la

projection orthogonale Pginca est, quant a elle, difficile a calculer.
Utilisons maintenant la méthode sur I'ensemble des points fixes. Pour cela, supposons

T : R" — R (5.1)
P

x o~ T(x) =) dPy(x) (5.2)
j=1

, [
otta > Opourtoutjc Net ) o/ =1
=1
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L/opérateur T est bijen fermement non-expansif. En effet :

j=1

P .
ITx = Ty|* = IIEachf(?«f)"2*’1’1’@'(3/)”2
J:
Fo
= i gﬂ’ [Pei(x) = Pei()] II”
]:‘
P
< _Xiﬁ’lchf(-Y) - BywII*
i=

P
< @ {x —y, Pei(x) — Pei(y))
=1

1
— (x—y,Tx—Ty)

La premidre inégalité provient de la convexité de la norme deux au carré, la seconde du fait
que Py; est fermement non-expansif, et la derniere égalité vient de la définition de l'opérateur
T.

P
Puisque nous avens que Fix(T) = ] €/, il est clair que la solution est beaucoup plus simple a
=1

déterminer.

Un autre désavantage de la méthode du sous-gradient vue précédemment est qu'elle résoud,
a chaque itération, un probleme de maximisation inexacte sur Ky, ot Ky est 'intersection de
J'ensemble admissible A et d’une boule fermée définie par K, = {x € R” : ||x|] < r* 41},

L’ ALGORITHME DE LA METHODE DU POINT FIXE utilise quant a lui un probleme de maximisa-
tion inexacte plus simple. En effet, 'ensemble des contraintes est donné par une boule fermée
K, et non plus par l'intersection de K et de Kp, .

Pour la suite, nous supposerons une fonction d’équilibre f : R” x R” — Rtelle que flx,x) =0
pour tout x € R". Nous supposerons également que la fonction f soit continue par rapport a
son premier argument et convexe par rapport au second.

Reformulons le probleme d’équilibre comme suit :

DEFINITION 5.2
Soit T : R" — R" un opérateur fermement non-expansif. Le probleme d’équilibre sur

Iensemble des points fixes, noté EPFix, consiste & trouver

x* € Fix(T) telque f(x*,y) >0 Vy € Fix(T).
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Donnons a présent L’ALGORITHME POUR LE PROBLEME D’EQUILIBRE SUR L'ENSEMBLE DES
POINTS FIXES :

ALGORITHME DE LA METHODE DE PROJECTION INEXACTE DU 50US-
GRADIENT POUR LE PROBLEME PE SUR L'ENSEMBLE DES POINTS FIXES

Pas 0 : initialisation
Soitk =0, ¢, > O,et t > 0.

Pas1
Soient x* et r, donnés, et choisir ey > 0 ¢t t > 0.

1. Définir
Kg, = {x e R" : ||x]] < +1}.

2. Rechercher y* € K, fel que f(y¥,x%) > 0 et qui vérifie la maximisation
inexacte :

max f(y,x*) —ex < f(o" ).
yEKR,

3. Si0€o fy:;(xk) alors STOP : y* résoud le problenie PE.

Sinon, choisir & € df x(x*) oit & # et définir x*+1 :

=T (-‘fk — b f (" -’fk)@k) :

4. Mettre q jourk =k +1etry:

rien = max{r, |2}

Ce dernier algorithme est bien défini. En effet, pour tout k € N nous avons que

- Kg, = {x e R": ||x|| <+ 1},

~ riga = max{rg, [},

- ¥ e Kp, # Det

~ Kg, C Kry1.
De plus, les hypothéses de continuité de f et de compacité de K, nous assurent l'existence de
y¥ satisfaisant la maximisation inexacte. Ce qui nous montre que la méthode établie ci-dessus
est bien définie.

Des lors que l'algorithme est établi et bien défini, nous pouvons sans peine en étudier la conver-
gence. C'est 'objet du théoréme suivant :
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THEOREME 5.1
Soit T : R —— R" un opérateur fermement non-expansif tel que Fix(T} # @. Supposons que
la suite {& } x>0 s0it bornée, ’est-a-dire qu'il existe une constante M > 0 telle que

& <M Vk>0.

Alors les suites { Xy }r>0 et {Vk fx-0 générées par L'ALGORITHME DE LA METHODE DE PROJEC-
TION INEXACTE DU SOUS-GRADIENT POUR LE PROBLEME PE SUR L'ENSEMBLE DES POINTS
FIXES, satisfont les assertions suivantes:

1. L’approximation monotone :
Si O = {x* € Fix(T) : f(y¥, x*) < 0} # @, alors pour tout xk € O, ona:

[T x| < — P o (M2 - 2) F )

En particulier,

" N 2
el < Nl Ve (o5

2. Bornitude et optimalité asymptotique :
On suppose

O =)0k #.
k=1

Sipour k > O et pour touta, b > 0, ona:

2
tk € [alb] C]OJW[,
alors les suites {Xy }>0 et {yk }x=o sont bornées. De plus, nous avons :
Jim FOf, x5y =0 et lim ||xF — Tx5|| = 0.

3. Convergence:
Si pour k > 0 et pour tout 4, b>0,ona:

e € [a,b] C }0,% [,
et si
20,
ot lime* = 0, alors la suite {x}x»o converge vers un point résolvant le probleme

d‘équilibre sur 'ensemble des points fixes sous la condition O = Moy Ok # O.
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Preuve :

1. | Commengons par démontrer 'approximation monotone.

Par la définition du sous-gradient et puisque x* € O, nous avons

(F— x> fO AN - fR ) (5.3)
>y (5.4)

D’ot, par la non-expansivité de I'opérateur T, nous avons pour tout x* € O

Il

4 x|

1T — tef (v, 2)EF) — T2

< M - B f (O AR)ER) — Il2
= ) = x| = 2u f () (o -, 2+ B RPN
< |k = x| P - 26 (5, ) +M2 PO/, xFY (5.5)

Ik = 2|+ (Mt — 2) F (o, 2)?

La derniere inégalité vient de I'équation 5.3 et de la constante de bornitude de la suite {&* }i>o-
Par positivité de tous les termes, on a donc bien,pour tout f; € [0, MZ] :

! — || <l = X
_2._5 Passons maintenant 4 la preuve de la bornitude et de 'optimalité asymptotique.

Soit x* € (. Par le point précédent, la monotonicité est assurée. En effet :
I < -l k0

Dela, la l1m |]x** — x*|| existe, ainsi qu'une constante L > ek := max{||x*||}._; pour tout

I >0 De plus, par définition de Vensemble Kg,, nous avons {[y*|| < L 41 pour toutk > 0.
D’oiy, la suite {y*}x>0 est bornée.

Montrons maintenant que

klim o, %)y =0. (5.6)
Par I'équation 5.5, nous avons

0 < —a(M?b—2)f (4", &) < —( M2t = 2)F (", 24,

car

a(M2b—2) > (Mt —2)  Vk>0.

En effet, puisque f;, € [4,b] pour tout k > 0 montrons que

a(M2h—2) > t(M*t—2)  Vte[a,b].
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Prenons la fonction t ~» #(M?2t — 2). Cette fonction est convexe étant donné que sa dérivée
seconde est égale 4 la constante M? strictement positive. Le maximum de la fonction est alors
atteint sur I'intervalle [, b] et vaut 4 ou b. D'olt

HM2t —2) < max{a(M?a—2),b(M*b—2)}  Vt€[ab].
Or a(M2a —2) < a(M?b — 2) et b(M2b — 2) < a(M?b —2). Donc
a(M%b—2) > H{(M*—2)  Vtc[ab]

On déduit a présent de 'équation 5.5
0 < ||x* — P = —a*]]? Vx*eOetVk20.

Ce qui implique que
Jim £, ) =o. (5.7)

Reste & montrer que

Jim ||x* — Tx*|| = 0. (5.8)

Par la non-expansivité ferme de I'opérateur T et par I'équation 5.5, on a:
| < (o = R ) - )
LG ) = O I 1 - P
AR e A |
[ — 124 [l = 212 = [ = 27— e P

(1 = 212417 — o ok = P 2t PO ) 45

IA

AN
ST I Y

Ce qui implique pour tout x* € O et pour toutk > 0

[k — 2 < [ [P = [ P+ 2M (G, ) [ = L
De plus, I'existence de la limite en I'infini de ||x* — x*||, le fait que la suite {x*};20 soit bornée,
ainsi que I"équation 5.7 impliquent que

Jim [|x* — 2| = 0. (5.9)

Calculons a présent |x*+1 — Tx**1||, on a alors par la non-expansivité de T et par la bornitude
de la suite {¢*}xso, que :

[+ = TR =T (3 — 6 28 ) - TR
< 1 (# = B f0F ) - )
<l = ||+ Mbf(, ).
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En appliquant les limites 5.7 et 5.10, on obtient :
Jim [|x* —Tx*|| = 0. (5.10)

D’ott la these.
3. [Enfin, terminons cette preuve par la convergence de l'algorithme.

Nous avons vu que la suite {x*};50 €tait bornée. Il existe donc une sous-suite {xM}is0 de
{x*}=0 etunz € R” tels que

lim ¥ =z

J—e0
A présent, posons

r* =suprp < o,
k=0

prenons § €]0,1],
et définissons la boule ouverte centrée en 0 de rayonr* +1 -4

BO;r* +1—-6) = {x e R": ||x]| < " +1—6).

Afin de rendre la preuve la plus claire possible, nous allons la décomposer en cing étapes.

1) MONTRONS QUE z € Fix{T) N B(0;* +1— 6) ET QUE f(y,z) < 0 POUR TOUT y € B(0;r" +
1-—46).

La preuve est similaire & celle faite page 64.
Par définition de r¥, il existe un entier kg > 0 tel que

rkozr*—é

Ce qui implique, par définition de Kg,, que B(0;r* +1 — 8) C Kg, pour toutk > ko. De plus,
pour toutk > 0,ona:

||} < rF <t <t 16
Dot
llz|| = Hm [|a¥]] <7 <rF4+1-4.
I—00
Ce qui signifie que z € B(0;r* 41— 4). Il reste donc & montrer que z € Fix(T). Par I'abswde,
supposons que z # Tz. Par I'équation 5.10, nous avons :
lim |[x¥ —z)] < liminf|[x* — Tz||
[——300 p—00
= Liminf||x¥ — Tx¥ 4 Tx¥ — Tz||
t—30
= liminf || T2 — Tz
[0

< lim ||x¥ —z]|.
—00
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Nous arrivons & une contradiction, ce qui nous prouve que z € Fix(T) N B(O;r* +1 —6).
Afin de terminer cette premiére étape, montrons que f(y,z) <0 Vy € B(0;r* + 1 — &). Soit
y € B{0;* + 1 — §). En utlisant la maximisation inexacte, et les limites

lim f0f,+4) =0,

et

lim £ = 0,

k—reo

nous obtenons :
fFly,z) = lim f(y,+")
§—300

< dim (£ ) +en)
= 0

Cette derniére égalité implique que
flr,z) <0 YyeB(O;r +1- 8). (5.11)

2) f(zy) >0 VyeBOr*+1-0d).
Soit y € B(0;r* + 1 — ¢). Puisque la boule ouverte B(0;r* 41 — §) est convexe, nous avons
pour tout A € [0,1]:

w=Ay+(1—A)z€BO;r +1-46).
Par I'équation 5.11, et puisque la fonction f est convexe par rapport au second argument et que
flx,x)=0VxcR" ona:

0= flw,w) <Af(w,y)+ (1 -A)f(wz) < Af(w,y).
De plus, comme f est continue par rapport au premier argument, nous avons que

f(zy) >0 VyeBO;r+1-8).

3) z RESOUP LE PROBLEME EPFIX.

Par les points précédents, nous savons qu'il existe unz € R™ tel que
z e Fix(T)NB(0;r* +1—96),

et
flz,y) 20 Yy Fix(T)NB(O;r* +1—4).

Posons g(-) = f(z, ). Btant donné que f(x,x) =0 Vx € R" etque f est convexe par rapport au
second argument, et puisque g est convexe avec g(z) = 0, nous avons pour tout y € Fix(T) N

B(O;r* +1—6):
0= g(z) < gy

Nous voyons donc qtie z est un minimum local de la fonction g. De plus, conume I'ensemble
Fix(T) est non vide et convexe, z est également un minimum global de g. D’ot1

z € BEPFix.
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Par I'équation 5.11, nous avons f(y,z) < 0 pour touty € R" ou

il <r*+1-4.
Or, nous pouvons choisir arbitrairement § dans I'intervalle ]0,1[. Nous pouvons alors écrire
que f(y,z) < 0 pour touty € R” ot

Mdl <+* + 1.
Puisque f est continue par rapport au premier argument, nous avons que fly,z) < 0pour tout
y ¢ R" o

fylf <+ 1.
Sinous partons de

4] < 77 41,

nous obtenons f(i¥,z) < 0 pour tout k > 0. Ce qui signifie que z € 0.

5) LA SUITE {x*};>0 EST CONVERGENTE,

Nous avons vu au point 2. que la suite {x¥} >0 était bornée. Tl existe donc z € R" ainsi qu'une
sous-suite {x5} ;50 € {x*}iz0 tels que
lim x¥ =

i—o0o

Z.

Onadonc:

lim [[2]] =[]z,
i—00

ou encore :

Tim ||x —z|| = 0. (5.12)
[— 00

Par le point précédent, nous savons que z € 0. Nous savons également que
[l — 2] < |l — 2.

Donc, la suite {|{x¥ — z||}x=0 est convergente. Par I'équation 5.13, nous pouvons conclure que
la suite entigre {||x* — z|| }iz0 converge vers 0 et done

lim x* =z (5.13)

k—00

Ceci termine la preuve de la convergence ainsi que du théoreme.
O

Maintenant que la méthode du sous-gradient pour les problemes d’équilibre sur I'ensemble
des points fixes a ¢t¢ établie et que la convergence a ét¢ démontrée, passons maintenant a une
application. Nous allons appliquer la méthode a un probléme vu au chapitre 1 : le probleme
d’équilibre de Nash.
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6 Application au probleme d’équilibre de Nash

Le probleme d’équilibre de Nash a déja été développéa lapage 2.2 du chapitre 1. Ici le probléme

sera composé de :
— &, un ensemble non vide, convexe et fermé de R¥ pour chaquei € I:={1,2,..., p} et
S=1IS:
iel
~ T, un opérateur défini par

T : R — RX (5.1)
&) & ()
x o~ T =) 4 Psl(f)(xl)"“’E”P PSF(,,-)(x,,) . (5.2)
j:1 }‘:1

ol Py - rE Si(j) est la projection orthogonale pour tout i € I et pour tout j = 1: m;,

. My s
et olt alw > (avec }, ?) =1
j=1
Cette fonction est fermement non-expansive et satisfait Fix(T) = J[ &; = S.
i€l
Notons que 'on a posé RK = BF x RR2 x .. x R*. Afin d’appliquer L'ALGORITHME DE LA
METHODE DE PROJECTION INEXACTE DU SOUS-GRADIENT SUR L'ENSEMBLE DES POINTS

FIXES au probleme d’équilibre de Nash, définissons la fonction f par

flnx) = Alxuy2Ys .- yp) — fily. . yp)
—l—fz(yl,xzfys-‘-:yp)“fZ(‘Jlr---rb’P)
doo.
(Y2 ys Y1, Xp) — fply - Yp)

pourtouty = (y1,...,¥p) €Setx=(x,..., %) €S,

Cette fonction doit &tre convexe par rapport au second argument.

De plus, nous voyons que la fonction f{y, -) est convexe lorsque les fonctions fi(-, 42, ... Yp),
Fo(yr, 2 Yar- o ¥p)s -0 fpW1 Y2, -, Yp1, ) sont convexes. Grace a cette définition de la fonc-
tion f, nous pouvons affaiblir 'hypothese de convexité. En effet, au lieu de supposer que f; est
convexe en chacun de ses arguments, nous pouvons supposer simplement que f; est convexe
en son ™€ argument.

Donnons maintenant ’ALGORITHME DU SOUS-GRADIENT pour ce probleme d’équilibre de
Nash.
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ALGORITHME DE LA METHODE DU SOUS-GRADIENT APPLIQUE AU PRO-
BLEME D'EQUILIBRE DE NASH

Pas 0 ; initialisation

Soientk =0, gg >0, tp >0, ¥ = (x‘f,xg,...,xg) e Rk x Rk2 x - .. x RY
wn point initial et ro = ||x°]|.

Pas1

Soient x* = (%, x5, . .,x’;,) c Bh xR % ... x R ¢ 1y = 0 donnés, et
choisir ey > O et ty > 0.

1. Rechercher un point

y‘kEJCRk:{xelelx]szx---x]RkP:HngrkJrl}

qui satisfait
L (5D = 1) 20
et

max Y- (Al ) - i) = T (605 — ) +¢

YEKR, jet icl

2. Soit & = (&%,..., &)
Pour chaque i, choisir &5 € dfi(y%, ...+, ..., y%) (x}) de fagon arbitraire et
calculer :

o (- () )

i€l
3. Mettrea jourk =k-+1letry:

e = max{rg, [[x]}.

Notons que dans la seconde étape du Pas 1, nous choisissions

Ged (E (A ~f,-<y"))) ()

icl

Cependant, le sous-différentiel de f(y, ) en x vaut

Ay, ) () =3 Coyzr oY) (0) X X Afp (Y1 Yy ) ()

ottx = (X1,..., Xp) ¥ = {11, .- .,yp) et olt X dénote le produit cartésien. De plus,

af(}/:)(x) C Rkl Koo X Rkpr

A y2 - yp)(31) C RM.
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C’est pourquoi, il était préférable de simplifier I'équation 5.3, le terme f;(y*) étant indépendant
de x.

Démontrons a présent que cet algorithme converge via le théoréme suivant :

THEOREME 6.1 :
Soient {X }x=o et {yk Hiso générées par 'algorithme précédent et

O = {x € ¢: X (fly™ < fily)) <0}

iel

| On suppose que
O= [0 #@.
k=1

et que la suite {{ }x>o est bornée par une constante M strictement positive.
Alors, si f € [a,b] C10, —;‘Iz—[ pour tout k > 0 et pour tout a,b > 0,etsig > 0pourtoutk > 0
satisfait

lim ¢ =0,

k—e0

aLlors la suite {x; }x»0 converge vers une solution du probleme d’équilibre de Nash.
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7 Résumé

Dans ce chapitre, différentes méthodes de projections ont ¢té établies. Nous avons modifié,
en lui ajoutant des hypotheses de convexité, notre probleme d’équilibre de départ. Le probleme
d’admissibilité convexe a ensuite été défini. Nous avons démontré que si la fonction d’équi-
libre est pseudo-monotone, I'ensemble solutions de ce probleme n'est plus un sous-ensemble
de Vensemble solutions du probléme d’équilibre mais tui est égal. Aprés avoir illustré cela sur
deux exemples, nous avons développé une premiere méthode de projection exacte. Celle-ci
stant bien définie, nous avons pu en donner l'algorithme. Cependant, la convergence n’était
assurée que si le probleme d’admissiblité convexe admettait une solution ou si l'intersection
d’une famille d’ensembles convexes n’était pas vide. Nous avons alors défini V'algorithme de
V'extragradient. Celui-ci construit deux suites via deux projections orthogonales sur un ensemble
convexe. Ses principaux avantages sont d’exiger des hypothéses plus faibles que le précédent
et d’avoir une convergence assurée. Nous avons ensuite introduit la méthode de projection du
sous-gradient. Deux versions de cette méthode ont eté développées. La premiere utilise deux
projections orthogonales et la deuxieme utilise une combinaison convexe de deux projections
approchées. Etant donné que la convergence n’était pas garantie, nous avons défini une der-
nidre méthode de projections : I néthode de projection du sous gradient sur un ensemble de points
fixes. Pour cela, nous avons adapté notre définition du probléme d’équilibre sur un ensemble
de points fixes. Grace a cette méthode, nous avons retrouvé la convergence. De plus, elle per-
met une simplification de calculs par rapport a la méthode utilisant les projections. Enfin, ce
chapitre est cloturé en appliquant cette méhtode au probléme d’équilibre de Nash, en adaptant
I'algorithme et établissant le théoréme de convergence.
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CHAPITRE 6

Conclusions

Le but de ce mémoire était de définir le probleme d’équilibre et de présenter différentes mé-
thodes permettant de les résoudre. Pour cela, il a fallu introduire toutes les notions nécessaires
comme la convexité, les rappels élémentaires d’optimisation, le probleme d’inéquations varia-
tionnelles, et autres. Ensuite, nous avons vu que le probleme d’équilibre pouvait étre résolu via
le probleme auxiliaire car il lui était équivalent. Nous trouvions alors les solutions du probleme
d’¢quilibre en résolvant simplement un probleme d’optimisation. Or, dans de nombreux pro-
blemes, I'hypothese de convexité est requise, ce qui nous a conduit au principe du probléme
auxiliaire. Tout comme le probléme auxiliaire, celui-ci est équivalent au probleme d’équilibre et
ses solutions s’obtiennent par la résolution d'un probléme d’optimisation faisant intervenir une
fonction fortement convexe. De plus, les algorithmes de toutes ces méthodes convergent. Nous
sommes ensuite passés & des méthodes de projections pour résoudre ces problemes d’équi-
libre. En utilisant une projection exacte, nous avons vu que la méthode était bien définie mais
que sa convergence n'était assurée que sous des hypotheses plus strictes. La convergence étant
I"élément essentiel d’un algorithme, nous avons parcouru d’autres méthodes afin de trouver
une méthode de projections assurant cette convergence. Nous avons commencé par étudier
L' ALGORITHME DE L'EXTRAGRADIENT. Celui-ci exigeait deux projections et convergeait vers
une solution du probleme d’équilibre lorsque la fonction était pseudo-monotone. Enfin, nous
sommes passés A des méthodes de projections inexactes. Nous en avons étudié deux méthodes
de projections du sous-gradient, mais de nouveau nous n’avions pas toujours la convergence.
De plus, les projections peuvent s'avérer, dans certains problemes, difficiles & calculer. Nous
avons donc établi une derniére méthode de projections : le projection du sous-gradient sur un
ensemble de points fixes. Ce probleme facilitait les calculs de certains problemes et convergeait
sous une faible condition.



ANNEXE A

Annexe 1

1 La monotonicité

L’hypothese de forte monotonicité a été utilisée dans 'algorithme 2.1 page 36. Rappelons
donc les différentes définitions de cette notion :

DERENITION 1.1 :
Soit K un ensemble non vide, convexe et fermé de R, et soit une fonction f : K x X — R.

La fonction f est dite
— monotone sur K si pour tout x, € K :

flx, )+ fly.x) €0

— strictement monotone sur K si pour tout x,y € K, avecx # y:

fGoy) +f(y%) <0

-~ fortement monotone de module & > 0 sur X si pour tout x, ¥ € K,ona:

fl) +flyx) < —ally—x .

— pseudomonotone sur K si pour tout x, ¥ € K, la relation suivante est vérifiée :

floy) > 0= f(y,x) <0

De plus, si 'on suppose, comme dans l'algorithme 2.2 page 39, que F est un opérateur sur K a
valeurs dans R”, la définition de forte monotonicité devient alors la suivante :

DEFINITION 1.2:
Soit K un ensemble non vide, convexe et fermé de R”, et soit un opérateur F : K — R”,

L'opérateur F est fortement monotone de module & > 0 sur K s'il vérifie 'inégalité suivante
pour tout x,y € K

(Fly) = Flx),y—x) < —ally—x|?.




2 Les fonctions Lipschitz-continue

Une application Lipschitzienne est une application possédant une certaine propriété de ré-
gularité plus forte que la continuité. Intuitivement, il s’agit d’une fonction limitée dans sa ma-
niere d’évoluer. Tout segment reliant deux points au graphe d’une fonction aura une pente
inférieure & une constante appelée constante de Lipschitz. Mathématiquement, nous avons la

définition suivante :

DEFINITION 2.1:
Soit X un ensemble non vide, différent d’un singleton de R, soient une application f : K —
R et un réel strictement positif L. On dit que la fonction f est L-Lipschitzienne si et seulement

si
|f(x) = fl < Llx—yl, VYxyekR

Le plus petit L tel que la fonction soit L-Lipschitzienne est appelé la constante de Lipschitz.

Dans la proposition 2.3 de la page page 40, nous utilisons un opérateur Lipschitz-continu.
Voyons la définition de celui-ci :

DEFINITION 2.2 :
Seit K un ensemble non-vide, convexe de [R”. et soit un opérateur 7 : R" — R”, L'opérateur

F est dit Lipschitz-continu sur K de constante L, si pour tout x,y € K, on a

sup inf |lu—o|} < Lijx —yll.
neF{x) VX W)
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ANNEXE B

Annexe 2

1 Lasemi-continuité et '’hémi-continuité

Dans le théoréme 5.2 page 52, nous avons supposé une fonction f semi-continue supérieu-
rement. Rappelons-en la définition :

DEFINITION 1.1 :
Soient X un espace topologique, xg un point de X et une fonction f : X — R. On dit que f

est:
- semi-continue supérieurement en xg si pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xg tel

que
f(x) < f(xo) +e Vxell
C’est-a-dire lorsque

limsup f(x) < f(xp).

X—xp

La fonction f est dite semi-continue supérieurement si elle est semi-continue supérieure-
ment en tout point de son ensemble de définition.

— semi-continue inférieurement en xg si pour tout € > 0, il existe un voisinage U de xp tel
que

f(x) > f(xo)+e  Vxell
C’est-a-dire lorsque
li_ﬂ%\ff(:f) > f(xo).

La fonction f est dite semi-continue inférieurement si elle est semi-continue inférieure-
ment en tout point de son ensemble de définition.

-- semi-continue si elle est semi-continue inférieurement et semi-continue supérieurement.




Graphiquement, voyons un exemple de fonction semi-continue supérieurement avec
f:R—Rou

{ fx) = x? pour x € [—2,1]
f(x) = —(x—2)243 pour x € [1,4]

24
Fig. B.1 — Exemple de fonction semi-contine supérieurement,

Montrons également un exemple de fonction semi-continue inférieurement avec f : R — R
ott

{ fx) =2 pour x € [—2,1]
f(x)=—(x—2)2+3 pour x € [1,4]

L,

Fig. B.2 — Exemple de fonction semi-continue inférieurement.

De plus, dans le théoréme 1.2 de la page page 43, nous utilisons en plus de la pseudo-
monotonicité, I'hémi-continuité. Rappelons-en a présent la définition :
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DEFINITION 1.2
Soient X un espace métrique, et Y un espace vectoriel normé. Supposons f une correspon-
dance de X dans Y. Alors f est hémi-continue supérieurement si pour tout p € Y*, l"applica-

tion

X — sup {p,y)
yef(x)

est semi-continue supérieurement.

2 Définition et propriétés du sous gradient

Dans le méme théoréme que celui faisant référence aux fonctions semi-continues, nous y
avons introduit une notion plus faible que la différentiabilité : la sous-différentiabilité. Nous
allons a présent en donner la définition ainsi que les propriétés importantes.

DEFINITION 2.1 ;
Soit f : R" -~ R" une fonction convexe.
Un vecteur x* ¢ R” est le sous-gradient de f aupoint xsiona:

f) z fx)+(x5y—x), VyeR

Le sous-différentiel de f en x, noté df(x), est V'ensemble de tous les sous-gradients de f en x.
De plus, la fonction f est dite sous-différentiable au point x si 'ensemble ¢f(x) est non-vide.

Etablissons maintenant les propriétés importantes du sous-gradient :

PrROPOSITION 2.1
Soient f : R* — R" une fonction convexe telle que df(x) soit non-vide et compact. Alors

Vx € domf,ona:
~ Ve >0, aef)(x) == edf(x),
- o(f +g)(x) = 9f(x) +9g(x),

- x est un minimum de la fonction f si et seulement si 0 € Jf(x).

3 L’hyperplan

Dans la méthode de projection du sous-gradient page 57, la notion d’hyperplan a été in-
troduite. Un hyperplan est un concept géométrique. Il s’agit d'une généralisation a plusieurs
dimensions du concept de la droite en géométrie plane, et du concept de plan dans la géométrie
a trois dimensions. Dans 1’espace & une dimension, un hyperplan est un point. En effet, celui-ci
divise la droite en deux parties. Dans 'espace a deux dimensions, un hyperplan est un plan
ordinaire, il divise I'espace en deux demi-espaces. Ce concept peut étre appliqué aux espaces a
quatre dimensions et plus. L'objet qui divise I'espace est alors appelé un hyperplan. Rappelons
a présent la définition de ce concept.
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DEFINITION 3.1:
Soit E un K-espace vectoriel et H un sous-espace vectoriel de E.
On dit que H est un hyperplan de E si H est de codimension 1.

Remarquons que dans un espace de dimension finie #, les hyperplans sont donc les sous-
espaces vectoriels de dimension n — 1.

4 La combinaison convexe

Dans le second algorithme de lIa méthode de projection du sous-gradient, une combinaison
convexe est utilisée. Les rappels de convexité se trouvant au chapitre 2, il ne nous reste qu‘a
rappeler la définition de cette notion :

DEFINITION 4.1 :
Soit E un espace vectoriel, et ay, - - - , 4, appartenant 4 IR".
On appelle combinaison convexe des a;, pour i = 1 : p, tout point x de E de la forme

x=Hhay+ -+ tpap,

F
ott les t; sont des réels positifs tels que ) #; = 1.
i=1

Notons qu'un sous-ensemble de E est convexe si et seulement s'il est stable par combinaison
convexe, ¢’est-a-dire que toute combinaison convexe de vecteurs de C appartient a C.
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