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Un cadre unifié pour les méthodes de point proximal
inexactes

Résumeé

Dans ce mémoire nous proposons un cadre de travail unifié pour des algorithmes
reposant sur des solutions approchées de sous problémes de point proximal. L’objec-
tif est de décrire un critére de définition de solution approchée plus large que ceux
utilisés précédemment, notamment dans le cadre de méthodes hybrides avec pas
de projection et avec pas extra-gradient. Avec ce nouveau critére, nous analyserons
la convergence d’'une telle méthode, pour laquelle on retirera une convergence glo-
bale ainsi qu’un taux de convergence linéaire. Nous 'appliquerons entre autres aux
méthodes de décomposition "forward-backward" ainsi qu’aux méthodes faisceaux.

A unified framework for some inexact proximal point
methods

Abstract

In this thesis, we propose a unified framework for a class of algorithms based on
approximate solutions of proximal point subproblems. The purpose is to describe a
new general approximate solution criterion. This enhances the constructive approxi-
mation approach of the recently proposed hybrid projection-proximal and extra-
gradient-proximal methods. Our method, with this more flexible criterion, possesses
global convergence and local linear rate of convergence under standard assumptions.
We apply this method to splitting forward-backward methods and to bundle me-

thods.
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Introduction

Dans ce mémoire, sur base de article écrit par M.V, Solodov et B.F Svaiter A
unified framework for some inezxact prozimal point algorithms, [1], nous nous inté-
ressons & une famille d’algorithmes pour la résolution de problémes du type suivant

0 € T(x),

ott T est un opérateur multivoque maximal monotone défini sur un espace de Hilbert
réel. De tels opérateurs ont fait 'objet de nombreuses recherches notamment pour
leur role en analyse convexe et dans certains types d’équations différentielles.

Ces techniques de résolution sont appelées méthodes de point proximal. Ces mé-
thodes ont été introduites dans les années 1970 par B. Martinet et de nombreux
résultats ont été produits par R.T. Rockafellar dans le courant de I'année 1976, Ce
sont des méthodes trés populaires pour la résolution d’équations non linéaires, de
problémes d’optimisation et d’inéquations variationnelles. De nombreux problémes
en mathématiques appliquées, en économie et en industrie débouchent sur la forme
générale de ce probléme. Par exemple les problémes d’équilibre. L'idée principale de
ces méthodes consistent & remplacer le probléme initial par une suite de problémes
régularisés et plus simples & résoudre.

L’objectif de ce mémoire est. de définir un cadre général pour la conception et
P’analyse de la convergence d’une famille d’algorithmes utilisant des solutions appro-
chées pour des sous problémes de type proximal. Pour ce faire nous allons d’abord
expliciter la méthode de point proximal et ensuite nous développerons les méthodes
proposées par M.V, Solodov et B.F. Svaiter pour la résolution de tels problémes.
Il s’agit des stratégies de projection et de calcul de pas extra-gradient. Sur base
de ces deux conceptions, nous allons élaborer un nouveau critére pour la définition
des solutions approchées. Celui-ci sera plus large que les précédents, si bien qu'ils
s’y retrouveront en tant que cas particuliers, ¢’est pourquoi 'on parle d’unification.
Lors de I'étude de la convergence de l'algorithme défini avec ce nouveau critére, on
obtiendra une convergence globale et un taux de convergence local linéaire sous des

hypothéses classiques.



Enfin, pour illustrer cet algorithme, on 'appliquera a deux types de méthodes :
les méthodes de décomposition forward-backward et les méthodes faisceaux pour
la résolution d’inéquations variationnelles. Nous le testerons aussi numériquement &
P’aide du logiciel matlab, sur un exemple particulier.
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Chapitre 1

Concepts de bases

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré & la description de toutes les propriétés nécessaires pour
pouvoir introduire la méthode de point proximal.

Tout au long de cette étude nous allons travailler avec des espaces de Hilbert,
¢’est pourquoi nous rappelons la définition de tels espaces ainsi que les principales

propriétés du produit scalaire.

Définition 1 Soit H un espace vectoriel sur IR.
Considérons le produit scalaire sur IR :

(,}: HxH-—->IR

(z,9) — (z, ),
vérifiant les propriétés suivantes !
@y = @2
(,z) > 0

(r,z)=0 & z=0
(z,0y +Bz) = afz,y)+ 0z, 2),

pour tout x,y,z € H et pour tout o, 8 € IR.
A ce produit scalaire, on associe une norme

lll = /{2, z)-

L’espace (H, (-,-)) est un espace de Hilbert si (H, || - ||} est un espace de Banach,
i.e, 51 {’espace métrique associé est complet.




1.1. INTRODUCTION

Considérons une suite {#*} dans H, cette suite converge fortement vers un élé-

ment & € H si
||:vk —z|l = 0.

Et une snite {y*} dans H converge faiblement vers un élément y € H si

pour tout z € H (¢, 2) — (y, 2).

Définition 2 Un opérateur est multivoque si on a

T:H —P(H)
z — T(z) e P(H),

ot P(H) désigne Uensemble des parties de H.
Un opérateur est univoque si pour tout x € H, l'ensemble Tz contient au plus un

élément. Fn d’autres termes, cela signifie que

T:H - H
e —)T(CIZ)EH.

Rappelons aussi que

Définition 3 Soif up — u*.
La suite {uz} converge linéairement vers u* si 3c € [0,1) tel que V&

fletesr — )] < cllue — |l
La suste {uy} converge super-linéairement vers u* si Je, —» 0 tel que Vk

llestr — 2] < erflur — u*-




1.2. OPERATEURS MONOTONES

1.2 Opérateurs monotones

Considérons un opérateur multivoque T de H dans H, c’est 4 dire une application
qui associe & chaque x € H un ensemble 7'(z) C H. Le tableau suivant reprend les
principales définitions en relation avec ce concept d’opérateur multivoque.

Définition 4
— Le graphe de T, noté gph T est défini par
gph T = {(z,u) € H x H|u € T(z)}.

— Le domaine de T, noté dom T est défini par

dom T = {z € H|T(z) + 0}.
- L’image de T, notée R(T) est définie par

R(M={ue H|3z € H tel que u € T(z)}.

~ L’inverse de T, noté T~ : H — H est défini par

T u) ={z € H|ueT()}
— Le produit par ¢ > 0, noté cT': H — H est défini par,

(eT)(z) = c(T(z))-

Dans la suite, on notera I ’opérateur identité.
On constate que (z,u) €gph T < (u,z) €gph 7L,

Définition 5 Un opérateur T' sur H est monotone si

Ve,yc domT, VYueT(z) YweT(y), {(u—v,z—-y} >0




1.2. OPERATEURS MONOTONES

Exemple 1

Considérons une application f croissante de IR dans IR et opérateur T défini par
T(z) = [f(z7), f(z+)] N IR monotone sur IR. Les notations f(z~) et f(z1) désigne
respectivement

lim f(y) et lim+ I ).

Yy Y-

1.2.1 Propriétés

A présent, décrivons d’autres propriétés, celles-ci seront trés importantes dans la

suite de ce mémoire.

Définition 6 Un opérateur univoque T' défini sur H est non-expansif si
Vz,y € dom T, ||T(z) - T < ll= -yl
Un opérateur univoque T sur H est 1-co-coercif si

Vo,y € dom T, (T(z) —T(),z—y) > |T(z) — T

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on constate assez facilement que si l'opé-
rateur T' est 1-co-coercif, alors il est aussi non-expansif.



1.2. OPERATEURS MONOTONES

Proposition 1 Soit T un opérateur multivogue. Les assertions suivantes sont
équivalentes ;

1. T est monotone,

2. Ve > 0, Vopérateur (I + c¢T')™! est univoque et non-expansif, i.e,
V(z,u) € gph T, V(y,v)€gphT, lz—yl|<|z—y+eclu—v)l, (1.2.1)
3. Ye > 0, Popérateur (I + ¢T')™" est univogque et 1-co-coercif, i.e,

V(z,u) € gph T, Y(y,v) € gph T, (z—y+clu—v),z—y) > |z —yl>
(1.2.2)

Preuve

a.

D’abord, remarquons que si Popérateur (I + ¢T)~! est univoque, alors (I + ¢I')™
est non-expansif si et seulement si I'inégalité (1.2.1) est vérifiée. En effet, par la
définition 6, (I + ¢T')™! est non-expansif si et seulement si

V(& ) € gph (J +¢I)7Y, Y(@,y) €gph (I +D)7Y, o~y < |ja— 3.
En choisissant z = (1/¢)(@ — z) et v = (1/¢)(T — y), on trouve
(@, 2)(vesp. (9,7)) € gph (I +T) " & (2, u)(resp. (v,y)) € gph T.

Ainsi, (I +¢T)™! est non-expansif si et seulement si 'inégalité (1.2.1) est satisfaite.
De fagon tout & fait similaire, il est facile de constater que si Popérateur (I + Ty
est univoque, alors (I + ¢T')"! est 1-co-coercif si et seulement si I'inégalité (1.2.2)

est satisfaite.

b. Montrons que (1) & (2)
En vue de la partie a, il nous reste & montrer que

T monotone < (I + ') est univoque.

Si I’assertion (1) est vérifiée, alors pour tout couple (z,u), (y,v) € gph T', on obtient,
en utilisant le fait que T' est monotone,

(@ —9) + c(w—v)|* = ||z = yl* + 2c{u— v,z —g) +u—vl* 2 |z —yl*. (1.2.3)

Pour montrer que l'opérateur (I + ¢T')~! est univoque, on va considérer Pensemble

suivant :

(I+cI)Yz) = {w |z € (I+cT)(w)} pour z € dom (I +cT)™",

9




1.2. OPERATEURS MONOTONES

Supposons que cet ensemble posséde au moins deux éléments z et y. Alors, il existe
u € T(x) et v & T(y) tels que

= x4 cu =y -+ cv.
Mais alors, par la relation (1.2.3) il suit que
0=z—2|* =& —y) +clu~v)|* 2 o~ yl* 2 0,

ce qui entraine que z = y.

Soient, (z,u) et (y,v) € gph T. On doit montrer que (v — v,z —y) > 0. Puisque

(I 4 cT)™! est non-expansif, il suit de I'inégalité (1.2.1) que
o — I < Il — v) + el — )| = ll2 — ylI? + 20(u — v, — 4) + Alu~ o]
En divisant par ¢ > 0, cette derniére relation s’écrit
2u—v,z —y) +cflu—v||* = 0.

En prenant la limite lorsque ¢ — 0, on en déduit que (u— v,z —y) > 0, et donc que
I'opérateur 1" est monotone.

c. Montrons que (1) & (3)
Par la partie b, on sait que 7' monotone implique que (7 + ¢I')~! est univoque, il

suffit alors de constater que

T est monotone < {(z—y,u—v) >0, V(z,u),(y,v)€ gphT
= ('3 - Y+ c(u - 'U), z - y) 2 ”’E - ?j”2, V(ZB, u)» (y: ’U) € gphT

O

10



1.2, OPERATEURS MONOTONES

1.2.2 Opérateur maximal monotone

Définition 7 Un opérateur monotone T' sur H est mazimal monotone s’
n’existe aucun opérateur monotone U tel que gph T Cgph U,

Application maximale monotone

Application monotone non maximale

11




1.2. OPERATEURS MONOTONES

/_J/—

Application maximale monotone

Proposition 2 Un opérateur monotone T' est mazimal monolone si el sevlement
si chaque couple de solution (y,v) € H x H du systéme d’inégalités

(v—u,y—z) 20, VY(z,u)€ gphT

appartient au graphe de T

Preuve

Supposons que T' soit maximal monotone et supposons aussi qu’un couple de solu-
tion (y,v) du systéme n’appartient pas au graphe de 7.

On peut alors considérer Popérateur U dont le graphe est défini par gph U :=gph
TU{(y,v)} qui est monotone, ce qui contredit la définition de T" maximal monotone.

Supposons que l'opérateur 7" ne soit pas maximal, alors il existe un opérateur U
monotone tel que gph 7' Cgph U. Mais alors, il existe un couple (y,v) €gph T tel
que {v —u,y — x) > 0 pour tout couple (z,u) €gph T.

12




1.2. OPERATEURS MONOTONES

Proposition 3 §i T : IR — IR est croissant et continu, alors T est mazimal mo-

notone,

Preuve

Soit un couple (y,v) € R? tel que (v — T(z)){y — z) > 0 pour tout = € IR.
Ainsi, par la proposition 2, nous devons montrer que v = T'(y).
Pour ce faire, remarquons que

v>T(z) pourtoutz <y etv<T(z) pourtout 2>y

Il suffit alors de prendre la limite lorsque 2 — g~ et lorsque z — y*, pour obtenir
par la continuité de T que v > T'(y) et v < T(y). Donc v =T(y) .

Proposition 4 Considérons un opérateur T défini sur H mazimel monotone. St la
suite {z¥} de H converge faiblement vers un élément x et si la suite {w*} de H
converge fortement vers un élément w. Bt si en plus, w* € T(z*) pour tout k, alors
w € T(z).

Preuve

Puisque T est maximal monotone, en vue de la proposition 2, on doit simplement
montrer que le couple (z,w) € H x H satisfait 'inégalité suivante

(w' —w,z —ax) >0 pour tout couple (w’,w') € gph T.

Soit (z',w’) € gph T. Puisque (z*, w*) appartient au graphe de T, il suit alors par
monotonicité que
0< {w —wh o —ab,

il suffit alors de prendre la limite lorsque & — oo pour obtenir le résultat.

13




1.2. OPERATEURS MONOTONES

Proposition 5 Considérons un opérateur univoque T : H — H monotone.
Si T est hémi-continuy, t.e, si pour tout z,y € H,

T(l—tz+ty] » T(z) quandt— 0,

Alors T est mazimal monotone.

Preuve

Soit un couple (z,v) € H x H tel que
(T:c' —u,z — z) >0, pour tout z ¢ H. (1.2.4)

Par la proposition 2, il suffit de montrer que T’z = v.
Ainsi, pour tout y € H et pour £ € (0,1), il suit de I'inégalité (1.2.4) avec 7 =
(1 —t)x + ty que

(i1 —t)z +ty] —v,y — z) > 0.

En prenant la limite lorsque ¢ — 0, on trouve
(Tz —v,y—a) >0 VyeH.

Done, Tex —v=0et T2 =.

14



1.2. OPERATEURS MONOTONES

La caractérisation formulée dans le théoréme qui suit est fondamentale pour
I’étude des opérateurs maximaux monotones,

Théoréme 1 Soit T un opérateur univoque. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. T est mazimal monotone,

2, T est monotone et R(I+T) = H,

8. ¥e>0, (I+cT)! est non-expansif et dom(l +cI)™' = H,
4. ¥e>0, (I+cT)"! est 1-co-coercif et dom{I +¢T)y ' =H.

Preuve

a.
Par la proposition 1 et puisque dom (I +¢T)"* = R(I +¢cT), on obtient directement

que (3) < (4) et que (3)=-(2).

b. Montrons que (2) = (1)

Supposons que [/ soit un opérateur monotone tel que gph 7" Cgph U. 1l s’agit de
prouver que gph 7" =gph U.

Soit un couple (z,u) € gphU. Alors z +u € H et comme R(I +T) = H, il existe
(y,v) €gph T tel que z + u = y + v. Puisque (x,u), (y,v) €gph U et comme U est
monotone, alors par la proposition 1 avec ¢ = 1, (I + U)~! est non-expansif et

O<fle—yl <llz—y+u-—vl=0,

ce qui implique que z = y, mais aussi © = v et donc (z,u) = (y,v) €gph T. Finale-
ment gph T =gph U.

c. Montrons que (1) = (3)
En vue de la proposition 1, il suffit de montrer que dom (I + ¢T")™! = H, i.e, que
R(I+¢T) = H pour tout ¢ > 0.

Remarquons que cette derniére égalité est satisfaite si le résultat intermédiaire (il
s'agit d’une preuve trés technique, omise ici, mais que ’on peut trouver dans le livre
de II. Brezis, [2]) suivant est vérifié :

Lemme 1 Pour tout opérateur monotone U et pour tout y ¢ H, il existe x € H tel

gue
V(z,w) € gph U (w+z,2-12) > (y,2— ).

15




1.2. OPERATEURS MONOTONES

En utilisant ce lemme avec U = ¢T", on termine facilement la preuve. En effet, soit
y € H. Alors il existe z € H tel que pour tout couple (z,w) egph(cT), ((y — =) —
w, z — z) > 0. Bt puisque ¢T" est maximal monotone, par la proposition 2, on a que
y—x € (T (), e, y € (I +cT)(2).

Conséquences

De la proposition 1 et du théoréme 1, on peut conclure que la monotonicité implique
que l'opérateur (I + ¢T')~! est univoque alors que le fait d'étre maximal entraine
la surjectivité de Popérateur (I + ¢T'). En d’autres termes, lorsqu'un opérateur T°
est monotone, pour chaque y € H, le systéme y = z + cu avec u € T'(z) a au plus
une solution. Et lorsque l'opérateur T est maximal monotone, le méme systéme a
exactement une solution.

Définition 8 Lopérateur (I + cT)™! est appelé la résolvante de T', de constante
c > 0, et est noté par Jor.

Lorsque T est monotone, la résolvante Jyz est un opérateur univoque et non-expansif.
Lorsque T est maximal monotone, la résolvante J.r est définie partout sur H.
La proposition suivante illustre ces propriétés.

16



1.2. OPERATEURS MONOTONES

Proposition 6 Soit T' un opérateur monotone et ¢ > 0. Chaque vecteur z € H peut
s’écrire au plus d’une fagon : x + cu ot u € T(z).

St Vopérateur T est mazimal monotone, alors chaque vecteur z € H peut s’écrire
ezactement par © + cu ot u € T(x).

Preuve

Pour démontrer la premiére assertion, supposons que z =  + cu = ¥ + cv pour
(z,u) et (y,v) €gph T. Alors, les couples (z,z + cu) et (y,y + cv) appartiennent
au graphe de (I + ¢2") et donc les couples (z + cu,z) (y + cv,y) appartiennent au
graphe de J.r. Ainsi,

T = JCT(iB + CU) = JcT(z) = JcT(y + C’U) =Y

qui entraine u = v.
La deuxiéme assertion est évidente puisque en vue du théoréme 1, dom J.r = H.

O

Définition 9 Un zéro d’un opérateur univoque T est un point z tel que 0 € T'(x).

Rockafellar dans [15], proposition 2, a assuré I'existence d'un zéro d’un opérateur
maximal monotone :

Proposition 7 Seit T un opérateur mazimal monotone sur H. Supposons qu’il
eziste o > 0 el que

{(z,9) >0 quand ||z|| > o, x € domT, ye€T(x)

Alors il existe un élément x € H tel que 0 € T(z). En particulier, c’est le cas,
lorsque le domaine de T est borné.

La proposition suivante établi le lien entre la notion de point fixe et les zéros d’un
opérateur maximal monotone.
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1.2. OPERATEURS MONOTONES

Définition 10 Soit un opérateur T : H — H. On dit que z € H est un point fize
de T si T(z) = .

Proposition 8 Soit T un opérateur mazimal monotone. Pour chaque ¢ > 0 et

r€ H,ona
0eT(z) & Jo(z) ==z

Preuve

Il est facile de constater que gph Jor = {(z-+cu, z) | (z,u) € gph T'}. Par conséquent,

0¢eT(z) & (z,0)€gph T & (z,2) € gph Jop & Jor(z) = 2.

O

Rockafellar a démontré dans [14], théoréme 1, que la somme de deux opérateurs
maximaux monotones était encore un opérateur maximal monotone sous certaine

condition :

Proposition 9 Soient Ty et Ty deuz opérateurs mazimals monotones sur H. Sup-
posons que dom TiNint domTy # O, alors Ty + T est mazimal monotone.

Cette suite de propositions terminent 'ensemble des propriétés nécessaires & I’éla-
boration de la théorie des méthodes de point proximales.
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Chapitre 2

Méthode de point proximal

2.1 Introduction

Aprés avoir décrit toutes les propriétés relatives aux opérateurs monotones, nous
pouvons commencer la description de la méthode de point proximal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons & la résolution du probléme suivant :
0 € T(x),
ol 7" est un opérateur maximal monotone.

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence le lien entre ce probléme
et les points fixes : trouver des zéros d'un opérateur maximal monotone revient a
chercher les points fixes de la résolvante J.r avec ¢ > 0.

Notre objectif consiste & décrire la méthode exacte de point proximal et & consta-
ter que cette méthode n'est pas facile & utiliser dans la pratique, ceci nous conduira
alors & explorer une méthode inexacte de point proximal dans le but de remédier
aux désavantages de la méthode exacte.
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

2.2 Meéthode inexacte de point proximal

Puisque la résolvante J.r est non-expansive, (cfr. théoréme 1), on peut considérer
gt = Jp(2"), ou de fagon plus générale,

aFt = Jp(zb), avec ¢ > 0.

L’algorithme correspondant est appelé algorithme exact de point proximal.
Cependant, dans beaucoup de cas, le calcul de la résolvante Jor est difficile. Cela
consiste & résoudre le sous-probléme suivant :

0€ () + = — 2.

Dans le but d’obtenir des algorithmes implémentables, nous allons calculer de fagon
inexacte cette résolvante Jo,r(z*). _
On va donc l'approximer de la fagon suivante :

2*H = wF ot w* & Jp(at) et ¢ > 0.

Dans la suite, nous supposerons que ||[w* — J.,r(z*)|| < € avec e > 0 i.e, la solution
approchée sera aussi proche de la solution exacte & ¢ prés. On constate donc, que
la ki*™ jtération de cet algorithme dépend de deux paramétres : ¢ > 0 et ¢ > 0.
On peut dés lors reformuler ’algorithme comme suit :

Algorithme inexact de point proximal
Soient z¥ € H et les paramétres ¢; > 0 et ¢ > 0. I faut trouver w* € H tel que

l* — Jour(e*) < e (2.2.1)

k-

Définir Ditéré suivant par 2! = w
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

2.2.1 Convergence

Le théoréme suivant établit la convergence faible de la suite générée par l'algo-
rithme inexact ci-dessus :

Théoréme 2 Supposons que ¢ > ¢ > 0 pour tout k et que F/ = Z;::E € < 400.
Soit 2% € H un point de départ donné. Si T o des zéros, alors la suite {z*} générée
par Ualgorithme inexact de point prozimal, pour k = 0,1, ... converge faiblement vers
un zéro de T'.

Preuve

Définissons pour tout k, Q¥ = I — J,, . Etant donné que I et J., r sont 1-co-coercifs,
Q" Pest aussi. Remarquons aussi que

0e T(a:) &= Jyrlz) & 0= Q")
Par la suite, nous noterons z¥+! = J, ¢(2%) = (I — @¥)(z*) de sorte que

24— 244 =t — L (@) < . (222)

1. Montrons que la suite {z*} est bornée.
Soit 2* un zéro de 7', alors

[ 2P = ot~ Q) — o*|
= |la* ~2*|)* — 2" — 2, Q*(&")) + [Q* (=")I1”
= [a* — o)’ - 2(a* — 2*, Q*(z") — Q*(=")) + [@* (M|
<l =P - Q=M (2.2.3)
ofl nous avons utilisé le fait que Q*(z*) = 0 et le fait que QF est 1-co-coercif
pour la derniére inégalité.
En particulier, ||z8+! — z*|2 < |ja* — 2]
De plus,

k41 ”—k+1 *” 4+ |I$k+1 _ :T:k-l_l“

¥ — 2*| + €. (2.2.4)

" —2*|| <
<

Ainsi,

k
" = < fa® — T+ ) e
i=0
< 2 -2+ B,

et done la suite {z*} est bornée,
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2.2, METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

2. Montrons que @*(z*) — 0.
Soit z* un zéro de T. Alors, pour tout &, on a

’|$k+1 _ :1:*“2 o ”—k+1 z* ( k+1 _£k+1)”2

— ”CL}”H T ”2 + 2(Ek+1 ; x*,mkﬂ _ :ﬁk+1> + ”mk+1 = CT:Ic+1”2

< ”:L.k-H *”2 + 2[]:?3k+1 _ $*|i!|$k+1 _ jk+1” 4 |Imk+1 = jk+1“2'
En utilisant de facon successive, l'inégalité (2.2.3), le fait que
3577 - *|| < [la* —2"|| < JJ2° 2|+ E

et I'inégalité (2.2.2) pour le premier et le second terme de la derniére inégalité
ci-dessus, on trouve

Ik < l* =t = QI + 2lll2* — atllee] +
lo** —a* < Jla* - 2"|? - IIQ‘(’B WP+ 26 [lla® — || + E] + €f (2 2.5)

— - Zu@* I + 25 — o*]| + B} +Ze,,,
(2.2.6)

kE+1 w*uz

IA

par conséquent,

k

k
DN < llo® — 2*)” 4+ 2B(ll2° — || + B + ) .
i=0 i=0
Comme la série des €? est finie, Ja série des ||@*(z*)||? est finie.
Ainsi, Q¥(z%) — 0,

3. Montrons que Vk 3(y*,v*) € gph T tel que z* = 4* + 0",
at —yb — 0,0F = 0.
Puisque T est maximal monotone, pour tout k, il existe un couple unique
(y*,v%) € gph T tel que a* = y*+cxvb. Alors, J, r(2¥) = (I+¢T) " (zF) = y*
et donc

Q4(a*) = (I — o) () = o — o

Et comme @Q*(z*) - 0, on obtient que z* — y* — 0, de méme comme
e >c> 0,08 = 0.

4. Montrons que n’importe quel point limite de {z*} est un zéro de 7.
Soit Z un point limite de la suite {z*} (il en existe au moins un, puisque la
suite est bornée). Alors il existe une sous-suite z% — z. Comme y* — 2* — 0,
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

9"\

il suit que ¥ — &,
Soit (y,v) €gph T Puisque T est maximal monotone, on a pour tout k

(y -y*v—2) >0.

En prenant la limite sur la sous suite kj;, en utilisant le fait que ybi s T et
comme v* — 0, nous obtenons {y — Z,v — 0) > 0. Puisque le couple (y,v)
est choisi arbitrairement dans le graphe de 7°, on en conclut de la maximalité
(proposition 2) de T que (%,0) €gph T, i.e, 0 € T(Z).

Montrons que toute la suite {z*} converge faiblement vers un zéro

de 1.
Soit z* un zéro de T'. Par P'inégalité (2.2.4) et comme la série des ¢, est finie,

la suite {||z* — z*||} converge vers o € R*.
Considérons & présent deux points limites quelconques de la suite {2z} : Z; et
Zo. On sait que chacun d’eux est un zéro de T') donc

oq = lim ||2f — 2| et = lim [jz* — 3],
k—o0 ko0

existent et sont finies. Remarquons que

lle* — &) = [la* — Z1|? + 2(a* — 21, 2% — Zp) + |71 — T,

on en conclut alors

2 lim (z* — 71, 2% — 3) = (o — of — ||71 — Z2P).
k—o00

Etant donné que #, est un point limite de {z*}, cette limite est nulle, ce qui

entraine
o = o + ||z — &l

De méme pour %y, on a
a; = af + |3 ~ &

On en déduit que ||Z; — Zo| = 0, ie, 1 = . La suite {z*} admet donc

exactement un seul point limite.
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

Pour obtenir la convergence forte, il faut introduire la définition suivante :

Définition 11 Un opérateur multivoque T' est fortement monotone de module
«a > 0 s’il est monotone et si

(u—v,2—1y) > allz —y||* pour v € T(z),v € T(y).

Rappelons aussi que

Définition 12 Un opérateur est une contraction de constante X si 0 < A <1 et

52
[Tz} = T < AMlz -yl Va2, € H.

Proposition 10 Sic > ¢ > 0 pour tout k suffisamment grand et si T est fortement
monotone de module o« > 0, alors les résolvantes J, v sont des contractions de
coefficients (1 + ccy) < 1 et la suite {z*} générée par Ualgorithme ezact de point
prozimal converge fortement vers l'unigue zéro de Uopérateur T',

De plus, la convergence est linéaire avec un coefficient (1 + ac) < 1.

La convergence sera super-linéaire si, en plus, cy — +00.

Preuve

Montrons d’abord que J,, r est une contraction avec un coefficient de (14 ae) < 1.
Puisque T est fortement monotone de module o > 0, Popérateur T =T — ol est
monotone, on sait par la proposition 1, que 'opérateur J,,+ est non-expansif pour
tout ¢ > 0. Alors, pour € H,

HA ' .
Jer(z) = Jc;T’ (1 " ack) , ol ¢, = cp(l +ack)™.

En effet, comme on sait que T' = T’ + al, on trouve

z € (I+c.T)(g) < z € (14ac)y+aT (v) & a(l+ac)™ € y+c,. T () = (T+e,T) ()

Puisque
lewr(@) — Jaa@l = Mo (=) = T [ —2—) |
aT \ 1 + @y, € 1+ acr
. ” 1 +$ack 1 +yack car Jy v est non-expansif,
= (1 + aCk)_IHfB —_ y” (2.2.7)
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

Ainsi, J.r est une contraction avec un coefficient (1 + ac,)™t < 1 et donc par le
théoréme classique du point fixe, il admet un point fixe unique, celui-ci doit &tre
l'unique z satisfaisant 0 € T(Z). On obtient alors,

24+ ] = | Teur(a®) — Jer(@)] < (1+ ac) o ~ &, pour tout k.

Et comme ¢ > ¢ > 0 pour tout k (suffisamment grand), la suite {z*} converge
vers une solution Z du probléme fortement et linéairement avec un coefficient (1 +
ac;)™t < 1. Si ¢ — 00, la convergence est super- linéaire :

ol =gl

e =l

Remarque :

Rockafellar dans [15] a obtenu un taux de convergence linéaire pour une méthode
inexacte de point proximal. Pour ce faire, il a remplacé ’hypothése de forte mono-
tonicité par un autre critére moins contraignant : I'approximation P+ de JckT(fsk)

doit satisfaire :

54! = T (@¥)I| < Sifla*t —ab), Y & < co. (2.2.8)
k=0

On constate que si la suite {z*} générée par ce critére est bornée, alors la série
des ¢, avec ¢, = &||z**t — 2F|| est convergente et le critére (2.2.1) est satisfait. En
conséquence, si le critére (2.2.8) est utilisé, le théoréme 2 est applicable pour en
déduire que la suite {z*} converge faiblement vers une zéro de opérateur T,

Définition 13 Soit T un opérateur univoque défini sur H. L’opérateur inverse T}
est dit Lipschitz continu dans un voisinage de zéro de module L > 0 s’l exisie une
solution unique T au probleme 0 € T'(z) et pour T > 0,

pourxz € THw) et |jwl| <7 |z—z|<Liw|.
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

Rockafellar toujours dans {15] a aussi montré que sous ce critére, le taux de
convergence était donné par :

Théoréme 3 Soit {2} une suite générde par l'algorithme inexacte de point proxi-
mal utilisant le critére (2.2.8) avee {cy} croissante. Supposons que la suite {z*}
est bornée et que Uopérateur T soit Lipschitz continu de constante L > 0 dans
un voisinage de zéro. Sost uy = L/(L* + E)Y? < 1. Alors, la suite {zF} converge
fortement vers T, l'unique solution de 0 € T(x). De plus, il existe un indice k pour
lequel

ot ol < BERk ot 2] pour tout k>
k

Dans P’algorithme précédent, nous avons approximé la valeur de la résolvante Jor(2¥)
4 P'aide de coefficients variables ¢;. Nous allons & présent introduire un parameétre
de "relachement" py, € (0,2} pour obtenir Palgorithme suivant :

Algorithme de point proximal "relaché"
Soit z¥ € H et les paramétres ¢, > 0 et ¢ > 0. Il s’agit de trouver w® € H tel que

[w* = Jgr(@®)|| < e
Définir Pitéré suivant par

2 = (1 = p)a® -+ ppw®. (2.2.9)

Lorsque py, = 1, itération (2.2.9) coincide avec l'itération inexacte de point proximal
(2.2.1). Par une preuve tout a fait similaire & celle réalisée dans le théoréme 2, on
trouve que si Popérateur 7' est monotone et si

E=Zek<oo, ep2e>0, 0<p<pp<p<2 Vi,

alors la suite {z*} générée par 'itération (2.2.9) converge faiblement vers un zéro
de T

Le fait de considérer les paramétres py peut s’avérer bénéfique. Supposons que
I'opérateur T soit univoque, fortement monotone (de module o > 0) et Lipschitz
continu (de constante L > 0). On suppose que L > . Puisque T est fortement
monotone, on sait de la proposition 10, que J.r est une contraction de constante
(14 acy)™ . Soit z* € H et supposons que ¢, = 0. Soit aussi z* un zéro de 7". On
distingue deux cas : pp =1l et pp > L.
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2.2. METHODE INEXACTE DE POINT PROXIMAL

1. P = 1
Le nouvel itéré est z¥1 = J, r(z*) et par la relation (2.2.7), il suit que

8 = 2%l = o (a) = T @l < (14 ) Mo = 2] (2210)

2. pp>1
Le nouvel itéré est

$k+1 — (1 _ P};)iﬂk +PchkT($k) — (1 . pk)ib'k o+ Pk5k+1-
Comme z* = (I + ¢, T)(z**), on a
g+l — (1 _ ,Ok)(:fk_l-l + CkT(:ﬁkH)) +Pk5?k+1 = pht? + Ck(l . pk)T(fEk-H).

Ensuite, en utilisant successivement la derniére relation, le fait que T(z*) = 0,
que 7' est fortement monotone et Lipschitz continu, on obtient

”CD'HI _ 17*”2 — ”E’H'l —z* 4+ ck(l _ pk)T(ifk+1)|’2
= |l — 2| = 2e(pr — 1)@ — 2%, T(E*) - T(2%)) +
ci(1— pe)*[T(E*) — T
< 1= 20(p ~ D+ g1 — pp)* L) |4 — 2|2,

Il est facile de voir que le minimum de 1 — 2¢,(pr — D) + (1 — pr)2L? est

obtenu pour N
=14 —>1.
P + L2
Puisque que p, < 2, on doit choisir ﬁ < 1,1ie, ¢ > aL 2 On obtient alors

1—2ch(pp — Do+ (1 —pp)* L2 =1-2 o +cf o’ =1 a—2
k\Pk A P ) 7 el

On trouve enfin

2
* (04 - . *
241 =27 < (1 = S5)2(1+ eva) ot — 0], (22.11)

En comparant (2.2.10) et (2.2.11), on remarque que le taux de convergence est
meilleur pour g, = 1 4+ c—;ﬁ > 1. Ceci montre 'intérét de considérer de tels para-

métres.

O
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Chapitre 3

Méthode hybride de point proximal
avec pas de projection

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la méthode exacte de point
proximal pour résoudre le probléme suivant :

trouver z € H tel que 0 € T'(z),

ot 1" est. maximal monotone sur un espace de Hilbert H.

Etant donné que la résolution exacte du sous probléme 0 € ¢xT'(z) + (z — z*) ou de
fagon équivalente le calcul exact de {7+ 1)~ (z¥) est trés difficile en pratique, I'uti-
lisation d’approximations est essentiel & I’élaboration d’algorithmes implémentables.

Dans ce chapitre, nous allons considérer dans un premier temps de nouveaux
critéres et ensuite nous présenterons la méthode avec pas de projection.

3.1 Nouveaux critéres

Nous avons étudié les critéres suivants :

&+ — (I + e, T) 7 ()] < &, ka < 00, (3.1.1)
k=0
[ — (I + 7Y ()] < e — ), 3 6 < oo (3.1.2)
k=0

Nous avons prouvé la convergence de 'algorithme inexact de point proximal lorsque
le critére d’approximation (3.1.1) était utilisé, nous avons aussi énoncé le taux de
convergence de l'algorithme lorsque le critére (3.1.2) était utilisé.

Cependant, ces critéres ne sont pas pratiques parce qu'ils supposent que la résol-
vante de P'itération courante z* soit connue!
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Rockafellar dans [15] (proposition 3) a établi que les critéres (3.1.1) et (3.1.2) se
retrouvent dans les conditions suivantes :

dist(0, cxT(z*+1) + &% — 2*) < ¢, Zek < o0, (3.1.3)
k=0
o>
dist(0, ex T (21 + 2%+ — g¥F) < 8|25 — 2], Z b < 0. (3.1.4)
k=0

Ces conditions constituent nos deux nouveaux critéres et ont I’avantage de se vérifier
facilement en pratique puisqu’elles ne nécessitent qu’une seule évaluation de 7' en
¥+ Ceci est expliqué dans la proposition :

Proposition 11 L’estimation suivante est satisfaite :

[+t — Jo,p(z®)|| < dist(0, exT(z*) -+ PP — 2¥).

Preuve

Pour tout w € cxT(z%+!) + 2*+1 — 2%, nous avons
w+ z* € (I + ) (2™,
ainsi,
o = (I + T Yw + 2%) = T, r(w + zF).
Alors, par le fait que la résolvante est non-expansive, on a

65" = e () = Wy +2) = T (2] < ol

Et comme w est arbitraire dans ¢, T(z*+1) 4+ z*1 — ¥, on obtient la thése.
H

O

Remarquons que comme l’opérateur 7' est maximal monotone , T'(z) est aussi fermé,
ainsi pour tout ¢ > 0, l'inégalité suivante

dist(0, pT(x* 1) + F*! — 2%) < e
est équivalent &

Frt € T(a"t) tel que |jepo®tt + 2F T — 2| <e.
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3.1. NOUVEAUX CRITERES

En vue de ces deux nouveaux critéres, l'algorithme inexact de point proximal
peut se reformuler de la fagon suivante :

Algorithme inexact de point proximal
Soit z* litération courante. Il s’agit de trouver z¥*+' € H et v¥*1 € T'(2**1) tels que

0 = cpottt 4 (2FH — 2F) — ok, (3.1.5)

ol 7% € H est Perreur associée & 'approximation.

Avec ces notations, les critéres (3.1.1) et (3.1.2) deviennent

I < ey Y e < oo (3.1.6)
k=0
o0
I < Gella®tt =2k, Y & < oo (3.1.7)
k=0

Cependant, nous constatons qu'il existe une infinité de suites sommables et il
n’est pas précisé comment choisir la valeur des paramétres ¢ et 0 4 une itération
spécifique k pour le probléme donné dans le but d’assurer la convergence. De plus,
d’un point vue algorithmique, il est préférable d’avoir une condition de tolérance sur
I’erreur.
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3.2. RAPPELS SUR LA PROJECTION

3.2 Rappels sur la projection

Définition 14 Soit K un ensemble conveze fermé et non vide de IR". Pour chaque
vecteur « € IR", il existe un vecteur unique T € K qui est plus proche de x en norme

evclidienne .
-0 el = .
=1

Ce vecteur T € K est appelé la projection euclidienne de z sur K et est noté

par Pg(z).
Llapplication Px : x — & = Pg(z) est appelé projecteur euclidien sur K.

& = Px(z) est l'unique solution du probléme de minimisation conveze :

1 :
min > lly — =" (3.2.1)

Pour chaque x € IR", T = Px(x) est l'unique vecteur de K satisfaisant Uinégalité

suivante :
(y—z,z—-7) <0 Wyek,

c’est ce que lon appelle la caractérisation de la projection.

K

Dans le théoréme suivant, nous avons rassemblé les principales propriétés sur la

projection.
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Théoréme 4 Soit K un ensemble convexe fermé et non vide de IR". Les affirma-
tions suivantes sont vérifiées .

1. Pour chaque z € IR", T = Px(t) existe et est unique.

2. Pour tous vecteurs z,y € IR", Px(-) est 1-co-coercif .
(Pi(z) — Pr(y),@ — y) > || Pe(z) — Pe()II,

|- || désigne la norme euclidienne.

on

3. Px(-) est non-expansif, i.e, pour tous vecteurs z,y € IR", on a
1Pk () — Pl < [l —yll.

Et donc, Pk est une fonction globalement Lipschitz continue sur IR".

Preuve

1. Etant donné que la fonction objective du probléme (3.2.1) est fortement convexe,
Pexistence et 'unicité est assurée.

2. Par la caractérisation de la projection, on sait que
y—Z,z—xy>20 VyekK.
Prenons dans cette derniére inégalité z = v et y = Px(u), on a
(Pg(u)— 9,5 —v) >0,
et si 'on prend z = u et y = Px(v), on a
(Px(v) — 1,8 —u) > 0.

En additionnant les deux derniéres inégalités et en organisant les termes, on

trouve

(Pe(uw) = Px(w)u—v) > |la—1|*
= ||Px(u) — Px(o)]*.

3. Pour montrer que Px(-) est non-expansif, il suffit de reprendre la définition de
co-coercivité de Pg(:) et d’'utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Quant 2 la continuité Lipschitzienne, il ’agit d'une conséquence directe de la
définition de I’assertion 3.
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3.3. PRINCIPE DE LA METHODE HYBRIDE DE POINT PROXIMALE AVEC
PAS DE PROJECTION

Définition 15 Considérons un hyperplan H = {z € IR*|{a,z) = b}, avec a € IR",
a # 0 et b € IR. La projection d’un point arbitraire © € IR" sur Uhyperplan 'H est
définie par

z* sizt € H

b—{a,z* .
zh + ”(aauﬁ Y sinon.

w* 1= Py(z*) = {

3.3 Principe de la méthode hybride de point proxi-
male avec pas de projection

Nous allons montrer que les conditions sur la tolérance pour la résolution de
sous problémes de point proximal peuvent étre moins contraignantes si la solution
de chaque sous probléme est suivie par une projection sur un certain hyperplan sé-
parant strictement Pitéré courant de 'ensemble des solutions du probléme.

Il s’agit donc de construire un hyperplan a l'aide d’une itération fournie par
la méthode de point proximal inexacte, dans le but de séparer strictement I'itéré
courant de ’ensemble des solutions du probléme. Cette étape est ensuite suivie par
la projection de I'itéré courant sur ’hyperplan. On montrera aussi, que la nouvelle
itération sera plus proche de la solution en utilisant des arguments de séparation,
ce qui permettra d’obtenir la convergence globale de I’algorithme.

Concrétement, on va utiliser 'itéré obtenu avec un § fixé pour construire un hy-
perplan approprié séparant strictement z* de I’ensemble des solutions du probléme.
Ensuite on projettera z* sur cet hyperplan pour obtenir I'itéré suivant z*+!, Tou-
jours avec un argument de séparation, il est possible de montrer que le nouvel itéré
est plus proche de I’ensemble des solutions que le précédent. C'est ce qu'illustre la
proposition suivante :
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3.3. PRINCIPE DE LA METHODE HYBRIDE DE POINT PROXIMALE AVEC
PAS DE PROJECTION

Proposition 12 Soit z*, itéré courant et soit y* € H.
Considérons aussi v* € T(y*) tel que v* = cpo* + (y* — 2%) satisfasse

Irull < omax{elotll I* —<*}  avee o € [0,1) (3.3.1)

Si vt =0 ou y* = a*, alors y* est solution.

Sinon, Uhyperplan Hy = {z € H | (v*,z — y*) = 0} ne contient pas 2¥ et sépare
strictement z* de 'ensemble des solutions.

Sirk =0, alors y* = J,p(z*) et y* est la projection de z* sur Hy.

Preuve

Considérons n'importe quel zéro % de T, puisque I’ est monotone, on sait que

Supposons que v* # 0 et y* # z*. Alors, {(v*, 2 —y*) > 0. En effet, deux cas doivent
8tre considérés :

1. Si |Ir*|| < cxl|v*|l, nous obtenons alors

lext® + (& —2®)||* < cflv*||*  par définition de r*
ek, yF — 2™y + lvF — 22 < 0 en développant le carré
\ 1
What =y > oyt - > 0
C

2. Si I7%)) < [ly* — 2*||, alors

lexv® + (F = < Ilv* —2*|®  par définition de r*
2exv®, o — aFy 4 E|of|]* < 0 en développant le carré
a 3 Cl: ,
Whet =) > ErP >0

Finalement, si 7* = 0, alors y* est la solution du sous probléme 0 € ¢, T(z) +
(z — z*), et donc, y* = J, r{z*).
De plus,

. . ok gk — ot . :
Projﬂk(gg") = Q;k — L’mwy) , ’Uk — :Ek ” Ck?)k _ ,yk.

Nous pouvons & présent présenter I’algorithme avec pas de projection.
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3.4 L’algorithme avec pas de projection

Algorithme : Méthode de point proximal hybride avec pas de projection

Pas 0 : Initialisation.
Choisir un point de départ z° € H et ¢ € [0,1)
En ayant 1'itéré z*, choisir ¢ > 0 et trouver

y* € H et o € T(yF) tel que r¥ = e + (y* -~ 2¥) (3.4.1)

satisfaisant
I7*l < o max{ee|lv*|], [ly* — =*[|}. (3.4.2)

Critére d’arrét
Si v* = 0 ou y* = z*, STOP,
Sinon, calculer

k ok k
I S A AR W’

Remarquons que (3.4.3) est équivalent a z**! = Projy, (z*) ou
He={z € H| (" z—y5 =0}
Ainsi, la projection sur Hj est explicite et le pas de projection nécessité ne coiite

pas cher.

Remarquons que si o = 0, alors l'algorithme de point proximal avec pas de pro-
jection est réduit & 'algorithme exact de point proximal. Et ce car o = ( implique
que 7% = 0 et par conséquent z*+* = y* (cf. fin de la proposition (12)).

Lorsque o # 0, le paramétre de relichement ¢ peut &tre fixé, alors que dans les mé-
thodes précédentes, il devait &tre "sommable" et donc converger vers 0 (3 € < 0o}

Nous allons & présent donner une interprétation du critére (3.4.1) en tant que to-
lérance sur Perreur relative. Un solution approximée du sous probléme ¢ € ¢, T'(z) +
@ — z" peut 8tre considérée comme étant un couple (y,v) satisfaisant

v e T(y), v +y—at=r=0,

Pour estimer ’erreur relative dans la relation ci-dessus, il faut regarder les ratios
entre [|r|| et ||lcxvl], [|I7] et |ly — @*||, i.e, les rapports suivants
7] 7l
fewoll’  lly —2*|1
Ainsi, (3.4.2) revient & dire que la borne sur 'erreur relative dans la résolution du
sous probléme proximal peut &tre fixée (& ¢) et n’a pas besoin de tendre vers 0.
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3.4. L’ALGORITEME AVEC PAS DE PROJECTION

A présent, nous allons montrer que le pas de projection est essentiel pour assurer
la convergence de cet algorithme. Solodov et Svaiter dans [18] ont donné I'exemple

suivant.
Exemple 2
Soit H = IR? et T(z) = A(z), il s’agit de résoudre le probléme suivant :

trouver une solution du systéme linéaire Az = 0,

0 1
A= .
ol
Il est clair que ce probléme posséde une solution unique, z* = (0,0) 7.
Soit 0 = —15 et ¢, = 1 pour tout k.

oll

Supposons, & présent, que 2* = (1,0)7. Alors
y*=(0,1)"
satisfait les critéres (3.4.1)-(3.4.3). Puisque
P Ayt =(1,0)7,  F-2F=(-1,1)T, =017

ce qui implique que le critére (3.4.3) soit satisfait.
Si on accepte y* comme I'itéré suivant 25+, on obtient z¥+! = (0,1)7.
En recommencant, on trouve successivement

¥ = (-1,0)7, 23 =(0,-1)7T, 2F=2"

On remarque que le suite {2%} ne converge pas vers * = (0,0)", cependant, si 'on
prend z*t! comme étant la projection de ¥* sur Hz, on trouve z*+1 = (0,0)".
Autrement dit, on obtient la solution en une seule étape.
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3.5 Convergence

Cette méthode conserve les mémes propriétés de convergence que la méthode de
point proximal exacte, et ce sous les mémes hypothéses. Nous allons énoncer ces
différents théorémes, ils ont été démontrés par M.V. Solodov et B.F. Svaiter dans
[18](théoréme 2.2 et théoréme 2.4).

Théoréme 5 Soit {2} une suite générée par Ualgorithme hybride de point prozimal
avec pas de projection. Si l'ensemble des solutions du probléme 0 € T(z) est non vide,
alors

1. La suite {z*} est bornée et la suite {z* — y*} converge fortement vers 0.

2. Sic, > c >0, VEk, alors la suite {v*} converge fortement vers 0, et la suite
{z*} converge faiblement vers un zéro de T

Théoréme 6 Supposons que T~ ! est Lipschitz continu dans un voisinage de 0.
Alors n'importe quelle suite générée par Ualgorithme hybride de point prozimal avec
pas de projection avec ¢ > ¢ > 0,Vk, converge fortement vers T et le taux de
convergence est linéaire :

”mk+1 _

P (1-a)* k=2
ol < (1- ety ) I - ol

Remarque

La derniére inégalité du théoréme 6 implique une convergence super-linéaire. Celle-ci
sera obtenue lorsque le paramétre de tolérance ¢ ainsi que le paramétre de régula-
risation ¢, convergeront vers zéro.
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Chapitre 4

Méthode hybride de point proximal
avec pas extra-gradient

Dans 1'algorithme hybride de point, proximal avec pas de projection, on calcule
a Pitération k& un premier couple (y*, v*) satisfaisant les propriétés suivantes :

% = et + (y* — z)

1) < o max{exlo® |, lly* - =*]1}

et ensuite, y* est projeté sur H), pour obtenir Iitéré suivant z**+1.

Dans ce chapitre, nous proposons une modification des algorithmes classiques de
pas extra-gradient et de point proximals pour la recherche de zéros d'un opérateur
maximal monotone, dans un espace de Hilbert.

Principe :

A chaque itération de la méthode, un pas extra-gradient est réalisé en utilisant
les informations résultant d’une solution approximée du sous probléme de point
proximal. Il s’agit donc d'un algorithme hybride combinant pas extra-gradient et
méthode proximale. Cet algorithme va pouvoir &tre appliqué, entre autre, dans le
cas ot T' = Af le sous-différentiel d’une fonction convexe.

M.V. Solodov et B.F Svaiter ont démontré dans [19] que sous des hypothéses
adéquates, cet algorithme posséde une convergence faible et globale.
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4.1. NOTIONS DE SOUS-DIFFERENTIEL

4.1 Notions de sous-différentiel

Nous allons & présent décrire la notion de sous-différentiel.
Lorsqu’une fonction convexe f n’est pas dérivable en un point x,, on substitue la
notion de sous-gradient a celle de dérivée :

Définition 16 On appelle sous-gradient de la fonction f au point x, un élé-
ment u € H tel queVy € H :

F) 2 (@) + (w,y - 2).

L’ensemble de tous les sous-gradients est appelé sous-différentiel et est noté df :

Définition 17

Of(e) ={u€ H| fly) - f(») — (w,y—=)}) 20 Vy€ H}.

Interprétation géométrique

L'inégalité selon laquelle u € 9f(x) :
vweH  fly)= flz)+ (wy—x)

signifie que u est la pente d’une fonction affine qui minore la fonction f et qui passe
par le point (z, f(z)).
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4.1. NOTIONS DE SOUS-DIFFERENTIEL

/(=)

f (o} |

By

Iy

F1G. 4.1 — Représentation du sous-différentiel en zg

Exemple 3

Considérons la fonction
e —1 siz>0

f(m)z{ 0 siz<0

On observe alors que

af(0) = [0,1],
Of(xy) = {e™}sizg >0,
8f(:c0) = {0} si zg < 0.

Exemple 4
Considérons la fonction f(z) =| z |, qui n’est pas différentiable en 0. Il est facile de

voir que

Bf(O) = [_1:1]}
Of(zg) = {1} sizo>0,
Of(xo) = {—1}siazg<0.
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41. NOTIONS DE SOUS-DIFFERENTIEL

slopes = subgradients of f at 0

0.5
or =il
0 S
-0.5 : !
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Fic. 4.2 — Illustration graphique de 'exemple 4

Proposition 13 Soit f une fonction, fermée, propre et convexe sur H. Alors le
sous-différentiel de f est un opérateur mazimal monotone sur H. De plus, la résol-
vante Jyp(x) est Uunique minimum de la fonction fortement conveze

I 2
g:7— J(2)+ 5l =l

Preuve
1. Montrons que le sous-différentiel est un opérateur monotone.

Si y; € f(x1) et yo € Of(w2), par la définition on a
fza) > F(@1) + (w22 — 1) et f(@1) 2 f(@2) + (g2, 21 — 21)-
Et donc, en additionnant, on trouve {1 — Y2, 21 — xg9) > 0.

2. Montrons que le sous-différentiel est un opérateur maximal monotone.
En vue du théoréme 1, il faut montrer que R(I +8f) = H. Soit € H. La fonction
g est convexe et fermée. Puisque f est bornée inférieurement par une fonction affine
(par la proposition 1.2.1 de [4] et par le théoréme de Hahn-Banach), cette fonction
est aussi coercive, i.e, quelle tend vers +oo lorsque [|z|| — +oo. Ainsi, elle atteint
son minimum en un point z* € H, i.e, 0 € dg(z*) et donc, 0 € 2" —z + af{#): Ce
qui signifie que = € z* + 9f(2*) = (I + 9f)(2").
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4.1. NOTIONS DE SOUS-DIFFERENTIEL

3

Il existe une extension de ce concept appelé e— sous-différentiel, noté J.f et dé-

fini pour € > 0 par

Définition 18

35f(x)={u€H|f(y)—f(9:)—(u,y—a:)Z—e VyeH}.

Exemple 5

Soit €' un sous-ensemble de IR™ non-vide, fermé, convexe et soit Iz la fonction
indicatrice de C (Ig = 0 si € C' et +00 sinon). Le domaine de I est C' et pour
chaque z € C, on

8clc(z) = {seR'\Vye Clu(y) > Io(z) + {5,y — z) — ¢}
= {s€R"VyeCC(s,y—a) e}

Cet ensemble est appelé 'ensemble des directions e-normales de C' en 2. Quand
e = (), cet ensemble devient :

Olc(z) = {s € R*"vy € T {s,y — ) < 0}.
Ceci n’est rien d’autre que le céne normal de C en z noté Ng(z).

On a montré que cette notion était étroitement liée avec les algorithmes d’opti-
misation. En effet, lorsque des algorithmes nécessitent le calcul de zéros de df (x},
i.e, le calcul d’un minimiseur de f, les propriétés de convergence sont conservées
et méme atteintes lorsque ’on remplace 8f(z), par son extension J,f(x) avec un €
choisi de fagon adéquate.

Un tel échange apporte deux choses supplémentaires & savoir plus de "liberté" et
’algorithme est plus "robuste".

Etant donné que 'on travaille avec un élargissement de la notion de df(z}, il semble
normal de considérer T<(y*) dans le prolongement de T'(y*) lorsque T' = Of . En vue
de ces nouvelles notions on définit :
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4.2. DEFINITION ET PROPRIETES DE T*

Définition 19 Un couple (y*,v*) est une solution approximée si
ok € T (y*) et et + (F — 2) — r* =0,

ot ¢ et v sont relativement petit par rapport a ||y* — z*|.

L'itéré suivant est obtenu en calculant z*t! = ¥ — ¢t

Dans le paragraphe suivant, nous allons donner une définition précise de T° et

énoncer quelques propriétés de celui-ci.

4.2 Définition et propriétés de 7

Définition 20 Soit T un opérateur multivoque défini sur H et soit € > 0. L’élar-
gissement T¢ est défini pour tout x € H par

Tz)={ve H{w—v,z—z) >—¢ Vze HweT(2)}

On appelle aussi T¢ I'élargissement BIS en hommage a ces auteurs : Burachik, Iusem,

Svaiter,

Exemple 6

Soit H = IR, considérons la fonction f(z) = %mz, T = 9f. Nous obtenons :

aef(m) = [:L‘—-\/i,(l?-k\/%],
Tf(z) = [z~ 2Vez+2Ve.
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2
0.25-subdifferential of fat 0 = [-1,1]
151
1(x)=x>
slopes = 0.25-subgradients of {
1 I
051
or -
~, ~ /.w’ -
. ,?D'\(O,-—O.25)
- - ~
_0.5 1 L i i 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Fia. 4.3 — Ilustration graphique de Pexemple 6

Proposition 14 Supposons que T’ soit un opérateur mazimal monotone.
Alors,

-1 =7,

~ T(z) C T¢(z), pour nimporte quel € > 0 el pour tout T € H.

Preuve

Soit z € H.

1. T(z) C T°%=x).
Soit v € T(z), étant donné que T' est monotone, il suit que V{z,w) € gph T'
on a {w—v,z—2) > 0et donc que v € T°().

2. T%z) C T(=). :
Soit v € T°%x). ¥(z,w) € gph T, on a (w — v,z — z) > 0, ce qui implique
v € T'(x) puisque T est maximal monotone (proposition 2).
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3. T(z) C T%(z).
On sait aussi que si ¢ € H et si 0 < & < €, alors T%(z) C T*(z). Il suffit de
prendre ¢ = 0 et €3 = €,

2
Proposition 15 Si T = 0f ou f est une fonction conveze, alors
O.f(x) CT(z) VxzeH.
Preuve
Prenons u € 8, f(z). Alors, pour tout y € H, et tout v € T(y) = df(y), on a
e-l—(u,:z:—y) > f(ﬂ?)—f(y) > (v,z — ).

Ainsi (u — v,z —y) > —¢, L.e, u € T¢(2).

O

4.2.1 La tolérance sur l’erreur du sous probléme proximal

Nous pouvons & présent introduire la définition suivante :

Définition 21 Soitz € H, ¢ > 0, et 0 € [0,1). Le couple (y,v) est une solution
approzimée avec une tolérance sur U'erreur o du sous probleme 0 € ¢I'(:)+ (- — ),
st poure > 0

v € T(y), cv+(ly—z)=r

et
7P -+ 2ce < o?lly — 2] (4.2.1)

Le théoréme 1 nous permet de conclure que puisque 7' est un opérateur maximal
monotone, le sous probléme 0 € ¢T'(:) + (- — ) a toujours une solution. Dans ce cas,
r=0et e=0, il est évident que cette solution est aussi une solution approximeée
du sous probléme 0 € ¢T'(:) + (- — z), et ce pour n’importe quel o € [0,1). Il peut
donc exister une ou plusieurs solutions approximées.

Et lorsque ¢ = 0 (pas de tolérance sur Perreur), 'unique solution approximée
est la solution exacte du probléme.
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Remarquons que lorsque € = 0, la définition devient alors v € T(y), cv+y—xz =r et
Irll < ofly — z||. Dans ce cas, n’importe quelle solution est une solution approximée
dans le sens développé dans la méthode de point proximal avec pas de projection
(chapitre 3) car oy — z|| < o max{c|v|, ||y — «||}.

Il est intéressant de se demander si cette solution approximée est proche de la solu-
tion exacte? Une réponse est apportée dans la proposition suivante :

Proposition 16 Soit z € H et ¢ > 0. Supposons que le couple (y,v) soit une
solution approwimée, avec une tolérance sur Uerreur o € [0,1) du sous probléme
0ecl(:)+(-—=z).

Considérons z, la solution exacte de ce probléme. L’assertion suivante est vérifide :

Iz =yl < olly - ||

Preuve

Soit (y, v) une solution approximée. Il existe alors un e > 0 tel que
v e Ty), Irl® + 2ce < o®|ly — x| (4.2.2)

ot 7 = cv + (y — z).
Puisque 2 est la solution exacte, on sait que 0 € cT'(z)+2—x et donc u := —1(2—z) €
T(z). La définition de T¢(y) implique alors

(w—v,z—y) > —c (4.2.3)

Observons qu’en utilisant les définitions de u et de v,

o= (rm0) = - -a) =~ (-y) (424)

En combinant (4.2.3) et (4.2.4), on obtient

1 1
_E<T’ z—y)— E”Z —yl* > —,

ie,
1 , 1
ez — at —yy— e <.
CW yH+cmz y)—e<0

En multipliant par c et en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz, on déduit

Iz = yll* = llrllllz =~ yll = ce < 0.
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Cette inégalité du second degré sera satisfaite si ||z — y|| est compris entre les deux
racines carrées (et sera donc plus petite que la plus grande des deux racines carrées)

de Péquation 8% — ||r||s — ce = 0 ot s := ||z — y||. On obtient
|| + ||7rl|* + dee 1 1
o < IR Py Sl acd. a29)
Ainsi,

Iz = yll < VIirll* + 2ce.

Ce qui nous permet de conclure la preuve avec le critére (4.2.2).

O

La propriété suivante nous montre toute utilité des solutions approximées. Il s’agit
aussi d’un résultat important pour la convergence de l'algorithme de pas extra-
gradient,

tolérance sur Uerreur o € [0,1) du sous probléme 0 € ¢I'(-) + (- — z).
Définissons le pas extra-gradient

2T =z —cv.
Ainsi, pour n'importe quel zéro de ', on a

lz* — al® - Jo* — a*l| = (1 = o*)ly — ="

Proposition 17 Soit z € H et ¢ > 0. Soit (y,v) une solution approzimée avec une

Preuve

Par quelques manipulations algébriques, on trouve

|z —a|P—|la*—at |? = " —yl*+2(z" g, y—a) Hly—z~lla" ~yl|* - 22" —y, y—2 ) =[ly—

et donc
lz* — a|f? ~ lz* — "2 = 202" — g, 2" — @) + ly — 2l ~ lly —2"|". (4.26)
Comme (y,v) est une solution approximée, il existe ¢ > 0 tel que

v € T(y) et |Ir||* + 2ce < o*|ly — 2|,
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ott r =cv+(y — ).
Puisque 0 € T(z*) et que v € T%(y), par la définition de 1 et celle du pas extra-
gradient, il suit que

(x* —y, 2t —z) = (z* ~y,—cv) = c{z" —y,0—v) = —ce.

De plus, puisque 7 = cv + (y — 2), on a y — & = r. En combinant (4.2.6) avec la
relation ci-dessus, on obtient :

lz* — 2|l = la* ~ ot |* = —2cc+ [y — 2l = [Irl]
= lly—al* = (UIrll* + 2ce)
> (1-o")ly—al*

4.3 L’algorithme de pas extra-gradient

Algorithme : Méthode hybride de point proximal avec pas extra-gradient.

Pas 0 : Initialisation.
Choisir un point de départ z° € H et o € [0,1).

Pour k£ =0,1,...

Calcul de la solution approximée :
Choisir ¢ > 0 et trouver un couple (4%, v*), solution approximée avec une tolérance
sur Perreur ¢ du sous probléme 0 € ¢ T(+) + (- — zF), c’est a dire, pour ¢ > 0:

vb € T (yF),
|exo® + (y* — :ﬁ’“)”2 + 2cpe < 02 |yt — m"'”z.

Mise i jour : pas extra-gradient .
Définir zFt! = z* — gt

Remarquons que si le k¥ sous probléme de point proximal est résolu de fagon
exacte, alors la k*™® itération de 'algorithme ci-dessus coincide avec litération clas-
sique de point proximal puisque cxv® + (y* — 2*) = 0 et e = 0 implique alors
gt = oF et F € T(yF).

Ce qui signifie que dans le cas particulier ot ¢ = 0, nous retrouvons la méthode

exacte de point proximal.
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M.V. Solodov et B.F. Svaiter dans [19] ont illustré toute I'importance de
réaliser un pas extra-gradient :
Exemple 7

Soit H = IR? et 1" I'opérateur de rotation Z, i.e, T(x) = Mz, ol

0 -1
M= .
iy
Etant donné que M est semi définie positive, T' est un opérateur maximal monotone

et Dorigine est 'unique zéro de T'(zx).
Considérons une suite définie par les relations suivantes :

WL € T(H) et [|epwtt! + 25 — of|| < of|a* — 2F. (4.3.1)

1l s'agit & présent de montrer que la suite satisfaisant (4.3.1) peut diverger.
Prenons 2° # (0,0), 0 € (5, 1) et ¢ = 1 pour tout k. Définissons

1 1
Q:z{——l 1];

et désignons par Q® la ki*™ puissance de (. Définissons en plus, deux suites {zF}

et {w"} par
of = QW0 et wh = Mz € T(a*).

Observons que dans telles conditions, la suite |z*|| = +o0. Puisque, pour tout k, on
a ||QaF||? = 2||z*]? et par conséquent ||| = (v/2)*||z°|| — 400 lorsque k tend vers
+00. 11 nous faut cependant montrer que cette suite vérifie les conditions (4.3.1).
Comme z**! = Qz*, on obtient

:Ek+1 _ :Ek — (Q _ I)ﬂ)k,

. ! 1 .
ckwk+1 +$k+1 _ .'ZEA' — (ﬁMQ‘l”Q—I)mk,

o, I désigne la matrice identité. Remarquons aussi que

1 /2 1/2
(iMQ+Q_I)=[—1/2 1/2]‘

Il est ainsi plus facile de constater que

I
legw*** + 28— 2*) = (—)ll=",

V2

et
a5+ — & = [|l=*],
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44, ANALYSE DE CONVERGENCE

puisque o > % On obtient donc
“Ckwarl + :l:k+1 _ mk“ < a”mkﬂ _ :Lk”

ce qui signifie que la condition (4.3.1) est satisfaite pour les suites {z*} et {w*}.
Mais la suite {z*} ne converge pas vers l'origine, elle est divergente !

3

Clet exemple nous montre & quel point le pas extra-gradient est essentiel pour assu-
rer la convergence de la méthode. Puisque la méthode proximale approximée avec
le méme critére de tolérance sur I'erreur ne peut pas converger.

Dans la suite nous allons considérer {c,} comme étant la suite des parametres
de régulation et {z*}, {(¥*,v")},{ex}, les suites générées par l'algorithme hybride
de pas extra~gradient.

4.4 Analyse de convergence

Pour assurer la convergence de Palgorithme, nous allons supposer que le pro-
; PP

bléme :

trouver z € H tel que 0 € T'(x)

admet une solution, et que les paramétres de régulation ci sont tels que ¢ 2 ¢ > 0
pour tout k.

Les résultats importants de convergence sont les suivants :

Théoréme 7 Supposons que ¢ > ¢ > 0 pour tout k. 5T o au moins un zéro,
alors la suite {z*} générée par Ualgorithme hybride de pas extra-gradient converge
faiblement vers un zéro de T

$i T n'a pas de zéros, alors la suite {a*} est non bornée.

Théoréme 8 Si en plus des hypothéses du théoréme 7, Vopérateur T est Lip-
schitz continu dans un voisinage de zéro, alors la suite {3*} converge fortement et
linéairement vers ['unigue zéro de T
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4.5. APPLICATION

La preuve de ces différents théorémes se trouve dans Varticle écrit par M.V. Solodov
et B.F. Svaiter [19] (théorémes 3.1 et 3.2). Nous avons choisi de ne pas démontrer
ces propriétés de convergence, dans le but de bien détailler celles du chapitre 5.

4.5 Application

Afin d’illustrer la méthode décrite ci-dessus, nous avons choisi la méthode de
Newton pour la résolution de systémes d’équations. Dans cette application on consi-
dére e = 0.

On suppose que H = R" et 'on considére le probléme de résolution d’'un systéme
d’équations :
F(z) =0,

oil F: R™ — IR® est un opérateur monotone. On suppose aussi que F est de classe
C! et que le Jacobian VF est Lipschitz continu sur R™, i.e, qu'il existe v > 0 tel

que
[VF(@E) - VE@ <lle—yll,  Vey e R

L’algorithme fondamental pour la résolution de ce systéme d’équations est la mé-
thode de Newton. On sait, que cette méthode posséde une vitesse soit super-linéaire,
soit quadratique proche des solutions régulieres, i.e, des solutions pour lesquelles
le Jacobien est non singulier. De plus, nous savons aussi que la globalisation de la
méthode, i.e, le fait de pouvoir obtenir la convergence de la méthode en partant
de n’importe quel point dans IR", peut se faire facilement par des techniques de
recherches linéaires ou encore par des fonctions de mérites permettant de réguler la
méthode tout en imposant certaines hypothéses.

Ici, nous nous intéressons & un autre type de méthode de Newton basée sur la mé-
thode de point proximal avec pas extra-gradient pour laquelle T == F',

Principe :

On considére P'itéré 2* qui n’est pas une solution du systéme F(z) = 0. On sou-
haite obtenir, grace 4 un pas de la méthode de Newton appliquée au sous probléme

proximal suivant :
0 = cp F(z) + (z — %), (4.5.1)

un point ¥ vérifiant la condition suivante :
lewF (") + (* — M)l < olly* — 2], (4.5.2)

pour ¢ > 0 et o € [0, 1).
Le couple (y*,vF) avec v* = F(y*) est une solution approximée avec une tolérance
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4,5, APPLICATION

sur Perreur o du sous probléme 0 € ¢ F(:) + (- — z¥). Ainsi 'itéré suivant zP+1 est
obtenu en réalisant un pas extra-gradient.
Rappelons que la direction de Newton du probléme (4.5.1) est donnée par

st = —(xVF(zF) + D7 e F(z),

La proposition suivante établit les bornes pour ¢ dans lesquelles la condition (4.5.2)
est satisfaite ainsi que la valeur de o.

Proposition 18 Soit y* = z* + s* ot s* est la direction de Newton.

La condition
lexF (%) + (W — 28| < olly® — =¥

est vérifice si

e [L Ipe ™ e aoe|31)

Preuve

Par la continuité Lipschitsienne de VI, on sait que (par la proposition 4.1.12 de

14])

IF(") - F(a*) = VEH) @~ a9l < 5l - oI (45.3)
Ainsi par la définition de s* on a
eV F(z")s* + s* = —c, F'(z"). (4.5.4)
11 suit que
yF — ot = st = o F(a") — ey VF (2)s",
et done,

llexP (@) + ot — || = |l (v*) — exF (") — oV E(2%)s"]].

En utilisant (4.5.3) et en multipliant par ci ]a borne supérieure du membre de droite
de cette inégalité devient

2 CEY B X CrY A
e () + 5 — oM < Bl = o*F = sl — =¥l (45.5)

De plus, puisque VF'(z*) est semi-définie positive (car F est monotone), on obtient
(s"}TVF(z*)s* > 0. En multipliant le membre de gauche de (4.5.4) par s* et en
utilisant l'inégalité de Cauchy Schwarz, on trouve

15%]12 < [IsH]2 + ci(s®) VR (") = —en(s") T F (") < cells* M7 )1,
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4.5. APPLICATION

et donc ||s*|| < ex[|F(zF)].
En utilisant cette derniére inégalité dans (4.5.5), on déduit que

ciy . .
P ) + o — 21 < LRI - o],
Pour conclure la preuve, remarquons que par hypothése ¢ < (f}r”F(m’“) H) ! ot donc

2
CLY k 1
s F < . < g,

On peut dés lors écrire algorithme pour la méthode de Newton :

Algorithme : Méthode de Newton régulée

Pas 0 ; Initialisation.
Choisir un point de départ #° € R™ et o € [}, 1).

Pour k£ =0,1,...
Pas 1 Choisir ¢, > 0 comme dans la proposition 18 et résoudre le systéme linéaire

stiivant :

(xVF(@*) + 1) 5 = —uF (")

pour obtenir s*, Poser y* = z* + s.
Pas 2 : mise & jour par pas extra-gradient
2 = b _ o F(y).

En vue des théorémes de convergence du paragraphe 4.4, on sait que la suite {z*}
est bornée indépendamment du choix de {cx}, et donc {# (z*)} est aussi bornée,
En utilisant I’hypothése de la proposition 18, on constate que ¢y esttelquecy > ¢ >0

pour tout .
En couséquence, on peut alors appliquer le théoréme 7 pour en déduire que la suite

{z*} converge vers un zéro de I, s'il en existe un.

On observe aussi que cette convergence se produit sans hypothése de régulation
comme ¢’était le cas pour la globalisation de la méthode de Newton.
La seule difficulté avec Palgorithme régulé est que la constante de Lipschitz v du
Jacobien VF est supposée connue. Une recherche linéaire de type Armijo peut étre
utilisé pour trouver cy.
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Chapitre 5

Un cadre unifié¢ pour des algorithmes
de point proximal inexacts

Dans les chapitres précédents nous avons étudié la méthode de point proximal et
nous avons mis en évidence les belles propriétés de convergence de celle-ci. Cepen-
dant, cette méthode a un gros inconvénient : les sous problémes utilisés sont aussi
difficiles & résoudre que le probléme de départ. Ce qui entraine des difficultés dans
beaucoup de situations et rend aussi la méthode pas trés implémentable.

Etant donné qu'il s'agit d’une théorie trés intéressante, de nombreuses améliora-
tions ont été réalisées pour obtenir de meilleurs résultats numériques.

Lors de létude des méthodes hybrides avec pas de projection et pas extra-
gradient, on a élaboré des critéres d’approximations constructifs pour pouvoir im-
plémenter ces méthodes.

Lobjectif de ce chapitre est d’unifier les méthodes de point proximal avec pas de
projection et pas extra-gradient pour créer une nouveau cadre de travail. Cette union
utilisera un critére d’approximation pour les solutions des sous-problémes meilleurs
que ceux décrits jusqu’a présent.
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5.1. CADRE GENERAL

5.1 Cadre général

Qoient z € H et ¢ > 0. Considérons le probléme de point proximal associé au

systéme suivant :
T
veT) (5.1.1)
cv+y—x=0,

avec H un espace de Hilbert et 7" un opérateur maximal monotone sur H. Comme
déja expliqué précédemment, la résolution exacte d’un tel probléme peut s’avérer
trés difficile en pratique. L'utilisation d’approximations des solutions est essentielle
3 Paboutissement d’algorithmes implémentables.

Définition 22 Soitz € H, ¢ > 0 et o € [0,1). Un triplet (y,v,¢) € H X H x Ry
est une solution approximée du probléme prozimal (5.1.1), si

v e Ty),
llev +y — al* + 2¢e < o* ([levl® + lly — =)

Remarques :

— On constate que le critére (5.1.2) est plus général que les critéres (3.3.1) et
(4.2.1), tout simplement parce que le membre de droite du nouveau critére est
plus large. De plus, le critére (3.3.1) ne considére que les valeurs exactes de

lopérateur, i.e, € = 0.
— Si g =0, alors la seule solution approximée est la solution exacte avec ¢ = 0.

~ Si (y,v) est la solution exacte du probléme (5.1.1) et si e = 0, alors (y,v,¢€)
satisfait la condition (5.1.2) pour n’importe quel o € [0, 1).
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5.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

5.2 Propriétés des solutions approximeées

Lemme 2 Soitz € H, ¢ > 0.
Le triplet (y,v,€) € H X H X IRy, est une solution approzimée du probléeme (5.1.1)
avee une tolérance sur Uerreur o € [0,1), si et seulement si les relations suivantes
sont vérifiées :

1 veTy)

2. {(v,z—y)—€>

De plus, on a

1= (Jlev]® + lly — =[1%).

[

1—p
1 —o?

ot p=+/1—(1—0?)2

Enfin, dans cette situation, les trois conditions swivantes sont équivalentes et
impliguent € = 0 :

1. 0 € T(z),

2. v=0,

3 y==r.

1+
ellol < lly = oll < T=Szelol,

Preuve :

1.

Par hypothése, le triplet (y, v, €) vérifie v € T(y).
2.

Toujours par hypothése, on a

lev + — alf” + 2ce < 0* ([lev]* + 1y = 2I”)
Ferivons cette derniére inégalité autrement :
o® (llevll® + lly — 2?) = fev-+y— |’ +2ce
= 2ce+ vl +lly — 2l + 2e(v,y -2} >0
En arrangeant les termes, il suit que
2e(v,y — o) + 2c¢ < 0% (levl® + [ly — &l*) — flewl® = lly — =II”
=4
2¢({v,z -y — &) > (1= ) (lleoll® + l= = yII*)
-~

1__ 2
T (llewll? + lly — «1?) -

—z)—e>
(v,y—a) —€2 o
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5.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

En utilisant ’inégalité de Cauchy Schwarz et la non négativité de ¢, on obtient

leollly —2ll = elv,y—z)
> clv,y—x) —ce
1-g? 2 2 ; .
Z 5 (“CU” + |ly — z|| ) par l'assertion 2.

En posant ¢ = ||ly — ||, la derniére inégalité ci-dessus devient :
lerl > (1 — o) (vl +22)

ou encore
_ 2levl]

1—o?
Dong, ¢ doit &tre compris entre les racines de équation du second degré :

¢ 1+ flev])? < 0.

_ 2flev]l

T o7 t+|lcv]|? = 0.

£
Le réalisant de cette équation est :
A = dlev]]? — 4flcv]P(1 - o2 = dlev]®?,  on p=/T— (1— )

Les racines carrées sont
1—p 1+p
b= elol (125 ot to=elol (125

1—0p 1
<t<
S Ll <t <

Et donge,

clloll

Il nous reste encore & montrer les derniéres équivalences.

1. Supposons que 0 € T(z)
Puisque v € T(y), on a par définition de T¢(y) que (v, y—x) > —¢, Le,(v,z—y) e

57



5.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

Ainsi, en utilisant P'assertion 2, nous pouvons écrire successivement

1—¢?

(leol® + ly —z[*) 2 0

= car {(v,z—y) <€

(’U,:ll_’y)—ez

1‘”"“ 02 5 2
e—e> 20 (o] + fy - alf) 2 0
=
1-o?
02 22 (el + iy —al?) > 0
= par le théoréme de 1’étau
1—o?
e (levll* + lly — =|*) — 0

=
v=0ety—xz=0

2. Supposons alors que v =10
Alors en utilisant le méme raisonnement que précédemment, 'assertion 2 implique

r=1yete=0.

1. Supposons que ¢ =Yy
Alors en utilisant encore une fois le méme raisonnement, I’inégalité 2 implique v = 0

ete=0,

2.
Toutes ces conditions impliquent, de fagon évidente, que 0 € T'(z).

3

Le lemme suivant est un résultat essentiel pour le développement d’un algorithme
convergent, itératif, basé sur les solutions approximées décrites ci-dessus.
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5.9. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

Lemme 3 Soit x € H. Supposons que (v, —y) —e>0, ot e >0 et v € T{y).
Alors pour tout z* € T71(0) et 7> 0, on a

lz* — &*))” < flo* —a]® ~ (1 = (1 = 1)) lav]”

ot
zt =z — Tav,
oo =)
[l
Preuve

Définissons le demi espace fermé H = {z € H tq (v, 2z —y) — e < 0}. On sait par
hypothése que z ¢ H car {v,z —y) — ¢ > 0. Soit Z la projection de @ sur H. Ainsi,
par la définition de projection, & = x—av, oll a est défini comme dans les hypothéses.

Montrons que pour n'importe quel z € H, nous avons {z — Z,v) < 0. En effet,
par la caractérisation de projection, on a
(z—%,2—2z) >0
Scari=x—av
(2 — &, —av) 20
=4
—a{z — Z,v) > 0.

Et done, {z — &, v) < 0. De plus, comme 7a > 0,

(z—&,2" —z) =(2— & —Tav) 2 0 (5.2.1)

En utilisant de nouveau la définition de ™+, on trouve successivement :

lz—z|? = ||(z—2")+ (aF =) |

iz —zt]? + la* — 2| + 2(z — &, 2" — 2)

lz — 2t + |l — 2| + 2z — 2¥ 0™ —2) + 2(z - 3, @
lz —a|? + flat — 2| + 2 — 2t 2t —2)  par (52.1)

Iz — &t + ||z — rav — 3| + 2{z — av — ¢ + Tav,z — Tav — )
|2 — 2t + ||7av]? + 2(—av + Tav, —Tav)

Iz — 2t + 21’ |jv]|? — 7%* |||

= fz—at|P+ 1~ (1= 7)) &’Jlo]?

i

—+

I

—:E)

v

Il
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5.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

Supposons maintenant que z* € T1(0}.
Par définition de T, (v —0,y—=z*) > —¢ et par conséquent, (v, 2* —y) —¢ < 0, ce qui
signifie que 2 € H. En remplagant z* par z dans la chaine d'inéqualités ci-dessus,

nous obtenons :
la* — a]|* > ||]2* — 2P -+ [1 — (1 — 7)?] &*|olf?
<
lo* — &% < Jle* - z® = [1 = (1 = 7)*] &®|lo]l*.

O

Ce lemme nous indique que si Pon considére le paramétre 7 dans I'intervalle (0, 2),
alors le point z* sera plus proche de 'ensemble des solutions de 77'(0) que le
point . Ces deux premiers lemmes, seront les fondements de la construction d’un
algorithme convergent et itératif. Dans le but de pouvoir unifier les algorithmes avec
pas de projection et pas extra-gradient, nous avons choisi de faire varier 7 dans
lintervalle (0,2). Nous pouvons, & présent, décrire cet algorithme :
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5.2. PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

Algorithme unifiant les méthodes de point proximal proposées par
Solodov et Svaiter

Pas 0 : Initialisation.
Choisir un point de départ z° € H et les constantes 0 <7 <1,2>0et 6 € {0,1).

Pas 1 : Calcul de la solution approximeée.
Choisir ¢ > € et trouver un triplet (v%, v*, ex) € H x H x IR, solution approximée
avec une tolérance sur l'erreur o < & du systéme proximal suivant :

v € T(y)

cv+y—ax=0,
c’est & dire,
ok € TH(y¥), |
|exv® + y* - r::’”'”2 + 2cpe < 0F (||(ka0"'||2 + ||y* — :1:’““2) .
Pas 2 : Critére d’arrét.
Si y* = z*, STOP. Sinon,
Pas 3 : Mise & jour.

Choisir 7 € [1 — 6,1 + 8], et calculer

ak _ (Ukamk - yk) — €k
el ’

ghtt = g - o, (5.2.2)

et retourner au pas 1.

Remarques :

o L’algorithme s’arréte lorsque y* = 2*, ce qui signifie en vertu du lemme 2 que
z* € T71(0).

o 1l s’agit de montrer que les méthodes proposées dans les chapitres 3 et 4 s’avérent
&tre des cas particuliers de cet algorithme. D’abord et comme déja remarqué précé-
demment, n’importe quelle solution approximée du sous probléme de point proximal
vérifiant les critéres (3.3.1) et (4.2.1) vérifie aussi le critére (5.1.2) utilisé dans l'al-
gorithme ci-dessus. Il nous faut encore montrer que l'itéré suivant z¥*+! obtenu par
les méthodes de projection (3.4.3) et de pas extra-gradient (proposition 17), sont
aussi deux cas particuliers de la mise & jour définie en (5.2.2). Pour le cas de la
projection, il suffit de prendre 7 = 1 et ¢, = 0. Pour le pas extra-gradient, c’est
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5.2, PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

moins évident, il faut montrer qu'il existe 7, € [1 — 0,14 8] tel que 7rar = ¢, ou de
fagon équivalente, qu'il existe 8 € (0, 1) tel que

(1—8)ay <o < (14 Oaz.

La proposition suivante met en évidence ce dernier fait.

Proposition 19 Soient z,y,v € Hete >0, c> 0 et o € [0,1) tels que 0 ¢ T'(z)

et

v € Ty),

llev +y — z||® + 2ce < o? (|ly — z||*) .

Alors,

(1-0)a<ec<(1+0)e (5.2.3)
01,
\o 02 =3) =
[l

Preuve

D’abord, nous constatons par hypothése, que le lemme 1 est applicable puisque
le triplet (z,y,v) satisfait la définition de solution approximée et donc v # 0 et

a >0,
Ensuite, nous savons que |cv+y —z]| < o|ly —z||. Nous allons utiliser Iinégalité
triangulaire pour obtenir les membres de gauche et de droite de (5.2.3)

cllvl] < llev+ -2+ lly —=l,

< olly =il + lly — =2l
< (1+o)(lly ~=l).
et
ly =zl < lly—=2+ el + e,
< olly ==l + llev,
ly—=ll —olly—zl| < |levff,
L=aMy—=] < lev.
On en conclut que
(1= o)ly - all < clfoll < (1 +)(ly — ). (5.2.4)
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5.2, PROPRIETES DES SOLUTIONS APPROXIMEES

A présent, nous utilisons la définition de a, le fait que € > 0 et I'inégalité de Cauchy

Schwarz , pour montrer que

ly— =zl _ lly— =l
a < < . 5.2.5
PlE = Tl (5:2.5)

En combinant (5.2.5) et (5.2.4) et en divisant par |[v|| ot v # 0,
(1-0)a<c (5.2.6)

Ce qui démontre une partie de l'assertion.

Pour prouver I'autre partie, remarquons d’abord que
lev +y — )| = llevl]® + lly — =[] + 2c{v, y — ).

La définition de a devient :
lewl? + lly — ||* — (lev +y — =f|* + 2ee)
2c||v]|?
levl? + (1 — o®)|ly — 2]
2cf|v]|?

c ||:c—y||2)
= (14 (1—oH ).
2( =)

Or, par (5.2.4), on sait que

a =

1 1
> 1
[levl? = (1 + 0z —yll?
ainsi
o> g(Uole- o)
2\ 4o lz—ylP
¢ l1—o0
= (1
2 ( + 1+ O’)
¢
140’
On peut donc conclure que
c<a(l+o). (6.2.7)

Ce qui démontre la deuxiéme partie de 'assertion.
On termine la preuve en regroupant (5.2.6) et (5.2.7).
t

Cette proposition implique que si l'on choisit & > o dans Palgorithme déerit ci-
dessus, pour chaque k, il existe 7, € [1 — 6,1 + 6] tel que mpay = cx, et donc la
méthode hybride de point proximal avec pas extra-gradient est un cas particulier de
la méthode décrite dans algorithme ci-dessus.
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Chapitre 6

Analyse de la convergence de
’algorithme unifiant les méthodes
proposées par Solodov et Svaiter

Comme déja remarqué, si algorithme décrit au chapitre précédent se termine
aprés un nombre fini d’itérations, on obtient une solution au probléme.
Dans ce chapitre, on suppose que les suites {z*}, {v*}, {¥*}, {e&} générées par
P’algorithme sont infinies. En utilisant le lemme 2, on conclut que pour tout k,
v* £ 0, 28 £ yF et

S 1—of . ok
(0,2 — ) — e 2 0k (et P+ g~ HH) >0 (60.)
D’o1, par la définition de ay, on a
42 k|12 k_ k2
2 c||vF(f?

On sait aussi que [|cpv*||? + [Jo* — 2|2 > 2cifo¥||]ly* — 2*|).
Ainsi,
allv*) 2 (1 = o)lly* - oIl (6.0.3)
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6.1. CONVERGENCE

6.1 Convergence

Lemme 4 Si l’ensemble des solutions du probléeme suivant,

trouver x € H tel que 0 € T'(z),

est non vide alors,
1. La suite {2*} est bornée,
2. Yoo laxv*|? < o0,

3. limyoo [y — 2F]) = limgoco [|0*|| = im0 € = 0.

Preuve

1. La suite {z*} est bornée
Commencons par remarquet que, en vue de la définition de 7,

~(1-(1=-m)?) <—-(1- %),

puisque
—6% < —(1—m)?,
=
[1—m] <9,
=
(1-0) < m < (1+0)
Ensuite en appliquant le lemme 3 et en se servant de l'inégalité (6.0.1) on a pour
n'importe quel z* € T71(0), que

o = 2P < ot — ¥ - (1= (1= n)?) aflotI,

< Jat =z - (1 - 6Dai|lofl®  carm € [1-6,146]

La suite {z;} est donc décroissante et minorée, par conséquent, elle est bornée.

2. Montrons la série des |oxv*]|? est finie
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Pour ce faire appliquons de maniére successive le lemme 3 :

2" — P < fla” = M = (1= 0)agflot,

(1=l < lle* —2¥? — lz* — 2"

k
1= lladf® < llz* =2 —lla* — 2l + =* — 3 ~[ls" - Y+ e — 2|
i=0 ~
_!lm* _ $k+1”2,
S ”:13* _ $0”2 _ II‘L‘* i 2:Ie:+1“2:.
< ot =2l

Ainsi, quand & — oo, on a

+00
(1= lla'|® < [lo* — 2°f* < +o0

i=0

3. Il nous reste 4 montrer 1’assertion 3
Pour cela, nous allons partir de (6.0.2) et nous allons multiplier chaque membre par

I
‘ 1 — of [leso®® + [ly* ~ 2*|)?
B> k k
ak“’” ” ca 9 ckuvkllg ”’U l;
> 1o} ”Ckvk‘nz,
2 oot
1 — 2
= el
Donc,
2
-0
agl[oM] = =——Flexv]| = 0.

2
et quand k — 00, le théoréme de I'étau implique alors,

1—o?

lim ck||vk|| - 0.
k—oo
Comme oy, < & < 1 et ¢ > & >> 0, on en déduit que

lim |[v¥]| = 0.

k—o0
De méme, en utilisant (6.0.3) on a

vl = (1= oD)ly* — 2 = 0.

Quand & — oo, le théoréme de I'étau implique alors,

lim (1 — op)lly* — &*| — 0,
k—o0
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Ce qut entraine a son tour que
lim |jy* — z*|| — 0.
k—00
En combinant le fait que ¢, > 0 et (6.0.1), on a limg_,e0 €1 = 0.

O

Nous sommes prét maintenant pour démontrer la convergence de notre algorithme.

Théoréme 9 Si Uensemble des solutions du probléme suivant,
trouver ¢ € H tel que 0 € T(z),

est non vide alors, lo suite {} converge faiblement vers la solution.
De plus, ce point limite est unique.
Enfin, si T n'a pos de solution, alors la suite {z*} n'est pas bornée.

Preuve

1. Montons la convergence faible vers la solution
En vue du lemme 4, la suite {2} est bornée et donc posséde au moins un
point limite . Considérons la sous-suite {z*/} convergeant faiblement vers .

Par le lemme 4, on sait que |jy* — 2*|| — 0 et comme 2% — Z, y* — Z.
De plus, v* — 0 et €8 — 0.

Considérons alors z € H et u € T(z). Pour tout indice j, nous avons
(u—v%, x—y") > —e;  car o* e T (y").

Et done,
(u -0,z — ykj) - <'Ukj!$ - ykj) 2 ~Ek;
&
(=0, — ) 2 (9,0~ 4) — e
Or, la sous-suite {y*/} converge faiblement vers Z, la sous-suite {v*/} converge

fortement vers 0 et la sous-suite {ekj} converge vers 0, si bien que lorsque Pon
prend la limite quand § — oo dans 'inégalité ci-dessus on a

(w—0,2—Z) = 0.
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Mais, le couple (z,u) a été choisi de maniére arbitraire dans le graphe de T,
Et comme, T est maximal, la proposition 2 implique alors que 0 € T(Z), % est
donc solution du probléme considéré.

2. Nous allons & présent montrer Punicité du point limite
Considérons & présent deux points limites quelconques de la suite {2} : &; et
Ty. On sait que chacun d’eux est un zéro de 7', donc

a1 = lim ||z" — 31| et = lim ||z* — Zal],
k—o0 k—oo
existent et sont finies. Remarquons que
&% — Zp||2 = [|2* — Z1)1% + 2(a* — 7y, 8% — Z) + |17 ~ Zalf?,
on en conclut alors

2 lim (z* — 7, 2% — ) = (ol — of — ||Z1 — Z:2])*).
k—o0

Etant donné que Z, est un point limite de {z*}, cette limite est nulle, ce qui

entraine
ol = of + [T — Zol”

De méme pour Zs, on a
ay = aj + |71 — Za|*.
On en déduit que ||7, — Z2)] = 0, i.e, 71 = Tp. La suite {z*} admet donc

exactement un seul point limite.

3. Montrons que la suite {z*} est non bornée lorsque 7' ne posséde pas
de zéros

Stratégie

I’idée de la preuve consiste & construire un opérateur maximal monotone T’
ayant des zéros, de sorte que les suites {z*}, {y*, v*} et {ez} puissent étre consi-
dérées comme étant générées par I'algorithme unifiant les méthodes de point
proximal proposées par Solodov et Svaiter appliqué au probléme 0 € T' ().

Nous allons supposer dans le but d’avoir une contradiction que {z*} est bornée.

Construction de I'opérateur 7’

De D’algorithme, on sait que zF — ¥ = 7ot ot 7 € [L — 6,1+ 6] et
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8 € (0,1). Comme la suite {z*} est bornée, la suite {7parv*} est bornée.
La suite {*} est aussi bornée car en utilisant (6.0.3) on trouve

laxv®]l > (1 = o)lly* — 2|,

on sait aussi que la suite {73} est bornée.
Maintenant prenons n’'importe quel Z € dom T, on sait que cet ensemble est
non vide car 'opérateur T est maximal monotone.

Définition 23 Soit K un ensemble conveze et fermé de IR" et soit z* € K.
Le céne normal de K en z* est défini par l'ensemble :

Ng(z*)={de R*|{d,z—2") <0 Vze K.

Définissons
R > max{]|Z|], SIIip [|=¥]], Slép l15*11},

et B={z€ H| |2} < 2R}. Considérons aussi Np I'opérateur céne normal
de B (Ng = 81p, ol Ip est la fonction indicatrice de B). Puisque que Np est
maximal monotone, et Z €dom T'Nint{dom Np), 'opérateur T =T+ Np est
maximal monotone. De plus, T' posséde un domaine bornée car il est contenu
dans B et par conséquent, 'opérateur T' a au moins un zéro (propositon 7).

Montrons que Yk ov* € (T')*(y*)

1l s’agit de montrer que (w' —v*, z—y*} > —e pour tout couple (2, w') € gph
T'. Soit (z,w") €gph T’. Alors, par définition de T, il existe w,v € H tel que

w=w+v, weT(z), veNp(2)

Remarquons aussi que y* € B pour tout k. Ainsi, par la définition du cone
normal (v,z —y*) > 0ona

(w'—vk,z_yk)ﬂ('w—vk,Z—yk)+(’U:Z“yk) 2 —€,

oil on a utilisé le fait que v* € T (y*) et (z,w) €gph T

T a des zéros.

Par les points précédents, on sait que les suites {z*}, {(¥%, v*)} et {ex} peuvent
atre considérée comme étant générées par l'algorithme unifiant les méthodes
de point proximal proposées par Solodov et Svaiter appliquées au probléme
0 € T'. On peut donc appliquer la premiére partie du théoréme puisque ¢x =
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¢ > 0 pour tout k, et conclure que la suite {z*} converge faiblement vers %
une solution de Popérateur 7. On obtient donc

0eT(z)=T()+ Na(z).

Or, ||#']| € R et donc 2’ €intB. Ce qui entraine que Ng(z') = {0} et 0 € T(z")
ce qui contredit le fait que 'on avait supposé que I'opérateur T' n’avait pas de
Zeros.

6.2 Vitesse de convergence

Nous allons, & présent, nous intéresser & la vitesse de convergence de notre algo-
rithme.

Pour ce faire, nous allons supposer que l'opérateur ‘11 est Lipschitz continu dans
un voisinage de 0, i.e,

Définition 24 Soit T' un opérateur univogque sur H. L'opérateur inverse T est
dit Lipschitz continu dans un voisinage de 0, de constante L > 0, s'il existe une
solution unique x* € T~1(0) et 6 > 0 tels que

veT(z), |oll<é=llo—a"] <Lkl

Avant de commencer I'étude de la vitesse de convergence de 'algorithme, nous
avons besoin d'un résultat provenant de l'article écrit par M. V. Solodov et B.F.
Svaiter [21], corollaire 2.1. Celui-ci sera essentiel pour conclure notre analyse. Il
s’agit d'un théoréme fournissant une borne d’erreur.

Lemme 5 Soit y*,v* la solution ezacte du systéme provimal suivant :

{ veT(y)

cv+y—2=0.
Alors, pour n'importe quel y € H, v € T*(y),

lly — v*I12 + Plo — v*]|* < Jlev +y — 2|f® + 2ce.
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On a aussi besoin d’une borne sur ax. Ainsi, en utilisant (6.0.2) et le lemme ci-dessus,

on trouve
1—o} l|ly* — z*?
< gk ' 6.2.1
ar 2 9 [ + ”CkUk”z Cp ( )
Remarquons que
bl (1= Y
1404 =0 5 (1-p" . ,
’ glvrr — L+ (1—a2)? par le lemme 2,
N (1-5%)%+(1— p)?
- (1 —_ 5-2)2 )
= (1_62)2+1—2p+p2
(1 — 5-2)2 :
— (1—62)2+1—2 1—(1_52)2+1“(1_.5_2)2
- (1— a2)2
car p=1-—(1— )2,
21— yT= (1=
- (1- 52)2 a

et done, en combinant ce dernier résultat avec (6.2.1) on a,

1— /1 (1 =592
“’*Z[ D ]

* Ch.

Or,
(1 - 52 |- IS5

I+ /I-(-02¢ 1-a%)
(6.2.1) devient alors

=2
ay = (1-27) ¢ carcg > @G (6.2.2)
L+ 4/1—(1—20%2
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Théoréme 10 Supposons que T~! soit Lipschitz continu dans un voistnage de 0,
et que Vk, 7, € [L — 8,1+ 8] . Alors, pour k suffisamment grand,

2| < A+
T /A=) + (A +6)?

o d=Va2+1 -4/ —1+af avec
_ I+ yI-(1 -5
&(1—a?)
1
107

*

le* — la* — 2],

Preuve

1. Avant de débuter la preuve proprement dite, nous allons montrer un petit ré-
sultat qui permettra de simplifier I'étape 5 de cette preuve. I $’agit de montrer

que
[ L\” L 1
— 1.4y/(1-02) " =14+ — <A
(ak> + \[( oD -1+ apl—o0f ~

Pour cela on a successivermnent

o Pl+y/T=(-)
a2 = 2(1 - 52)?

=% O.’z.

1—o2 —1—,82—1 car @ > Op.
k

1 L 14+ +/1—(1—25%)?
L < + ) par (6.2.2) et 7 > oy,

arl—of — (1 - 0a2)

= aﬁ.

Donc,

2
\/(a%) +1-\ﬂ1—ak —1+a£k1_ <Var+l-y/fE—1+af=2A
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2. Définissons pour chaque k, &* et #* € T(2¥) la solution du probléme proximal
0 € azT(x) +z — zF, odt @ > 0 a été défini dans l'algorithme algorithme
unifiant les méthodes de point proximal proposées par Solodov et Svaiter.

. Puisque v* € T*(y*), il suit du lemme 5 que

8% — (2 + a[* — o*|1* < llawo® +4* - 2|

+ 2&;;6,:;.

Par la définition de ay, on constate que e = (v*,z* — y*) — ax||v*|1%, ce qui
entraine que

laxv® + 9 — |2+ 2mer = [laxe® + o — 2P + 20 [(0F 2 — ") — @t
= Ilcwcv’“ll2 + 1ly’° — o®|]? + 20, (0", 4 — ),
—2a (0¥, y* — ¥} — 2|,
= |ly* —=** - Ja® ",

Finalement, [[4* — y*|[2 + a}l|8* — o¥|I* < ¥ — 2*|* — aso"|]"
En utilisant {6.0.3), nous trouvons
k|2

o — P+l — ot < UL oty
(1-0f)?
[ — 1P+ el — ot < (- D)2 = 1]t (6:29)
et done,
ko E2 P et al “’y ”2
0% — o2 < [ - o) = 1 IFF -
__j_.._/
>0

[(1 =) = 1] %,

(A== M 520

IAIA

. Créce au lemme 4, on sait que v* converge vers 0, on pourra donc conclure

que 9 converge aussi vers 0.

En effet, 0_ < [|o* — "> < {1 -5%)7" — 1] ¥ |12
-“-bO —0

Le théoréme de I'étau implique alors que ||9* — v*||* — 0 ce qui entraine

A

o — vk 0= 0F = 0F —oF +0F > 0.
Ainsi, pour k assez grand et par la condition de Lipschitz avec |o%]] <4, ona

o~ 84 < L] = e —atl car D=y +aF —at (624)
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5. On considére encore k assez grand, de sorte que (6.2.4) ait lieu. En utilisant

I'inégalité triangulaire avec T = z* — apv®,

o -2 < [a* -2
L

< Lygh o e - all
&&w—v——/
= <£*k_k £ N sk = 6.2.5
[l - 2| < ak“ﬂ? y ||+ak||y a*|| +|12% — 2. (6.2.5)

Comme #* = z* — ax* et & = & — azo¥, on a ||3* — Z|| = apf|o* —o*|.
En utilisant la relation (6.2.3) et cette derniére égalité, on obtient
5% = o*1% + 18 — 2l < [(1 - o) = 1] flawo*|I” (6.2.6)

D’ot, il suit que

Lok xi o us L\? _ E—
aﬂllm’”—y"llﬂlw’“—ﬂ‘sll < (——) + 14/ [|8% — yRlJ2 + [|3% — 2|2,
k

1-4/(1—02) 2 =1+ [la”
J(E) +t a1 et

par, (6.2.6).

IA

Ainsi, si on reprend (6.2.5) avec (6.2.6), on trouve

v L m o) et + e 2,
G«k

" — 2| <
L 2 .
< - 1-4/(1—0d)" -1 Loy k
< (B #r o= =e 2o e
par {6.0.3).
En se servant de la définition de A et de Pétape 1, on obtient
lo* = 7l < Mlowr*]. (62.7)

6. Pour terminer, on définit z¢+! = z* — Teapv®, Par I'inégalité triangulaire,

lz* =2 < o — &l + flz - 2
< lo* — &l + arll (1 — 7).
et comme 7, € [L — 8,1+ 4],
lz* — &*H| < Mlaxv*[| + Gaxllv*]). (6.2.8)
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En utilisant le lemme 3,

ot — 2P > ot — 2P (1 - )P car (1) <67,

. 1+6%)

> x k142 ( = k12 : (6.2,

> lz* — 2" +—*“—(A+9)2||x | par (6.2.8),
L+ o ke

> -_— - .

> [1+ Ot ) llz* — 2"

Donc,

® k2 ()‘ + 9)2 * k412
p* — s > _ .

" =7l [(A FOR (L4067 < " ="l
Ce qui nous permet de conclure la preuve puisque

A+0
VOO + (14 62)

Ja* - o,

”33* _ $k+1” £

Remarques

. On constate assez facilement que I'on peut répéter I'analyse effectuée pour ce
théoréme avec oy, B et Ak, définis pour chaque &, comme étant des fonctions
de ¢ et oy, au lieu d’étre définis par leurs bornes c et . L’analyse précédente
nous montre que si ¢, — oo et si oy — 0, alors o — 0, B — let Ay — 0
Cela se vérifie facilement par les différentes définitions. On peut alors conclure
sous ces hypothéses que {z*} converge super-linéairement vers la solution z*.

8 dans l'énoncé du théoréme, on considére 7, = 1, on peut démonter par la

méme stratégie que la suite {z*} converge linéairement vers la solution z* avec

A
un taux WiEsva

75



Chapitre 7
Applications

Aprés avoir décrit I'algorithme algorithme unifiant les méthodes de point proxi-
mal proposées par Solodov et Svaiter et aprés avoir montrer sa convergence, on va
appliquer cet algorithme & deux grandes familles de problémes, a savoir les méthodes
de décomposition forward-backward et les méthodes faisceaux.

7.1 La méthode de décomposition forward-backward

(le paragraphe sera consacré & |'application de 'algorithme établi dans le chapitre
précédent dans le cas ol Popérateur 7’ est la somme de deux opérateurs A + B.
Dans ce cadre, le calcul de la résolvante Jor s’avére encore plus difficile. Mais, si les
résolvantes J.4 et/ou J.p existent et si elles sont plus faciles & calculer que celle de
Uopérateur T, il est intéressant de les utiliser plutot que celle de 'opérateur T

7.1.1 Description

Considérons un opérateur multivoque dont le domaine est non vide et fermé.
Supposons que T' = A+ B ol B est un opérateur maximal monotone et A:domB —

H univoque. Remarquons, pour ¢ > {J, que

0eT(z) & —cA(x)€cB(x) e (I —cA)(z)€ (I+cB)(z)
& 1z = Jpl(I — cA)(x)).

La proposition 8, nous assure que
g = JeB[(I — ckA)(:rk)] = J(sck,ck) ={I+ ckB)*l(I — cA)(a:k). (7.1.1)

On utilise uniquement la résolvante de B. De plus, comme Jop : H — dom B
(puisque y = Jop(z) & = € (I + ¢;B)y), 2t appartient au domaine de B et
l'itération est bien définie.
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Chaque itération consiste 4 faire deux pas : un en "gvant" en utilisant la résol-
vante de A et un pas en "arriére" en utilisant la résolvante de B, d'ou le nom de la
méthode. La convergence de cette méthode a été démontrée par P. Tseng dans [24]
et se formule de la fagon suivante :

Théoréme 11 Soit T un opérateur univoque de domaine conveze, fermé et non
vide. Supposons qu’il posséde aw moins un zéro. Supposons aussi que T' = A+ B
oti B est mazimal monotone et A: dom B — H univogque. Considérons z° €dom B
et soit {z*} la suite engendrée par ['itération "forward-backward" (7.1.1). Si A est

a-co-coercif et st
0<d8<c <2a—6, Vk,

pour & € [0,0], alors la suite {2*} converge faiblement vers un zéro de T.
Si en plus, soit A ou soit B est fortement monotone, alors la suite converge fortement
et linéairement avec un taux égale d

V(1= n260)/(1 - n36%),

o na et N désignent les modules de forte monotonicité de A et de B.

Supposons & présent, que l'opérateur A univoque, soit continu et monotone et
que son domaine soit tel que dom A = H, ainsi, par la, proposition 5, on sait que A
est maximal monotone.

Remarquons que si A est a-co-coercif, alors A est Lipschitz continu de constante
a~ !, En effet, par définition, on a

v,y € H (A(z) - A@), @ —y) = el A=) — A"

En utilisant inégalité de Cauchy-Schwarz et en divisant par [[A(z) — Ay, on
trouve

lz — 9l = el A=) — AW,

ce qui revient & dire que A est Lipschitz continu de constante L = ™.

Cependant, I'hypothése selon laquelle opérateur A doit étre a-co-coercif est
trop contraignante et assez limitante, c’est pourquoi on va montrer que cette hypo-
thése n'est pas nécessaire pour établir la convergence. Pour y parvenir, nous allons
réaliser un pas supplémentaire (définit par notre algorithme algorithme unifiant les
méthodes de point proximal proposées par Solodov et Svaiter) aprés le pas "forward-
backward". La proposition suivant fait le lien entre ces deux pas.

7
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Proposition 20 Soient y* = J(z*, ¢;) et

1, . .
o = A(y") - A®) + c—k(fl?’” ~4").
Alors, v* € T(y*) et le couple (y*,v*) est une solution approchée (avec ¢, = 0) du

sous probléme prozimal
0eeT()+ ( - :L‘k),

si et seulement st la condition suivante est satisfaite :
e[ AW — AP < o [leslAY) — A + & —oH” + Iy — 2" 1] -

Mise a jour :

Bl gk k

T — TRpapV .

avec,
(vk} mk — yk)

e € [1=0,140), 0t 06 (0,1) et an = "

Preuve

Par la définition de la résolvante J (7.1.1), on a y* = J(z*, e) = Jo,n[(I —crA) (&™),
on trouve successivement,

2F — ey A(z®) € (I + e B) (W)
0 € cx[B(YF) + A®)] + (&* — =)
cik(:nk ) - A(s*) € B

et donc v* = A(y*) — A(z*) + (" —*) € (A+ B)(¥*) = T(y*). De plus, le critére
pour étre solution approchée (5.1.2), devient

lex A — AN < o [llelAW*) — A+ 2 = 1 + 1" - 2"

Ce qui termine la preuve.

1 algorithme forward-backward modifié s’écrit alors
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Algorithme forward-backward modifié.

Pas 0 : Initialisation
Choisir 2 € H, ¢ € [0,1) et 8 € (0,1).

Pour £ =0,1,...

1. Choisir ¢ > 0 tel que y* = J(z*, ¢) et

1
o = A - AR + (0 — ")
k

satisfaisant le critére

lea[A(*)— AP < o® (el AQY) — A@") +* = 1P + |ly" — 2]
(7.1.2)

2. Mise a jour :
gt = gf — a0, (7.1.3)

avec,
(v*, z* — o)

Ty € [1—9,1-!—9] et ap = ”’1)"”2

On constate que cet algorithme n’a de sens que st l'on peut trouver un élément
¢, > 0. Pour établir la bonne définition de I’algorithme, nous avons besoin du lemme

suivant :

Lemme 6 Considérons deus opérateurs A et B tout deux mazimaux monotones sur
H de tel sorte que A soit univogue sur dom B Cdom A. Alors,

1
“WI(z,e) 2| € min  Jwl| Vredom B,Ve>0.
c wEA(z)+B(z)

Preuve

Soit z € domB fixé et ¢ > 0. Soit aussi z = J(z,¢). Alors, par la définition de
J(z,¢), il suit que (¢ — 2)/c € A(x) + B(z), ainsi pour tout w € A(z) + B(z), la
monotonicité de B implique alors que

{

PTE  Alw)— (w— Alz)),z— ) = 0.

cC
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Ce qui donne en simplifiant et en réorganisant les termes
1
Mo 2P < w2 = 2) < e,

ce qui donne 'inégalité souhaitée.

Proposition 21 Supposons que A soit un opérateur univoque continu monotone
avec dom A = H (et donc mazimal monotone) et B un opérateur mazimal monotone
sur H. Si z* n’est pas un zéro de A+ B, alors on peut trouver ¢, > 0 Vk acceptable
(i.e, vérifiant (7.1.2)). De plus, si A est Lipschitz continu sur dom B avec une

23

constante L > 0, alors n’importe quel cx < ¢ est acceptable.

Preuve

1. Un élément ¢, > 0 acceptable existe
En utilisant le lemme précédent avec =¥ = z, on sait que
|J(zF,¢) — 2| <c  min Jw]| Ve>0.
we A(zF)-+B(zk)
Ainsi, par le théoréme de I'étau, la résolvante J (z*,c) converge fortement vers zF
lorsque ¢ — 0 et la continuité de A implique

lA(J(z*, ) — A(z*)|| — O lorsque ¢ — 0. (7.1.4)
De plus, par la définition de J (z*, ¢), on peut écrire
%(a:k _ J(at,0) € A(e*) + BJ(@*,<)). (7.1.5)
Et on en conclut que
lim inf %Hwk — J(a*,c)|] > 0. (7.1.6)

En effet, supposons que cette limite soit égale & zéro. Comme J (z*,¢) converge
fortement vers z¥, il suit de {7.1.5) et de la proposition 4 appliquée & B que
0 € A(z") + B(2F). Mais ceci contredit le fait que est 2 n’est pas un zéro de
A+ B. Donc inégalité (7.1.6) est satisfaite.

Maintenant, de (7.1.4) et (7.1.6), on en déduit que 'on peut trouvé un ¢, > 0 ac-

ceptable.
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2. Tout ¢ < ¢/L est acceptable
Supposons que A soit Lipschitz continu sur le domaine de B. Alors,

llex[A(y*) — AN < exllly® — 2.

Dong, si exL < o, alors le critére (7.1.2) est satisfait.

O

En pratique, on détermine c; par une recherche linéaire du type backtracking. La
convergence de cette méthode est assurée en appliquant les résultats obtenus par
Jes théorémes 9 et 10. Avant de décrire la deuxiéme méthode il nous faut décrire la
notion de problémes d’inégalités variationnelles.

7.2 Problémes d’inéquations variationnelles

On retrouve les inéquations variationnelles dans un grand éventail de problémes
4 travers diverses disciplines comme par exemple les modéles physique, les équations
différentielles ou encore les problémes d’équilibre. Cette section sera consacrée a la
description du probléme d’inéquations variationnelles et 4 ses principales caractéris-

tiques.

Définition 25 Considérons un sous-ensemble K de IR" et une application F' : K —
IR*. Le probléme d’inéquations variationnelles, noté VIP(I(; F) est de trouvé

un vecteur ¥ € K lel que
(Fz*},z —2) >0 Vze K. (7.2.1)

L’ensemble des solutions de ce probléme est noté SOL-VIP(K; F).

Généralement, on impose deux hypothéses supplémentaires & cette définition, pour
obtenir des résultats théoriques et pour les arguments de convergence :

o K est fermé et non vide,
o F' est continue sur un ensemble ouvert contenant K.

On conclut de ces hypothéses que SOL-VIP(K; F'} est un ensemble fermé.

Interprétation géométrique.

Iéquation (7.2.1) nous fournit une premiére interprétation : le vecteur z* € X
est une solution du probléme VIP(K; F) si et seulement si F'(z*) forme un angle
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aigu avec chaque vecteur de la forme z — z* pour tout z € K.
Clette observation peut se formaliser en utilisant la notion de céne normal, dont nous

rappelons la définition :

Définition 26 Soit K un ensemble conveze et fermé de IR" et soit z* €
K. Le cone normal de K en * est défini par 'ensemble :

Ng(zY={de R"|(d,z —z") <0 Vz €K,

Les vecteurs d sont appelés les vecteurs normaux de K en z*.
En reprenant 'équation (7.2.1), on trouve

(7.2.1) & (—F(z*),z—a*) <0 VzeK
*) est le cone normal de K en z*

x
(B*) € Nk(ill*).

— I

—F(

Cette derniére équivalence peut encore se ré-écrire de la fagon suivante :
0€e F(iE*) + Nk(a:*),

cette relation s’appelle Equation généralisée.

Problémes d’optimisation et problémes VIP.

Considérons le probléme d’optimisation suivant :

min @(x),

ot K est un ensemble fermé et convexe, ¢ est une fonction contintment différentiable

sur un ensemble U C IR” contenant K.
Le principe du minimum nous permet de dire que si z* est un minimiseur local

de @ sur K, alors
Vip(z*),z—z*) >0 Vz e K.

Ce probléme est le VIP(K; V). Une solution de ce probléme est appelé point sta-
tionaire du probléme d’optimisation initialement considéré.
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7.2.1 Inéquations variationnelles et méthode proximale

Dans ce paragraphe, nous définissons le probléme VIP suivant,

Définition 27 Soit K un sous-ensemble de H non vide, conveze et fermé. Soit
aussi F 1 K ~ H un opérateur monotone et univoque. Le probléme d’inéquations
variationnelles est de trouver un vecteur © € K tel que

(F{z),y—z)>0 VyeK.

On sait que ce probléme est équivalent & rechercher un zéro de l'opérateur T' =
F + Ng.

Proposition 22 Soit K un sous-ensemble de H non vide, fermé et conveze. Le
cone normal est un opératenr mazimal monotone et sa résolvante est donné par
Jony (2) = Projg(z), avec ¢ > 0 et ot Proj(z) désigne la projection orthogonal de
x sur K.

Preuve

1. Le c6ne normal est un opérateur maximal monotone

Nous savons de par I’exemple (5) que le cone normal Ny (x) est le sous-différentiel
de la fonction indicatrice Ix de K, il suit donc de par la proposition (13) que I'opé-
rateur Ny est maximal monotone.

2. La résolvante de l'opérateur N, est la projection orthogonal de z sur
K

Y € Jon (z) = (I +cNi)7H(z) & = —y € Ny(z)
o y—z,z2-y=20 VzekK
& y= Projg(z).

Ainsi, Joy, (2} = Proji(z).
[

1l serait intéressant de pouvoir dire que lopérateur T' = F 4 N est maximal
monotone, c’est 'objet du théoréme suivant.

83




7.2. PROBLEMES D’INEQUATIONS VARIATIONNELLES

Théoréme 12 Soit K un sous-ensemble de H non vide, conveze et fermé. Soit
aussi F' 1 K — H un opérateur monotone et univogue. Si F' est hémi-continy sur
K, alors Uopérateur T = F 4+ Ni est mazimal monotone.
De plus, pour tout ¢ > 0, la résolvante Jor est donnée par

Jor(x) = SOL-VIP(K; F i), 0%, Fou(y) =y —z+cF(y).

Preuve

Puisque que N et F sont monotones, la somme T'= F' + Ny est monotone. Pour
montrer que 7' est maximal monotone, en vue de la proposition 2, il nous suffit
vérifier la condition :
si (y,z) € H x H satisfait
(x—y,u—v) 20, VzrekK,VueT(z),
alors v € T'(y).
Puisque T = F + Nk, cette condition devient :
si (y,v) satisfait

(z—y,2]) +{z—y Flz)—v) >0, Vze K, Va]e Ng(z), (7.2.2)

alors v — F(y) € Ni(y).
Considérons un couple (y,v) vérifiant équation (7.2.2).

1. Montrons que 0 € Nk(y) et donc que y € K
Puisque Ny () est maximal monotone, il suffit de montrer que (z —y,27 —0) >0
pour tout © € K et &* € Ng(z). Soit z € K et z} € Nk(z). Alors, Az} € Ni(z)
pour chaque X > 0, ainsi par (7.2.2),

Mz ~y,z5) +{z—y, Flz)—v) >0 VA>0.

En divisant par A > 0 et en prenant la limite quand A ~» +o00,
on obtient (z —y,z*1) > 0.

2. Montrons que v — F(y) € Nk (y)

I s’agit de prouver que (v — F(y),u —y) < 0 pour tout u € K. Fixons u € K et soit
zy = M+ (1 — Ny avec A € (0,1). Etant donné que y € K et que K est convexe,
2y € K. Ainsi, la condition (7.2.2) est vérifiée pour x = x, et pour ] = 0. Ce qui

nous donne

0 < {zx—y, Fzs) —v)

= A(” - y:F(ﬂ"A) - ’U)
= Mu—y, F(@) — F(y)) = Mu—y,v— F(y)).
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Ce qui implique que
(u—y,v—Fy) <{u—y, Flz) - Fly)) 0<A<L

Et comme F est hémi-continue sur K, I est continue sur le segment [u,y] pour
1a topologie faible. Ainsi, F(z)) converge faiblement vers F(y) lorsque A — 0. En
prenant la limite lorsque A — 0 dans la derniére inégalité, on a (u—y, v~ F(y)y <0.

O

7.3 Une méthode faisceau pour résoudre des inéqua-~
tions variationnelles généralisées

Dans cette section, nous allons considérer le probléme d’inéquations variation-
nelles généralisées. Ce probléme combine un probléme de minimisation convexe et
le probléme VIP(K; F'}

Définition 28 Soient K un sous-ensemble convexe et non-vide de H, F: K — H
un opérateur mazimal monotone univoque et soit  une fonction convexe, propre et
fermée sur H dont le domaine contient K. Le probléme d’inéguations varia-
tionnelles généralisées, noté GVIP(K; F; ) est de trouver un vecteur & € K tel

que
(F(z),y —z) +p(y) —o(z) 20 Vye K.

Lorsque ¢ = 0, le probléme GVIP(K; F;¢) coincide avec le probléme VIP(K.F).
Lorsque F' = 0, il s’agit de minimiser la fonction convexe ¢ sur K. Observons aussi
que ce probléme peut s’écrire de la fagon suivante :

trouver un zéro de opérateur univoque 7' = F + 3(¢p + Ix),

oul Ix la fonction indicatrice de K.

Dans un premier temps, nous effectuons le lien avec la premiére méthode décrite :
la méthode "forward-backward". Pour ce faire, commengons par écrire I'opérateur 7'
sous la forme d’une somme de deux opérateurs A+ B avec A= Fet B = Ao+ Ix).
Ensuite, on peut écrire le probléme d’inéquations variationnelles généralisés sous la

forme suivante :

trouver un zéro de lopérateur T = F + 8y + Ix).
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Apreés, on peut appliquer la proposition (13) pour exprimer la résolvante de B avec
c>0:

: 1
Jen@) = argminfp(y) + Iic(w) + oIy - ll’}

: 1 9
= argminip(y) + o_lly — =[°}
[itération "forward-backward" (7.1.1} devient :
. , 1 \ .
2 = s [(T = k) (2)] = argmin{p(y) + o—lly — 2" + P (=")[}.
yeK 2c.

Or, comme [ly — 2% + e F(e*)|* = [ly — «*|* + AexF (a*), y — 2*) + I F ()],
Iitération forward-backward devient,

1
k+1 _ : s — k2 R\ g ok
e = argmin{e(y) + 5-lly — o7I" + (F@a"),y — 2}

De plus, le théoréme 11 est applicable et nous assure la convergence faible de
la suite {z*} vers un zéro de F + 8(¢ + Ix), i.e, vers une solution du probléme
GVIP(K; F, ), lorsque F est a-co-coercive. Et si F est fortement monotone, alors
la suite {z*} converge fortement et linéairement vers I'unique solution du probléme
GVIP(K; F; ).

On sait que si on applique la méthode "forward-backward" décrite ci-dessus, il
n’est pas nécessaire que F' soit a-co-coercive. La convergence est alors assurée en
effectuant un pas supplémentaire aprés le pas "forward-backward". Afin de fixer les
choses, supposons que ' soit Lipschitz continue de constante L > 0. Dans ce cas,
on sait par la proposition 21 que tout ¢ < o/L est acceptable. L’algorithme s’écrit
alors,

Algorithme forward-backward pour le probléme GVIP(K; F'; ¢).

Pas 0 : Initialisation
Choisir z° € H un point de départ, o € [0,1) et 6 € (0,1).

Pour £ =0,1,...
1. Choisir 0 < ¢ < 0/L et calculer

. 1 ' . .
y* = argmin{p(y) + 5—Ily — o*|I° + (F(*),y — ")},
yeK 2¢4

2. Mise & jour : 28! = z* — 7papv®,
avec

(Uk7 a* — yk) : 1 k

€ [1-0,1+8], a= T et v* = F(y*)—F @) +— (" —yh).

Cr
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Cependant, trouver y* peut étre difficile & faire, surtout lorsque la fonction ¢ n’est
pas différentielle, ce qui est souvent le cas. Mais, comme on souhaite garder un al-
gorithme implémentable, on a besoin de pouvoir approximer la fonction ¢. Gette
approximation va se faire par une fonction convexe ©* qui va simplifier la résolution
de notre probléme de minimisation et qui permettra d’assurer la convergence sous

les mémes hypothéses.
Stratégie
On va choisir une fonction ¢* < ¢ telle que
v = arguinl*) + 5l — o P+ Py -], ()
vérifie les propriétés suivantes :
oF e TP, oudk = Fy*) — F(a*) + —(2* - y¥), (7.3.2)

et avec €, > 0

llex [F@*) — F(a*)] [|*+2ekex < 0® [[lox [F*) — F(a®)] + 2 — o7 + " — «*[] -
(7.3.3)

Donc, ¢* doit &tre choisie telle que ¢* < ¢ et le triplet (y*,v*, ¢;) est une solution
approximée du sous-probléme proximal 0 € T'(-} + (- — z*) avec T' = F + 0{p + Ix).

La proposition suivante, prouve que si & = (y*} — ¢*(y*), alors la propriété (7.3.2)
est toujours satisfaite :

Proposition 23 Soit ©* < ¢ une fonction conveze, propre et fermée sur H telle
que y* défini par (7.3.1) et vérifiant (7.8.3) avec e = p(y*) — o*(y*), alors

. 1, b an s &
o = PR = F@) + (" ) €T *(y"),

OﬁT=F+6(§0+IK).

Preuve

Il s’agit de montrer que v* € T (y¥), i.e, que

Yy e H,VweT(y) {(w-o"y—9) > —e.
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En utilisant les définitions de y*,v* et la définition du sous-gradient, on obtient

successivement que

1. . . . ,
0€ a(yk — ) + P(a*) + 8(¢* + Ix) ("),

1. . . ’ , 3
E;’(?f"” — ) — F(z*) € 3(" + Ix) (¥,
oF

' P(y*) € 0(p" + 1) (¥"),
o*(2) = ") + (0F - F(y*),z — ¢*) pour tout z € K.

Puisque " < ¢ et e = p(g¥) — p*(¥*), on a
VzeK ¢(z) 200" —a+ (0 =FE"),z—y". . (734

Soit y € Hetwe T(y)=(F+ e+ Ix))y)
Ainsi, y € K et w — F(y) € 8{(p + Ix)(y). Donc,

Vze K o(z) 2 o)+ (w—Fy),z—y). (7.3.5)

Si on choisit z = y dans (7.3.4) et z = y* dans (7.3.5) et si 'on additionne les deux
inégalités, on trouve

0> —e + (w— o, 9" — ) + (F) — F"),y ~v*)-
Et comme F est monotone, (F(y) — F(y"),y — ¢*) > 0, par conséquent,

{(w— e — ) > e

I’algorithme approché s’écrit alors

Algorithme forward-backward approché pour le probléme GVIP(K; F; ).

Pas 0 : Initialisation
Choisir z° € H un point de départ, o € [0,1) et 8 € (0,1).

Pour £ =0,1,...
1. Choisir ¢; > 0 et rechercher une fonction convexe ¢* < ¢ telle que y*

défini par (7.3.1) vérifiant (7.3.3) avec & = @(y¥) — @*(¥).

2. Mise & jour : z¥t! = g% — muapo,

avec
‘Uk,mk gk ! ] 1 ! )
re€ [1-6,140], ax = (—”k”—y) o v = Fh)— F(a (o)
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Théoriquement cet algorithme est toujours bien défini car il est toujours possible
de choisir ¢* = . Mais ce choix n’est absolument pas judicieux car la résolution
des sous problémes avec ¢ et " sont les mémes et donc toujours aussi difficiles 4
résoudre,

Des théorémes 9 et 10, il suit avec ¢; > ¢ > 0 pour tout &, la suite {z*} générée
par cet algorithme converge faiblement vers une solution du probléme GVIP(I; F; ).
De plus, si F'opérateur 7! est Lipschitz continu dans un voisinage de zéro, alors la
convergence est forte et linéaire.

Cette méthode a 'avantage de permettre de choisir une fonction convexe ©F ren-
dant le probléme de minimisation (7.3.1) plus facile & résoudre.

Quelle est la forme de cette fonction convexe ¢* 7

Elle peut par exemple &tre le maximum d’un nombre fini de fonctions li-
néaires. Dans ce cas, le sous probléme (7.3.1} est facile & résoudre. En effet, si 'on

suppose que
*(y) = max {{ai,y) +b} Vy€H,

oil les a; € H et les b; € IR pour i = 1,...,m. Alors en ajoutant une nouvelle variable
réclle w, le probléme (7.3.1) est équivalent au probléme suivant :

min wt gy — 2+ (F (o), — o)
se (apyy+b <w,i=1,..,m
y € K.

Lorsque H = IR et lorsque K est défini par des inégalités ou des égalités linéaires,
ce probléme est alors un probléme de programmation quadratique. Il existe de nom-
breuses méthodes trés efficaces pour résoudre ce genre de problémes. Néanmoins,
pour construire ¢*, on doit aussi tenir compte du fait que & chaque y € K, il n'est
pas possible ou il est trop colteux de calculer le sous-différentiel de ¢ en y, on ne
calculera donc q’un seul sous-gradient de ¢ en chaque y.

Maintenant, si 'on veut que ¢ soit une fonction linéaire par morceaux, il est
recommandé de la construire morcean par morceau en générant successivement les
modéles f, i = 1,2... jusqu’au moment ofl 'on trouve, si possible, un c,o‘fk acceptable
au point z¥ pour 7 > 1.

Pour 7 = 1,2, ... on note par y¥ la solution unique du probléme

. ‘ . 1
(PFY  min{el(y) + =—lly = "I + (F(z*),y — 25},
yeK 20;;
et I'on définit (pk = gofk et yr’c = yfk.
Dans le but d’obtenir une approximation appropriée ¢f de @ en 2%, il faut

imposer quelques conditions sur les modéles successifs ek i=1,2,..
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Cependant, avant de pouvoir décrire ces conditions, il nous faut définir des fonctions
affines ¥, i = 1,2, .... Ces fonctions sont

W) =t @)+ Of = FE"),y ) Vel
ot 7} = ;-(a* — yf). Par l'optimalité de y¥, on sait que
v = F(a*) € 0(pf + ) (w))- (7.3.6)
Ainsi, il est facile de constater que
Fh) = i) et @) <efl) YyeH (7.3.7)

Supposons & présent, que les conditions suivantes soient satisfaites par les modéles
convexes ¢F,

1. of <psur Hpouwri=1,2..
2. 8 > oF) + (s(uh), — y¥) sur H pour i = 1,2,...

3. ¢k, =¥ sur Hpouri=1,2,.,
ou s(y) désigne le sous-gradient de ¢ disponible & chaque yf.

Plusieurs modéles remplissent ces conditions, par exemple la fonction linéaire
suivante
o) = p(a*) + (s(z*),y — 2*) Vyed

Comme s(z*) € dp(z*), la condition (1) est satisfaite pour ¢ = 1. Pour les autres
modéles ¥, i = 1,2,..., il y a plusieurs possibilités. On peut par exemple choisir

15

pouri=1,2,..
b (y) = max{l W), w(uf) + () v —ui)} Vye H. (7.3.8)
Les conditions (2) et (3) sont évidernment satisfaites, la condition (1) est aussi

vérifiée puisque chaque morceau linéaire de ces fonctions est sous .
Une autre possibilité est de prendre pour ¢ = 1,2, ...

wina(y) = max{e()) + (@) y - v)} Yy e i, (7.3.9)

avec y§ = z*. Etant donné que s(yf) € B(y;?) pour § = 0,...,4 et puisque

hy > @F > I¥, toutes les conditions sont alors vérifiées.

En comparant (7.3.8) et (7.3.9), on remarque que la fonction I} joue le méme
role : la i fonction linéaire (yF) + (s(¥),y — 95 J = 0,...,5 = L.

L’algorithme suivant décrit ce que l'on appelle le pas "sérieux" : on ne passe a
Pitération suivante que lorsque approximation est adéquate.
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Algorithme du pas sérieux.
Choisir ¥ € I un point de départ, o € [0,1) et cx > 0.
1= 1.
1. Choisir une fonction convexe f vérifiant les conditions (1)-(3) et résoudre
le probléme (P¥) pour obtenir yf.

2. 51

llew [F@E) = FEM] P+ 2elow) — of )
< o [llew [F(yF) — F@¥)] + 2* — gf P + llvf — 2*[°] ,

alors y* = y¥, 4, = i et STOP
y* est le pas sérieux.
3.7 =1+ 1 et retourner au pas 1.

Notre objectif maintenant est de montrer que si z¥ n'est pas une solution du
probléme GVIP(K; F; ) et si les modéles ¢, ¢ = 1, ... vérifient les conditions (1)-
(3), alors il existe 4, € INp tel que ¢f est une bonne approximation de ¢ au poing
zF, i.e, que Palgorithme s’arréte aprés un nombre fini d’itérations a I'étape 2.

Pour établir ce résultat, nous avons besoin d'un lemme trés technique qui a
été démontré par G.Salmon, J.J Strodiot, et V.H Nguyen dans I'article [16],
proposition 2.1

Lemme 7 Supposons que le probléme GVIP(K; F;¢) posséde au moins une so-
lution, et que le sous-différentiel Op est borné sur des sous-ensemble bornés de K.
Supposons aussi que pour k, la suite des modéles o, i =1,2,... vérifie les conditions
(1)-(8),et soit pour chaque i, yf unique solution du probléme (PF). Alors

(1) ¢(yf) — et W) = 0,
(2) La suite {yf} converge fortement vers

1
ko : k2 k ek
7" = argmin{p(y) + 5 —lly — "I + ("), y - 250

lorsque 1 — +00.
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Théoréme 13 Si en plus des hypothéses du lemme 7, F est Lipschitz continue sur
K de constante L > 0, et 51 0 < ¢ < 0/(2L) et si a* nlest pas une solution du
probleme GVIP(K; F; ), alors algorithme ci-dessus s’arréte aprés un nombre fini
d’itérations iy, f, est une bonne approzimation de ¢ en zt et yt =gk .

Preuve

Comme F est Lipschitz continue sur K de constante L > 0, le critére d’arrét dans

Iétape 2 est vérifié si
AL|yk — o|? + 2enlp(w)) — ()] < oPllyf — 2,

et dong
2ex(io(uf) — wi (W] < i — 2*|* [0® — L] - (7.3.10)
Par le lemme 7, on sait que o(y¥) — @F(yF) — 0 et que ||y — 2F||2 — [|7* — 2F|%,
ainsi le membre de gauche de Vinégalité (7.3.10) converge vers 0. De plus, on sait
que ¢ < 0/(2L) et comme z* n’est pas une solution du probléme GVIP(K; F;p),
on a
[0?—GL%] >0 et |If* —="|* >0,

et donc le membre de droite de inégalité (7.3.10) converge vers un nombre positif,
En conséquence, cette derniére inégalité sera satisfaite pour ¢ suffisamment grand,
ce qui veut dire que le critére d’arrét sera vérifié aprés un nombre fini d’itérations,

a
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7.3. UNE METHODE FAISCEAU POUR RESOUDRE DES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES GENERALISEES

Algorithme faisceau 1.
Pas 0 : Initialisation
Soit #° € K un point de départ, une tolérance o € [0,1) et 8 € (0, 1).
Définir g = 2%, k=0et i = 1.
Pas 1 : résolution du probléme (FF)
Choisir 0 < ¢ < ¢/(2L) et une fonction linéaire convexe définie par morceaux ¢
vérifiant les conditions (1)-(3). Résoudre le probléme
, : 1 .
(PFy min{pf(y) + 5 —lly — 2P + (F "),y — 25},
yeK 2¢k

pour obtenir I'unique solution optimale y}.

Pas 2 : Condition pour le pas serieux.

Si-
llew [GF) = FE] 1P+ 20e(0(f) — i ()
< o® [llex [Fyh) = Fa")] +a* — il + llof — «*|]
alors, définir ¢* = y¥, 2" = 2 — apmv” et yit! = 2P+, avec
€[1-0,14+6}, a= %”_Zﬁ, et v¥ = F(y¥) — F(2*) + i(a:’" —yf).

E=k+1eti=0

Pas 3 : incrémentation.
i =1+ 1 et retourner au pas 1.

Des théorémes 9 et 10, on peut déduire le résultat de convergence suivant :

Théoréme 14 Supposons que F soit Lipschitz continue sur K de constante L > 0,
que le sous-différentiel O soit borné sur des sous-ensembles bornés de K, que la suite
{0k} vérifie les conditions (1)-(3) pour tout k et que ¢, > ¢ > 0. Supposons ausst que
le probléme GVIP(K; F'; @) posséde au moins une solution. Si la suite {a*} générée
par Ualgorithme faisceau 1 est infinie, elle converge faiblement vers une solution du
probleme GVIP(K; F; ). St aprés un certain k, le pas 2 n'a pas encore été satisfait,
alors =% est la solution du probléme GVIP(K; F;y). La convergence sera forte et
linéaire, si en plus, (F + 0(¢ + Ix))™! est Lipschitz continu dans un voisinage de

2610,
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7.3. UNE METHODE FAISCEAU POUR RESOUDRE DES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES GENERALISEES

Pour pouvoir implémenter cet algorithme, il est nécessaire de définir un critére d’ar-
rét. Mais d’abord, rappelons qu’un point z* € K est un point d-stationnaire pour
le probléme GVIP(K; F'; @) si

Iy € F{z*) + 0s{p + Ix)(z*) tel que ||v}| < 6.

Fn utilisant successivement la définition de z* point §-stationnaire, la définition
du sous-différentiel, Vinégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

Vye K o(y) - w(w*) > (y-Fa)y—z") -4
VekK (F(z'),y—2")+oly) — o) 2 —l7llly -2 -6
Vye K (F(z*),y~a*) +o(y) — p(*) > =blly — ™| - &

Par l'optimalité de ¥, on a
v = F(a*) € 0} + ) (95), (7.3.11)
k

avec v} = - (a* — of).

En utilisant la définition du sous-différentiel et le fait que ¢ < ¢, on a que
(7.3.11) implique chacun des résultats suivants :

YyeK ¥ y) = o) + (0f — F)y - o)
Ve K oy) > o (y) = o@f) + (f — Fa*),y - o) — (0(uh) — i (1)
v — F(a*) € 8p(e+ L) (yh),

avec 0F = p(yF) — ‘Pi’(yf)

En conséquence, si ||7F]| < & et si 68 < 4, alors yf est un point -stationnaire
pour le probléeme GVIP(K; F; ¢).
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7.3. UNE METHODE FAISCEAU POUR. RESOUDRE DES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES GENERALISEES

La proposition suivante va nous aider & montrer que le critére d’arrét est vérifié
aprés un nombre fini d’itérations,

Proposition 24 Supposons que ¢ > ¢ > 0 pour tout k. Si la suite {a*} générée
par Ualgorithme faisceaw 1 est infinie, alors |y || — 0 et 6 — 0 lorsque k — -+oo,
Si la suite {z*} est finie ot k est le dernier indice de cette suite, alors ||[yF]] — 0 et
8F — 0 lorsque i — +o0.

Preuve

1. La suite {z*} est infinie.
Soit z* une solution de I'opérateur T' = F + 8(yp + I}, on sait par le lemme 4, que

- k_ k)
Jm iy =% =0,

par conséquent, {[|yt — z*||} que tend vers zéro lorsque k — +o0,

et comme ’y,f; = é(ﬂ?k - y;’i) ou ¢ > ¢ >0, ’Yﬁ- — 0.

Ensuite, en utilisant le critére 2 de Palgorithme faisceau 1, et la continuité de £,
b k k(o ok ke
5 = (o) — i, () < 5 llvs, — 2711

et donc 6f — 0 quand k — +o0.
2. La suite {z*} est finie et k est le dernier indice de celle-ci.

Par le théoréme 14, z* est une solution du probléme GVIP(K; F';¢). De plus,

par le lemme 7, o(y¥) — ©¥(yF) — 0 lorsque i — +oo et la suite {yF} converge
fortement vers

1
ko . Lo k)2 By ok
g = argmin{p(y) + 5 -lly — "I + (F 2",y - 2),

lorsque ¢ — +00. Or, §* = z* lorsque z* est une solution du probléme GVIP(K; F; ¢),
on obtient finalement que ||7¥|] — 0 et 6% — 0 lorsque ¢ — +oo.

Avec ce critére d’arrét on peut ré-écrire 'algorithme faiscean de cette fagon :
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~ 7.3. UNE METHODE FAISCEAU POUR RESOUDRE DES INEQUATIONS
VARIATIONNELLES GENERALISEES

Algorithme faiscean 2.

Pas 0 :Initialisation
Soit z° € K un point de départ, une tolérance o € [0,1), § > 0 et 8 € (0,1). Définir
wW=a%k=0eti=1.

Pas 1 : résolution du probléme (P})
Choisir 0 < ¢; < o/(2L) et une fonction linéaire convexe définie par morceaux ¥
vérifiant les conditions (1)-(3). Résoudre le probléme
. b 1 . .
(PF)  min{ef@) + 5—lly — 2" + (F(z*),y - ")},
yeK 2¢,
pour obtenir 'unique solution optimale y7.
Calculer of = -(2* — yF). Si [vf|| < 6 et si (yf) — ¢f(yF) < 6, alors STOP.

y¥ est un point d-stationnaire.

Pas 2 : Condition pour le pas serious.

Si
llew [F(y) = F@*) P+ 2eu(e(wf) - wE @)
< 0 [llew [F(yf) = F(a*)] +2* —yf P + llgf — 2*|I°]
alors, définir y* = yf, 2F+! = 2% — apmv® et ybT = 2F+ avec
Te€[1—-0,140], a= %, et v* = F(yf) — F(z*) + —6—1;(3:"c — M.

k=k+1letz=0

Pas 3 : incrémentation.
¢t =1+ 1 et retourner au pas 1.

De cet algorithme on déduit le théoréme de convergence suivant

Théoréme 15 Sous les hypothéses du théoréme 14, Ualgorithme faisceaw 2 existe
aprés un nombre fini d’itérations avec un point é-stationnaire. I'n d’autres termes,

il existe k et © tels que

IvE <6 et o) — b <6
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7.4. APPLICATION

7.4 Application

Dans cette partie on propose une application de l'algorithme faisceau 2 décrit &
la section précédente lorsque F' est linéaire. Les résultats de cette application seront
repris plus loin dans des tableaux ol nous aurons testés les divers parametres et
regarder lesquels nous fournissaient les meilleurs résultats. Tout ceci a été réalisé &

’aide du logiciel Matlab.

7.4.1 Description du probléme

On considére application F définie par F(z) = Qz ou z est un vecteur de R",
(2 une matrice carrée {n X n) non-symétrique générée aléatoirement et rendue semi-
définie positive par la suite. Dans ce cas, F' sera monotone et Lipschitz continue sur

IR"™.
La fonction ¢ est définie sur IR" et est le maximum de cing fonctions quadratiques :

pi(z) =z Clg — 'z, =1,..,5,

avec C? une matrice (n X n) symétrique définie par
CYJ, = exp (E) cos(ik)sing, i<k  Ch= H' sin j| + Z |CZ1,
ik
ot d/ est un vecteur de IR™ dont les composantes sont les df = exp (1) sin(iy).
L’ensemble des contraintes K est défini par les contraintes d’inégalités suivantes :

mn
Y w21, 0<z<5i=1,..,n
i=1

Remarquons que comme domg = R*, K Cint(domey).
Pour les fonctions ¥, on a choisit pour £ € IN et pour ¢ = 1,2,...

ohy = max {oh) + (s@h), - — 1)}

Le sous probléme (PF) est ici un probléme de programmation quadratique :

min {w+ zlly — 2** + (F(z*),y — 2)}

sc w3 oWk + (s@h),y -y, i=0,.,i-1
ye K
w € R.

(PH =

Nous avons utilisé la fonction "quadprog" prédéfinie en Matlab dans le "Optimiza-

tion Toolbox",
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7.4. APPLICATION

7.4.2 Résultats

Nous avons choisi de tester notre probléme sur 10 matrices (10 x 10) générées de
fagon aléatoire. Nous avons obtenu des matrices avec des coeflicients divers : néga-
tifs, quasi nuls, mais aussi de grands coeflicients proches de 10000. Voici les résultats
obtenus en comparaison avec la méthode de pas extra-gradient.

1. Méthode de pas extra gradient.
Nous avons testé les valeurs suivantes :
cd=099,6=10%0=05¢et 7, =1

Matrice | Pas séricux | Phi final | Cpu
th 30 0.2657 | 22.4370
Qs 30 0.2679 | 13.6560
O 32 0.2659 | 16.7820
Q4 33 0.2657 | 21.1560
Qs 37 0.2619 | 22.5000
Qs 35 0.2920 | 15.1410
Q7 36 0.2943 | 29.1880
Qs 36 0.2664 | 18.0150
Qo 35 0.2909 | 31.5780
Q10 36 0.2634 | 16.5470

2. Méthode unifiée.
Nous avons pris les valeurs suivantes pour nos parametres :
—0.99,6 =105, 6 =05 et 7, = 0.5

Matrice | Pas sérieux | Phi final | Cpu
Q1 38 0.2657 | 29.9680
2 35 0.2679 | 23.0780
Qs 29 0.2659 | 18.9060
Q4 28 0.2657 [1.5930
O 31 0.2619 | 13.2500
Qs 25 0.2920 | 14.7190
Q7 17 0.2943 | 11.1090
Qs 28 0.2664 | 18.5470
Qo 27 0.2909 | 17.7810
Qo 35 0.2634 | 15.6100
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7.4. APPLICATION

Nous avons testé les valeurs suivantes :
0=099,6=10%0=05et 7, =1

Matrice | Pas sérieux | Phi final | Cpu
@1 38 0.2657 | 26.8280
Q2 36 0.2679 | 19.3900
Q3 29 0.2659 | 17.8130
on 29 0.2657 | 12.8750
Qs 33 0.2619 | 14.1400
Qs 29 0.2920 | 14.7500
Q7 21 0.2943 | 12.2960
Qs 28 0.2664 | 12.3750
Qo 28 0.2909 | 17.7190
Q10 36 0.2634 | 15.7660

Nous avons testé les valeurs suivantes :
oc=099,8=1050=05¢ct 7, =15

Matrice | Pas sérieux | Phi final | Cpu
Q1 39 0.2657 | 25.9370
Qs 36 0.2679 | 21.7180
Qs 30 0.2659 | 17.4840
Q4 30 0.2657 | 14.5940
Qs 33 0.2619 | 13.6090
Qs 29 0.2920 | 14.4370
Q7 21 0.2943 | 10.6090
Qs 31 0.2664 | 14.4680
Qo 26 0.2909 | 15.3280
o 36 0.2634 | 15.5000

Pour chaque matrice nous avons représenté en rouge la méthode qui donnait le
meilleur temps d’exécution. La méthode unifiée avec 7, = 1.5 donne en majorité de

meilleurs résultats.
En bleu nous avons représenté la méthode qui effectuait le moins de pas sérieux, il

s'agit de la méthode unifiée en majorité pour 7, = 0.5.

On constate que la méthode unifiée fournit de meilleurs résultats que la méthode
extra-gradient a I'exception des tests se rapportant aux matrices Q1 et Q)o. 1l s’agit
de deux matrices contenant des coefficients assez grands (proche de 10000).

Pour ce qui est des paramétres de la méthode unifiée, nous avons surtout choisi

de faire varier 7.
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7.4, APPLICATION

Lorsque 1’on compare les résultats obtenus pour 7 = 0.5 et 7, = 1, on observe
que c’est assez mitigé : dans certains cas, on effectue un pas sérieux en plus et on
obtient la solution plus rapidement, par contre dans d’autres cas, le fait d’en faire
plus ne diminue pas le temps d’exécution. Dans ces cas 14, la méthode avec 7, = 0.5

est & préférer.

Par contre pour 7, = 1.5, le temps d’exécution est de fagon général meilleur
par rapport aux deux autres tableaux mais I'on effectue généralement plus de pas
sérieux que dans les deux résultats précédents.

On constate aussi que dans les 4 cas, la valeur de la fonction ¢ a toujours la

méme valeur.

Cependant, il ne s’agit que d’un seul exemple pour lequel la méthode a é&té
appliquée, il est donc trés difficile de tirer des conclusions générales.
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Conclusion

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a une famille d’algorithmes pour
résoudre des problémes de recherche de zéros d’opérateurs maximaux monotones
définis sur des espaces de Hilbert réels.

Dans un premier temps, il était important de bien définir le probléme, d’ana-
lyser les principales techniques de résolution de celui-ci et d’en retirer les résultats
nécessaires & |’élaboration de 'objectif de ce mémoire.

1l s’agissait de décrire une méthode pour permettre I'unification de deux mé-
thodes proposées dans les articles de Solodov et Svaiter, 4 savoir la méthode hybride
de point proximal avec pas de projection et de la méthode hybride de point proxi-
mal avec pas extra-gradient, pour résoudre ces problémes. Nous avons pu constater
qu’en élargissant le critére de définition de solutions approchées et en modifiant la
définition de l'itéré suivant, d’une part les méthodes hybrides de pas de projection
et de pas extra-gradient se retrouvaient comme cas particulier de cette union, et
d’autre part nous obtenons de bons résultats de convergence globale et un taux de
convergence localement (super) linéaire.

Nous avons aussi mis en évidence que cette méthode pouvait s’appliquer & divers
problémes, comme les méthodes faisceaux ou encore les méthodes de décomposition
forward-backward. D’un point de vue numérique, nous avons choisi de tester notre
algorithme sur un exemple bien précis et nous avons pu constater que les résultats
fournis étaient dans la majeure partie de cas, meilleurs que ceux obtenus avec la
méthode de pas extra-gradient.

Mais, il faudrait encore faire de nombreux tests numériques avec des problémes
les plus diversifiés possibles pour démontrer toute L'efficacité de cette unification.
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