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1. LE CONTEXTE DE LA THESE

1.1. Systémes de multiprogrammation,

En des termes tout a fait généraux, un systéme informatique
peut &tre décrit comme un certain ensemble structuré de ressour-
ces. Chacune de ces ressources est spécifiquement congue et/ou
dédiée a une fonction particuliére. Un programme est un proces-
sus demandeur de ressources : son exécution est constituée d'une
séquence d'opérations élémentaires; chacune desquelles requérant
l'utilisation de certaine(s) ressource(s) pendant une certaine

durée de temps.

Parmi ces ressources, les processeurs sont les unités qui
"traitent" les informations. Chaque traitement élémentaire (on
instruction) nécessite un ac&és a certaines informations, comme
le code de l'instruction et les opérandes. On utilise le terme
générique de mémoire pour désigner les supports physiques sur
lesquels sont stockées les informations.

A proprement parler, il n'existe pas une seule mémoire,
mais plutdt plusieurs types, ou niveaux, de mémoire. Les infor-
mations ne sont accessibles du processeur gqu'a partir de niveaux i
appelés, pour cette raison, centraux., La mémoire centrale, cof- i

teuse pour des raisons technologiques, est, par ce fait méme,

relativement limitée., Elle est alors prolongée par des mémoires
périphériques ou secondaires, a la fois beaucoup plus vastes et
moins cofiteuses. Une telle hiérarchie de mémoires est générale-

utilisée de la fagon suivante : la mémoire centrale sert au




stockage du code objet des programmes, tandis que les informa-
tions d'un usage occasionnel (fichiers de données, pa? exemple)

sont mises sur les niveaux périphériques.

Afin de permettre une utilisation rationnelle et efficace
des différentes ressources, un tel systéme travaille générale-
ment en multiprogrammation, Rappelons ﬁue ce terme désigne un
mode de fonctionnement selon lequel plusieurs programmes peuvent
8tre simultanément pris en charge par le systéme. Une ressource
momentanément non utilisée par un programme peut alors &tre al-
louéde a un autre programme, Cette utilisation en paralléle- des
ressources améliore leurs taux d'activité individuels, et, par
conséquent, les performances du systéme tout entier.

La gestion d'un systéme de multiprogrammation pose des
problémes décisionnels compioxea dont la plupart sont loin d'é-
tre malitrisés. D'une fagon informelle, il s'agit d'allouer les
ressources aux programmes de maniére A optimiser certaines me-
sures de la performance du systéme.

Un des problémes clés est l'allocation de la mémoire cen-
trale., D'une part, étant elle-m@me limitée, la mémoire centrale
limite la taille et le nombre de programmes pouvant &tre exécu-
tés simultanément; elle restreint donc la capacité de multipro-
grammation du systéme. D'autre part, iea performances propres a
1'allocation de la mémoire conditionnent étroitement celles élo—
bales du systeéme,

Parmi les techniques permettant un usage partagé de la

mémoire centrale, celle de la mémoire virtuelle est de plus en




1.3

plus utilisée dans les systémes actuels. Le paragraphe suivant

en décrit les principes de base.

1.2, Mémoire virtuelle. .

Cette technique doit son nom au fait qu'elle permet de re-
culer, "virtuellement", les limites physiques de la mémoire
centrale, Contrairement aux méthodes d'allocation selon les-
quelles le code objet des programmes est chargé entiérement en
mémoire centrale, et y est maintenue statiquement jusqu'a la
fin, i1 s'agit d'une méthode d'allocation qu'on peut qualifier
de partielle et dynamique.

La raison d'&tre de la mémoire virtuelle est essentielle-
ment la suivante. Au cours de l'exécution d'unﬂﬁrOgramme, les
informations accédées sont généralement concentrées dans cer-
taines zones spécifiques du code objet. Du fait de cette loca-
lisation des références, les besoins instantanés en espace des
programmes sont assez réduits, comparativement a la taille to-
tale de leur code objet. Pour chacun des programmes, il est donc
raisonnable de n'en garder en mémoire centrale que les parties
momentanément requises. Les parties restantes sont mises sur
nne mémoire secondaire et chargées en mémoire centrale seulement
en fonction des besoins.

Ce mode d'utilisation de la mémoire peut &tre sous la res-
ponsabilité du programmeur : celui-ci découpe lui-m@&me son pro-
gramme et spécifie au systéme les moments opportuns pour charger
ou décharger telles ou telles parties; c'est la méthode dite

des overlays, Au contraire, la mémoire virtuelle référe au cas
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ol1 cette allocation partielle et dynamique de la mémoire est
entiérement a la charge du systeéme,.

Le découpage des programmes se fait alors au moment de la
compilation. Leur code objet est partitionné en blocs contigus
appelés segments, ou pages lorsqu'ils sont tous de méme taille.
Chaque information est identifiée par une adresse virtuelle de
la forme : (identité du segment, déplacement a partir du début
du segment). Les transferts d'informations entre la mémoire
centrale et son prolongement virtuel se feront toujours par
segment entier, d'un seul tenant. Pour convertir une adresse
virtuelle en adresse physique (emplacement actuel d'une infor-
mation), il suffit alors d'une table des segments, comme il
est illustré a la figure 1.

Tout au long de l'exécution des programmes, le systéme
doit également décider de la répartition dynamique des segments
d'informations, et par conséquent de leurs mouvements, entre
les différents niveaux de la mémoire. Les segments requis par
le processeur doivent &tre présents en mémoire centrale, Par
conséquent, lorsqu'un programme encourt un déféaut dé segment
(référence a un segment absent de la mémoire centrale), il est
interrompu au moins jusqu'a ce que le segment fautif soit chargé
en mémoire centrale, Les décisions d'allocation sont donc une
fonction cruciale : chaque programme devrait &tre interrompu

le moins souvent possible par ces attentes de transferts.
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Table de conversion

Tdentités Adresses phys.,

des segments | début des seg.

——> x ! a(x —
adresse logique : (x,d) BN i o e S -
x : identité du segment i

d : déplacement a partir i

du début du segment

1‘

adresse physique : a(x) + d

Fig. 1. Conversion d'une adresse logique en adresse physique.
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1.3. Plan de la thése,

LL'objet de cette thése est l'analyse des problémes de con-
tr8le et de décision qui se posent dans la gestion dynamique
d'un systéme & mémoire virtuelle paginée, Grosso modo, ces pro-
blémes se situent a 2 niveaux :

- d'une part, l'allocation de l'espace en mémoire centrale a
chacun des programmes, considéré individuellement, et

- d'autre part, l1'allocation des ressources du réseau a4 un-:en-
semble de programmes, cl'est-a-dire les interactions entre les

différents programmes au niveau global du systéme, ' -

Le premier probléme sera essentiellement formulé comme un
probléme d'allocation dynamique d'une mémoire centrale, considérée
comme un ensemble de cadres de page disponibles, a des programmes,
considérés comme des processus générateurs de demandes de pages.
Ce probléme de décision est en avenir non déterministe : prati-
quement, les références des programmes ne sont jamais connues a
l'avance, Toute stratégie d'allocation de la mémoire repose donc
sur ine méthode de prévision : au fur et & mesure du déroulement
d'un programme, son comportement passé est mémorisé pour estimer
celui a4 venir, conformément a certaines idées que 1l'on a sur les
propriétés corrélatives de ce comportement. Intuitivement, 1'in-
cidence de ces estimations dynamiques et instantanées sur chacune
des décisions élémentaires d'allocation devrait &tre la suivante :
les pages estimées comme probablement requises dans un avenir
proche sont maintenues (ou chargées) en mémoire centrale, tandis

que celles peu probables sont laissées (ou déchargées) sur la
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mémoire secondaire, Un théme central de cette thése est préci-

sément de justifier l'efficacité de ce principe heuristique.

Préalablement a l'analyse des processus d'aliocation
d'espace, le chapitre 2 étudie les processus des demandes de
pages générées par un programme au cours de son exécution,
Les modéles de prévision du comportement sont formulées comme
des regles d'estimation des références futures sur la base de
celles passées. Ensuite, nous discuterons de la modélisation
des programmes de fagon a refléter leur tendance a la locali-
sation, Nous terminerons ce chapitre par des exemples de qué—
les les plus utilisés,

LLe chapitre 3 est consacré aux algorithmes de pagination
a partition fixe. Sous ce mode d'allocation, chaque programme
ne peut jamais occuper qu'uﬁe zone de taille fixe de la mémoire
centrale, Lorsqu'une page doit &tre chargée alors que le pro-
gramme occupe déja le nombre maximum de cadres qui lui est
alloué, il faut choisir une page du programme a remplacer de
la mémoire, Pour des progrémmeu localisés, nous justifie?ohs le
remplacement de la page la moins suscéptible d'8tre requise a
la référcence suivante. Les performances de ce critére " terme
immédiat" seront également analysées a travers quelques modeles
de comportement originaux, inspirés des méthodes dites de lissa-
ge utilisédes dans la prévision des séries chronologiques.

l.es stratégies d'allocation a partition variable, sous
lesquelles aucune limite fixe n'est imposée quant a4 la quantité

d'espace allonée a chacun des programmes, font l'objet du cha-
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pitre 4. Les stratégies d'allocation devraient alors réaliser
un certain compromis entre la minimisation du nombre de défauts
de page et la minimisation de l'espace alloué au programme.

En nous inspirant du principe de l1'offre et de la demande, nous
énoncerons une formulation générale des stratégies a 1l'ensemble
d'activité (working set) : pour chaque instruction élémentaire,
on n'allouera que les pages dont la probabilité d'&tre référen-
cées dans 1'immédiat excéde un certain niveau fixé a priori,.

Ce principe d'allocation sera particularisé A divers modéles

de comportement, et justifié dans le cas des comportements

localisés,

LLe chapitre 5 présente l'analyse de quelques problémes de
contr8le d'un systéme de multiprogrammation & mémoire virtuelle.
D'une fagon informelle, étant donné un certain ensemble de pro-
grammes a exécuter, il s'agit de déterminer les régies de partage
de la mémoire centrale et les régles de priorité & chacune des
unités du systéme, cela de fagon a ce que certaines unités fon-
damentales du systéme, les processeurs et les entrées-sorties
par exemple, soient utilisées le plus possible.

IIne premiére question se pose a propos de la charge opti-
male & imposer au systéme. Une approche classique, basée sur
la théorie des réseaux d'attente, permet de mettre en évidence
l'existence d'un degré de multiprogrammation (nombre de programmes
dans le systéme) optimal. D'autres approches, plus expérimentales,
préconisent une régularisation automatique de la charge basée
sur l'utilisation de 1'unité de pagination (Leroudier et Potier

/T.eP76/) ou sur la durée moyenne de temps virtuel entre 2 défauts

5
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de page (Denning et Kahn LﬁeK?ﬁ?) : 1'unité de pagination trop

souvent sollicitée, ou des défauts de page trop rapprochés, ‘con-
stituent . souvent des critéres indiquant une surcharge possible
du svstéme, tous les programmes s'étranglant au niveau de l'unité
de pagination (thrashing). La caractérisation de la charge opti-

male reste un probléme ouvert, au stade des recherches actuelles,

Le probléme du partage de la mémoire centrale, assez com-
plexe, sera illustré dans le cas de 2 programmes, Dans ce cas,
la partition optimale peut &tre déterminée par une simple pro-
cédnre récursive. Cette procédure conduit généralement a des
partitions biaisées, c'est-a-dire favorisant fortement un pro-
gramme au détriment de l'autre.

La coordination temporelle des programmes a l'intérieur du
systéme sera finalement traitée comme un probléme de programma-
tion dynamique. Une conclusion importante est alors qu'il faut
accorder la priorité aux programmes les moins sujets a des défauts

de page,



2, MODELISATION DU COMPORTEMENT DE PROGRAMME — [LOCALISATION

DES REFERENCES

2.1. Présentation du chapitre.

Ce chapitre est consacré a 1l'étude du comportement de pro-
gramme, Par cette expression, on entend toutes les propriétés
de la séquence des pages référencées par un programme tout au
long de son exécution, Ces propriétés, intrinséques au program-
me considéré, ne servent pas seulement a4 une description stati-
que du programme, La connaissance de la fagon dont les program-
mes se comportent en général est un préalable indispensable a
la conception des régles efficaces d'allocation de la mémoire.

Plutét qu'un ensemble de postulats probabilistes sur un
certain processus aléatoifa, nous considérerons essentiellemt
un modéle de comportement de programme comme une méthode adap-
tative de prévision de ce comportement. Uné telle méthode est
donnée sous une forme explicite lorsqu'elle fournit de; esti-
mations d'une fagon précise, et sous une forme implicite quand
elle génére seulement un ordre sur l'ensemble des pages.

Une attention particuliére sera accordée a la modélisation
des programmes de fagon a refléter une tendance communément
observée, la localisation des références. Nous présenterons des
coﬁditions de localisation a laquelle satisfont la plupart des
modéles considérés dans la littérature: 1vg, IfA,ees

Nous présenterons enfin un test général permettaﬁt de vali-

der des modéles sur la base d'un comportement observé,




2,2, Formulation des méthodes de prévision du comportement,

-

LLe but d'une stratégie d'allocation de la mémoire centrale
est de satisfaire, "au mieux", les besoins dynamiques en pages
des programmes, Llle nécessite donc, de la part du systéme, une
certaine connaissance de ces besoins, Considérons une exécution
particuliére d'un programme déterminé ; soit alors

8 = 2P

1 2 t.-.

la séquence des pages successivement référencées (r

e
& désigne 1la
page contenant les informations requises pour 1la tiéme opération
élémentaire), Cette séquence refléte l'écriture du programﬁe et
la fagon dont les pages sont deécoupées, Néanmoins, elle peut
différer d'une exécution a l'autre, les "donnédes" a traiter
n'étant pas toujours les mé&mes, Considérons la population idéa-
lisée constituée de toutes les séquences particulidres générées
par tous les passages possibles du méme progrémme ; soit Pr la
distribution de probabilité qui caractérise cette population,
Une séquence spécifique s peut alors &tre considérée comme une
réalisation particuliére d'un processus stochastique

s = Rl'n2'°'Rt"'
2 temps discret (seul l'ordre dans lequel les pages sont réfé-
rencées nous intdéresse), et a états également discrets (chaque
référence est un élément de l'ensemble fini X de toutes les pages
du programme),

Cette distribution de probabilité, intrinséque au programme,
peut 8tre estimée 4 partir d'un grand nombre d'exécutions anté-

rieures du programme., Pour chacune d'elles, la trace des pages

est relevée, ce qui permet alors d'estimer certains paramétres
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statistiques importants. Cependant, une telle méthode est évidem-
ment trés lourde a supporter par le systéme, et ne saurait se
justifier que pour certains programmes d'un usage trés fréquent.
En fait, puisque chaque décision élémentaire d'allocation
n'est prise qu'au fur et a mesure du déroulement du programme,
il ne s'agit pas tellement de connaltre les références globalement
et préazlablement a l'exécution, mais surtout de disposer d'une
méthode adaptative de prévision du comportement. Nous nous limi-
terons duns cette these a 1'4tude de ce genre de méthodes. Nous
appellerons une telle méthode un modéle de prévision du compor-
tement, Un modeéle est donné sous une forme explicite quand il
permet de quantifier les estimations d'occurrence des pages,
Sous une forme implicite, il fournit simplement un ordre de
préférence sur les différentes pages du programme,

2,2,1, Modeles explicites,

Ce sont des méthodes adaptatives qui, sur la base d'infor-
mation relatives au comportement passé, générent des prévisions
de références pour chacune des pages. Plus formellement, appelons :
X 1l'ensemble des pages du programme,
dtat passé tout couple (t, st_l). avec t = 1,2,..0 0t 8.1 (= xt"l,
Q@ 1l'espace des états passés,
vecteur de prévision tout ensemble de réels {a(x); xEX} tel que
a(x) @lo, 17]  # x€X ot } alx) =1,

xeX
A 1l'espace des vecteurs de prévisions,
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Définition 2.1,

Un modéle explicite est une application :

P 1 Q —¥F A& (%, st—l) e pt(.. st—l)'

Nous appellerons pt(x, st-l) la prévision de référence de la

page x a l'instant t, étant donné le passé By 1"

Un modéle p sera dit vrai pour un programme si $es prévisions
concordent avec le comportement intrinséque du programme. Plus
précisément :

nefinition 2.2.

Nous dirons qu'un modéle p est vrai pour une chaine S, Qu encore
que S obéit a

pe(xy 8, 1) = PrR.=x |5 _,=s ]
(St_1 = RyeeoRy o
ments de S).

ps si, quels gque soient t, s et x

t=1"?

désigne la séquence des t-1 premiers é1é-

2,2,2, Modeles implicites ou de rangement,

Un modéle de prévision du comportement est sous une forme
implicite lorsqu'il ne spécifie pas les prévisions de référence
d'une fagon précise, mais fournit seulement l'ordre de grandeur
relatif de ces prévisions. Bien que moins riche que la formula-
tion précédente, une formulation implicite permet quand-mé&me la
validation des modéles (§ 2.4), et surtout la conception et
l'analyse d'un grand nombre d'algorithmes de pagination (chap. 3).
Appelons tout d'abord :

n = |X| le nombre de pages du programme,
rangement de X toute bijection b : X — {1,....n},

B l'ensemble de tous les rangements de X,
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Nous avons alors la

Définition 2.3.

Un modéle implicite ou de rangement est une application :
m: Q—B : (t, st—l) - mt(., st-l)'
Pour toute. page x et pour tout état passé (t, st-l)' nous

appellerons mt(x, st-l) le rang de x 4 l1l'instant t étant

donné le passé St 1°

T1 faut maintenant spécifier le "critére" selon lequel les pages
sont rangées. Nous adopterons la

Néfinition 2.4,

-

t Nous dirons qu'un modéle implicite m est vrai pour une chaine
S, ou encore que S obéit a m, si, pour tout couple de pages
x et y et pour tout état passé (t, Bt—l)’ nous avons 1'impli-
cation :
mylxs oy y) S mlys s )
=> PrlRe=x|s,_;=s, ;1% PrRe=y|s, ;=s, ;]

Un modéle implicite vrai range donc les pages dans 1'ordre dé-

croissant de leur probabilité d'occurrence a la prochaine étape,
la page la plus probable recevant le rang 1, ..., celle la moins

probable, le rang n.

Supposons maintenant que nous disposons d'un modéle expli-
cite. Alors, en ordonnant les pages selon leur prévision de ré-
férence, nous obtenons un modéle implicite, dit induit par 1le
modéle explicite original, D'une fagon plus précise :

Définition 2.5.

Un modéle implicite m est induit par un modéle explicite p

si, pour tout couple de pages x et y et pour tout état passé



2.6

(t, st-l)’ nous avons l'implication :
mt(x. 8. ) ¥ mt(Y- ?t-l)
! = Pylxs 8. ;) € p.(yv, s _,).
Avec ces définitions, il est évident que tout modéle de range-
ment induit par un modéle explicite vrai est égaiement vrai,
Remarques.
— Des modéles explicites différents peuvent induire un méme
modéle de rangement, pourvu que les ordres induits par les pré-
visions de référence des pages soient constamment les m@mes.
— Un modéle explicite n'induit pas toujours un modéle de range-
ment d'une fagon univoque, Nous pouvons convenir de départager
deux pages de prévisions égales en accordant le rang le plus
élevé a la page dont le rang a 1l'étape précédente était le plus
plus élevé (un rangement initial de X est supposé donné),.
— A partir d'un modéle explicité ps au lieu d'ordonner les pages
suivant leur prévision pour la prochaine étape, on peut envisa-
ger d'autres critéres de rangement, Notamment, le délai moyen

de récurrence des pages peut &tre déterminé de la fagon suivante,

Pour toute page x et pour tout état passé (t, st-l)' définissons :
1
q_.E_' )(x! St"l) = 1 - pt(x' St—l)' (2.1)
et, d'une fagon récursive, pour tout entier h supérieur a 1 :
(h) u (h-1)
qt (x’ St_l) - z pt(r' st_l)‘qt+1 (x’ St_l‘r)' (2'2)

r#x
Si le modéle p est vrai, alors qgh)(x, St-l) est la probabilité
pour que x ne soit pas référencé avant h étapes :
(n) - T ' 5 e
ag ' (xy sy 1) = Pr R, o#x, ¥ j=1,...,h| s, ;=s. 1, (2.3)

de sorte que, dans ce cas, le délai moyen de récurrence de x vaut :

By (x, 5, 1) = h”gl a{M(x, s, ,). | (2.4)




2.3. Modéles reflétant la localisation.

Aprés ces définitions assez formelles des modéles de pré-
vision du comportement, une question fondamentale se pose en ce
qui concerne le choix d'un "bon" modéle. Un modéle réaliste per-
met tout d'abord d'analyser les processus de demande et d'allo-
cation d'espace avec un maximum de vraisemblance. Mais surtout,
d'un point de vue plus pratique, chaque décision instantanée 4d'
allocation repose essentiellement sur des estimat;ons du compor-
tement a venir des programmes, Les performances du processus d'
allocation exigent donc que ces estimations soient les plusg fia-
bles possibles, K

En plus de son adéquation & des comportements réels, la
méthode de prévision doit aussi &tre aussi simple que possible,
En éffet, une - méthode : qui éxige la mémorisation et la mise a
jour d'un trop grand nombre d'informations, et/ou des procédures
de calcul trop complexes, risque, par ces charges qu'elle impose
au svstéme, d'en détériorer les performances. La procédure de
prévision doit encore &tre autonome et adaptative : elle ne peut
se baser que sur le comportement passé observé des programmes
pour estimer, au fur et a4 mesure, leur comportement futur,

l.e comportement des programmes a fait 1'objet de nombreu-
ses dtudes expérimentales. Toutes ces études confirment, a des
degrés divers, une caractéristique commune a la plupart des pro-

grammes, a savoir leur tendance a la localisation,




2.3.1. NDescription de la localisation,

Lorsqu'on suit 1l'exécution d'un programme au cours du
temps, on constate généralement que les informations accédées
ne s'éparpillent pas au hasard,: ni de fagon uniforme, dans
l'espace des adresses, Au contraire, cette exécution est cons-
tituée d'une séquence de "phases" plus ou moins longues, au
cours de chacune desquelles les références sont fortement con-
centrées dans certaines parties spécifiques du code objet [ﬁfGéB.
Den68a-b, BeK69, Sayv69, Hat72, LeB75, MaB76, BaM76, CoV7§7. :

Cette propriété du comportement, connue sous le nom de.
localisation des références, peut s'interpréter en termes de
"logique" des programmes, Chacune de ces phases correspond a
l1'exécution d'une certaine unité logique de calcul, routine, ou
procédure du programme. Une felle procédure comporte généralement
de nombreuses itérations sur certaines séquences d'instrucéions
spécifiques, et accéde a des données généralement voisines

(61éments consécutifs d'un tableau, par exemple).

A cause du quasi-déterminisme dans certaines boucles, les
affinités séquentielles entre pages sont souvent 1'hn ou l'autre
de ces extrémes : certaines pages sont fort liées logiquement
entre elles, tandis que d'autres s'excluent presque tout a fait,
La matrice des fréquences de transition inter-pages est donc
presque complétement décomposable, et cette propriété a permis

une analyse approchée de certains modéles markoviens AEOV7§7.




2.3.2, Conditions explicite et implicite de localisation.

Aprés cette description du phénoméne de la localisation des
références, il s'agit maintenant de concevoir des méthodes adap-
tatives permettant de détecter. pour chacune des phases d'un pro-
gramme, ses pages momentanément privilégiées. La plupart des mé-
thodes utilisées (lru, 1fu, etc...; voir § 2.3.3) reposent sur
les considérations suivantes.

Supposons que nous soyons au milieu d'une phase de localisa-
tion, caractériséde notamment par un ensemble de pages privilé-
giées. Comment nous y prendrions-nous pour déterminer cet ensem-
ble, sur la base du comportement passé du programme.? Les pages
les plus susceptibles d'une grande utilisation jusqu'a la fin de
la phase sont précisément celles-1a2 mémes les plus souvent réfé-
rencées depuis le début de cette phase. Ceci nous améne a consi-
dérer le "principe" de prévision suivant : les pages fréquemment
utilisées (resp. rarement sollicitées) dans un pagsé récent
sont prévues comme probablement réutilisées (resp. vraisém—
blablement non requises) dans un futur proche.

Dans le cadre d'un modéle expiicite du compo£;;;;;:, la
prévision instantanée de référence d'une page devrait donc &tre
une certaine mesure de l'utilisation récente de cette page. En
d'autres termes, l'effet d'une référence doit &tre d'augmenter
la prévision de la page référgncée, et de diminuer celle des au-

tres pages., Ces considérationsa sont formalisées par la

Définition 2.6.

Un modéle explicite p satisfait a la condition explicite de

localisation (CEL) si, quels que soient (t, St—l) €EQ, et r,



x € X @
x£Fr D pt+1(x, st_l.r) ‘_pt(x, at-l)' (2.5)
Notons que, puisque la somme des prévisions doit valoir 1, celle
de la page référencée r est non décroissante.
Une adaptation de la CEL au niveau des rangements conduit a la

pDeéfinition 2.,7.

TIn modéle de rangement m satisfait a la condition implicite
de localisation (CIL) si, quels que soient (t, st-l) e q,

et r, x € X ¢

x Fr = mt+1(x, st_l.r) > mt(x, at-l)' . (2.6)

Remarquons que ces conditions, bien que similairea,‘ne sont pas
équivalentes,

Ce genre de modéles vise essentiellement la détection
adaptative des pages localemﬁnt privilégiées, et n'a pas la
prétention de refléter, le plus fidélement possible, le compor-
tement intrinséque des programmes, Par exemple, aprés qu'un
programme a itéré un grand nombre de fois dans une certaine bou-
cle, les pages de la boucle poahéderont bien des prévisions ins-
tantanédes plus élevées que celles restantes ; néanmoins, parmi
les pages privilégiées, ce sont bien au contraire celles qui
viennent d'é&tre référencées qui seront, ipso facto, les dernidres
a 1'8tre de nouveau, |

Ces méthodes peuvent encore &tre prises en défaut au
début de chaque phase de localisation ou au cours d'une période
de transition., NDes études expérimentales récentes [ﬁaB?G, BaH7§7
révelent que ces changements peuvent &tre fort brusques, mais
que les périodes transitoires ne constituent gqu'une petite frac-

tion de la vie d'un programme,



Pour une description plus fidéle et plus globale du comﬁorm
tement , on pourrait imbriquer différents modéles A court terme,
du genre de ceux cités en exemple au § 2.,3.3, dans des modéles
de transition inter-phase, Ce genre d'approche n'a pu &tre ana-
lysée d'une fagon satisfaisunte que sous certaines hypothé&ses de
presque décomposabilité /CoV76/. En tant que méthode de prévision,
un tel modéle est évidemment plus lourd, et exige l'estimation

préalable de plus de paramétres, que des modéleg CEL ou CIL.

2.3.3. Exemples de modéles de comportement.,

1) Le modéle a références indépendantes LIDU717.

11 s'agit tout simplement d'un modéle exﬁlicite pour tequel
les prévisions de référence de chacune des pages restent inva-
riantes, quel que soit le comportement passé du programme :

Pt(xi 3t_1) = a(x), ¥ x 9t~(ti-_5_t;1)- (2-7)
o a(.) désigne un vecteur de prévision fixé, Ce modéle doit son
nom au fait que, pour les chalnes obéissant 4 un tel modéle, les
références successives sont indépendantes entre elles (et ont
toutes la mé8me distribution), Basé sur des estimations statiques,
ce mode de prévision ne permet pas de détecter les sauts brusques
de phase ; il peut raisonnablement décrire le comportement a 1'in-
térieur d'une phase éEoV7§7. En raison de sa relative simplicité

analytique, ce modéle est 1'un des plus étudiés,

2) Le mod&éle lru /NGST70, ShT72/.

Nous appellerons modéle lru (least recently used) tout mo-
déle de rangement qui classe les pages suivant la chronologie .-
passée de leur occurrence, la page utilisée la plus récemment
recevant le rang 1, celle la moins récemment, le rang n, D'une
fagon plys précise, les rangements d'un tel modéle satisfont a

la condition suivante : i ‘ ‘



t-1
quels que soient t, st-l = rl...rt_1 € X , et x, vy e X

si max{u 3} u £ t-1 et r = x} BN max{u } u € t-1 et . y%é 53

alors mt(x, st—l) < mt(y, st-l)‘

Le rangement ) est souvent appeléd.. la pile 1lru

m(es 84 4
(étant donné le passé (t, at_l)), et mt(x, st-l)' la distance
ou position de x dans la pile. La procédure de mise a jour de
la pile lru a été déecrite en détail dans /MGST70/ : & chaque
référence, la page référencée est amenée en haut de la pile (po;;'
sition 1), et les autres pages consefvant leur rang relatif,
Contrairement au modéle a4 références indépendantes, le modéle
lru est trés adaptatif, et peut convenir pour la prévision des
chaines fortement localisées,

Un modéle explicite pou;ant induire 1e.modélﬁ.lfu'est le_uw
modéle 4 liste lru (lru-stack mgdel) LghT7g7 : quels que soient

t, 8 et x :

t-1’

p.(x) 8, 4) = b , (2.9)

m(x, sy _4)
ol {big W TR n} est un vecteur de probabilité fixé, et ou
mt(x. st—l) est la position de x dans la pile lru. Pour des chatl-
nes obéissant a un tel modele, les positions dans la pile des
pages consécutivement référencées sont donc indépendantes entre
elles et identiquement distribuées. Afin de tenir compte de la
localisation, on considére souvent 135 bi non croissants :

b, b

i i+1’

Dans ce cas, le modéle induit est trivialement un modéle 1lru,

§ w Lpnais Bela (2.10)

LY

Dans la pratique, ce genre de moddles semble assez satisfaisant

pour un grand nombre de comportements réels [5pD72, Leﬂ7i7.




3) Le modéle 1fu,

Les modéles lru de l'exemple précédent, qui supposent que
les pages utilisées les plus récemment sont toujours celles les
plus probablement réutilisées, peuvent surestimer la localisa-
tion des programmes. Un premier exemple de modéles qui accordent
moins de "poids" aux références récentes peut &tre fourni par le
modéle 1fu, I1 s'agit d'un modéle explicite pour lequel (& par-
tir d'un certain instant) les prévisions de référence des pages
ne sont autres que les;fréquences relatives de leur occurrence
passée. En d'autres termes, pour toute réalisation particq}iére

s = Y.siee?® nous avons :

t-1 1 t-1'
1 t-1
pt(" st—l) - TE:I ugl d(.! ru)l (2-11)

o1l nous avons posé
1, si les pages x et v sont les mémes,
alx, y) = { (2.12)
0, dans le cas contraire.

Signalons la relation suivante entre des prévisions consécutives :
t-1 1
Pt+1('! St—l'r) =% pt(” st—l) * 3 &(s» ®) (2.13)
Des généralisations de ces modéles triviaux, satisfaisant
4 la CEL et/ou a la CIL seront analysées plus en détail dans les

chapitres suivants.



2,4, Un test non paramétrigue pour la validation des modéles.

e

Nous terminerons ce chapitre par{;un résﬁffaggg? 1:{¢;§
concernant la validation des modéles de comportement, consi-
dérés comme des hypothéses statistiques sur des propriétés
corrélatives des chaines de références, Le test de validation
présenté est non paramétrique, en ce sens qu'il est applicable
a tout modéle, méme donné sous une forme implicite. Son prin-
cipe est tout a fait trivial : puisqu'un modéle m vrai range
les pages par ordre décroissant de leur probabilité d'occurrence,
on doit alors s'attendre a ce que les rangs mt(Rt' St-l) svient
constamment assez peu élevés, Le test consistera tout simple-

ment a calculer les rangs moyens observés

‘P
b % X m(Re, s 4, | (2.14)
t=1
qui mesurent l'inadéquation du modéle m & la chaine observée S,
et a rejeter m si ET excéde (n+l1)/2, nldésignant le nombre to-
tal de pages du programmes., Nous montrerons en effet que l'er-
reur de premiére espéce, c'est-a-dire la probabilité de rejeter
un modéle vrai, tend vers zéro lorsque T tend vers 1l'infini,
Lemme 2,1,
Soit p = {pi} un vecteur de probabilité sur-N'= {1,...,n} :

n
p, 20, ¥ 1, et S p; = 1.
i=1

Supposons de plus les p; non croissants :

Py a Py, Pour tout i=1,.0., n, (2.15)

Nous avons alors les inégalités :



i>k ixk
quel que soit k entier (positif, négatif, ou nul), ou le

vecteur u correspond a la distribution uniforme sur N::

u =

{1/11, si 1 €N,
0, dans le cas contraire.

La démonstration de ce lemme trivial sera laissée au lecteur,

Théoreme 2,1,

Si un modéle de rangement m est vrai pour une chalne S,

alors, pour tout T et pour tout k :
w M pl T om(n, s, ) > ¢ o  (28)
tY e Tt-l - k 5
t=1

ou les U:T sont définis récurrentiellement par :

U*O " {1, si k € 0,
k 0, dans le cas contraire;

T a Y U?T_l u , pour T > 0O, (2.20)
k 3 J k-J :

Notons que U:T n'est autre que la probabilité pour que la somme
Vy de T variables aléatoires indépendantes et uniformément dis-
tribuées sur N soit supérieure a k.

Démonstration,

Nous avons tout d'abord :
T-1
= el 3w (R, S,_;) = 3]
a t=1

T=1
o Prim (Ryy Sp_y) > k- |tzlmt(nt.st_l) = J]

qi

I

T-1
3 e 5£1mt(ut' 8, ) = 8]s I w o
J =

13k-J

en vertu du Lemme 2,1,

Z Ps € Z Ues (2-16)

(2.17)

(2.19)



En d'autres termes

a' € Ppr_ ): m (R " ) ¥8 8 K] (2.21)
t t-1 i
tsl e rdg RS o .
ol U désigne une variable aléatoire distribuée uniformément -
T-1
sur N, et indépendante de ) m (R _, S L
t=1 LR t-}.

Cela étant, nous allons démontrer le théoréme par induction.
L'inégalité (2.18) est triviale pour T = O. Supposons-la vraie

pour T-1 (® 0). La majoration (2.21) de o' peut encore s'écrire :

§ el t§1m (Rev Sgy) > 3] -y 8
€ ¥ U?T'l u_y v Par induction
- uXT , en veru de (2.20). C.Q.F.D.

Ce théoréme conduit au

Corollaire. ' ' : 3

Si m est vrai, alors, pour tout T et pour tout e > 0
déf

a =% P E& - (n+1)/2 > ¢ ] € o?/ Tez, ‘ (2.22)

s R b
ou 0 deésigne la variance d'une variable uniformément

distribuée sur N :

2 1 © N2
e = =  F (4= (ned)/2)". (2.23)
i=1
Démonstration,
T
¢« = P tzl mt(Rt’ St-l) > T(n+l)/2 + Te]

€ pr Vp ® T(nel)/2 + Te ]

ou, en vertu du théoréme 2.1, VT représente la



somme de. T variables indépendantes uniformément

distribuées sur N,
Pr_ Vv, - KV, ] > Te]
Pl (V, - J!Dr,r:[)2 » 12¢%]

£ 62/ Tcz. en vertu de 1'inégalité classique de

IN

Markov-Tchebitchev., C.Q.F.D.

Notons que, pour de grandes valeurs de T, une borne supé-
rieure plus fine de o peut &tre obtenue grice au théoréme de
tendance normale de Lévy-Lindeberg :

Pr_ Vo - EEVT:] > Te] = 1 - FG(GV“F/O'), (2.24)

oli F, est la fonction de répartition gaussienne.

Etant donné une chaine de références observée, le test ‘
présenté peut permettre une-pramiéra "décantation" dans le
choix d'un modéle de comportement : ‘
1) on rejettera les modéles conduisant & un rang moyen observé ‘
supérieur a (n+1)/2;
2) entre plusieurs modéles, on préférera celui pour lequel ce
rang moyen est le plus petit,
Ainsi, avec les comportements observés par Lenfant Lien?hg?,
le modéle lru semble &tre un bon modéle : il conduit & un rang
moyen trés faible, inférieur en tout cas A n'importe quel mo-
ddle 4 références indépendantes. Ces observations peuvent cons-
tituer une confirmation de l'existence d'une forte corrélation-
entre les références consécutives. Cependant, on se gardera d' .
en conclure que le modéle lru est le meilleur : il peut en exis-

ter d'autres conduisant a un rang moyen moindre.



2.5, Conclusions,

Four qui veut analyser l'allocation d'espace dans un sys-
téme a4 mémoire virtuelle paginée, les programmes sont essen:-
tiellement des processus demandeurs de pages, Un programme a
ainsi été identifié A la séquence des pages qu'il référence
lors de son exécution, Une vision plus générale du comporte-
ment de programme pourrait inelure les aspects suivants :

1) Les processus de demandes de page sont considérés comme des
processus a temps continu, Une page est demandée pendant
une certaine durée (durée d'exécution de 1'instruction )
variable d'une instruction a l'autre. Un "modéle" A temps
continu assez général est le modéle & réseau de retards
ézen7h97. Une page est requise pendant une durée considérée
comme le temps de passage du programme dans un réseau d'at-
tente, dont chaque noeud retarde la demande d'une durée
distribuée exponentiellement.

2) Chaque référence élémentaire ne porte pas nécessairement
sur une et une seule page. Le code de 1l'instruction et les
opérandes peuvent en effet se trouver sur plusieurs pages
distinctes. Une extension du formalisme de ce chapitre au
cas des références a pages multiples a été faite dans [EQT76Q7.

n dépit de ces lacunes, le formalisme présenté est suffisant

pour l'analyse d'un grand nombre de problémes relatifs a 1l'al-

location optimale de la mémoire, comme nous le verrons aux

chapitres suivants,



En ce qui concerne la prévision des références, signalons

encore les apprdches suivantes :

1)

Avec le risque d'alourdir les procédures d'estimation, on

peut envisager l'utilisation de deux modéles de prévision sé-

parés, 1'un pour la sous-chatne del.iﬁ;frdégions. 1;gﬁ£fe
pour la sous-chaine des données. En¢qffet, au sein d'un
programme donné, les propriétés corrélatives de ces deux
sous-chaines peuvent ne pas 8tre suffisamment semblables

pour pouvoir &tre modélisées par un seul et m8me modéle,
Certains résultats expérimentaux semblent indiquer une plus
forte localisation au niveau de la séquence des instructions
qu'au niveau des adresses des données éieh7i7.

Plutd8t que des modéles localisés (satiafa;aant aux conditiéns

CIL et/ou CEL), on peut rechercher des méthodes de prévision

visant A4 la détection des boucles de programmes, Ce genre

de méthodes, utilisé dans les premiers systémes A mémoire
paginée (Atlas, /KELS62/), est en général fort complexe et
cofiteux a implémenter, Plus récemment, les algorithmes most
recently used et most frequently used, "inverses" de lrulet
1fu, ont été envisagés éth?é?. Bien qu'ils puissent &tre
justifiés pour des programmes a larges boucles, les bonnes
performances généralement observées pour l'algorithme lru
constituent une preuve a contrario de leur inefficacité,
Nous avons proposé un algorithme adaptatif permettant de mé-
morisér la boucle de programme la plus récente AEQT?537. Sa

fiabilité doit encore &tre testée expérimentalement.




3. ALGORITHMES DE PAGINATION A PARTITION FIXE

3.1, Présentation du chapitre.

Ce chapitre étudie les principes, les propriétés, et les
performances des régles décisionnelles qui gouvernent 1'alloca-
tion de la mémoire centrale a des programmes, dans un contexte
ou chacun de ces derniers est astreint, tout au long de son exé-
cution, a une zone fixe délimitée de 1la mémoire centrale, On
peut certes reprocher une certaine rigidité a4 une telle méthode
de partage de la mémoire centrale, qui limite d'une fagon sta-
tique 1l'espace alloué a chacun des programmes. Ainsi, un pro-
gramme ne peut pas céder (acquérir) de l1l'espace au profit (aux
dépens) d'un autre, Néanmoins, c'est une méthode de sécurité
parmi les plus simples garantissant a4 chaque programme actif
une zone d'espace suffisant a4 son bon déroulement,

Considérons un programme s'exécutant dans un tel environ-
nement, Tnitialement, toutes ses pages résident sur une mémoire
secondaire, et, lors d'une premiére "phase", les ﬁages sont char-.
gées au fur et a mesure en mémoire centrale jusqu'a ce que la
limite maximale d'espace alloué au programme soit atteinte, Puis,
a partir de ce moment, le programme ne peut remplacer que ses
propres pages. On donne le nom d'algorithme de pagination a4 1l'en-
semble des régles dynamiques qui décident, & tout instant, des
pages du programme a résider en mémoire centrale, et par consé-
quent, des pages a charger ou a remplacer,

Au paragraphe 3.2, nous commencerons par définir le coft

de la pagination d'un programme comme étant le nombre de char-

gements de pages encourus pendant son exécutiony chaque charge-



ment provoquant une attente de transfert qui retarde le temps

de réponse du programme, Il a alors été démontré que, dans la
recherche des algorithmes optimaux, on peut se limiter aux al-
gorithmes dits "a la demande" /MGST70, ADU71/. Sous ce genre
d'algorithmes, une page n'est chargée que lorsqu'elle est deman-
dée par le processeur, et un remplacement de page n'est requis
que lorsque le programme occupe déja son nombre maximum de cadres.
La caractéristique d'un tel algorithme réside alors dans le choix
de la page a remplacer, et le probléme fondamental est de recher-
cher des "critéres" de remplacement qui soient, sinon optiqéux.
du moins réalisables, simples et efficaces.

En s'inspirant notamment de l'algorithme MIN de Belady 1591657
optimal dans le cas ol les références sont connues a priori, Den-
ning a proposé le remplacemeﬂt,da%la.pigp'deﬁt;lﬁldélaiqﬁoign e &
jusqu'a sa prochaine référence est 1a£pius 1agg}£§eﬁ70lfp.:17§?;
Un critére qonceptuéllement?ﬁlus simﬁibicoqpiatb:L¢remQ£§§3r la
page la moins susceptible d'@tre requise a la référence suivante;
c'est le critére "a terme immédiat".

L'efficacité de ce critére sera justifiéde, pour des progranﬁjgs
qui localisent leurs références dans le temps, au paragraphe 3.3.
Nous y montrerons que, opérant avec une capacité de c cadres de
pages, il génére un taux de défauts de page moindre que tout al-
gorithme non prospectif travaillant avec c-1 pages.

Enfin, aux paragraphes 3.4 et 3.5, nous analyserons les
performances de ce critére a travers deux modéles de comporte-

ment assez généraux inspirés de la prévision économétrique :
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le modéle de lissage exponentiel, et le modéle de lissage sur
les rangs. Pour ces modéles, qui généralisent ceux, classiques,

A références indépendantes et a liste lru, le critére a terme
immédiat est d'ailleurs équivalent au critére du plus long dé-
lai moyen de récurrence., Pour le modéle de lissage sur les rangs,
nous dériverons le taux de défauts de page pour diverses valeurs
de la mémoire allouée, Pour le modéle de lissage exponentiel,
nous établirons l'optimalité de ce critére, aprés en avoir donné

une approximation par excés du taux de défauts de page.



3.2. Formulation des algorithmes de pagination,

3.2.1, Le probléme du remplacement.

-

De fagon informelle, un algorithme de pagination,rﬁ$§£hnt
avec une capacité-mémoire de ¢ cadres de pages et sur une chat-
ne de référencesﬁsvﬁRl...Rt..., est une certaine régle de déci-

sion AP qui génére une séquence d'états-mémoire :

{e (c, AP); t=0,1,2,...} (3.1)
Chaque Et(c. AP), qui représente l'ensemble des pages en mémoi-
re centrale lors de l'exécution de la tiéme opération élémen-

taire, est une partie de X, l'ensemble des pages du programme,
Cette séquence doit évidemment satisfaire aux conditions sui-
vantes :

|E (c, AP)| £ e, ¥ t 2 0, ot (3.2)

E (c, AP) DR, ¥ t > 0. (3:3)

)
Un AP est dit réalisable (APR), ou ;on prospectif, si, pour tout
t, Et(c, AP) ne dépend que de St = Rl"'nt (et de 1'état initial
Eo(c’ AP)). Pour une définition plus formelle des algorithmes

de pagination a partition fixe, on pourra se référer a A;bU7;7.

Dans ce paragraphe, le cofit d'un AP sera pris comme le

nombre de chargements de pages encourus pendant une certaine
période de temps (par exemple, la durée d'exécution du program-
me). Raisonnablement, on peut s'attendre a ce que les perfor-
mances globales du systéme (taux d'utilisation du processeur,
temps de réponse moyen des programmes,...) sont d'autant meil-

leures que chacun des programmes est rarement interrompu par

des attentes de transfert de pages.
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Le collt d'un AP, encouru pendant une période [t, T]. foz) A
1'état de la mémoire & l'instant t-1 étant Et_l(c, AP) = e,
Bera noté ':

T
F[:t’ Tj (e. c, AP) = u§t 'Eu(ci AP) - Eu-l(c’ Ap)l . (301‘)

Cette fonction de coflit permet une grande simplification dans
la recherche des algorithmes optimaux : on peut limiter ses
investigations a4 une classe d'algorithmes de pagination dits
"A la demande" (demand paging).

pDéfinition 3.1.

Un algorithme de pagination est dit a4 la demande (APD) si,

pour tout t, e' = Et(

par une relation de la forme :

c, APD) est relié a e = Et_l(c, APD)

e si Rt € e,

e!' = 6+ Ry ' si R, g eet |e|] ¢ c,

e+ R = zt(c), si R, é e et |le| = ¢,

zt(c) désignant une certaine page dans e (+ est mis pour 1'u-

nion d'ensembles dis joints, et les crochets sont omis pour
les ensembles a un seul élément),.

Théoréme 1.1. (/MGST70, ADU7L/)

Pour tout algorithme de pagination AP, il existe un algorithme

Y

a la demande APD tel que

(el C, APD) £ 1 Cy AP)! -

F F (e
L4, 2] Ce, 2

quels que soient S, e, ¢, t, et T.

De plus, si AP est un algorithme réalisable, il en sera de

mé&me pour APD,
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Notons que, sous une pagination a4 la demande, le nombre de
chargements de page s'identifie au nombre de défauts de page
(lEt(c' APD) - Et-l(c' APD)I ne peut valoir que O ou 1, selon
que Rt appartient a Et—l(c’ APD) ou non),

Il est évident que la définition 3.1 ne suffit pas pour
caractériser complétement un APD : il reste a spécifier 1'iden-
tité de la page a remplacer zt(c). Pour un grand nombre d'algo-
rithmes, ce choix se fait par l'intermédiaire d'un certain
"ordre de préférence” sur X : la page a remplacer est alors la
"derniere" dans cet ordre. Ce genre d'algorithmes sera présenté
au § 3.2,2, Un probléme fondamental de ce chapitre est de déter-
miner des algorithmes de remplacement sinon optimaux, du moins

assez efficaces. Ce probléme sera discuté, en relation avec le

comportement de programme, au § 3.2.73.

3.2.2, Algorithmes déduits d'un modéle de rangement,

Tout d'abord, un ordre de préférence sur X peut &tre spé-
cifié par un modéle de rangement. Avec les notations de la dé-
finition 3.1, nous adopterons la terminologie suivante.

Définition 3.2.

Btant donné un modéle de rangement m, nous désignerons par
M 1'APD pour lequel la page a remplacer z = zt(c) est celle

dans e de rang le plus élevé :

m (2 S;) = max m (v, 8.).
yee

Des exemples triviaux de ces algorithmes non prospectifs peuvent

8tre obtenus A partir des modéles du § 2.3.3. &insd
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— Pour le modele a références indépendantes, le modéle de
rangement induit m est stationnaire : mt(t, st-l) ne dépend

pas de (t, M est l'algorithme A, d'Aho et al /ADU71/.

st-l).
Sous cet algorithme, la page a remplacer est la derniére d'une

liste de priorité statique.

— Le modeéle lru conduit a l'algorithme LRU, La page a rempla-

cer est celle utilisée la moins récemment,

~— Si m est induit par un modéle 1fu, alors M remplace la
page utilisée la moins fréquemment; c'est l'algorithme LFU

(least frequently used),

Ces algorithmes de pagination a la demande, déduits a par-
tir d'un modéle de rangement, et encore appelés algorithmes a
liste de priorité, ont fait 1l'objet d'une étude remarquable de
Mattson et al /MGST70/. Le théoréme suivant y a été établi :

Théoréme 3.2.

Tout algorithme M déduit d'un modéle de rangement m est un
algorithme A4 pile (stack algorithm), c'est-a-dire posséde
la propriété d'inclusion :

Et(c—l. M) ¢ Et(c, M), ¥c¢>1, t >0, (3.5%)

Désignons par

v, (c) = E (e, M) - E (c-1, M). (3.6)

l.a page zt(c) a remplacer de E c, M) (cfr déf. 3.1)

t-l(
satisfait :

mt+1(zt(c). St) = max {mt+l(zt(c-1), St)’ mt+1(yt(c), St)}.
(3:2)




Nous terminerons ce paragraphe en signalant gqu'il existe
des APD qui, bien que reposant sur un "critére de préférence",
ne satisfont pas a la définition 3.2, et par conséquent pas au
théoréme 3.2 non plus, Il en est ainsi notamment de l'algorithme
FIFO (first in first out) : la page & remplacer est celle ayant
sé journé depuis le plus longtemps en mémoire centrale, On peut
en effet exhiber des chaines de références particuliéres pour |
lesquelles cet ordre FIFO ne dépend pas uniquement des référen-
ces passées comme dans le cas d'un modéle de rangement, mais
aussi du nombre ¢ de cadres alloués, D'ailleurs, pour ces 9ha1—
nes, on peut constater l'anomalie suivante : sous l'algorithme
FIP0, le taux de défauts de page ne décroit pas nécessairement
avec ¢ LﬁNS627. Notons que cette anomalie est impossible sous
les algorithmes & liste de priorité, en vertu de 1l'inclusion
(3:5)-

D'autres exemples d'algorithmes qui ne sont pas-a . ﬂ ?
liste de priorité peuvent &tre fournis par les algorithmes pour
lesquels la page a remplacer est choisie d'une maniére non dé-
terministe (c'est-a-dire selon une certaine distribution de pro-
babilité) parmi les pages en mémoire. Il en est notamment ainsi
de l'algorithme RAND de Belady Lfel6§7, et plus généralement
des algorithmes de remplacement aléatoires a préchargement par-

tiel introduits par Gelenbe £5317327.
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3.2,3., Critéres de remplacement,

Un probléme clé dans la conception des algorithmes de
pagination (A4 la demande) est de choisir un critére spécifiant

la page a4 remplacer, et cela en vue de minimiser le coOt (3.4).

Ce probléme a d'abord été étudié dans le cas déterministe
ou le processus des références est connu avec certitude a 1l'a-
vance, Belady éﬁelé§7 avait suggéré le remplacement de la page
qui sera référencée en dernier lieu., C'est l'algorithme MIN,
ou OPT, dont l'optimalité a été établie par Mattson et al /MGST70/
et par Aho et al /ADU71/.

Dans le contexte stochastique, le probléme de la recherche
des algorithmes réalisables optimaux peut &tre formulé comme
un ptobléme de programmation dynamique [KbU7l7. Pour un proces-
sus des références obéissant a un modéle explicite p, les colts

moyens optimaux

¥ (e, s ) = min E[F (e, ¢, APR)| s =s < (3.8)
t t-1 APR Etv Tj- I t-1 " t-=1 i

(¢ et T étant fixés) doivent satifaire, en vertu du principe
d'optimalité et de l'optimalité des AP & la demande (théoréme

3.1), aux équations fonctionnelles suivantes, lorsque |e| = & 2

Fobny Wg ) = rée (s 8, 1)F (e, 8¢-1°T) (3.9)
+ rge Pt(r. st_l){l + ;ég ?;+1(e+r-y, st_l.r)},

pour t < T, et :

Faler apy) = 3 (e s y). . (3.10)



Ce probléme est en général assez complexe, et n'a été ré-
solu que pour certaines structures probabilistes particuliéres.
Ainsi, pour le modéle a références indépendantes, l'algorithme
optimal est l'algorithme AO sous lequel la page a remplacer est
est celle ayant la plus petite probabilité de référence [3bU7l7,
tandis que pour le modéle a liste lru, l'algorithme optimal est
l'algoritﬁme LRU /CoD73, chap. §&/.

En se contentant de régles raisonnables plutdt qu'optimales,
Denning /Den70, p. 178/ suggére la transposition suivante du
critére déterministe MIN : 1la page a remplacer est choisie com-
me celle ayant le plus long délai moyen de récurrence. Y1 est
4 noter que ce critére conduit a l'algorithme A, sous un modéle
a références indépendantes, et a l'algorithme LRU sous un modéle
a liste lru., Néanmoins, il est assez complexe du point de vue
opérationnel. La donnée d'un modéle de comportement de programme
sous une forme explicite est nécessaire; les délais moyens de
récurrence des pages sont alors estimés par la procédure décrite
par les équations (2.1-4).

Nous avons proposé une alternative bien plus simple cbn-
sistant a remplacer la page la moins susceptible d'&tre requise
A la référence suivante [TQT7627. A premiére vue, ce critére
présente, comparativement au critére de la page a plus long dé-
lai moyen de récurrence ou a tout autre critére "raisonnable",
les caractéristiques suivantes :

— a chaque instant, il vise une (sousf)optimisation a trés court

terme, voire m@me A une seule étape, alors que le probléme d'Op-

timisation est & horizon déterminé;
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— a partir d'un modéle explicite du comportement, ce critére a
terme immédiat est direct, tandis que les autres critéres néces-
sitent généralement des calculs auxiliaires plus ou moins com-
plexes; dans ce sens, c'est peut 8tre le critére le plus simple
qui soit;

— un modéle quantifiant explicitement les chances de référence
de chacune des pages n'est mé&me pas nécessaire; il suffit d'un
modéle de rangement, tel que ceux définis au § 2.2.2, permettant
de générer un ordre dynamique sur l'ensemble des pages.

Si la simplicité du critére a terme immédiat peut déja pal-
lier a4 son inefficacité éventuelle, il reste A déterminer des
conditions pratiques sous lesquelles on peut s'attendre a de
bonnes performances de la part de ce critére., Dans le restant
de ce chapitre, nous tenterons principalement de Jjustifier 1l'ef-
ficacité de ce critére, pour des comportements de programme sa-
tisfaisant aux conditions de localisation du § 2.13.

Signalons que, avec la définition 3.2, si un modéle de
rangement m est vrai, alors M remplace la page la moins sus-
ceptible d'@tre requise a la prochaine étape, conformément au
critére A terme immédiat. Pour la commodité, nous adopterons la

Définition 3.2-bis,

Si m est induit par un modele explicite p, nous dirons que
M est un APD induit par p.
Dans ce cas, M remplace la page possédant la plus petite prévi-

sion de référence a la prochaine étape, prévision générée par p.
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3.3. Pagination sous des modéles de rangement localisés.

Nous analysons dans ce paragraphe les performances de
l'algorithme M dans le cas ol m satisfait & la CIL. Le théoréme
3.3 présente une justification du critére a terme immédiat :
si m est vrai, alors M est sous-optimal en ce sens que, Opérant
avec une capacité de ¢ cadres, il est meilleur que h'iﬁporfeﬂquel
algorithme réalisable qui ne dispose que de c-1 cadres. En effet,
dans ce cas, a partir d'un certain instant, les c-1 pages de
rangs les moins élevés, donc les plus susceptibles d'@tre pro-

chainement référencées, sont toutes en mémoire centrale,

péfinition 3.3.

ltant donné un modéle de rangement m pour une chaine S, les
localités instantanées sont constituées, a chaque instant,
des pages de rangs les moins élevés :
- e £
Lt(c') = {x } x e X et mt+1(x, St) £ c'}, (3:1%)

t=0, l’.-.' et c! =0. 1,..0

Avant de démontrer le théoréme 3.3, examinons comment ces
localités varient sous la CIL :
- A = - < ]
Ly,a(e') = Ly(e') = {x 3 m ,(x, 5. ;) €c' <m , (x, 5,)}

c {r (3.12)

t+1}'
en vertu de la CIL. Ainsi, Lt+1(c') ne peut différer de Lt(c')

que de la page référencée R tout au plus, De plus, si

t+1
Ri.q & Lt(c'), alors l'inclusion précédente implique :

Lt+l(c.) = Lt(c')'

puisque ces deux ensembles ont le m&me cardinal c'.
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D'une fagon imagée, nous pouvons donc dire que la CIL sup-
pose que les variations des localités d'une étape a4 l'autre
sont assez progressives, Des renouvellements brusques des loca-
1ités "réelles" (pages momentanédment privilégides) ne peuvent
8tre détectés qu'aprés plusieurs références. Notons encore que
cette dynamique des Lt(c') est analogue a celle des états de la

mémoire générés sous des algorithmes a4 la demande (définition 3.1)

Aprés cette définition préliminaire, la démonstration de
la sous-optimalité de M repose essentiellement sur le lemme
suivant. E
Lemme 3.1.

Soient S une chaine de références et m un modéle implicite
satisfaisant a4 la CIL. L'algorithme M jouit alors de la pro-
priété suivante : l1l'inclusion

U, N Lt(c—l) o Et(c, M) (3.13)
est vérifide pour tout t = 0, 1,... et pour tout ¢ = 1, 2,...3%
U, représente l'ensemble des pages ayant été référencées au

t

moins une fois Jjusqu'a l'instant t :

Démonstration,

Pour t 0, l'inclusion a démontrer est triviale pour tout

¢ puisque UO = ¢, Supposons-la vraie a t-1l, c'est-a-dire que

I?t—l n Lt—l(c-l) C Et-l(c’ M), v cC = l, 21..0

En utilisant cette hypothése d'induction, il faut montrer que, si

X E "t et x € Lt(c-l), (3.14)

alors x € Et(c, M), pour tout x et pour tout c.
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Pour établir cette implication, plusieurs cas sont a4 distinguer,
1, x € Et_l(c, M) .
1.1. Si aucun remplacement n'a lieu a 1l'instant t, alors,
en invoquant le fait que M est "a la demande", nous
avons x E.Et(c, M) aussi,
1.2, Si un remplacement a lieu, la page remplacée z est de
rang maximal dans Et-l(c’ M), ‘@t puisque.M est a la
demande, Et;l(c’ M) contient:chages{«Par conséquent
- —

mt+1(z, St) c:

x n'est donc pas z, puisque, en vertu de (3.14),
‘ —

mt+1(x. St) £ c-1,

x reste par conséquent en mémoire a l'instant t :

x € Et(c, M).

2, X¢ E‘t—l(c’ M)o

L'hypothése d'induction implique alors que x & U ou

x & Lt_l(c-l).

2,1, B4 *E Y

t-1

t_1® alors x = R, (puisque, en vertu de (3.14) :

x E.Ut), et x doit &tre chargée dans Et(c, M).
2.2, 81 x ¢ Lt_l(c-l), alors mt(x, St—l) > c-1.

or, en vertu de (3.14) : mt+l(

Donc : mt+1(x, St) < mt(x, St—l)'

x' St) E C"lo

Puisque m satisfait & la CIL, x ne peut donc &tre que

la page référencée R et x E:Et(c. M)es ©C:Q:P.D.

t'
Notons que l'inclusion déterministe (3.13) exige seulement

que m satisfasse a la CIL. Si, de plus, m est vrai pour S, alors

nous avons le



Théoréme 3.73.

pour tout

L, (e-1)

tout ¢ = 2,

PrERt+1éEt(c, M) ] € Pr[ht+1¢Et(c-1, APR)],

t

Démonstration,

3.15

Si un modéle m, satisfaisant a la CIL, est vrai pour une

3,.0.y NoOus avons :

>

v, v étant un instant tel que

c Y.
v

chaine S, alors, pour tout algorithme réalisable APR, et pour

(34159

(3,16)

L'inégalité (3.15) est immédiate si, & 1'instant t, nous

avons :

Lt(c—l)

En effet, dans ce cas, l'inclusion du lemme 3.1 se réduit a

Lt(c—l)

de sorte que

-

C U,.

t

| = Et(c' M)s

PR, B (c, M)] £ PR ,¢L (c-1)].

Mais, m étant vrai pour S, Lt(c-l), fonction de St seulement,

(3.17)

(3.18)

(3.19)

est constitué précisément des c-1 pages de probabilités de ré-

férence (4 l'instant t+l) les plus élevées. Par conséquent,

puisque Et(c-l, APR) ne peut contenir que c-1 pages tout au plus :

Pr{R, ¢ L (c-1)] € Pr{R__ ,€E (c-1, APR].

L'inégalité (3.15) résulte alors de (3.19) et (3.20).

(3.20)

Il reste seulement a établir 1l'inclusion (3.17) pour tout

t 2 v, Par hypothése, elle est vraie a 1l'instant v. Supposons-la

vraie a t-=1.2 v, -

L, (c-1)

c

c Rt U vu

Alors :

(L (o-1) - L,_,(e=1))U (L,(e-1) nrL . (e-1))

R, U Lt_l(c-l), en vertu de (3.12)

U

t.

g1 Par induction

CchFaDc
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3.4. Pagination sous le modéle a rangs indépendants.

Nous considérons dans cette section un modéle de compor-
tement qui généralise a la fois le modéle a références indé-
pendantes et le modéle a4 liste lru. Ce modéle sera appelé mo-
déle a rangs indépendants car, pour des chaines obéissant a ce
modéle, les rangs des pages consécutivement référencées sont
indépendants entre eux et identiquement distribués. Nous mon-
trerons d'abord que, pour ce genre de modeles, le critére a
terme immédiat est équivalent a tout autre critére "raisonnable" :
les pages de rangs les plus élevés sont aussi celles les moins
susceptibles d'&tre requises jusqu'a touf horizon h, et posseé-
dent les plus longs délais moyens de récurrence, Nous donnerons
également le taux de défauts de page sous l'algorithme induit.
En particularisant ce résulfat au modéle a références indépen-
dantes ou a celui a liste lru, on retrouve les expressions bien

-

connues du taux de défauts de page sous les algorithmes Ao ou LRU,

3.4.1. Le modéle.

Considérons d'abord un modéle de rangement satisfaisant

anx conditions suivantes :

Cl. A tout instant, le rangement actuel et le rang de la page
référencée suffisent a4 déterminer le rangement a l'instant
suivant., En d'autres termes, pour tout (t, st—l) € Q et r € X
soit :

k = mt(r, st_l);
le rangement mt+1(.. st_l.r) se déduit de mt(.. st—l) par

une permutation f, ne dépendant que de k :

mt+1(x, st_l.r) = pk(mt(x. st—l))' ¥ x € X.
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C2, Le rang de la page référencée ne crolt jamais :

pk(k) éki¥k=l’o.-,n;

Lid

C3. Les autres pages conservent leur rang relatif
pour i! j’ k € {1,...,11}, - e

si 1 #k, J#keti< j, alors pk(i) < pk(d).

le modéle A rangs indépendants est alors défini en ajoutant a
ces conditions la condition suivante :

C4. Les prévisions d'occurrence des pages ne dépendent que de
leur rang actuel, En d'autres termes, pour tous (t, Bt—l) e Q
et xe X : -
pt(x. Bt—l) = % lw, @ )'5 9s

t t-1
ol a = {al,.... an} est un vecteur de probabilité fixé.

La localisation des références peut &tre tenue compte en s'im-
posant, en plus, la condition

05‘ a E pour tout i = 1|¢..| n-1.

§ =By

Trivialement, les conditions C2 et C3 impliquent la CIL.
T1 est également évident que les conditions Cl1l-C4 définissent
un modeéle explicite qui se réduit, par exemple, A
— un modéle a références indééendAnte; si pk(iy ;ﬁk; énk, -
— un modéle a liste lru si pk(k) =1, ¥ k,
En faisant varier les valeurs des ﬂk(k) dans [1, k], on peut
obtenir toute une gamme de modéles reflétant d'autant mieux la
localisation que les pk(k) sont plus petits.
Notons également que, si de plus la condition C5 est satisfaite,

alors le modéle a rangs indépendants p induit précisément le

modéle m,
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3.4.2, Bquivalence des critéres de remplacement.,

Avant d'analyser les performances de l'algorithme induit,

montrons d'abord que, pour des modéles satisfaisant aux condi-

tions Cl1-C5, la page a remplacer sous l'algorithme induit

est aussi celle possédant le plus long délai moyen de récurrence.

La démonstration utilise le
Lemme 3.2.
Tout modéle satisfaisant a C2 et C3 satisfait aussi a :
c2* : 1 <4} =;.pj(:'L)épi(J),w=i, J=1y00., n,
Ce lemme sera démontré dans l'annexe a ce chapitre. .

Théoréme J.U4.

Pour un modéle satisfaisant aux conditions Cl1l, C2', C3-C5,

nous avons l'implication E

mt(x, st—l) “ mt(Yl St—l) é qt

-

(= ;t(x, st-l) £ St(y, st—l)' en vertu de (2.“)).

Démonstration,

Pour un tel modéle, il est clair que les prévisions

qih)(x, st—l)' définies par les équations (2.1) et (2.2), ne

4

alors, quels que soient (%, st-l) € Q, x, Yy € X, et h=1;2,.;.,

dépendent que du rang mt(x, st—l) et de h, Pour tous (t. st—l)’

x et h, posons :

o™ (m (x, 5, 1)) = a{®(x, s,_;).

I1 faut et il suffit de démontrer que, pour tout h :
h h
1«3 3 o™y «q®(y).
Cette derniére propriété est triviale pour h = 1, puisque

q(l)(i) =1 - a En la supposant vraie pour h-1 (hypothése

i‘
d'induction), nous devons 1l'établir pour h, En vertu de (2.2)



o™ (1) - oM (y) - Z. a {a® D (p (1)) - (V) (p (1))}

+ a50al® (1)) - a;.a™ (g, (a)).

En vertu de C3, puisque i € j, nous avons également ﬁk(i) - pk(J}
pour tout k # i, j. Les termes entre accollades sont alors né-
gatifs ou nuls, par induction,
LLes deux derniers termes conduisent également a4 une valeur non
positive :

- d'une part, en vertu de CH% : a < ag;

- d'autre part, en vertu de C2': ﬁj(i) £ pi(j), d'ou :

q(h'l)(ﬂj(i)) < q(h_l)(ﬁi(J)), par induction. C.Q.F.D.

Remarquons que ce théoréme, qui requiert C2' plutdt que C2,
peut s'appliquer a des modéles pour lesquels le rang de la page
référencée peut croitre. Il en est ainsi, notamment, du modéle
"a liste mru" qui satisfait a Cl, C3-C5, et tel que

‘ ﬁk(k) = n, pour tout k = 1,,.., n.
(1a condition C2' est en effet satisfaite : pour i < j,

py(1) =1 £€p,(3) = j§-1).

3.4.3. Taux de défauts de_ page.

Considérons maintenant une chaine de références S = Rl...Rt.i
obéissant & un modéle explicite qui satisfait aux conditions
Cl-Ch, Désignons par M l'algorithme qui remplace la page de

rang le plus élevé (les rangements satisfont au conditions C1l-C3

Nous allons étudier les taux de défauts de page sous M :

f(e) = 1lim Pr[Rt '3 Et_l(c, MY, o= 1y Byanes Nk (3.21
to0
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Théoréme 3.5.

Pour une?bhaiﬁg;de‘référéqcns”%.gat%gfaisﬁhif§ﬁ§sboﬁditi§§§¥%
c1, €2,:C3, et Chy: les taux de défauts de page générés par
l'algorithme M au cours de la pagination de cette chalne

valent :

f(c) = i§ _ ai.(l - g(i}‘c)), e = Ly By N (3.22)

o1 les g sont donnés par :

& é) i} k}ﬁk(kgécék %k // kzc "k’ e
et, pour i1 > ¢ : .
( ¥
i, ¢) = - N .24
gl km%k)n a“ /k=c . R
Démonstration,
Pour tous t et c, nous avons :
. pr[ht € B, (e, M] - i§1 Pr[ht = m;l(i' st-l)]
x pr{m (1, s, ;) € E,_;(c,m)]
o B oagali - ugla o (3.25)
i=1

ol gt(i, c) désigne la probabilité pour que la page de rang i

a4 1l'instant t soit dans Et_l(c, M) :

g, (1, ¢) = pxlm (1, 5, ;) €E,_,(c, M.

Tout d'abord, puisque tous les a, sont strictement positifs,
lim Pr[Ut = X] = 1, Comme C2 et C3 impliquent la CIL, nous avons
::mvertu du Lemme 3.1 : 1lim Pﬂ:Lt(c-l) c Et(c, M) ] = 1. Autre-
ment dit, en régime asymptdtique, toutes les pages de rang

inférieur & ¢ sont en mémoire avec la probabilité 1 :

lim gt(i, ¢c) = 1, pour i < c. (3.26)
trmw
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(3.25) et (3.26) justifient la forme (3.22) "de f(c).

Soit maintenant un instant t tel que :
Lt_l(c-l) c Et_l(c, M) X (3.27)
(un tel instant existe et est fini avec la probabilité 1).

Désignons par k le rang de la page référencée a l'instant t :

k = mt(Rt, s (3'28)

t-l)'
Le lemme 3.3 qui va suivre établira les équivalences suivantes :

=
mt+1(c, 8.) € Et(c, M) <G

<1
m, (e, S ) € E (cy M) et k < c
& ou { % ; Tkl B d 3 (3.29)

B (k) € c £ k;

et, pour i > ¢ :

-1

mt+1(1, St) € Et(c' M)

-1
s ‘{ : (1,8, 1) €eB_,(c, M) et k< cf s ings
Bi(k) = 1 (et k 2 ¢).

De (3.29), nous tirons :
-

€..1(cs 0) =g (e, 0). 3 a(k) + a(k),:

k<c k}pk(ﬁ§;cék
et, de (3.30), pour i > ¢ : '

gt+l(i’ c) = gt(i’ c). E a(k) +

k<c k}pkg;)=i

De ces deux derniéres formules, il résulte que, pour tout i 2 ¢,

a(k).

les limites

g(i, ¢) = lim g (1, c)
t 300

existent, et sont donnédes par les expressions (3.23) et (3.24).
C.Q.F.D.

Lemme 3.3.
Sous C1-C3, et si t satisfait a (3.27), alors nous avons les

équivalences (3.29) et (3.30), ou k est donné par (3.28).
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La démonstration de ce lemme . sera donnée en annexe.

Notons les particularisations suivantes du théoréme 3.5.

— Pour un modéle i références indépendantes, pk(k) = k pour

tout k. Nous avons alors :

n
g(i, ¢c) = ai/kz a,, pour tout i = ¢, c+l,..., n,
=c

et les taux de défauts de page sous M, qul n'est autre que

l'algorithme A, valent

n n
f(e) = ;§ a;.(1-2a,/3 a). (3.31)

k=c
- Si ﬁk(k) £ ¢, pour tout k, alors :
gle, ¢) = 1, et g(i, ¢) = 0 pour tout 1 < c.

Les taux de défauts de page sous M sont donnés par :

f(e) = 2  ay. : (3.32)
i=c+1

Cette expression est aussi celui du taux de défaut de page

sous l'algorithme LRU pour le modéle & liste 1lru /CoD73/.

Notons également que le théoréme 3.5 ne requiert pas la-
condition C5 selon laquelle les ai sont non croissants, Si C5
est vraie, le modéle de rangement induit l'est également.

M est alors sous optimal, en vertu du théoréme 3.3. En fait,

l'optimalité de M a été établie pour les modéles & références

indépendantes et 4 liste lru /ADU71, CoD73/.
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3.5. Pagination sous le modéle de lissage exponentiel,

——

Nous présentons dans cette section un modéle explicite de
prévision du comportement de programme, inspiré des méthodes
de lissage utilisées dans la prévision des séries chronologi-
ques, le modéle de lissage exponentiel, Ce modéle contient,
comme cas particuliers, certains modéles classiques comme le
modéle A références indépendantes, le modéle 1fu, et le modéle
lru, Un premier résultat démontre que, pour ce modéle, les pa-
ges possédant les plus petites prévisions de référence dans 1!
immédiat sont aussi celles dont les délais moyens de récurrence
sont les plus longs. Ensuite, nous analyserons les performances
de 1l'algorithme induit par ce modéle. Nous établirons alors
une approximation par excés du taux de défauts de page qui per-
mettra une discussion du taux de défauts de page en fonction du
nombre de cadres allouds et de la taille des pages. Nous dé-
montr;rons enfin l'optimalité de l'algorithme induit,
1.%.1. Le modéle.

Soient {pl(x?; X & x} un vecteur de prévision initial, et

Ay eO 000 000 Une suite de coefficients réels tels que a, = E(!, lj

1 t
pour tout t = 1, 2,... Les prévisions consécutives sont alors
données par l'expression récurrentielle :

qt,si x = 7
pt'l‘]_(x’ St—l.r) = (1_qt)pt(x' st-l) + { ] (3-33)

quels que soient x, r, t, et Si_1°

Ce modele satisfait trivialement a CEL, et induit des modéles

de rangement satisfaisant & la CIL.



728

Les coefficients de lissage o, peuvent &tre interprétés

t
comme des mesures instantanées de la tendance a la localisation,
Plus on veut accorder de "poids" aux références récentes dans

la méthode de prévision, plus on choisira ces coefficients élevés,

Notamment :

— Si @, = 0 pour tout t, alors les prévisions instantanées de
chaque page restent invariantes dans le temps, et le modéle est

tont simplement un modéle a références indépendantes.

- Si a, = 1/t, alors (3.33) se réduit a (2.13), et le modele,

a un modéle lru.,

= 5 a > 1/2 pour tout t, alors on peut facilement démontrer
l'implication (2.8), et le modéle induit est un modéle lru,

Nans ce dernier cas, une autre propriété du modéle, en relation
avec l'ensemble d'activité (working set), sera examinée au cha-
pitre suivant. Nous nous limiterons ici a4 1'étude des propriétés

et des performances de l'algorithme induit par ce genre de

modeles.,

3.5.2., Equivalence des criteres.

Pour le modéle de lissage défini par (3.33), montrons éga-
lement que les pages les moins susceptibles d'@tre référencées
A la prochaine étape le sont aussi jusqu'a tout horizon h. Il en
résulte notamment que la page a remplacer sous l'algorithme in-

duit est aussi celle a plus long délai moyen de récurrence.



Théoréme 3.6.

Pour un modéle de lissage défini par (3.33), alors, quels
que soient (t, St-l) €.G; X ¥ EC ot B = 1; 2.0y DOUN
avons l'implication :

(h

pt(x. Bt—l) > pt(Y! st 1} = qg )(x' t 1) . qt )(Y, st—l).

(= ;t(x, St—l) £ Et(y, s,_y)» en vertu de (2.4)) .

Démonstration,

(h) (4,

Pour ce modeéle, il est clair que les prévisions ay

oL
ne dépendent que de pt(x, St-l) et de h. Pour tous (t, st-l)'
x, et h, posons :

q(h s )

't t-1/"°

T1 faut et il suffit de démontrer que, quels que soient h et t,

Ypg(xs 5, ) = al®(x,

qgh‘(n\ est une fonction non croissante avec w, c'est-a-dire que :

d h)
b Q£ (k) € 0, ¥ m t, et h,

s » ‘

Cette propriété est triviale pour h = 1 (en effet qil’(n) = l-1t).
Supposons-la vraie pour h-1, quels que soient i et t (hypothése
d'induction).

“n dérivant par rapport a ; l'expression

qih)(“) . (1-ﬂ)q(h 1)((1 - ),

nous obtenons, aprés avoir posé w' = (1—qt)n 2
d_ (h) " (h-1) d_ (h 1)
dm (“) = 5 qt*l (“') + (1'ﬂ‘(1““t} dr! t+1 (""

Nans cette derniére exrression, qt 11)(n'\ qui représente une
probatilité, est positif ou nul, Quant au second terme, il est

négatif ou nul, par induction. C.Q.F.D.



3.5.3. Taux de défauts de page.

Considérons maintenant une chalne de références S obéissant
a4 un modéle de lissage. Les deux propriétés suivantes seront
utiles pour une discussion du taux de défauts de page sous 1l'al-
gorithme induit M, en fonction de l'espace alloué au programme

et de la taille des pages.

Propriété 1.

Considérons une partition.X' = {xi,...,x&,} de X (1les x3
sont des sous-ensembles disjoints de X, et leur union donne X).
Au niveau de cette partition_K', considérons la ghaine des-
références : S' = Ri...R%..., ou, pour tout t; R% = x' si et
seulement si Rt € x'.

Les prévisions de référence pour chacun des x' sont évidemment :

P;(x'. 51:-1) = xéx' pt.(x. st_l). : (3.34)

Si p satisfait a (3.33), alors nous avons trivialement :
, ) dt, si rex!
P;+1(x', st_l.r) = (1-at)Pt(x . at-l) + .{0, gt

I1 en résulte que.S* obéit égdalement & un modéle de lissage de

mémes coefficients {ut} que le modéle p.

Propriété 2.

Cette propriété est une particularisation de 1'identité
(3.7) du théoréme 3.2 au cas ou m est induit par un modéle ex-
plieite p. NDans ce cas, (3.7) devient :

Pea1(Zg(e)s 8p) = min {p (2, (e=1), S.)y py,,(vile), )}

£ pt+1(yt(c)' St)' a fortiori, (3.35)
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Théoréme 3.7.

Rour une chatne de références obédissant a4 un modéle de

lissage homogéne p de coefficient d. poaons#;,q'ys”i-q; -

Sous l'algdrithm!'induit M, nous avoﬁa les majorations :
£f(c) = 1im pr[_nt £ e, (c, M) ] £ a'®,

quels que soient ¢, a, et pl(.).

Démonstration,

Cette inégalité est triviale pour ¢ = 1., En effet, en vertu
de (3.33), la probabilité de référence d'une page qui vient d'
dtre référencée vaut au moins a, de sorte que : 2
pr{rR, € E,_,(1, M)] =P R =R ;]2 a ¥t.
Supposons-la vraie pour c-1, c'est-a-dire que :
c-1

f(c-1) £ a ’

Posons :

fy(e) =R, g B, (e, M)],
£1(e) = 1-f (c) = 2 »d8, .= ’t-lj £1(cy 8, 1)
-1
f%(c, st-l) = X pt(x, st-l) = Pi(Et_l(c.M), st-l)'

ert_l(c,M)

Montrons tout d'abord que :

£1.  (c; = .,r) 2 a'f%(c-l. s )+ a, ¥e, r, (t,

t+1 O T t-1- By 1)

(3.36)

Trois cas sont a distinguer, suivant la réalisation r de L
l. r € Et_l(c, M).

Dans ce cas ¢ Et(c, M) = E c, M), puisque M est a la demande;

t—l(

et nous avons
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e L] L]
f;+1(c, st_l.r) = o ft(c, st-l) + a

X .
> a ft(c P st_l) + a.

2. r ¢ B,_;(c, M) et |B,_,(es M)| < c.

Dans ce cas : E _(c, M) = Et-l(c’ M) + r, et nous avons :

N

£' (e, s .T)

1 L]
t+1 £l arfi(e, s, ;) + Peyr(Ty 84 _1.7)

h —
2 a'f%(c ; O st-l) + o,
c, M) et |Et_l(c, M)l = c.
Dans ce cas : Et(c, M) = Et-l(c’ M) + r - zt(c), et :
f't+1(c, st_l.r) = u'f;(c, st-l) - pt+1(r, at_l.r)

= pt+l(zt(c) ’ st—l. I") .

Mais, en vertu de (3.35)

In

pt+1(zt(c)' st—l'r) pt+1(yt(°)’ st—l'r)

f%+1(c, st_l.r) - f%+1(c-l. st_l.r)

u'(f%(c, st—l) - fé(c—l, st_l)).

l.a derniére expression de f! .(c, s

te1 1.r') satisfait donc égale-

T
ment 4 1'inégalité (3.36).

Cela étant, cette inégalité implique :
PR, , € Byle, M| s, y=s, ;1= ré;pt(r’ s¢-1)fts1(cr8g -

> L ] -
a ft(c 1 st-l) + d,

et, "inconditionnellement" :

£1.4(¢) pr[R, , € B (c, M) ]

14
g |

_prs. .= s, 11 (a'fi(e-1, s, ;) + o)
Sy

= q'f%(c-l) + a.
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1'intuition : une partition fine (Z petit) permet des processus
de prévision et d'allocation fins et précis également. Cette
croissance du taux de défauts de page avec Z est confirmée, du
moins pour de grandes valeurs de Z, par de nombreuses études
expérimentales AfuL69, Hat72, Leﬁ7i7. Cependant, on observe

que ce taux commence généralement par décroitre avec Z. A notre
avis, ce fait peut &tre interprété de la fagon suivante : il
existe aussi une affinité entre les informations voisines, et

les pages ne doivent pas &tre trop petites sous peine de détruire
cette affinité. .

Le choix de la taille des pages doit également tenir compte
de beaucoup d'autres facteurs tels que l'espace de mémoire perdu
par arrondi a 1l'intérieur des pages (fragmentation interne), ou
celui requis par les diverses tables de conversion d'adresses

du systéme., Pour une analyse plus détaillée de ce probléme, on

pourra se référer a LiuL69, Hat72, GTB73, Leiﬁi7.
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3.5.4. Optimalité de l'algorithme induit,

Pour des chalnes de références obéissant 4 un modéle de
lissage exponentiel, nous allons montrer que l'algorithme induit,
qui remplace la page la moins susceptible d'&tre référencée dans
1'immédiat, est optimal, et cela quels que soient la taille de
mémoire allouée au programme et l'horizon d'optimisation., Vu la
grande diversité des structures probabilistes particulidres qu'on
peut obtenir selon les valeurs accordées aux coefficients de lis-
sage, c'est un résultat assez puissant, Ainsi, il contient non
seulement, comme cas particulier, l'optimalité de 1l'algorithme
A, d'Aho et al pour des modéles a références indépendantes, mais
permet également de conclure, par exemple, & l'optimalité de
l'algorithme LFU dans le cas ou les probabilités de référence
de chaque page sont égales a leur fréquence d'utilisation passée,

Supposons désormais le modéle de iiasago (3.33) vrai. Les
résultats suivants s'appliquent pour tous | -

t et T, t £ T,

c = 1' 2'.00'

e c X, tel que |e| = ¢,

ree,
1

t-
st_IEX .

Théoréme 3.8.

L'algorithme induit est optimal. Autrement dit, nous avons

pi¥ def ?t(e+r—y. st-l) - ?t(e+r-z, st-l) 2 0, (3.37)
pour z tel que

pt(z, st—l) = min pt(x, st—l)' . (3.3&%
xXee .
et pour tout y dans e.
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Un premier lemme utilisé dans la démonstration de ce théo-
réme a été établi dans /ADU71/. Il est d'ailleurs valable quelle
que soit la distribution de probabilité Pr intrinséque a S,

Lemme 3.4.

| DF < 1, pour tout y € e. (3.39)
Ensuite, si 1'inégalité (3.37) est triviale pour t = T

(auquel cas p¥ = RT(Y' &T-l)

suffisante pour pouvoir s'induire elle-m&me dans une démonstra-

gr(z, sT-l) 2 0), elle n'est pas

tion par récurrence. Les deux lemmes suivants, dont la démons-

tration sera donnée en annexe, constituent un renforcement “du
I A é

théoréme 3.8 dans le cas ou pt(z, St-l) pt(r, st—l)'

Lemme 3.5.

Supposons 1'inégalité (3.37) vraie pour T, T-1,..., t+l.

Soient y et z deux pages de e telles que :

polms my. oY = mdn  poleyow, 1) (3.40)
"t Td X€e+T t t-1
XE€Ee+Ir-2

Alors DF¥ peut se mettre sous la forme :

p¥ = a. ¢, (b), (3.42)
ou :

a=p(y, s,_;) - pz 8, _,) 20, (3.43)

b = Pé(e+r—y-z, st-l)’ (3.44)
et ol P+ est définie récursivement par :

?T(b) =1, (3.45)

?g(b) = aéb?t+1(u£b+at) + 1, pour t € T ; . (3.46)

(nous avons posé a; = l-qt)-




?t posséde en outre la propriété suivante : quels que soient
les réels non négatifs a, b, ¢, et d,

si a+b = c+d £ 1 et a 2 ¢, alors aft(b) > cft(d)' (3.47)

Lemme 3.6.
Si 1'inégalité (3.37) est vraie pour T, T™-1,..., t+l, et si

7z satisfait a (3.40), alors :

n¥ 2 a, ?t(b) >0, (3.48)

la fonction ¢, avant été définie aul lemme précédent,
Nous sommes maintenant en mesure de donner la

Démonstration du théoreéme 3.3. .

L'inégalité (3.37) est triviale pour t = T. Supposons-la
vraie pour t+l., Si z satisfait a (3.40), alors (3.37) est vraie
a 1'instant t, en vertu du lemme 3.6. Il reste donc a considérer

le cas :

xee+Tr
Notons alors que, d'aprés la définition (3.38), la page z est,
apres r, celle de plus petite probabilité de référence dans e+r.

Nans ce cas, la formale (3.9) donne, en vertu de l'hypothése

d'induction :

nk = E: pt(rt,st_l){ﬁt+l(e+r-y,st_1.rt)-ﬁt (e+r-z, S, _1°T )}
r €e+r-y-z
+ E: (r B l){§t+l(e+rt-y,st_l.rt)—ﬁt (e+rt—z S¢_1°T )}
rtée+r

v op(yisy I{1R 1 (ersy 1 ov)-F, (eer-z,8, ;.7)}

+ pt(z.st_l){?t+1(e+r-y,st_l.z)-l—ﬁt+1(e,st_l.z)}.
Par induction, les termes correspondant au cas T, # v, z sont non

négatifs, puisque pt+1(z’st-1'rt) = min pt+l(x'st—l'rt) aussi,
x€e
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Quant aux deux derniers termes (ddt), 1ils peuvent s'écrire
ddt = a - pt(y'st-l)ny + pt(z’st-l)nz'
oti a a été défini par (3.43), et ol :

Dy = ?t+l(e+r-z.st_l.y) -‘ft+1(e,at_l.y)

c'ft+1(d')' en vertu du lemme 3.5, ou nous avons posé

o' = p,, (218, ¥)=ipy g (Fisy 507)

ap(py(zisy 1) - pi(risy 1)),
= p' - 3 n !
d' = Pt+1(e z,st_l.y) dépé(e z.st_l) + d;

D ™ ?t+1(e+r-y’st-l'z) - ¥iorlersg q02)

v

a'?t+1(b'), en vertu du lemme 3.6, ou nous avons posé
= 1 - -
a' = “t(pt(y'st-l)' pt(r'st-l))’
Y 5 rp! i

, b' = alPi(e-y,s, ;) + d.
£n vertu du lemme 3.5 (propriété (3.47)) :

$1aen(0) > o'y (A1)
D'ot1 finallement :
d = 1 -D
dt a( y)

> 0, en vertu du lemme 3.4. C.Q.F.D.









Les principes d'un remplacement efficace sont beaucoup
moins . simples pour d'autres types de comportement de program-
me, Ainsi, pour des programmes obéissant & des modéles du type
chaine de Markov, la méthode itérative de Howard peut &tre uti-
lisée pour déterminer les stratégies de remplacement optimales,
pourvu que le nombre a'états (pages du programme) ne soit pas
trop élevé LEhK?Q?.

Signalons pour terminer quelqUes variantes du probléme
d'optimisation dvnamique considéré dans ce chapitre. En prenant
comme cofit d'une pagination le nombre de chargements de pages
requis pendant l'exécution d'un programme, nous avons implici-
tement admis que les durées de transfert des pages entre les
deux niveaux de la mémoire sont toujours les m@mes, pour tou-
tes les pages.

Ilne généralisation possible consiste & considérer la du-
rée cde transfert d'une page comme dépendante de l'emplacement
de la page sur la mémoire auxiliaire par rapport a la position
actuelle de la t&te de lecture/écriture. Les décisions de rem-
placement doivent alors tenir compte également de ces positions
relatives LELP?&?. Le probléme de l'arrangement des pages sur
une mémoire auxiliaire A bulles magnétiques, de fagon a mini-

miser les mouvements de la té&te de lecture, a été traité dans

VARSIV

LLorsqu'il est plus avantageux de charger plusieurs pages
d'un coup que de les charger une a une, certains algorithmes

4 préchargement (prepaging) méritent d'&tre considérés égpa7&7.
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3.7. annexe : démonstration des lemmes,

NDémonstration du lemme 3.2,

Ce lemme déconule directement du lemme suivant :

Lemme 3.2-bis,

Sous les conditions C2 et C3, les permutations pk sont
i pour i £ ﬁk(k),
i+l pour ﬁk(k) € i ¢ x,
B (1) =

ﬁk(k) pour i = k,

i pour i > k.

En effet, si i € j, alors le lemme J.2-bis implique
ﬁj(i) € i+1, et

B;(3) = J.

Ceri achéve la démonstration du lemme 3.2.

Démonstration du lemme 3.2-bis.

ﬁk étant une permutation de {1.....n], nous avons pour tout i:

pk(i) wlawd, =1,

ol i est le nombre d'indices ] supérieurs a i mais dont 1l'image

ﬁk(j) est inférieure A celle de i :

{3 3 3> 1 etp (3) <p (L)},

i

+

et ou :

s
It

[{3 % 4 < 1 et p () >p (D}

l.e lemme étant trivial pour i = k, examinons le cas i # k.
Dans ce cas, i est toujours nul :

i = 0.
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En effet, en vertn de C3, il ne peut exister tout au plus gqu'un
seul élément j satisfaisant a la condition "j ¢ i et pk(J) EN pk(i)“
3 savoir j = k. Par conséquent : i_ £ 1,

Supposons, par l'absurde, que i_ = 1. k satisfait donc a

k € 1 et pk(k1 > ﬁk(ij. Oor, l'inégalité pk(k) > pk(i) équivaut

A pk(i\ £ pk(k\-l. D'autre part, en vertu de C2 : pk(k) £ kK <14,
c'est-A-dire : pk(k) £ j-1, Par conséquent : pk(i) £ i-2, et :

i_» 2, ce qui contredit i = 1.

Notons que 1l'égalité i_ = O qui vient d'8tre démontrée implique

la CIL : F

pk(1\ > i, ¥ k, i tels que i # k.

T1 reste a4 démontrer que, pour i # k :

i =
+

£
{ 1 pour pk(k) £ i < k,
¢ dans le cas contraire,
En ntilisant €3, on peut montrer, comme précédemment, que i* € 1, |
= p-N ) 4
et que i 1 si et seulement si k i et pk(kJ pk(i). Cette
derniére condition équivaut précisément a pk(k) £ i < k, puisque

pk(i) eled =i =143~-08% i+ L. C.Q.F.D,




3. 40

Démonstration du lemme 3.73.

En vertu de (3.27), l'ensemble N = m, (E

t-l t (C, M)! S

t—l)
des rangs des pages dans Et-l(c' M) est de la forme :

Nt-l =C + I,
ou C = {1,....0*1}, et ou I est soit ¢, soit réduit & un seul

élément i 2 c.

-1

s ' =
Montrons d'abord que Nt mei1

(Et(c, M), St) vaut :
cC + I, si k ¢ ¢,
B = { (3.50)
ﬁk(cl + pk(k), dans le cas contraire,

En effet :
l. kK € ¢c. '
Tl n'v a donc pas de défaut de page, et Et(c, M) = Et-l(c’ M).
Nous avons alors :

N, = pk(Nt_l) = pk(c\ + B, (I) = C + I.
En effet :
— L'identité entre les ensembles C et ﬁk(C), de méme cardinal,
peut &tre établie de la fagon suivante. S'il existait un élément
jecC - pk(C), alors nous avons simultanément

% 6, 8t J = pk(j'], pour un certain j' = ¢,
Or k « ¢, donc j' # k, et, en vertu de la CIL, pk(j') > 30,
par conséquent :

¢ X =g (31) ® 4t = g
ce qui est absurde,
— D'autre part, pour i = ¢ > k 3

B (1) = 1,

en vertu du lemme 3.2-bis,




2.1. Si I = ¢#, alors il y a défaut de page mais ne nécessi-
tant pas de remplacement. La page mzl(k, St-l) est
chargée et son rang devient pk(k).
2,2, S1 I = {i}, avec i ® ¢, alors 2 sous-cas sont a distinguer.
2,2,1, Ou bien k = i, alors il n'y a pas de défaut, et :
N, = B (N, _;) =B, (c) + p (k).
2.2.2, Ou bien k # i, et il y a un défaut de page requérant
un remplacement. En vertu de C3, la page mzl(i, st-l)
reste celle de rang le plus petit, et est donc
remplacée,
Ceci achéve la démonstration de (3.50). De cette égalité, il
résulte que, pour tout i 2 c :

i €N et k < ¢,

i é N, < ou {1 ’ el o
pk(c) + pk(k) et k 2 ¢,

Particularisons la condition " i g pk(c) + pk(k) et k 2 ¢ "
au cas ou 1 > ¢. Dans ce cas, il est impossible que i € 3k(c).
En effet, pour tout j € ¢, et pour tout k :

pk(j\ = j+1 £ ¢,
en vertu du lemme 3.2-bis, Donc i # pk(J), pour tout j e C.
La condition examinée équivaut alors a " i = ﬁk(k) et k 2 g™,
T1 en résulte alors l'équivalence (3.30).
Quant a la condition " ¢ € pk(C) + pk(k) et k 2 ¢ ", elle équi-
vaut a " pk(k) € c £k ", en conformité avec (3.29) (en effet,

méine si pk(k) £ ¢, nous avons ¢ = pk(c-l) € 3k(c)). C 0 PeDs
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Démonstration du lemme 3.5.

Notons tout d'abord que supposer que 1l'inégalité (3.37)

est vraie pour t+l,..., T, implique que, a l'instant t+1l, 1'al-

gorithme optimal doit remplacer la page de plus petite probabi-

1ité

de référence, Cela étant, commengons par établir la forme

(3.%2) de D¥, par induction. Les équations fonctionnelles (3.8)

donnent, compte tenus de (3.40) et (3.41) :

p¥ =

Or,

rtEe+r-y-z

pour r

~J
E: pt(rt’St;l){Ft+1(e+r_y'st-l'rt)-$t+l(e+r_z’st—1'rt)}

+ pt(Y’st_l) - pt(z'st—l).

& € e+r-y-zZ, nous avons, en vertu de (3.33) :

- "
Pea1(Ze8y_1-7¢) = aipg(zes; ;)

min pt+1(x’5t-1'rt)’
Xee+T

Poar(VesgoyoTe) = appy(yis, )

= min pt+1(x’st—1'rt)'
XEe+r-y

- Y- = ao'p! N
Pl (e+r-y-z,8, j.r.) aiPr(etr-y-z,8, ;) + a,.

Par induction, chaque terme entre accollades vaut

— \_1 3 - . = ] L]
Fopplotr-yis, g or )-F  (otr-z,8, j.r.) = alag, ,(aibeay),

avec

a et b définis par (3.43) et (3.44). Par conséquent

p¥

L}

" 1
b'dtaft+1(utb+qt) + a

i}

a?t(b),

oll nous avons posé

?t(b) = q%b?t+1(d£b+qt) +1,

conformément a (3.46).

pour établir (3.47), nous utiliserons la propriété suivante

.
.

a+b £ 1 = a?t(h) € 1. (3.51)
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Cette propriété, qu'on peut rapprocher du lemme 3.4, peut se

vérifier facilement par induction. En effet :

a?t(b)

a + bq%a?t+1(u£b+qt), en vertu de (3.46)

€ a + b, par induction

IN
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La démonstration de (3.47) se fait également par induction.

En vertu de (3.46) :

Al
aft(b) - c?t(d) = a(aéb?t+1(d%b+dt) 4+ 1) = c(d%d?t+1(déd+qt) + 1)
= (a-c)(1 - q%c?t+l(a%d+at))
' 1
4 b(dta?t+1(qtb+qt) - qéc?t+l(d£d+dt))
(puisque d = (a-c) + b).
LLe premier terme est non négatif, en vertu de (3.51), et le se-

cond est aussi non négatif, par induction. C.Q.F.D.

Némonstration du lemme 3.6.

Sous les hypothéses du lemme, nous avons :

~ W - 3
i 2 pt(rtfst-l){?t+l(e+r yisg 1.7 -Fy, (evr-z,8, 1 .r )}
rtEe+r-Y—z
+ p(yys. ;) + p (2, s, ;)(D, - 1)
¥ Z pt(rt’st-l). Dr ’
rtée+r t
ou
D déf? (e+r-y,s z) - min ¥ (e+r-z',s z)
7z t+1' R T Al sun L "t-1
> 0, en vertu du choix non nécessairement optimal z' = y;
D = ?t 1(e+r—y+rt—z,st 1.rt) - min ?t 1(e+r—z+rt-z',st l.rt)
Tt " = Z'me4T=z O e

> 0, un choix possible pour z' étant vy.
En vertu de ces deux derniéres indgalités, DF majore une expres-
sion qui est précisément la valeur de DF dans le cas du lemme
précédent. (n pourra invoquer des arguments similaires a ceux

du lemme 3,5 pour terminer la démonstration du lemme 3.6. C.Q.F.D.



4. ALLOCATION A PARTITION VARIABLE

h.l, Présentation du chapitre.

.

par opposition & 1'allocation A4 partition fixe examinéde au

-chaplitre précédent, sous une allocation a partition variable,

aucune limite fixe n'est imposée quant a la quantité d'espace
alloude a chacun des programmes, Moins contraignante, un tel mode
d'allocation permet de gérer la mémoire centrale comme un pot
commun dans lequel chaque programme peut puiser selon ses besoins
propres et instantanés, Le paragraphe 4.2 présente une stratégie
d'allocation comme des régles décisionnelles permettant de géné-
rer, tout au long de l'exécution de chacun des programmes, une
séquence d'ensembles résidents (pages en mémoire centrale). La
taille de ces ensembles n'est pas contrainte par une borne supé-
rieure; ndanmoins, a c8té du coflt temporel qu'un programme en-
court suite aux atteﬂtes de transferts de pages, nous considé-
rons également un coQit spatial mesurant la quantité d'espace al-
loude au programme, Cette pénalisation de l'occupation spatiale
d'un programme peut se justifier par le fait que, la mémoire to-
tale étant limitée, l'espace alloué a un programme l'est toujours
au détriment des autres programmes.

I'ne allocation "efficace" devrait donc réaliser un certain
compromis entre ces deux objectifs, contradictoires a premiére
vue. Tne facon de concilier ces deux critéres a été proposé par
Nenning sous le nom de principe de l'ensemble d'activité /Dené8a,
nen6827. Conceptuellement, c¢'est un principe de 1l'offre selon

les besoins, A tout moment de l'exécution d'un programme, on doit




allouer a ce dernier toutes ses pages qui sont trés vraisembla-
blement requises dans un futur proche, et ces pages-1l3 seule-
ment, D'un point de vue pratique, une telle allocation exige que
le systéme d'exploitation dispose d'une certaine méthode pour
estimer les besoins instantanés des programmes sur la base de
leur comportement passé, La plupart de ces méthodes se basent
sur les références récentes des programmes pour estimer leur be-
soin actuel, tenant compte ainsi de la localisation des référen-
ces, Ainsi, l'ensemble d'activité temporel (time-window working
set) Aﬁen68a, Den68§7 d'un programme est constitué, A chaque
instant, de ses pages qui ont été référencées au moins une fois
depuis une certaine durée fixe de temps virtuel., Les propriétés
et les performances des stratégies a l'ensemble d'activité tem-
porel seront analysées au parégraphe 4.3, a travers, notamment,
certains modéles de comportement des chapitres précédents,

lLLe paragraphe 4.4 formalise diverses méthodes pour comparer
des politiques d'allocation sur la base a la fois de leur coft
spatial et de leur colit temporel (comparaison bi-critére). Cha-
cune de ces méthodes est définie par une structure de domination
L?u?z, Yu7l7 spécifiant dans quels cas une politique sera pré-
férée A une autre. Une structure de domination particuliére ré-
fléte la quantité et la précision des informations dont l'analvste
de systeme dispose pour quantifier l'importance relative de cha-
cune des deux fonctions de colit.

lLLes stratégies a l'ensemble d'activité potentiel (probabi-
lity working set) sont définies au paragraphe 4.5. Sous ce genre

de stratégies, une page de programme ne doit résider en mémoire
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centrale a4 un instant donné que si elle est actuellement requise
par le processeur ou si sa probabilité d'@tre référencée dans
1'immédiat excéde un certain niveau fixé, Des exemples de ces
stratégies sont ensuite analysés pour divers modéles de compor-
tement de programme, Nous établirons enfin que, pour diverses
structures de domination envisagées au paragraphe précédent, les
stratégies a l'ensemble d'activité potentiel sont des stratégies
non dominédes : il n'existe pas d'autres stratégies qui puissent
leur &tre préférées,

Signalons que ce genre d'optimalité a été pressentie patr
Denning lorsqu'il énongait la non domination (au sens de Pareto)
des stratégies a l'ensemble d'activité temporel pour des pro-
grammes exhibant une certaine localisation dans leur comporte-
ment LﬁenGBb, PP 73—727. Cette proposition peut &tre réfutée
par un contre-exemple simple (modéle & liste lru), Récemment,
l1'analyse bi-critére des stratégies d'allocation a été abordée
dans le cas déterministe (algorithme GOPT /DeS76/, algorithme
VMIN LﬁrF7§7). Nous nous limiterons essentiellement au cas d'un

avenir non déterministe AEQT75C, NeS76, DeT76, TQT76Q7.
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4.2, Formulation du probléme de l'allocation de la mémoire,

En toute généralité, les méthodes permettant une utilisa-
tion dynamique et partagée de la mémoire centrale d'un systéme
de multiprogrammation a mémoire virtuelle sont & la fois diffi-
ciles A formuler et a analyser, Il s'agit de déterminer, a tout
instant (réel), les transferts de pages a entreprendre, et cela
en vue d'optimiser certaines mesures de la performance globale
du svystéme, Il est alors évident que, l'allocation de la mémoire
centrale, en tant que fonction particuliére du systéme d'exploi-
tation en général, doit &tre congue "en concordance" avec les
autres fonctions telles que la gestion du processeur ou celle
des mémoires périphériques de pagination, (n est alors amené a
modéliser le systéme comme un réseau de files d'attente plus ou
moins complexes. La résolutioﬁ de ce genre de modéles peut per-
mettre de dégager certains aspects ayant trait a4 la coordination
et aux interactions entre les diverses composantes du systéme
/Buz71, Cou7l, Gel73b,Bra74, BGLP75, LeP76, DeK76,.../. |

Notre probléeme est quelque peu différent. Nous voulons met-
tre en évidence les relations qui devraient exister entre 1'allo-
cation de la mémoire et le comportement intrinséque des program-
mes. En d'autres termes, a partir d'une certaine connaissance
des besoins en espace des programmes, il s'agit de déterminer
les principes d'une allocation raisonnable et efficace,

lLa formulation suivante s'inspire notamment des premiers
travaux de Denning /Den68a, Den68b/. Fixons notre attention sur
un certain programme caractérisé par une chaine de références :

5§ =R .c-]l t=1| 2. s 0 e

1 t--o;
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®n ce qui concerne ce programme, une stratégie d'allocation de
la mémoire centrale peut &tre décrite par la séquence des états

instantanés de la mémoire que cette stratégie génére :

A= AO.A]....th...; t = l' 2' e e (I‘.l)
At représente l'ensemble des pages du programme pour lesquelles
un cadre de mémoire centrale est alloué, lors de la tiéma opé-

ration élémentaire du programme. N'imposant pas de limite au
nombre de cadres que le programme peut occuper, nous exigerons
simplement que :
At > Rt,
Comme cofits d'une stratégie d'allocation (générant une sé-

¥ t >0, {4,2)

quence d'ensemble résidents) A, nous considérons d'abord le nom-

bre de chargements de pages encourus jusqu'a un certain instant T :

T-1
Fp(a) = 3 £ (a), ' (4.3)
t=0
ou
- % >
ft(M = IAt+l Atl o TR, (4.4)

Le coQt spatial mesure la quantité totale d'espace alloué au

programme

T-1
Gp(a) = tgu g (4), (4.5)
g.(2) = |a |, ¥ v > o0. ‘ (4.6)

Avec ces fonctions de cofits, comme dans le contexte d'une
"allocation A partition fixe, nous pouvons énoncer l'optimalité
des stratépgies d'allocation a la demande, sous lesquelles les
pages ne sont chargées en mémoire centrale que lorsqu'elles sont

requises par le processeur et jamais anticipativement. Dans ce



chapitre, nous définirons ces stratégies de la fagon suivante :

Définition 4.1.

Une stratégie d'allocation A est a la demande si

= S
Adel At 3 I-lt-rl" ¥t 20. (4.7)

Evidemment, sous les stratégies & la demande, le nombre de char-
gements de pages est identique au nombre de défauts de pages :

1, si R & A
{ T k , ¥ t 20, (4.8)

ft(A\ =
0O, dans le cas contraire

Théoréme 4.1.

Pour toute stratégie d'allocation Al, i1 existe une stratégie

a la demande Az, qui commence avec le méme "état initial" :

2 1

Ay = Ay, (4.9)
et qui est uniformément meilleure que ity

FT(AZ) £ FT(Al), i ol o (4.10)
et

GT(A ) £ GT(A Yy ¥ ®op, (4.11)

Ce théoréme est intuitivement évident et sera démontré en annexe.
I1 nous permet de limiter nos recherches aux stratégies a la de-
mande. Notons que, sous ces stratégies, en vertu de (4.7) et de
la contrainte d'allocation (4.2), deux états consécutifs de la
mémoire sont 1iés par une relation de la forme :

A = A, UR -2 (4.12)

t+1 t t+1 g
o Z désigne un certain sous-ensemble de pages a libérer de A
Denning a proposé de libérer les pages n'ayant plus été utilisédes
depuis une certaine durée fixe de temps virtuel, C'est la stra-

tégie A l'ensemble d'activité temporel /Dené68a, Den68b/ qui est

implémentée, A quelques variantes prés, sur de nombreux systémes,







Les quelques commentaires suivants peuvent aider i mieux
expliciter certains aapectsidq_fonctionnement“ de ces stratégies,
-1) L'équation (4.14) exprime notamment qu'un programme ne peut
effectuer une opération élémentaire que si l'entiéreté de son
ensemble d'activité temporel réside actuellement en mémoire.
Autrement dit, en termes de gestion du processeur, ce dernier
ne peut jamais &tre alloué qu'aux programmes ayant tout leur en-
semble d'activité temporel en mémoire. Cette exigence peut &tre
interprétée comme une exigence de sécurité. Les pages utilisdes
dans un passé récent, estimées comme probablement réutilisée’s
dans un futur immédiat, devraient donc résider en mémoire centrale
afin d'assurer au programme un déroulement sans d'excessifs dé-
fauts de pages.

2) Ces stratégies sont des stratégies a4 la demande, au sens de
la définition 4,1, Les pages n'appartenant a4 aucun ensemble d'ac-
tivité temporel des programmes actifs peuvent &tre libérées, en
ce sens qu'elles sont éligibles pour &tre remplacées. Physique-
ment, ces pages peuvent parfaitement &tre présentes en mémoire,
bien qu'aucun cadre ne leur soit effectivement alloué,

3} Your chaque programme, les ensembles résidents instantanés
sont déterminés sur la base de leur comportement intrinséque
passé uniquement. On peut dire que 1l'allocation d'espace a4 chacun
des programmes se fait d'une fagon indépendante de celle des
autres programmes.

4) Les besoins instantanés des programmes en pages sont estimés
par leur besoins effectifs dans un passé récent, C'est une méthode

de prévision adaptative justifiée par la localisation des référen-
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ces. Des généralisations de cette régle "de la fendtre arriere"
ont été considérées récemment par Denning et Slutz /DeS76/.
Nous les formulerons, a4 partir de modéles explicites de compor-

tement de programme, au paragraphe 4.5.

4.3.2. Evaluation des cofits encourus sous les stratégies TWS(h).

Depuis les travaux originaux de Denning /Den68a, Dené8b/,

1'évaluation des cofits moyens :

5t(h) g [Ce (tws(n))] = pR_ , & 'I‘WSt(h):l (4.15)

et

e [g,(Tws(n))J = & [|rws (n) ] (4.16)

a fait l'objet de nombreuses recherches,

o-t(h)

Tout d'abord, une relation entre ces deux cofits peut &tre
obtenue A partir de la relation déterministe suivante :

R si R, & TWSt_l(h-l)

’
THSt(h) = TWSt_l(h-l) U{ . (h.17)
#, dans le cas contraire,
Il en résulte alors que la taille de TWSt(h) peut se mettre
sous la forme :
|rws (n)| = |'rwst_1(h-1)| + B__,(n-1)
> (
= B (h-1), 4.18)
fel t-1i
ou les Bt_i(h-i) désignent les variables booléennes :
1, si R & ™S, ,(h-1i)
B, ,(h-1) = { tei+l t-i (4.19)

0, dans le cas contraire,
En prenant alors les espérances mathématiques des deux membres

de (#.18), nous obtenons la relation suivante :

h
o, (h) = 1§1 St__i(h-i). (4.20)
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Denning et Schwartz /DeS72/ ont exprimé ces cofits en fonc-
tion de la distribution dg probabilité de l1l'inter-référence des
pages (intervalle de temps entre deux références successives a
une méme page). Un raisonnement intuitif peut &tre le suivant,
D'aprés la définition 4.2, une page référencée a un instant
donné n'appartient pas a l'ensemble d'activité de fen@tre h si
et seulement si elle n'a plus été référencée depuis au moins h
références, c'est-a-dire si son inter-référence excéde h. Les
hypothéses probabilistes de 1595727 permettent d'obtenir la
distribution de l'inter-référence en régime permanent. La chaine
de références S est supposée 8tre une chaine (au sens de la
théorie des processus stochastiques) homogéne dans le temps et

récurrente non nulle :

PrERt+k#x pour k=1l,...,Jj=1, et Rt+3=x| Rtax] = Px(j)'
¥ x et ¥ j, indépendamment de t; (4.21)
=1, ¥ H ad
Jél p(3) x (4.22)
J§1 jpx(j) =F <0, ¥x (4.23)

Sous ces hypothéses, la distribution asympt8tique de 1l'inter-

référence est donnée par :

p(d) = t:g pr{R, | #R. pour k=1,...,j-1, et Rt+j=Rt]
= x}éx p(/F 0 ¥ 3, (4.24)

et nous avons le

Théoréme 4.2. /DesS72/

Pour des chaines satisfaisant aux conditions (4.21-23), nous

avons, lorsque t 9 ®©, et pour tout h :
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§,(h) » 8(n) = 2 p(3), et (4.25)
j5h .

h
o, (h) 3 o(h) = _Zl 8(n-1). : (4.26)

Ce théoréme peut s'appliquer a un grand nombre de modéles de

comportement, notamment aux modéles a références indépendantes

et & liste 1ru pour lesquels (4.21-23) sont vérifiées.

Notons que, en vertu de (4.25), si la séquence p(J) décrolt
avec Jj, alors S(h) eat_une fonction convexe de h., Intuitivement,
une telle convexité provient de la localisation des références :
on s'attend en effet a4 ce que les pages qui n'ont plus été vé-
férencées depuis longtemps deviennent deviennent de moins en
moins susceptibles de l'&tre a nouveau /Den68b, p. 60/.

Cette intuition est formalisée par le

Théoreme 4.3.

Pour des chalnes de références obéissant a un modéle qui
satisfait & la CEL (définition 2.5), la différence
dé
A8 (n) 9EF 8 (n) - 6, (n-1) (4.27)

satisfait a4 1'inégalité :

&St(h) = ﬁ&t_l(h-l) >0, ¥ t, h, (4.28)
Ce théoréme implique évidemment que, si les 8(h) = lim 8£(h)
existent, alors les différences secondes de S(h) sont non né-
gatives, d'ou la convexité de 8(n).

Démonstration.

Partons de l'équivalence triviale :
Weoq &:Twst(h-l) si et seulement si

{.ou bien : R, . ¢-TWSt(h-l) et R, =R, _, 1
ou bien : Ry, & TWSt(h].
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Les différences premiéres de 5t(h) valent donc :

A8 (n) = - PRy grws (h-1), Ry =R, . o]
=- Y powr, . ,=x, TWS _(h-2)#x, R #x, R, =x]
xeX
= - z z 5 P{St—].:st—l].pr[ut#x’ Rt+1=xl st-l]’
xeX St—lest-l
ou S:_l désigne le sous-ensemble suivant de Xt-lz
X

55 ¢ % {8 g% RiuedRy o 3R mx ot THS, . (h-2)#x].

Mais, pour tout S¢ 1 et pour tout x :
Pr{Ro#x, Ry g=x| sy 3 1= y;x Pe(ys 8y 1) ePyya(xr 8 507)

£ pt(x, st-l)' en vertu de la CEL,

-

Par conséquent :

AS (n) = - 3 2o elE. owio Slop(xe m 1)
eX s €S
i - bt SR
= - Pﬂ:R%ﬁTWSt_l(h-z), nt=Rt—h+lj' par définition
X
de st—l

L}

ﬂ&t_l(h-l). C.Q.F.D.
A propos de cette propriété, signalons une célébre conjec-
ture de Denning éﬁen68b, PP 73—727 :
si §(h) est convexe, alors les stratégies TWS(h) sont meil-
leures que toute autre stratégie : a coQt spatial égal, elles
générent le moins de défauts de page.
Une réponse A4 cette proposition sera donnée a la fin du § 4.5.3.
Au stade actuel de 1l'exposé, l'analyse critique d'une proposition
de ce genre peut inspirer les démarches suivantes.:
1) Définition de méthodes permettant de comparer des stratégies
sur la base des deux cofits F et G (2 § 4.4).

2) Recherche des "meilleuvres" stratégies possibles (2 § 4.5).
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4.4, Comparaison entre stratégies d'allocation,

Au paragraphe 4.2, nous avons associé a tout processus d'
allocation deux fonctions de cofit, 1l'une, F, mesurant le nombre
de chargements de pages, l'autre, G, pénalisant l'occupation spa-
tiale. TIn probléme essentiel dans 1'étude des stratégies d'allo-
cation (&4 partition variable) est de se définir des méthodes qui
permettent la comparaison de différentes stratégies, sur la base
de ces deux fonctions de cofits,

0n peut évidemment envisager un seul cofit global, défini
comme étant la somme (ou plus généralement, une combinaison 1i-
néaire A coefficients connus) des deux colts F et G; entre plu-
sieurs stratégies, on préférera celle conduisant au plus petit
coit global., Cette méthode de comparaison, uni-critére, a été
considérée notamment par Prieve et Fabry dans l'analyse, dans un
contexte déterministe, de leur stratégie VMIN AFrF7§7. Dans la
pratique, l1'utilisation d'une telle méthode de comp#raison n'est
pas toujours possible. En effet, m8me si l'on se limite a des
mesures de l'efficacité d'une allocation qui sont des combinai-
sons lindaires de F et G, les coefficients d'une telle combinai-
son ne peuvent pas toujours &tre quantifiés avec précision : ce
sont des parametres faisant intervenir l'architecture logique
du systéme aussi bien que des caractéristiques technologiques du
matériel, et pour lesquels on ne dispose pas de moyené analyti-
ques ou expérimentaux d'évaluation,

Pour représenter ce genre de situations ol un/critére de
comparaison unique peut ne pas &tre spécifié d'une fagon précise,

nous ferons appel au formalisme des structures de domination
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introduit par Yu pour des problémes de comparaison multi-criteée-

res /Yu73/.

h,h,1, Stratégies non dominées,

Considérons deux stratégies d'allocation Al et a® qui ope-
rent sur une mé&me chaine de références. Pour alléger les nota-

tions, nous désignerons leurs colits moyens par :

(F', &) = (e(Cry(aH], E Lo (aHD), (4.29)
et

(7%, %) = (& [r(a®)], & [ogp(a®]) (4.30)
respectivement. “
Soit d,, le vecteur différence :

4y * =T, 5 - Tl (4.31)

NDéfinition 4.2.

Une méthode de comparaison est définie lorsque, pour tout

couple de stratégies nl et Az, on se spécifie les valeurs

de d pour lesquelles Al sera préférée a A%, L'ensemble de

12
ces valeurs, noté D, est appelé la structure de domination

de la méthode de comparaison,

Lorsque d12 € D, on dit aussi que Al domine A2 sous la struc-

ture by

Une stratégie est dite non dominée sous D si elle n'est do-

minée par aucune autre stratégie sous D,

Pour une étude plus rigoureusc des structures de domination,
on se reférera aux travaux originaux de Yu /Yu73/. Ainsi que
nous allons le voir a travers quelques exemples, chaque struc-

ture de domination particuliére dépend de la quantité et de la
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précision des informations dont le décideur dispose pour spéci-

fier ses préférences.

4.,4,2, Exemples de structures de domination,

Supposons d'abord que nous puissions quantifier avec exac-
titude les deux cofits élémentaires suivants :

o coit de stockage d'une page en mémoire par unité de temps,

"

X cofit du chargement d'une page en mémoire.

Dans ce cas, les stratégies d'allocation peuvent &tre comparées
sur la base d'un seul criteére : une stratégie Al sera préférée

A une autre A® si et seulement si :

2F! + oGr < oF° + oG-,

ELn d'autres termes, la structure de domination correspondant a

cette situation est le demi plan :

n (o, ®) = {(df, dg) } ¢.df + o.dg < 0}. | (4.32)

Sous cette structure, les stratégies non dominées sont tout

simplement celles minimisant le coQt moyen global <F '+ oG,

Considérons maintenant la situation opposée ou l'analyste
de systéme ést incapable de quantifier 1l'importance relative a
accorder a chacun des colits F et G. De la sorte, si une stra-
tégie fait mieux qu'une autre stratégie pour ce qui concerne
1'un de ces deux cofits, mais fait moins bien en ce qui concerne
1'autre cofit, l'analyste est également incapable de dire laquelle
de ces deux stratégies est "meilleure" .que l'autre, Il ne pourra
préférer une stratégie Al a une autre A? que lorsque

Tl 2 72 et Gl ¢ Ez, ou 61 < G* et Fl £ Fz.
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La structure de domination correspondant & cette situation est
done le quadrant :

D, = {(af, dg) } df £ 0 et dg € o} - (o, 0). (4.33)
Cette structure est généralement connue sous le nom de structure

de Pareto /Par96/. par définition, étant donné une stratégie non

dominde sous D il n'existe pas de stratégie générant des coflits

0'
F et G simultanément moindres que cette stratégie non dominde.
Autrement dit, parmi toutes les stratégies conduisant a un coft

F (resp. G) au plus égal a celui d'une stratégie non dominéde sous

DO’ cette derniére minimise G (resp. F). .

Entre ces deux cas extrémes, on peut facilement concevoir
diverses structures intermédiaires. Ainsi, le concepteur de sys-
téme peut regarder la mémoire centrale comme une "disponibilité
spatiale" qu'il "investit" & des programmes pour obtenir un cer-
tain "profit temporel" en retour. Supposons alors que, lorsqu'il
compare deux stratégies Al et Az, telles que Al requiert davan-

tage d'investissement spatial que A2 (61- Fz X 0), notre inves-

tisseur préférera guand-méme il B pourvu que l'amélioration
temporelle 52-31 excéde une certaine fraction & du déficit spa-
tial 61-52. Ce point de vue conduit a des structures de domina-
tion de la forme :

n(0) =, + { (af, dg) } dg > 0 et -af > o.dg}, 0d0. (4.34)

0
En intervertissant "espace" et "temps" dans le raisonnement

heuristique précédent, nous obtenons les structures :

D,(2) =D, =+ { (af, dg) } df > 0 et -dg > ‘b.df‘]-, 20, (4.35)
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Une illustration géométrique du concept de non domination
peut &tre donnée. Considérons une politique 32 qui est non do-
minéde sous une certaine structure D, Par définition, il n'existe
aucune politique Al pour laquelle dl2 € D. En d'autres termes,
aucune polique ne peut générer un "point" situé dans la région

{(Fz+df, 62+dg) } (df, dg) € D}.

Par exemple, dans le cas de la structure Dl(o), cette région

d'exclusion est présentée a4 la figure ci-dessous,

/////

7
7
7

(75, &)

/

région

7

/
4 /
j /
/ d'exclusion /
7 /
/ /
7 /

/

FALELLL LTI

~
Fd
coQlt moyen

temporel F
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h.,5. Stratégies a l'ensemble d'activité potentiel.

Nous formulons dans ce paragraphe un principe d'allocation
conduisant 4 des stratégies non dominées : les stratégies a 1'
ensemble d'activité potentiel (ou probabiliste). A tout instant,
A part la page actuellement référencée, seules celles dont la
probabilité d'@tre prochainement référencée excéde un certain
seuil @ sont résidentes en mémoire, Il est évident que chaque
modéle de comportement peut conduire & une stratégie a4 l'ensem-
ble d'activité potentiel particuliére. Ainsi, nous verrons que,
sous un modéle a références indépendantes, une partie fixe de
l'ensemble des pages réside en permanence en mémoire. Le modéle
a liste lru conduit tout simplement aux algorithmes LRU a par-
tition fixe, tandis qu'on retrouve les stratégies a4 1l'ensemble
d'activité temporel sous certains modeéles de lissage exponentiel,
Nous établissons enfin la non domination de ces stratégies a
l'ensemble d'activité potentiel, sous les différentes structures

de domination du § 4.2.2, et pour tout comportement de programme

satisfaisant a la CEL (définition 2.6).

%.5.1. Principes de l'ensemble d'activité potentiel.

Définit ion I Ph

Soient S la chaine de références d'un programme, et p un
modéle explicite de prévision de son comportement. A tout
instant t, son ensemble d'activité potentiel de niveau O,

@ 4tant un paramétre positif, est constitué de la page ac-

tuellement référencée plus toutes celles dont la prévision
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a 1'instant prochain est supérieure a 0 :

PWS (8) = R U {x 3 Pe p(xr 8.) 3 o}. (4.36)
Une stratégie d'allocation A est une stratégie a4 l'ensemble
d'activité potentiel de niveau © (et déduite du modéle p) si,
pour tout t :

A, = PWs (o). (4.37)
Cette stratégie sera notée PWS(Q).

Ces stratégies sont conceptuellement similaires aux stra-
tégies a4 l'ensemble d'activité temporel, et la plupart des re-
marques du § 4#.3.1 peuvent &tre transposées ici, mutatis mutandis.
Signalons toutefois que

1) Les stratégies A l'ensemble d'activité potentiel sont définies
a partir d'un modéle explicite de comportement de programme, et
peuvent s'appliquer a n'importe quel modéle de comportement. Par
conséquent, on peut qualifier la présente formulation d'ouverte,
en ce sens qu'elle présente un principe pour déduire des régles

d'allocation a partir d'une certaine connaissance du comportement

de programme, plutdt qu'une certaine regle bien spécifique.

2) Le critére selon lequel les pages résidentes sont déterminées
peut, ici aussi, 8&tre qualifié de critére a terme immédiat. En
effet, a chaque instant, a part la page actuellement requise,
seules celles assez susceptibles d'&tre référencées a l'étape
suivantes sont résidentes. Comme dans le contexte d'une allocation
A partition fixe, on peut espérer que, pour certains comportements
localisés, ce critére est quand-m@me assez efficace, en dépit de

sa simplicité conceptuelle.
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3) Pour certains comportements de programme, les stratégies a
l'ensemble d'activité potentiel peuvent ne pas &tre a4 la demande,
au sens de la définition 4.1. Des chargements anticipatifs peu-
vent avoir lieu au début de chaque nouvelle phase de localisation
ou les ensembles de pages:momentanément privilégiées subissent
de brusques renouvellements (voir § 2.3.1), Cependant, si on mo-
délise le comportement & l'intérieur d'une phase par un modéle
satisfaisant a4 la condition explicite de localisation (déf. 2.5),
alors les chargements sont a la demande. D'une fagon plus précise:

Proposition 4.1. 3

S1i le modéle de prévision p satisfait a4 la CEL, alors toute
stratégie a l'ensemble d'activité potentiel est & la demande :

pws  ,(8) - pws (8) € R ¥ t et O. (4.38)

t+1’
Cette proposition se démontre trivialement. En effet, d'aprés la
définition 4.3, pour toute page x appartenant a PWSt+1(0) - pwst(n).

= Z
(1) ou bien x = R (ii) ou bien x # R, et pt+1(x, st) £ 9

e - 0 (o

(x, S Le cas (ii) est impossible, en vertu de la CEL.

t'Rt+1)'

Nous nous limiterons essentiellement a4 des modéles satis-

Pis2

faisant & cette condition, pour lesquels donc les stratégies a
l'ensemble d'activité potentiel sont des stratégies a la demande.
Dans ce cas, signalons leur analogie avec les stratégies généra;
les & l'ensemble d'activité formulées par Denning et Slutz éﬁaS7§7.
On associe a chaque page x une fonction de rétention Qt(x) qui

est remise A zéro aprés chaque référence, et qui est non décrois-
sante en fonction du temps jusqu'a la prochaine référence a x.
L'ensemble d'activité général, & un niveau ©', est constitué, a

chaque instant t, de toutes les pages x pour lesquelles Qt(x) £ 0,
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5.2, bParticulurisation a guelyues wodeles de cowpvrteweunt,

1) Le modéle a références indépendantes,.

du

Tl

rd
re

po

Ne

3
2 8

Rappelons que sous ce modéle, la prévision de référence
chacune des pages reste toujours constante, indépendamment

passé, In d'autres termes, quels que soient t, St' et x 3
Peeq (X Sy) = a(x),

{a(x); X € X} est un certain.vecteur de prévision donné,.
est trivial que les pages de l'ensemble suivant :
A(0) = {x ¥ a(x) > o}
sident en permanence sous une stratégie 4 l'ensemble d'activité
tentiel de niveau Q,
plus, si le modéle est vrai pour la chaine considérée, alors,
tout instant t,
ou bien R, € A(Q), événement de proﬁabilité ‘E; a(x),
xeA(0)
anquel cas nous avons

A(R) et |pus ()] = |a(e)],

a
Pwst( )

ou bien R, =y, ¥ € A(0), événements de probabilités respecti-

ves a(y), auquel cas

PNS (0) = v + A(0) et |pwst(0)| = |a(e)| + 1.

la stratégie PVS(@) est donc une stratégie & partition variable,

sous laquelle une partie fixe A(®) de l'ensemble des pages réside

en permanence en mémoire centrale, les autres pages étant libérées

anssitht qu'elles ne sont plus requises par le processeur,
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Rappelons que sous ce modéle, la prévision de référence
de chacune des pages est fonction uniquement de la position ac-

tuelle de la page dans la pile 1lru. Quels que soient t, S et x :

t'
Beagimn Sg) = By,

ou 1 = mt+1

(voir 8§ 2.3.3), et ou {b

(x, St) est le rang de la page x dans la pile lru

g3 1 =1,..., n} est un vecteur de pro-

babilité fixé.

Considérons l'ensemble des rangs des pages résidentes sous une

stratégie 4 l'ensemble d'activité potentiel de niveau 0 :
{mt*l(x. s,) } x € Pwst(o)} :

{me (e S} U {mt+1(x' Sy) ¥ by

{1} v {1 3 b, > 0o},

indépendamment de t et de S

ga1 (X0 S4) 1 g}

L}

£
Cet ensemble étant fixe, il en résulte notamment que PWS(O) est
une stratégie A partition fixe opérant avec

c(@) =|{1} v {1 } b, > o} |
cadres,

Supposons de plus que les b, sont monotones non croissants

i

avee i. Dans ce cas, le modéle satisfait A la CEL; de plus :

c(Q) =

{1, Sib1£Q
max{i } b, > 6}, dans le cas contraire
et PWS(@) n'est alors autre que l'algorithme LRU qui opére avec

c(@) cadres.
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3) Le moddle de lissage exponentiel.

- ——— -

Considérons le cas d'un modéle homogéne pour lequel, quels

gque soient x, t, et St 3

a s8i x = Rt

P,,,(xs 8.) = (1-a)p (x, S, _,) ¢ { ;
t+1 t t §l o #iEmAn,

le paramétre de lissage a étant un réel compris entre 0 et 1.
Nous allons montrer les propriétés suivantes, en relation avec

les stratégies a l'ensemble d'activité temporel, FPour tout t :

}h—l

Twst(h) (== PWSt(O), pour @ < a(l-a et

Twst(h\ = PUSt(D), pour @ 2 (l—d)h.
Ces inclusions impliquent notamment 1l'identité PWSt(Q) = TWSt(h)
pour (l-a)h £ Q ¢« a(l-u]h'l (cela n'est possible que si ©of > 1/2),
En effet, A tout instant t, désignona l'instant de la dernieére
référence A toute page x par :

t = max {u}u£t et R, = x}.
Nons avons, a partir de l'expression récurrentielle qui définit
le modeéle :

t-t

X

pt+1(
%

t-t
= (1-a)  * ((1-a)p, (x, 8, _;) + a ).

Les inclusions a démontrer sont alors immédiates puisque :
- pour x € Twst(h) Pot-t £ h-1, de sorte que
h-1
} - -
pt+1(x, St] (1-a) o
- pour x ¢ Twsf(h\ s b=t 2 h, et

h
£ (1-
Peyp(xs S.) € (1-a)

’
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".5.3. Non domination de ces stratégies,

Nous considérons dans ce paragraphe un programme obéissant
a un modéle explicite de comportement qui satisfait a la CEL.
Sous les diverses structures de domination envisagées au § 4.2,2,
nous montrons alors qu'il est chaque fois possible de choisir
le niveau @ pour que la stratégie a4 l'ensemble d'activité poten-
tiel correspondante soit non dominée.

Dans ce qui va suivre, A% désigne une stratégie A 1l'ensem-
d'activité potentiel & un certain niveau @, et A une stratégie

quelconque, Comme au § 4.4, les quantités définies pour chacune

de ces deux stratégies seront indicées par "1" ou "2" selon qu'

elles se rapportent a Al ou a Az. Ainsi :
i 1 i i Y
ft=£‘t(A),etgt=gt(A), ¥i=1, 2 et t 2 0.

Nous surmonterons également une variable d'une barre pour repré-
senter son espérance mathématique.
Avec ces conventions d'écriture, nous avons alors le

Théoreme 4.4,

S0it une chaine de références obéissant a un modéle explicite p
qui satisfait a la CEL. Alors, pour toute stratégie Al et
pour tout niveau @, nous avons

P B0 BB B (4.39)

nemonstration.

Il suffit de démontrer que :
-1 =2y =1 =2
£, - £, 2 -0(g, - &.)s ¥t 20, (4.40)
2 o
Notons que, en vertu de la Prop. 4.1 (p. 20), A" (= PWG(Q))'eSt

a la demande, de sorte que :
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2
fg . { 1, =i Rt+1 3 At'
2 0, dans le cas contraire.
Al étant quelconque, la contrainte d'allocation (4.2) implique :
. 1
fl " { 1; si ht+1 £ At
t

0, dans le cas contraire.

Cela étant, conditiennellement & des réalisations spécifiques

Sio0 al et aa de St' Ai et Ai respectivement, nous avons :

=2 déf 2 . 2 N

ft(st) = EEftl St—stj = lr[ﬂt+1 g a“| St"5£]’

=1 déf .1 . < :

ft(st} = LEftl St-st] > PrERt+l ¢ a| bt—st]. .
D'ou :

e | s -2 X
= 2 ¢
ft(st) ft(st\ PrERt*l g a I St=8t]

2
- R, € a"| s.=s ]

= g pt+1(x. St) - Z 2 pt"‘l(x, st)'
xea -a x€a -a

Or, en vertu de la définition de 1l'ensemble d'activité potentiel :

2 .1 1
- = - H Y
(i) pour x € a"-a PWSt(U) Ay pt+l(x. st) 9, et

1 .2 5 B
(ii) pour x € a -a = At—PWSt(D) : pt+1(x, st) £ 0.
Par conséquent :
= > = = -
fi(s,) - Ta(s,) o(la®-all - [a*-a)

= -u(lall - laﬂ R

d'ou 1'inégalité (4.40). C.Q.F.D.
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Le théoréme précédent peut encore s'énoncer comme suit,
oF A" désigne une stratégie d'allocation a l'ensemble d'activité
potentiel a un niveau 0, alors, pour toute stratégie Al H

(7 - 7) + o(G! - ) 2 0.

Autrement dit, nous avons toujours :

(i12 é DQ'

i

n, = {(dr, dg) } df + e.dg < o}. (%.h1)
Q
UUn premier corollaire du théoréme 4.3 est donc :

Corollaire 1,

jous les conditions du théoréme 4.3, la stratégie & l'ensem-
ble d'activité potentiel au niveau © = o/t minimise le cofit

moyen glohal oF + 0G.

’n ce yui concerne maintenant la structu;e de Pareto, no-
tons 1l'inelusion :

D, C Dys ¥ 0 >0, (B.42)
Le théoreme implique donc, a fortiori, que :

di2 € Do

. 1
pour toute stratégie A~ . iin d'autres termes, nous avons le

Corollaire 2,

Sons les conditions du théoreme .3, toute stratégie a 1l'en-

semble d'activité potentiel est non dominée sous D, e

Le théoréme précédent se particularise tout aussi facile-

-
.

ment aux structures Dl(a) et Dz(c) du § 4.4.2. Ainsi, nous avons

; 1 A\
Dl(U} € Dy, pour « € o. (%.43)
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(3n eftet, en vertu de (4.34), si (df, dg) € T)l(cr), alors :
ou bien (i) (df, dg) € D, »
ou bien (ii) -df > e.dg et dg N 0.
Dans le cas (i) : (df, dg) € D,» en vertu de (4.42).
Nans le cas (ii), nous avons, pour ¢ £ o :
df + Q.dg € df + o.dg £ 0,
et (df, dg) € Dg également).
D'on le

Corollaire 3.

Sous les conditions du théoreéme .3, la stratégie PWS(Q)" est

non dominée sous les structures Dl(o), pourvu que @ £ o,

h'une facon similaire, l'inclusion :

ng(e} &'D pour 9 = 1/2 (4.44)

q!
conduit au

forollaire .

, Sous les conditions du théoréme .3, la stratégie PWS(Q) est

non dominée sous les structures nz(ﬁ), pourvu que © = 1/,

Ce théoreme nous permet également de donner une réfutation

constructive 4 la conjecture mentionnée A& la fin du § %.3.2.
Considérons en effet une chaine de référencces obéissant a un
modeéle a liste 1lru dont les probabilités de référence bi sont
non croissantes. Ce modéle satisfait a la CLL, et &(h) est con-
vexe, on vertu du théoreme 4.,3. D'autre part, nous avons vu a
1'exemple 2 da § %.,3.2 que les stratégies 4 l'ensemble d'acti-

vité potentiel sont alors les stratégies LKU a partition fixe,

gui sont alors non dominédes.
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analvsée séparément pour chaque programme, et, pour chaque pro-
gramume , séparément pour chaque instruction élémentaire. De plus,
l'allocation de la mémoire est dissociée des autres fonctions
du svsteme d'exploitation, telles que 1'ordonnancement des pro-
gpram-es au niveau du processeur ou au niveau de la mémoire auxi-
liaire de pagination, De la sorte, une critique majeure qu'on
pent faire i propos de cette approche est qu'elle ignore les
aspects ayant trait 4 la coordination temporelle de ces diverses
fonctions.

Les interactions entre ces fonctions, les effets de la -
conecurrence entre programmes sur les performances du systeme
ont 6té modélisés par des réseaux d'attente plus ou moins com-
plexes /DBuz71, Cou7l, Gel73b,Bra74, BCMP74, ReK75, TQT762 4.5/«
La résolntion de ce genre de modeles devrait permettre une

meilleure compréhension des principes de contrdle optimal des

systemes informatiques LﬁGLP75, LeP76, DeK76,..;7.
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4.7. Annexe : démonstration du théoréme 4.1 (p. 6).

Néronstration du théoreéeme 4,1,

A partir de la stratégie d'allocation Al o Aé.Ai...At...,
nous définirons A® de la fagon suivante :
2 1
Ny ™ By (h.h5)
et, d'une maniére récursive :
2 2 2
o = A - Lt
e T s U Ry i (%.46)
ou :
> | 2 1
L. = T - Ml
g = Ay = Rpelt (h.47)

11 est évident que la stratégie A% ainsi définie est une stra-
téegie a4 la demande., Notons également que si Al est non prospec-
tive, c'est-a-dire si chacun des états &t ne dépend que du passé
St, alors il en sera de mé&me pour Az.
Nous poserons, pour alléger les notations :

Fi = Ft(Ai), Gi = Gt(Ai), i e 1y 2 (h.48)

Nous allons démontrer les inégalités suivantes, qui impliquent

les inégalités (H.10) et (4.11) :

vh ¢ Py - lap - A%l ¥ ¢ 20 (4.49)
2 1 1 2 ) =\
£ = - = Q. 5.3
Gy £ Gy 'Atal At_ll, ¥ t = ( (%.50

Démonstration de (A4.49).

Rupposons-la vraie pour t 2 0., Nous avons alors :
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1'ﬁiu 2 Fi + lﬁi+1 = Ail’ en vertu de (4.3) et (L.4)
€ Fi B IAt o Ail * |Ai+1 = Ail. par induction
I R PR (R A
¢ ph o Jage =A%)+ ey ¢ oy

Au lemme %.3, nous démontrerons 1'identité suivante :
1 % gl 2 2 2 g
At-rl L At - (At+1 = At+l) ¥ (Atﬁ-l 3 Jq“1:} i WD

(ns4" est wis pour la réunion d'ensembles disjoints). Il en ré-

sulte alors 1'identité entre les cardinaux :

1 2 2 2
t+1 At‘ = ‘At+1 al AtI'

1 2
g = At+1

ce qui termine la démonstration par induction de (4.49).

lA l = ‘A

e - —— - -

1 2

Cette inégalité est triviale pour t =0 (G0 = G, = o).

Supposons-la vraie pour t > 0, Nous avons alors :

Gi+1 = Gi + lAil' en vertu de (4.5) et (h.6)
£ Gt + IAiI, par induction
1 1 2
= Gy - 2l e a1

Le lemme .2 qui va suivre établira 1'inclusion suivante :

= ;8 Al
Ay c At, ¥t = 0.

T1 en résulte alors :
."Lt - \“:‘;| = |11’| = IAil,

ce qui termine 1la démonstration par induction de (4.50).

CaQ.FoD.
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LLemme 't.2.

e e et

si A® est définie A partir de Al par les équations (4.45-47),

alors
\V eal, wt2o0
4 t & t' - ']
Démonstration,
fette inclusion est triviale pour t = 0. Pour tout ¢t 2 0,
nonus avons
2 1 2 2 1
A en L I - i =
Aeel Leel (At ¥ Reia zt) Ate1
(\2 22 Ax R T
- Ay = 4p) = Besqr OB Beia . el
2 " 1 2
= A, - (at U At+l\
2 2
= A, - A, en vertu de (4.47)

= @. C.Q.F.D.

Lemme 4.73.

2 4 s . 1 »
Si A% est définie & partir de A~ par les équations (4.45-147),

alors :
1 2 o 1 L2 2 2 oY
Atel T g, (At+1 - At+1) & (At+l 1 At"’ e

némonstration,

2
Comme A en vertu du lemme 4.2 :

1
£41.C Feut
ol P s 2 2 2] 2
D At i ((At+1 B At+1) . At) * (At+l il At

11 suffit alors de démontrer que

3 > >
(43s1 = Agen) = 4t * o1 = Aol
n'est-a=-dire que Ai est disjoint de Atql - Ai+l' Nous avons :
A‘:, n ('I"i-tl i A{é*_l\ = (‘Li = A::,-r'l.) n At-&l
= Zi n At+1. en vertu de (.46)

#, en vertu de (%:47). C.Q.FdD;




5., ASPECTS DU CONTROLE GLOBAL DES SYSTEMES A MEMOIRE VIRTUELLE

5.1, Présentation du chapitre.

Aux chapitres précédents, nous avons étudié le processus
de pagination d'un programme avec comme objectifs des critéres
de performance propres au programme considéré, Ainsi, sous
une allocation a partition fixe, nous avons recherché les
principes des stratégies de remplacement minimisant le taux
de défauts de page, et, sous une allocation a partition varia-
ble, nous avons introduit un second critére, la minimisation
de 1l'espace alloué au programme., Nous nous proposons maintenant
d'analvser les interactions de ces performances marginales sur
l1'efficacité globale du systéme, mesuréde par le taux d'utilisa-
tion de certaines unités "essentielles" du systéme, le processeur

central par exemple., Nous présenterons également diverses reéegles

de contrdle optimal du systédme,

In nouveau programme qui arrive réside d'abord sur une
file d'attente externe jusqu'a ce qu'il soit admis dans le
svstéme. Le systéme est constitué d'une mémoire centrale (MC)
de taille fixée, et d'un réseau d'unités de service. Ce réseau
comprend un processeur central (PC), un disque de pagination
(npP), prolongement de la MC, et un certain nombre d'unités d'
entrée-sortie (BS). Pendant son exécution, chaque programme
boucle dans le réseaﬁ de la fagon suivante : il nécessite une
certaine durée de traitement au PC jusqu'a ce qu'il subit un

défuut de page ou requiert une entrée-sortie ; il reviendra
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alors au PC lorsque la page manquante est chargée ou l'entrée
sortie effectuée (Fig. 1).

Tne approche fréquente pour modéliser la concurrence entre
les programmes au niveau de la MC suppose un équipartage tel
que chacun des programme a le m@me taux de défauts de page ;
édvidemment, ce taux augmente avec le nombre de programmes dans
le systéme, puisque chacun d'eux dispose de moins d'espace,

En résumé, le modéle étudié est un réseau ouvert de files
d'attente dans lequel les caractéristiques opérationnelles des
programmes (notamment leur taux de défauts de page) varient
avec le nombre total de programmes dans la mémoire.

A cause de cette dépendance, le réseau considéré n'est pas
un réseau de Jackson /Jac63/ ol la durée de service a chaque |
station ne peut dépendre que de la longueur de la file A cette
station. Néanmoins, son analyse peut se ramener a celle de
réseaux de Jackson par l'intermédiaire d'une méthode de décom-
position due A Courtois /Cou7l/.

D'une fagon informelle, et dans le contexte du probléme
particulier qui nous intéresse, la décomposition du probléme
peut se justifier par le fait que les événements (changements
d'état du svstéme) se décomposent naturellement en deux classes
suivant leurs fréquences relatives :

- d'une part, ceux provoquant un changement du nombre n de
programmes dans le systéme, c'est-a-dire les entrées de nouveaux
programmes ou les départs de programmes arrivés a leur fin ;

ces événements sont relativement espacés, un ordre de grandeur
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de leur espacement étant généralement la minute ;

- d'autre part, les transitions des programmes a l'intérieur

du systéme, c'est-a-dire les passages des programmes d'une

file interne a une autre ; ces événements, consécutifs a des
fins de traitements élémentaires a une unité du systéme (rc, DP,
ou BS) se passent généralement a4 1l'échelle de la seconde, voire
de la milliseconde,

A cause de cette disproportion entre ces deux types de
phénoménes, le comportement interne du systéme pendant une
période ol le nombre de programmes dans le systéme est constant,
mettons n, peut &tre approximé par le comportement en régime
permanent d'un systéme fermé de n programmes, [ 'analyse des
performances du systéme sous une charge fixe n a été effectuée
par de nombreux auteurs, et les principaux résultats seront
rappelés au § 5.2, On observe généralement que, lorsque le
degré de multiprogranmation n augmente, les taux d'utilisation
du PC et des LS commencent d'abord par croitre, puis atteignent

leur maximum pour une certaine valeur n_ de n, et enfin se

0
détériorent trés rapidement., Bien que l'évaluation numérique

du degré de multiprogrammation optimal n_ ne présente générale-

0
ment aucune difficulté majeure, son évaluation analytique n'a

pu dtre obtenue que dans certains cas particuliers [5CLP727.

Dn point de vue pratique, le probléme de la caractérisation
d'une charge optimale consiste a rechercher des critéres "mesu-
rables" permettant d'inférer si un systéme est actuellement sur-

chargé on sous utilisé, Parmi de telles approches, signalons
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notamment celle de Leroudier et Potier préconisant une régulation .

adaptative de la charge basée sur le taux d'utilisation du DP
([Iev7§7, régle des 50 %), et celle de Denning et Kahn, basée
sur la durée moyenne de temps virtuel entre 2 défauts davpage
(/Dek76/, régle L=s) : une forte utilisation de l'unité de pagi-
nation, ou des défauts de page trop fréquents peuvent constituer
des ecritéres indiquant une surcharge du systéme, et impligquent

la désactivation de certains programmes du svsteme,

I.'analyvse effectuée au. paragraphe 5:2,bien que permettant
de dégager certains aspects d'une multiprogrammation optimale,
et de mettre en évidence le phénoméne de l'écroulement (thrasing)
comme conséquence de l'insuffisance de l'espace en MC alloué
aux progranmes, n'en escamote pas moins certains niveaux dé-
cisionnels cruciaux, Notamment, lorsque les programmes ont des
caractéristiques opérationnelles différentes, il se pose le
probléme de l'affectation des disciplines de priorité (schedul-
ing) aux diverses unités de service du systéme., Dans un réseau
fermé, la recherche des régles de priorité maximisant le taux
d'utilisation du CP conduit généralement a4 l'optimisation d'une
fonction rationnelle de plusieurs variables ; comme le fait
remarquer Spirn égpi7§7, le nombre de ces variables croit pro-
portionnellement avec le nombre d'unités de service du réseau,
et exponentiellement avec le nombre de programmes dans le sys-
téme. A cause de cette extr@me complexité, les politiques d'

ordonnancement optimales n'ont pu &tre déterminées que dans
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des cas fort simples. Ainsi, Spirn [gpi7§7 considére le cas

de 2 programmes bouclant alternativement entre un PC et un DP.
Nous présenterons au § 5.4 un modéle similaire, mais ou le DP
représente le principal goulot d'étranglement du systeme.
I.'analyse de ces modéles permet d'inférer que la régle de prio-
rité optimale au DP est d'accorder la priorité préemptive aux
programmes les moins fréquemment sujets a des défauts de page,
tandis que la régle de priorité au PC n'a généralement que

trés peu d'influence sur l'efficacité du systéme, Nous donnerons
également une procédure permettant de partitionner d'une fagon
optimale une MC de taille donnée entre 2 programmes, Cette pro-
cédure conduit généralement a des partitions inégales, ce qui

est en accord avec d'autres études antérieures LﬁeK69, DeS?l?.
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5.2, Le modéle de multiprogrammation classigue.

Pour analyser l'effet de la charge sur les performances
globales du systéme, le modéle suivant a été utilisé, a quel-
ques variantes prés, par la plupart des auteurs.

UIn nombre fixe n de programmes circule dans le réseau
fermé de la Tig. 1. Rappelons que ce réseau comprend un PC,
encore appelé serveur central Lﬁuz7;7 ou serveur d'échange éﬁra?&?,
un NP, et m unités d'ES. Les n programmes sont supposés avoir
des caractéristiques opérationnelles identiques. Ces caractéris-

tiques sont :

l/cr1 = durée moyenne d'un transfert de page ;

n

1/o durée moyenne d'un échange a 1'unité d'ES 1,

i

1 8 2,0yl 3

1/ = durée moyenne de temps virtuel entre 2 défauts
de page ;
1/ej = durée moyenne de temps virtuel entre 2 demandes

de 1'unité d'ES 1,
Nésignons par At’ Al et Ai (i=2,...,m+1) les taux d'utilisation
en régime permanent du PC, du DP et des unités d'RS respecti-

vement,

5.2,1., Résultats exacts.

Tout d'abord, en utilisant un théoréme d0 & Chang et Laven-
berg AEhL?g?, on peut montrer les relations suivantes entre ces

différents taux d'utilisation




i
.
o]

fA, = o4, (5.1)
eAdy, = Oy, 1=2,...,m1, (5.2)

Ces relations, généralement appelées lois de conservation Lﬁuz?l,

Buz?ﬁ?, expriment qu'en régime permanent, le nombre moyen de

programmes arrivant a4 chaque serveur par unité de temps est

égal au nombre moyen de programmes cquittant ce serveur par unité

de temps, Ces lois permettent trivialement le calcul de tous les

taux d'ntilisation a partir de 1l'un d'entre eux,

La solution analytique de ce modéle a été obtenue dans le
cas ol toutes les durédes mentionnédes au début de cette section
sont distribudes exponentiellement. En effet, le modéle est
alors un cas particulier d'un réseau de Jackson 13a0617, et

.

les probabilités a 1'état stationnaire :

p(nl.nz....,nm+1) lim pr Eé 1'instant t,

t 00 nb, de prog. au DP = nl,...,
nb. de prog. 4 1'ES 1 = n_, |
m+ 1 L
£
{ 3 n, ¢ n)
i=1
valent éﬁuz7l7 :
1 B m+ 1 7
p(n.-19n2!0ll!nm+1) e G‘ns (Gl/f) l i[=|2 (O-i/ei) i (5'3)
ol la constante de normalisation G(n) vaut évidemment :
m+ 1
n n
6(n) = S (ey/0V"1 TT (oy/e)™ 5l
md i=2
oy € B

Te taux d'utilisation du PC, A(. s'obtient alors en sonmmant les

probabilités élémentaires (5.3) sur tous les états pour lesquels
m+ 1

i=1ni’ est positif ; Buzen

le nombre de programmes au PC, n -

Lﬁuz?&? a montré que ce taux vaut :
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e5)

—_
L %1

_ G(n-1)
4 = L,
et a présenté dans Lﬁuz7l7 une procédure numérique pour le

calcul de ce taux,

Dans 1'étude de l'influence de la charge n sur A _, il est
indispensable de spécifier comment les caractéristiques des
programmes, particuliérement le taux de défauts de page, varient
avec ce nombre n, I.a méthode classique consiste a supposer que
chacun des programmes posséde la mé&me fonction duréde de vie L
(1ifetime function éﬁeK627) ; pour toute valeur particuliére c,
LL(c) représente la durée moyenne de temps virtuel entre 2 défauts
de page d'un programme lorsque c cadres de page sont alloués a
ce dernier, La méuroire centrale, de taille C cadres, sera de
plus supposée équipartagée entre les différents programmes,

Ne la sorte, sous une charge n, le taux de défauts de page d'un

programme wvaut :

r = 1/L(2). (5.6)

Cette fonction I, a fait 1l'objet de nombreuses études expé-
rimentales en raison du r8le central qu'elle joue dans l'analyse
des svstémes a mémoire virtuelle, et de certaines régles heuris-
tigques de gestion de cette mémoire (voir § 5.2.2), Typiquement,
I. est une fonction monotone croissante en ¢, ayant l'allure de
la lettre S (voir 1ig.2). Généralement, on observe que L est

convexe avant une certaine valeur cg de ¢, et concave aprés,



Ainsi, l1'amélioration de la durée de vie, obtenue en augmentant
l'espace alloué aux programmes, commence d'abord par 8tre tres
forte : un programme nécessite un "minimum" d'espace. Néanmoins,
au deld de ce minimum, cette amélioration deviént de plus en plus
négligeable. l.a valeur critique cg est appelée, d'une fagon
assez suggestive, le genou (knee H [50G727).

Graphiquement, c'est le point maxiawisant le rapport : L(ec)/c.

Une approximation de L, dans le domaine ou cette fonction
est convexe, a été proposée par Belady et Kuehner /Bek69/ :

L(e) = a.ck, & &0 K = 1; 3 (5.7)
ol a est une constante lide a la vitesse du PC, et ou k est
une mesure de .la localisation propre au programme ; généralement,
k est compris entre 1,0 et 2.0, et peut m8&me excéder 2.0
pour des programmes fortement localisés,

Notons que l'approximation du taux de défauts de page que
nous avons donné lors de l'étude du modéle de lissage (théoréme
3.7) cecndnit également 4 une approximation convexe de L :

, a0, o€ Eb- 1]- (5.8)

le coefficient o étant aussi une mesure de la localisation.

) N

tle) = a.{i<a

Chamberlin et al AE?L717 ont proposé l'approximation

Le) = b/ (14 (a/0)?), (5.9)
ou b représente la plus grande valeur possible de L, et d la
wémoire nécessaire pour que le programme ait une durée de vie
dgale a la moitié de sa valeur maximale b, On peut vérifier

trés facilement que cette valeur d est aussi précisément le

genou de la courbe (5.9): L(d)/a 2 L(c)/c, pour tout c.
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5.2.2. Conclusions expérimentales.

BEn se fixant la fonction durée de vie I., ainsi que les
parameétres o, e le calcul de A , pour diverses valeurs de n,
ne présente aucune difficulté particuliére . et a été effectué
par de nombreux auteurs. Sans prétendre a l'exhausti?ité. signa-
lons les travaux /Cou7l, BGLP73, Bra74, LeP76, DeK76/.

Pour 1., 01, e, fixés, on constate toujours que la courbe

i

représentant Aﬂ en fonction du degré de multiprogrammation n
a une forme de cloche cormme il est indiqué a la Fig. 3. Intui-
tivement, une telle propriété est tout a fait évidente : l'aug-
mentation de n a deux effets contradictoires sur AU : d'une
part, en accroissant la possibilité de parallélisme entre les
diverses unités du systéme, on peut améliorer leur taux d'utili-
sation, en particulier celui du processeur ; mais, d'autre part,
plus il v a de programmes dans le systéme, moins chacun d'eux
dispose ('espace en mémoire centrale, d'ol des défauts de page
plus fréquents, et un goulot d'étranglement au nivean du disque
de pasgination,

I.a détermination du degré de multiprogrammation optimal Ny
correspondant a4 une utilisation maximale du PC, pose deux pro-
bléme majeurs :

- la maximisation analytique de A& , a partir des équations

(3.4-6):, est généralement hors de question, vu la complexité

de ces équations ;



- m@dme si cette fwaximisation est techniquement possible, par
tabulation de AO pour différentes valeurs de n, cette approche

suppose I, non seulement connue, mais de surcroit stationnaire
dans le temps.

Ces problémes ont orienté les recherches actuelles vers
des critéres de contr8le approximatifs certes, mais plus pra-
tiques et plus adaptatatifs que celui basé sur un degré de

mul tiprogrammation théoriquement idéal,.

Régle du_genon /De75, DeK76/.
Un compromis possible entre la maximisation de la durde

de vie d'un programme et la minimisation de l'espace gui lui

est alloué peut inciter & accorder au prograame un nombre ¢

de cadres qui maximise le rapport L(e)/e. L'utilisation d'une

telle méthode d'allocation nécessite évidemment que la fonction

L soit estimée avec la plus grande précision. D'un point de

vue numérique, cette régle a été justifide par Denning et Kahn

AﬁeR?ﬁ? qui ont constaté, dans tous les cas qu'ils ont étudiés,

gue le degré de multiprogrammation préconisé par la régle du

genou, n_ = C/cg' est assez voisin de la valeur optimale n,.

2 3

Régle des 50 % /IeP76, BGLP75/.

Your diverses valeurs des parametres, et dans le cas ou
L est donnée par 1'approximation de Belady et Kuehner, Leroudier

et Potier /LeP76/ ont tabulé A, et Ay (= AO/L(%)ai) en fonction

de n, I1 s'avere que, lorsque A_atteint son maximum, le taux

0

d'utilisation du DP, A s'observe aux alentours de 50 %, Cela

1 ]

a conduit ces auteurs a préconiser la regle de contr8le suivante
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on active ou on désactive un programme selon que le taux
d'utilisation du DP, mesuré pendant une période de temps

récente, est inférieur ou non a 0.5.

Régle L=S./DeK75/.

Cette 'ieuristigune consiste & régulariser le systéme de
telle sorte que, en moyenne, la durée de vie des programmes soit
soit un peu plus longue gque la durée d'un transfert de page.
Intuitivement, un taux de défauts de page plus élevé que le
taux de service au DP risque d'embonteiller le systéme au niveau
du NP, tandis qu'un taux de défauts trop petit peut indiquer

une sous-utilisation du svstéme.

égle de 1'injection aléatoire /GeK76/.

telenbe et Kurinckx LEeK7§7 ont proposé le principe de
contrdle suivant qui permet, outre une prévention des étrangle-
ments, un partage équitable des ressources entre programmes
concurrents : chaque fois qu'un prograiome a utilisé un certain
quantnm de temps processeur, il est automatiquement suspendu
et libére l'espace en mémoire centrale qu'il occupait ; il ne
sera réinjecté dans le systéme qu'aprés un certain laps de tenps
(aléatoire dans /GeK76/) déterminé en fonction de la charge
actuelle du systéme, L'intuition selon laquelle la durée de sus-
pension doit &tre d'autant plus longue que le nombre global de
programnmes est élevé, a été confirmée, tant par une analyse

approchde, qite pur ues experiences de simulation,
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Bien que ces méthodes de régulation de la charge du sys-
téme semblent assez raisonnables et généralement confirmées par
des études numériques, aucune d'elles n'a pu &tre justifide d
d'une-fﬂqon rigoureuse et précise. A notre connaissance, le
seul cas particulier ol une approximation analytique de n0 a
été donnée est celui d'un réseau cyclique sans unité d'ES (m=0).
Avec l'approximation (5.7) de Beladv et Kuehner, et pour autant
que 1/t >> 1/01, Brandwajn et al LﬁGLP717 ont montré que o
peut 8tre approximé par :

1/k

n, o (aol\ C/e,

e désignunt la base des logarithmes naturels, Avec cette appro-
ximation, il est intéressant de noter que la taille optimale

d'une partition vaut : C/no = e(aoi)-l/k, et la durée de vie :

L(C/nn‘ T

X indépendamment de la mémoire totale disponible C.
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5.3. Partage optimal des ressources entre 2 programmes,

IL'analyse précédente suppose des programmes identiques,
et par conséquent néglige les aspects décisionnels relatifs
au partage de la mémoire centrale et a l'ordonnancement des
programmes 4 chacune des unités du systéme. D'une fagon plus
précise, étant donné un ensemble de programmes a exécuter, il
s'agit de déterminer les régles de partage de la MC et les
régles de priorité de service, de fagon a maximiser le taux
d'utilisation AO du processeur central, )

En ce qui concerne l1'allocation de la mémoire, 11 a été
constaté qu'un partage biaisé, qui favorise arbitrairement
certains programmes par rapport a d'autres, est généralement
meilleur qu'un partage équitable ou chacun des programmes
recoit la méme quantité d'espace /Bel67, BeK627. Une interpré-
tation de ce phénoméne, basée sur la concavité de la fonction
duréde de vie, mais qui ne tient pas compte des phénoménes
d'attente a4 1'intérieur du systéme, a été donnée dans 1663727.
Quant an probléme de l& coordination temporelle des tflches a
1'intérieur d'un réseaun fermé, il n'a pu 8tre analysé que
pour certaines structures particuliérement simples.

Tl se dégage de ces résultats, notamment de celui de Spirn égpi7§7,
qu'on doit donner la priorité aux programmes les moins sujets
a des défauts de page. Nous allons illustrer ces principes dans

le cas de 2 programmes, de fonctions durée de vie connues, al-

ternant entre un PC et un DP,



5.3.1, Le modale,

NDésignons par L, et L2 les fonctions durée de vie des deux

1

programmes, et par C le nombre total de cadres de page disponi-
bles en mémoire centrale, Un partage de la mémoire est spécifié

par un couple d'entiers (c cz) tel que :

1'

1’ a0; et ¢, + 02 = C 3

cy (i.=.1, 2) représente le nombre de cadres alloués au program=-

c C.

2
me i,

Etant donné un partage (cl, cz], nous supposerons gue,.’ pour
chacun des 2 programmes, les durées de temps virtuel entre é
défauts de page sont distribuées exponentiellement, de taux :

£, = 1/Ll(cl), et f, = 1/L2(c2)
respectivement. l.a durée d'un transfert de page au DP est supposée
8tre une exponentielle de moyenne 1/o.

Sous un partage donné, l'état du systéme a4 un instant quel-
conque est spécifié par les programmes dans la file du PC a cet
instant. J1 y a évidemment 4 états, a savoir : "1, "2n, 6 n]142" et
"g", Chaque fois que le systéme passe par les états "1+2" ou "¢",
ou les 2 programmes sont a une m@&me unité de service, il faut
choisir lequel A 8tre servi. Une politique d'ordonnancement est
donc décrite par les probabilités de choix : dp(i), po(i) ; i =1,2,
ap(i) représentant la probabilité pour gue le programme i soit
servi au DP alors que les 2 programmes sont au DP (état "g"),
et pc(i) la probabilité pour que, le systéme étant dans 1'état

N ,
"1+2", le programme 1 soit servi au PC,
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En supposant les L, connues, nous allons déterminer les

i

valeurs de c dp(i), pc(i) de fagon 4 maximiser le taux

i!

d'utilisation du processeur central,

5.3.2. Politiques d'ordonnancement optimales,

Au cours du temps, le PC est alternativement inactif et
occupé. Quelle gue soit la politique d'ordonnancement, une pé-
riode d'inactivité dure le temps d'un transfert de page, donc
1/ en moyenne, Le taux d'utilisation du IC vaut donc :

A, = B/ (B+ 1/0), (5.10)
N représentant la durée moyenne d'une période d'occupation du PC.
Maximiser An revient donc a maximiser B.

your S # ¢, désignons par B(S) le délai moyen pour que le
svstame passe de 1'état S a4 1'état ¢, Une période d'occupation
commence par 1l'état "i", 1 = 1, 2, si et seulement si le program-
me i a été choisi pour recevoir le service au DP. Par conséquent :

L = dp(1)8(1) + dp(2)B(2). ' (5.11)
[Lorsque le systéme est dans 1l'état "1", le délai jusqu'au pro-
chair changement d'état, minimum entre une exponentielle de taux
ft_et-une exponentielle de taux o, est une exponentielle de taux
f1+c. Ce cliangement d'état peut correspondre :

- soit A un défaut de page du programme 1, auquel cas la période
d'oceupation dn PC se termine (événement de probabilité fl(f1+a§-l)
- soit a une fin de pagination pour le programme 2, et ie'nouv%;
édtat sera "1+2", ¢

Par conséquent :

=5 -1 ;
B(1) = (fl+o) + of(f +o) Blls2) . (5.12)
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N'une fagon similaire :

B(2) = (£,40)7" 4 o(r,+0) " B(1+2). (5.13)
Supposons, pour la commodité, que :

£ €L, (5.14)
11 résulte alors immédiatement des 2 derniéres équations :

(1) > p(2). (5,15)

Ainsi, quel que soit l'ordonnancement au PC, il faut accorder,
au NT', la priorité préemptive au programme ayant le plus petit

taux de défants de page (dp(l) = 1Yy

I1 reste maintenant a rechercher les probabilités pc(i)'qui
maximisent B = B(1), En vertu de (5.12), cela revient & maxi-
miser B(1+2).
l.Lorsque les 2 programmes sont simultanément au PC,

- si le programme 1 est servi, alors, aprés un temps moyen de l/fl,
on sera dans 1l'état "2",

- sinon, aprés un temps moven de l/fz, on sera dans 1'état "1",
Par conséquent :

B(1+2) = pc(l)(l/fl + B(2)) + pc(zﬁ(l/f2 & BlL) )s
Iemplagons dans cette dquation. B(1l) et B(2) par leurs expressions
données par (3.12) et (5.13). Nous obtenons, aprés quelques sim-
plifications triviales :

BL1+8) = L/E, 4 AL, * o/F,F,, (5.16)
indépendamment de pec(1l), pc(2).

Ainsi, le taux d'utilisation du PC ne dépend pas de la regle

dA'ordonnancement au PC.
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ILa valeur optimale de ce taux est donnée par (5.10), ou

B vaut, lorsque I‘l £ f2 :

B

B(1)

=1 =1
(f1+04 + o{f1+oq (1/fl & LIt 4 o/flfz)

1/£, + 6/L. £, (5.17)

Nons suppoeserons, pour la facilité, que les 2 programmes

ont méme fonction durée de vie : L1 = L2 = I., Naturellement,

1. est une fonction monctone non décroissante de ¢ :

., (5.18)

N
L(01) 2 L(cz\, pour ¢, ”

Nous supposerons également que I, est une fonction concave, ce
qni est sénéralement vrai pour de grandes valeurs de c :

L(c1+1\ - L(cl\ € L(c2+1) - L(cz), pour ¢, > Cye (5.19)

Par raison de symétrie, ncus pouvons nous restreindre -

anx partases tels que c, 2 c

1 5 En vertu de l'analyse faite

aun 8§ 5,3,2, la recherche d'un partage optimal de la mémoire ..

centrale consiste a trouver un entier cl qul maximise :

B(e ¢c) = L(cl\ + OL(cl)L(cz\, (5.20)

;

snus les contraintes :

c, 2 c, = C-c1 2 0, (5.21)

Your une valeur donnée de C, désignons par El(c] la;féleur

cptimale de c Nous montrerons que, lorsque la mémoire totale

ll

est de C+1 cadres, alors le nombre optimum de cadres a allouer
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an programme 1 s'obtient immédiatement par 1'équation de

récurrence

El(c\ 4+ 15 sk B(El(c)+1; c+1) 2 B(El(C); c+1),
& -
cl(C+1 = {

. (5.22)
cl(C‘, dans le cas contraire,

Pour alléger la démonstration, nous poserons El = EI(C).

] x 2 = C=- 5-_=_ :
1) Your tout ¢y c, (02 C-c, C-c; 02)

. \ :
B(cl+1, c+1) L(cl+1 + oL(cl+1)1(cz)

L(clj + oL(cl)L(cz) + (L(cl+1)—L(cl))(1+0L(c2))
o s
L(cl\ + oL(cl\L(cz‘ < L(El} + oL(El)L(EQ), par définition
de El :
L(cl+11-L(c1} £ L(El+1)-L(El}, en vertu de (5.19) ;
L(cz\ £ L(EZ}, en vertu de (5.18),

Par conséqguent : .

L4 \ —3 \ = .
H(cl+l, c+1) € L(cl+l} + GL(c1+1,L(02\ B(cl+1, c+1).
- - - - ‘ .
2) rour tout ¢y £ ¢y (c2 R e) »

B(e,; C+1) L(cl\ + cL(cl}L(c9+1\

‘l;

+ Yiile.. ¥V & . *#1Y= \
L(011 OL(cl‘L('T ai(cl)(L(cz 1) L(cz) .
Comme au point 1) :

YL(e,) ;

\ V £ o ¥ p
L(cl + cL(01)L(02 L(c,) + oL(cl "

1
L(c,+1)-1(ec,) £ L(e,+1)-L(c,) ;

-~

B(cl; c+1)Y £ (e c+1),

15

sn vertu des points 1) et 2), il résulte inmédiatement que :
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max(n(61+1; c+1), B(61; c+1)) 2 B(c!; c+1),

pour tout ci = 0,000,041,

ce qui établit 1'équation (5.22),

Cette propriété permet trivialement la détermination des
partages optimaux de la mémoire centrale, et cela successive-
ment ponr ¢ =1, 2, 3, etc,... Les partages ainsi obtenus sont
généralement biaisés, notamment lorsque la duréde moyenne 1/o
d'une pagination est longue comparée a la durée de vie.

LLa condition B(61+1; C+l) » B(El; C+1), sous._laquelle

51(C+1‘ = El+1, peut 8tre réécrite sous la forme :

é - .2
dr, o(L,dL, - L,dL;), (5.23)
olr Li = L(Ei\,

dL; = L(cg+1)-L(ey), 1 =1, 2.

LLe processus de partage commencera donc a accorder des cadres

au programme 1 jusqu'a ce que la condition (5.23) n'est plus
satisfaite : 1l'amélioration dLl est alors trop petite pour
justifier 1'allocation d'un cadre supplémentaire au programme 1,
L'allocation d'un cadre au programme 2 a pour effet de laisser
dr, inchangé et de diminuer o-(leL2 - deLlﬁ, ce qui tend a

ffaveriser de nouveau la condition (5.23). l.es cadres seront

alors alloués au programme 1, et ainsi de suite,



I.'analvse de ce paragraphe s'étend difficilement au cas
de plus de 2 programmes., D'une fagon générale, la recherche
d'une politique d'ordonnancement stationnaire optimale peut
8tre formulde cowmmne un probléme d'optimisation d'une fonction
rationnelle de plusieurs variables, Dans le cas de 3 programmes,
<

numérotés de telle sorte que f, € £, & fg’

la politique optimale, La démonstration, beaucoup plus fastidieuse

nous donnons ici

que dans le cas de 2 programmes, est laissée au lecteu}.

Cracimanoement OpEipRl de. 3 _programmes

An NP, la priorité préemptive doit &tre accordée aux programmes

de taux de défauts de page les plus petits, |

au IPC, l'ordre de service est quelconque, sauf dans les 2 cas ou
- les programmes 1 et 2 sont au PC, et

- les programmes 1 et 3 sont au PC.

NDans ces 24 cas, il faut traiter le programme 1 d'abord.

Sous une telle politique, la valeur (maximale) de la durée

movenne d'une période d'occupation du PC vaut :

B = 1ff; + off;f, + o-/f 1£2f, # (f -f )/(f +a-)f‘123

Jl.a recherche des regles de priorité optimales dans un réseau
fermé sera discutée plus en détail au paragraphe suivant, ou
nous proposerons une approche basée sur la programmation dyna-

mique,
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5.4, Régles de priorité optimales au disque de pagination --

UIne approche heuristique,

5.4,1, Motivation d'une approche par programmation dynamique,

LLe probléme de la recherche de politiques d'ordonnancement
optimales dans un réseau fermé de serveurs exponentiels a été
esquissé au § 5,3.2, et cela dans un cas des plus simples,
nans un contexte plus général, une formulation mathématique du
probléme peut &tre la suivante,

Si 1'on suppose les durées de service des programmes 3
chacune des stations distribuées exponentiellement et indépen-
dantes entre elles, et les probabilités d'acheminement (routing
probabilities) des programmes décrites par une chaine de Markov,
alors 1l'état du réseau a tout instant peut &tre spécifié par
les identités des programmes a chaque file d'attente du systéeme,
$'il v a en tout m stations et n programmes, le nombre total des
états est évidemment m", Pour chaque état ou plusieurs programmes
sont en attente a une m&me unité de service, il faut sélectionner
le programnme a prendre en charge par l'unité en question., Ces
choix peuvent 8tre spécifiés par des probabilités de choix, dont
l'ensemble constitue une politique d'ordonnancement particulieére.
Sous une poligque donnée, les probabilités des états du systéme
en régime asymptdtique sont lides par des relations de la forme
(équations de balance) : P = X.P, ou P représente le vecteur des
probabilités d'état, et X est une matrice dont chaque élément
dépend linéairement des probabilités de choix de la politique,

Pour que P soit univoquement déterminé, il y a lieu d'ajouter
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une relation exprimant gue la somme des probabilités de tous les
états vaut 1,

Prenons comme objectif la maximisation du tdux;dluiidg}aﬁibn
d'une certaine unité "fondamentale" du réseau, le PC par exemple,
Ce taux, qui s'obtient en sommant les probabilités sur tous les
états correspondants & une file non vide & l'unité en question,
est clairement une fonction rationnelle des probabilités de choix
de la politigue, variables de notre probléme d'optimisation,

Une telle méthode a été utilisée par Spirn A§p17§7 pour le pro-
bléme d'ordonnancement du § 5.3. Pour des structures plus géné-
rales (plus de 2 progranmes, par exemple), elle conduit &

des équations vite insolubles analytiquement,

Nous proposons dans ce paragraphe une approche heuristique
basée sur la théorie de la pfogrammation dynamique. Traiter le
probléme comme un probléme d'optimisation a4 horizon fixe et a
termps discret permet de déterminer les meilleurs choix instan-
tanés d'une fagon récursive. Dans le contexte du réseau décrit
au paragraphe suivant, ou l'accent est mis surtout sur les phé-
nomnénes d'étranglement au niveau du NP, nous montrerons qu'il
faut accorder la priorité préemptive aux programmes de durées
de vie les plus longues, Nous montrerons également que cette

politique minimise le taux d'utilisation du DP,

S ellals Jormulation de l'ordonnancement optimal dans un réseau

cyclique.

Considérons un systéme constitué, d'une part, d'un NP, et

d'autre part, d'un certain nombre d'unités d'activité., Le DP




est considéré comme une station ne pouvant servir qu'un seul
programse a la fois., Les autres unités du systéme, a savoir le
PC et les unitéds d'ES, sont dénommées unités d'activité. Nous
les supposerons cen nombre suffisant pour que tout programme
actif (c'est-a-dire qui n'est pas dans la file d'attente du DP)
scit toujours pris en charge par l'une d'elles, En d'autres ter-
mes, le NP est considéré comme le seul goulot d'étranglement
possible du svstéme, et l'ensemble des autres unités comme une
station comportant une infinité de serveurs en paralléle,

NDans ce réseau, circule un ensemble N de programmes, d'une
facon cyeclique, Tous les programmes ont m@me durée movenne de
service au NP, soit 1/0, Néanmoins, ils peuvent différer quant
1 leur durde d'activité, Désignons par 1/fj la durée d'activité
movenne du programme j, j € N, Toutes ces durées sont supposées
indépendantes entre elles et distribuées exponentiellement.

Nous nous proposons de rechercher les reégles de priorité
an niveau du NP qui maximisent l'activité totale des programmes
pendant une période de temps donnée. Désignons par A(S; T)

1'activité movenne maximale pendant une période (t t0+T),

o’
étant donné que les programmes appartenant a S (Sc N) sont ac-
tifs a 1'instant 1:0 (N-8 représente alors l'ensemble des program-
mes an NP A cet instant). Zvidemment :

A(s; 0o = 0, pour tout S. (5.24)
Pour T > ¢, en vertu du principe d'optimalité, ces activités

satisfont aux équations fonctionnelles :

A(S; T) = |S].dt + o(dt) + X + Y + 3, (5.25)




ot : dt représente un pas temporel positif quelconque,

o(dt) une quantité telle que o(dt)/dt - 0, lorsque dt = 0,

et ol &
odt, max A(S+j; T-dt), si S # N,
X = { Jés (5026)
G, 8L & = N 3
2 fidt..x(s-i; T-dt), si S # ¢
Y = ies (5.27)
0, sl 8= ¢ 3
(L - (o + 2_ £,)dt).A(S; T-dt), si S # N et S # ¢,
ies
Z = (1 - odt). A(¢; T-dt), si s = ¢, -(5.28)
(he= 2. £,dt).a(N; T-dt), si§ = N.
ieN
Notons que le choix du programme j a4 servir au NP (éq. (5.26)) ‘

est eflfectué a chaque instant, de sorte que cette formulation |

tient compte des politiques non stationnaires dans le temps, '

Nous snbstituons a ce probléme un probléme a pas discret
de la fagon suivante. Nous négligerons le terme o(dt) dans (5.25),
et prendrons T multiple entier de dt, T = K.dt. Nous poserons
alors :

A(s, X) = A(Ss; T). (5.29)

5.%.3., Détermination des politiques maximisant l'activité.

Théoréme 5.1.

Pour tout horizon K, l'ordonnancement qui maximise l'activité
consiste 4 accorder la priorité préemptive aux programmes
de durédes d'activité moyennes les plus longues, En termes
plus précis, pour tout S, si j et k désignent 2 programmes

cddlans N-S tels que @

F. £ £ (5.30)
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alors :

als+k, K) 2 A(S+J, K), pour tout X 2 0, .* « « o ;;Fni(5.31\

Démonstration,

L'inédpalité A démontrer est triviale pour K = 0 (5334).
Supposons-la vraie jusqu'a K-1. En vertu des éq. (5.25-28) et
de l'approximation (%,29), nous avons :

A(S+k, K) - A(S+j, K) = dX + dY + 432,

ou :
dX = odt.(.max A(S+k+i, K-1) - max A(S+j+i, K-1)),
igS+k igS+j
av = 3 f.dt.A(S+k-1, K-1) - 2_ f.dt.aA(S+j-1, K-1),
ieS+k ieS+ ]
dz = (1 - (o0 + >_ fi\dt).a(s+k, K-1)
ieS+k

- (1 - (% 3 f;)at).A(s+y, K-1).
ieS+j

Pour évaluer le signe de ces différences, nous distinguerons

18" cas : max A(S+j+i, K-1) = A(S+j+k, K-1).
""" igs+j

Dans ce cas, puisque :

max A(S+k+i, K-1) 2 A(S+k+j, K-1)
igsS+k

(1e choix du programme particulier j n'est pas nécessairement
optimal), nous avons clairement :
dx 2 0.

Rédecrivons JdY sous la forume :

dy = > _ fidt.(A(S*k-i. Eul) a8 3=t ®=1))
ies
-f.) . e
+ (fk £y dt.A(s, K-1).
Par inducticn @ A(S+k-i, K=1) > A(S+3-i, kK-1), pour tout i € S.

Par conséquent :

ay * (£, -f;)dt.A(s, x-1). (5.32)
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Bn ce qui concerne dZ, nous avons par induction :
A(S+k, K-1) 2 A(S+j, k-1),
de sorte qgne :
dz > (fj-fk)dt.A(5+j, K=1). (5.33)
Collectant les inégalités (5.32) et (5+33), nous obtenons :
dy+dz 2 (fj-fk)dt.(A(S+j. K-1)-A(S, X=1)).
La différence fJ.-:E‘k est positive ou nulle, par hypothése.
Au lemme 5.1, nous démontrerons que A(s+3j, K-1)-A(S, K-1) 2 0,

T1 en résulte donc finalement : dY+dZ 2 Q.

A(s+j+I, x-1), T # k. ’

2 E--EEE : max A(S+j+i, K-1)
E igs+ ]

Nous avons alors

14

ax » odt.(A(s+k+I, ¥-1) - A(sS+j+i, K-1))

(1e choix de I dans N-S-k est sous-optimal)
> 0 (par induction),
La démonstrution de 1'inégalité dY+dZ > 0 se fait exactement

comme dans le 1Er cas, C.RQeF.Do

Lermme 5.1l.
Pour tout S , . pour tout j € S , et pour tout K 20 3

A(s+j, K) - A(s, K-1) 20, (5.34)

Démonstration,

l.a démonstration se fait également par induction, Nous avons:

A(S+j, K) - A(S, K-1) = 1.dt + dX' + dY' + d2',

ou
dX' = odt.( max A(S+j+i, K-1) - uax A(s+i, k-1)),
igS+ igs
ay' = >_ fidt,(n(3+j—i, K-1)-A(S=-1, kK-1)) + fjdt.A(S. K-1),

ieS
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az' = (1 - (o + z: fi)dt).A(S+j. K-1)
ieS+J

w (1w farw 2 fi)dt).A(S, K-1).
ies

Your démontrer que dX' est positive ou nulle, nous distinguerons

encore 2 cas.

- 81 max A(S+1i, K-1) = A(s+j, K-1), alors, pour tout igS+j :
igs
A(S+j+i, ¥-1) - A(s+j, XK-1) ®> 0, par induction,

Par conséquent dX' 2 0,

- Si max A(S+i, kK-1) = A(s+1, k-1), avec 1 # j, alors :
igs
dx' ® odt.(A(S+j+1, K-1) - A(s+i, K-1)) x

w

0, par induction,
Ntautre part, en ce gui concerne dY', l'hypothése d'induction
implique trivialement que :

dy' > £.at.a(s, K-1). (5.35)
Nans dZ', nous avons également : A(S+j, K-1) 2 A(S, K-1),
de sorte que :

dz' —fjdt.A(S, el (5.36)
lLes inédgalités (5.35) et (5.36) impligquent finalement :

d¥'+dZ' 2 0., C.Q.T:D.

5.%.k. Déternination des politiques minimisant 1'utilisation

du disque de pagination.

I.'approche précédente peut évidemment &tre utilisée dans
le cas d'un objectif autre que la maximisation de l'utilisation
des unités d'activité du systéme, Dans le cas de notre modéle
oli le scul poulot d'étranglement se situe au niveau du DP, un

objectif secondaire pourrait &tre la minimisation de l'utilisation




de ce NP, Pour cet objectif, nous allons montrer que la régle
"dn programme de plus longue duréde d'activité d'abord" est aussi
optimale. Ce résultat confirme l'intuition selon laquelle, sous
une charge donnée, les unités d'activité du systéme (PC, ES)
sont ntilisées au mieux lorsque, en contre partie, 1'unité de

pagination est sollicitée le moins souvent possible.

Comme précédemment, nous subdivisons 1'horizon d'optimisa-
tion en pas dt suffisamment petits pour pouvoir négliger les
termes en dt d'ordre supérieur a 1, Désignons par D(S, K) 1l'uti-
lisation moyenne minimale du DP sur un horizon de K pas, S-°re-
présentant l'ensemble des programmes actifs a l'instant "initial",
BEn vertu du principe d'optimalité, ces D(S, K) satisfont aux

éqnations

n(s, 0 = ¢, pour tont S, ’ (5.37)
et, pour ¥ > ¢ :
(s, KY = Qdt + U + V + W, (5.38)

1, si N=S # ¢ (il existe des programmes au DP)

e = { ‘ | £ (5.39)

Jgs (5.40)
0, si N=S = ¢/;

odt. min D(S+j, K-1), si N-S # ¢,
U = {

ies (5.41)
0, 81 8 = ¢

{Z £,dt.D(s-1, K-1), si S # ¢




.31

it

{1 = {z% 3" £,)dt).n(s, XK-1), si S # N et S # ¢
ies
W o= (1 = odt\,n(g. K-1), si S = ¢ (5.42)

(1. 207 fidt).D(N, K-1), si S = N.
ieN

[,a démonstration de la propriété anoncée nécessite d'abord le

lemme snivant, analogue du lemme 5.1 :

Lemme 5.2,

Pour tout $, pour tout j & S, et pour tout K 2 0 :

n(s, ¥V = n(s+j, XY 2 o,

Ce lemme permet alors de démontrer le

Théoréme 5.2,

Your tout S, pour tout couple de programmes j et k dans N-S
tel que f < fj’ nous avens @

n(s+j, ¥) - n(s+k, X) 2.0, pour tout X 2 0,

l.es raisonnerments utilisés au § 5.4.3 pour la démonstration du
lenme 5.1 et du théoréme 5.1 se transposent ici sans aucune

difficulté,., Cette transposition sera laissée aux soins du lecteur,

I.'approche par pregrammation dynamique, illustrée dans ce
paragraphe, peut s'appliquer évideument & d'autres structures de
réseaux, pour autant gque l'objectif A optimiser soit une fonction
additive du temps, Dans notre exemple particulier, l'utilisation
totale d'une certaine unité pendant un horizon fixé est additive
en ce sens qu'elle est la scmme des utilisations sur tous les
intervalles de temps élédmentaires ui constituent 1'horizon,

Des recherches personnelles sont en cours dans le cas de systemes
ol les prograrnies différent entre eux dn point de vue de leurs

caractéristiques d'acheminement (routing) 4 1'intérieur du réseau,




5.6. Conclusions,

Le comportement d'un systéme informatique peut 8tre modé-
1isé par un réseaun de files d'attente dans lequel circulent des
programmes, processus demandeurs de ressources, Depuis les tra-
vaux de Jackson /Jac63/ et de Gordon et Newell /GoN67/, l'étude
analvtique exacte de tels réseaux a connu de nomdreux dévelop-
pements, notamment avec DBuzen Lﬁuz7l7, Reiser et Kobayashi [ﬁeK?&?,
Basket et al /BCMP753/. Ainsi, les probabilités & 1'état station-
naire du systéme ont été obtenues dans les cas ou chaque station
de service du réseau appartient a l'un des 4 tvpes suivants :

1) La stution est constituée d'un seul serveur, La durée de ser-
vice, la mé&me pour chaque programme, est distribuée exponentiel-
lement. l.e taux de service peut dépendre de la longueur de la
file a cette station, La discipline de service est FIFO,

2) Un senl serveur partage son temps uniformément entre tous les
programmes en file (discipline "processor sharing"). Les durées
de service sont quelconques, et peuvent différer d'un programme
a l'autre,

3) La station est constituée d'une infinité de serveurs, et les
durées de service des programmes sont quelconques, comme en 2),
W) Les programmes sont traités par un seul serveur suivant une

discipline LI préemptive. Aucune restriction n'est imposée

anx durdes de service des différents programmes,

Pour d'antres structures de réseaux, diverses méthodes approchées
ont été proposées, notamment la méthode de décomposition Laou71.
Bra?i?, et ltapproximation par les processus de diffusion éEavSB,

nel73b, Kob7h/,




5.3

A c8té de ces résultats, assez généraux certes, mais
uniquement descriptifs du comportement du systeéme, se posent
de nombreux problémes décisionnels relatifs au partage optimal
des ressources,

Un premier probléme est d'étudier comment varie l'efficacité
du systéme, mesurée par le taux d'utilisation de son PC, en
fonction du nombre de programmes concurrents, De nombreuses
applications numériques des résultats généraux confirment 1'in-
tuition selon laquelle le systéme s'étrangle au dela d'une

charge optimale n Au stade actuel des recherches, i1 semble

0°
qne seule une approche numérique permette de dégager certains
eritéres approximatifs selon lesquels l'optimalité est atteinte.

n deuxiéme probléme concerne les régles de priorité des
programmes, de caractéristiques opérationnelles différentes,
anx diverses unités du systéme. Généralement, la recherche
d'une politique d'ordonnancement optimale peut &tre formulée
conrde un probléme de maximisation d'une fonction rationnelle
de plusieurs variables., Pour des modéles les plus simples, il
s'avere qu'on doit accorder la priorité aux programmes les
moins sujets a des défauts de page.

Un dernier probléme qui a été esquissé est de déterminer
comment la mémoire centrale doit &8tre partitionnée entre un
ensemble de programmes, Ce niveau d'optimisation est tributaire
du niveau précédent puisque le taux d'utilisation du PC a
maximiser dépend des regles de priorité adoptées. Un partage

biaisé pent 8tre meilleur qu'une équipartition., ‘Au stade des:
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recherches actuelles, c'est un probléme ouvert,

IL,es deux principaux niveaux de contr8le soulevés dans ce
chapitre, a savoir le réglage de la charge du systéme et l'or-
donnancement des programmes dans le réseau, sont essentiellement
axés sur la maximisation de l'utilisation des unités "effectives"
An svsteme : le processeur et les unités d'entrée-sortie. Pour
des svstemes interactifs, une voie intéressante de recherche
pourrait &tre orientée vers des critéres plus "humains", par ex-
emple des temps de réponse brefs ou une équité de service parmi

les differents programmes,
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