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UNE METHODE PRIMALE POUR LA RESOLUTION DE SYSTEMES

SURDETERMINES SUIVANT LA NORME DE TCHEBYCHEFF.

ISTACE Marie-Paule

Un algorithme primal de résolution de systémes d'équations
linéaires surdéterminés suivant la norme de Tchebycheff, est ana-
lysé. Cet algorithme, proposé par R.Bartels, A.Conn et Y.Li, est
une combinaison de méthode de pénalité exacte et de méthode du
gradient projeté. La comparaison avec des méthodes classiques de
résolution, qui sont de type dual, montre que l'algorithme primal
présente des résultats intéressants dans le cas de problémes aléa-

toires. Pour les problémes d'approximation discréte, il est tou-

tefois moins efficace.

Abstract

We analyze a primal algorithm for solving overdetermined
linear systems of equations in the £ sense. This algorithm, pro-
posed by R.Bartels, A.Conn and Y.Li, is a combination of exact pe-
nalty method and projected gradient method. The comparison with
classical methods of resolution, which are dual ones, shows that
the primal algorithm offers interesting results in the case of

random problems. For discrete approximation problems, it is less

helpful.
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AVANT-PROPOS

La résolution de systémes d'équations linéaires surdéter-
minés suivant la norme de Tchebycheff a déjad fait 1'objet de nom-
breuses publications [2]—[3]~[4]~[6]—]ﬁ6]. De tels systémes peuvent,
par exemple, &tre obtenus par discrétisation de problémes d'approxi-
mation uniforme d'une fonction objectif par des fonctions approxi-

mantes linéaires sur un compact donné.

J1 est généralement admis que les meilleurs algorithmes
de résolution sont de type dual, tel que 1'algorithme d'échange et

ses diverses variantes [6]—[16],

Dans une publication récente [4] Bartels, Conn and Li
ont présenté un algorithme primal de résolution de sytémes surdé-
terminés suivant la norme £_ en particularisant un algorithme pro-
posé, il y a plusieurs années, par Conn dans le cadre général d'op-
timisation sans contraintes et de programmation linéaire [9]. Cet
algorithme combine 1la minimisation d'une fonction de pénalité ex-
acte avec 1l'emploi d'une méthode de gradient projeté. Dans le
rapport précité, les auteurs soutiennent une thése opposée a la

supériorité des méthodes duales en présentant des résultats en fa-

veur de leur algorithme.

Le but de ce mémoire est d'analyser l'algorithme de
Bartels, Conn et Li et de le comparer 4 un algorithme d'échange
mis au point récemment aux Facultés.
Le mémoire se structure de la maniére suivante :
Te chapitre introductif définit le probléme & résoudre et résume
les aspects essentiels de 1a théorie classique de 1'approximation

uniforme dans le cas linéaire.



Au chapitre I et II, sont présentées les méthodes de pénalité
exacte et du gradient projeté dans le cadre général d'optimisation
avec contraintes. Ceci facilite la description de 1l'algorithme

de Bartels, Conn et Li au chapitre I1T,

Le chapitre IV présente les résyltats numériques de l'algorithme

et leur comparaison avec la méthode d'échange.



CHAPITRE O : INTRODUCTION

1. PRESENTATION DU PROBLEME GENERAL

On se propose de résoudre le probléme d'approximation dis-—

cret au sens de la norme de Tchebycheff suivant.

Soit A € R™*(m>nz2) et un vecteur £ de R™, on recherche un

vecteur x* de R™ qui minimise le vecteur résidu
m
al(x) = £ - A x de R
au sens de la norme de Tchebycheff, i.e.;

g Matedlly = Hacenll,, (1)

x eR"

||A(X)||m = max {|ai(x) ; 15 igm}.

L'existence d'au moins une solution au probléme (1) est as-
surée par le fait que le sous-espace engendré par les colonnes de

la matrice A4 est de dimension finie.

Dans les paragraphes suivants, on s'intéressera au probleme
de caractérisation des solutions de (1) ainsi qu'a la condition d'u-

nicité de celle-ci.

2., CARACTERISATION DES SOLUTIONS

Pour plus de facilités, on notera par I (= I (x}) 1'ensemble
des indices </ correspondant aux composantes de 2 de module égal &

||n|]. De plus, on utilisera le symbole Gi pour indiquer le signe
de 2.,
<

Bi = 4gn (ﬂi) (2)



Donc, on peut écrire,

2, = [1a]] i€l (3)

THEOREME 0.1. : (THEOREME DE CARACTERISATION PRIMAL)

x* est une solution du probléme (1) si et seulement si
*

ﬂ;t‘ )

mAn afx™) af&tg o (4)

ielfx®)

quel que soit x de R™ Le vecteur ai représente la <Zéme Jigne de A,

THEOREME 0.2. : (THEOREME DE CARACTERISATION DUAL)

x* est une solution du probléme (1) si et seulement si il

existe un sous-ensemble [ de [ contenant au plus n+7 indices et un

vecteur A (fo) de R™ tel que

7. Ai EN L¢T

2. Atx = o

3, A. 8.2 0 L €T
4 L

En pratique, on utilise tros souvent le théoréme de carac-
térisation dual plutdt que le théoréme de caractérisation primal
parce qu'il est plus difficile de prouver 1'inégalité (4) que les

conditions du théoréme 0.2,

COROLLAJRE 0.3.

Soit x* une solution de (1) et [ tel que

AL % o L e I,
A
Alors
ai(Q) =, (x") i €I

pour toute solution X du probléme (1).



COROLLAIRE 0.4. :

S{ la matrice A est de rang £, une solution x* de (1)
existe toujours associée 4 un ensemble I contenant au moins (£+7)

indices.

3. UNICITE DE LA SOLUTION

Pour pouvoir établir le théoréme d'unicité, on doit définir
le concept de condition de Haar; concept qui est fondamental en théo-
rie d'approximation.

Définition ¢

Une matrice A de RTEM . oh mzn satisfait 4 la condition de

Haar si toute sous-matrice de dimension n est non-singulieére.

THEOREME 0.5. (THEOREME D'UNICITE) :

gi A satisfait a la condition de Haar, alors la solution,

du probléme (1) est unique.
Le sous-ensemble d'indices [ déterminé par le théoréme 0.2.

THEOREME 0.6. :

g4 A satisfait & la condition de Haar, alors le nombre d'in-—
dices se trouvant dans le sous-ensemble extrémal associé & la solu-

tion de (1) contient exactement n+! indices.

Pour terminer ce paragraphe, on peut citer une propriété qui

sera utilisée par 1la suite.



PROPRIETE 0,7,

L'ensemble des solutions du probléme (1) est un ensemble

convexe,
Apres avoir caractérisé les solutions de (1) et donné les

conditions d'unicité de ces derniéres, 1l serait intéressant de
pouvoir disposer d'un algorithme calculant ces solutions.

C'est ce gue nous allons exposer dans le paragraphe suivant.

4. ALGORITHMES DE RESOLUTION DU PROBLEME (1)

Avant de décrire 1'algorithme étape par étape, il serait
bon de caractériser la solution du sous-probléme suivant : on con-
sidére

1

/l,i(x)=gi-a,[_x JZEZ= {7;2}0.0)”1"?} (5)

ol on doit minimiser

IR
zi;g ] X |

11 s'agit en fait du probléme (1) ou 1'on considére m=n+7.
On note par aﬁ la iéme ligne de la matrice A,

La solution x* du probléme (5) est caractérisée par les

équations suivantes

't - Wt N
ﬂi - o xT o= Bi £ L € ] (6)
ol
Iei] = 7 "~ pour tout £ € J. (7)
Soit A € Rn+7 tel que
1. A # 0 (8)
2., % A, = 0 (9)
L€ ] Sl
avec I Ia.] =7
£
ie ]
3.0 4z 0 (10)



alors
Ao o= gt e (11)
et donc .
1] = At o s]aber] (12)
= I/LL(X-)I . L ed .

Le membre de droite de 1'équation (12) est minimum si 1'on choisit

Bi = sgn (Ai) i€ g. (13)

Par le théoréme de caractérisation dual 0.2., on peut dire

En résumé, pour obtenir une solution au probléme (5), on
effectue les étapes suivantes

nel

(i) Trouver A€R non nul satisfaisant & 1'équation (9)

(1i) 8% = sgn (\,) - ied

(iii) Résoudre 1'équation (6) par x* et &

Nous allons maintenant décrire une étape de l'algorithme,

Scoit J(k), un ensemble de (n+7) indices compris entre 7 et
m que 1'on peut supposer sans perte de généralité égal a

{7;000).’1"'7]-

Par ce qui vient d'étre décrit, on sait calculer la solution de (5)

ol J = Z(k). Cette solution est caractérisée par les équations (6),

(7),(8),(9),(10),(12) et (13).

I1 s'agit maintenant de déterminer si cette solution est
également une solution du probléme plus général (1). Pour ce faire,

i1 faut calculer

]]A(x(k))ll = max !ai(x(kj)| = laﬂfx(kjjl

is Lsm



Comme

g(k) e (i1 s )

A
-
A

on déduit que

[\

(k)

Marx®7)1] 2 &

Si on atteint 1'égalité, alors x(k) est la solution du probléme (1)
et J(k) est le sous-ensemble d'indices extrémal associé. Sinon, on

va construire un nouvel ensemble d'indices 2(k+7) tel que

J(k'FT) {7)2;.o_j"?;-ﬁ;ja‘f;-.a;ﬂ.'f‘?] .
Pour décider de 1'indice j sortant de J(k), on suit la régle d'é-
change suivante :
, (k) _ (hktl)
sgn 2 { x ) = sgn Ai
pour tout . dans J(k+?).
Algorithme :
Initialisations
L ko= T
: ' i (k)
Choix d'un ensemble d'indices yi
A . .
J(C) = {‘LT’J’B"”J'LR*?}
ol
7 s ijé m pour 15 7 £ n+l
. Aller & 1'étape générale.
Etape générale
. Résoudre
(k) _ - 7
z (k) Ai @, = oet I |Ril
ied (k)
i €]
pour 1y €4 (k k (k)
. Mettre Gi / = sgn A(ij pour L€/



. Résoudre
£ (k) glk) (k) ey
L

4. - a. x
£ n

(k) (k)

pour x et &
Calculer |IA(X(k))|I :Ilaﬁfx(k))ll
(k)

Si E(k) = !|a(x(k))[|, alors «x est la solu-

tion de (1).

Sinon, on construit

J(k+7)=

{‘LT”LZ".." A’—j—f’ £, ’Lj"/'?’.',fi—n'f?]
ol £ . est 1'indice sortant de J(k) de maniére 4 réaliser la régle

d'échange

(k) J(ht)
£

sgn ai(x = sgn

pour tout £ dans J(k+7),
. Poser k:=zk+l

. Aller a 1'étape générale.

LL'algorithme qui vient d'étre décrit converge en un nombre
q

fini d'étapes si A satisfait & la condition de Haar.

En effet, il est impossible de retomber sur le méme sous-

ensemble d'indices J car on dispose de la propriété suivante

PROPRIETE 0.8. :

Si A satisfait a4 la condition de Haar, alors

gfk) < g(k+7}.

Donc, comme on ne peut jamais retomber sur le méme ensemble
d'indices et comme le nombre d'ensemble de n+7 indices pris parmi »
indices est fini, l'algorithme convergera en un nombre fini d'éta-
pes, Par construction, cet algorithme ne peut converger que vers

la solution du probléme (1).



Quand la condition de Haar n'est pas satisfaite, l'algo-

rithme peut ne pas converger. En effet, i1 est possible que

((lr1)  gl(k)

Ce qui pose le probléme de la dégénérescence de l'algorithme.

D'autres algorithmes ont &té mis au point pour calculer une solu-

tion de (1) lorsque la condition de Haar n'est pas satisfaite.

On peut citer entre auires les articles de C.Carasso et P,Laurent
6_] et de J.P., Thiran et S.Thiry[lG}qui donne un algorithme de

détermination de 1'approximation stricte au sens de Tchebycheff

pour les systémes d'équations linéaires.

5. LIEN AVEC LA PROGRAMMATION LINEAIRE

Nous allons reformuler le probléeme (1) sous forme d'un

programme linéaire.

Si on pose t & = max lnil
1sdis

alors le probléme (1) peut se réécrire de la maniére suivante

£

min &
S.C. - g § A . ,S_ ‘t—_; 4{‘-= 7}2}|au)]ﬂ

ou encore

Y (P) primal
‘ S.C. cj v oz 6j jo= T, 0en, 2
ou
cﬁ = (7 0 «vs 0)
ci = (7 - ai} L= Treeesm
ci+¢ = (1 + ai} L= Tyveerm
6{:—[{4: L= T,eeesm
mei =7 ﬂé L =2 T,000m
b3 k4

v o= (£ x7)



La formulation duale de (P) donne

Y (P) dual

ol
y = (A?v co->\2m)
6 T (67 '..621’?2)
1
c= (Cf "'C2m)
L'algorithme d'échange qui a été décrit au paragraphe précé-
dent est un algorithme de type dual. Il suffit de se référer non
seulement aux équations (9) et (12) mais aussi a la propriété 0.8.

pour en é&tre convaincu.

6. CAS PARTICULIER

Considérons une fonction £, appelée communément fonction
objectif, définie sur # un ensemble de » points distincts de R’
(s 2 7€), On désire approximer £ par un élément de l'espace de

dimension finie &#. Les éléments de ¥ sont également définis sur B,

Le probléme & résoudre peut donc g'écrire de la maniére

suivante : on doit trouver w¥ réalisant,

ing w21, = H£-86]1,

w e

(14)

Ce probléme d'approximation de Z sur un ensemble de =

points suivant la norme de Tchebycheff est, en fait, un cas parti-

culier du probléme (1). En effet, supposons que
. I =- span {wi,...;wn]
ol
dim W = n

W, est une fonction définie sur 2 pour

4': = 7}0.;!?.-



Quel que soit w € #, on

e =
ou

w o=
et el

Cette derniére égalité est équivalente au systéme d'équations

sulivant

'E_: = ﬂ(x-’{’) -

peut lui associer la fonction erreur

£ - w

n

P o, w.

a7 44
=max |e(x)| = £.
x €

=7aj wj (xi) s £

G, MS

pour tout Z=7,.,,m; ou encore

n
E - a.w, (x,)

J.=7 4 4 < z -ﬂ(xl’)
n
£ +L j wj (x.) EZ ﬂ(xi)

pour L = T,..sm

10.

On obtient donc le probléme (1) en notant la iéme ligne de

A par
L

a .
A

u

(w7 (xi);--., w, (xi))

(xi)

= vecteur caractéristique évalué en X ;

et

gi = £ (xi)

pour £ = T,sepm .

(] n . . 14
Le vecteur des inconnues x de R" est en fait formé des aj associes

3 la décomposition de w dans la base de W, i.e.

1

X = o veegQ .
( 7) ’ n)



Remarques :

1. Le théoréme de caractérisation dual 0.2. devient :
L'élément w* de # est meilleure approximation de /£ si et seule-

ment si il existe k£ ( 2 n+l) poiﬁts extrémaux XgoearX, et des sca-

.

laires €i de module égal a 7 tels que :

—
(5
—
=
S
1]

Tf (X-L) - w* (x-“'_)

e, Ilel|

k
2. f Bi(giu(xi)) = 0

9.8 5)\. . .4':=7)¢o)k

u (Xi) est le vecteur caractéristique évalué

en X ,
A

Nous pouvons également adapter la condition de Haar a ce

probléme d'approximation discret .

Définition

On dit que & sous-espace d'approximation vérifie la con-

dition de Haar relativement & A si et seulement si, quels que soient

XyreerX, € A distincts deux a deux, les vecteurs caractéristigues

u (xf),..., u (xn) forment une partie libre.

Cette définition est encore équivalente & la suivante.



Définition

On dit que # sous-espace d'approximation vérifie la condi-
tion de Haar relativement & 3 si et seulement si i/ a au plus n-7

véros distincts dans B, ol w est un élément arbitraire non nul de #.

2. Supposons que £ soit une fonction continue sur
A = [u,ﬁ] de R, Alors, si # vérifie la condition de Haar sur 3,

et x, < < ,ee < AL A < our = 1.
7 X5 X, g0 ©on a A, A&+7 ) p < n o

3, En utilisant la remarque 2, et le théoréme de caracté-
risation dual énoncé au début de la premiére remarque, on trouve le
théoréme d'équioscillation. Ce théoréme indique que l'erreur at-

teint sa norme avec des signes alternés en au moins n+] points de

[oz ) B].

THEOREME 0.,9. (THEOREME D'EQUIOSCILLATION) :

Si §) vérifie la condition de Haar sur B = [é,é], alors,
w* & i/ est meilleure approximation de /£ si et seulement si
e® = (f - w¥)} atteint sa norme | |e*|| avec des signes alternés en

au moins (n+7) points de E!Jﬂ.

4. Lorsqu'on étudie un probléme d'approximation sur
B :Ex,@ pour lequel & vérifie la condition de Haar, la meilleure
méthode & utiliser est 1'algorithme second de Remes, Voici comment
se déroule cet algorithme.
A la kéme étape, on définit un sous-ensemble [

(k) de

(n+#7) points distincts de B. On résoud le probléme d'approximation

discret sur ces points, i.e. on résoud le systéme d'équations



fixy) - B ag g () w (1006 (15)

“LMS

=7

pour L = ?;onv; n‘l"?.

Ensuite, on examine la courbe d'erreur

e¥(x) = Alx) - wi(x)

w* est la solution de (15) pour détecter n+’

maxima locaux dans 3 tels que !

— 1a courbe d'erreur ait des signes alternés sur

ces maxima quand on se déplace de la gauche vers la droite.

—~ un maxima global de le*(x){ y soit inclus.

2(k+7)'

Cet ensemble de points forme 1'ensemble

Cet algorithme converge vers 1a meilleure approximation de
/£ sur B. De plus, Veidinger a montré que si les fonctions |
L(x), wffx), cerr W (x) sont deux fois contintiment différentiables,

alors il a un taux de convergence quadratique.

Dans la suite de ce travail, on présentera non pas une métho-
de de type dual comme 1'algorithme d'échange, mais bien une méthode
de type primal. Avant de pouvoir la décrire, les deux chapitres sul-
vants seront consacrés a deux méthodes d'optimisation dont nous au-

rons besoin pour bien analyser cet algorithme primal.



CHAP I : L'ALGORITHME DU GRADIENT PROJETE

1. INTRODUCTION

Nous allons considérer dans ce chapitre le probléme de mi-
nimisation d'une fonction continue et différentiable soumise & un

ensemble de contraintes linéaires

min £{x) (PL)
SeC
a;x = by i e &
“px = ﬁi L e I
ol

£ RY R continue et différentiable
x e A"

a% e R pour tout £ (LUl

<

L. € R.

4

Pour traiter les inégalités du probléme (PL), on va appli-
quer une méthode dite de contraintes actives : a une certaine
étape k& de 1'algorithme on va tenir compte des contraintes j
telles que : ) :

(k) - o,
J

@ X = our 4+ € I.
J p J

Ces contraintes d'inégalités seront considérées a l1'étape £ comme

des égalités; les autres contraintes d'inégalités seront laissées

de cbté momentanément.

A chaque étape de l'algorithme, on travaillera avec un probléme
linéaire d'égalités
min £{x) (PLE)
s.C a;x = 4. i e (&EuB)



A c I

La méthode est basée sur le théoréme suivant

THEOREME 1.1 :

Soit «* un point admissible pour (PL) et soit

B'.':z 'EI', '-.‘.'sg.
{J a x J}

W

Si (x*; iy L e & A; ) 4 € B'} est un point de

¥uhn-Tucker de

min £{x)
a.x = 4. L e £
5.C A y) .
a.x = & L e B
L L
L] i A W
et si Ai 2 o, L€ 8

Alors (x“,u",klj est un point de Kuhn-Tucker de (PL).

On pourra trouver en annexe les conditions d'optimalité d'un

probléme d'optimisation.

2. ALGORITHME

La méthode des contraintes actives peut &tre décrite comme
suit
(a) Soit x, wn point admissible pour (PL) et 37 1'ensemble

des indices actifs en x parmi les contraintes d'inégalités,

Posons k=1



(b) si X est scolution de

min flx) (PLEk)
s.c. a;x = ai L E({UBk)

alors aller en (c).

Sinon calculer en X une direction de descente ék admissi-

ble pour (PLEk). Allier en (d).

(¢) évaluer les multiplicateurs de Lagrange de (PLEk) et tester si

?\j. z 0, 4'€ B/t'

Si oui » STOP ()c‘,C est solution de (PL))
Sinon retirer de Bk 1'indice du multiplicateur le plus néga-
tif, Calculer en x, une direction = de descente admissible pour le

nouveau probléme (PLEk) et aller en (d).

(d) recherche linéaire admissible pour (PL) le long de By

Xpat T %k T %k Pk

(e) calculer « comme suit
max
- . - | ) 1 . N
o = min g{ af hoo JEEBk s'il existe un g4
max PR a. s tel que @b, >0
i Tk j %k > ° g
= ® - sinon

Si = o alors ajouter £ & Bk ot £ est 1'indice donnant le minimum

dans l'expression de o ,
max

(f) k <« k+1 et allen en (b)

Remarque :
1. La direction de descente 4, va 8tre déterminée dans le

sous—-espace des contraintes actives.

Les paragraphes suivants, vont Atre consacrés a 1'ex-

plicitation des différentes étapes de 1l'algorithme.



3. ETUDE DU PROBLEME (PLE)

A chaque itération de l'algorithme on doit vérifier que x,
est solution du probléme (PLEk). On va donc s'intéresser a la réso-
lution de ce probléme,

Soit, donc, le probléme

min £{x) (PLE)
S.C Ax:g

£ US continue et différentiable
Ae R™ ;g e AT
La matrice A est supposée de rang plein (i.e. rang (A)=m)-

e

Si x est une solution optimale de (PLE), on peut écrire, par

les conditions d'optimalité de Kuhn-Tucker, 1'équation suivante

v oseet) + A5 =0 (1)

Wt

A est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange
associé a x¥.

En prémultipliant 1'équation (1) par la matrice A, on obtient :

P I R VLS RN T (2)

D'ol, on déduit que

o= - (adt)TT A pexr). (3)

Pour résoudre le probléme (PLE), on va utiliser la méthode
d'élimination généralisée. En effet, on va éliminer un certain
nombre de variables en utilisant 1'égalité

Ax = £

nximn

Soit § une matrice de A telle que

AS = 1



S est un inverse généralisé a droite de A,
On a alors que x = J& est une solution de Ax = £,

Cette solution n'est pas unigue. En effet, il faut considérer le

noyau de A.

Toutes les solutions de Ax = £ sont données par

x = S& + 6

§e {&§ ¢+ A S =0}.

Considérons Z une matrice dont les colonnes forment une base du
noyau de A, Comme A est de rang plein, Z sera de dimension (n,n-m/.

Par définition de Z, on peut écrire

ot A Z = o

§ =2y pour un y € R

Donc, tout point admissible de (PLE) peut s'écrire de la maniére

suivante

ol x = S& + 2y

gy e BT,

On va pouvoir travailler avec les variables y et non plus

avec les variables x, Le probléme réduit est
min Vo (y) = A(SE + Zy),
y & Rn'm

Immédiatement, on déduit

VU o(y) = ZE Y fix) .
Comme V A(x™) +# Ai A* = o (1), on obtient en prémultipliant cette
derniére équation par St :

A oe ST V() . (4)

'La direction de la plus forte pente pour le probléme réduit est

s, = 2% vkl



D'ot, on peut écrire que la direction correspondante pour le pro-
b

léme (PLE) est
7 sy = -225 V4%,

>
u

En effet, soit y et y" € R*™ . on peut définir

et

La direction de descente Ag peut s'écrire comme suit

5.2y - Y
D'ol, on déduit que

4 = x - x¥ =2 Z 5

X Y

Cette direction s, est une direction de descente admissible pour

(PLE). En effet,

W5V px) = (Ve )tz 2P VE(x) < o

De plus, 4xest une direction admissible parce que

A 4 = 0.
X
En effet,
i
A s, F -AZZ25 Vi(x)
= ~AZy ou Yy € R
= 0.

la derniére égalité est déduite du fait que Z est une base du no-

yau de A,

Les méthodes différent selon le choix de § et Z.
Cependant, un choix particulier est couramment utilisé. On utilise

1a factorisation orthogonale de Ai 4 savoir

. at . [07 02] [g} = QR

0 est une matrice orthogonale .



Comme Ai = Q7R , on peut prendre

S =z QR
Z = @

L'équation (&) devient

o= -RTT b pxt)
et A* pourra s'obtenir par substitution

R = -0F VL(x*), (5)

Nous allons terminer ce paragraphe en expliquant pourquoil

ce type de méthode est appelée méthode du gradient projeté.

THEQREME 1.2 :

s 1 o4t rant) s

Démonstration

Comme Z = 02

i Lo,-1 t 42
02Q2 = I - QTR (RR) R 07
YIRS Y A 4
£ =1 - QRRT"RTRTQ
0202 7 7
L k4
0202 = I - 0707

Or cette derniére égalité est vraie car Q0 est une matrice orthogo-

0

nale.

Dans le cas otl,

L = Q2 S = Q7R

1a méthode de contraintes actives est appelée méthode du gradient

t

projeté, parce qu'elle projette 1'opposé du gradient sur le sous=-

espace des contraintes actives,



En effet,
£ n
b, F 278V px) = -P N £(x)
et par le théoreme
p eI - Atraaty) ! o4
? est la matrice de projection sur le sous—espace des
contraintes actives.

On pourra se référer 3 1'annexe sur les matrices de

projection pour plus de détails.

4. DESCRIPTION DES ETAPES DE L'ALGORITHME

Venons—en maintenant a 1'explicitation des différentes é-

tapes de l'algorithme

A 1'étape (b)

On prendra comme direction de descente admissible
L
Ay F A Z(xk)

A 1'&tape (c)

Les multiplicateurs de Lagrange sont évalués en résolvant (5)

£
RA, = - Q¥ £(x).,

S'ils sent tous positifs ou nuls, on arréte 1'algorithme. Sinon
on retire de Bk 1'indice correspondant au multiplicateur le plus

A
négatif, Soit, ¢ cet indice. Notons Z la nouvelle matrice Z et
A

A le nouveau B,



Montrons que

admissible
. i A '
i.e. v ﬂ(xk) by <0

Al .
et @& . b, = i e &
k 0

Fa
@ Ak<0

N » 4 . 4 . . . ] I .
La derniére imgalité stricte indique qu on ne désire pas que la

qéme contrainte redevienne active.

Démonstration

La démonstration se fera pour le choix particulier de

S et Z ou

n

=

=
i

Ay

n
)

Z

En arrivant & 1'étape {(c), on a X, qui est solution du pro-

bléme (PLEk) et donc
.y -
PV {(xk) z 0

p =1 - Ateant) T oa.

Les multiplicateurs s'écrivent sous la forme

Par (3)
H 1
[A]: -(AAT) AV ﬂ(xk)

A< 0.,
2



Par hypothése, on a

| - a\{q)
et
A . _ B
B, = - P VLx)
ol
.1 - Ad ) q

Pour obtenir A, il suffit de retirer de A la ligne @,

Montrens que 2k est une direction de descente. Pour ce faire, il

suffit de montrer que

[a

PV Lx)

n

car alors v ﬁ(xk)i 2k -V {(xk)t 6 V{(xk)

< 0.

La derniére inégalité peut é&tre déduite en utilisant le fait que
-
? est une matrice de projection.

Par 1'absurde, supposons que
A
P Vﬁ(xk) = 0.

Ce qui peut encore s'écrire :

1

(1 - AR AT D) Vete, ) = Vi) # At [

>0 T
| I—

= 0 , (6)

~ Ai _7 A ,
s (A AC)TN AV £lx,)

>r B2

Comme 7P Vﬁ(xk) = o, on déduit que

v [{xk) " Aip 1

>

T
i

ou encore

Vo £(x,) + Pl 2 e = 0 (7)

o



ol
;\-‘—' A\A ’
{q]
En soustrayant (7) de (6), on a :

~

A u-u{ - A atzo
AT ¢ 49 :

A=A

Ce gqui est impossible puisque A est de rang m et Aqest différent de

Oo
Donc, Zk est une direction de descente. Il reste encore a démontrer

que

A o .
aqk< .

/\ 03
Multiplions (7) par aq Pio puisque A est de rang plein, on a :

3y A >, t
o = a, i ﬂ(xk) *a, ] M # Aq 2, / aq
A
Comme P At = o, on déduit :
¢« 5 =Xa Pa t oo
g Tk ¢ g ¢

[a)
car P est une matrice de projection et Aq < 0.
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CHAP II : LES METHODES DE PENALITE

INTRODUCTION
Les méthodes de pénalité transforment un probleme avec
contraintes en un probléme sans conptrainte. Les contraintes
sont insérées dans la fonction objectif via un paramétre de
pénalité de maniére & pénaliser toute violation de celles-ci.
Le probléme se pose de la maniére suivante
min £(x)
(P)
s.c gfx) 5 0
hi{x}) = o
ou
n
£e R 5 p est La fontdion oljeciif,
continue et différentiulie
X € R
g R+ R™ est continue différentlialle
he R® + RP est continue différentialle
DEFINITIONS

Pour rappel, on définit 1'ensemble admissible § associé
au probléme (P} comme 1'ensemble des éléments x de R" qui sa-

tisfont aux contraintes du probléme
S =1{xe R" ; gfx) s o et h(x) = o}.

On va remplacer le probléme (P) par le probléme sans con-

trainte suivant
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nin £(x) + v Pix) = 0 (x,u)

x € R

> o esd Le paraméinre de pénalité
et P 2 R+ R est La fonction de pénalité .

De maniére générale, une fonction de pénalité doit étre
choisie de facon & ajouter une pénalité positive si une con-
trainte est violée et & &tre nulle si le point est admissible;

ce qui se traduit par :

7. Plx) o vx er"

4%

2. Plx) o 454 x est admissibile poun (P)

1l

3. P est continue
La fonction de pénalité Pfx) a généralement la forme :

m g
P{x) = £  nmax {o0,g9.(x)} *
=1 “ L=t
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3. ALGORITHME

%* Pas d'initialisation

Solent E > 0 prdedsion numénique chodisie
X, point Iinilial
My paramétre de pénalité initial
B > 17 scalaine
k =1

* Pas principal

1. On commence avec x, 4 pour minimiser /Z{x) + M P{x)

s.0c x € R"® (Pp)

On trouve Xy point optimal de (Pk)
Aller en 2.

2. 51 M P(xk) ¢ € > astop

Sinon -~ on augmente |

L2y Uk+7 < B Uk

-k « kel
Aller en 1.

4, PROPRIETES

Considérons la fonction de pénalité quadratique (g=2) ¢

m 2 2 2
Pix) = % L (max {o,gi(x)}) + 5 L |hi(x)|
4=1 : =7

ol le facteur % est introduit pour des raisons de commodité

wltérieure.
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Le but est évidemment d'obtenir la propriété de convergence

de la méthode vers un point optimal du probléme de départ (P).
Pour ce faire, introduisons un premier lemme qui assure la

croissance de £, la décroissance de 6(x,u) et de P(x) en fonction-

du paramétre .

LEMME 2.1

Soit

A

Alors (1) ﬂ(xk)
(2) Plx

frxk+7)
P(xk+7)

[\

P
(3) O(xy,u,) s O(x, 1r¥y,7/

Démonstration

* 0 - .
(3) En tenant compte que Xx, minimise B(x,uk) et que U, g U, 4>

on obtient les inégalités suivantes !

B x

1

A

Flxpeg) * Ve PO%ar)

A

£Oh,) * Mg POopar?) = 80 Ve
*(2) Par définition de O(x,u/) on a
£lx, ) + W, Plx,) & £lx, ) + W, Plx, ;)
et Alxp g0 # VW g Pl ) s £lx,) + vy g Pleg ).
En additionnant ces deux inégalités, on obtient

(Wp,g = W) Plegug) s (igeg = W) PO

avec (Uk+7 - Uk) E O de sorte que P(xk+7) g P(xk).



1T

% (1) Comme

£lx, ) + W, Plx,) s Alxy 4] + W, Plx, 4/

on obtient, en utilisant (2)

Llx,) s Axy,) 0

Aprés avoir établi ce premier lemme, on peut démontrer le

théoréme de convergence

THEOREME 2.2

Supposons que
- le probléme (P) admet une solution globale admissi-

ble.
- la fonction est bornée inférieurement sur S.
Si My + ¢ o, alors tout point d'accumulation de la suite

{xk} est un point optimal du probleme de départ (P).

Démonstration

Si f* est la borne inférieure de / sur S5, on peut écrire

inf 6(x,u, ) = £ vike N
{xeRn; P(x) = o}

¥

[}

£lx, ) & Ofx, 1, ) ing  8fx,W, )

e Rt

8(x,m,) = £7

1A

inf

{x:eRn; Pix) = o}
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de sorte que
£ix,) 5 £* vk, (1)
Spit X, un point d'accumulation de la suite {xk} i,e, il exis-

te une sous-—-suite notée {x convergeant vers X.
{ k}k(EK(:N &

Comme # est continue

Lim ﬂ(xk) = Alx). (2)
ke kK

Par le lemme 1 (3), on a

Lin  B(x u )8 A" (3)
ke kX
La suite {G(J»ck,uk)}/C cK est croissante et majorée : elle converge

donc vers 07,
En utilisant (2) et (3)

Lim My f’(,\ck) = 6% - ;Z(;(-) (4)
kek

Montrons que x est admissible.
De (4), on déduit que P(xk) ~ o puisque M, * #* et U, P(xk}+8*—£(§).

Par la continuité de P, on a P(%) = o et donc x € 5.

La suite {Z(xk}} est croissante et majorée par (1), elle

converge donc vers Z{x) par (2). De sorte que, €n tenant compte de

e § et de la définition de £

£lx) = £° b
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Remarque : Les points {xk} sont situés en général en dehors du do-
maine admissible. Par conséquent, quand le parametre de pénalité
u croit, les points générés approchent de la solution optimale par

l1'extérieur du domaine admissible. Cette technique est souvent ap-

pelée méthode de pénalité extérieure.

5. PROBLEMES LIES A L'ALGORITHME

A chaque étape de 1l'algorithme i1 faut résoudre un probléme
de minimisation sans contrainte. Les méthodes les plus efficaces
de minimisation utilisent des 4valuations du gradient et parfois

du hessien de la fonction 4 minimiser,

Dans les méthodes de pénalité, le hessien de la fonction de
pénalité B(x,u} devient de plus en plus mal conditionné avec
1'augmentation du parametre de pénalité u.

En effet,

X, est un minimum local de G(x,uk)
m
v 9(xk;uk) = VZ(xk) £y, 2 max{o;gi(XJ}Vgi(X)
P =1
£ uy iz7lhi(x)l VoA (x)

2

fn

5 n
v [(xk) + I My max{o,gi(x) } v

L=

7 62,1, ) g,(x)
4 2
My hi(x) v hi(x)

w, (Vg (x)) (Vg (<))

)
4=1
i
z
L=7
P
¥ Z
i=1
Les suites {Uk max{o,gi(x)]}k el {Uk hi(x) }k convergent vers les

multiplicateurs de Lagrange associés au probléme (P).

W, V() (VA (x))F



IT 8.

. , Z .
Les trois premiers termes de v G(Xk,uk) convergent vers le hessien
du Lagrangien qui a des valeurs propres finies. Les deux termes
restants contiennent le terme My s cette suite {Uk} converge vers

1'infini et engendre le mauvais conditionnement de la matrice

hessienne.

Afin d'éviter ce mauvais conditionnement, on va introduire un

autre type de méthodes. Il s'agit des méthodes de pénalité exacte.

6. METHODES DE PENALITE EXACTE

Le but de ces méthodes est de résoudre un probléme de minimi-
sation sans contrainte. Ces fonctions a minimiser se présentent

sous la forme:

' n P ,
O(x,n) = £(x) + WL g.fx) + 1 |h (x)])
=17 st
ot
gj(x}+ = max{o,gj(X)]

I1 est & noter que B(x,un) est une fonction non différentiable.

Une méthode de pénalité est dite exacte ssi il existe un pa-

ramétre u® tel que :

¥

min Bf{x,u¥}) = x

xe Rt

x* est le point résolvant le probléme (P).

11 s'agit d'une définition introduite par EVANS-GOULD and
TOLLE [11] -

11 serait intéressant de faire le lien entre les solutions
locales de la fonction de pénalité et les solutions locales du

probléme de programmation non linéaire (P).
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THEOREME 2.3 :

S'il existe n*zo tel que pour tout WzH",0(x*;u) s 8(x,u) pour
tout x admissible dans un ensemble 4 contenant x*¥3

Alors,x* est solution du probléme (P)soumis & la condition supplé-

mentaire : x € Y.

Démonstration

On montre d'abord que x* est admissible pour (P).
Supposons par 1l'absurde que x* ne 1'est pas, alors P(x") > o.
Choisissons % un point admissible se trouvant dans Y et U tel que
w > max{(£(£)-£(x"))/P(x*), 0"},

On obtient alors

£02) = 8(4,u ) 2 8(x*,u) = A(x¥) + W P(x¥) > £(X)

ot la derniére inégalité peut 8tre déduite par le choix spécifique

de u.
Pour montrer que x* est optimal pour (P) , prenons x un autre

point admissible dans Y et Wz uv,
Alors Lix*) = B¢x*,u) 5 06(x,u) = £(x)]

autrement dit, x* est optimal pour (P) avec la contrainte supplé-

mentaire que x € Y,

THEOREME 2.4 :

Soient x € S et I = {4~ gi(xc) = 0}

Supposons que la condition suivante est satisfaite

G: Pour tout y € R" non nul tel que Vgi(xo)i y £ o

pour £ € I et VhJ(xO}i y = ©
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pour tout 4 = T..p,
on peut déduire que V{(x ) y > o.

Alors, il existe M > o tel gue si U 2 uoalors 8(x,u) a un mini-

mum local isolé en X4

Remarque @

On peut montrer que sous ces conditions, X est un minimum local

isolé de £ sur .

Démonstration ¢

Puisque g;s+.01 0, sont continues, il existe 8>0 tel que
9; {x}) ¢ o pour tout x(EB(x ,8) et L € L, B(xo,éj est une boule
ouverte centrée en X, de rayon §.
Supposons maintenant pour obtenir une contradiction qu'on dispose
d'une suite {u } de scalaires positifs telle que M > +@ quand
n > +o et telle que G(x,u ) n'ait pas un minimum 1oca1 isolé en X
pour tout n. Alors, pour chaque n il y a un point X, tel que

0 <|[xn - xo]| < min{é,?/un] mais pour leguel 9(xn,un) S G(xo,un).

Notons par 4, = X, - X, pour tout n et remarquons que ¥, + 0 quand
n o+ @, Con51derons 1a suite {y /||y l|} de vecteurs dans l'en-
semble compact {Z € Ry iIZ[l = . De cette suite, on peut ex-

traire une sous-suite convergeante., Soit Y, cette limite. On ob-

tient que ||go|] = 7. Supposons sans perte de généralité que

/[y || >y, quand n > o

Montrons que Vg (x ) Yo, s © pour tout L € I,
Supposons, par 1! absurde, que Vg (x ) » > ¢ pour 2 €.1,

Alors, pour tout n
S gﬂ(xn) i} 7 [gﬁ(xn) " gﬂ(xo)]
Irnl [y, 1




I1

Z
= Vgn(xo) Y + o(llynil}
[y |l g, |

. . b
Cette derniére expression converge vers Vga(xoj Y, quand n > @,

Donc, pour n suffisamment grand gﬂ(xn} > p de telle sorte que

gafxn}+ = ga(xn)'
Mais alors, pour n suffisamment grand, on peut dire que

1 [erxo,un) . e(xn,un{];,z_ [ fix,) - z(xn)] - g (x)
Un Un.

ou

11 [erxo,un) - erxn,un)] ¢ L pix )5y,
"o 1y, ! n [y, T1

Vg (xS Yn o+ ofl 191 L)
1y, 1] [y, 11

Le deuxiéme membre de 1l'inégalité converge vers

- Vgﬂ(xojiy < o quand n > «, ce qui implique pour n assez grand,

0

B(xo, un} £ 9(xn; un).

A

La contradiction permet d'établir que Vgi(xo)i Y, o pour tout

i e 1,
De la méme fagon, on peut montrer que th(xo)i Y, = © pour

i =17..p., D'ou, par 1'hypothése G, on déduit que Vﬂ(xaj y, > o

Mais alors,

7 [g(xoj - z(xn)} < - vre, )t Y v o(11nll)
Iy, |1 [y, 11 [Ty, I

- Vf(xo)t 4, quand n >

11.
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impliquant que pour n suffisamment grand
ix,) ¢ £(x,)

et donc Ofx su ) < O8(x ,u J

Cette derniére contradiction permet d'établir le théoréme,

La condition garantissant le caractére exact de la fonction
de pénalité 6(x,n/) dépend de la fonction objectif /.
Pietrzykowski [15] a démontré une autre condition ne dépendant

pas cette fois-ci de la fonction /.

THEOREME 2.5 :

Soit'xo un minimum local de £ sur §.
Soient £,g,Ah de classe C7 dans un voisinage de X et soit les gra-

dients des contraintes actives linéairement indépendants,

1A'
=

Alors il existe M, > ¢ un nombre réel tel que pour tout yu

la fonction 6(x,u) a un minimum isolé et local en X

On pourra trouver la démonstration dans 1l'article de Pietrzykowski

[15] -

Montrons par deux exemples les différences entre ces deux

conditions.

Exemple 1 : Soient ﬂ,gf,QZ ! R+ R définies par /ff(x) = x ;
gi(x) = x j gy(x) = -x,

Les deux contraintes sont actives en x =0 qui est par ailleurs

le seul point admissible et donc le point optimal. Comme il n'y

a pas de vecteur y € R non nul tel que y gi’(o) £ o pour 4L = 7,2,

l'hypothése § du théoréme 6,2 est trivialement vérifiée,
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Par contre les gradients 97'(0) = 1 et gz’(o) = -7/ ne sont pas

linéairement indépendants. L'hypothése de Pietrzykowski n'est pas
vérifiée,

3

Exemple 2 : Soient Z et g ¢ R+ R définies par £fx) = -x" et
g(x) = -x. La contrainte gf(x/est active au minimum
x, = 0 Remarquons que g’(o) = 7 et donc si y = -7,

y g'(o) = -1 s o mais y£'(0) 0.
La condition de Pietrzykowski n'implique pas 1'hypo-

thése §G.

Pour terminer ce chapitre sur les méthodes de pénalité, signa-
lons que S-P Han et 0.L, Mangasarian[ﬁgj ont également démontré
une condition suffisante d'existence d'un minimum local isolé en
X, Avant d'énoncer le théoréme, introduisons la définition de
qualification des contraintes (selon Han-Mangasarian).

Définition :

Les contraintes g{x) = o et A(x) = o satisfont 4 la qualification

des contraintes en x (selon Han-Mangasarian) si

1. g est différentiable en X
2. h est de classe Cf en x

3. Vhi(xo) { = 7..p sont linéairement indépendants
4., il existe un z de A" tel que
Vgi(xo) z Lo i el

VAi(xo) 2 = 0 L= To.p

Nous pouvons maintenant énoncer la condition suffisante de Han-

Mangasarian,
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THEQREME 2.6 :

Soient /£, g,h, de classe C7 dans un voisinage de X, minimum
local strict pour le probléme (P) et supposons que la qualification

des contraintes soit satisfaite en X,

v

Alors, il existe U 2 o tel que V Y n x, est un minimum local

de O(x,u).

C'est cette derniére condition que nous exploiterons dans

1'4tude de 1'algorithme primal,



CHAPITRE IIT

IIT

LA METHODE PRIMALE DE RESOLUTION D'UN SYSTEME D'E-

QUATIONS LINEAIRES SURDETERMINES AU SENS DE TECHEBYCHEFF,

1, INTRODUCTION

Nous allons maintenant nous attacher a résoudre le program-

me linéaire développé dans l'introduction,
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2. PREMIERE METHODE PRIMALE

[ I}

La premiére méthode

algorithme mis au point par

que nous rappelons ici

(P) primal
j: 7}0-}2”3
o )}
J-) : J‘: 7--..'?2
1
aj)
j— ?ll’m

primale que nous allons décrire est un

A.K. Cline [7] et développé par R.Bar-

tels, A.Conn et C,Charalambous [2] .
I1 s'agit en fait de la méthode du gradient projeté appli-

quée au probléme (P).

Rappelons briévement les différentes étapes:
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1. Soit » un point admissible. Déterminer les contrain-

tes actives en v, i.e. :

trouver I° ={j7""’jk} tel que
c; v - 6. = o0 i = T..k., (1)

Construire
Nz (c, eosc,. )
( 11 Tk
Nous supposons dans cet algorithme que les colonnes de A sont liné-
airement indépendantes, i.e., ! on suppose que 1'hypothése de non-

dégénérescence est vérifiée.

2. Calculer 7 V(ci p) = P c, ot P est la matrice de

projection orthogonale sur le sous-espace des contraintes actives.

3. A, S1i P co4-o, alors la direction de descente admis-

gible d vaut :

_ _ P .
d = Pe, (2)

B. Si P c, = O alors on peut exprimer le gradient
de la fonction objectif ci p) comme combinaison linéaire des con-

traintes actives @

(3)

o Kan

C =

0 =7 Ny C7.

Ji 14

Par hypothése de non-dégénérescence, les coefficients nj sont dé-
. C . Ji
terminés de maniere unique.

. , , o
si nj < ¢ pour un certain ji* dans I, alors

¥

<

I% = IO\{ji*} (4)
fa)

et on construit P la matrice de projection orthogonale sur le nou-

veau sous-espace des contraintes actives. La direction de descen-

te admissible d devient :

d - P e | (5)

LA}
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. si quel que soit L = 7,..,k TN, 2 0, alors le point
courant est un point de Kuhn-DBcker du probléﬁe (P) (cfr., théoréme

1.1')!

4. Effectuer une recherche linéaire le long de la direction

de descente, i.e.:

pro= v oF QL d (6)
ou
¢ . = minfo.} a.= (8§, - c# v) / cé d
min J J S A k4
et aj > 0 et /¢ I°%)
De plus, I°%: = I°U {indice j* ¢ « . = @.}. Aller en 2.
min P,

Convergence de 1l'algorithme :

L'algorithme qui vient d'étre rappelé converge en un nom-
bre fini d'étapes.

En effet, la premiére étape est exécutée une seule fois.
La deuxiéme étape est exbécutée une seule fois par itération,
L'étape 3 A, n'est répétée qu'un nombre fini de fois, car chaque
exécution est associée a une certaine valeur de £ (02 ks m} et cette
valeur de 4 augmente & chaque itération. Chaque exécution de 1'é-
tape 3 B. est associée & une certaine matrice #. On ne peut cons-
truire gqu'un nombre fini de ces matrices. Supposons que cette b~
tape 3 B. soit exécutée deux fois séparément avec la méme matrice A,

Nous noterons par Y; et Y5les deux points associés a ces deux exécu-

tions de 1'étape 3 B, Posons

S = diagl€, +vv €, )
ol 77 Ik

o
L1}
|
-~
64
[N
A
=

et
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Par définition de #, les deux point »y et P) doivent vérifier les

rd . 0]
équations suivantes

ﬁ/i U7-5A=o
Wov, - S A= o
ot
£
e vy - € §. = o i 21,000k
7i Ji T
1 = 0 VY, k
e U "E- 6‘ R R
ip 7l i; 4
ce qui est encore équivalent a
£, = e, (d% x, -8, ) LT,k
7 dp0 T 4;
--E2 = £ . ((Li )CZ - &, ) L 37.'»:)4[(
Yo i I

En soustrayant ces deux derniéres équations, on déduit que

bd .
"(g? - 52} = EJ'L (ajé(xr“xzjj 4 =fl-v1k

Cette derniére éguation est équivalente &

A‘ri(‘vf"u.r?):o
i.e. (Y7 -¥Y> ) est dans le noyau de Ni. Or le gradient de la
fonction objectif peut s'écrire comme combinaison linéaire des co-
lonnes de #.

Z
D'ot, on déduit que €o (v -Vy) =0

i.e, 57 = 62‘

Ce qui veut dire que chaque exécution de 1'étape 3 B, avec la méme
matrice # doit &tre associée & la méme valeur &. Or chaque exécu-

tion de 1'étape 3 B. entraine une décroissance stricte de 1la fonc-

“tion objectif.
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D'ot, chaque exécution de 1'étape 3 B. doit é&tre associée a une
matrice # unique et par conséquent, seulement un nombre fini d'i-

térations de 1'étape 3 B, sont possibles.

Comme chaque itérarion de l'algorithme inclut ou bien 1'é-
tape 3 A. ou bien 1'étape 3 B., 1l'algorithme comprendra un nombre
fini d'itérations., De plus, par construction, l'algorithme se
terminera en un point » vérifiant les conditions nécessaires et

suffisantes d'optimalité.

Cette premiére méthode a été améliorée par R.Bartels,
A.Conn, et Y.Li [4] . C'est cette nouvelle méthode que nous al-

lons maintenant envisager.

3. SECONDE METHODE PRIMALE

Cette nouvelle approche du probléme (P) primal utilise 1la

notion de pénalité exacte développée dans le chapitre 1I.

Considérons un paramétre U > o fixé. On définit la fonc-

tion de pénalité p comme suit :

p (v, W) = 1 cz v - Z min(o,cj v - 6.) (7)

Remarques @

1. La fonction de pénalité p est non différentiable.
Ceci pose un probléme non négligeable si on veut appliquer un algo-
rithme du type gradient projeté. Cependant, nous verrons que dans

notre cas, cette non différentiabilité n'aura aucune influence.

2. Comme nous l'avons vu au deuxiéme chapitre, les métho-
des de pénalité consistent & transformer un probléme de minimisa-
tion avec contraintes en un probléme de minimisation sans contrain-

te. Pour pouvoir travailler avec cette fonction de pénalité p,1il
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faut s'assurer qu'on a bien un probléme de pénalité exacte.
Plusieurs conditions suffisantes ont été énoncées (cfr. théorémes
2.4, 2,5 et 2.6). Vérifions les conditions du théoréme 2.6 .
Premiérement, les fonctions / et g doivent &tre de classe c7, or
pour le probléme (P) la fonction objectif /£ et les contraintes g

sont linéaires. Deuxiémement, la qualification des contraintes

au sens de Han-Mangasarian doit é&tre vérifiée en X, Les contrain-

tes sont différentiables en X De plus, on peut facilement trouver
7

un vecteur p de A7’ tel que

v gi(xo) p < o

quel que soit { dans l'ensemble des indices actifs en X

En effet,

v . .
gL(xo) I3 c” 13,

L
et pour que cette quantité soit strictement négative, il suffit de
prendre p comme suit :

k4 L

poo= (£ x7)
ol
xi = {0vsee0) R*
E>o
La seule difficulté pourrait venir du fait que x doit étre un mi-

nimum local strict. En effet, 1'ensemble des solutions de (P) for-
me un ensemble convexe (cfr. propriété 0.7); par conségquent si

cette solution n'est pas unique, X, ne sera pas un minimum local

c
strict.,

Les deux autres conditions suffisantes (théorémes2.4 et 2.5)
ne permettent pas non plus de déduire que la fonction définie en{7)
détermine un probléme de pénalité exacte quelle que soit la matrice

A

qui pourraient régler ce probléme.

. A notre connaissance, nous ne disposons pas d'autres théorémes

A présent, nous pouvons continuer & divelopper le second

algorithme primal,
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Quel que soit le point » de Rn+7, 1'équation (7) peut
8tre réécrite sous la forme
(v} = uci p - Le,o min (o0 cli v - 6.)
rorer 0 51 'y ¥
- 5 € o+ min (o,cj » - 51)
- i € min (o,cj v - Sj)
ol les ensembles d'indices sont donnés par
, k' . .
IO=IO(U)={j H cj-v:éj.} :{jT,...;jk}
I+=I+(u)={j K ci.u>5.} (8)
g g
- - . b4
I =1 = ! . < 8.},
(v) {7 <] v J}
Quel que soit d € Rn*f et quel que soit A 2 o suffisamment petit,
on a
1 i
ploeh d,u) = pfo,u) + AMu ¢ d - X ¢ d
0 , - 4
JEI
- % min(0, ¢t d)y
jel” I
cptou) + b v, hd (9)
4 e I s J
on
h = Ue - X c .,
jer (*°)
et
V., = o si ci.dz 0
g Jj &1
= ~7 si Ci.d<
J
On définit la matrice
/V:(C. e e C--) (11)
47 Tk
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et

P =T - w (&) oat, (12)

La matrice P est en fait le projecteur orthogonal sur le sous-

z .
espace noyau de #7, Deux cas peuvent alors se presenter :

Cas 1. Phz o

On définit la direction de descente d par

d = - Ph . (13)

On peut voir que ¢ est une direction de descente pour la fonc-

tion p, car

p(v + Myu) = plosu) + MY d

et

ht d < 0o .

I1 suffit d'utiliser la définition de P pour déduire cette der-

niére inégalité stricte.

Cas 2 Ph = o

Si on suppose que les colonnes de # sont linéairement
indépendantes, A peut s'exprimer de maniére unique comme combi-

naison linéaire des ¢. , £ = T..k, i.e.
L

I e A
S

A = =7T]. c.

g I

L'équation (9) devient :

k
plo + Ad,u) = pfo,u) + XL m. + V. Je
i=1 T Ji Ji

d (14)

Sl e

I1 faut encore envisager deux possibilités, a savoir



11T 9.

a) il existe une composante niﬁ < ¢ pour un certain

it e I°, Alors on choisit d tel que :
e .~ y0 . -
¢; d = o 4 &€ J A (15)
Ci:.;( d = ? .
L

Remarquons que (15) implique V; = 0, / € 7°, 1'équation (9) de-

vient :
i
ploe Ad,u) = pfo,u) + A A7 d
De plus,
ht d < o
Car, _
i 1
= . e - o < .
AT d = Ne e d =M. 0
b) Toutes les composantes de n sont positives ou nulles
quel que soit { dans 7I°. Alors, il n'existe pas de vecteur de di-

rection de‘descente d pour p sans qu'une des contraintes actives
ne devienne violée,

Si toutes les composantes de N sont positives ou nulles
et si aucune contrainte n'est violée, alors le point » est optimal
pour (P). En effet, le point » est un point vérifiant les condi-

tions de Kuhn-Tucker.

D'autre part, si au moins une contrainte est viclée,
alors le paramétre W sera diminué et on minimisera la fonction p a

partir du point » courant.

Si A > o suffisamment petit, les ensembles d'indices

changent comme suit :

I° (v + A d) = I° () si d est donné par (13)
= I° (D)-ji* si d est donné par (15)
IT (v + A d) = I (v} si d est donné par (13}
= I° {U}+ji* si d est donné par (15)
I" (v + Xd) =1 (v)
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Quelle que soit la fagon dont on détermine ¢, on peut écrire :

ploih dou) = plosi) X Ad

Remarque :

La non-différentiabilité de p ne pose pas de probléme.
En effet, le vecteur défini en (10) est le gradient de la fonc-

tion différentiable suivante :
. t
" Cﬁ by - T , ) min (o,cjv - éj}’ (16)
jel”™ U1
LLe choix du vecteur de direction de descente peut se faire de

deux maniéres :

1., d peut &tre déterminé par (13) :

Les contraintes actives sont maintenues actives par
cette direction de descente d. Par conséquent, les contraintes
négligées dans (16) n'apportent pas de contribution supplémentai-

re au vecteur d.

2. d peut &tre déterminé_par (15) =

Toutes les contraintes sauf une sont maintenues acti-
ves, La contrainte qui sort de 1'ensemble des contraintes acti-
ves devient strictement satisfaite. Par conséquent, comme ci-
dessus, les contraintes négligées dans (16) n'apportent pas de

contribution supplémentaire a d.

11 ne reste plus maintenant qu'a déterminer la lon-
gueur du pas A.

Jusqu'a présent, on a toujours supposé A z o suffisam-

ment petit. En fait, on demandait que A soit tel que :

o £ A = A(f)

tA

ol A(jj est le minimum de



I1T 11.

A7) s o= (5, - cj ») / cj d et A > o

et j€I” U IT}. (17)
$i
W1 2 ps. - et b)) s b, d (18)
J T ¥,

pour ;7% dans I*, alors une augmentation de A au-dela de A(7)

provoquera une violation de la contrainte 4%, L'indice j* devra

passer de 7* vers I7; de plus, le vecteur A devra dtre modifié
At = h - éjﬁ . (19)
D'autre part, si
A(f) = (6.*—cé* v) / c#* d (20)
S J J
pour j* dans I , alors une augmentation de X au-dela de A(?) pro-

voquera la satisfaction de la contrainte 4%, L'indice j"devra pas-

ser de I~ vers I+5de plus, le vecteur A sera modifié

h ¢ = h + cw 21
e (21)
11 serait utile d'envisager une augmentation de A au-
dela de A(Y) si
hi d < o

pour le vecteur A mis a jour par (19) ou (21); c'est-a-dire, si d

continue a& 8tre un vecteur de direction de descente pour

A > kff)
suffisamment petit,.

NED.

On peut continuer & augmenter A jusqu'd 1a valeur
avec A le minimum de 1'ensemble A(i}

N C 2 Y S C

AY
, ou

pour E:Z,-.r)tt
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L'indice £ est le premier indice pour lequel ¢ n'est plus
une direction de descente aprés avoir corrigé A comme en (19) ou

en (21)., On redéfinit v
voeo=w e A g,

On note que 1'indice ;% doit &tre transféré dans I°(v) au nouveau

point », ou 4% est 1l'indice, (18) ou (20}, auquel la valeur A(t)

correspond.

Remarques @

1. Le premier algorithme primal correspond & 1'algorithme

décrit ci-dessus si on prend & chaque itération
A= )\(7)

i.e. on s'arréte au premier A possible.

2. Si on veut choisir un point de départ admissible, il
suffit de prendre :

£ = zax {ai x - ﬁi, —af X ﬂi}

4, IMPLEMENTATION

Pour pouvoir implémenter cet algorithme, il faut encore ex-
pliquer plusieurs points,

Comme nous l'avons envisagé dans le premier chapitre con-
cernant l'algorithme du gradient projeté, la matrice des contrain-

tes actives sera factorisée sous la forme :

e [ ] ]

ot @ est une matrice orthonormée de dimension n+7 et R est une
matrice triangulaire supérieure d'ordre 4. La matrice Q peut étre
décomposée en 2 parties.: QT et 02 ol 07 est formée des k4 premié-

res colonnes de la matrice @ et Q2 des (n-k+7) derniéres.,
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1. Pour évaluer le vecteur P4, on utilise le théoréme 1,2,

et on déduit que :

P .
"QZQZ
Pour obtenir,
d = -Ph
on pose
d = -0, 0t 4.
- 2 2

, . AL ,
On remarque que d=¢ si et seulement si QZ h = ¢4 par conséquent,

on ne doit pas évaluer ¢ dans ce cas.

2, Pour résoudre ¥ n=A , on pose

et on résoud 1'équation suivante par substitution

An = u,
3. Pour résoudre Ni d = ej , on résoud par substitution
A’:*
Ri u = e,
J'é’ﬂ
et on pose
d = Q?. 7

Nous pouvons & présent donner les grandes lignes de 1'al-

gorithme,



oY
timum := false
péter
Construire ¥
Factoriser ¥ ¢ N = grR + N = QjR.
g3 rang(V) <k dégénérescence. STOP
Sinon
calcul de in h
si inh z 0 alors

Cde -y (05 k)
, calcul de A
, vizp+ad
sinon
. déterminer N par Nn=h
, 8'il existé n; < 0 alors

t

- déterminer ¢ comme solution de AN'd = e,

mise & jour de 1° et I’

- calcul de A
—pezv+rd
sinon
~ optimum := true
fin si
fin si
fin si

jusqu'a 1' "optimum"
u=u/8
squ'a ce que le point soit admissible

N .



- de départ v et 1a valeur du paramétre M.

rtir de la, on détermine les trois ensembles d'indices

I+j‘ et I-|

i1 faut remarquer que tous les tests de compa-

Enfin,
on d'un nombre par rapport & séro se font de la fagcon sui-
e : x est considéré comme nul si et seulement si ¢

x| < eps
| x| P

p4 est la tolérance que 1'on exige. Une discussion & pro-

de la valeur de cette derniére sera faite dans le chapitre

sant consacré auX résultats des tests numériques.



CHOIX DE LA MWLERAALD o

On a choisi de mettre le paramétre de tolérance eps @

valeur de 10'_16 pour tous les tests de 1'élgorithme, y compris

x concernant la décomposition QR.

En ce qui concerne le paramétre de pénalité, nous
vons supposé fixé strictement positif. Pour décider de 1la
eur & choisir, il a fallu tester quelques problémes et prendre

jle gui sur 1'ensemble de ces tests minimise le nombre d'ité-

-ions. Voici quelgues exemples ¢
emple Approximer f(z) = e? &valuée pour z = 0.0 (0.01) 2.0
(i.e.m, = 201) par un polyndme de degré 7.
Point de départ : le vecteur nul.
A
mbre A84 L .
itérations
ALE L :
a( - '
Jo - .
uy| . .
5% v
Y. T SN BN |M
ool O O F 1 3 5§ 8 Ao IS &5 3s 5o lo@ parametre

o, ; C s
o de pénalite



- 0.0 (0.02)

Approximer f(z) = sin z e~ % évaluée pour z

le 2
4,0 ( 1.e m = 201) par un polyndme de degreée 7.
Le point de départ admissible est le vecteur nul,
o N
rations
o L)
(11 .
LF R S .
1§ ¢ .
+ . . .
4 .
1 *
T e e e v e o —
o.oolo.m e € o °e parametre
de pénalité




le 3 : Approximer f(z) =
101) par un poly

1.0 (i.e m

Le point de départ = ( -0.1191 10~

e

rations

ad

= BP Point

A ' i A

= sin (mz/2) tvaluée pour 2
nbme de degré 2
o0.1824 10t1 0.8 )

= 0.0 (0.,01)

.,
-

6.001

0.0l

ol eS 1 & 3

£ 8

o

\$ b %¢ ¥

o O

parametre

de pénalité



ition du paramétre ae penalite. L& BESESELEET TEET T

rhéses.
exemple 1 : exemple 2 exemple 3
)01 181(0) 80(0) 4(0)
)1 138(0) 55(0) 5(0)
| 96(0) 42(0) 5(0)
5 70(0) 27(0) 5(0)
44(0) 25(0) 5(0)
35(0) | 21(0) 4(0)
32(0) 26(0) : 7(1)
29(0) . 18(0Y) 7(1)
23(1) 25(1) 6(1)
25(1) 22(1) 9(1)
. 34(1) 30(1) 7(1)
. 33(1) 31(1) 8(1)
. 36(1) 35(1) 11(2)
). 40(1) 31(2) 11(2)
0. 41(2) 32(2) | 17(2)
rques

1. L'évolution du nombre d'itérations en fonction du para-
e de pénalité peut ttre tres différent d'un exemple a 1'autre.
i, pour le premier exemple, le nombre d'itérations diminue au
et 4 mesure que le paramétre de pénalité augmente jusqu'a ce qu'il
igne la valeur 8. Aprés cette valeur, le nombre d'itérations se

4 augmenter. Tandis que pour 1'exemple 3, les itérations sont

nombreuses quand le paramétre de pénalité se situe entre les va-

s 0.001 et 5, avec un nombre d'itérations minimum quand le para-
e vaut 2. Par conséquent, 1e choix d'une valeur du parametre

, plus favorable pour certains exemples que pour d'autres.



minaires effectués avec plusieurs fonctions et DPLULELE BF 2rEEs o

rents, la valeur choisie fut 2.

on remarque que sur ces trois exemples,

eu lieu., Ce qui si-

3, Pour cette valeur,

e diminution du paramétre de pénalité n'a

e que la solution du probléme de pénalité avec le paraméetre

i égal & 2 est la méme que celle du probléme original.

7S POINTS DE DEPART

Plusieurs points de départ ont &té expérimentés

Foint x.= O.

Le point v de départ de 1'algorithme est constitué du point

t de la déviation & qui est 1a norme du vecteur résidu . L'al-
thme débutera avec un point admissible.
Point de Tchebycheff
On considére les n+l points suivants
z), = cos((k-1)7/n) kK = 1,2,...,0+1 (1)

1,41 .

Le point de Tchebycheff ( noté C point) est la meilleure

roximation au sens de Tchebycheff d'une fonction univariable,

{fiant la condition de Haar, sur 1la référence déterminée par les

nts zk ci-dessus,

sont déterminés sur 1'intervalle [}1,+i]. 11

Les points z,
our les obtenir surT 1'in-

fit de faire un changement de variable p
valle [é,ﬂ sur lequel on travaille.



] . e S Bl == =" a4
obléme suivant
on veut approximer la fonction f(x) = x + 2 par la fonction

y 4 ‘.
Ox + alx + azx sur 1l'intervalle [}2,+a .

Les différents z, déterminés par (1) sont:

zy = 2
2o = 1
Zq = -1
zy = -2

La meilleure approximation est caractérisée par les équations

2+2—ao—-231—-4‘az=—g (2)
1 +2-ay-a; -3, =*+E& (3)
“1+2-ay-a; -a;="E (4)
-2 + 2 - ag - 2 a; - ba, =+ g (5)

oustrayant 1'équation (3) de 1'équation (4), on obtient

2 =-2¢
on déduit que la déviation doit valoir 1. Mais si on soustrait
uation’(2) de 1'équation (5), & doit catisfaire 1'équation sui-
e
-4 =+ 2 &
t-a-dire , la déviation doit valoir -2. Ce systeme est donc im=-

ible 1! Dans ce cas-ci les C points n'existent pas.



En prenant comme point de départ le vecteur nul, on choisit
tsidu de module maximum et on le réduit & zéro. A 1'itération
ante, on choisit de nouveau le résidu de module maximum et on le
it & zéro en maintenant a séro le résidu annulé a la premiére é-

On renouvelle cette opération pendant k itérations ou k est

N

ang de la matrice .4 . Enfin, 1'itération k+1 consiste & calculer
eilleure approximation correspondant & 1'équation de résidu maxi-
et aux k équations déterminées lors des k premiéres étapes. On
ent ainsi le point de Barrodale et Phillips. Il reste 4 déter-
r la déviation & utilisée :

- point admissible : la déviation £ est la norme du vec-

résidu
- point non admissible : ¢ est la déviation de référence

ciée au point et déterminée automatiquement quand on construit
oint de Barrodale et Phillips. De cette maniére, l'algorithme

ial démarre avec k+1 contraintes actives.

)EUX PROBLEMES D‘EXPERIMENTATiON

PROBLEME A :

Considérons la matrice A et le vecteur £ suivants i

-1 1 -1 | 0.25
4 = 1 0.25 -0.125 0 = 0.5
1 0.25 0.125 2.
1 1 1 4
L - - ~
vérifie facilement que A satisfait & la condition de Haar. Voici

1ques données supplémentaires



- précision exigee =

- facteur de pénalité = 1.

- méthode primale utilisée

nstruit le vecteur A qui vaut

st (1 0 0 0)

A choisi = 7.066...6

v

Ao (o, -1. -0.25

A-{)\:As

A= {16,6833..; 16.

2

- pedd  on Y= (8.45

-0.125)

9;

16

= U exXxposdaldl =LY

-8.233..

L9

( -0.75 0.25

17.9583. .}

0.

2.0166. .

0.)

25

0.25)

1.766..)

céu - 6j / cjd, 4 € JTUI™ et x<o }



L= L I ===

‘A, 11 faut c¢onc modiiied 29 FoHx
ur du pas le long de la direction de descente &
Fn effet, il faut considérer ces deuc con-

ongue pour tenir
te de ce phénomene.
1tes ensemble et par conséguent effectuer la mise & jour de

les deux contraintes & la fois.

ROBLEME B :

Au cours des tests effectués pour fixer la valeur du pa-

on a été plusieurs fois confronté
1a déviation ¢ devenait négative;

tre de pénalité, au probleme

ant : & une certaine itération,
itération suivante, on ne parvenait pas 4 trouver une longueur
as le long de la direction de descente strictement positive.
éthode ne pouvait pas converger'vers un minimum du probléme de

rt.
T1 faut remargquer gque cela se passait souvent quand le fac-
> 10).

de pénalité était relativement grand (i.e z
Ces problémes ne se sont par conséquent plus posés lors de
r de ce pa-

. les tests numériques qui suivirent puisque la valeu

+tre fut de 2.

ESTS NUMERIQUES

Tous les tests numériques ont &tté effectués sur systéme

araison est celui dé-

L'algorithme dual qui a servi de comp
t dans 1'article de Thiran J-P et Thiry S.[l6 . Cet algorithme
On sait

o stricte d'un systéme d'équations.

ermine 1l'approximatio
4 sens de Tchebycheff

en résolvant un systéme d'équations linéaires a



11ln degre de lilbelle=.  S=REoTETm 00

ésidus libres. I1 faut remarquer que

~onsiste & minimiser les T
i 1'approximation du probléme est unique ., cet algorithme dégé-

Deux types d'échange ont

en un simple algorithme d'échange.
Le lec-

assique et 1'échange optimal.

utilisés : 1'échange cl
icle D6T pour une description

voudra bien se référer a 1'art

précise de 1'algorithme.

thodes primales implantées sont !
s,A.Conn et C.Charalambous [2]
he 2 et notée méthode 1.

1. Je rappelle que les deux mé
- 1a méthode de R.Bartel
s le chapitre précédent au paragrap

thode de R.Bartels, A.Conn et Y.Li [4] dé-
méthode 2.

illée dan

- 1la mé

1ée dans le chapitre précédent au parag-raphe 3 et notée

2. Les tableaux qui vont suivre indiquent le nombre d'itéra-

s nécessaires pour obtenir une solution au probléme de résolu-
. d'un systéme d'équations linéaires surdéterminés au sens de

>bycheff. IL est 4 noter que

tombre de diminution du paramétre de

pour la seconde méthode primale,

pénalité est indiqué entre

enthéses,

PROBLEMES ALEATOTRES

Plusieurs problémes aléatoires ont été générés en utilisant

onible sur le systeme VAX.

fonction intrinséque RAN disp
ont constitués de nombres gé-

La matrice A et le vecteur g s

és aléatoirement entre ~100 et +100.
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Le peint de Barrodale et Phillips est nettement moins bon

le point x,=0.
Quand on compare les deux méthodes primales, on observe

1 y a trés peu de différence entre elles. La deuxiéme méthode

porte pas d'amélioration.
L'algorithme primal est légérement meilleur que 1'algorithme

En effet, si on considére le probléme 2, le nombre moyen d'ité~

ons pour la méthode primale est de 12.7 contre 14.1 pour le dual.

ROBLEMES DE DATA-FITTING

I1 s'agit en fait de la discrétisation d'un probléme d'ap-

imation sur une partie compacte de R? (ss 7€ N).

A. Problémes Haar univariables

Ces problémes sont essentiellement issus de l'article [4]
‘aut remarquer que le probléme 7 est une approximation discrete

e fonction discontinue.
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a. Problémes 3 a 6

1) Point de départ xo=0.

L'amélioration apportée par la deuxiéme méthode primale
Les résultats peuvent étre parfois étonnants.

e de 354 itérations a 35,

trés nette.
i, pour l'exemple 4 (n=8), on pass

Si on compare lés résultats des algorithmes primaux avec

méthodes duales, on remarque que C@sS derniéres sont beaucoup

efficaces.

2) C points

Ce point de départ donne de meilleurs résultats que le

't x,=0. Mais, il faut noter qu'il y a trés peu de différence
e les deux méthodes primales. ' '

L'algorithme dual testé avec ce point de départ fournit

résultats légérement supérieurs 4 ceux fournis par les méthodes

nales.

Cependant, on remarquera que 1a notion de C points est

» aux problémes univariables vérifiant la condition de Haar pour

juels 1'algorithme de Remes est le plus efficace.

3) Point de Barrodale et Phillips

LLe point de Barrodale et Phillips non admissible donne

bons résuitats. Ces résultats sont cependant un peu moins bons

ceux obtenus par les méthodes duales.



Pour ce probléme, les conclusions sont légérement diffé-
. On obtient les meilleurs résultats quand on prend comme point
tpart le point de Barrodale et Phillips admissible. Ici encore,

sorithme dual donne de meilleurs résultats,

On remarque que pour le probléme 7B avec n=6 et n=8, on
s problémes de dégénérescence de 1'algorithme. Au contraire de
gorithme dual, des problémes de dégénérescence peuvent avoir lieu
quand la condition de Haar est satisfaite. En fin de ce chapi-
nous analysons un exemple de dégénérescence et une solution

ible pour traiter ce probléme,

Pour 1'ensemble de ces problemes, on remarque gque le nombre
iminution du parameétre de pénalité est trés peu ¢levé, En fait,
st nul la plupart du temps. Ce qui signifie que pour la valeur
sie du paramétre de pénalité (u=2) la solution du probléme ori-

1 est celle du probléme de pénalité.

B. Ezgpléggg_ggg_ﬁgag (univariables et multivariables)

Les problémes 8 et 9 sont issus de l'article La] . D'autres
1émes ont ensuite été envisagés, notamment ceux décrits dans
ticle de G.A.Watson. Enfin, trois problémes particuliers (inté-
e elliptique, intégrale complexe et 1'approximation sur un "carré")

bté testés.
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ntégrale elliptique

On veut approximer

o ds
F(X,Q) =
OVI - sin2X sinzs

l1a fonction suivante

2 2
F(x,y) = g R + c,y 4 CgaX t o,y + coXy +

73+ 3+ x2+ 2X
CeX co¥ CgX ¥ Cy¥ X,

x = ( X- 35°)/100 et y = (- 35°)/100,

Intégrale complexe

On veut approximer
(2]

exp (-s-it)
F(s,t) = Re d{s+it)
(s+it)
stit

les 100 points définis par s = 0.1 (0.1) 1.0 et t = 0.1 (0.1) 1.0

un polyndme & deux variables
2

2
Cqt CgS + cgt + c,st + cg8 + et



On veut approximer

F(X,}'_) = X + Y

a+bx +cy

G(x,y)

les différents points suivants
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On approxime un certain nombre de fonctions a deux variables
le domaine suivant:

-1 2 x,y s +1.

polyndmes approximants sont de la forme

. -t
Z 2 C. . xiyj
{=0 i=0 9

un certain t donné; pour les fonctions symétriques, la symétrie

ettra de réduire le nombre de coefficients inconnus.

1
2

f(x,y) = ( x + 2y + 4)

la -~ t = 2 et le nombre de points cheisis sur une ligne
est 4 On notera dorénavant ce nombre par nb.

1b —-- t = 3 et nb = 5

£(x,y) = exp ( x" + xy )

f(x,y) = sin ( x° +y )



5a --=- t =
5b -~-—— t =3
5¢ --- t =

f(x,y) = 1/( x

fa -——— t = 2
6b --- t =3
6c --— t = 4

Jc —— t = 4

et
et
et

et
et
et

et
et
et

nb
nb
ndb

3

nb

nb
nb

)

] 1

n

L] [

n [N I
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T1 est assez difficile de tirer quelque conclusion que cé€
puisque pratiquement tous les exemples posaient des problémes
égénérescence. Ce qui nous améne naturellement a4 analyser cette

ation et les solutions a apporter.

ITUATION DE DEGENERESCENCE

Analysons sur un plus petit exemple le probléme de dégéné-
ence qui s'est posé notamment pour les exemples 7A, 7B ( n=06 et
) et pour les exemples multivariables.

Considérons la matrice A vérifiant la condition de Haar et

ecteur £ suivants

(1. 1. 1. ] (0.25 ]
1. 0.25 -0.125 0.5
A s 1. 0.25 0.125 =12,

1. 1. 1. th.
- point de départ = ( 13.75 -10. 0.25 0.)
- précision exigée = 10 exposant -16
- facteur de pénalité =1
- méthode primale utilisée = 2

lgorithme démarre avec un point de départ admissible.

1° = {8}

{1,2,3,4,5,6,7}

I+

77 est vide



ot 4t = ( -0.75 0.25 0.25 0.25 )
% choisi = 7,066,..6

cw o= p o+ Ad

ol bt = (8,45 -8.233,.3 2.0166..6 1.766..6 )

. les ensembles d'indices deviennent

I°=1{6,8)
I*= { 1:2;3:4!5 }
.-

={7}
ration 2
Cat = (0. -1, -0.25 -0.125 )
d = -Ph= 0
ol 4t = ( -0.5 0.5 0. 0.)

.} choisi = 16.6833..3

p = v o+ Ad

yt = ( 0.10833..3 0.10833..3 2.0166..6 1.766 )



IO 2{5-6!8}

It ={1,2,3,4})

I ={7}
ation 3
pt = (0. -1. -0.25 -0.125)
d = -Phz0
o 4t = ( -0.2885 0.1923  0.2884  -0.1923 )

A choisi =_O.3755..5

En fait, ce )\ correspond 4 3 contraintes : les contraintes

et & fournissent toutes les 3 le méme X .

v o=z p o+ Ad

od  ,t= (0. 0.1805 2.125 1.6944 )
les ensembles d'indices sont

IO :{1,2,4,5,6,8}

17 =3}
I" ={7}
I1 y a 6 contraintes actives. D'od nécessairement & 1'ité-

ion suivante les colonnes de la matrice des contraintes actives
ont linéairement dépendantes !
I1 faut remarquer que, notamment pour les exemples multi-

iables, le nombre de colonnes linéairement dépendantes peut étre

érieur & n+l.



dans L artilclie deg A, bagl ticlo LLx .08 LoJd v oowsE T =
avec un nombre maximum de colonnes linéairement indépendantes.

contraintes qui ne sont pas reprises dans # sont mises aléatoi-
+ - . .
ent dans [ et dans [ ( ces contraintes sont malgre tout ac-

es ! ).
Voici ce que cette technique a donné pour notre exemple :

'jtération 3 :

79 ={1,5,6,8}
7t =12,3,4)
77 ={7}

lgorithme a pu converger vers la solution en 6 itérations.

*
v = ( 0.538194 0.71875 2,125 1.6944.. )

Par manque de temps, on n'a pas su analyser ce que donnait
‘te technique pour les autres problémes. Cependant, il serait

le de le faire au plus vite pour pouvoir travailler avec des

ybiémes multivariables,



Dans ce travail, nous avons présenté un algorithme primal

d'équations linéaires surdéterminés sui-
A, Conn

. résolution de systemes
int la norme de Tchebycheff mis au point par R, Bartels,

- Yi Li [4].

Nous avons comparé cet algorithme primal avec un algo-

thme d'échange [16] .

En ce qui concerne les problémes aléatoires, la méthode

e semble légérement supérieure 4 la méthode duale. Par

1la méthode duale est

rimal
yntre, pour les problémes d'approximation,

» meilleure.
Dans le cas univariable avec condition de Haar, l'algo-

primal a de bons résultats si le point de départ est le

cependant avec ce

ithme
»int de Barrodale et Phillips non admissible;

dme point de départ, 1'algorithme dual donne de meilleurs ré-

ultats.

Dans la plupart des cas non Haar (univariables et multi-

ariables), il faudrait implémenter une technique de perturbation

our traiter les problémes de dégénérescence.

Ceci n'a pu étre fait par manque d'information et de
p

emps.



D'OPTIMALITE,

Nous allons envisager les conditions nécessaires et suffi-

es pour qu'un point x* soit optimal.

Considérons le probleme suivant

min £{x) (P)
S.C. gi(x) < 0 pour £ = 1,..,m
x e X

Les deux théorémes suivants vont nous servir pour les dé-

trationg ultérieures.

)REME AN.I 1., :

7,..,m et soit X un ensemble

Soient g, ! R + R pour 4
vt non vide de R™. Supposons que x* est un point admissible
- (P) et soit [ = {4 ¢ g (x*) = o}. De plus, supposons que
= g, pour ie] sont différentiables en x" et que g, pour i€ 1

continue en x¥. 8i x* est une solution optimale locale, alors

\gozcr

{d ¢ V,J_’(x"’)i d < o}

™
1

(d ¢ Vgi(x*}i d <o, i€l

O
"

OREME AN,I 2., (théoréme de Gordan) :

. . mxXn . 4 .
Soit A une matrice de R . Considérons les deux systemes,

(1) Ax <o, x € R

L

(2) A" p = 0, p pgoO p € R™

1\
o



Les premiéres conditions d'optimalité que nous allons voir

celles de Fritz-John.

REME AN.JT 3. (les conditions de Fritz-John) :

Seit X un ensemble ouvert non vide de R™; soient

£ ¢+ BT > R
g; ¢ R > R pour £ = Tyeesm .
«*une solution admissible de (P) et soit I = {4 ¢ gi(x*jzo}.

lus, supposons que £ et g. pour . e I sont différentiables en

t que g; pour i'¢ I sont continues en x*,

gi x* est une solution locale de (P), alors il existe des

aires u et u, pour i € I tels que :

u, VA x®) + Eeggi Vgi(x*) = 0

U, 4.z o pour & e I

es u, ne sont pas tous nuls en méme temps.

De plus, si g;, pour i ¢ I, est aussi différentiable en x7¥,
s les conditions de Fritz-John peuvent &tre écrites sous la

e équivalente @

n
u, VA (x*) # )} u; Vgi (x*) = o©
L=7

uy gi('\’-*) = 0 L=y em

e} «1:57)..)1’??.

v

u L, u.
0 A



nstratioen ¢

Comme x“est une solution locale du probléme (P), alors

1e théoréme An.I 1,, il n'existe pas de vecteur d tel que

v o20xv )t d < o

. 4 .
v gi(x"} d < o pour £ € I,
truisons la matrice A dont les lignes sont formées par le gra-
1t de £ et le gradient des différentes contraintes actives,

ondition d'optimalité du théoréme An, T 1. indique que le systé-

Ad < o
pas de solution, Par l1e théoréme de Gordan (th.an.I 2.), il
ste un vecteur non nul pzo tel que

Ai/?=0.

»n note les composantes de p par u, et u, pour i € I, on déduit

ro Llx*) + § Ny Vgi(x*} = o

Uy .z 0 pour £ €. 1
[¢] A

les composantes u ,u, ne sont pas toutes nulles en méme temps.

obtient la forme équivalente de la condition nécessaire d'opti-

ité en posant u =0 pour L & 1,

arques i

7,..,m sont appelés les

1. Les scalaires U, et u, pour 4

tiplicateurs de Lagrange associés a x*,

2., La condition

Y (x¥) = 0 pour £ = T,...m

1a condition de complémentarité, Le multiplicateur u. doit



") < o,

eut &tre strictement positif si la contrainte est active.

3, Si le multiplicateur de Lagrange'u,0 est nul, alors les
itions de Fritz-John ne tiennent pas compte du gradient de la

tion objective. Elles indiquent simplement qu'il existe une

inaison linéaire des gradients des contraintes actives non
iale et positive qui est égale & zéro. Donc, quand u = o,
conditions de Fritz-John ne sont pas trés pratiques pour dé-

liner une solution optimale. I1 faudra imposer des conditions

- que u > 0. C'est ce que nous allons faire grice aux théorémes

‘uhn-Tucker.

YREME AN.I 4. (Conditions nécessaires de Kuhn-Tucker)

Soit X un ensemble non vide de R" et soit £ ¢ R™ + R et

¢+ R > R pour 4L = 1,0y m. Soit x* une solution admissible et

t 7 = {4 2 gi(x*) = 0o}. Supposons que £ et g, pour { € I sont
férentiables en x* et que g, pour < ¢ I sont continues en x*

plus, supposons que les gradients des différentes contraintes

ives sont linéairement independantes,

x* est une solution locale de (P), alors il existe des scalaires

pour L€ I tels que

V £(x*) + L u. V g.(x¥) =o0
iel * <

pour £ € [

=
1\
o

onstration @

" . . ~
I 3., il existe des scalaires @, et u,

Par le théoréme An.

r i € I, non tous nuls, tels que



u , L., 2 o pour i € I.
0 4

note que u > o0, sinon les gradients des contraintes actives ne

t pas linéairement indépendants, Pour obtenir le théoréme, il

£y

fit alors de poser u. = u. / u_.
i < 0

1. On peut interpréter géométriquement les conditions de
n-Tucker : on dira que 1'opposé du gradient de la fonction ob-

tif au point x* appartient au cbne engendré par les gradients

. contraintes actives.,

2. Cette condltlon nécessaire n'est pas suffisante, il

it en plus imposer certaines hypothéses de convexité.

JOREME AN.I 5, (Conditions suffisantes de Kuhn-Tucker):

So0it X un ensemble ocuvert nomn vide de R™ et soit

. ™+ R et soient g, R+ R pour 4 = T,..,m

it x* une solution admissible et [ = {i ¢ gi(x*) = o).

pposons que £ et g sont convexes et différentiables. Alors,
x% satisfait aux condltlons de Kuhn-Tucker (i.e il existe des

alaires u, non négatifs pour Lel tels que i

V f(x*) + L w. Vg, (x*) = o).
- iel * +
ors, x* est un minimum global pour le probléme (P).

monstration :

Comme £ et g, sont convexes, on a :

Sy 2 AlxP) e VAT (yext) (1)



i A oA

ur { € I et y un point admissible pour (P)., En multipliant 1'é-

ation (2) par ;s on déduit

w, 9, (y)z v, 9, (x*) + u,; VgL(X*)i (y-x") (3)

pour £ € I,

sommant 1'équation (2) et les équations(3) pour les { apparte-

nt & [, on obtient

v

£ (y) + L ui‘gi (y) 2 £(x) + 2 w, g,(x")

i € 1 i e I

. (g-x®) (Vg )%

+

z u, Vg.fx*))
iel t Tt

r les conditions de Kuhn-Tucker, on déduit

£ (y) + L w, g; (y) 2 Alx*),

. A
i e I

plus, comme y est un point admissible arbitraire
£ (y)lz £ (x%).

tte derniére inégalité nous donne le résultat attendu.



nous avons utilisé les matrices

Dans les deux algorithmes,
yrojection., Voici quelques définitions et théorémes qui permet-

- de justifier certains passSages théoriques.

Si V est la somme directe de /M et N de telle sorte que quel

soit z dans V, on peut dcrire z sous la forme :

x e fl

ye N.

est unique. La projection sur A

plus, cette décomposition de Zz

g de ¥ est la transformation & définie par £z = x.

lon

On remarque que & est une transformation linéaire,

.

JOREME AN.IT 1. @

Une transformation linéaire £ est une projection si et

jlement si @ .
2

nonstration ¢

projection sur Ml 1e long de N et si z=zx+y

Si £ est une
alors la décomposition de x est x+0 ,

ec x dans M et y dans ¥,

sorte que



ersement, SsSUppPOsLls UL L == A T - = aesem =

teurs z dans V pour lesquels &z=o; soit M 1'ensemble de tous

vecteurs z pour lesquels fz=z,

On voit facilement que /1 et # sont deux sous-espaces.
faut encore montrer que V est la somme directe de ceg deux sous-

aces, ou encore, il faut montrer que M et N sont disjoints et

. leur réunion engendre V.

Si » est dans M , alors &fz=z; si1 z est dans N, alors &z=o,
') si z est & la fois dans M et N, alors z=o.

iy un point z arbitraire, on a

z =z £z ¢+ (1-E) =z
on écrit, £ 2z = x et (1-E}) z =y , alors
fx = €22 = €z = x
2
Ey = E(1-E) z = &z - &7z = 0

telle sorte que x est dans (1 et y dans N,

i montre que V est la somme directe de M et N et que la projection

- M 1e long de # est &, 0

Comme conséquence immédiate de ce théoreme on a

EOREME AN.IT 2. :

Si & est la projection sur /1 le long de ¥, alors fl et & sont

spectivement les ensembles de toutes les solutions des équations

£z = =z et £z = o -
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Une transformation linéaire & est une projection si et
eulement si (7-&) est une projection; si & est une projection sur

' le long de #, alors (7-&) est la projection sur # le long de A,

Si on munit l'espace V d'un produit scalaire, on peut défi-
ir le complément orthogonal d'un sous-espace.

éfinition :

Soit M un sous-espace de V, on note par ﬁ¢ le complément

rthogonal de /. At est 1'ensemble des vecteurs de V orthogonaux

tous les vecteurs de /1.

HEOQOREME AN,IT 4, : (théoréme de projection)

Si 1 est un sous-espace de V, alors V est la somme directe

e M et ﬂi et ﬁllz M,

Nous pouvons maintenant définir les projections associées a
ette décomposition de V en somme directe.

cfinition

On appelle projection orthogonale & sur M, la projection
ur M le long de nt,

{EOREME AN.ITI 5. :

Une transformation linéaire & est une projection orthogo-

1le si et seulement si

(‘:2:6:6"’

1 £* est la transformation linéaire satisfaisant & 1'équation

1ivante
(Ex,y) = (x,E%)

yur tout X,



1. (x,y) dénote le produit scalaire de deux vecteurs de

Considérons la matrice V de type (n,m) dont les colonnes,

tées »,; pour i =1,0040s m, sont linéairement indépendantes. On

uwhaite construire la matrice de projection orthogonale sur le

us-espace engendré par les colonnes de cette matrice.

Soit z dans R ', le vecteur de Vz appartient au sous-

pace

lﬁz = Aﬂan { U?’.'.’Um ]a
. vecteur sera la projection orthogonale d'un vecteur x de R ™ sur

si et seulement si x - Vz est orthogonal 4 chacun des vecteurs

(i =1,444, m), ou encore si et seulement si

vt - Vz ) =0,
 obtient alors que
c= vty Tty
V sont linéairement indépendantes. Enfin,

1isque les colonnes de
, déduit que la matrice de projection que 1'on cherche est

pevevitv)lvt,



Avant de parler de la factorisation QR proprement dite,
. allons introduire la notion de fransfoamation de Householden.
Considérons un vecteur v de R™. Une matrice P de type (n,n)
la forme
Pl -2 o0ty (1)
appelé transfoamaiion de Househofden, Quand un vecteur x est
riplié par P, il est réfléchi par 1'hyperplan engendré par le

s-espace orthogonal a .

: x
v '
A .
1
1
i span (o)
T —»
I
I
]
|
Px
matrices de Householder sont symétriques et orthogonales. Elles

t trés importantes parce qu'elles peuvent annuler plusieurs com-
antes d'un vecteur.

En particulier, i1 est assez facile, étant donné un vecteur

on nul de R", de construire un vecteur » de telle sorte que

Px = Ber

salt que i

v o
(I -2

) ox

Px

n

U op

X - Z(Uix/viv)v.

on veut que Px € span {27}, ceci entraline que v € span {ar,x] '

ons » = x ¥ Ox,, Ce€ gui donne



vtu = xtx + 2 ax, *# o

ar conséquent ‘
xTx o+ Oxy v x
P)C = ( 7 - 2 2))\’- - 2 Teyv

i
x"x ¢+ 2 ax, # o v

annuler le coefficient en x, on doit mettre @ = i]|x||2. Donc,

- x4 1|x||2 ey dans (1),Aalors Px =3|lx||2 2y

-

Nous pouvons maintenant expliquer le mécanisme de la facto-
tion QR.

Considérons la matrice A de type (m,n) ol m=6 et n=) . Cn

iplie la matrice par une transformation de Householder afin de

sformer la premiére colonne en un multiplie de 2y, i.e

— “
* % ok k%
o [*] » = =
0 |*| = * %

P7ﬂ =

g |*x| * * X
o |%| % * =%
* * * %

| 0 = _

) est une transformation de Householder. On va déterminer une

7
ice de Householder de dimension 5x5 telle que

* E3

0
P * =

0

-*.J _0_

2 = d.i_ag(I?;ﬁé)- DODC,



P P.A =

o O O C
o O O C
E

fin de ce processus, 0On obtient

nop 2 - -
/nfn_f.../7;4 = R

est une matrice triangulaire supérieure. En notant Pnpn 7...P7

0, on obtient la factorisation QR de la matrice.

Toute matrice peut se factoriser sous cette forme. Il faut
r que si 1a partie de la colonne que 1l'on traite est nulle, il

it simplement de passer aux colonnes suivantes dans la matrice.
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9.1 variables ¢lobales

0. 1.1. de type caractere

I'lll..!‘.ll'...ll..'l'l

NDMIN --> longueur = 80 inom de fichier des donnzes
NOM --> longueur 80 fnom de fichiler des resultats
REP -=>» longueur 1 svariable intermediaire pour les reponses

CHARACTER NOMINSB0,NOMEB0, REPH] )

D.1.2. de type ‘entier

...l.‘....'.l".l.ll-

N -=> nombre de colonnes da A

M --> nombre de lignes de A& :

NMAX =-> nombres maximum de lignes de A

STEP -=> nombre de pas necessalires pour soluticnner
1"algorithme

OIMMYU —-=> nombre de diminution de nu

CAL =--> determine 1a methocde a utiliser :

ci on suit la methode de R,Rzrtelsy A.Conn et

C. Charalambous

2z ‘gi on suit 1< nouvalle methode de F.Earteles

"' A Comn et Y. L%

yK —=> compteurs :

--> sert pcur le traitement des erreurs

NG --> contient le rang des matrices

T,JPVT1 —--> vecteur de permutation des colonnes de longueur

QR
--> parametre de 1a routine DTRSL de LINPACK
indices des contraintes satisfaltes
indices des contraintes strictement
satisfeoites
INMAX) -->» vecteur 3 indices des contraintes viclees

PNMAX) —-p vecteur
tNMAX) == vecteur

.

)
G
R
P
ﬁ -=> entier servant orns la cdecomposition
f
U
1

- b

Z
g -~ entier fervant pour les unitas de scrtie

U

IND -=-> indice de 1a cemposanis 19 plus necetive

INTEGER N,H,Nﬁﬁ,,STEP,C&L,E,J,K,ISS,IRANG,IN,INFD,MU,IND
PURLMETER (NMAX=605) _



=

i

INTEGER JPVT(HFMAX s JPYTLCHMAXD
IU(G:NHAX),II(O:NMAX),12(0:hHAX),US
0.1.3. de type logigue
apT --> vaut truz si 1l7alcgorithme est & l optimum, false sinon
1ERD =-> vaut true sl le vectaur est nuly
false sinon

P0S --> vaut true si le vecteur est positif, felse sinon
FEAS ==> vaut true sl le point considere ce trouve dans le

domaine sdmissibley falsz sinon
TESTN --> vaut true si la compesante est negative strictement
LoGICAL GPT,ZEFO,PGS,riAS;TESTK

Deleds o type double precision

--..-0-010.0-.0-0..ltt'.olt"!..l

U --> facteur de penalite
EPS --> precision exlgee par l‘utilisateur
AUX --> variable auxiliaire de calcul :
CCOLNMAX g OENMAXD =-2 tahbleau. a deux dimensions : stocke les
_ 2lements de A
(NMAX) ==> vecteur contient les elements de b
(OsNMAX) —=> vegteur { point cu on se trouve &2 chague etape
! de la rinimisation et deviation de
Tchabycheff
y ==-> vecteur intermediaire
yHHAXY —-=2 matrice formee par les colonnas de 1a
matrice € d’indices s¢ trouvant dans 10
HMAX) —-=2 matriﬁe ﬁrthogonale de la factorisation
\ e
MAX) =--> vecteur de travail pour la factcrisation de N
A¥+1) --» vecteur auxiliaire
-->"yecteur donnant la direction de <ascente
--> vecteur intermediaire
--> composante la plus netite du vecteur eta

ICH C(O:NNAX—I,O:hMAX),B(NMAX)sV(O:NMAX),U,?PS,
G WORKCHMAX )y W(HHM X2y Uiy
D(NHAX),NB(NMAX,NMQX),Q(NM&X,NMAX),ETAIMAX

o

5CN
V(o

~T
==
onay

> 4
[y

4

=z ~Z

=

™

4
1R

U MEIOCE £
B A o~ O
C~C pIZICA
e gl IR T MO
AT IR
T DT L W
WAL T - '

1 --> tonction de linnsck ¢ calcul du produit scalaire

FY --> fenctiion de linpack : copie un vecteur dans un autre
-=% fonction intrinsz2que 3 calcul cde le veleur absoluz

" =-=> fonction inirinseque ¢ donne le sicgne d7une compesante

.
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1.,1.1 Les dennees zont-elles dans un fichier 7

'.I..l..“..llQl.l....l'....'ll.ll'l'.'.‘

WRITE(ED :
FORMAT(1X,y “==-> Avez-vous inscrit ves donneec dans un "y
rf¥ichier.cat 7 L[OyN] 3
READC:,1Q00RFP
FORMATCA)
IF (REP.ED. N2 THEN
WRITE )15
STOP
ENDIF
FORMAT(LXy “--> Le preogranmme s’ "arrete pour 17%inscription’,

¢ des donnees dans un fichier .

1.1.2 Dans cuel fichier cont=ezlles 7

....'...0..--l...‘l.'ll‘......l.ll..

WRITE (34 20) _
EORMATCLX,y "==> Quel est le nom du fichier de donnees 77
READ Cixy 25 INEMIN
FORMATCASO) - ‘
CPEN(UNIT=ZG,IDSTAT=IDS,FELE=NGMIN,STATUS='CLD’,ERR=26)
IF (IOS.NZ.0) THEN
WRITEC(H,27)
STGP '
ENDIF
EORMATC(EX,y --> 11 y & wune erreur dans 177ouverture cdu’y
rfichier de dennesss”)
WRITE Clyd  NOH FICHIER nNt¢ RESULTATS 7
READ(%y 25 INTH
Us=15
UP:N(UN1T=US,STﬁTU5='NEN',IGSTﬁT=IOS,FILE=NGM,ERR=2E)
1.1.3 Lecture de m &t n
GEADCUNIT=20,FNT= ,ERR=70,IDSTAT=IDS)M
READCUNTIT=2C0,FNTF ,FRR=?G,IDST&T=IDS)N
WRITECUS,290001
WRITECEy2000H
CFOEMAT(LIX, "N = *eI13)
WRITZCUS 208N
WEITE Gy 205)0H
FoRMATCIXs N = 73130
1F (I3S.HELG) THER
R ITE () "= Zrraunr dans voire fichnisr de donnessy INT
Q%QEE(UNIT=US,IJST&T:ICS;PQP=58)
ST



ENDIF

1.1.4 Lecture des zlements de la matrice A

LR BN B B NN B B O NN B B L

3 P 8 % 440 8888 d 88 kS e RS e TR

D0 29 J=0,2%H
CCOydd=1.
CONTINUE
£O 30 I=1,N
C(I,05=0.
CONTINUE
READCUNIT=20,FMTaky SRR=T0,ICSTAT=T0S)CCCCT,d)sI=13H)yJx1yM)
03 31 J=1,4 .
L0 32 I=14N )
CCT,J)==CCTsdD
CONTINUE
CONTINUE
1F (IDS.NE.O) THEN
WRITE (%,%) “==> ERREUR_DANS A *
CLOSECUNIT=US,IJSTAT=I0S,ERR=58)
§TEP :
ENDIF

1.1.5 Lecture de

LR B B N I T R I R I LI IR B B

O,FMT—

<y TRR=TOZICSTAT=ICS)I(RCID, I=R14H)

1.1.6 Lecture ¢du point de depart

' EEEEE IR R N R N I N N N I R B

g,IDSTQT=IDS)(V(L);L=1,N>

ml--:r.y

=7
s N
N)
NT DE DEPART “9/43(D25.15))

1.1.7 Lecture de la precision

'SEEEEREEEEREE R NN RN NENIE NN BB RSN EN

=%y ERR=T0,IOSTAT=I0S)EPS

“LA PRECISION EXIGEE “,D12.4)



1.1.8 Lecture ¢du facteur de penalite

LR NN R RS R E NN I IR I R R R I NI I I BN N A

READCUNI ,
WRITECUS,235)U

WRITE (%, 23550

P ORMATCIE2710X, LE FACTEUR DE PENALITE®,D12.4)

1.1.9 Lecture te la deviation de depert

LA 2R SN B B BN LR B L N BN BN BE BN B RN RN N BN NN N BN RN NN B B N N R BN BN B B B BN

-~ 0On determine 1a norme du vecteur residu -

VE0)=0.D+00
DO 236 I=1,M
AUX=D00TCN,VC1)y19CClyI)y1)=8CI)
IF CCOABSCAUXD=VCOY)>. 8T EPS) VCO)=DABSCAUX)
CONTINUE -
WRITECUS,2403V(0)
WRITE C&, 24603V C0)
FORMATCIXs/7s1Xy LA DEVIATION DE DEPART = “,024.15)

1.1.10 becture de la methode pour le calcul de la lengueur
U pes

L IR B B B BN B BN IR B K IR BN BE 2E BN BN IR B IR BE BE BN BN BN B BE BN N BN N NN BN BE L NN BN BE BE BN CBE BN NE BN RN B BN B RN R NN BN RN BB BN N

READCUNIT=20,FMT=%, ERR=TO,I0STAT=I0S>CAL

WRITECUS 5)C L
FORMATC(] +1Xy "METHOOE UTILISEE = “,I1)

1.2 Initialisations

1.2.1 nombre de pas

44 8 & % 25808t SsHN NS

STEP=(
WRITECUS2503STEP
FORMAT(1X 9/ /91Xy “dokueisitaaitsiniess "y /gy "%STEP= %,
133/,1)(’ '*-ﬁ:‘*******' /)

1.2.2 Determination de I0,I+,1-

LI BN AL BN B BN K B B R BN BN RN NE BN R R NN N RN BN R R N B N R ]
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1.3 Corps du progremme

MU=0

- Repeter Jusqu’a <es

CONTINUE

WRITE(US,235)0U

~ ¢calcul de F -

DO 36 1

14N+1

=UnC(I-140)

HCID
CONTINUE



DO 37 K=1,12€0)

I=12(K)
IF (I.LE.M) THEN
DO 38 J=14N+
HCJD)=HCID-CCd=1yID
CONTINUE
ELSE
HC1)=HC(1)=CCO0,I-M)
DO 199 J=2,N+1
HCJ)ZHCID +CCJ=1,I~MD
CONTINUE
ENDIF
CONTINUE
WRITECUS,2T1)CHC(I)yI=14N+1)
FORMAT(1X,/91Xy LE VECTEUR H VAUT “3/793(D2441594X2)

OPT=.FALSE.
- Repeter jusqu’ad eee« ~
CONTINUE
- remplissage de la matrice N suivaﬁt les indices de Io -
DO 42 J=1,10C0)
IF (IE(J)
ELS
(

~Z
=
>

£
C OgIU(J)))lyNU(lsJ)!l)

o
<

o= Om

N+1
==C(I-1,10CJ)=M)

=

B b g o8 N o
HDWe

=z L g
Chiwr (e
rme 1
LY

CA
E
NO
(313]
co
ENDIF
CONTINUE

- si aucune contrainte n'est satisfaite en tant qu’egalite
on prend comme direction de descente le vecteur el

IF (IDC0).EQ.C) THEN

UNyH(1D)
+1
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- sinon on calcule la direction de descente suivant
1°algorithme prevu -

ELSE

ITW=2%CN+1)+2%:I0C
CALL DGRCNDyNMAX,

E
- i on a un probléme de dege
IF C(IRANG.LT.ICCO0)) THEN
WRITECUS,500)
MAT
SEC
P

0)+(NMAX 1)
N+1,I0C IRANG1 Qs IWsWORK, JPVT)
r

escencey on arrete -

f==> N
A

38397 ES ANG INFERIEUR A KD
ontt=ud,105TAT=1 =58

T

ELS

E MNHC M o

I rm -

- on verifie que au moins une composante de Q2 h est
non nulle

TIF (CZEROD.AND.CILLELN+1)) THEN

VAUXCI-ICC0))=0DDCTCN+14QC 1)1 H
Y A (DABSCVAUXCT~10C003). LT EPY

I=I+1
GOTO 48
ENDIF

t
- si au moins une composante de @2 h est non nulle ou
si le nombre de contraintes actives est inferieur

a ntly alors ...
IF (C.NOT.ZERD).ANDLCIOCO).LELND) THEN

(17,1
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- calcul des composantes de Q2 h qui ne sont pas
ancore calculees

IF (I.LELN+1) THEN
¥é¥5§1—10(0))=000T(N+1,Q(l,I),l,H(l),l)
GDTOD 81

ENDIF

- calcul de la direction de descente ! D=Q2(Q2 h)

CO 49 I=14N+1
DCI)=DDOT(N+1-I0C0),QCIoI0C0D+1)4NMAX,
D(I)=~D(I)

CONTINUE

WRITECUSs2852(DCI)yI=14N+1)

~ calcul la longueur du pas dans la direction D -
CALL LENSTEPCCyVIODsI1yI29DyHeEPSyBaNHAXyNyMsCAL,

WRITECUS»290)CVCIDyI=0,N)
WRITECUS,2559T0¢0),11C0),12¢0)
WRITECUS2809¢10¢13,1=1,10€0))
WRITECUSS2709CT2C¢1,1=1,12€0))
WRITECUS, 2710CHCIYyT=1yN+1)

si toutes les composantes sont nulles
cu si le nombre de contraintes actives est superieur

ou egal a n+ly alors ...

ELSE

WR
F0

—lf\

~C

=L
b 3

- s

LI S 8 ]

Qo 1o

mhe |
N
Oy
o0
=20
3 —
QU m
>0

t
- w=Q1 h -

CO 50 I=1,10C0)



H(I)=DDDT(N+1,Q(1,I),1,H(1),1)
CONTINUE
- resolution de ND x = w =
CALL OTRSLCND,NMAX,I0C0)sWs1s INFOD

- on permute les variables de w syivant JPVT
w est 1a solution du systeme triangulaire -

Lo 80 K=1,I0€C0)
JPVTL(KI=JPVTIK)
CONTINUE
L0 85 K=1,I0C0)
IF (K NE.JPVT1(KD) THEN
AUX=WLK)

I=K+1
IF (§.N§,JPVT1(I)) THEN

=JPVT1(K)
=K

CONTINUE

- verification du signe des composantes de w -
POS=.TRUE.

K=1

ETAIMAX=0.0+00

IF (K.LE.IDCO0)) THEN

(-EPS))
DTLTESTN
I

MAX)~DABSCWCKDI)oLTH(~EPSID

E
K
G

ENODIF
- ¢i une des composantes de W est negativey alors e

N
o
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1340)
X "UNE DES COMPOSANTES DE eta EST %y
1 "NEGATIVE®)

- on initialise le vecteur vaux =
DO 52 I=1,10C0>
VAUXCI)=0.
CONTINUE
VAUXCINDD=1.
- on permute le vecteur vaux syivant Jjpvt -

IF CCIND)NELJPVT(IND)) THEN

I=1
IF CCIND)<NE.JPVT(ID) THEN

I=I+1
GOTO 95

ENDIF

VAUXCIND
VAUXC(ID)=

ENDIF

g=VAUX(I)

t
- resolution de NO d = vaux -
CALL DTRSLCNOsNMAX,I0DC0),VAUX,y11,INFD)D

DO 53 I=1,N+1
DCIY=DDOTCIDCO)sQCI 1) ¢ NMAX,VAUX(L)41)
CONTINUE

I=I0CIND)
CALL LENSTEPCC,)VyI10,I1,12sD9HsEPSyBy

INMAX g NyMoCAL,US)
DATECIC,I1,1D

I
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- sinon on ast a un point de Kuhn-Tucker
si les contraintes sont satisfaites -



RITECUS,350) | _

FORMAT(1Xy “~=> Si les contraintes sont satisfaites 7

“on est a un point de Kuhn=-Tucker °
0PT=.TRUE.
STEP=STEP-1
ENDIF
ENDIF
ENDIF

ENDIF :
IF (.NOT.OPT) GOTO 41

- yerification des contraintes -

S=.TRUE.

nam

FEA
J=1
I=0
IF (FEAS.AND.CJ.LELC2%MDI ) THEN
IF (J.LEJ.M) THEN

AUX=DDDT(N+1,CC0,J)51,V(0)51)
AUX=AUX-B(J)D

ELSE
AUX=V(0)*DDDT(N:C(1,J-H)olsV(l)ol)
AUX=AUX+B(J-M)

ENDIF

WRITECUS,260)AUX

FORMATC(1XyD12.49%)

IF (I.LT.I0(0)) THEN
FEAS=((AUX.GE.(-EPS))-DR-(J.EQ.IU(I+1)))
IF (J.EQ.IO(I+1)) I=I+1

ELSE
FEAS=CAUX.GE.(-EPSD)

ENDIF

J=J+1

GaTD 54

ENDIF
U=U/8.

MU=MU+1



IF (.NOT.FEAS) GOTO 40
1.4 Sorfi e des resullats

. e S G e ek M R e -SSR

WRITECUS,5000)MU-1,STEP
FORMATC1X,/7s1%Xs°==> Le
% Z7y1Xy =D L;
HRITEC%,5000)MU-1,STEP

CLosECURIT=U5,I0STAT=10
END

finaux

nombre de diminution de mu
algorithme est alle a son
s " etapes.”’)

'ERR=58)

LT
terme en
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SUBROUTINE LENSTEPCC Vo I0,I10I2404HEPS,BaNMAX NyMyMET,US)

L oale wfs vts als wis wls wt ale &or wie nSe
A3 R R RIS SASA ISR AN,

2 Cette routine calcule la lomauesur du pas le

5t
e 00 el s s sk e me e o T e v e sk e e i sl sl neen ielojer
0, 2ECLARATIONS
2.1 argumen de la routinz
C -=> tablzau ¢ deux dimsnsions contenant les elemants de A
YV -=-> vecteur contenﬁnt le point ou on se trouve dans la
minimiszation ainsi que le deviation dz Tchebyceff
I0,11,12 ==-> tzblesux d’indices
1 —--> direction de descente .
H ==> yecteur intermediaire
EPS --> przcision exigee sur lz solution
5 ==>» second membre d=2 AtX=
NMAX -=> nombres meximel de lignes de A
N -==> nombre de colonnes da &
M ==> nombre de lignes de A
MET ==> variahble znti2re determing lz metnode 2 utiliser
INTEGER NMAXgMETy Ny M I0(0 ), T1CG 1) 12C0)4US
ODUSLE PRECTISION CCDIAMAX-1 3 0INMAX) V(D INMAX),
1 DOEMAX+T) s H{NMAX+L ), EP S, 3(NMIXD

aur contenant les ¢differzntes lonzuzurs de nas
28 DEr ordre croissant,

MIN® -=> tablesu a deoux dimensions ¢ stcckerd l2s 1ndicas ¢!
elemznts classes par ordra crolssant zinsl Jue leu
apparterance & I+ ou & I-

NAKPAS -=> incdiquaz l2 ronbre de lonzueur de par pocsiolz

NERLSN ==> dindigue ls nombre ds

z contraintes as3socClzes &
chaguz lonzusur d2 pas.



ol

ie

TEST -~> nrecics

AUX 4 LONPAS ==2 variables

5i 1”"indice est

dons I1 ou I2

auxilizires

true si les deux vecteurs ont

JEUX ~-=-> variakle hoolenne
2te envissces
- false sinon
nesC --» variahkle hoolenne - truz si on a une direction de
; tdescante
- fzlse sinon
L,T,P,I,J.S;K,TNDEX -=> compteurs
INTEGER L,T,?.I,J,S,K.INDFX,TEST,MINB(?,éOE),HERP&S,
NeRLINCa0s)

LOGICAL DEUX,RESC
JoUSLE PRECISICH MINEC405) s AUXGLONPAS
0.3 fonctions e¢xternas
JO0T --> routine de linpack $ calcul du produit scalaire
JoUBLE PRECISION DODOT
EXTERMAL DDAY
PROSRALIE
1.1 mise a Jour de 12 variable test
17 (T1¢02NE.Q)Y THEN

I=11CD2

TEST=1
ELSE IF (I2(0)JNELO) TEEN

I1=12(22

TEST=-1
ZLSE

WRITZ(US 3D

FDQM&T(IX,':%R§UQ + o245 CE CQECUL DE LONGUELR QF 245 b

f¥aUS LI5 INUICIS SE OTHRIJVEART SJANS 107D

CLSSECUNIT=LSD

STOP
ENCIF
1.2 initisalisaziong d2¢t varinblas

SSISLE "y /)
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