Institutional Repository - Research Portal

Dépébt Institutionnel - Portail de la Recherche

UNIVERSITE  researchportal.unamur.be
DE NAMUK

THESIS / THESE

MASTER EN SCIENCES MATHEMATIQUES

La méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique dans les systemes a
parameétres répartis: application aux systémes de Sturm-Liouville

DEHAYE, Jérémy

Award date:
2009

Link to publication

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

« Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
« You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
« You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 03. Jul. 2025


https://researchportal.unamur.be/fr/studentTheses/edc806dd-1033-48fa-8ce2-7f7ce7460b22

[&Omés UHNQ;%?
N

Ey)
%5303

P

FUNDP
L NAMUR

FACULTES UNVERSTTARES NOTRE-DAME DE LA PAK
NAMUR

Faculté des Sciences
Département de Mathématique

LA METHODE DE FACTORISATION SPECTRALE PAR EXTRACTION
SYMETRIQUE DANS LES SYSTEMES A PARAMETRES REPARTIS :
APPLICATION AUX SYSTEMES DE STURM-LIOUVILLE

Mémoire présenté pour l'obtention
du grade académique de master en Sciences Mathématiques
Jérémy DEHAYE
Janvier 2009

Promoteur : J. Winkin



Remerciements

Je tiens a remercier tout particuliérement mon promoteur de mémoire,
Mr Joseph Winkin, pour sa patience, son suivi régulier, et les nombreux
conseils qu’il a dispensés, et sans lesquels ce travail n’aurait pu aboutir.

Je tiens également & exprimer ma gratitude envers mes proches et les nom-
breuses personnes qui m’ont entourées durant I’élaboration de ce mémoire.

En particulier, je souhaiterais témoigner ma profonde reconnaissance a ma
famille, dont les précieux encouragements ont été les bienvenus, et & mes
amis, qui, par leur présence, leur soutien et leur bonne humeur, auront ap-
porté leur contribution & ce travail.

Je tenais enfin & remercier Mme Valérie Henry pour ses conseils qui ont
grandement contribué a "amélioration de la qualité de la rédaction dans son
ensemble.



Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix
FACULTE DES SCIENCES
Secrétariat du Département de Mathématique
Rempart de la Vierge, 8 - 5000 NAMUR
Téléphone: + 32(0)81.72.49.25 / 26 - Téléfax: + 32(0)81.72.49.14
E-mail: secretariat@math.fundp.ac.be - http://www.fundp.ac.be/fundp.html

La méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique dans les
systemes a parameétres répartis : application aux systémes de Sturm-Liouville

DEHAYE Jérémy

Résumé

Ce travail traite du probléme de factorisation spectrale pour les systemes a parameétres
répartis, et en particulier de la méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique.
Ce probleme a fait I'objet de nombreuses études récemment, et joue un role central dans la
résolution de plusieurs probleémes de contrdle associés  ces systemes lincaires en dimension
infinie, notamment le probléme de contrble linéaire-quadratique optimal.

Ce travail porte, entre autres, sur I'étude d'un opérateur de réaction-diffusion appartenant ala
classe des opérateurs de Sturm-Liouville définis de fagon dense dans l'espace de Lebesgue des
fonctions carré-intégrables. Un tel opérateur intervient dans la modélisation de réacteurs
biochimiques tubulaires a dispersion axiale.

Le résultat central de ce travail consiste 2 montrer que la méthode de factorisation spectrale
par extraction symétrique est convergente pour une classe de systémes a parametres répartis
basée sur cet opérateur, en utilisant les liens existant entre les théories des systemes de
semigroupes commandés, des systémes de Sturm-Liouville et des systémes spectraux de

Riesz.



Abstract

This work deals with the spectral factorization problem for distributed parameter systems,
especially the method of spectral factorization by symmetric extraction. This problem has
been the heart of many studies recently, and plays a central role in solving control problems
associated with infinite-dimensional linear systems, including the linear-quadratic optimal
control problem.

This work focuses on the study of an operator belonging to the class of Sturm-Liouville
operators that are densely defined in the Lebesgue space of square-integrable functions. This
particular operator is used in the modelling of biochemical tubular reactors with axial
dispersion.

The main result of this work states that the method of spectral factorization by symmetric
extraction is convergent for a class of distributed parameter systems which is based on this
operator. This result involves several results linking the theories of semigroup state-space
systems, Sturm-Liouville systems and Riesz-spectral systems.

Mémoire de master en Sciences Mathématiques
Janvier 2009

Promoteur: J. Winkin



Notations

Dans la suite, les notations suivantes seront utilisées.

L[f] désigne la transformée de Laplace de la fonction f.

Pour toute classe F de fonctions dont la transformée de Laplace existe, J
désigne la classe constituée de toutes les transformées de Laplace de
fonctions de F.

LTD (respectivement LTD* LTD™) désigne I'ensemble des fonctions a va-
leur dans @ et & support sur IR (respectivement IRy, IR_) dont la
transformée de Laplace existe.

Mat(X) désigne I'ensemble des fonctions matricielles  entrées dans la classe
X.

R(z) et I(z) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire
du nombre complexe z.

@ . désigne le demi-plan droit fermé {s € @ : R(s) > o}.

@ o4 désigne le demi-plan droit ouvert {s € € : R(s) > o}

C . et @ désignent respectivement € 54 et €y avec o =0.
@ _ désigne le demi-plan gauche fermé {s € @ : R(s) < 0}.

@ _ désigne le demi-plan gauche ouvert {s € € : R(s) < 0}.

S(o1,02) désigne une bande du plan complexe de la forme
{s € C : 01 < R(s) < 02}

S (o1, 02) désigne une bande du plan complexe de la forme
{S elC:0q < §R(S) < 0'2}.

S, avec o < 0, désigne une bande du plan complexe de la forme
{s€C:0<R(s) < -0}

Era, avec o < 0, désigne une bande du plan complexe de la forme
{s€C :0<R(s) <—0}.

M* désigne V'adjointe de la matrice M, i.e. la matrice M transposee et
conjuguée.

F, désigne la transposée parahermitienne de I € Mat(LTD), i.e.
F,(t) := F(—t)*, ou, de fagon équivalente, Fi(s) = F'(—3)".

FD(X) désigne la classe des opérateurs définis de maniére dense dans 'es-
pace X.




L£(X) désigne la classe des opérateurs linéaires bornés définis sur 'espace
X et a valeurs dans X.

p(A) désigne ensemble résolvant de 'opérateur A.



Remarque

La formulation des résultats présentés dans les deux premiers chapitres,
ainsi que leurs preuves, sont inspirés de [5].
Les chapitres 3 et 4, quant & eux, se basent essentiellement sur le travail
effectué dans |7] et [10].
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Introduction

Le probléme de factorisation spectrale et sa résolution sont utilisés pour

différentes classes de systémes différentiels linéaires en dimensions finie et
infinie, notamment les systémes & paramétres répartis o I'état est une fonc-
tion de la position et du temps, et dont la dynamique est décrite par une
équation aux dérivées partielles.
De nombreux problémes de contréle faisant intervenir de tels systémes im-
pliquent la conception et la mise en place d’un systéme de controle par asser-
vissement d’état. La factorisation spectrale est liée & la solution de certains
de ces problémes et intervient en particulier dans la résolution du probléme
de contrdle linéaire-quadratique optimal en dimension infinie.

Dans ce travail, nous nous intéresserons a la méthode de factorisation spec-
trale par extraction symétrique pour les systémes a parametres répartis, et
plus particulierement dans le cadre des systémes de Sturm-Liouville. Ces
derniers permettent de modéliser de nombreux systémes physiques impli-
quant des phénoménes de vibration ou de diffusion, rendant leur analyse et
la résolution de problémes de contrdle associés particulierement intéressante.

Le premier chapitre présente le cadre dans lequel les développements et
raisonnements ultérieurs seront effectués, et décrit les différentes classes de
fonctions de transfert qui seront étudiées. Cette premiére partie contient éga-
lement une introduction au probléme de factorisation spectrale et aborde la
question de I'existence des facteurs spectraux recherchés.

Dans le deuxieme chapitre, nous présenterons une autre approche du pro-
bleme de contrdle linéaire-quadratique optimal, basée sur la recherche du
facteur spectral inversible d’une densité spectrale particuliére et la résolu-
tion d’une équation diophantienne dépendant de ce dernier.

Nous donnerons ensuite une bréve introduction a quelques classes de sys-
tomes différentiels linéaires en dimension infinie que nous étudierons dans
ce contexte. La théorie des systémes spectraux de Riesz et des systémes de
Sturm-Liouville évoqués précédemment sera ainsi abordée, et nous mettrons
en évidence quelques propriétés importantes pour 'application de la méthode
de factorisation spectrale par extraction symétrique.

Celle-ci sera présentée dans le dernier chapitre, dans lequel nous introduirons
également une classe de systémes & parameétres répartis permettant de mo-
déliser des réacteurs biochimiques tubulaires & dispersion axiale. Un résultat
de convergence important lié a la structure spectrale de l'opérateur et a la
théorie des systémes spectraux de Riesz sera ensuite rappelé. Nous nous ba-



serons sur ce résultat pour établir que la méthode de factorisation spectrale
par extraction symétrique est convergente pour cette classe de systémes.
Nous étudierons enfin brievement le comportement des solutions obtenues
numériquement afin d’illustrer ce résultat.



Chapitre 1

Probléme de factorisation
spectrale

Ce premier chapitre a pour but de décrire le cadre de travail dans lequel
intervient le probléme de factorisation spectrale. Les principaux résultats
seront présentés dans un contexte de dimension finie, mais ils se généralisent
assez naturellement en dimension infinie.

1.1 Contexte et définitions préalables

Afin d’aborder le probléme de factorisation spectrale, nous nous plagons
dans le cadre des fonctions de transfert engendrées par des réponses impul-
sionnelles définies sur IRy et dont la transformée de Laplace existe.

Nous commencons par introduire quelques notions liées & ces fonctions de
transfert dont le réle sera crucial dans 'analyse qui va suivre.

Définition 1 Une fonction f:@ — @ est rationnelle si f est un quotient
de polynémes définis sur @ et a valeurs dans @'.

Définition 2 Une fonction de transfert f est dite propre si

lim f(s) =a < co.

|s]—+c0
De méme, une fonction de transfert est strictement propre si

lim f(s)=0.

|sl—+00



Notation : la classe des fonctions de transfert rationnelles propres sera no-
tée B’p.

Nous rappelons maintenant la notion capitale de stabilit¢ d’une fonction de
transfert.

Définition 3 Une fonction de transfert rationnelle f est stable si tous ses

poles possedent une partie réelle strictement négative, i.e. P[f] CGI —, 0U en-
core si f est continue et holomorphe dans un demi-plan droit ouvert conte-
nant @ 4.

Notation : la classe des fonctions de transfert rationnelles propres stables
sera notée RH™.

Nous signalons ici une propriété intéressante des fonctions de transfert ra-
tionnelles propres.

Propriété 1 Une fonction de transfert f & Bp peut toujours s’écrire sous
forme d’une fraction a droite, 1i.e.

f=nd*
oti A et d sont rationnelles propres stables, et d n’est pas strictement propre.

Cette propriété se généralise aux fonctions de transfert rationnelles propres
matricielles. Dans ce cadre, la définition de fraction & droite nécessite cepen-
dant une condition supplémentaire.

Nous introduisons pour cela la notion de fraction premiére a drotte.

Définition 4 Considérons une matrice de transfert (que nous appellerons
par la suite fonction de transfert sans faire de distinction) Ge Mat(lg’p).
La paire (N , D) est appelée une fraction premiére & droite de G si
(2) la fonction G vérifie il
P)=ND™!
o N D € Mat(RH®), c’est a dire si N et D sont des fonctions
mat’rzmeﬂes rationnelles propres stables, et det D n'est pas strictement
Propre
(i1) il emiste des fonctions matricielles U,V € Mat(RH®) telles que

UN+VD=1I Fi 0

. . T
(identité de Bezout), ou, de facon équivalente, [N (s)TD(s)T] est de
rang plein pour tout s € @'4.



Nous énoncons maintenant un résultat similaire & la Propriété 1.

Propriété 2 Une fonction de transfert Ge Mat(lg’p) peut toujours s’écrire
sous forme d’une fraction premiere a droite.
Par ailleurs, D peut toujours étre choisie de telle sorte que D(oo) = 1.

1l est également intéressant de présenter une condition plus forte que la
stabilité. La définition suivante concerne la notion de marge de stabilité.

Définition 5 Une fonction de transfert rationnelle f posséde une marge de
stabilité |o|, avec o < 0, si tous ses pdles possédent une partie réelle stric-
tement inférieure & o, ou encore si elle est continue et holomorphe dans un
demi-plan droit ouvert contenant @ 4.

i /—_+ .
Notation : nous noterons LA (o), avec o < 0, la classe des fonctions de
transfert rationnelles propres stables avec une marge de stabilité |o|.

Notation : la classe de fonctions ﬂ#(a) désigne 'ensemble des transfor-
mées de Laplace de fonctions a support sur IR_ de la forme

f(s) = 9(-s),

s . TR
oil g est & support sur Ry et g € LA (o).
On définit également

— /—_+ ——

LA(o) =LA (o) + LA (o).
Remarque 1 : Les définitions et notations précédentes ont été données dans
un cadre fréquentiel, mais elles possédent également une interprétation tem-
porelle qui sera utile dans certaines démonstrations.

En effet, on dira qu'une réponse impulsionnelle f(-) = fa(:)+fod(-) a support
sur IR, est dans LA™ (o), avec o < 0, si f est rationnelle propre et

+co
/ e~ 7| fo(t)|dt < co.
0

De méme, une fonction f(:) = fa(-)+ fod(-) & support sur IR est dans LA(o)
si f est rationnelle propre et

+o0
f e=oMl| £, (£)|dt < oo.



Remarque 2 : La définition de stabilité peut &tre étendue a un cadre plus
général dans lequel nous ne nous restreignons pas aux fonctions de transfert
rationnelles.

Considérons pour cela ¢ < 0. Une réponse impulsionnelle f € LTD™ est
dans la classe notée A(o) si et seulement si, pour tout t <0, f(t) =0 (i.e. f
est & support sur IR) et, pour tout ¢ > 0, f(t) = fa(t) + fsa(t), 00

i) la partie fonctionnelle réguliére f, vérifie
g

+00
/ |fa(t)|e™7dt < oo
0

(#4) la partie atomique singuliére fs() := Yoo fio(-—t;), o to =0, >0
pour tout i € IN, et f; € € pour tout i € IN, vérifie

0
Z | file™"" < oo.
=0

Nous dirons qu'une réponse impulsionnelle f est dans A_ si et seulement si
f € A(o) pour un certain o < 0.

La classe A_ désigne alors la classe des fonctions de transfert propres stables.
Qans un premier temps, nous travaillerons avec la classe RH* plutot qu’avec

Ay

1.2 Description du probléme et cadre théorique

Nous abordons maintenant la factorisation spectrale proprement dite et
quelques résultats cruciaux qui y sont liés.
Nous commencons par définir ce que I'on entend par facteur spectral.

Définition 6 Soit une fonction I' = F,(-) + Fo vérifiant

(i) F,(-) est une fonction matricielle a valeurs complezes et Fo est une ma-
trice hermitienne définie positive constante,

(i%) F' est parahermitienne, i.e.
F(t) = Fu(t) = F(-1)"

ou encore

A

F(s) = Fi(s) = F(=3)",



(i4i) F € Mat(LA(0)) pour un certain o < 0,

(iv) F est semi-définie positive sur l’aze wmaginaire, i.e., pour tout w € IR,
F(jw) = 0.

Une telle fonction F' est appelée une densité spectrale.
Une fonction matricielle carrée de la forme

B = Ra() + Ro € Mat(LTD"),

ot Ra() est une fonction et Ry est une matrice constante non stnguliére, est
appelée facteur spectral (& droite) inversible de F si et seulement si, pour
tout w € IR, X X i

F(jw) = R.(jw)R(jw),
ot R et R~1 sont dans Mat(RH™) (i.e. R et R~ sont des matrices ration-
nelles propres stables).

Remarquons que cette définition ne fournit aucune garantie concernant Pexis-
tence d'un facteur spectral inversible pour une densité spectrale donnée. 11
est cependant possible de donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu'un tel facteur spectral existe.

Ce probléme est traité plus en détails dans la section suivante.

1.3 Existence des facteurs spectraux

Dans la suite, nous aurons besoin du Lemme 9 donné en annexe, ainsi
que du lemme suivant.

Lemme 1 (Callier et Winkin, 1990, Fact 1)
Les assertions suivantes sont vérifiées :

(3) F = Fo(-) + Fo est inversible dans Mat(RH™) si et seulement si
inf{|det F'(s)|:s€ @4} >0
ou, de facon équivalente, avec det Fy # 0, pour tout s € €'y,

det F'(s) # 0.



(i1) F = Fo() + Fo est inversible dans Mat(f&+(a)) st et seulement si
inf{|det F(s)|: s € Cosr} >0
ou, de fagon équivalente, avec det Fy # 0, pour tout s € Coy.,

det F'(s) # 0.

Nous pouvons maintenant énoncer un résultat crucial concernant Pexis-
tence des facteurs spectraux.

Théoréme 1 (Callier et Winkin, 1990, Théoréme 1)
Soit F' = Fo(+) + Fy vérifiant les hypothéses de la définition 6. Alors,

(1) La densité spectrale F' posséde un facteur spectral R = Ro() + Ry inver-
sible dans Mat(RH®) si et seulement si, pour tout w € IR,

det '(jw) # 0.

(1) Tous les facteurs spectrauz de F sont uniques modulo multiplication a
gauche par une matrice unitaire constante.

(i4i) Si Fy = I, alors Ro est une matrice unitaire et F posséde un unique
facteur spectral standard, i.e. tel que Ry est la matrice unité.

Preuve :

(1)

Nécessité :

Supposons que la densité spectrale F admette un facteur spectral R =
Ra(") + Ro inversible dans Mat(RH®).

Alors, en utilisant le point (i) du Lemme 1, nous obtenons, pour tout w € IR,

det F(jw) = det Ri(jw)detR(jw)
= det R(jw)*detR(jw)
= |det R(jw)l?
£ 0

et la premiére étape de la preuve est terminée.



Suffisance :
Supposons maintenant que

det F'(jw) #0 pour tout w € IR.

Par (Gohberg et Krein, 1960, Théoréme 8.2), les hypotheses de la définition
et cette condition impliquent 1’existence d’une fonction matricielle carrée

R == Ra() + R{),

ot Ry est une matrice constante non-singuliére, telle que R soit 1a transfor-
mée de Laplace d'une fonction matricielle définie sur IR, et

a)
F(jw) = Ru(jw)R(jw) pour tout w € RR. (1.3.1)
b) ) .
R € Mat(LA (0))
et A
det R(s) #0 pour tout s € €4

ou encore, par le point 2) du Lemme 1, Ret R~ sont dans Mat(ﬂ&Jr (0))
puisque Ry est non-singuliére.

T reste donc & montrer que R et R~ sont stables.
Pour cela, nous commengons par réécrire (1.3.1) sous la forme

~

R=R]'F. (1.3.2)
Puisque R est dans Mat(ﬂJr(O)), le membre de gauche de cette équation
est continu dans € 4 et holomorphe dans ((E e

Le membre de droite, quant a lui, est continu dans S(o,0) et holomorphe
dans § (0,0).

En effet, puisque R~! est dans Mat(ﬂ&+ (0)) et

R\ (s) = RT3,

nous voyons que R est continue dans € _ et holomorphe dans € .
De plus, par hypothése, F est dans Mat(LA(c)) pour un certain o < 0. On
(o]

en déduit que I est continue dans S, et holomorphe dans Sg-.
Le produit est donc continu dans S, N € - = S(0,0) et holomorphe dans



,;’g Al (T‘J_:f; (0,0).
Nous pouvons alors appliquer le Lemme 9 avec
Dy = §(o,0),
By = O,
v = {s€C:s=jwwelR},
fls) = BME)F(s),
fa(s) = R(s).
Les domaines D et Dy sont simplement connexes et disjoints, et

DiNDy = S(e,0)NC 4

—

[’axe imaginaire, quant a lui, est un arc lisse (rectifiable) dont chacue point
posséde un voisinage dans

D:=D1Ulnt(y)UDy=Cpy.

De plus, fi est holomorphe dans D; et continue dans S(0,0), et donc en
particulier dans Dy U .

Par ailleurs, fo est holomorphe dans Dy et continue dans Dy U~y = T+
Enfin, les deux fonctions coincident sur I’axe imaginaire et la condition limite
est donc vérifiée.

Dés lors, par extension analytique, 'équation (1.3.2) reste valable dans S (0,0).
En particulier, nous pouvons écrire

R(o+s) =R o+ s)F(c+s) pour s = jw.

Nous remarquons maintenant que, pour tout i, 7,

+co +co
/ e Ot Fyi5(t)|dt < f e~ M| Fy i5(8)|dt < o0
- 3

(e o]

par définition de LA(o), et donc que e™7 F(-) est dans Mat(LA(0)).
Or,

5 +00
Flo+s) = / e TR (1) dt

oo

+co
- f e~ te It (t)dt
= L[e"7F()] ().

10



On en déduit que X -
F(o +-) € Mat(LA(0)).

De fagon similaire, nous pouvons montrer que
R:Yo + ) € Mat(ZA ™ (0)).

En effet, puisque B! = R1et que R~1 est dans 1\/1at(f§Jr (0)), on obtient
immeédiatement que R~! est dans Mat(LA(0)), i.e.

+co
/ | Ra,ij(t)|dt < 0o pour tout , j.
0
On en déduit que e R™! est dans Mat(LA™(0)) également puisque

+co +co
fo e°t|R;§j(t)|dtg/0 |R, 3;(8)|dt < oo.

On voit alors immédiatement que

O e T i

fo et [RL (1)l dt = /0 et R7L (B)dt < oo,

i.e. e (R™1)* est dans Mat(LA(0)), ou, de fagon équivalente
e " R™Y(—)* =e "R € Mat(LA™(0)).

De la méme fagon qu’au point précédent, on en arrive alors a la conclusion
que
R7Y (o + ) € Mat(LA (0)).

En utilisant maintenant le fait que LA(0) muni du produit de convolution

(F*g)(t) = " f(t —s)g(s)ds pour tout t € IR

—00

est une algébre de Banach, on peut alors voir (en passant du domaine tem-
porel au fréquentiel) que

R(o +-) € Mat(LA(0)).
On peut finalement remarquer que e 9t R est & support sur IRy et donc que

B(o +-) € Mat(ZA " (0))
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ou encore

R e Mat(ZA ' (o))

pour un certain o < 0.
Puisqu’il a été montré précédemment que Rg est non-singuliére et que

det R(s) #0 pour tout s € T 4,

il suffit d’utiliser le Lemme 1 et le premier point est démontré.

(m) Supposons que la densité spectrale F admette deux facteurs spectraux
R1 et R2 Ces derniers vérifient par conséquent ’égalité

R (jw) Ri(jw) = Rau(jw) Ra(jw)

ou encore . . R
RiR;' = Ry} R (1.3.3)

sur 'axe imaginaire.

Comme précédemment, nous pouvons alors appliquer le pI‘lIlClpe de réflexion
de Schwarz, avec fi(s) := Ri(s)R5(s) et fa(s) = Ry (s)Rau(s), pour en
déduire que l'identité (1.3.3) reste valable sur @ tout entier.

En effet, il est facile de voir que fi est stable (produit de fonctions stables) et
donc continue et holomorphe sur un demi-plan droit ouvert contenant € .
De fagon similaire, fz € Mat(ﬂi (o)) pour un certain ¢ < 0, et fz est alors
continue et holomorphe dans un demi-plan gauche ouvert contenant @ _. En

choisissant Dy =(IJ+ et Dy —(D _, ainsi que I’axe imaginaire en tant qu’arc
rectifiable 7y, toutes les hypothéses sont satisfaites et 'on en déduit que, par
extension analytique, l'identité (1.3.3) est valable sur Dy UyU Dy = C.

On obtient donc que, pour tout s € €,

Ri.(5)R1(s) = Rau(s)Ra(s).
Par conséquent, pour tout s € €,
Ry(s) = Ry, (s) Rau(s) Ra(s)-

1] reste donc & montrer que la fonction Ry (s)Ro.(s) est une matrice unitaire
constante.

Pour démontrer cette derniére affirmation, considérons s € € quelconque et
montrons que

(R, (5) Bae ()[R, (8) Ras ()] = 1. (1.3.4)

12



Par définition de la transposée parahermitienne, nous obtenons que

16 B ) B2 (V)] = (BT (=8)" ol =) T (R (9)" Ra(-9)"

Ro(-9)R; (DR a8
Ro(=5) Ry (-3 [Ral=3)" T B (<5 B (9) Ba(—9)"
1,

Il

ce qui prouve (1.3.4).

(431) Supposons maintenant que Fp = I. Considérons a nouveau la relation
F(jw) = Ru(jw) R(jw)

et faisons tendre w vers I'infini dans cette égalité. Par les propriétés de ﬂ(a),
nous voyons alors que le premier membre de I'égalité tend vers fo = I, tandis
que le deuxiéme tend vers R§Ro. A la limite, nous obtenons donc

RiRo =1

et Rg est donc unitaire par définition. Puisque, par le point (i), tous les
facteurs spectraux de F sont uniques modulo multiplication & gauche par
une matrice unitaire constante U, il est alors évident que le facteur spectral
standard, obtenu avec U = R}, est unique, ce qui termine la preuve.
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Chapitre 2

Résolution du probléme de
controle LQ-optimal par
factorisation spectrale

Dans ce chapitre, nous analyserons les liens existant entre le probléme
de factorisation spectrale et la résolution du probléme de contrdle linéaire-
quadratique optimal en horizon infini associé a un systéme différentiel linéaire
donné.

Nous commencerons par décrire briévement le cadre des systémes diftéren-
tiels linéaires permettant de modéliser de nombreux systémes physiques et
intervenant dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées.

Nous montrerons ensuite que la factorisation spectrale d’une densité spec-
trale associée a un systéme de ce type fournit une alternative a la résolution
du probléme de contréle LQ-optimal en horizon infini.

Nous terminerons ce chapitre par un exemple trés simple illustrant plusieurs
résultats importants signalés dans les deux premiers chapitres, afin de se fa-
miliariser avec la philosophie du probléme de factorisation spectrale.

Pour des raisons pédagogiques, nous nous limiterons ici 4 des systémes ot
espace d’état est de dimension finie, faisant intervenir des matrices et non
des opérateurs linéaires bornés.

2.1 Contexte : systémes différentiels linéaires

Le probléme de factorisation spectrale présente un intérét particulier dans
le cadre des systémes différentiels linéaires commandés (en dimension finie)
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de la forme
{ z(t) = Axz(t) + Bu(t)
y(t) = Cuz(t)
avec
I(O) = xy
et o, pour tout £ > 0,
z(t) € R",
u(t) € IR™,
y(t) € RP,
A c IR’n,X’n)
Be IRnxm’
et C € IRP*™.
Un tel systéme sera souvent noté %4, B,C,0] ou R =[4, B, C, 0].
La fonction de transfert d’un systéme différentiel linéaire de cette forme est

donnée par
G(s) =C(sI — A)'B.
Cette fonction vérifie X
g(s) = G(s)a(s),
établissant de cette facon un lien explicite entre Pentrée et la sortie du sys-
téme.
Une telle fonction est rationnelle et strictement propre, i.e.

G(s) — 0 quand |s| — +o0.

Nous donnons maintenant un premier résultat utile concernant les systémes
différentiels, que nous énongons sous forme de lemme.

Lemme 2 (Callier et Winkin, 1990, Lemme 2)
Considérons un systéeme différentiel linéaire temps-invariant dont la dyna-
mique est donnée par

{s’c(t} = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cuz(t)

avec condition initiale
2(0) = =g € IR".

Considérons également sa fonction de transfert

G(s) = C(sI — A)™'B.

15



Supposons que la paire (A, B) soit stabilisable.
Alors, pour tout asservissement d’état stabilisant K € IR™*", la paire (N, D)
donnée par
N(s) = C(sI-A-BK)™'B
{ D(s) = I+K(sI-A—-BK)''B

est dans Mat(RH®™) et est une fraction premiére a droite de G, ie.
G(s) = N(s)D(s)™!
ot N et D vérifient lidentité de Bezout (1.1.1).
Remarque : Comme nous le verrons ultérieurement, les résultats présentés
dans ce chapitre se généralisent & des classes de systémes différentiels linéaires

en dimension infinie, ot ’espace d’état est un espace de Hilbert et A, B et
C' sont des opérateurs linéaires bornés.

2.2 Application du probléme de factorisation spec-
trale

Nous énongons un premier résultat explicitant une relation entre les fac-
teurs spectraux d’une densité spectrale particuliére et ’asservissement d’état
stabilisant obtenu par la résolution du probléme de contrdle LQ-optimal en
horizon infini.

Théoréme 2 (Callier et Winkin, 1990, Théoréme 2)

Soit un systéme différentiel linéaire avec (A, B) stabilisable et (C, A) détec-
table.

Soit (N, D) une fraction & droite de la fonction de transfert G (strictement
propre) du systéme de la forme

{IST(S) = Iya(s)
D(s) = Dg(s)+1.

Soit enfin asservissement d’état Ko, solution du probléme LQ-optimal as-
socté au systéme, donné par

I{O = "B*QO:

ot Qo est lunique solution symétrique et semi-définie positive de I’équation
algébrique de Riccati

A*Q+QA+C*C - QBB*Q=0.
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Considérons le probléeme de factorisation spectrale
F:=N.N+D,D=R.R

ot R = R,(-) + Ry est un facteur spectral inversible dans Mat(RH®).

Alors

(3) F posséde un facteur spectral avec Ry unitaire et un unique facteur spec-
tral standard.

(i) Tous les facteurs spectrauz de E' vérifient

R(s) = U[I—Ko(sI - A)le] D(s) (2.2.1]
= U[I+Ko(sI - A—BKo)™'B] ' D(s), (222)
ot U est une matrice unitaire constante et

I — Ko(sI — A)~'B € Mat(Bp) est la différence de retour. Le facteur
spectral standard est obtenu avec U = 1.

Preuve :

(7) La densité spectrale F vérifie les hypothéses de la définition et du Théo-
réme 1. En effet,

Fs) = RN +D@DE)
= (Bu()Nals) + [(Da)uls) + (Dals) +1)
= (B)+(5)¥a(s) + (Da)e(5)Da(s) + (Da)a(s) + Dals) +1

= Fu(s)+ Fo
ol
Fa() = (ﬁa)*()ﬁa() * (ﬁa)*(')ba(') + (Da)*(') + ba(')
et

Fy:=1.

Nous pouvons maintenant vérifier les hypothéses.

a) F,(-) est une fonction et Fy = I est bien une matrice hermitienne définie-
positive constante.
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b) F est parahermitienne puisque

A(s) = (N+D.Ds)
(-)N(9) +Do(-HD(=)

V()" N (=3) + D(s)" D(-3)*
(s

—_——

= N(-9)"N(s) + D(-3)"D(s)
= ()N (s) + Du()D(s)

c¢) Nous savons, par construction de la fractlon (N, D), que les fonctions
matricielles N, et D, sont dans A" (o). Par conséquent, (N,). et

(D). sont dans LA™ (o), et donc, puisque LA () est une algebre munie
du produit de convolution, on en déduit que

7(s) = (N2)u(5)Na(5) + (Da)s()Das) + (Da)u(s) + Dals) + I

est dans LA (o).
d) I est semi-définie positive sur 'axe imaginaire. En effet,
F(jw) = F(jw)N(jw) + Di(jw)D(jw)
= N(jw)*N(jw) + D(jw)* D(jw),

qui est semi-définie positive.

e) La densité spectrale est non-singuliére le long de I’axe imaginaire, i.e.
detF'(jw) #0 pour tout w € R

ou encore F'(jw) est définie-positive pour tout w € IR.
On peut constater cela en observant que F peut aussi s’écrire comme
un produit matriciel de la forme

mm=erBWﬂg$%

ot les matrices du membre de droite sont toutes deux de rang plein sur
@ . (et donc en particulier en s = jw) par la définition d’une fraction
premiére & droite (caractérisation de I'identité de Bezout). Leur produit
est donc de rang plein et par conséquent inversible.
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Toutes les conditions sont donc vérifiées et 'on peut appliquer le théoréme
d’existence des facteurs spectraux dans le cas particulier ou Fo = I.

(44) Puisque Ko est stabilisant, par le Lemme 2, la paire
(Nop(s), Dop(s)) 1= (C(sI — A— BKo)™ B, I+ Ko(sI — A— BKo) 'B)

forme une fraction & droite de la fonction de transfert G.
Par ailleurs, Dy, étant une fonction matricielle rationnelle,

Dop(s)™r = I — Ko(sI — A)™'B

est bien définie sauf en un nombre fini de pdles.
De plus, puisque Qo est solution de I’équation algébrique de Riccati, on
obtient

A*Qo+ QoA + C*C — QoBB*Qo + jwlo — jwQo =0,
et cette derniére équation peut étre réécrite comme
—(—ij — A*)Qg — Qo(jwf = A) + G*C — QOBB*QO =10

Il en résulte que

I+ B*(—jwl — A%)~(—jwI — A")Qo — Qo(jwl — A)rC*C

— QoBB*Qq|(jwI — A)"1B = 1.

En développant le produit, on en déduit que
I+][-B*Qo(jwI—A) "1 B—B*(—jwl—A*) 1 QoB+B* (—jwl - A*) 1 C*C(jwl
— A)71B — B*(—jwl — A*)"1QuBB*Qo(jwl — A)'B =1,

ou encore, en regroupant les termes intéressants

I+ B*(—jwI — A)™C*C(jwl — A)™'B

— I+ B*Qo(jwl — A" B + B*(—jwl — A*)7'QoB
+B*(—jwl — A*)"1QoBB*Qo(jwl — A)'B

= I- Ko(jwl — A)™'B — B*(—jwl — A)'K}
+B*(—jwl — A K Ko(jwl — A)™'B

= [ - B*(—jwl — A" K — Ko(jwI — A)™'B]

puisque
Ko=-B*Qo
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et
Qo = Qp.

En utilisant 'expression de P et de ngl, on obtient finalement
I+ Py(jw)P(jw) = (Do )«(jw) Do (jw) (2.2.3)

qui est donc valable excepté en au plus un nombre fini de poles.
Observons maintenant que, puisque la paire (N, D) forme également une
fraction a droite de la fonction de transfert, nous devons avoir

(N;ﬁ) = (Nop, BOP)R,
ot R est inversible dans Mat(RH>), et
R = DopD. (2.2.4)

En effet, la fraction & droite est unique modulo multiplication & droite par
un facteur inversible dans Mat(RH°).

Réécrivons maintenant (2.2.3) en prémultipliant les deux membres de 'éga-
lité par D, et en les postmultipliant par D. On obtient donc

DD+ D.P.PD = D.(Dop™!)sDop™D
pour s = jw.
En utilisant (2.2.4) et le fait que
P=NDY
on en déduit finalement que
F(jw) = R.(jw)R(jw).

Cette derniére égalité montre que R est un facteur spectral de F, qui s'écrit,
par (2.24), i
R(s) = [I — Ko(sI — A)~'B]D(s).

L unicité des facteurs spectraux modulo multiplication & gauche par une ma-
trice unitaire permet d’obtenir la theése.
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Remarque : En considérant le facteur spectral standard (U = T ) dans les
équations (2.2.1) et (2.2.2), on observe que

C(sI — A— BKy)'B=NR (2.2.5)

ott B! est dans Mat(RH®) par définition d’un facteur spectral.
En effet, on a

NRY = NDYI+Ky(sI — A— BKo) B

— C(sI — Ay 'B[I + Ko(sI — A — BKo) ' B]
C(sI — A)™'B + C(sI — A"\ BKo(sI — A— BKo) ' B
C [(sT — A)™MI + BKo(sI — A— BKo) ']} B.

Il

Or,
(sI — A)"Y[I + BKo(sI — A— BKo) '|(sI — A— BK))

= (sI— A)"Y(sI — A— BKo) + (sI — A)™'BK,
= (sI-A)7'(sI - A)
= I

On en déduit que
(sI — A — BKg)™" = (sI — A)"Y[I + BKo(sI — A — BKo) ']

et donc que .
NR™'=cC(sI - A— BKo)™'B.

L'égalité (2.2.5) peut étre interprétée comme le fait que, si la paire (ﬁ,ﬁ}
forme une fraction a droite de la fonction de transfert du systéme en boucle
ouverte, alors la paire (I\A.T ,R) forme une fraction & droite de la fonction
de transfert du systéme en boucle fermée résultant de Passervissement LQ-
optimal.

Il n’est pas inintéressant de montrer que le théoréme précédent peut étre
appliqué en particulier dans le cas des systémes a une entrée et une sortie,
ot I’espace d’état IR™ est muni d"un produit scalaire, noté (-, -).
Considérons donc un tel systéme et supposons qu'il soit stabilisable et dé-
tectable. Supposons également que la matrice A soit hermitienne et posséde
n valeurs propres distinctes.

La fonction de lecture de sortie d'un tel systéme se réduit & une matrice
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uniligne, ou encore, par le théoréme de représentation des formes linéaires
de Riesz, & un vecteur c de telle sorte que

Cz = {c,z) pour tout z € IR™.

Le méme raisonnement est valable pour I'asservissement d’état Ko, solution
du probleme LQ-optimal associé au systéme, et 'on peut donc écrire

Koz = (ko,z) pour tout z € R".

De plus, la matrice B se réduit quant & elle 4 une matrice unicolonne que
nous noterons b € IR™.
La fonction de transfert devient donc

G(s) = {c, (sI — A)~'b)

et peut s’écrire sous forme d’une fraction a droite.

Puisque A posséde n valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable a
’aide d’une matrice unitaire dont les colonnes forment une base orthonormale
de TR™. Appelons ces vecteurs ¢, i = 1,...,n. Sans perte de généralité, les
¢; peuvent toujours étre choisis de telle sorte que les valeurs propres soient
triées en ordre décroissant, i.e.

P 1AP = PTAP = diag(\;)

ou
AL > A2 > > An.

1
T et

La résolvante (sI — A)~! posséde des valeurs propres de la forme
peut étre diagonalisée a I’aide de la méme matrice unitaire.

On obtient donc
(sI — A7z P [diag [(s — x)7!]] PTz

= > (s =) Mz, g
i=1

pour tout z € IR™.
On en déduit que

Ko(sI— A)'B = (ko,(sI — A)~'b)

= Z(S = )\@)_l(b, Gbi)(ko’ ¢'1>
i=1
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Par ailleurs, si A est la seule valeur propre instable, i.e.
ALZ0> >0 > Ay,
alors une fraction a droite de G est donnée par
(N (s), D(s)) = (G(s)D(s), D(s)) = (G(s)(s= A1) (s=N) !, (s= M) (s—2) )

ou A <0.

Les fonctions N et D sont bien des fonctions rationnelles (puisque G est
rationnelle) propres (puisque G est (strictement) propre) stables.

On peut donc appliquer le théoréme et en déduire que tout facteur spectral
de F' = N,N + D,D peut s’écrire

R(s) = U[1—Ko(sI —A)™'B] D(s)

n

= U |1= (b, i) (ko, did(s — 2) 71| D(s)

i=1

ou |U|=1.

Remarque 1 : Si la matrice A n’est pas hermitienne, les valeurs propres ne
sont pas nécessairement réelles et ne peuvent donc pas toujours étre ordon-
nées, méme si le résultat reste bien évidemment valable dans ce cas.

Remarque 2 : Si la matrice A ne posséde pas n valeurs propres distinctes
mais est tout de méme diagonalisable, la multiplicité des valeurs propres in-
stables doit bien entendu &tre prise en compte lors de la détermination de la
fraction & droite de la fonction de transfert.

Remarque 3 : Si la matrice A posséde plusieurs valeurs propres instables,
dénotées Ay, ..., Ap, avec 7 < n, le.

M>X> > 20> A0 > > A,

alors une fraction & droite de G est donnée par

(N(s), D(s)) = ((}'(S)D(S),B(S))

(G(5)(5 = M)(5 = Az).e(s = M) (s — i) (s = p2) Hes(s — pir) T
(s —A1)(8 = A2)...(s — Ar)(s — p) (s — p2) t(s — )Y,

ou p; <0pouri=1,..,r.
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Nous allons maintenant montrer que le probléme de factorisation spec-
trale est intimement lié a la résolution du probléme de contréle LQ-optimal
en horizon infini. Pour rappel, I'unique solution (stabilisante) de ce probléme
peut étre calculée via la résolution de 'équation algébrique de Riccati. La
factorisation spectrale fournit une autre maniére de résoudre le probléme,
comme le montre le résultat suivant, que nous prouvons en dimension finie.

Théoréme 3 (Callier et Winkin, 1990, Théoréme 3)

Soit un systéme différentiel linéaire tel que (A, B) soit complétement contro-
lable et (C, A) soit détectable.

Soit un asservissement d’état stabilisant K quelconque et soit enfin la frac-
tion & droite de la fonction de transfert du systéme décrite par

N(s):=C(sI — A— BK)™'B (2.2.6)
et
D(s):=I+K(sI— A— BK)'B. (2.2.7)
Définissons
N(s):=(sI—A— BK)™'B (2.2.8)

et considérons le probléme de factorisation spectrale
F(s) = No(s) N (8)+Du(5)D(s) = N (5)sC*CN (s)+Du(5)D(5) = Ru(5)R(s)

pour § = jw, ot R est un facteur spectral inversible dans Mat( RH®).
Alors, Vunique solution du probléme de controle LQ-optimal en horizon infini
associé au systéme, Ko = —B*Qo, est également donnée par

Ko=-U"'V=-U"V

ot la paire (U, V), avec U unitaire, est l'unique solution constante de I’équa-
tion diophantienne

UD(s) + VN (s) = R(s) (2.2.9)
induite par la fraction & droite
(sI — A)~'B = N(s)D(s)™ (2.2.10)
vérifiant l'identité i X
D(s)— KN(s)=1. (2.2.11)
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Preuve :

Commengons par remarquer que, puisque ’asservissement K est stabilisant
par hypothése, les poles de (s/ — A— BK )~! sont tous a partie réelle stricte-
ment négative et N'(s) = (sI—A—BK) !B est donc une fonction matricielle
rationnelle propre stable. Elle est par conséquent holomorphe dans un demi-
plan droit contenant @ 4.

Cette propriété est également valable pour D puisque la paire (N, D) forme
une fraction a droite de G,

Observons maintenant que

(s — A)(sI — A— BK)™'B=|[(sT— A— BK) + BK|(s] - A— BK)™1B,
qui peut étre réécrit comme

(sI — AN'(s) = [(sI—A—BK)+BK|(sI—A-BK)™'B
= B+BK(sI-A-BK)'B
BD(s),

ou I’égalité est valable dans un demi-plan droit contenant @ .
On en déduit donc que

(sI — A)“lB = J\A/'(s)f)(s)fl,

excepté en un nombre fini de péles, ce qui prouve léquation (2.2.10).
Par ailleurs, on observe trés facilement grace aux équations (2.2.7) et (2.2.8)
que

D(s)— KN(s) = I+K(sI-A—BK)'B-K(sI—A-BK)™'B
I

Considérons maintenant I’équation diophantienne (2.2.9), ot les données R,
A et D sont des fonctions matricielles rationnelles propres stables, et ol la
solution constante (U,V) est également vue comme une paire de fonctions
matricielles rationnelles propres stables.

Par le deuxiéme point du Théoréme 2, tout facteur spectral de F est donné
par

B(s) = Ul - Ko(sI — A)"'B]D(s)
= UD(s)— UKo(sI — A)"'BD(s),
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ou encore, en utilisant 'équation (2.2.10),
R(s) = UD(s) — UKoN(s), (2.2.12)

ot U est une matrice unitaire constante.
On en déduit que la paire

U, V) := (U, ~UKo)

est une solution (constante) de I’équation diophantienne.

Nous allons maintenant montrer que cette solution est unique.

Considérons donc une solution quelconque (U4,V) de 1’équation diophan-
tienne et montrons que

(M’V) = (Us _UKO)'

En utilisant (2.2.10) et (2.2.12), nous pouvons réécrire 'équation (2.2.9) sous
la forme

UD(s) +V(sI — A BD(s) = UD(s) — UKo(sI — A) "' BD(s)
ou, de fagon équivalente,
U+V(sI— A TB=U—-UKy(sI — A)~'B.

Le deuxiéme terme de chacun des membres de cette équation est une fonction
matricielle rationnelle stable strictement propre.
En passant & la limite quand |s| — 400, on obtient donc

u="uU.
On en déduit que
V(sI — A)"1B = —UKy(sI — A)~'B

et donc que
(V+UKp)(sI — A)"'B=0,

excepté en un nombre fini de poles.
Par injectivité de la transformée de Laplace, nous pouvons donc écrire

(V+UKp)eMB =0

ou encore
B*eAt(V* + KJU*) = 0.
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En considérant cette égalité colonne par colonne et en utilisant 1’aspect dual
de la contrdlabilité (observabilité du dual), on obtient

V* + KU* =0,

ce qui est équivalent &
V+UKy=0.

Nous obtenons donc finalement
V= *UKO,

ce qui signifie que la solution de I’équation diophantienne donne bien lieu &
Pégalité
Ko=-U"1V=-UV,

et la preuve est terminée.
a

Remarque : Ce résultat reste également valable dans le cadre plus général
de la théorie des systémes de Co-semigroupes, pour lesquels 'espace d’états
X est un espace de Hilbert, et les matrices A, B et C du systéme considéré
sont remplacées par des opérateurs linéaires bornés. Dans ce cas, le probleme
de factorisation spectrale donne lieu & la recherche d’'un facteur spectral
R € Mat (ﬁ_), ot A_ est la classe décrite dans la premiére section.

Le calcul de la solution s’effectue donc essentiellement en deux étapes :

1) Résolution du probléme de factorisation spectrale faisant intervenir les
deux termes de la fraction & droite de la fonction de transfert du sys-
téme.

2) Résolution de I’équation diophantienne a1’aide du facteur spectral calculé
précédemment.

Il existe de nombreuses méthodes permettant de résoudre cette derniére équa-
tion (notamment des méthodes numériques). Il est également possible de la
réécrire sous une forme plus facile & traiter et & interpréter.

Dans cette optique, nous commengons par prouver le lemme suivant.

Lemme 3 Soit R = [A, B,C,0] une réalisation d'un systeme différentiel
linéaire temps-invariant.

Supposons que la matrice A soit inversible.

Alors, la paire (A, B) est complétement contrélable si et seulement si la paire
(A7, B) Dest également.

27



Preuve :

Nous savons que la paire (A, B) est complétement controlable si et seule-
ment si la matrice de controlabilité

c=[B AB A’B .- A"B]

est de rang plein, ou encore si elle contient n colonnes linéairement indépen-
dantes.

Supposons que ces n, vecteurs soient des colonnes de A" B, A2B ... A" B ou
{i1,2, .- in} C {0,1,...,n — 1} (les 7; ne sont pas nécessairement distincts).
Alors, en prémultipliant par la matrice (inversible) A=(=1) les colonnes
correspondantes des matrices Al""T1 B, Al-ntizag Al-ntin B gont égale-
ment linéairement indépendantes. La matrice de controlabilité correspondant
a Ry = [A71, B, C,0], donnée par

Cav=[B A™'B A2B ... A~(»DB],

comporte donc n colonnes linéairement indépendantes, et la paire (A7, B)
est par conséquent complétement contrélable.

O

Considérons maintenant le facteur spectral standard de F. Celui-ci est ob-
tenu pour
U=Uu=I

et nous déduisons alors des équations du Théoréme 3 que
Ry(s) = R(s)-1T
= UD(s) + VN (s) — D(s) + KN (s)
= (V+EK)N(s)
= (K —Ko)(s - A— BK) 'B.

Les deux membres de cette équation sont holomorphes dans un voisinage de
s = 0 et, en effectuant un développement de Taylor, nous pouvons écrire

0
I
On en déduit donc que, pour tout [ € IN,

= (K — Ko)(A+ BK)""YB  pour tout 1 =0,1,2,...

&Y (o)

BY(A+ BK)| (K - Ko)* = =2
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Cette derniére équation est une équation matricielle classique dont la seule
inconnue (aprés détermination du facteur spectral standard) est I'asservisse-
ment K.

Par ailleurs, puisque (A, B) est complétement contrélable, (A + BK, B) est
complétement contrdlable et donc, par le Lemme 3, ((A + BK Y=L, B) est
également. L'observabilité de la paire duale (B*,[(A + BK)™'|*) permet
alors de déterminer (K — Ko)* (et donc Kp) colonne par colonne de manicre
unique.

La réécriture de I’équation diophantienne, et en particulier cette derniere re-
marque, démontrent une fois de plus la nécessité de travailler sur un systéme
completement contrélable afin de pouvoir appliquer ce résultat capital, alors
que la premiére méthode (résolution de I’équation algébrique de Riccati) ne
demandait que le caractére stabilisable.

Remarque 1 : Si le facteur spectral utilisé dans I'équation diophantienne
est le facteur spectral standard, alors U = I et la solution se réduit a

U,V) = (I,—Ko).

Remarque 2 : Les équations
(sI — A)7'B = N(s)D(s)™*
et A R
D(s)— KN(s)=1

peuvent s'interpréter comme le fait que la paire (J(f , b) forme une fraction a
droite de la fonction de transfert entrée-état (sI — A)™'B.

L’identité de Bezout est donnée par ’équation (2.2.11), ot la matrice constante
K est vue comme une fonction matricielle rationnelle propre stable.

2.3 Exemple

Dans cette partie, nous développons un exemple simple afin d’illustrer
quelques résultats énoncés précédemment.
Considérons pour cela la fonction de transfert (stable) donnée par

,/azﬁbz
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oit a,b € IR et a > b > 0, possédant un seul péle stable en s = —b.
Considérons également une réalisation R = [A, B, C] de cette fonction de

transfert, o
—b
) P
az1 a2

avec ag 7 0 et age <0,

et

Nous voyons en effet que

o e 4l A8

azi
(S-{-b)(s—azg) S$—ag2

Tl est trés aisé de vérifier que ce systéme est internement exponentiellement
stable et complétement contrdlable.
Par ailleurs, nous remarquons que

ils) = 303
(

Puisque le systéme est stable, une fraction a droite de la fonction de transfert
est donnée par i

(7(s), d(s)) = (3(5), 1)-
La densité spectrale f := Aufidyd est de la forme

£(s) =1+ §u(5)d(s)

et nous obtenons donc que

N aZﬁbZ

fls) = 14+95—23
a2'“32
Top2—g2°
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Cette densité vérifie les hypothéses de la définition 6 et la condition du
Théoréme 1, comme nous le montrons dans la suite.

() Comme nous 'avons vu précédemment, f peut s'écrire sous la forme

A a? — b?

fio) = g+l

= fa(s) + fo
on 0 :
o) = oy

est une fonction d’une variable complexe et

fo=1

est bien une constante non-nulle.

(43) La densité F est parahermitienne puisque

fuls) = f(=9)"
= f(-3)
_ @ (P
b2 — (4.§)2
a — g2
)
= f(s).
(4ii) 1l est possible de décomposer f comme suit :
N a2 — b2 a2 — 2
1) = qmvs T wo—s T
ou encore o X
F=ft+f
avec
2 _ 32
it _ e b 1
76 = Sars T2
s a? — b 1
) = 3p-=9 T2
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On voit immédiatement que f est rationnelle propre stable (avec un
unique pole en s = —b) et que

ff=1
En combinant ces deux affirmations, on en arrive a la conclusion que
f € Mat(LA(0))

pour un certain o < 0.
(iv) f est strictement positive sur I’axe imaginaire car
2 _ i)
7 a” — (jw)
fw) = w3
6% — (jw)
@ + w?

b2+w2
> 0.

Le théoréme d’existence nous permet alors de déduire 'existence d'un facteur
spectral # = 74(+) + 7o rationnel propre stable et dont l'inverse est rationnel
propre stable.

De plus, puisque fo = 1, la constante ro est un complexe vérifiant

|ro| =1

et le facteur spectral standard (tel que ro = 1) est unique.
Nous pouvons maintenant effectuer la factorisation en remarquant que

Fe) = (e —s)(a+s)

fs) = (b — s)(b+ s)
a—sa+S§
b—sb+s

et, en particulier, X
F(jw) = 7 (jw)?(jw)

ol

. a+ s
7(s) := .
(s) b+s
En effet, on voit immédiatement que
A a—s
7(8) =
() b—s



De plus, 7 est bien une fonction rationnelle propre (valant 1 & I'infini) et
stable puisque son unique pole se situe en

s=-b<0.
Par ailleurs, on remarque que
a—b
AP 1
7(s) T +

La fonction 7 est donc I'unique facteur spectral standard de f et tout autre
facteur spectral s’écrit

#(s) = a—b+
7(s —ub+s u

ol u» est une constante telle que

|u| = 1.

Appliquons maintenant le Théoréme 3 pour résoudre le probléme de
contrdle LQ-optimal en horizon infini.
Puisque 7 est le facteur spectral standard, nous avons que U =1, et I'équa-
tion diophantienne (2.2.9) se réduit a

14 VN(s) = #(s),
oit N(s) := (sI — A)~1B est donné par
. 1
N(s) = [ ah } :
(S-|—b)(s—a22)

Si nous notons
V.= [V1 Vg] ;

il suffit donc de résoudre I'équation

1 as1 a—b
v Vy = .
bt L T e e—ag) »  a-+b

Nous voyons immédiatement que I'unique solution constante est
V= [a —-b O]
et I’asservissement d’état optimal est donné par

Ko=-U"1Yy=-V.
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Nous obtenons donc finalement que
Ko=[b—a 0].

Il est par ailleurs aisé de vérifier que la solution obtenue correspond bien &
’asservissement d’état calculé en résolvant I’équation algébrique de Riccati.
Notons @ := [%‘j}ij:l- Un rapide calcul montre que

A*Q + QA+ C*C — QBB*Q =

—q% — 2bgn1 + agi(qi2 + q21) +0® —b*  —quqi2 + az2qiz — baiz + a21‘122:\

—q11q21 + a22q21 — bga1 + a21q22 2a02q22 — Q12421

La résolution de 'équation algébrique de Riccati
A*Q+QA+C*C - QBB*Q=0

donne lieu 4 Punique solution symétrique et semi-définie positive QJo donnée

par
a—b 0
Puisque Ko = —B*Qo, nous obtenons finalement que

Ko=[b—a 0],

ce qui correspond 4 la solution calculée précédemment.
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Chapitre 3

Introduction a différentes
classes de systémes linéaires en
dimension infinie

Apreés cette introduction au probléme de factorisation spectrale et a la ré-
solution du probléme de contréle LQ-optimal en dimension finie, nous consi-
dérons maintenant une classe de systémes différentiels linéaires appelés sys-
téemes de Sturm-Liouville.

Ce chapitre débutera par une bréve introduction aux systémes de Cp-semigroupes
commandés évoqués précédemment.

Nous définirons ensuite les opérateurs spectraux de Riesz et nous présente-
rons quelques-unes de leurs caractéristiques.

La troisiéme section du chapitre introduit la théorie des opérateurs et des
systémes de Sturm-Liouville, qui constituent le cadre applicatif principal de

ce travail et que nous traiterons plus particuliérement dans le dernier cha-
pitre.

3.1 Introduction a la théorie des Cy-semigroupes

Commencons par définir ce que nous entendons par systéme de Ch-
semigroupe commandé.

Définition 7 Un systéme de Co-semigroupe commandé est un systéme dif-
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férentiel linéaire de la forme

#(t) = Az(t)+ Bu(t) (3.1.1)
y(t) = Cz(t) + Dult) o
pour tout t > 0, avec condition initiale
.’L‘(O) = I, (312)

ol

(i) z(t) € H pour tout t > 0, avec H un espace de Hilbert séparable muni
d’un produit interne (-,-) : H x H — @,

(43) u(t) € U pour tout t >0, ou U est l'espace des entrées,

(#31) y(t) € Y pour tout t >0, o Y est l'espace des sorties,

(iv) A: D(A) C H — H engendre le Co-semigroupe (T(t))ez0 C L(H),

(v) B € L{U,H) est un opérateur de contréle linéaire borné,

(vi) C € L(H,Y) est un opérateur d’observation linéaire borné, et

(vii) D € L(U,Y) est un opérateur linéaire borné.

De facon générale, lorsque nous considérons un systéme différentiel li-
néaire en dimension infinie de la forme (3.1.1)-(3.1.2), sous certaines condi-
tions, l’'opérateur A engendrera un Cp-semigroupe, que nous noterons (T(t))e=0
ou (eAt)tzo. L’opérateur A sera alors appelé générateur du Cp-semigroupe
(T'(t))e>0 et, dans ce cas, la solution du systéme sera donnée par

z(t) = T'(t)zo + ]0 T(t — s)Bu(s)ds

pour tout ¢ > 0.
Tout Cy-semigroupe est caractérisé par une constante réelle appelée constante
de croissance.

Définition 8 La constante de croissance (ou type) d’un Cy-semigroupe (T'(t))i>0

est la constante wgy définie comme

st . il
wo = inf (E||T(t)||) = lim (;IIT(L‘)H) < oo0.

Nous verrons par la suite que, sous certaines conditions (et notamment dans
le cas des opérateurs spectraux de Riesz), la constante de croissance pourra
$’écrire sous une autre forme dépendant explicitement des valeurs propres de
I’opérateur A.
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3.2 Opérateurs spectraux de Riesz

Avant d’aborder la définition centrale de cette section, il est utile d’intro-
duire une notion trés importante : le concept de base de Riesz d'un espace
de Hilbert.

Définition 9 (Base de Riesz) Soit H, un espace de Hilbert (compleze) sé-
parable.

Un ensemble {¢n}2, C H est une base de Riesz de H si et seulement s’il
existe un isomorphisme de Banach U € L(H) et un ensemble {en}5y for-
mant une base orthonormée de H tels que, pour tout n € INg, ¢n = Uen.

Remarquons que, par (Gohberg et Krein, 1969, Théoréme 2.1 p. 310), il
est également possible de définir une base de Riesz d’'un espace de Hilbert H
comme un ensemble de vecteurs formant une base orthonormée de cet espace
par rapport & un produit scalaire topologiquement équivalent.

Nous pouvons maintenant définir ce qu’est un opérateur spectral de Riesz
sur un espace de Hilbert.

Définition 10 Un opérateur A défini sur un espace de Hilbert H et G valeurs
dans H est un opérateur spectral de Riesz si et seulement st

(i) A est fermé,

(i) le spectre de A est composé de valeurs propres simples, notées Ans
n € INy,

(493) {A\n}22, est totalement déconnecté,

(iv) Uensemble des vecteurs propres associés, {pn S, est une base de Riesz
de H.

Définition 11 Un systéme de Co-semigroupe commandé XA, B,C, D], o
Vopérateur A est un opérateur spectral de Riesz, sera appelé un systéme spec-
tral de Riesz.

Nous introduisons maintenant un lemme donnant une condition néces-
saire et suffisante pour qu'un opérateur défini de fagon dense dans un espace
de Hilbert, et possédant des valeurs propres simples ainsi qu'une base de
Riesz de vecteurs propres, soit le générateur d'un Cop-semigroupe. Ce ré-
sultat fournit également une expression du Cp-semigroupe engendré, ainsi
qu’une autre représentation de sa constante de croissance.

Nous utiliserons ce lemme dans une preuve ultérieure.
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Lemme 4 Soit H, un espace de Hilbert séparable muni du produit interne
(': )
Soit également un opérateur A € FD(H), dont le spectre est composé de
valeurs propres simples {\, 152, C @, et dont l'ensemble des vecteurs propres
{¢n}2, C H forme une base de Riesz de H.
Alors,
(i) A est le générateur d’un Co-semigroupe (T(t))e=0 C L(H) si et seulement
S5t
wo = sup R(I,) < oo.
nEINO

(ii) Dans ce cas, pour tout t > 0 et pour tout To € H,

T(t)zo =Y _ €™ (w0, i) br,

k=1

o {1y}, est la base de Riesz de vecteurs propres de A™ biorthonor-
mée par rapport & {$}2, (ou le vecteur propre vn est associé a la
valeur propre \,), et

(41) la constante de croissance de (T(t))t>0 est wo.

Nous remarquons immédiatement que les hypothéses du lemme sont, par
définition, automatiquement vérifiées dans le cas d'un opérateur spectral de
Riesz défini de maniére dense dans H.

Nous terminons cette section en rappelant un critére permettant de déter-
miner si un systéme spectral de Riesz est exponentiellement stabilisable ou
détectable, que nous présentons sous forme d'un lemme.

Lemme 5 (Curtain et Zwart, 1995, Théoréme 5.2.10)
Considérons un systéme spectral de Riesz XA, B,C], ot

(i) A est un opérateur spectral de Riesz défini sur un espace de Hilbert H,
et est donné par

Az = Z /\n(za ¢n>¢m
n=1

ot {Mn )2, est lensemble des valeurs propres de A avec l'ensemble
des vecteurs propres correspondants, {¢n}2L,, et {tn}ne, est la base
biorthonormée des vecteurs propres de A*,
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(i1) B est un opérateur de rang fint donné par

m
Bu = E bt-ui,
i=1

avec by € H, et

(ii1) C est un opérateur de rang fini donné par
G.Z = ((Z,Cl), (z762>a ] (Z, Ck))T:

avec ¢;, z € .

La paire (A, B) est B-ezponentiellement stabilisable si et seulement s'il existe
e > 0 tel que ai_(A) == a(A) N €} __ comprend au plus un nombre fini de

=iE —€
valeurs propres, et

rg(<b17¢'n>J <b2)¢n)= T (bmawn)) =1

pour tout n € INy tel que A\, € J;LE(A).

La paire (C, A) est B-ezponentiellement détectable si et seulement sl emiste
e > 0 tel que O‘E_E(A) =0o(A) N G’Z{_E comprend au plus un nombre fini de
valeurs propres, et

Tg((Cl, ¢n): (C2:¢n>: B (C'm,ﬂ ¢'n)) =1
pour tout n € INy tel que Ay € o’E_ AA).

3.3 Opérateurs et systémes de Sturm-Liouville

Cette section a pour but de présenter les opérateurs de Sturm-Liouville
et la classe de systémes & parameétres répartis dans laquelle ils interviennent.

Définition 12 Soit un opérateur A défini sur un domaine D(A) C L?(a,b),
ot L?(a,b) est muni du produit interne usuel (-,-) donné par

b
(f,9) = [ 2@z

pour tout f,g € L?(a,b), et

D(A) = {f e Fab): % sont absolument continues, %i—”i € L*(a,b),
aa%(ﬂ) + Baf(a) =0, ab%(b) + B f(0) = 0} - (3.3.1)
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L’opérateur A est un opérateur de Sturm-Liouville si, pour tout f e DA,

410 = s [ 2 (-0 L) +awra)|.  @32)

ol p, gg-, g et p sont des fonctions continues a valeurs réelles telles que p > 0
et p > 0.

Définition 13 Considérons un systéme différentiel linéaire LA, B, C], ot A
est un opérateur linéaire défini sur 'espace de Hilbert L*(a,b), avec a,b € IR,
B est un opérateur linéaire borné défini sur Uespace de Hulbert U et a valeurs
dans L2(a,b), et C est un opérateur linéaire borné défini sur L?(a,b) et d
valeurs dans Uespace de Hilbert Y.

Un tel systéme est appelé un systéme de Sturm-Liouville si —A est un opé-
rateur de Sturm-Liouville.

Les systémes de Sturm-Liouville possédent de nombreuses applications
pratiques, impliquant notamment des phénomeénes de diffusion ou de vibra-
tion en mécanique. Ils interviennent, par exemple, dans la modélisation de
réacteurs chimiques tubulaires & dispersion axiale. Leur étude et la résolution
de problémes de contréle associés présentent donc un intérét pratique tout
particulier.

Nous signalons maintenant un résultat capital dans I’analyse de ces systémes.

Théoréme 4 (Delattre et al., 2003, Théoréme 1)
Tout systéme de Sturm-Liouville est un systéme spectral de Riesz.

Par la définition d’un systéme spectral de Riesz, il suffit de prouver le
lemme suivant pour obtenir la thése.

Lemme 6 (Delattre et al., 2003, Lemme 1)

Soit A Uopposé d'un opérateur de Sturm-Liouville.
Alors,

(i) A est un opérateur spectral de Riesz, et

(i) A est le générateur d’un Cy-semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur
L*(a,b).

Pour cela, nous aurons besoin de deux lemmes d’analyse fonctionnelle
(donnés en annexe). La preuve (effectuée dans (Delattre et al, 2003)) s’ap-
puie également sur de nombreux résultats présents dans la littérature, et fai-
sant intervenir, notamment, des notions d’analyse fonctionnelle et de théorie
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des équations différentielles ordinaires. Il n’est donc pas inintéressant de dé-
tailler cette démonstration.

Preuve du Lemme 6 :

(i) Nous commengons donc par montrer que A est fermé. Pour cela, re-
marquons tout d’abord que, si 0 n’est pas une valeur propre de —A, alors
ce dernier est un opérateur linéaire inversible dont l'inverse est linéaire et
borné.

Si nous définissons

d
P f= aa{;(a) =+ ﬁaf(a‘)

et

Paf = o0 (6) + uf (),

(Naylor et Sell, 2000, Théoréme 7.5.4) montre en effet que Iinverse de —A
est de la forme

b

[(—4)f] (2) = [ o(2,9) F@)p(v)dy, (3.3.3)

a

oil g(z,y) est une fonction de Green donnée par
p(a)W(a)g(z,y) = —ui(2)ua(y) sia<z<y<b

et
p(a)W(a)g(z,y) = —ua(2)ur(y) sie<y<z<bh,

avec up et ug des solution indépendantes de

- =" —gqu1 =0, Piu=0,Pu; #0, (3.3.4)

e p— P = 3.5
P 12 + = 5 qug 0, Prus % 0, 2U2 0, (3 3 )

et
d d
W(2) = ui(2) S 2(2) - uale) - (2)-
Par conséquent, par le Lemme 10, —A est fermé, et on en déduit immédia-
tement que A l'est également.

1l est également possible (Curtain et Zwart, 1995, pp. 82-83) de démontrer
que —A est fermé dans le cas ou il admet 0 comme valeur propre.
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11 faut maintenant montrer que les valeurs propres de A sont simples. D’apres
(Naylor et Sell, 2000, Théoréme 7.5.6), le spectre d’un opérateur de Sturm-
Liouville est composé de valeurs propres réelles et (au plus) dénombrables.
Par ailleurs, le probléme aux valeurs propres

—Af=Xf
peut également s’écrire
d d
2 (L) + a2+ M) (3.6)
ou f vérifie les conditions frontiéres
aa;i;(a) 4 Bufla) = 0, (3.3.7)
X ®)+a0) = o (339)

et peut donc étre mis trés facilement sous la forme d'un probleme aux bords
auto-adjoint décrit dans (Sagan, 1961, Chapitre V §2). Nous déduisons alors
de (Sagan, 1961, Théoreme V.8) que les valeurs propres de —A sont simples.
Or, si les A\, sont les valeurs propres de I'opérateur A, les valeurs propres de
l'opérateur de Sturm-Liouville —A sont les réels —Ay, et les propriétés sont
donc également vérifiées pour A.

Considérons maintenant A € p(—A). Nous déduisons de (Naylor et Sell, 2000,
Corollaire 7.5.5) que 'opérateur A\I — (—A) est inversible et que son inverse
est compact. Puisque A € p(—A), nous avons également que 0 € p(AI + A)
et, par le Lemme 11, le spectre de AI + A est donc composé de valeurs
propres isolées. Le spectre de A l'est alors également, et est par conséquent
totallement déconnecteé.

1l reste alors & démontrer que les vecteurs propres de A forment une base
de Riesz de L?(a,b). Pour cela, considérons sur L?(a,b) le produit scalaire
{-,-)p défini comme

1 e
U g)p = /0 o(2)f(2) (@) dz

pour tout f,g € L?(a,b).

Il a été démontré dans (Sagan, 1961, Chapitre V.2.4) que, si ¢, et ¢n sont
deux vecteurs propres distincts d’'un opérateur de Sturm-Liouville, alors les
fonctions /p¢m et /pPn sont orthogonales par rapport au produit scalaire
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usuel de L?(a, b). Par conséquent, les vecteurs propres de —A (et donc de A)
vérifient '

N
il = fﬂ ol ol =0,

I’ensemble des vecteurs propres {¢,}%, de A forme donc une base ortho-
normée de L?(a,b) par rapport au produit interne (:,-),, qui est équivalent
au produit interne usuel (-, ).

On en déduit donc que {¢n,}52, forme une base de Riesz de L%(a,b).

Par conséquent, A est bien un opérateur spectral de Riesz.

(#4) Par le Lemme 4, et puisque A est un opérateur spectral de Riesz dé-
fini de fagon dense dans L?(a,b), nous voyons que A est le générateur d’'un
Cp-semigroupe si et seulement si

wg := sup R(\,) = sup A, < 0.
nelNg nelNg

Or, (Sagan, 1961, Théoréme V.7) montre qu’il existe une constante M €R
telle que le probléme de Sturm-Liouville (3.3.6)-(3.3.8) n’admet pas de solu-
tion pour A < Ao. Les valeurs propres de —A vérifient donc —An > Ag pour
tout n € INg, ce qui implique que, pour tout n € INg, Ap < —A < +00.

O
Remarque 1 : 11 est assez aisé de montrer que, si u; et ug sont deux solutions
linéairement indépendantes du probléme aux valeurs propres

Au = Au, (3.3.9)
alors A est une valeur propre de A si et seulement si

Piuy Prug

Pou; Paousg =4

AQN) = ‘

En effet, puisque u; et ug sont des solutions indépendantes, toute solution u
de (3.3.9) peut s’écrire comme

U = Cclu] + U2,
ol ¢1,¢p € €. Les conditions aux bords Pyu = 0 et Pou =0 deviennent donc

cPiuy + coPiug = 0,
c1Poug + caPaus = 0,
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et forment par conséquent un systéme linéaire de la forme Ac = 0.

Si \ est une valeur propre, ce systéme admet une solution (ci, c2) non-nulle
(puisque u # 0), et le déterminant associé A()) doit donc étre nul. Par
ailleurs, si A(\) = 0, le systéme admet une solution (c1,c2) # (0,0), et le
probléme (3.3.9) admet une solution u # 0, & laquelle est associce la valeur
propre A.

Pour prouver quun opérateur de Sturm-Liouville admet un inverse de
la forme (3.3.3), les auteurs cherchent la solution du probléme Au = v en
fonction de v, qui est ici une équation différentielle ordinaire de la forme

. (_p(z)fji_‘;@)) T q(2)u(z) = p(2)(2),

ou, plus simplement,

—(—pu) +qu = po.
Tls se basent pour cela sur I'utilisation d’un Wronskien associé & I’équation
homogéne. Plus précisément, ils considérent le probléme

pu” + pluf _ qu s 0,

qui est exactement le probléeme (3.3.9) avec A = 0, et deux solutions réelles
non-nulles u; et up vérifiant les conditions aux bords FPyu; = 0. Grice au
critére évoqué précédemment, et puisque 0 n’est pas une valeur propre de
A, il est alors facile de voir que uy et up sont linéairement indépendantes et
vérifient
Pyu; #0 pour i # j

(sans quoi le déterminant A(0) serait nul et 0 serait une valeur propre de
A).

Avec le Wronskien associé

w() ua(?)
u(2) uy(2)
par la théorie des équations différentielles ordinaires, la solution générale du
probléme Au = v est de la forme

W(z) =

bl

u(z) = cruy (2) + coua(z) + z(2),

ou z(z) est donné par

[P ua(2)ua(y) — uz(z)m(y)v
o(z) = /a @) (W)p(y)dy.
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11 reste alors & déterminer les constantes ¢; et ¢y pour que u € D(A). Cette
derniére condition est vérifiée avec ca = 0 et

Y w(y)
cL = —fa W”(Q)P(ﬂ)dy-

Avec ces constantes, la solution devient

_ b“l(z)uz(y)v _ [Fuz(2)n(y) ;
o) = - [ )ty — | S )y

et la conclusion en découle alors immédiatement.

Remarque 2 : Pour prouver que les valeurs propres de tout opérateur de
Sturm-Liouville A sont réelles et dénombrables, les auteurs se servent du
fait que les vecteurs propres de A associés a des valeurs propres distinctes
sont mutuellement orthogonaux. Puisque I'espace de Hilbert L?(a,b) est sé-
parable, ils en déduisent qu’il existe au plus un ensemble dénombrable de
vecteurs propres mutuellement orthogonaux non nuls, et, par conséquent,
les valeurs propres associées sont au plus dénombrables.

Remarque 3 : Le fait que Popérateur AI + A, avec A € p(—A), soit inversible
est une conséquence directe du caractére inversible de —A dans le cas ou
0 € p(—A).

Ce résultat posséde une valeur théorique trés importante puisqu’il fait le lien
entre la classe des systémes de Sturm-Liouville, permettant de décrire plu-
sieurs problémes physiques tels que les phénomenes de diffusion, et la théo-
rie des systémes de Cp-semigroupes commandés, dont les propriétés peuvent
s'avérer trés utiles dans ce cadre.

Par ailleurs, il permettra une résolution plus rapide du probléme posé dans le
chapitre suivant, concernant simultanément une classe de systeémes de Sturm-
Liouville particuliére et le probléme de factorisation spectrale en dimension
infinie intervenant dans le cadre de la théorie des systémes de Co-semigroupes
commandés.
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Chapitre 4

Application de la méthode de
factorisation spectrale par
extraction symétrique

Dans le chapitre précédent, nous nous sommes intéressés aux systémes de
Sturm-Liouville en toute généralité. Nous allons maintenant restreindre ce
cadre général afin de nous concentrer sur une certaine classe de systémes a pa-
ramétres répartis permettant de modéliser certains phénoménes de réaction-
diffusion.

L’objectif de ce chapitre est d’appliquer la méthode de factorisation spectrale
par eztraction symétrique & cette classe de systémes afin de donner une ou-
verture pour la résolution du probléme de contréle LQ-optimal en horizon
infini associé.

Nous commencerons par remarquer que les systémes de cette forme entrent
bien dans le cadre de la théorie des systémes de Sturm-Liouville.

Nous poursuivrons par une introduction a la méthode de factorisation spec-
trale par extraction symétrique. Nous montrerons comment cette méthode
peut-étre appliquée dans le cadre des systémes spectraux de Riesz décrits
précédemment et nous donnerons des résultats de convergence capitaux dans
I’analyse des systémes & parameétres répartis traités ici.

Dans la troisiéme partie, nous utiliserons les résultats du chapitre précé-
dent concernant les opérateurs spectraux de Riesz et les systémes de Sturm-
Liouville afin de démontrer que cette méthode est convergente pour de tels
systémes.

Enfin, nous calculerons explicitement la fonction de transfert et la densité
spectrale & factoriser dans le but de résoudre le probléme de contrdle LQ-
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optimal en horizon infini associé.
Quelques tests numeériques viendront clore ce chapitre.

4.1 Contexte

Nous considérons espace de Hilbert L2(0,1) et un opérateur différentiel
linéaire A : D(A) — L%(0,1) donné par

d*z dx
‘C? —’U-&; —kiﬂ, (411)

Az =D
ou le domaine D(A) est défini comme
9 dx . d’z 9
D(A) = qze€L”0,1):z, = sont absolument continues, ) € L*(0,1),
dx dx
D-— — = = — .
% 0) ~va(0) =0 = (1)

Il est trés aisé de vérifier que A est opposé d’un opérateur de Sturm-
Liouville, i.e. A = —A, out A est donné par (3.3.2) pour tout f € L*(0,1),
avec

p(z) =e D%, p(z) =Dp(2), a(z) =kp(2),
et son domaine D(A) est donné par (3.3.1), avec
ao=D, Bp=-v, a1=0, =1
En effet, pour tout f € D(A),

CAf(2) = —— [% (—De-%zg(z)) + e~ f(z)]

v
e D%

b v d v dZ "
= —eb” [—D (—%) e“"ﬁ"’d—];(z) — De*ﬁzd—z];(z) + keﬁzf(z)]

d’f df
= D52 - UE(Z) —kf(z)
— Af(2).

Les résultats concernant les systémes de Sturm-Liouville (et donc des sys-
temes spectraux de Riesz) présentés dans le chapitre précédent pourront donc
atre utilisés dans le contexte qui nous préoccupe maintenant.

47



Signalons également que, d’aprés (Delattre et al., 2003), le spectre de A est
composé de valeurs propres simples réelles de la forme

2 2 2
Ay = —nt? -k<—(£—+k> <0,

4D 4D

oul {sp, n > 1} est 'ensemble des solutions de I'équation

tan(s)— 20 s>0
2D/ s2 — 2’ ’

tel que 0 < s, < Spy1 pour tout n > 1. Les vecteurs propres associés sont
donnés par

bn(2) = Kne2p” [cos (;——gz) + EU,; sin (;—gz)] (4:1:2)

pour tout n € INg, ot les K, sont des constantes non-nulles.
Nous voyons immeédiatement que la fermeture du spectre de A est totallement
déconnectée puisque

|Ant1 — An| — 00 quand n — oo.

Par ailleurs, puisque tout opérateur de Sturm-Liouville est un opérateur
spectral de Riesz, {¢, 22, forme une base de Riesz de L%(0,1). Nous pou-
vons également vérifier cette propriété en observant que les vecteurs propres
de Popérateur A forment une base orthonormée de L?(0,1) par rapport au
produit scalaire (-, -}, défini comme

1 —
S R OO
pour tout f,g € L%(0,1). Il est en effet trés facile de montrer que

1
<¢m:¢n)p = L 6_%z¢m¢ndz =0

pour tout m,n € INg, avec m # n, et

(¢n: ¢n)p =1
pour tout n € N, avec K, choisi de facon appropriée.
En posant
Yn(2) 1= Kpe 307 [cos (;—Ez) + :—nsin (%z)] , (4.1.3)
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on en déduit par ailleurs immédiatement que

1
(s ) = ]0 b (2)n(2) = Orum.

L’ensemble {1,,}%°; forme par conséquent une base de Riesz de L?(0,1)
biorthonormée par I‘dppOlt a {Pn}o2,.

La structure spectrale de 'opérateur A sera exploitée dans des développe-
ments ultérieurs.

4.2 TFactorisation spectrale par extraction symétrique

4.2.1 Description de la méthode

Nous nous plagons maintenant dans le cas ol nous sommes en présence
d’une densité spectrale coercive réelle I pouvant s’écrire sous la forme

F(s) =] Enls) (4.2.1)
n=1

pour tout s dans une bande verticale autour de l'axe imaginaire, o les
facteurs élémentaires Fj,(s) sont des densités spectrales réelles coercives ra-
tionnelles données par

2 _ 2
. Zh— 8
Fo(s) = ;;L? (4.2.2)
n
oll Zn,Pn € IR, avec 2z, < 0 et p, <0, ou par
R 2 2\(52 _ 2
Bs)= oz )@ — ¢ ) (4.2.3)

(P2 — %) (Pn” — )

0t zn, pn € € \ IR, avec R(z,) < 0 et R(p,) < 0. L'objectif de la méthode est
d’obtenir des apprommatlons successives du facteur spectral R de la forme
anl R, ou1 R, est le facteur spectral (réel) inversible de la densité spectrale

F, et est donné par
- Zn — 8
Ry(s) = 4.2.4
() =222 (@24

si 7, est définie par (4.2.2), ou par

(2n — 8)(Zn — 5)
(pn — 5)(Pn — 3)

Ro(s) = (4.25)
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si F, est définie par (4.2.3).

On remarque que dans les deux cas, le facteur R, est tel que R (00) = 1.
Les facteurs spectraux (4.2.4) et (4.2.5) sont appelés respectivement facteur
du premier ordre et facteur du second ordre.

Cette méthode est motivée par le fait que, sous certaines hypotheses, la suite

N ~
(H Rn) (4.2.6)
n=1 N>1

converge vers le facteur spectral standard inversible R e A_ de F au sens
de la topologie induite par la norme || - || 4., sur 'algebre de Banach A(c)
définie dans le premier chapitre. On écrira alors

o] N
= [ Bu(s) = Jim T] Bn(s)
n=1 n=1

N
(H Rﬂl) (4.2.7)
n=1 N>1

converge vers le facteur spectral inverse Rle A

De méme, la suite

Remarque 1 : 11 existe des résultats théoriques trés généraux permettant
de déterminer sous quelles hypothéses une densité spectrale coercive réelle
peut s'écrire sous la forme (4.2.1) et la méthode de factorisation spectrale
par extraction symétrique est convergente. Nous ne développerons pas ces
résultats généraux ici, mais nous nous concentrerons sur des applications et
des théorémes de convergence plus spécifiques concernant les systémes spec-
traux de Riesz dans la section suivante.

Remarque 2 : Les relations
Z ! Pn} < 00
ISR Pn)]
et

| pnl
Z |R(2n)l
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sont deux des hypothéses permettant d’obtenir la convergence de la méthode,
et peuvent étre remplacées par les conditions

La vitesse de convergence des suites (4.2.6) et (4.2.7), quant a elle, dépend
du paramétre o donné dans les deux derniéres conditions. Plus ce dernier est
grand, plus la convergence de la méthode sera rapide.

L’équation de la chaleur, par exemple, se préte parfaitement a la méthode
de factorisation spectrale par extraction symétrique puisque les conditions
sont vérifiées avec o = 0o, permettant une convergence extrémement rapide.
Dés lors, les premiers termes de la suite fournissent déja une estimation trés
acceptable du facteur spectral R et de son inverse L.

et

Le principe de la méthode d’extraction symétrique consiste donc a ex-
traire successivement les zéros et les poles de la densité spectrale, ainsi que
leurs symétriques par rapport a 'axe réel et a ’axe imaginaire. En pratique,
afin d’améliorer la qualité des premiéres estimations, un algorithme d’ex-
traction symétrique efficace commencera par sélectionner les racines et les
poles dominants, ¢’est-a-dire les racines et les poles les plus proches de l'axe
imaginaire. Ce raisonnement permettra d’atteindre plus rapidement une es-
timation convenable du facteur spectral et de son inverse en considérant le
produit tronqueé.

4.2.2 Résultats de convergence

Nous nous plagons maintenant dans le cadre d'un espace de Hilbert sé-
parable muni d’un produit interne (:,-).
Considérons un systéme de Cp-semigroupe commandé & une entrée de la
Y group
forme

{:b(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cu(t)

pour tout ¢ > 0, avec condition initiale
z(0) = zo,

ot z(t) € H, u(t) € IR et y(t) € IR? pour tout ¢ > 0, et
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(i) A:D(A) C H — H engendre le Cy-semigroupe (I'(t))¢>0 C L(H),

(i) B € L(IR, H) est un opérateur de contrdle linéaire borné donné par
Bu =bu pour tout u € IR,

avec b € H,
(#41) C € L(H,IRP) est un opérateur de sortie linéaire borné.
Nous supposons également que A est un opérateur spectral de Riesz doté
d’un spectre discret

o(A) =o0p(A) ={A:neMNo} CC

constitué de valeurs propres simples vérifiant

inf{|Ap — M| : n,m € Ng, n #m} >0 (4.2.8)
et
sup i IT—ITIE :n € INg p < o0. (4.2.9)
=1 1k
l#n

Supposons finalement que (A, B) soit exponentiellement stabilisable et que
(C, A) soit exponentiellement détectable.

Nous pouvons maintenant introduire les trois résultats suivants, qui sont
d’une importance capitale dans le cadre de I'application de la méthode de
factorisation spectrale par extraction symétrique aux systémes spectraux de
Riesz.

Lemme 7 (Callier et al., 2005, Lemme 4.6)
Considérons le systéme de Co-semigroupe & une entrée décrit par

{a‘;(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t)

pour tout t > 0, avec condition initiale

(4.2.10)

E{D) = o,

ou
(3) =(t) € H pour tout t > 0, avec H un espace de Hilbert séparable muni
d’un produit interne {-,-) : H x H — IR,
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(1) u(t) € IR pour tout t > 0,

(1) y(t) € IRP pour toutt > 0,

(iv) A: D(A) C H — H est le générateur du Ch-semigroupe (T'(t))i>0 C
L(H),

(v) B € L(IR, H) est un opérateur de controle linéaire borné donné par
Bu = bu pour tout u € IR, avec b€ H,

(vi) C € L(H,IRP) est un opérateur d’observation linéaire borné.
Soit (¢n),,e v, une base de Riesz de vecteurs propres de A correspondant aus
valeurs propres An, et soit (1), N, la base duale biorthogonale de vecteurs
propres de l'opérateur adjoint A*.
Considérons opérateur d’asservissement LQ-optimal Ko € L(H, IR) donné
par

Koz = (ko,z) pour tout x € H,

ou ko € H.
Alors le générateur de semigroupe avec asservissement
A. = A+ BKj
A+ blko, -)

posséde un spectre discret composé de valeurs propres Aen, n € IN, i.e.
o(Ac) = gp(Ac) ={denin€ IN}.

De plus, les vecteurs propres correspondants forment une base de Riesz de
H.
Enfin, pour n suffisamment grand,
|Acn - )\ﬂl = O(I(k0:¢n) ? (b)“pﬂ)l))
d’ot

oo
Z [Aen — An| < o0.
n=1

Lemme 8 (Callier et al., 2005, Lemme 4.7)

Soit G(s) = C(sI — A)7'B, la fonction de transfert du systéme de Co-
semigroupe décrit par (4.2.10).

Considérons la fraction a droite (sans zéros communs dans € ) de G donnée
par la paire

(N(s), D(s)) = (C(s] — A— BK)™'B,1+ K(sI - A— BK)™'B), (4.2.11)
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ot K € L(H, IR) est un opérateur d’asservissement stabilisant tel que

o(A + BK) = (o(A)N Co_)US, (4.2.12)

Considérons également la fonction réelle F' donnée par

F = NN+DD (4.2.13)

Alors F est une densité spectrale coercive réelle, holomorphe dans une bande
verticale S5 pour un certain 6 > 0, et telle que

Floo) =1,

De plus, P est une fonction méromorphe d’ordre fini p < 2 et peut étre
décrite comme une fraction de fonctions entiéres parahermitiennes réelles,
i.€. N(s)

. s

F(s) = ——=
ot les fonctions D = D, et N = N, sont des fonclions entiéres dont les
ensembles de zéros, dénotés respectivement par Z[D| et Z[N], sont dénom-

brables. Avec P[F‘], Uensemble des poles de F, et o < 0 tel que

o(A) = (6(A)N To_)(o(4) N C1),

on a également que

Z[D) = PIF] € {p, P : p € (o(A)N E4_)UE}

et
Z[N] = Z[F) c {z,-Z: z € 0(A;) = 0(A + BKp)}.

Théoréme 5 (Callier et al., 2005, Théoréme 4.8)

Considérons que les hypothéses du Lemme 7 soient vérifiées.

Considérons la densité spectrale coercive réelle F' donnée par (4.2.13), ou la
paire (N',D) donnée par (4.2.11) est la fraction & droite de la fonction de
transfert G pour un opérateur stabilisant tel que (4.2.12) soit vérifice.

Alors la méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique de la
densité spectrale F est convergente.
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Ce résultat présente un intérét particulier dans la mesure ou il permet

de déterminer rapidement si la méthode d’extraction symétrique peut etre
appliquée & une certaine classe de systémes différentiels linéaires, sans devoir
vérifier plusieurs hypothéses assez techniques et complexes.
1l est en revanche crucial de s’assurer que le systéme considéré entre bien dans
le cadre des systémes spectraux de Riesz et des systémes de Cp-semigroupes
commandés, et vérifie les propriétés nécessaires a 1'application de ces résul-
tats.

4.2.3 Exemple

Remarquons que exemple développé dans la section 2.3 entre précisé-
ment dans ce cadre.
En effet, la densité spectrale f est de la forme

f(S) = H ﬁﬂ(s)a
n=1

ol Fn(s) = 1 pour tout n > 2 et Fy = f est un facteur élémentaire du
premier ordre donné par

5 ._z%—sz_az—s2
1(8) i p% _32 - b2 _82:
donnant lieu & un zéro z; := —a < 0 et & un péle p; := —b < 0.

Le facteur spectral inversible du premier ordre de cette densité spectrale
rationnelle est donc tout naturellement donné par
Zn — 8 —a—s 4 + s

#a) ::pn~s: —~b—8 b+s

et correspond au facteur spectral obtenu dans I'exemple.

4.3 Théoréme d’application de la méthode de fac-
torisation spectrale par extraction symétrique

Dans cette section, nous considérons I’espace de Hilbert L?(0,1) et un
systéme de Sturm-Liouville & une entrée de la forme

{ 2% (2,t)
y(t)

Az(z,t) + b(2)u(t)
Cz(z,t)

(4.3.1)
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avec condition initiale

z(z,0) = zo(2) (4.3.2)

pour tout z € [0,1], ou I'opérateur différentiel A est donné par (4.1.1), b €
I2(0,1), C € L(L*(0,1),IRP), u(t) € R et z(:,t) € D(A) pour tout ¢ > 0.
L’objectif visé ici est de démontrer que la méthode de factorisation spectrale
par extraction symétrique peut étre appliquée a cette classe de systémes et
est convergente. Nous énongons donc le résultat central suivant.

Théoréme 6 Considérons un systéme de Sturm-Liouville décrit par (4.3.1)-
(4.3.2), ot Uopérateur A est donné par (4.1.1).

Supposons que (C, A) soit détectable.

Soit F', la densité spectrale donnée par (4.2.18), ou la paire (N, D) est défi-
nie par (4.2.11).

Alors, la méthode de factorisation specirale par extraction symétrique appli-
quée a la densité spectrale F est convergente.

Preuve :

Avant de pouvoir appliquer le théoréme de convergence de la méthode, il
est nécessaire de s’assurer que opérateur de Sturm-Liouville étudié vérifie
les hypothéses préliminaires décrites dans la section précédente et entre bien
dans le cadre de cette analyse. La preuve s’effectue donc en deux étapes :
nous montrons d’abord que ces hypothéses sont vérifiées, et nous prouvons
ensuite que la méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique
est convergente.

1) Puique A est un opérateur de Sturm-Liouville, par le Théoréme 4, A
est également un opérateur spectral de Riesz défini de maniere dense dans
L*(a,b).

Nous en déduisons que I'opérateur A est le générateur d’un Cp-semigroupe
T(t))ez0 C L(L*(0,1)).

De plus, il a été signalé précédemment que le spectre de A est composé de
valeurs propres simples réelles de la forme

2 2 2
,\nz—s";; —k<—(£—’5+k) <0

otl {sn, n > 1} est I'ensemble des solutions de I’équation

5 2us
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tel que 0 < s, < Sp+1 pour tout n > 1.

Puisque toutes les valeurs propres sont strictement négatives, le systéme dé-
crit par (4.3.1)-(4.3.2) est exponentiellement stable, et la paire (4, B) est
donc stabilisable.

Pour démontrer que I'opérateur A vérifie les autres hypothéses, nous prou-
vons au préalable que

|8 — 2(n — 1)Dm| — 0 quand n — oo. (4.3.4)

Commengons par poser

f(a) :=tan (5%) , a=0,

et considérons n € INg quelconque, ainsi que Uintervalle (2(n — 1) D, sp).
Par le Théoréme des Accroissements Finis, il existe un réel ¢, € (2(n —
1)Dm, spn) tel que
, f(sn) — f(2(n — 1)D)
#(ony — lon) = $2n— D)
sp—2(n—1)Dx

ce qui implique ici que

1 _ tan (2%) — tan((n — 1)7)
2Dcos? (<) sp—2(n—1)Dm

Nous en déduisons que

sp — 2(n — 1)Dm = 2D tan (;—E) cos? (%) :

Le dernier facteur étant borné, la convergence de la suite vers 0 dépend
uniquement de la convergence de tan (235)
Or, puisque s, est solution de I’équation (4.3.3), nous avons que

Sn 208y

tan(ﬁ):WﬁO

puisque s, — co. Par conséquent, la propriété (4.3.4) est vérifice.

Montrons maintenant que les relations (4.2.8) et (4.2.9) sont vérifiées.
Observons pour cela que 1’écart entre deux valeurs propres distinctes dépend
uniquement du carré des s,. En effet, avec m,n € IN, m # 7, NOUS avons

que
32+112 52 +v2
- | et —k— -
An = Am| 4D k( 4D k)\
1
— |s%, — sal.

4D
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Or, les s, sont tous distincts et il a été démontre précédemment que ces
derniers se rapprochent asymptotiquement des 2(n — 1)Dm. Nous voyons
alors immédiatement que

inf{|s2 — s2,| :n,m € N, n#m} >0

et donc que
inf{| A — Am| : n,m € IN, n. # m} > 0.

Nous nous intéressons maintenant a la série (4.2.9). Gréace a la relation
(4.3.4), nous voyons que les propriétés de convergence de cette derniére seront
similaires & celles de

= 1
Z A(n — 1)2D2x2 — 4(1 — 1)2D272])*

2»—'

Si n = 1, la série se réduit a

B = EZ [4(1 - 1)2132«2]

- 16D47r4 ; iz

1 o
16D47% 90
b
1440D%"

Considérons maintenant le cas ott n > 2. Une simple mise en évidence montre
que

1 1
5n = 16D 42 (n—D2(n+1-—2)%
l;én

58



Par ailleurs, puisque [,n € IN et [ # n, nous voyons immédiatement que
n —{ > 1 et, par conséquent,

Sn < . i :
* T 1D e (it 1 - 2)P
l;n

_ 1 i 1
~ 16DArt 2+ (n—2)? +2l(n—2)
Iazn
1 i": 1
16 D44 - 2
n!;zn
- i
- 16DArt 2
1 =
16 D474 6
1
96 D472’

IA

Dong, pour n € INg quelconque, la série S, est convergente et

1
o S,
" = 96 D4n?

Puisque cette derniére constante ne dépend pas de n, nous avons bien que

— 1
sup ——— nelNj <oo

D

l#n
et toutes les propriétés préliminaires sont vérifiées.
2) Puisque tout systéme de Sturm-Liouville est un systéme spectral de Riesz,
nous voyons immeédiatement que toutes les hypothéses du Lemme 7 sont vé-
rifiées, et ’on en déduit que la méthode de factorisation spectrale par extrac-

tion symeétrique de la densité spectrale F donnée par (4.2.13) est convergente
pour la classe de systémes de Sturm-Liouville étudiée dans ce chapitre.
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La figure suivante illustre le comportement aysmptotique des réels s,
intervenant dans les valeurs propres de 'opérateur A pour des parameétres
normalisés. Nous remarquons que la différence entre les valeurs propres et
leurs estimations de la forme 2nD7w converge assez rapidement vers 0.

1 T i TT T I T T I
tan(x/2D)
0:8 2vxl(x2—v2)
0.6 O 2nDx
O  eigenvalues of the Sturm-Liouville operator
0.4 i
0.2 N
[0 & l
-0.2 .
-0.4 i
-0.6 .
_08 al
_.1 1 1 1 1 I
0 10 15 20 25 30

Fic. 4.1 — Comportement asymptotique des valeurs propres de l'opérateur

de Sturm-Liouville, avec D =v =k =1
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Remarque 1 : La relation (4.3.4) signifie que les réels s, se rapprochent
asymptotiquement des racines de I'équation

3
tan (#) =0,
2D
et que les valeurs propres de Uopérateur A se rapprochent asymptotiquement
des valeurs propres de l'opérateur
d’x
AZLE = D@ == k.‘L",

c’est-a-dire I'opérateur A avec v = 0.

Remarque 2 : Remarquons que la stabilisabilité et la détectabilite des sys-
temes étudiés ici pourrait étre vérifiée trés facilement grice au Lemme 5.
En effet, puisque nous nous trouvons dans le cas d’'un systéme de Sturm-
Liouville & une entrée, nous avons que Bu = bu, et la condition & vérifier se
réduit a
{b,9n} # 0.

Cependant, puisque toutes les valeurs propres de I'opérateur A sont stricte-
ment négatives, le systéme est exponentiellement stable, et par conséquent
exponentiellement stabilisable, et il n’est donc pas nécessaire d’utiliser le cri-
tére du lemme.

Remarque 3 : Nous déduisons également du Lemme 7 que la résolution du
probléeme de contréle LQ-optimal associ¢ au systéme (possible via la fac-
torisation spectrale de la densité spectrale F et la résolution de 1’équation
diophantienne présentée dans le premier chapitre) donne lieu & un asservisse-
ment d’état Kj tel que le générateur de Cp-semigroupe avec asservissement

A, =A+BKO=A+(]€U,>

posséde un spectre discret de valeurs propres, ainsi qu’un ensemble de vec-
teurs propres associés formant une base de Riesz de L%(0,1). De plus, les
valeurs propres du systéme en boucle fermée se rapprochent asymptotique-
ment de celles du systéme en boucle ouverte et

i |Aen — An| < o0.
n=1

Remarque 4 : Puisque le systéme est exponentiellement stable, la paire (4.2.11)
peut étre choisie comme

(N, D) = (G,1).
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Le Théoréme 6 est donc valable en particulier pour la densité spectrale don-
née par A
F=1+G.G.

4.4 Calcul de la densité spectrale

Nous nous intéressons maintenant 4 un systéme a entrée et sortie scalaires
de la forme

%(st) = DEE(1) —vEE(z1) - kalzt) +u(®)
{ay(t) folax(z,t)dz ’ (4.4.1)

avec condition initiale

z(z,0) =0 (4.4.2)

pour tout z € [0, 1], ou z(-,t) € D(A) pour tout ¢ = 0.
L’objectif est de calculer la fonction de transfert du systéme, g(s), afin de
déterminer la densité spectrale & factoriser. Pour cela, calculons la transfor-
mée de Laplace de I'équation aux dérivées partielles décrivant la dynamique
de (4.4.1). Nous obtenons que
%3 oz

s%(z,5) — 2(2,0) = Dgz—i(z, 8)— va—j(z, 5) — k#(z,8) +4(s)  (4.4.3)
pour tout z € [0,1].
Considérons s € € fixé. Afin d’alléger I’écriture des équations, nous noterons

B(z) i=18{z;8)

et nous considérerons & comme une fonction d'une variable réelle.

En tenant compte de la condition initiale (4.4.2), I'équation (4.4.3) devient
une équation différentielle linéaire a coefficients constants complexes de la
forme

d*z di
d—; - Ud_z — (k+ s)& = —u(s).
Commencons par considérer I’équation homogéne associée
d’z 0%
D— — —(k =0
2 V%, (k -+ 8)&

dont 1'équation caractéristique est

DX —ypl—(k+s)=0.
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Le réalisant (complexe) de cette équation est donné par
A =22+ 4D(k + s)
et, avec s := a + 1b, celui-ci s’écrit
A =v? +4D(a + k) +i4Db.

Cherchons maintenant les racines complexes de A sous la forme z + 4. Ces
derniéres vérifient les conditions

(z+iy)? = A
z +iyl> = A
qui sont équivalentes aux équations
22—yt = v +4D(a+k), (4.4.4)
2zy = 4Db, (4.4.5)

2 +y? = ol +16D%(a+ k)2 + 802D (a+ k) + 16D%2. (4.4.6)

La sommation des équations (4.4.4) et (4.4.6) montre que

1
= [v2 +4D(a+ k) + \/o* + 16D%(a + k) + 802D(a + k) + 16D22

et donc que

2
T = :l:\/T‘\/'u2 +4D(a+ k) + /v4 + 16D2%(a + k)2 + 8v2D(a + k) + 16 D2b2.
Par ailleurs,

1
v =3 [ﬁqﬂ —4D(a+ k) + /0" + 16D%(a + k)% + 8v2D(a + k) + 16D2b2]

et donc

y = i—?\/—vz —4D(a + k) + /vt + 16D?(a + k)% + 8v2D(a + k) + 16 D2b2.

L’équation (4.4.5) montre alors que le signe de z et de y dépend du signe de
b. Plus précisément, en considérant x et y comme les racines positives, les
deux racines du réalisant A sont

r = x+isgn(b)y,
rg = —xz—isgn(b)y.
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Les racines de I'équation caractéristique sont, quant a elles, données par

v+ +isgn(bly

A= 2D
N = v —x —1isgn(b)y
2 2D ‘

La solution de 'équation homogéne est donc de la forme
£51(2) = 1M + cpe??,

ot c1,c0 € €.

Déterminons maintenant une solution particuliére de I’équation différentielle.
Puisque le second membre, —i(s), est une constante par rapport a z, nous
voyons immédiatement quune solution particuliére est donnée par

Loy Als) )

:cp(z)—k+53153£ k
et R

£p(z) = %S)z si s =—k.

Considérons la premiére situation (s # —k).
La solution générale de 1’équation différentielle est donc de la forme
#z) = c1eM? + e3¢’ + E(i)—
k+s’

oic,cp € €.
Utilisons maintenant les conditions aux bords du domaine D(A) pour déter-
miner les constantes c¢; et cz. Ces conditions sont

di ) _dd
D—(0) —v&(0) = 0= —~(1),

qui s’écrivent ici

(31/\16)‘1 + cohge™? =
D(e1d + e2ha) —v (61 +co + :(—42) = 0.

Trouver les constantes ¢; et cg revient donc a résoudre le systéme de deux
équations linéaires a coefficients complexes

AeMer + daetrcy = 0
(DA —v)e1 + (DAg —v)e2 = ”];‘_I(_Z).
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Nous déduisons de la premiére équation que

)\16)\1
Cy = _)\_28’\—201' (447)
En substituant dans la deuxiéme équation, nous obtenons alors que
AeM(DAg — v) vi(s)
DAy — e My e
2.~ Ager2 A= T 5
ou encore
)\26’\2 (D)\l = ’U) i }\16)‘1 (D)\Q e ’U) i U'&.(S)
Agelz 1= %55
Finalement, nous obtenons que
o vAge? @(s)
1T e (DA —v) — AieM(DAg —v) k+s
et, par (4.4.7),
o vAeM i(s)
27 Aper2 (DA —v) — AjeM (DAg —v) k + 5
Notons
vAge™?
ki(s) == 3 i
Aae*2(DA —v) — AreM(DAg —v)
et 5
vAe™t
kz(S) == 5% 1 Y 3
Age 2(D)\1 — ’U) — \e 1(D)\2 — ’U)
Avec ces notations, la solution générale devient finalement
£(2) = (ki (s)eM? + ka(s)e™?” + l)ﬂ (4.4.8)

k+s
Par ailleurs, puisque

1
y(t)=/0 #(z)dz;

nous voyons immédiatement que

i(s) = /[;1 2(z,8)dz.
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Par (4.4.8), nous obtenons alors que

0 ] ()M + kaf5) +1) 22
e )\1z ( ) }\gz *
B ]v + K Ao + z] 0
_als) icﬂs)e"1 kg( Ve ki(s)  ka(s)
B i»-i—s( A Ay +1ﬁ1)\—1—)\—2>
. '&,(s) k1 (8))\26’\1 + k2(3))\18)\2 +MA2— k1 (8))\2 — kg(s))\l
T k+s AA2
= fifd )kl(s)Ag(BAl — 1) + ka(s)M(e A2 1)+ A
B MAg(k + 5) '

Puisque §(s) = §(s)/%(s), nous obtenons finalement que

5(s) = kl(s))\g(e)‘l -1+ kz(s)/\l(eh — 1)+ Ak
B Mok + 5) '

1l est également possible d’écrire la fonction de transfert du systéme sous la
forme d’une somme de série. En effet, avec u € IR\{0}, nous obtenons que

g(s)u = C’(sI—A)*lBu

= E S%}\ (B'U' %)C%
n=1
00 1 1
- 7?:18_)‘”/0 m,l)ﬁ(z)dzfo On(z)dz

ou {¢p}2, et {1}, sont respectivement la base de Riesz de vecteurs
propres de A et la base de Riesz biorthonormée.
L'expression de ¢y, et de 1, donnée par (4.1.2) et (4.1.3) montre alors que

co

0 = 3 [ e on (35) 4 i (55)] o
Sy o (35 + ()

Remarque : La paire (§, R) forme une fraction & droite de la fonction de
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transfert du systéme en boucle fermée obtenu par I'application de ’asservis-
sement d’état optimal Kp. Puisque § et R sont des fonctions scalaires, cette
fonction de transfert est donc donnée par

g(s

ga(s) = C(sl—A-— BKo)—lB = LCZ( ) .
R(s)

I’étape suivante consiste habituellement a trouver un asservissement
d’état K de facon a pouvoir écrire la fonction de transfert sous la forme
§g=ND7! ou

(N(s), D(s)) := (C(sI — A— BK)™'B,1+ K(sI - A— BK)"'B).

En pratique, cela revient a éliminer les poles instables du dénominateur en
multipliant (et en divisant simultanément) la fonction de transfert par des
termes de la forme (s — A;), ou les \; sont les poles instables, et & introduire
un nombre équivalent (en tenant compte des multiplicités) de poéles stables
via une division au numérateur et au dénominateur.

Plus formellement, si {\;}7_, est 'ensemble (fini) des poles instables, ot
les \; peuvent étre répétés plusieurs fois en fonction de leur multiplicité,
I'objectif est d’écrire la fonction de transfert comme

- %% (4.4.9)
_ o ds)
S (4.4.10)
7(s)
_ _dw
- (4.4.11)
_ A(s) ITia(s — ) (4.4.12)

dy(8) Ty (s — ) Iima (s — 1)’

oil ds dénote la partie stable du dénominateur et {u;}7_; C € est un
ensemble arbitraire de nombres complexes tels que R(u;) < 0 pour tout
1<i<r.

Remarquons que les étapes (4.4.9)-(4.4.11) correspondent a I'élimination des
poles instables du numérateur, alors que 1'étape (4.4.12) correspond & l'in-
sertion de poles stables supplémentaires afin d’obtenir le caractére propre
(respectivement, strictement propre) du dénominateur (respectivement, du
numérateur).
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Cette écriture permet d’obtenir une fraction a droite de la fonction de trans-
fert de la forme

(N(s), D(s) = (4(s)D(s),D(s)) ‘
= (4(s) H(S ) H(S — )7 H(S — i) H(S — )7
i—1 i=1

i=1 i=1

oit N est strictement propre et stable, et D est une fonction rationnelle
propre stable telle que
lim D(s) = 1.

|s]—o0
Ce développement permet également de visualiser trés facilement le résultat
de D’application de l'asservissement d’état stabilisant qui élimine les poles
instables \; en les remplagant par les poles stables ;.

Remarque : Le choix des poles stables j; détermine entiérement l’asservisse-
ment d’état stabilisant K.

Dans le cas qui nous préoccupe ici, le systéme est exponentiellement
stable et la fonction de transfert ne posséde donc aucun péle instable. Nous
pouvons alors choisir asservissement d’état stabilisant K =0, donnant lieu
a la fraction & droite

(N(s), D(s)) := (C(sI — A)7'B,1) = (9(s), 1)-

Nous pouvons dés lors calculer la densité spectrale F', qui s’écrira ici

~

F =14 §.§.

Remarquons que, par le Lemme 8, la densité spectrale F peut étre écrite
sous la forme d'une fraction de fonctions réelles parahermitiennes entiéres,
i.e.
s _ N(s)
(5) - 'I)—(éj:
ot les zéros de D sont des valeurs propres du systéme en boucle ouverte ou
leurs opposés, i.e.

Z(D] = P[F] C Ma}slaO{—An}ils.
Les fonctions N et D sont ici données par

N(s) := n(—s)n(s) + d(—s)d(s)
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et
D(s) := d(—s)d(s),

ot les fonctions entiéres n et d sont respectivement le numérateur et le déno-
minateur de la fonction de transfert. En notant p(s) := p =v? + 4D(k + s),
ceux-ci sont donnés par

d(s) = p(i;_ipvzsin(g>+2vcos(g)

- 0 () e (]

S

et
n(s) := g(s)d(s).

On remarque que les zéros de d sont les valeurs propres du systéme en boucle
ouverte.

Le Théoréme 6, conjointement avec le calcul de la densité spectrale effec-

tué dans cette section, offre une perspective pour la résolution du probléme
de contréle LQ-optimal pour tout systéme de Sturm-Liouville de la forme
(4.4.1)-(4.4.2).
Gréce A ce résultat, nous savons que l'implémentation d’un algorithme de fac-
torisation spectrale par extraction symétrique donnera lieu & une méthode
convergente, et fournira une estimation du facteur spectral intervenant dans
la résolution de I’équation diophantienne (2.2.9) en dimension infinie.
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4.5 Tests numériques

Dans les sections précédentes, nous avons montré que la méthode de fac-
torisation spectrale par extraction symétrique est convergente pour la classe
de systemes étudiée. Nous effectuons maintenant quelques tests numériques
afin d'illustrer cette convergence. La méthode implémentée génére le facteur
spectral estimé, ainsi que son inverse, et nous comparons graphiquement la
densité spectrale réelle et le produit tronqué des facteurs spectraux élémen-
taires sur l'axe imaginaire.

1 25 T T T T T I I I T
spectral density

——— estimated spectral density

1.2

1.1

1.05

FiG. 4.1 — Comparaison entre les densités spectrales réelle et estimée sur
'axe imaginaire avec D =v=k=1et N =4
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speclral density
121691 eslimaled spectral density

1.2169 1

1.2169

1.2169

12169 1
1.2169} : 1 ,
1.2169} 4

1.2169

1.2169

L . L s i s L
0.1983 0.1983 0.1983 0.1983 0.1983 0.1983 0.1984

Fia. 4.2 — Comparaison entre les densités spectrales réelle et estimée sur
'axe imaginaire avec D =v=k=1et N =4
|

8.6

845

8.2 1 L 1 1 L 1 I 1 e n
0

Fia. 4.3 — Erreur absolue sur 'estimation

Comme nous pouvons le constater, la méthode produit des résultats in-
téressants, malgré le fait que seuls les quatre premiers facteurs spectraux
élémentaires (correspondant aux zéros et aux péles dominants) ont été uti-
lisés.

Les densités spectrales réelle et estimée sont extrémement proches, mettant
en évidence une convergence trés rapide pour cette classe de systémes.
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Conclusion

Comime nous 'avons vu au cours de ce travail, le probléme de factorisation

spectrale et la méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique
offrent des alternatives trés intéressantes pour la résolution de problémes de
contréle divers. Cette méthode s'intégre parfaitement dans le cadre des sys-
teémes spectraux de Riesz et des systémes de Sturm-Liouville.
En revanche, comme nous I’avons signalé, il est au préalable nécessaire d’éta-
blir la convergence de la méthode pour une certaine classe de systémes avant
de pouvoir implémenter avec succés un algorithme fournissant une estima-
tion de la solution du probléme de factorisation spectrale avec une précision
donnée.

Nous avons d’abord rappelé un résultat montrant sous quelles conditions
le probléme de factorisation spectrale admet une solution inversible.

Nous avons ensuite synthétisé les relations entre la résolution du probléme de
factorisation spectrale et celle du probléme de contréle linéaire-quadratique
optimal en dimension finie. Nous avons notamment étudié la maniére dont
le calcul d™un facteur spectral inversible, pour une densité spectrale associée
a un systéme différentiel linéaire donné, permet de trouver I’asservissement
d’état optimal recherché sans passer par la résolution de I’équation algé-
brique de Riccati.

Plusieurs classes de systémes différentiels linéaires en dimension infinie ont
3 leur tour été introduites. En particulier, nous nous sommes intéressés aux
systémes de Sturm-Liouville. Nous avons signalé que ces derniers étaient des
systémes spectraux de Riesz, pour lesquels des résultats de convergence cru-
ciaux de la méthode de factorisation spectrale par extraction symétrique ont
été établis au préalable.

Le résultat principal de ce travail est le Théoréme 6 présenté dans le chapitre
4. Celui-ci montre que la méthode de factorisation spectrale par extraction
symeétrique est convergente et peut &tre implémentée pour une certaine classe
de systémes & paramétres répartis modélisant des réacteurs biochimiques tu-
bulaires & dispersion axiale.

Ce travail peut également servir de base & une étude approfondie de la réso-
lution du probléme de contrdle linéaire-quadratique optimal associé a de tels
systémes. Conjointement avec les résultats présentés dans le chapitre 2, ce
théoréme suggére en effet I'utilisation de la méthode de factorisation spec-
trale par extraction symétrique dans le cadre de la résolution de ce probléme
de contréle et donne une ouverture pour sa résolution numérique.
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Chapitre 5

Annexes

5.1 Définitions

Définition 14 Un ensemble totalement déconnecté est un ensemble X tel
que
Va,be X,z € [a,b] : z ¢ X.

Définition 15 Soit X, un espace vectoriel.
Un isomorphisme de Banach sur X est une application A : X — X telle que
A€ L(X) et A7t € L(X).

Définition 16 Deuz produits internes (-, )1 et (-, )2 définis sur un espace
vectoriel X sont dits topologiquement équivalents s’ils engendrent des normes
équivalentes, i.e. s’il existe des constantes ¢y et ¢ strictement positives telles
que, pour tout z € X,

Cl(ﬂj,m)g < (CL‘,CC)]_ = CQ(CC:m)Q-

Définition 17 Soit X, un espace métrique muni du produit interne {iy), ed
{#n}az C X.

Un ensemble {1n}22, C X est dit biorthonormé par rapport a {$n}3>; si,
pour tout k,1 € INg,

(D, P1) = Okt

ot §;; est le symbole de Kronecker.

Définition 18 Une fonction f est dite méromorphe (dans @) s’il eziste un
ensemble dénombrable S C @ tel que S ne posséde pas de point d’accumu-
lation, f est holomorphe dans S¢, et f posséde un pole & chaque point de

S.
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Définition 19 [Ordre d'une fonction méromorphe]
Considérons une fonction méromorphe f ne possédant pas de pole en s = 0,
et définissons les fonctions

Ty O

ot n(t, f) est le nombre de poles de f (en tenant compte de leur multiplicité)
dans le disque fermé {s € @ :|s| < t}, et

27 i
mir, )= 5= [ 108" el

ot logt(z) := max{0,logz} et l'on suppose que f ne posséde pas de pdles
sur le cercle {s € € : |s| =r}.
Définissons également la fonction caractéristique de f, qui est donnée par

T(r) := T(r, ) = m{r, §) + N, f).

Lordre de f est défini comme Uordre de sa fonction caractéristique, i.€e.

5.2 Lemmes et théorémes préliminaires

Lemme 9 [Principe de réflexion de Schwarz| (Hille, Théoréme 7.7.1)
Soient Dy et Dy des domaines simplement connezes vérifiant

Dlﬂng:@
et o
ﬁlﬂDgE’y

ot v est un arc lisse simple rectifiable tel que chaque point de Int(vy) admette
un voisinage dans
D:=Du Int('y) U Ds.

Soient fi(z) et fa(z) deuz fonctions d’une variable compleze holomorphes
respectivement dans Dy et dans Do, et continues respectivement dans D1 U~y
et dans Da U1y.

Supposons que, pour tout point & sur -y, on ait

lim fi(2) = lim fa(2) = ().
i =

74



Alors, il existe une fonction f(z), holomorphe dans D, telle que
f(z) = fi(z) pour tout z € Dy

et
f(z) = fa(z) pour tout z € Da.

Lemme 10 (Curtain et Zwart, 1995, Théoréme A.3.46)
Soient X et Y deuz espaces de Banach, et soit un opérateur linéaire

T: DT cCcX =Y.

Si T est inversible avec T~ € L(Y,X), alors T' est un opérateur linéaire
fermé.

Lemme 11 (Curtain et Zwart, 1995, Lemme A.4.19)
Soit A un opérateur linéaire fermé tel que 0 € p(A), et A~ est compact.
Alors le spectre de A est composé de valeurs propres isolées de multiplicité

finie.

5.3 Codes MATLAB

YT T T b s Tt T b s oo oo o
A /
% RESOLVENT EQUATION Y=0 %
T )
DT TNl leto o oot oo fo e

function y=resolvent(x,D,v);
y=tan(x/(2*D)) - (2*v*x) /(x~2-v"2) ;

ot oo T Tt Tl b o b T oo To oo
% %
% ASYMPTOTIC BEHAVIOUR OF THE EIGENVALUES 7%
Y OF THE STURM-LIOUVILLE OPERATOR WITH
% NORMALIZED PARAMETERS %
% %
ottt o e ol el o T o oo To oo o T

clc;
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clear all;

% PARAMETERS

D =1;

v =1;

k =1;

% PLOT

x = 0:0.01:40;

y = 0:2%D#pi:12+D*pi;

X0 = y(2)/4;

z(1) = FZERD(@(x) resolvent(x,D,v),X0);
for i=2:7

z(i) = FZERO(@(x) resolvent(x,D,v),y(i));
end

plot (x,tan(x/(24D)));
axis([0,40,-1,11);

hold omn;

plot (x, (2%v*x) ./ (x.72-v"2),°r’);
hold omn;
plot(y,zeros(1,7),°g0%);

hold omn;
plot(z,zeros(1,7),’ro’);

hold on;

for i=1:7

plot([z(i),z(i)+0.000001],[O,tan(z(i)/(Q*D))],’C““’);
end
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plot(0:0.01:40,0,°k’);

legend(’tan(x/QD)’,’2vx/(x“24v“2)’,’2nD\pi’,...
‘eigenvalues of the Sturm-Liouville operator?);

set(h,’Interpreter’,’none’);

VAN NN NN NSNS N YA
% %
% TRANSFER FUNCTION %
% %
VAN YN Y YA YA

function z = ghat(s,D,v,k)

a = real(s);
b = imag(s);
if (b == 0)
for n = 1:length(b)
sgn(n) = 1;
end
else
sgn = sign(b);
end

% ROOTS OF THE CHARACTERISTIC EQUATION

x = (sqrt(2)/2)*sqrt(...

v“2+4*D*(a+k)+sqrt(v”4+16*D“2*(a+k).“2+8*v“2*D*(a+k)+16*D”2*b.“2));

y = (sqrt(2)/2)*sqrt(. ..

-(v*2)—4*D*(a+k)+sqrt(v“4+16*D“2*(a+k).“2+8*v*2*D*(a+k)+16*D“2*b."2));

Il

11
12

% TRANSFER FUNCTION

ki
k2

Il

I

(vix+ixsgn.*y)/(2%D);
(v-x-i*sgn.¥y)/(2*D);

(v*lQ.*exp(12))./(l2.*exp(12).*(D*ll—v)—ll.*exp(ll).*(D*12—v));
—(v*ll.*exp(ll))./(12.*exp(12).*(D*ll—v)wll.*exp(ll).*(D*12—v));
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z = (1./(k+s)) . *(((k1.*exp(11))./11)+((k2.*exp(12))./12)-(k1./11)-(k2./12)+1);

Tl T te oo Tt o oot Tt
h T
% SPECTRAL DENSITY %
h A
T BT DI D DA Ko tohhtote

function x = fhat(s,D,v,k)
x = real (1+conj(ghat(-conj(s),D,v,k)).*ghat(s,D,v,k));

O e e Tk kA e o e e A R T T T e e ool
h e
% SPECTRAL FACTORISATION BY SYMMETRIC EXTRACTION : /
% COMPARISON BETWEEN THE SPECTRAL DENSITY OF A STURM-LIOUVILLE SYSTEM 7%
/ AND ITS ESTIMATION BASED ON A PRODUCT OF ELEMENTARY SPECTRAL FACTORS %
v t
s A T A o o oo e e e A A T e T T e e e oo

=

¢l
clear all;

% SETTING THE PARAMETERS

= input (’Set the axial dispersion coefficient %)

= input(’Set the fluid superficial velocity :’)

= input(’Set the kinetic constant :’)

N = input(...

’Set the number of elementary spectral factors used in the product 7)),

L
|

cl = 1e-3;
c2 = le-6;
% DOMAIN

omega = 0:0.01:20;

% SOLUTIONS OF THE RESOLVENT EQUATION
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y = 0:2*%Dxpi: 2% (N-1)*D*pi;

X0 = pi/4;

sn(1) = FZERO(@(x) resolvent(x,D,v),X0);
for n=2:N

sn(n) = FZERO(@(x) resolvent(x,D,v),y(n));
end

% POLES OF THE SPECTRAL DENSITY

p = -((sn.~2+v"2)/(4%D)) -k;

% SEARCH FOR THE ZEROS OF THE SPECTRAL DENSITY
for n=1:N

x = p(n)-ci;

if (fhat(x,D,v,k) < 1)

X0 = [p(n)-c2,p(n)-1];

else

X0 = [p(n)+c2,p(n)+1];

end

z(n) = fzero(@(x) fhat(x,D,v,k),X0);

end

% PRODUCT OF THE ELEMENTARY SPECTRAL FACTORS
restim = 1;

for n = 1:N

restim = restim.*(z(n)-i*omega)./(p(n)-i*omega);
end
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% ESTIMATED SPECTRAL DENSITY
specdensestim = abs(restim)."2;

% SPECTRAL DENSITY VS ESTIMATED PRODUCT OF THE ELEMENTARY
% SPECTRAL FACTORS

plot (omega,fhat (i*omega,D,v,k));
hold on;
plot (omega,specdensestim, ’r?’);

legend(’spectral density’,’estimated spectral density’);
set(h,’Interpreter’,’none’);

% ERROR
error = abs(fhat (i*omega,D,v,k)-specdensestim);
figure;

plot(omega,error) ;
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