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Une méthode de point proximal pour la minimisation d’une
fonction DC

Résumé

Ce mémoire consiste en 'analyse théorique approfondie des méthodes
de point proximal pour la résolution de problémes d’optimisation non
convexes et plus particuliérement de problémes de programmation DC.
L'objectif est d’étudier les propriétés de convergence d’un algorithme de
point proximal approximé pour minimiser les fonctions DC et de sugge-
rer un schéma algorithmique de calcul concret pour le point proximal.
La technique utilisée est celle de la méthode faisceau en optimisation
convexe. Notre analyse permet également de traiter la méthode exacte.

A proximal point method for the minimization of a DC
function

Abstract

In this work, a theoretical analysis of proximal point methods is done
for solving nonconvex optimization problems and more specifically DC
programming problems. The aim is to study convergence properties of an
approximate proximal point algorithm for minimizing DC functions and
to suggest an algorithmic scheme for computing the proximal point. The
method used in this work is the bundle method well-known in convex
optimization. Our analysis also allows us to consider the exact scheme.
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Introduction

Les problémes d’optimisation non convexes que nous allons traiter
dans ce mémoire sont du type

{ min f(z) = g(z) — h(z)

sc. zelR",

ot la fonction objectif f : R™ — IRU{+co} est une fonction non convexe
et les fonctions g : IR™ — IRU{+o0} et h : R™ — IRU{--0o} sont propres,
convexes et semi-continues inférieurement satisfaisant dom gNdom h # 0.
Dans ce cas, la fonction f est appelée une fonction DC (i.e., différence
de deux fonctions convexes) et le probléme d’optimisation ci-dessus un
probléme de programmation DC. La classe des fonctions DC contient
notamment les fonctions convexes, concaves et les fonctions de classe @2
et constitue une extension de la classe des fonctions convexes. Elle est
utilisée dans de nombreuses applications non convexes telles que la fi-
nance, la biologie moléculaire, les réseaux de distribution, les processus
de restauration d’images et semble particuliérement bien convenir pour
modéliser plusieurs problémes industriels non convexes.

Nous allons étudier des méthodes permettant de résoudre de tels pro-
blémes. Ces techniques de résolution sont appelées méthodes de point
proximal. L’algorithme de point proximal a été introduit par Martinet
[8] dans les années 1970 pour résoudre les problémes de minimisation
convexes propres semi-continus inférieurement et étudié de plus ample
fagon par Rockafellar [12] en 1976 dans le contexte des in¢galités va-
riationnelles monotones. Il est bien connu que si nous laissons tomber
’hypothése de convexité sur la fonction objectif, plusieurs problémes
surgissent. I’application proximale n’est pas bien définie et, en général,
difficile & calculer méme dans des voisinages arbitrairement petits de mi-
nima. Jusqu’a présent, seulement quelques recherches ont été proposées
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concernant la construction de solutions dans ce cas non convexe (voir par
exemple [10]). La méthode présentée dans ce mémoire est basee sur les
articles de Sun, Sampaio et Candido [15] et de Moudafi [9]. Pour trouver
un point critique de f := g — h, elle consiste a augmenter la fonction A
le long de la direction d’un sous-gradient et ensuite & diminuer la fonc-
tion g grace & un pas proximal. Nous montrons que si la suite engendrée
par cet algorithme est bornée, alors tout point limite de celle-ci est un
point critique de f. L’article [9] propose une preuve exacte et élémentaire
du résultat de convergence pour la forme approximée de lalgorithme de
point proximal et fournit des conditions assurant le caractére borné des
suites engendrées. Il suggére et analyse ensuite un algorithme pratique
obtenu en couplant la méthode proposée par Sun et al. dans [15] avec les
approximations de plan sécant.

La méthode présentée dans ces articles est basée sur Palgorithme de
point proximal (voir par exemple [12]). Cette classe d’algorithmes trouve
un zéro d’un opérateur monotone maximal 7' au moyen de l'itération

suivante :
$k+l - (I e CkT)ilek,

ol ¢ > ¢ > 0. L'opérateur P, = (I + e, T) 7!, appelé la résolvante de
T, est univoque sur l'espace entier et Lipschitz continu. Quand T est le
sous-différentiel d'une fonction g convexe semi-continue inférieurement,
i.e., T = Og, l'itération ci-dessus devient

) 1 12
2! = arg min {g(m) + o |z — 2| } .

Rockafellar [12] [13] a développé une étude détaillée de la convergence
de P’algorithme de point proximal. En particulier, I’algorithme converge
linéairement au moins. Si ¢, — 00, la convergence est superlinéaire. De
plus, des versions approximées de I’algorithme de point proximal sont
établies dans [7] et [12].

Utilisant cette stratégie, nous proposons un nouvel algorithme de
descente pour trouver un point critique d’'une fonction DC qui satisfait
les conditions nécessaires d’optimalité. Chaque itération combine un pas
sous-gradient ascendant sur la seconde fonction avec un pas proximal sur
la premiére fonction.



Ce mémoire est avant tout théorique. Il a pour objectif principal d'éta-
blir un algorithme faisceau pour la résolution de problémes de program-
mation DC et d’étudier ses propriétés de convergence. Pour ce faire, nous
allons d’abord expliciter la méthode de point proximal dans le cadre gé-
néral de la programmation convexe et ensuite nous développerons les
méthodes proposées par Sun et al. [15] et Moudafi [9] pour la résolution
de problémes de programmation DC.



Chapitre 1

Fonctions convexes

Dans ce premier chapitre, nous allons rappeler toute une série de défi-
nitions et de résultats bien connus en analyse convexe. Ces notions seront
d’application tout au long de ce mémoire.

1.1 Définitions

Nous commencons par rappeler les définitions d’un ensemble convexe
C et d’une fonction convexe f sur C.

Définition 1.1.1.

(1) Soit C un sous-ensemble non vide de IR". C est convezve si
Vz,ye C, Va€]0,1] az+(1—-a)yeC.

(2) Soit C' un sous-ensemble conveze non vide de IR". Une fonction
f:C — IR est convezxe sur C si

Yo,y € C, Ya€)0,1] flaz+ (1 — a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).

De méme, nous donnons les définitions d’une fonction f strictement
convexe, fortement convexe et concave sur C.



1.1 Définitions

Définition 1.1.2.

(1) Soit C un sous-ensemble conveze non vide de IR". Une fonction
f: C — IR est strictement conveze sur C si

Ve,ye C, £y, Yaelo, 1] flaz+(1—a)y) <af(z)+(1—a)f(y).

(2) Soit C un sous-ensemble conveze non vide de IR". Une fonction
f:C — IR est fortement conveze sur C de module p > 0
si f— (1u/2) ||||* est convese sur C.

(8) f est concave (strictement concave, fortement concave) sur C st
—f est conveze (strictement conveze, fortement conveze) sur C'.

Rappelons & présent quelques propriétés bien connues des fonctions
convexes.

Quand f est de classe C! sur un ensemble ouvert contenant C, alors
£ est convexe sur C <= Vz,y € C f(y) > f(z) + V() (y —2),

ot V f(z) correspond au gradient de f en .

Quand f est de classe C? sur un ensemble ouvert contenant C', alors
1. f est convexe sur C <= V[ est semi-définie positive sur C.
2. f est strictement convexe sur C' <= V* [ est définie positive sur C'.

3. f est fortement convexe (de module g > 0) sur C <= V?f — ul
est semi-définie positive sur C'

Ici V2f(z) dénote la matrice Hessienne de f en z. Rappelons qu'une
matrice carrée symétrique A est semi-définie positive (resp. définie posi-
tive) si toutes les valeurs propres de A sont positives (resp. strictement
positives).

Dans ce travail nous considérerons une classe spéciale de problémes
d’optimisation non convexes :
{ min f(z)

sc. zeR" (1.1.1)

5)




1.1 Définitions

ot f: R"™ — IR U {+oc0} est une fonction non convexe. Dans de nom-
breuses situations, la fonction non convexe f peut étre traitée comme
une différence de deux fonctions convexes

f(z) = g(x) — h(z) VzeR", (1.1.2)

oit g : IR — R U {+o0} et h:IR" — IRU {400} sont propres, convexes
et semi-continues inférieurement. Dans ce cas, la fonction f est appelée
une fonction DC. Nous définirons les termes utilisés pour décrire ce pro-
bléme dans la suite de ce chapitre.

Par la suite, nous considérerons des fonctions f avec de possibles va-
leurs infinies. Pour ce type de fonctions, nous introduisons les définitions
suivantes :

Définition 1.1.3. Soit f : IR* — IRU {+o0}. Le domaine de f est
’ensemble
dom f = {z € R"| f(z) < +o0}.

La fonction f est propre si dom f est non vide.

Définition 1.1.4. Soit [ : IR" — IRU {+o0} une fonction propre.
L’épigraphe de f est ’ensemble non vide

epi f = {(z,7) € R" x R|r > f(z)}.

f est dite conveze si son épigraphe est un sous-ensemble conveze de
IR™ x IR. Nous notons par Conv IR" [’ensemble des fonctions convezes
propres définies sur IR".

Nous avons immédiatement que

f € ConvIR® = dom f est non vide et convexe;
f € ConvIR" <= f est convexe sur dom f.



1.2 Fonctions convexes spéciales

Exemple 1.1.1. La fonction indicatrice
Soit C' un sous-ensemble non vide de IR". La fonction indicatrice de C
est définie par

0 sixeC

Ic: R" — IRU {+o0} Io(z) = { ‘o0 sinon

La fonction indicatrice Ic est une fonction propre dont le domaine est C.
Puisque epi Ic = C' % IR™, nous avons que Ic est conveze si et seulement
si C' est conveze. De plus,

f € Conv IR"
C C IR™ non vide et conveze y =—> [+ Ic € Conv IR".
dom fNC # 0

1.2 Fonctions convexes spéciales

Dans cette section, nous définissons deux classes importantes de fonc-
tions convexes : les fonctions affines et les fonctions convexes fermées.

1.2.1 Fonctions affines

Définition 1.2.1. Soit a € IR" et b € IR. La fonction f : IR" — IR
définie par f(z) = {(a,z) — b pour tout v € IR", est appelée une fonction
affine sur IR"®. Si b =0, alors f(z) = (a,x) est dite linéaire.

Les fonctions affines jouent un réle important en analyse convexe
comme le montre le résultat suivant.

Proposition 1.2.1. Toute fonction f € Conv IR" est minorée par une
fonction affine.

Notons que f est minorée par une fonction affine signifie qu’il existe
a € IR" et » € IR tels que

o) 2 x) —r YaeelR™
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1.2 Fonctions convexes spéciales

Quand f est convexe et différentiable sur IR", alors dom f = IR" et nous
savons dés lors que f est minorée par une fonction affine :

f(@) > (Vf(z0), — 20) + f(zo) Vz€R",

oil zg est un point dans IR".

1.2.2 Fonctions convexes fermées

Nous savons que pour qu’une fonction ait un minimum, nous avons
besoin qu’elle soit semi-continue inférieurement (s.c.i.).

Définition 1.2.2. Soit [ : IR — IRU {+o0} une fonction propre. f est
dite s.c.i. en © € IR"™ si

lminf f(y) > f() [V {u} — o lminf f(g) 2 f(2)]

y—u

En termes d’épigraphe, nous avons la caractérisation suivante d’une
fonction s.c.i. :

Proposition 1.2.2. Pour f : IR" — IR U {+co}, les deuz propriétés
susvantes sont équivalentes .

(i) f est s.c.i. sur IR™ (i.e. en chaque point de R™ )

(i) epi f est un sous-ensemble fermé de IR" x IR.

Le résultat suivant est bien connu.

Proposition 1.2.3. (Théoréme de Weierstrass) Soit f: IR" — IRU
{400} une fonction propre s.c.i. et soit C un sous-ensemble fermé borné
de IR" tels que dom fNC # §. Alors f atteint sa borne inférieure sur C,
i.e., 1l existe u € C tel que f(u) = infyeo f(2).




1.3 Supremum de fonctions convexes

Définition 1.2.3. Une fonction f: IR® — IRU {+oo} est dite fermée si
son épigraphe est un sous-ensemble fermé de IR™ x IR.

Par la proposition 1.2.2, nous avons immédiatement
f est fermée <= f est s.c.i.

Par la suite, nous noterons par I'o(IR") 'ensemble des fonctions convexes
propres fermées sur IR".

Exemple 1.2.1.

1. Toute fonction affine f appartient ¢ To(IR™) parce que epi f est
fermé et conveze et dom f est non vide.

2. Soit C un sous-ensemble non vide de IR". Puisque epi Ic = Cx IR",
nous avons

Ic € To(IR") <= C est fermé et conveze.

1.3 Supremum de fonctions convexes

Nous donnons dans cette section un exemple de fonction supremum
qui sera utilisée dans le chapitre 7 lors de la description de la méthode
de point proximal approximeée.

Définition 1.3.1. Fonctions affines par morceaux X
Soit (51,b1), ..., (8m, bm) m éléments de IR" X IR. La fonction [ : IR" — IR
définie par

A

f@) = max {(s;, @) - bj}

i=l,...m

est appelée affine par morceau. Puisque les m fonctions (s;,-) — b; sont
affines, il suit par la proposition 2.8.1 dans [14] que f € To(IR").




1.4 Fonctions conjuguées

1.4 Fonctions conjuguées

Définition 1.4.1. Soit f : IR" — IRU{+o00} une fonction propre minorée
par une fonction affine. Alors la fonction f*: IR" — IRU {+oco} définie
par

f'(@) = sup {(z.) — [}

yelR

est appelée la fonction conjuguée de f.

La proposition suivante donne les propriétés d’une fonction conjuguée

de f.

Proposition 1.4.1. Soit f : IR* — IR U {400} une fonction propre
minorée par une fonction affine. Alors la fonction conjuguée de [ est
bien définie et est propre, fermée et conveze.

Observons que f* est fermée et convexe méme si f n’est pas convexe.

Puisque f* est propre et minorée par une fonction affine (car f* est
convexe), nous pouvons considérer la conjuguée de f*, notée f** et ap-
pelée la fonction biconjuguée de f. Nous pouvons & présent énoncer les
propriétés de la fonction biconjuguée de f.

Proposition 1.4.2. Les propriétés suivantes ont lieu :
(i) Si f € ConvIR", alors f** < f;
(ii) Si f € T'o(IR"), alors f** = f.

10



Chapitre 2

Sous-différentiabilité

2.1 Introduction

Soit f : IR® — R U {+o0o} et z € int(dom f). Le but du calcul
différentiel est d’approximer f dans un voisinage de  par une fonction
linéaire. Rappelons ce qui est déja connu.

Définition 2.1.1. La fonction f est différentiable en x si il existe [, :
IR™ — IR linéaire telle que

f(@+h) = f(z) + (k) + o(||R]]).

(ici g() = o([Ihll) quand h — 0 signifie que limy_q 8 — 0).

En outre, dans ce cas, l, est unique et peut élre exprimé comme

lo(h) = (V[(z),h),

ot le vecteur V f(x) est le gradient de f en x.

Quand [ est convexe, il n’est pas toujours vrai que f est différentiable.
Par exemple, f(z) = |z| n’est pas différentiable en 0.

11



2.2 Dérivée directionnelle

2.2 Deérivée directionnelle

Définition 2.2.1. Soit f: IR" — IRU {400}, zg € dom f et d € IR".
La dérivée directionnelle de f en xg dans la direction d est

' (@o,d) = lim fl@o+ tdt) — f(@0)

st la limite existe.

La proposition suivante nous donne la propriété principale de la dé-
rivée directionnelle.

Proposition 2.2.1. Soit f une fonction conveze propre et soit To € IR".
Si zg € dom [, alors f'(xo,d) € IR pour tout d € IR". En outre,

(2o, d) = inf LEF td) — f (o)

t>0 t

Quand f est différentiable, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.2. Soit f: IR* — IRU {+oo} et zg € int(dom f). Si
f est différentiable en o, alors

(i) d — f'(z,d) est linéaire;
(ii) f'(zo,d) = (V f(2o),d) pour tout d € IR";

(iii) f'(zo, d) = lim,_o [EtHd=T o).

2.3  Sous-différentiel

Soit f : IR™ — IR une fonction convexe et soit zo € IR". Rappelons
que pour un sous-ensemble non vide S de IR", la fonction de support de

12




2.3 Sous-différentiel

S est définie par

og:IR" = IRU{+o00} og(z)=sup(z,s).
ses

Nous savons que la dérivée directionnelle f'(z, ) est une fonction sous-
linéaire et & valeurs finies. Donc, f'(xq,-) est le support d’un ensemble
convexe compact non vide

S={seR"| (s,d) < f'(zo,d) VdeR"Y}.

Définition 2.3.1. Le sous-différentiel Of(x) de f en z est l'ensemble
conveze compact non vide de IR™ dont la fonction de support est f'(z,-),
i.e.,

0f(z) = {s€ R" | (s,d) < f'(w,d) Vde R}

Tout vecteur s € Of (z) est appelé un sous-gradient de [ en z.

En d’autres termes, nous avons l'importante égalité
oo d)= &ip (8,d).
7 )
s€0 f(x)
Le sous-différentiel peut aussi étre caractérisé par des inégalités. L'équi-
valence suivante est trés importante et sera utilisée & de nombreuses re-
prises dans la suite de ce travail.

Proposition 2.3.1. La propriété suivante a lieu :

s€df(z) = VzeR" f(z)= f(zxo)+ (5,7 — o).

Preuve. Nous avons successivement :
s € df(zg) > (s,d) < f'(®o,d) VdeIR"

> (s,d) < inf f(@o + td) — f(z0)
T 0 t
f($0+f‘f?—f($o) V>0, Vde R

VdelR"

== (g} <

= f(zo +td) > f(zo) + (s,td) Vt>0, VdeR"
= f(z) > f(zo) + (s, —xo) VzeR™

13



2.3 Sous-différentiel

Quand f est différentiable, le sous-différentiel est réduit au gradient.

Proposition 2.3.2. Soit f : IR* — IR une fonclion conveze et soit
zo € IR". Alors

(i) Si f est différentiable en o, alors f (zo) = {V f(w0)};

(ii) Si 8f(x0) = {s}, alors [ est différentiable en zo et V f(zo) = s.

Interprétation géométrique

L’inégalité définissant le s € f(wo) :
Vee R f(z) 2 f(zo) + (5,2 — 20)

signifie que s est la pente d’une fonction affine qui minore f et qui passe
par le point (zo, f(z0)).

Pour illustrer cette interprétation, nous considérons la fonction f () =

FIG. 2.1 - Graphe de f(z) = |z|.

14



2.3 Sous-différentiel

Il est facile de voir sur le graphe de cette fonction que
Af(0) = [-1,1], Of(wo) = {1} si mo > 0 et Of(zq) = {—1} si zo <O.

Pour la fonction

e—1 siz>0
f(w)J{O siz <0,

nous obtenons

8f(0) =[0,1], Of(zo) = {e™} sizg > 0et &f(zo) = {0} sizo <O

5

45F

4+

351

al

25

F1G. 2.2 — Graphe de f(z) =¢* —1siz > 0.

Les conditions d’optimalité sont présentées dans la proposition suivante.

Proposition 2.3.3. Soit f : IR" — IR une fonction conveze et soit
zg € IR™. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) zo minamise f sur IR";
(ii) 0 € f (o) ;

(ii) f'(zo,d) > 0 pour tout d € IR".

15




2.3 Sous-différentiel

Preuve. Par définition du sous-différentiel, il est immeédiat que (i) et (ii)
sont équivalents. Pour prouver que (i) et (iii) sont équivalents, il suffit
d’observer que

F(20,d) >0 VdeR" <> f(“:““‘?_f("”“) >0 VdelR", Vt>0

= f(zo+td) > f(zo) VdeIR", Vt>0
=z ) f(zo) VzelR™
([

Observons que quand f est différentiable, la condition d’optimalité
devient V f(zo) = 0. Pour finir ce chapitre, nous présentons d’autres
caractérisations du sous-différentiel basées sur la fonction conjuguée.

Proposition 2.3.4. Soit f : IR" — IR une fonction conveze et soit
z, y € IR™. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) y € 9f (z);
(i) f(z) + f* @) < (z,9);
(ii) f(z)+ f*(y) = {z,9)-

Preuve. Tout d’abord, rappelons que, par définition, f*(y) = sup, {(y, 2) — f(2)}
et donc que

(z,y) < flz)+ f*(y).

Cette inégalité est appelée I'Inégalité de Young-Fenchel.
Alors nous avons, en utilisant successivement la définition du sous-différentiel,
la définition de la fonction conjuguée et I'Inégalité de Young-Fenchel,

y € 0f(z) <= f(2) 2 f(&) + (,z—) VzeR"

+

= (y,z) — f(z) = {y,2) — f(2) VzeR"
= (y,2) — f(z) = f"(y)
— (y,7) — f(z) = f*(¥).

16



2.3 Sous-différentiel

Proposition 2.3.5. Soit f : IR — IR une fonction conveze et soil
xz,y € IR". Alors
y € Of(z) < z € 9f*(y).

Preuve. Puisque f** = f, nous avons, en utilisant la proposition 2.3.4,

y € 8f(z) <= f(z)+ f*(v) < (=, )
= f*(z)+ /) £ (&)
< x € 8f*(y).

17



Chapitre 3

Le sous-différentiel approximé

3.1 Définition

Définition 3.1.1. Soit f € TW(IR"), ¢ > 0 et x € dom f. Un wvecteur
s € IR" est appelé un e-sous-gradient de f en x si

Vyedomf f(y) > f(z)+(s,y—=)—¢

L’ensemble des e-sous-gradients de f en © est noté O.f(x) et appelé le -
sous-différentiel de f en x. Par convention, O f(z) = 0 quand x ¢ dom f.

Nous avons immédiatement que
Oef(z) C 8o f(z) pour € < ¢

et
0f(z) = Bof (z) = Nes00ef (2).

Exemple 3.1.1. 1. f(z) = 2®. Le e-sous-différentiel de f en =0 est

Cet ensemble est réduit au gradient de f en 0 quand ¢ = 0.

18



3.1 Définition

FIG. 3.1 — Graphes de f(z) = z? et de 95 (0).

2. f(z) = |z|. Le e-sous-différentiel de f en x =0 est
0ef(0) = 0(0) = [-1,1].
Plus généralement, pour € > 0, nous avons
[-1,-1—¢/z] siz < —€¢/2
df(z) =< [-1,1] si —€/2<x<¢f2
[1—¢/z 1] 9 @ = upl

Observons que O.f(0) = 8f(0) pour tout € > 0 et que J.f(z) est continu
quand ¢ > 0 et que © — 0 (pour le voir, il est utile de dessiner le graphe

de O.f ).

Exemple 3.1.2. Directions e-normales et cone normal
Soit C' un sous-ensemble conveze fermé non vide de IR" et soit Ic la
fonction indicatrice de C. Le domaine de I¢ est C et pour chaque z € e

nouUs avons
Oulo(z) = {s € I | Vy € O Ioly) > Iola) + (5,5 - 7) — ¢}
={secR"|VyeC (s,y—z) < ¢}.

Cet ensemble est appelé l'ensemble des directions e-normales a C' en x €
C. Quand ¢ = 0, cet ensemble devient

dlc(zx) ={s € R" |VyeC (s,y—x) <0}.

19



3.2 Propriétés

Preuve. En utilisant les définitions du e-sous-différentiel et de la fonction
conjuguée, nous avons successivement

s € 0. f(x) = VYyedomf fly)= f(z)+{s,y—z)—
= Vyedomf flx)+{{s,y)— fly)}—{s w) <e
< f(z)+ sup {(s,9) — f(y)

o ( W}~ (sm) e
= flx) + f*(s) — (s,2) <

De facon similaire, nous obtenons

2 € O.f*(s) <= f*(z) + f*(s) — {s,7) <

Puisque f € I'o(IR™), nous avons f** = f et la conclusion suit directe-
ment. O

Finalement, le e-sous-différentiel peut étre utilisé pour caractériser les
solutions optimales & € prés (solutions e-optimales).

Proposition 3.2.3. Soit ¢ > 0. La condition d’optimalité suwante a
lieu :
0€d.f(z) =VyeR" f(z)<fly)+e

Preuve. 1l suffit d’utiliser la définition du e-sous-différentiel pour obtenir
le résultat. En effet :

0€8:f(z) <= fy) = fl@) +(0,y—z) —¢ VyeR"
— f(z) < fly)+e VyeR™
0

Une autre facon de considérer 'optimalité approximative est donnée
par la proposition suivante.

Proposition 3.2.4. Soit € > 0. Si x € IR" est tel que
ds € 0.f(z) t.q. ||s|l <€ (32.1)

alors

Vye R" f(y)= flz) —elly—s=l -«
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3.3 La dérivée directionnelle approximeée

Preuve. Soit y € IR™. Puisque s € 9.f(x), nous avons

f) z f@) + {5,y —2) —¢
= f(x) = llslllly —=ll —e

ol la derniére inégalité a été obtenue en utilisant I'inégalité de Cauchy-
Schwarz. Le reste de la preuve est évident. O

Un point z qui satisfait la propriété (3.2.1) est appelé un e-point
stationnaire. Un tel point peut &tre arbitrairement loin de I'optimum a
la fois dans la valeur de la fonction que dans la distance a 'optimum.
Cependant, ce concept est utile car il fournit un critére d’arrét pour les
méthodes faisceaux (voir chapitre 7).

3.3 La dérivée directionnelle approximée

Définition 3.3.1. Soit f € To(IR™), = € dom f et € > 0. La fonction de
support du e-sous-différentiel de f en « est appelée la e-dérivée direction-
nelle de f en x et est notée par

fi(x,d)= sup (s,d).
€8 f(z)

Nous avons immeédiatement que la fonction f{(z,) est fermée et sous-
linéaire (et donc convexe). Quand € = 0, nous savons que

d) — D — #le
fa(w,d)zf'(w,d):%i\r%f(wﬂt) f(w)ziggf(wrtt) /(@)

Quand € > 0, nous avons seulement le résultat suivant.

Proposition 3.3.1. Soit x € dom f et € > 0. Alors

o d) = i L@~ f@) +e
fele,d) = inf t |
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3.4 Méthodes de descente & € prés

Géométriquement, le quotient

flz+td) — f(z) + ¢
t

peut étre interprété comme la pente de la ligne droite joignant le point
(0, f(z)—¢) au point (¢, f(z+td)). Donc, par la proposition 3.3.1, f/(z,d)
est la plus petite pente de ces lignes droites.

3.4 Méthodes de descente a € prés

Dans la derniére section de ce chapitre, nous supposons que f: R" —
IR est une fonction convexe 3 valeurs finies. Pour présenter la méthode
de descente & e prés, nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 3.4.1. Une direction d € IR" est une e-direction de descente
en © pour [ si

3t > 0 t.g. flz+td) < f(z) —«

La proposition suivante donne certaines caractérisations d’une e-direction
de desente.

Proposition 3.4.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) d est une e-direction de descente en x pour f;
(i) fi(z,d) <0;

(iii) (s,d) < 0 pour tout s € O.f(x).

Preuve.

(1) = (4i). Puisque d est une e-direction de descente, il existe une lon-
gueur de pas £ > 0 telle que f(z +1d) < f(z) —e. Donc

o) = g L@ =@ e [t i) - fo) e
VTR T o 1 - t

& -
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3.4 Méthodes de descente & € prés

D’ou (%t) est satisfait.
(44) = (i). Puisque f!(z,d) <0, il existe ¢ > O tel que

flz+1id) — f(z) e
£

<0,

i.e., d est une e-direction de descente.
(44) <= (4it). Evident car fi(z,d) est la fonction de support de O.f(x)
et cet ensemble est compact. O

I’existence d’une e-direction de descente est donnée par la proposition
suivante.

Proposition 3.4.2. La propriété suivanle a lieu :

0¢ d.f(z) < 3d t.q fz,d)<0.
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Chapitre 4

Programmation DC

4.1 Introduction

Dans le domaine de l'optimisation non convexe, la programmation
DC joue un réle intéressant et important de par ses aspects théoriques
ainsi que de son large champ d’applications. Une fonction est appelée
DC si elle peut étre représentée comme la différence de deux fonctions
convexes!. Les problémes de programmation mathématique traitant des
fonctions DC sont appelés problémes de programmation DC. Nous sa-
vons que l’ensemble des fonctions DC définies sur un ensemble convexe
compact de IR™ est dense dans 'ensemble des fonctions continues sur cet
ensemble. Par conséquent, en principe, toute fonction continue peut étre
approximée par une fonction DC avec n’importe quelle précision dési-
rée. En outre, toute fonction de classe C* est une fonction DC. Bien que
les représentations DC soient disponibles pour les classes importantes de
fonctions, trouver une telle représentation pour une fonction DC arbi-
traire est un probléme en cours assez difficile.

La programmation DC et son algorithme DC (DCA?) abordent le
probléme de minimiser une fonction f = g — h sur I'espace entier :

o = inf {f(z) := g(z) — h(z) | r € X}

oit X = IR™ est l'espace Euclidien usuel et g, h sont deux fonctions
convexes propres s.c.i. sur X (i.e. g, h € I'y(X)). En réalité, nous vou-

IDC = Difference of two Convex functions
2DCA = DC Algorithm
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4,1 Introduction

drions obtenir une extension de la programmation convexe, pas trop large
pour nous permettre d’encore utiliser 'arsenal d’outils puissants en ana-
lyse convexe et en optimisation convexe, mais suffisamment large pour
couvrir la plupart des problémes d’optimisation non convexes du monde
réel.

Par rapport & I’approche combinatoire ot de nombreux algorithmes
globaux ont été étudiés, il y a trés peu d’algorithmes pour résoudre les
programmes DC dans 'approche d’analyse convexe. Ici nous nous inte-
ressons aux conditions d’optimalité locale et globale, aux rapports entre
les solutions locale et globale du programme DC primal et de son dual

a=inf{h*(y) —g*(W) |y €Y}

(ot Y est I'espace dual de X, qui peut &tre identifie & X lui-méme, et
g*, h* représentent les fonctions conjuguées de g et h, respectivement) et
les algorithmes de solution.

En pratique, I'algorithme DC est appliqué avec succés a un grand
nombre de problémes différents et variés d’optimisation non convexe aux-
quels il donne assez souvent des solutions globales et prouve qu’il est plus
robuste et plus efficace que les méthodes standard rapporteées, spéciale-
ment pour les problémes de grande taille. L’algorithme DC est actuelle-
ment I'un des rares algorithmes pour la programmation non convexe non
différentiable qui permette de résoudre des programmes DC de grande
taille.

Nous pouvons affirmer que la plupart des problémes d’optimisation
du monde réel peuvent étre formulés comme des programmes DC. Nous
pouvons expliquer la richesse de 'ensemble des fonctions DC sur X = R",
noté par DC(X) :

— DC(X) est un sous-espace contenant les fonctions de classe C?. En
particulier, DC(X) contient 'espace C"'(X) des fonctions dont le
gradient est localement Lipschitzien sur X.

~ DC(X) est fermé sous toutes les opérations habituellement consi-
dérées en optimisation. En particulier, une combinaison linéaire de
fonctions DC appartient & DC(X), un supremum fini de fonctions
DC est DC. De méme, le produit de deux fonctions DC reste DC.

26



4.2 Fonctions DC

4.2 Fonctions DC

Dans cette section, nous rappelons sans les démontrer certaines pro-
priétés clés des fonctions DC.

Définition 4.2.1. Soit C un sous-ensemble conveze de IR". Une fonction
f : C — IR est appelée DC sur C sl existe deuz fonctions convezes
g, h: C — IR telles que [ peut élre exprimée sous la forme

£(x) = g(z) - h(a). (4.2.1)

Si C = IR", alors f est simplement appelée une fonction DC. Chaque
représentation de la forme (4.2.1) est une décomposition DC de f. Nous
appelons une fonction f: IR" — IR localement DC si

Voo € IR" Je>0 t.q. [ est DC sur la boule

B(zo,€) ={z € R" | ||z —zo|| < ¢€}.

Des exemples de fonctions DC incluent les fonctions quadratiques
indéfinies sous la forme zQz (pour chaque matrice @ de dimension n X n,
il existe deux matrices A et B semi-définies positives de dimension n X n
telles que Qz = vAz — xBx), les produits scalaires

zy = (/4 (lz +yl* = llz — ylI*),
et le carré de la fonction distance djs : IR" — IR définie par
duy(z) = inf {||z —y|| |y € M},
ol M est un sous-ensemble fermé non vide de IR",
&y(a) = inf {Jle — g’ | v € M}
= ||| + inf {— |lz|* + llz — 9|* |y € M}
= ||z||* — sup {2zy — |lyl* |y € M}.

La proposition suivante montre que la classe des fonctions DC est
fermée sous de nombreuses opérations fréquemment rencontrées en opti-
misation .
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4.2 Fonctions DC

Proposition 4.2.1. Soit f et fi, i = 1,...,m, des fonctions DC. Alors
les fonctions suivantes sont aussi DC' :

(Z) Z)\lﬁ(iﬁ), )\z S IR, i=1,..,m,
i=1

(#)  max fi(x), Jin fi(z),
(iii) | f(z)], i z) = max{0, flz)}, f(z) == min {0, f(z)},

(1v) Hfz’(i")-

Il est intéressant de noter que les résultats ci-dessus peuvent étre prou-
vés par induction, i.e., pour chacune des fonctions définies ci-dessus, une
décomposition DC explicite peut étre construite. Par exemple, considé-
rons la fonction

f(z) = max {fi(z) = gi(z) — ha(2) [ i =1,...,m},

g; et h; étant des fonctions convexes, i = 1, ..., m. Puisque, pour chaque

g = L eny 1,
m m
fi=gi+> b —> ki,
j=1 j=1
J#i
nous obtenons la décomposition DC suivante de f :

i=1l,...,m

m m
f=g—h, g = max gi+Zhj : h=2hj. (4.2.2)
i
Un résultat principal concernant la reconnaissance des fonctions DC
est donné ci-dessous.

Proposition 4.2.2. Toute fonction localement DC est DC.
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4.3 Problémes de programmation DC

Cette proposition méne aux conséquences importantes suivantes.

Proposition 4.2.3.

(i) Toute fonction f : IR® — IR de classe C* est DC.

(i) Soit C un sous-ensemble convewe compact de IR". Alors toute
fonction continue sur C est la limite d’une suite de fonctions DG
qui converge uniformément sur C; i.e., pour toute fonclion continue
c: C — IR et pour tout € > 0, il eziste une fonction DC f: C — IR telle
que

le(z) — f(z)| <e Vzel.

(i) Soit f : IR® — IR une fonction DC et soit g : IR — IR une fonction
conveze. Alors la fonction composée

(g0 f)(z) = g(f(2))
est DC.

4.3 Problémes de programmation DC

Les problémes de programmation traitant de fonctions DC sont ap-
pelés problémes de programmation DC. Nous donnons dans cette section
une forme générale ainsi que certains cas particuliers des problémes de
programmation DC. La forme générale des problémes de programmation
DC considérés ici est donnée par

min {fo(z) | z € X, fi(z) €0,i=1,..,m}, (4.3.3)

ol les f; = g; — hi, 4 = 0,1,...,m, sont des fonctions DC et X est un
sous-ensemble convexe fermé de IR". Le probléme

min {¢(z) | z € X, ¥(z) <0}, (4.3.4)

oll ¢ est une fonction lingaire, X C IR™ est convexe fermé, et 1) est une
fonction concave, est souvent appelé un programme DC canonique. Tout
probléme de programmation DC de la forme (4.3.3) peut étre transforme
en une forme canonique (4.3.4) comme suit,
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4.4 Modéles de problémes de programmation DC

En utilisant une variable additionnelle x4, le probléme (4.3.3) est
rééerit comme

min {Zp41 | T € X, Tny1 € R, fo(z) — Tnp1 <0, filz) <0,i=1, ym}.

Ensuite, définissons une fonction DC f : IR"*! — IR par

f($,$n+1) = max {(fo(ﬂ?) - x‘n-l-l): fl(x)a ey fm(m)}:

et considérons f = g — h une décomposition DC déterminée comme en
(4.2.2). Finalement, en utilisant une autre variable additionnelle x,9, et
en posant

z = {g’.; Tn+1, m'n+2}' L= ]R'n+2’
Z = {Z c IR,n+2 | T e X: g($:$n+1) — Tn42 S 0})

P(z) = Tpya — Mz, Tnt1),
nous obtenons le programme DC canonique
min {c¢(z) = Tny1 | 2 € Z, P(2) < 0}.

Pour I’établissement des conditions d’optimalité et pour le développement
des méthodes de solution pour le probléme (4.3.4), la fonction linéaire ¢
peut &tre remplacée, dans de nombreux cas, par une fonction convexe.
Dans ce qui suit, nous appellerons le probléme (4.3.4) un programme DC
canonique généralisé, si la fonction ¢ est convexe.

4.4 Modéles de problémes de programmation
DC

La programmation DC posséde un large champ d’applications. Nous
allons ici discuter de problémes typiques qui peuvent étre modélisés comme
des problémes de programmation DC.

4.4.1 Probléme de programmation avec des contraintes
de complémentarité

Considérons le probléme de programmation
min {c(z) | z € C}, (4.4.5)
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4.4 Modéles de problémes de programmation DC

oit ¢ : IR® — IR est une fonction continue et ot C' est un sous-ensemble
convexe fermé de IR™, avec les contraintes additionnelles suivantes :
z >0, h(z) > 0, te Blz)) =0, (4.4.6)

olt h: IR® — IR™ est une fonction vecteur continue. Le probléme (4.4.6)
est habituellement appelé le probléme de complémentarité; comme il est
bien connu, les problémes (4.4.5) et (4.4.6) sont utilisés pour étudier de
nombreux problémes incluant les modéles d’équilibre économique ou en-
core les problémes de jeux théoriques & plusieurs niveaux.

Supposons que les composantes h; de h, 1 =1,...,7n, soient des fonc-
tions concaves, et définissons une fonction

¥(a) = Y minhi(z).

i=1
Alors il est évident que v est une fonction concave, et que le systeme
(4.4.6) est équivalent 3

Donc, en posant
X={zecR"|zeC, x>0, h(z) >0},

nous pouvons formuler le probléme (4.4.5) avec les contraintes addition-
nelles (4.4.6) de maniére équivalente sous la forme

min {¢(z) | z € X, ¥(z) <0},

lequel est un probléme de programmation DC ou un programme DC
canonique généralisé, lorsque c est DC ou convexe, respectivement.

4.4.2 Problémes d’emplacement de pont

Un pont de longueur minimale doit étre construit d’une part, entre
deux iles convexes M et D (probléme P1) et, d’autre part, entre une ile
convexe M et le bord d’un lac convexe L (probléme P2), respectivement.
Les modéles de programmation DC relatifs & ces problémes sont

(P1) min {d3,(z) | z € D}
et
(P2) min {d%(z) | z € R\ int L},
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4.4 Modgéles de problémes de programmation DC

respectivement, ot R est une région convexe autour du lac L. Remarquons
que d2, est une fonction DC, comme nous I'avions vu & la section 2 de ce
chapitre.

4.4.3 Probléme de placement

Un service d’aprés vente doit étre placé dans un ensemble convexe X
du plan IR? afin de servir k clients situés aux points c; € X, 7 = Liuegk.
Lorsque le service est, placé en z € X, son attraction au client j est décrite
par une fonction g;(d;(z)), ou dj(z) = ||z — ¢;|| est la distance de ¢; a
z. Chaque fonction g; est supposée convexe. Ainsi choisir I’emplacement
avec une attraction totale maximale revient & résoudre le probléme

k

max f(z) = Z;gj(dj(w))- (4.4.7)
J:

Dés lors, par la proposition 4.2.3 (i), la fonction objectif f dans (4.4.7)

est une fonction DC, puisque chaque fonction g;(d;(z)) est DC.

4.4.4 Optimisation sur des ensembles efficaces

Considérons le probléme de programmation linéaire  fonction ob jectif
multiple suivant :

maxcz, i=1,..,p (4.4.8)
zeX

oil X est un polytope (ensemble polyédrique borné) dans R™ et ¢ €
IR”\ 40}, t=1, ... 8.

Soit C une matrice de dimension p X n ayant les lignes c',...,c?. Un
point ¥ € X est appelé une solution efficace du probléme (4.4.8) s'il
n'existe pas de point z € X tel que Cx > Cy et Cx # Cy. En notant
E, l'ensemble de toutes les solutions efficaces du probléme (4.4.8), et en
prenant ¢ : IR" — IR une fonction convexe, nous considérons le probléme
d’optimisation suivant sous I'ensemble efficace E :

I . 4.4,
s <) )

I’optimisation sur un ensemble efficace est une des plus importantes et
des plus intéressantes approches dans I'optimisation a critére multiple.
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

Soit e = (1,...,1)T € IR et soit b: X — IR une fonction définie par
b(y) = max {eC(z —y) | Cx > Cy, z € X}. (4.4.10)
Alors il est évident que b est concave sur X satisfaisant
bly) 20, VyeX,

et y est une solution efficace si et seulement si b(y) = 0. Donc le probléme
(4.4.9) peut étre formulé comme

min {c(y) | b(y) <0, y € X}, (4.4.11)

qui est un probléme de programmation DC canonique généralisé.

4.5 Conditions d’optimalité et dualité

4.5.1 Définitions et notations

Nous rappelons dans cette section certaines définitions et notations
souvent utilisées en analyse convexe et en optimisation, et que nous uti-
liserons par aprés pour établir les conditions d’optimalité.

Epigraphe d’une fonction

Rappelons la définition d’épigraphe d’une fonction vue dans le premier
chapitre et définissons par la méme occasion I’épigraphe d’une fonction
sur un sous-ensemble de IR".

Définition 4.5.1. Soit f : IR — IRU {+oco} une fonction propre.
L’épigraphe de [ est l’ensemble non vide

epi f = {(z,7) € IR* x R|r > f(z)}.

Définition 4.5.2. Soit X un sous-ensemble de IR".
L’épigraphe de f sur X est Uensemble non vide

epi f|X = {(z,r) €e " x R|z € X, 7 > f(2)}. (4.5.12)
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

e-sous-différentiel d’une fonction

Rappelons & présent la définition de e-sous-différentiel de f en z que nous
avions déja vue au début du troisiéme chapitre.

Définition 4.5.3. Soit f € To(IR"), ¢ > 0 et x € dom f. Un vecleur
s € IR™ est appelé un e-sous-gradient de f en T si

Vyedomf fly)=> f(z)+(s,y—x)—e¢

L'ensemble des e-sous-gradients de f en x est noté O.f(x) et appelé le
e-sous-différentiel de f en .

Si e = 0, alors s et df(x) sont simplement appelés le sous-gradient
et le sous-différentiel de f en z, respectivement. Nous définissons alors le
e-sous-différentiel de f en z sur un sous-ensemble de IR".

Définition 4.5.4. Soit X un sous-ensemble de IR".
Le e-sous-différentiel de f en x sur X est défini par

X f(zx)={s€ R" | f(y) = f(@) + (s,y —x) —¢ VyeX}.
(4.5.13)

4.5.2 Conditions d’optimalité

Une classe importante des problémes d’optimisation DC est la sui-
vante :

w* = inf {g(z) — h(2)}, (4.5.14)

oil g et h sont deux fonctions convexes sur IR™, et X est un sous-ensemble
convexe fermé de IR™. La proposition suivante donne une condition d’op-
timalité pour le probléme (4.5.14).
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

Proposition 4.5.1. Supposons que le probleme (4.5.14) soit résoluble.
Alors un point z* € X est une solution optimale de (4.5.14) si et seule-
ment si il existe t* € IR tel que

0=inf{~h(z)+t|z€ X, t€ R, glz)—t < g(z*)—t"}. (4.5.15)

Preuve. En utilisant une variable additionnelle ¢, nous définissons le
probléme

w*=inf {g(z) -t |z € X, t € R,—h(z)+t < 0}. (4.5.16)

Il est évident que z* € X est une solution optimale de (4.5.14) si et

seulement si il existe t* € IR tel que (z*, ¢*) est une solution optimale de
(4.5.16). Soit

p=n+1 Z=XxIR, w(z)=g()—-t P(z)=-h(z)+t

Alors il est facile de voir que les hypothéses de la proposition 4.3 dans
5] sont remplies, donc que les problémes (4.5.16) et (4.5.15) sont réci-
proques. O

En utilisant la notation (4.5.12), nous obtenons la condition d’opti-
malité géométrique suivante pour le probléme (4.5.14).

Proposition 4.5.2. Un point z* € X est une solution optimale du pro-
bleme (4.5.14) si et seulement si

epi gl X C epih|X, (4.5.17)

ot g(z) = g(x) — (9(=") — h(z")).

Preuve. Nous montrons que la condition (4.5.17) est équivalente & la
condition (4.5.15). Comme nous l'avons vu dans la preuve de la proposi-
tion 4.5.1, les problémes (4.5.15) et (4.5.16) sont réciproques. Par consé-
quent, en prenant (z*,t*) une solution optimale du probléme (4.5.16),
nous avons h(z*) = t* dans (4.5.15). Dés lors, par (4.5.15), il suit que

h(z) =t <0,
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

pour chaque (z,t) € X x IR satisfaisant
g(z) —t = g(z) — (9(z") = ¢*) =t <0,

ce qui implique que la condition (4.5.17) tient. D'autre part, par (4.5.17),
il suit que

0<inf{-h(z)+t|ze X, t€R, g(z)—t < g(z*) — h(z")}.

Puisque le point (z*,t*), avec z* € X, t* = h(z*), est une solution ad-
missible du probléme ci-dessus, la condition (4.5.15) suit. O

Une autre forme de la condition (4.5.17) est la condition suivante, ot
nous utilisons la notation (4.5.13).

Proposition 4.5.3. Un point z* € X est une solution optimale du pro-
bleme (4.5.14) si et seulement st

OXhz*) € 8X g(z*) YezD. (4.5.18)

Preuve. Supposons que &* ne soit pas une solution optimale de (4.5.14).
Par la proposition 4.5.2, cela revient & dire que la condition (4.5.17)
ne tient pas, i.c., il existe Z € X tel que (z,g(Z)) ¢ epi h|X. Puisque
epi h| X est un ensemble convexe fermé, il existe un hyperplan non vertical
séparant le point (Z, g(z)) de epi h|X ; i.e., il existe s € R", v € IR tels
que

(s,z—z*)—v VzeX, (4.5.19)
g(z) — (g9(z") — h(z")) < (s, T —2") — 7. (4.5.20)

Soit € = v + h(z*). Alors par (4.5.19) et (4.5.20), nous avons

h(z)

9(z)

Vv

o

07
x) > h(z*) + (s,z —2") —e¢ VaeX,
)< g(z*) + (s,T — z*) — ¢,

ce qui implique que la condition (4.5.18) ne tient pas. [l
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

Remarque 4.5.1. 1. Pour le cas X = IR", la condition (4.5.18) donne
Och(z*) C Oeg(x™) Ve> 0. (4.5.21)

C'est un résultat bien connu en optimisation DC qui fut prouvé en pre-
mier par Hiriart-Urruty [3].

2. 5i g =0, alors le probleme (4.5.14) est habituellement appelé un pro-
bleme de programmation concave. En utilisant la fonction indicatrice de
C', ce probléme peut étre réécrit comme

it {Io(2) ~ h(@)}. (4.5.22)

4.5.3 Dualité en programmation DC

Considérons le probléme de programmation DC donné sous la forme
suivante :

inf {9(e) ~ h(z)}, (4.5.23)

TE

ot g : R® —» IR U {400} et h: IR" — IR U {+oo} sont deux fonctions
convexes. Notons que les problémes sous la forme

inf {g(z) — h(z)},

reX

ott X est un sous-ensemble convexe de IR", peuvent étre réécrits sous la
forme (4.5.23) en posant

g=g-+ Loy
ott Ix est la fonction indicatrice de X. Prenons g* et h* les fonctions
conjuguées de g et h respectivement, et posons

YV ={yeR"|h*(y) < +oo}. (4.5.24)
Le probléme de programmation

inf {h*(y) — ¢"(¥)} (4.5.25)
yey
est appelé le probleme dual de Fenchel-Rockafellar de (4.5.23). Avant
d’établir le rapport entre les problémes (4.5.23) et (4.5.25), nous donnons
certaines formules utiles pour calculer les valeurs des fonctions conju-
gueées.
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

Lemme 4.5.1.
(i) Soit T € IR" et § € Oh(Z). Alors

h*(y) = (§,7) — h(Z). (4.5.26)
(i) Soit g « IR* — IRU {+o0} une fonction arbitraire el h : IR* —

IRU {+o0} une fonction conveze. De plus, considérons f=g—h. Alors
la fonction conjuguée f* de f est donnée par

fr(z) = ap {g"(y + 2z) = " (¥)}, (4.5.27)

ot Y est défini en (4.5.24).

Preuve. (i) Puisque
h(z) > h(z) + (J,z — ) Yz eR"

o (5,2) — hiz) < (5,5) — h(z) Vo e R,

il suit que

F1(2) & sup {{za) - (9(z) — h(z))}

= s, {({y+2,3) — g(2)) = ({y,2) = h(z))} VyeR

> sup {{y+2z) —g(z)} — sup {(y,2) —h(z)} VycR’
ﬂ:ER" ﬂ:EIR;n

> sup {g*(y + 2) — h*(v)}-
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4.5 Conditions d’optimalité et dualité

Ensuite, supposons par ’absurde que

fH(z) > zg}g{g*(y +2) — h*(y)},

i.e., il existe Z € IR"™ tel que

(z,2) — (9(z) — 1(Z)) > sup {g"(y + 2) = K" ()} . (4.5.28)

yey

Soit alors § un sous-gradient de la fonction convexe finie i en Z. En vue
de (4.5.26), nous avons

ce qui contredit (4.5.28). O

En utilisant le lemme 4.5.1, nous obtenons les résultats suivants concer-
nant le rapport entre les problémes (4.5.23) et (4.5.25).

Théoréme 4.5.1.

(i) Si le probléeme (4.5.23) a wune solution optimale, alors on a
que

nf {g(=) - h(z)} = inf {h*(y) — " (W)} (4.5.29)

(ii) Le probléme dual de Fenchel-Rockafellar de (4.5.25) est le probléme
(4.5.23).

Preuve. (i) Par définition® de f*, nous avons

SRappel : f*(y) = sup,re { (¥ 2) — f(x)}

39



4.5 Conditions d’optimalité et dualité

ie.,

inff(z) = —f'(0)

Pax (4.5.27), il suit que
inf f(z)=—-7*(0

= —31615{9*(34) —h*(y)}
= Inf {#*(y) - 5" (W)}

(ii) Puisque les fonctions h et g sont convexes, la thése suit directement
du fait que h*™* = h et ¢g** = g. 0O

Puisque h* et ¢* sont des fonctions convexes, le probléme (4.5.25)
est exactement un probléme de programmation DC de type (4.5.23). De
plus, la propriété de symétrie apparait également dans le rapport entre
les solutions optimales de ces problémes dans le sens suivant.

Proposition 4.5.4.

(i) Si x* est une solution optimale du probléme (4.5.23), alors
chaque y* € Oh(z*) est une solution optimale du probléme (4.5.25).

(ii) Si y* est une solution optimale du probléme (4.5.25), alors
chaque z* € Ag*(y*) est une solution optimale du probléme (4.5.23).

Preuve. Nous allons montrer (i). L’assertion (i7) se démontre de maniére
analogue. Soit z* une solution optimale de (4.5.23), et soit y* € Oh(z*).
Alors il suit par (4.5.18) que y* € 8g(z*). Par (4.5.26) nous avons

h*(y") = (y*, ") — h(z")
et
g"(y") = (¥, =*) — g(z").
Par conséquent,
h*(y") — g"(y") = g(z") — h(z"),
ce qui implique par (4.5.29) que y* est une solution optimale du probléme
(4.5.25). O
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4.6 Algorithme DC pour les programmes DC généraux

4.6 Algorithme DC pour les programmes DC
généraux

Avant de donner un apercu plus détaillé de 1'algorithme DC qui per-
mettra de concevoir une nouvelle vision de celui-ci et qui pourrait en
partie expliquer son efficacité, nous allons rappeler le contexte de la pro-
grammation DC.

4.6.1 Rappels

Nous travaillons avec I’espace X = IR", celui-ci étant muni du produit
scalaire canonique (-,-) et de la norme Euclidienne correspondante |[-||.
Ainsi l'espace dual Y de X peut étre identifié & X lui-méme.

Pour deux fonctions g, h € I'g(X), un programme DC général est de
la forme

(Pu) = inf {f(z) = g(z) — h(z)}
Notons que le caractére fini de o implique simplement que
domg C domh et domh* C domg*. (4.6.30)

Un point z* est un minimum local de g — h si g(z*) — h(z*) est fini
(i.e., z* € dom g Ndom h) et il existe un voisinage U de «* tel que

g(z*) — h(z*) < g(x) — h(z) Vzel. (4.6.31)
Un point z* est un point critique de g — h si 9g(z*) N Oh(z*) # 0.

Nous avons obtenu le programme dual de (Py) :

(Dae) o= inf {F"(y) — ")}

Nous observons la symétrie parfaite entre les programmes DC primal et
dual : le dual de (Dy.) est exactement (Pyc).

Soit P et D les ensembles de solution des problémes (Pyc) et (Dae),
respectivement, et soit

P ={z* € X | 9h(z*) C 0g(a")}, Di={y" €Y | g*(y") C ON"(y")}.
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4.6.2 Algorithme DC

[’algorithme DC (DCA) consiste en la construction de deux suites
{x’"} et {yk } — candidates pour étre les solutions primales et duales,
respectivement — que nous améliorons & chaque itération? de telle fagon
que leurs valeurs d’adhérence correspondantes = et y satisfassent la
condition d’optimalité locale

Oh(z*®) C Bg(z™®) et dg*(y*™) C I (y™),

ie.,
(z%°,y™) € Pi x Dy

ou soient des points critiques de g — h et h* — g*, respectivement.

Ces suites sont engendrées comme suit : z°+! (resp. y*) est une solu-
tion du programme convexe (Fy) (resp. (Dy)) définis par

(P) { oy, = inf {g(q:) — [h(z*) + <a: — :ck,yk>]}

s.c. €KX,

(Dr) { lsn(f{h;(g)};— [g*(yF 1) + (2F,y — v}

(P) (resp. (D)) est obtenu par (Pg) (resp. (Dg)) en remplagant h
(resp. ¢*) par sa minorisation affine définic par y* € Oh(z*) (resp. z* €
dg*(y* ). L'algorithme DC donne ainsi le schéma suivant.

Algorithme DC

e Choisir z° € dom g arbitraire.

e Pour £k =0,1,... calculer:
y* € oh(z"),
2 € g (y").

tdonc les suites {g(z*) — h(z¥)} et {h*(y*) - g*(y*)} sont décroissantes
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Cet algorithme correspond en réalité a Palgorithme DC simplifié ou 2+
(resp. y*) est choisi de fagon arbitraire dans dg*(y*) (resp. Ah(z*)).

Dans la, forme compléte de 'algorithme DC, nous imposons le choix
naturel suivant :

2+ € argmin {g(z) — h(z) | v € 8g*(¥")} (4.6.32)

et
y* € argmin {h*(y) — 9" (W) |y € on(z)} . (4.6.33)

Les problémes (4.6.32) et (4.6.33) sont équivalents aux problémes de
maximisation convexe (4.6.34) et (4.6.35), respectivement :

zF+ € argmin {{z,y*) — h(z) |z € 8g*(y*")}, (4.6.34)

y* € argmin {(z*,y) — 9*(y) |y € Oh(z*)} . (4.6.35)

I’algorithme DC complet assure que (z°,y>) € P x Dy. Il peut &tre vu
comme une sorte d’approche de décomposition des problémes primal (Faz)
et dual (Dg.). D’un point de vue pratique, bien que les problemes (4.6.32)
et (4.6.33) sont, plus simples que les programmes (Fy) et (Dyge) (car nous
travaillons dans Oh(z**+') et 8g*(y*) avec des problémes de maximisa-
tion convexe), ils restent cependant des programmes non COnvexes et
sont donc toujours difficiles & résoudre. En pratique, excepte les cas ou
les problémes de maximisation convexe (4.6.34) et (4.6.35) sont faciles &
traiter, on utilise généralement 1'algorithme DC simplifié pour résoudre
les programmes DC.

L'algorithme DC a été introduit par Pham Dinh Tao [10] en 1986
comme une extension des algorithmes de sous-gradient pour la program-
mation DC. Cependant, ce domaine a réellement été développé ces der-
niéres années par les travaux de Le Thi Hoai An et Pham Dinh Tao pour
résoudre des problémes d’optimisation non convexes non différentiables.
Aujourd’hui, lalgorithme DC est un des rares algorithmes (dans lap-
proche de I'analyse convexe pour la programmation DC) qui permet de
résoudre des programmes DC de grande taille.

Pham Dinh Tao et Le Thi Hoai An ont prouvé que pour I'algorithme
DC simplifié nous avons que :
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1. Lessuites {g(z*) — h(z*)} et {h*(y*) — g*(¥*) } sont décroissantes,

2. Si la valeur optimale o du probléme (Fg) est finie et si les suites
{2} et {y*} sont bornées, alors toute valeur d’adhérence
(resp. y™) de la suite {z*} (resp. {¥*}) est un point critique de
g — h (resp. h* — g*).

3. L’algorithme DC converge linéairement pour les programmes DC
généraux.

Remarque 4.6.1. Le choiz de la décomposition DC' de la fonction objec-
tif dans un programme DC et le choix du point initial pour lalgorithme
DC sont des questions ouvertes qui sont encore étudiées. Bien sir, cela
dépend fortement de la forme trés spécifique du probléme que l'on CONnsi-
dére. En pratique, pour résoudre un programme DC donné, nous essayons
de choisir les fonctions g et h de telle fagon que les suites {m‘“} et {y’“}
peuvent étre facilement calculées, c’est-a-dire qu’elles sont soit sous une
forme ezplicite ou que leurs calculs sont peu cotteus.

44



Chapitre 5

Méthode de point proximal

5.1 Introduction

En général, la stratégie pour minimiser une fonction convexe non
différentiable est la suivante : nous construisons des directions de des-
cente & chaque itération grace a Pinformation collectée dans un voisi-
nage du point actuel et nous pouvons ainsi imiter la méthode de la plus
forte pente en optimisation différentiable pour obtenir I’itérée suivante.
Ici notre démarche est différente. Nous voulons construire une fonction
convexe différentiable approximant la fonction convexe g non nécessaire-
ment différentiable de telle fagon que les minima de g et de son approxi-
mation coincident. Puisque la fonction approximante, appelée régularisée
Moreau-Yosida de g, est convexe et différentiable, nous pouvons utiliser,
pour la minimiser, les méthodes classiques telles que la méthode du gra-
dient ou la méthode BFGS. Cependant ces méthodes sont souvent non
implémentables et pour les rendre implémentables, des approximations
comme dans les méthodes faisceaux doivent &tre utilisées.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au probléme d’optimisa-
tion général dans lequel nous tenterons de minimiser la fonction convexe

gic Fo(IR,n) :
min g(x)
{ gq mEIRM (51.1)

Dans le chapitre suivant, nous aborderons alors le probléme particulier
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5.2 Régularisée Moreau-Yosida

de programmation DC suivant

{ min  f(z) = g(z) — h(z) (5.1.2)

sc. z€IR",

et nous terminerons, dans le dernier chapitre, par la description d’une mé-
thode faisceau pour résoudre ce probléme de programmation DC (6.1.2).

5.2 Régularisée Moreau-Yosida

Définition 5.2.1. Soit g € T'o(IR™) et ¢ > 0. La fonction G : IR" — IR
définie par
1 2
G’$:min{gy+—yf$ }
©) = iy {o) + 5 I

est appelée la régularisée Moreau-Yosida de g.

Ici nous considérons une fonction g avec de possibles valeurs égales a
+00. Ceci nous permet d’examiner les problémes de la forme :

Ecneig h(z)

oil h: IR™ — IR est convexe et C' C IR”™ est un ensemble convexe ferme.

Ce probléme revient & minimiser g() sur R"oug=h+Ic.

Tout d’abord, nous prouvons que G est bien définie, i.e., que dom G =
R®.

Proposition 5.2.1. Pour chaque « € IR", le probléme

: 1 2

min, L)+ o Iy~ '}

yelR" { 2c

o une solution unique notée proze, (z). De plus, proxeg (z) est l'unique
point y € IR™ tel que (z —y) € 9g(y).

(¢
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5.2 Régularisée Moreau-Yosida

Preuve. Soit © € IR"™ et considérons la fonction
~ n . 1
§:R"* — R U {+oo} g(y)=g(y)+%lly—$llz-

Puisque § est strictement convexe, il existe au plus un minimum pour g.
D’un autre coté, puisque g € [o(IR"™), g est fermée et minorée par une
fonction affine. Donc

1
Is£03IreRtq. Yy §u) 2 {s,9)+r+ o lly—=l”.

D’ou § est fermée et coercive!, ce qui implique que g admet au moins un
minimum.

Soit proge, () cet unique minimum. En utilisant les conditions d’opti-
malité, ce minimum est caractérisé par

0€0(g+ oI = all* ) (proey ()

3 2 .
ou encore, puisque - || — z||” a IR™ pour domaine, par

0 € dg(prozey (x)) + %[p'roxcg (z) — z],

i.e.,
1
E[.’E — Proze, (z)] € 0g(proweg (%))
[l

Le vecteur proz., (z) est appelé le point proximal de z. 11 satisfait
la propriété suivante

1
VzeR* G(z) = g(proze (z)) + % lprozeq (z) — :c||2

En outre, si nous prenons sy(z) = L[z—prowe, (z)], alors s,(z) € dg(proze (z)).

Lorsque g = I la fonction indicatrice associée & S, un sous-ensemble
convexe fermé de IR", la régularisée Moreau-Yosida de g est

. 1 2 .1 2
] = I —_— —_— — = — T ,
G(z) rjgg{ s(y) + 5 lly — =l } min - [y — |

Dans ce cas, prote, (¢) est la projection orthogonale de x sur S (d’ou le
nom point proximal de ).

15 est coercive si §(y) — +oo quand |yl — +oo
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Interprétation géométrique

Considérons I’ensemble niveau S = {y | g(y) < g(proze, (z))}. Alors,
pour tout y € S, nous avons (puisque s,(z) € 9g(proze (x))) que

9(prozes () = 9(y) = g(prozey (z)) + (s9(x), y — prozeg (2))

- (Sg(x)ay_pTowcg (:1’3)) <0

ou encore, en utilisant 'expression de s4(x),

(x — proXey (T),y — Prodeg (z)) <0.

Puisque proTe (z) € S, cela signifie que prozeg (@)= Projyls).

Le théoréme suivant donne les propriétés de la régularisée Moreau-
Yosida G.

Théoréme 5.2.1. La réqularisée Moreau-Yosida G est finie partout,
conveze et différentiable. Son gradient est

VG(z) = sg(x) = %[m — prox., (z)] € Og(proze, (z)).

Sa conjuguée est G* : IR* — IR G*(s) = g*(s) + = lIs|?.
De plus, pour tout z et ' € IR",

IVG() - VOE)| < = (VG(z) - VG(),z — o)

el
1
IVG(2) = VG| < -~ llz — '] .

En d’autres termes, VG est Lipschitz continu sur IR" de constante (1/c).
L

Preuve. Nous montrons uniquement que G est différentiable et que
1
VG(z) = sq(z) = C[a: — proze, ()] € dg(proze, (2)).
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5.2 Régularisée Moreau-Yosida

Pour cela, il suffit de prouver que G'(z,d) = (1/c)[z — proze (z)]¥d pour
tout d € IR™. Soit d € IR", d # 0 et ¢t > 0. Alors

Gz +td) — G(z) _ g(proze (z)) + (1/2¢) ||proze (z) — z — td||2 — G(z)

< :

i t
_ 9(proze (x)) + (1/20) |lprove (=) — z|| + (/2¢) ||d]]* + (t/c) (x — proze (z),d) — G(x)
t

= (t/20) ||d||* + (1/c) (x — prozeg (z),d) .

Dot G'(z,d) < (1/c) (x — prozeg (x),d) pour tout d € IR". Puisque
G'(z,-) est convexe, nous avons

1 1 1 1
= (. =d + =(—d)) < =G Gz, —
0 G(m,2d+2( ))_QG(:c,d)-I—QG(sc, d)
et donc,
: / 1 1
G'(z,d) > —G'(z,—d) = = (x — prozey (z), —d) = p; (z — prozeg (), d).

Par conséquent, G'(z,d) = (1/c)[z — proz, (x)]"d pour tout d € IR".
Donc VG(z) = s,4(z) = (1/¢)[z — proze, ()] et par la proposition 5:.2:1;
VG(z) € 9g(prozeg (). O

Exemple 5.2.1. 1. g(z) = |z|. La régularisée Moreau-Yosida de g est

| (c/2)2? si x| < 1/e,
G(fc)—{ | — (1/20) si |z > 1/e.

Ezpliquons le détail qui nous permet d’obtenir G(z).
Considérons la fonction
~ ¢ 2
) =lyl+ 5y -2l

Tout d’abord, commencons par regarder st | ‘équivalence suivante est cor-
recte :

0 est un minimum de § <= |z| <

i
c
Par définition de g, nous avons

a§(0) = [-1,1] — cx.
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5.2 Régularisée Moreau-Yosida

15

05

F1G. 5.1 — Régularisée Moreau-Yosida de g(z) = |z|.

Ainsi

0 € 3§(0) < cz € [—1,1]

Dés lors 0 est un manimum de g et nous avons
” C .
Gla) = §(0) = £ |of” = (¢/2)a” si la] < (1/c).
D’autre part, nous devons montrer que

G(z) = |z| — (1/2¢) si |z| > (1/c).

? . . :
L= z—1 estun minimum de . Regardons st

OE{:’Q(JS—E).
c

1 1
r——>0 = g estdérivable en x — —
c c

#(o-3)=1eele-3-2)
= Fgle—-=)=l4el@g———)=
c c

o0

e >

0.



5.2 Régularisée Moreau-Yosida

Ainsi, lorsque x> (1/c),

N 1 1 ¢ | 2
G(x) :g(m—z> =z— - E(az—g—m)
11
=V %
B 1
= x —_ -2—6-.
o v < —L. De maniére analogue, nous pouvons montrer que = + 1 est un
minimum de § et que G(z) = —x — 5. Dés lors nous obtenons bien que

1
G(z) = |z| — B lorsque |z| > (1/c).
2. g = Ic la fonction indicatrice associée o C = [—1,1].
La régularisée Moreau-Yosida de g est

0 st z€[-1,1],
G(z) = ¢ (¢/2)(z—1)* si =>1,
(c/2)(z+1)* & z<1.

05
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FIG. 5.2 — Régularisée Moreau-Yosida de g(z) = Ico().

8. g: IR" — IRU{+o0} définie par

(a) = T s1 — 1<z <2,
g ] 400 sinon.
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5.2 Régularisée Moreau-Yosida

La régularisée Moreau-Yosida de g est

~14+(1/2)(1+2)? s z<c—1,
G(z) = z—(c/2) si c—l<z<c+2,
24 (1/2c)(2—z)? st z>c+2.

FIG. 5.3 — Régularisée Moreau-Yosida de g(z) =z si —1 <x <2

Dans tous ces exemples, nous pouvons observer que les minima de g
et de G sont les mémes. Ce résultat est vrai pour toute fonction convexe.
Ceci est prouvé dans le théoréme qui suit. Cependant, afin d’obtenir ce
résultat, nous avons besoin de prouver le lemme suivant.

Lemme 5.2.1. Pour tout © € IR",

G(z) + (c/2) I54(@)[I” = g(prowes (z)) + cllsy (@) < g(2).

Preuve. Puisque

Gl = uilrngs (4 % proze; (z) — |

52



5.2 Régularisée Moreau-Yosida

et puisque
1
s4(z) = E[$ — prozeg (z)],
nous avons

G(@) + S @)1 = 9(proves (2)) + 5 970wy (2) = 2l + 5 eI

c? c
= g(prote (€)) + 5 lIsg(2)II” + 3 [EXE
C C
— glproze, (@) + & Iso(@I” + 5 sg(@
= g(proze () + cllsg(2)|”-
D’un autre coté, puisque sq4(x) € Og(proxey(x)), nous avons

g(z) = g(proze(z)) + (84(z), 3 — Prote(z))
= g(prozey(z)) + NSQ(:C)HZ .

Donc la preuve est compléte. O

Théoréme 5.2.2.

(1) inf,_jpr G(z) = inf p 9(2) (égalité dans IR U {+o0}).

(2) Les relations suivanies sont équivalentes :

(1) © minimise g,

(ii) prozeg (z) = =,

(i) 5,(@) = 0,

(iv) x minimise G,

(1) 9(prove, (x)) = g(z),
(vi) G(z) = g().

Preuve. (1) Par le théoréme 5.2.1, nous avons G*(0) = g*(0), i.e.,

sup {(0,2) — G(a)} = sup {(0,2) — g(a)}-
.rEIRn mE]R,n
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5.3 Algorithme de point proximal

Mais ceci signifie que

(2) (4) = (44). Si z minimise g, alors y = minimise la fonction g(y) =
g(y) + (1/2¢) |ly — z||* et donc = prowe () car proze (z) est
I'unique minimum de § (voir proposition 5.2.1).

(1) & (343) car so(z) = (1/c)[z — proze (z)).
(iii) < (iv) car VG(z) = sy(2).

(iv) = (v) car (iv) = (i) = (ii) = (v).

(

v) = (44) = (iv). Par le lemme 5.2.1, nous avons

(v) = llsg(@)II” <0

et donc (#44) et alors (iv).

(v) = (vi). Puisque (v) = (444), il suit par le lemme 5.2.1 que
G(z) = g(proze, (z)) et donc, en utilisant (v) a nouveau, il suit que

G(z) = g9(2).

(vi) = (i). Par le lemme 5.2.1, nous avons

(vi) = [lsy(@)|I* < 0

et donc (#47) et alors (i¢). Dol

0 = 5,(z) € Og(proze (z)) = Og(z).

5.3 Algorithme de point proximal

Par le théoréme 5.2.2, minimiser g revient a trouver un pomt fixe
du prox-opérateur proa:cg( z). D’ou litération ¢**! = Proxeg (z¥) pour

trouver un minimum de g. Cet algorithme est connu sous le nom d’Algorithme
de Point Proximal.
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5.3 Algorithme de point proximal

Algorithme de Point Proximal

Pas 1 : Choisir un point de départ 2° € IR™ et ¢ > 0. Poser k = 0.

Pas 2 : Calculer ¥t = proz., (z¥) en résolvant le probléme
. 2
min, {g(v) + (1/208) [lv — =*| b
yelR

Pas 3 : Si ¢+ = ¥ : STOP, z%*! est un minimum de g.

Pas 4 : Choisir cpy1 > 0. Augmenter k de 1 et retourner au Pas 2.

Lorsque ¢, = 1/c pour tout k, le gradient VG(z*) est égal a clz" —
proze, (zF)]. Alors z*+! = proz,, (z*) devient

ght = gf — (1/c)VG(z).

Donc, dans ce cas, la méthode de point proximal est équivalente a la
méthode du gradient appliquée & G avec un pas constant 1/€.

Interprétation géométrique

Puisque
1
ot = arg S {g(y) t e Iy = mkuz} ’

yelR

nous obtenons, en utilisant les conditions d’optimalité, que
0 € dg(@**) + 7 ((1/200) |- — *||” ) &*+),

i.e.,

V( —(1/2¢) || — 33’“”2) (zF+1) € Bg(z* ).

Donc en zF! la pente de la tangente de —(1/2c) ||- — :c’“||2 coincide
avec la pente d’un certain sous-gradient de g. Ein conséquence, o+ est
J"unique point auquel le graphe de la fonction quadratique —(1/2¢y) || — g* H2
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5.4 Convergence de la méthode de point proximal

augmente ou diminue jusqu’a ce qu’il touche le graphe de g(y). Quand cy
est grand, le graphe de la fonction quadratique est obtus et la progression
vers le minimum de g est importante ; tandis que la méthode donne une
progression lente lorsque ¢ est petit.

5.4 Convergence de la méthode de point proxi-
mal

Soit {z*}, la suite engendrée par la méthode de point proximal. Par

définition de z*+! = argmin, {g(y) + (1/2¢) ||y — :1:’“”2}, nous avons

1
,Y.'c = E;(mk . $k+1) & ag($k+l).

Donc la prox-itération peut étre écrite

k+ k k:+1).

gt = 2F — ¢y avec v* € dg(z

Nous énoncons & présent le théoréme de convergence de la méthode de
point proximal. La preuve de la convergence sera donnée dans le chapitre
suivant dans le cadre particulier de la méthode de point proximal pour

les fonctions DC.

Théoréme 5.4.1. Soil {:z:’“}de la suite engendrée par algorithme de
point prozimal. 8% S 420 ¢k = 400, alors

(i) limg_oo 9(z*) = g* = inf__p~ g(),

(i) la suite {a*} converge vers un minimum de g (s’il y en a un).

e

Remarque 5.4.1. En particulier, st ¢, = 1/c pour tout k avec ¢ > 0,
la suite engendrée par lalgorithme de point prozimal converge vers un
minimum de g (s'il existe un mintmum,).
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Chapitre 6

Méthode de point proximal
pour la programmation DC

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons résoudre une classe spéciale de pro-
blémes d’optimisation non convexes :

min_ f(z), (6.1.1)

e

ol f : IR® — IRU{+0c0} est une fonction non convexe. Dans de nombreux
cas, par exemple en contréle optimal ou en design ingénierie, la fonction
non convexe f peut étre traitée comme une différence de deux fonctions
convexes

f(z) = g(z) — h(z) VzelR", (6.1.2)

ot g: IR" —» RU {+oo} et h:R® — IR U {+oo} sont propres, convexes
et s.c.i. Dans ce cas, nous avons vu que la fonction [ est appelée une
fonction DC.

[intérét d’etudier les fonctions DC est motivé par la possibilité d’uti-
liser deux fois la structure convexe d’une telle représentation lorsqu’on
traite des problémes non convexes. C’est méme particuliérement intéres-
sant lorsque I'une des deux fonctions convexes — ou les deux — est non
différentiable. Bien qu’il existe beaucoup d’articles consacrés a la théorie
des fonctions DC dans la littérature (voir par exemple, [1] [2] [4]), seule-
ment quelques uns proposent des algorithmes spécifiques et rapportent
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6.2 Algorithme de point proximal

des résultats numériques. Ici nous allons expliquer I'algorithme de point
proximal pour la programmation DC dans le détail.

On a vu dans le chapitre précédent que l'algorithme de point proxi-
mal est une méthode efficace pour résoudre des problémes d’optimisa-
tion convexes non différentiables. Sa remarquable particularité est qu'un
probléme d’optimisation convexe non différentiable peut étre transformé
en un probléme d’optimisation convexe continuement différentiable. En
conséquence, nous pouvons utiliser certaines méthodes d’optimisation dif-
férentiable pour le traiter. Ce chapitre a pour but d’é¢tudier I'utilité de
’algorithme de point proximal pour minimiser une fonction DC.

Soit donc f une fonction DC, i.e., f = g — h ol g et h sont deux
fonctions propres, convexes et s.c.i. sur IR" satisfaisant dom gNdom h # 0.
Nous considérons le probléme

min {g(z) — h(z)} (6.1.3)
a:G]:R,"
et son dual associé
min {1*(y) - g"(»)} - (6.1.4)
yelR

Nous savons déja que

mﬁ% {9(z) — h(z)} = ;?ﬁil“ {h*(v) — 9" @)},

TE

et qu'une condition nécessaire pour que z € dom [ soit un minimum local
de f est que
Oh(z) C dg(z). (6.1.5)

Comme en général cette condition nécessaire est difficile a atteindre, nous
nous concentrerons sur le fait de trouver des points critiques de f, & savoir
des points satisfaisant la condition moins exigeante

dg(z) N Oh(z) # 0. (6.1.6)

Nous dirons done que z* est un point critique de f 'l satisfait (6.1.6).

6.2 Algorithme de point proximal

Dans cette section, nous démontrons notre méthode en établissant
deux lemmes, en décrivant I'algorithme et en faisant plusieurs remarques.
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6.2 Algorithme de point proximal

La clé de cette méthode est que chaque itération sera décomposée en deux
pas distincts et chacun d’entre eux prendra en compte la convexité de la
fonction. Grosso modo, cette méthode consiste & augmenter la fonction h
le long de la direction d’un sous-gradient et ensuite & diminuer la fonction
g par un pas proximal. En effet, toute direction du sous-gradient d’une
fonction convexe est une direction ascendante de la fonction.

Lemme 6.2.1. Soit h € Ty et z € IR". Alors Vw € 0h(z) avec w #
0 et Ve > ¢ >0, nous avons

h(z + cyw) > h(z).

Preuve. (Pest une conséquence immeédiate de la définition du sous-gradient :
h(z + cyw) > h(z) + (w, quw) Vw € Oh(z),
0
>

i.e.,
h(z + cpw) > h(z) Vw € oh(z).

(i

Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour
que z soit un point critique de la fonction DC f. Il n’est pas difficile
de voir que tout point critique d’une fonction DC f peut &tre considéré
comme un point fixe d’un certain opérateur.

Lemme 6.2.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que T soit un
point critique de f est que

z = (I +c89) (z + cpw) 2 ProZeg (T o) (6.2.7)

pour tout ¢, > ¢ > 0 et w € dh(x).

Preuve. Soit z un point critique de f, i.e., tel que z satisfait dg(x) N

Oh(z) # . D’on
Jw # 0 t.q. w € dg(z) N Oh(zx).
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6.2 Algorithme de point proximal

Ainsi

w € 9g(z) = qw € xOg(x)
=z +cpw € T + c0g(x)
=z + cw € (I + ¢, 0g)(x).
Puisque e dg est un opérateur monotone maximal,
o (I + cxOg)~" est univoque,
on a

z + cpw € (I + cx0g)(z)
e z=0U+c09) Nz +aqw) VYo >c>0, Ywedh(z).

Et vice versa. O

Soit opérateur
P = (I +cx0g)"

Le lemme 6.2.2 implique que £ = Py(z + czw) si et seulement si x est
un point critique de f. Notons que Fj est une application proximale et
par conséquent on obtient immédiatement une iteration du type point
proximal :

pFt = Py(af + cw®), ot P = (I +cxdg) ™" (6.2.8)

Nous pouvons & présent énoncer I'algorithme de point proximal pour
la minimisation de fonctions DC.

Algorithme de Point Proximal pour les fonctions DC

Pas 1 : Choisir un point de départ z° et ¢g > ¢ > 0. Poser k = 0.
Pas 2 : Calculer w* € Oh(z*) et y* = z* + cpwk.

Pas 3 : Calculer z*+! = proz,,, (v*) = (I + cdg) " (y").
(Pas Proximal)

Pas 4 : 81 ¥ = ¥ : 3TOP,
Sinon augmenter k de 1 et retourner au Pas 2.
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6.3 Convergence de 'algorithme de point proximal

Remarque 6.2.1. 1. Dans le cas conveze (h = 0), cet algorithme est
Palgorithme de point prozimal classique.

2. Comme toute méthode de type prozimal, le comportement numérique
de la fonction dépend de la complewité relative du calcul du point prozimal.
Ici, le pas 8 signifie que nous devons résoudre

x 1 k 2
i for 5 b=}

qui peut étre résolu, par ezemple, par un algorithme de plan sécant ou
une méthode faisceau. Remarquons que cx est modifié 4 chagque itération.

6.3 Convergence de I’algorithme de point proxi-
mal
Dans cette section, nous établissons la convergence de lalgorithme de

point proximal. Nous commengons par montrer que ’algorithme de point
proximal est un algorithme de descente.

Théoréme 6.3.1. La suite {w’“} engendrée par lalgorithme de point
prozimal satisfait

o soit lalgorithme s’arréte en un point critique de f;

o soit [ décroit strictement, i.e., f(z*!) < f(z*).

Preuve. Si 2z = 2% alors par le lemme 6.2.2, z* est un point critique
de f. En effet, par algorithme de point proximal, on a :

2b = (I + ¢,89) 7 (2 + cpw®)
2k = (I + cx09) " (=* + cpw®)
ot + cpw® € (I + cx0g)(z*)

z* 4 cuw® € ¥ + e 8g(zF)

wk € ag(z"®).

1111
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6.3 Convergence de I'algorithme de point proximal

Or
w* € Oh(z") (par 'algorithme de point proximal),
d’ot
wk € g(z*) N oh(z")
implique que

dg(zF) N Oh(z*) # 0

et donc que =¥ est un point critique de f.

Supposons maintenant que z¥1 # z*. En utilisant la définition du sous-
gradient, nous pouvons réécrire I'itération (6.2.8) de la fagon suivante :

(6.2.8) b = (I 4 e,09) " (2% + cxw®)

z* + cpw® € ft + cp gzt

cgl(:l?k _ $k+l) + wk & 8g(a:k+1)

g(z*) > g(z**1) +{c; (=" — oFt1) 4wk, gk — ght1)
(6.5.9)

111t

D'un autre coté, puisque wk € dh(z*), nous avons
h(zF1) > h(z*) + (w*, 2*H —a*). (6.3.10)
En soustrayant (6.3.10) de (6.3.9), nous obtenons
F@*) = F@ ) + (et (@* — ) + wk, ¥ — gFH) 4 (wh, 2 - z*)
= f(z*) > f(@*) + {c; (" - gF ) gk — k) 4 (wk, gk — gF 1)
_ <,wk ok $k+1>
i f($k+1) = f(:z:") _ C}:l Hmk _ $k+1“2|
>0 >0 car abtlzzhk

Par conséquent, nous concluons que f(zF+) < f(z*). O

Dans le théoréme qui suit, nous utilisons le théoréme de convergence
de Zangwill [18] pour prouver la convergence de notre algorithme.

Théoréme 6.3.2. Supposons que les suites {:1:’“} et {y’“} engendrées
par Ualgorithme de point prozimal soient bornées. Alors toute sous-suite
convergente de {mk} converge vers un point critique de f.
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6.4 Quelques applications

Preuve. D’aprés Zangwill, la convergence globale d’'un algorithme dé-
pend de trois propriétés de la suite itérative : la descente, le caractére
fermé et le caractére borné. Nous regardons a présent en détail ces trois
propriétés. Soit S I’ensemble des points critiques de f.

1. f est une fonction de descente en dehors de S. En effet, le théoréme
6.3.1 garantit que f(z**!) < f(z*) pour tout z tel que ¥ # zF+l.
D’ow, par le lemme 6.2.2, z* ¢ S. Evidemment, si z* € 9, alors
f(z*) = f(z**).

2. L’application algorithmique est fermée. En fait, 'algorithme (le pas
proximal) peut &tre écrit comme z*+! € B o C(z*) avec B = (I +
ck9)~! et C = I + ¢, 0h. Notons que B est I'opérateur obtenu
A partir de dg, d’ou son graphe est fermé. En outre, puisque h
est une fonction propre, convexe, s.c.i., le graphe de C est aussi
fermé. Par conséquent, la suite {y*} avec y* € C(a*) étant bornée
par hypothése, posséde une sous-suite convergente {y’“f}, et alors
Iapplication B o C' est fermée (cf. le théoréme sur la composition
d’applications fermées multivoques dans Zangwill [18]).

3. La suite {iEk} est bornée par hypothése.

Par conséquent, en utilisant le théoréme de Zangwill, toute sous-suite
convergente de {:1:’“} converge vers un point critique de f dans S. O

6.4 Quelques applications

6.4.1 Application i la programmation concave

Nous considérons le probléme de maximisation d’une fonction h convexe
s.c.i. sur un ensemble convexe fermé C' de IR", i.e.,

max h(z).

Ce probléme a regu une grande attention durant les deux derniéres décen-
nies et peut &tre réécrit facilement comme un probléme de programmation
DC en introduisant une fonction indicatrice /¢ sur 'ensemble C :

i, {lo(c) - h(z)}

z€
I’algorithme de point proximal pour les fonctions DC prend la forme
suivante :

¥ = Projo (2F + cpw®), ot w® € Oh(z*).
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6.4 Quelques applications

Plus précisément z**! résoud I'inégalité variationnelle :

(6~ o) 4wk - Y 0 ue o

! = Projc (z* + cpw®) = proz;, (z¥ + cpw®)

= = (1+0Ic)7 (2" + cruw®)

= * 4wt — 2F*! € Blp(a")

= Io(u) > Io(z**) + (a* + ' — 2" u — M) Vuel
S—— T

=0
= (g (@* — ")+ b u ") <0 Vuel.

Considérons maintenant le cas ou la fonction h est différentiable. Dans
ce contexte 1’algorithme de point proximal se réduit a

z* ! = prox,, . (2% + ¢ Vh(z*))

et nous avons le résultat suivant :

Proposition 6.4.1. Si lalgorithme de point prozimal converge vers un
point £°° qui admet un voisinage, V(x*°), dans lequel la fonction f est
conveze et la fonction h est différentiable avec un gradient Lipschitzien, et

si nous supposons que la suite {c} est bornée, alors T°° est un minimum
local de f.

Preuve. Par le théoréme 7.2.2!', nous avons

;}E&CEI |z — o*+|| = o,
ie.,
E";l |2 — $k+1”1.\££/ -
—) borné
d’ott limyeo ||2* — *+1|| = 0 qui, avec le fait que VA est continuement

Lipschitzien sur V(z*°), donne, pour k suffissamment grand, que

lim [[VA(z*) = VA(**)|| =0.  (x)

Lef, chapitre 7
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6.4 Quelques applications

Nous avons aussi

¢ (=% — 2**1) 4+ Vh(z®) € dg(z*H),

qui peut étre réécrit comme?

¢ k=¥t £ VR(2*) - Vh(zF ) € ag(a*™)—Vh(zFt!) C 8(g—h)(z"t1),
i.e., en d’autres termes, Vz € V(z*)

f(@) > f(@*) + (¢t (z* — ") + VA(Y) — VAR, o — 2411 .
(6.4.11)
D’aprés ce que nous avons obtenu avant, nous avons

lim (¢ (z* — 2*t1) -|~l7h($k) - Vh(mk""ll) =§,

k—00 '\

Ve

—+ 0 quand k—oo — 0 quand k—o0 par (x)

et en prenant en compte le fait que f est s.c.i., ce qui assure que
lim inf f(a*) > f(z),
nous obtenons, en passant & la limite inférieure dans (6.4.11), que
Vz e V(™) f(z)> li&ior.}f f(z*Y) > f(z™),

d’olt *° est un minimum local de f. O

6.4.2 Application & la valeur propre maximale

Soit ) une matrice symétrique définie positive. Chaque valeur propre
de @ est un nombre réel positif satisfaisant la condition suivante :

dz € IR", = # 0, et un nombre réel positif A, tels que Qz = Azx.

Alors nous avons

2! T

(x,)\:r):(w,@w)@k=m@w,

et donc, la valeur propre maximale de @ peut étre atteinte en résolvant
le probléme

e @21

20n admet ici que 8g — Vh C (g — h)
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6.4 Quelques applications

En utilisant la méme raison et la méme stratégie que celles expliquées
dans l'application précédente, nous obtenons comment ’algorithme de
point proximal s’applique et

LR+ (I + cQ)a®
l (7 + cQ)z*||’

qui souligne que, dans ce cas, I'algorithme de point proximal se comporte
comme la méthode itérative pour déterminer la valeur propre maximale
de la matrice (), ol ¢ est un nombre positif petit qui convient.
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Chapitre 7

Méthode faisceau pour la
programmation DC

7.1 Meéthode de point proximal approximée

Trés souvent le probléme de trouver proz,, (y*), i.e., de résoudre
min {g(y)+—1— Hy—y’““z} (7.1.1)
yelR" 2¢y,

est aussi difficile que de résoudre le probléme initial. Ici nous présentons
une implémentation de ce pas basée sur ’hypothése qu’au point y¥, seules
la valeur g(y*) et le sous-gradient s(y*) € dg(y*) sont disponibles grace
a une procédure. Dans ce chapitre, nous supposons que la fonction g est
une fonction convexe & valeurs finies. La stratégie utilisée est la suivante :
4 chaque itération, la fonction g est remplacée par une fonction convexe
plus simple g, de telle fagon que les sous-problémes

i {000+ 5 - (712)

soient plus faciles & résoudre et que la convergence de la suite des minima
soit préservée. Par exemple, si la fonction g est une fonction convexe
linéaire par morceaux de la forme

Gr(y) = max {ag‘y -+ bj}

1<j<m
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7.1 Méthode de point proximal approximée

oill, pour tout j, a; € IR" et b; € IR, alors le sous-probléme (7.1.2) est
équivalent au probléme quadratique convexe

{ min v+ (1/2¢) ||y — v*||”
s.cC. a?y + bj =0

Il existe des méthodes trés efficaces pour résoudre un tel probléme. Main-
tenant prenons y**! la solution du sous-probléme (7.1.2). Si la décrois-
sance g(y*) — g(y*!) est suffisante, i.e., si

g(*) — g™+ = mlg(v*) — a(y**)), (7.1.3)

ot 0 < m < 1, alors zF*! est mis & y**1. Sinon, la fonction modéle gy

est "améliorée". La condition (7.1.3) est similaire & celle utilisée dans
les algorithmes de région de confiance. La décroissance réelle sur g, i.e.,
g(y*) — g(y**!) est comparée avec la décroissance prédite par le modéle,
a savoir g(y*) — gr(y**).

Dans une premiére sous-section, nous décrivons un algorithme géné-
ral dans lequel une approximation de g est utilisée & chaque itération
de lalgorithme de point proximal. Dans une seconde sous-section, nous
présentons une méthode pour construire les approximations de g.

7.1.1 Un algorithme général

Dans cette sous-section, nous considérons 1’algorithme suivant.
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7.1 Méthode de point proximal approximée

Algorithme Général

Soit {ci} N, une suite de nombres positifs.
Choisir un point de départ ¥ et poser k = 0.

Pas 1 : Calculer w* € 9h(z*) et y* = z* + cpwh.

Pas 2 : Choisir g, une approximation de g en y* et noter z**! 'unique
solution du probléme

. ~ 1 kN2
yrenﬁgbln{gk(y%r aec |l =¥l }

Pas 3 : Augmenter k de 1 et retourner au Pas 1.

Par optimalité de £, nous avons

1
fie 6§k($k+1) ki C_(:CkJrl __yk:)}
k

iie,
il
Ck

k

7= —(y" - ") € 9gi(a™).

Donc la pente prédite par le modéle §x, & savoir g(y*) — gu(z*!), est
toujours positive. En effet, puisque g > gx, et v* € 99k (z**1), nous avons

g(yk) B gk($k+1) = Qk('yk) _gk($k+1) > <'Ykayk _ $k+1> = ¢ ”,Yk“Z <0

si 'on suppose que zF+! £ yk,

7.1.2 Construction des approximations de g

Afin d’obtenir un algorithme implémentable, nous devons maintenant
regarder comment construire une approximation g de g en ¥* telle que le
sous-probléme (7.1.2) soit plus facile a résoudre que le probléme (7.1.1).
Nous savons déja que si g est une fonction convexe linéaire par morceaux,
alors le sous-probléme (7.1.2) est équivalent & un probléme quadratique
convexe et des méthodes numériques efficaces existent pour le résoudre.
Donc, si nous voulons obtenir une fonction convexe linéaire par morceaux
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7.1 Méthode de point proximal approximée

pour la fonction modéle gg, il est judicieux de la construire morceau par
morceau en générant les modéles successifs

gk i=1,2,..

jusqu’a ce que (si possible) gi soit une a,pprommatlon de g en y* pour
un certain i, > 1. Pour 4 = 1,2, ..., nous notons par y¥ 'unique solution
du probléme

(P min {g5@) + (1/200) ly = 4|}

et nous prenons gy = g et 2t = yu

Afin d’obtenir une approximation sz de g en y nous devons imposer
certaines conditions sur les modeéles successifs §f, i = 1,2, ... Cependant,
avant de les présenter, nous avons besoin de définir les fonctions affines
I, i=1,2, .. paf

) =o' + (v y —w) YyeR”
ot yf = -(y* — yf). Par optimalité de y¥, nous avons
vE € 8gF(yF). (7.1.4)
Il est alors facile d’observer que
FyF) = o8 (uf) et 1¥(y) < §¥(y) pour tout y € R™. (7.1.5)

Maintenant, nous supposons que les conditions suivantes sont satisfaites
par les modéles convexes gf :

(C1) ¥ < gsur R" pouri=1,2,...

(C2) gk, > g(wh) + (s(uf), - — y¥) sur R" pour i = 1,2, ...
(C3) gt > ¥ sur R" pour i =1,2,...,

ou s(y¥) dénote le sous-gradient de g disponible en y¥.

Plusieurs modéles remplissent ces conditions. Par exemple, pour le
premier modéle §¥, nous pouvons prendre la fonction linéaire

) = g + (s, y —¢*) VyeR™
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7.1 Méthode de point proximal approximée

Puisque s(y*) € dg(y*), la condition (C1) est satisfaite pour i = 1.
Pour les modéles suivants §¥, ¢ = 2, ..., il existe plusieurs possibilités. Un
premier exemple est de prendre pour¢=1,2,...

k() = max {if (1), g(u¥) + (s(f),y —yf)} VyeR™ (7.16)

Les conditions (C2), (C3) sont évidemment satisfaites et la condition
(C1) est également satisfaite parce que chaque morceau linéaire de ces
fonctions est en-dessous de g.
Un autre exemple consiste & prendre pour 2 = 1,2, ...

9in(v) = max {g(w)) + (s() y —;)} VyeR",  (7.17)
ol & = y*. Puisque s(y;-"') € agk(y;?) pour j = 0,...,% et puisque §F , >
gF > 1%, il est facile de voir que les conditions (C1)-(C3) sont satisfaites.
Soulignons que la fonction gy, définie en (7.1.7), est appelée la fonction
approximante de plan sécant classique de g. En comparant (7.1.6) et
(7.1.7), nous pouvons dire que I¥ joue le méme réle que les ¢ fonctions
linéaires gi(y¥) + (s(w¥),y —¢¥), 7 = 0,..,i = 1. Clest la raison pour
laquelle cette fonction [ est appelée fonction affine totale. A présent,
I'algorithme permettant de passer de z* a zf*1 i.e., de faire ce que I’on
appelle un pas sérieux, peut étre exprimé comme suit :

Algorithme de Pas Sérieux

Soit y* € IR™ et une tolérance e, > 0. Poser i = 1.

Pas 1 : Choisir ¥ une fonction convexe qui satisfait (C1)-(C3) et
résoudre (PF) pour obtenir yF.

Pas 2 : Si g(v¥) — 8(v¥) < ek, alors mettre o1 = ¢f, iy =i et STOP;
¥+ est un pas sérieux.

Pas 3 : Augmenter ¢ de 1 et retourner au Pas 1.

Précisons que §¥ satisfait (C1)-(C3) signifie que gf satisfait (C1) et,
sii> 2, gF satisfait (C2) et (C3) avec 7 + 1 remplacé par i.
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7.1 Méthode de point proximal approximée

Preuve. En utilisant les définitions de I¥, ¥ et ~%,

ie.,
~ i
RO ol R (7.18)
(W) = 3wl + (v v — of) (7.1.9)
7= Sk — ), (7.1.10)

Ck
nous avons
z’~(m+ oy = w1 2% ) + ||yz — P+ 5 ||y —

T1:B) w
( o )gk:( k)

i \Ys +EH% L] ” +—||y y%“
_ockfky o Lo g2 L _ —qF
= gi(yi)+2ck ||y Y H i <?Jz' 'y Y yz)
: 1
(nygc—;IIyﬁy'“||2+(1ff,y~yf)

057 1 4
=" I y) + Sor lly — *”

Nous démontrons a présent la proposition 7.1.1.

Preuve.

1. {l}(yf)} est convergente et y¥,; — y¥ — 0 quand i — +o0.

Pour tout ¢ > 1, nous avons

Q(yk) > Qfﬂ('yk) = g’fﬂ(yk) (car g > .‘}f+1)
> 9k (k) (définition de yfy,)
= fﬁﬂrl(yf;rl) (définition de f:"H)
> U (yky) (car par (C3) gk, > If)
= [B(yk) + 2C.L HJ; L yf”z (par le lemme avec y = y¥ ;).
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7.1 Méthode de point proximal approximée

De ces relations, nous déduisons que

e la suite {ff(yf)} est croissante (car If(yF) < ¥ (y¥)) et bornée
supérieurement par g(y*); elle est donc convergente.

5 = 2 et

o IF(yF) — U(yF) = (1/2¢) ||vki — F]|” = 0, ce qui implique
que yﬁ_l —y* — 0 car le membre gauche de Iinégalité précédente
tend vers 0.

2. La suite {y¥}, est bornée.

Soit y € IR". Alors, puisque g > I¥, il suit par le lemme que

L ok 2 Tk lemme 7% k,
9W) +5- v —o*|" = ) "= G (i) + ily eI

>U¥(y)

Puisque {Z"“( "‘)} est convergente, la suite {y — y¥} doit étre bor-

née et donc aussi la suite {y¥}.

3. Q(yf) = gf(yf’) — 0 quand ¢ — +o0.

Nous avons successivement

9(ufn) — 9(u) = ﬁz;l(ym) g(y) (car g > gfy,)
> (s(y¥),v5 1 —vF)  (condition (C2)).

Aussi, puisque ¢ est continuement Lipschitzienne sur des ensembles
bornés, nous obtenons

lo(wEy) — 9Wh)| < L ||y — vE| -
———

—0

Donc
g(yk) — g(wF) = 0 (car yf,, —yf —0). (7.1.11)

D’un autre coté, la suite {s(yf)}, est bornée parce que {y}}, est
bornée et le sous-différentiel est borné sur des ensembles bornés.
Donc, puisque y¥,; — y¥ — 0, nous avons

(i), yt — ui) — 0. (7.1.12)
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7.1 Méthode de point proximal approximée

D’ol nous avons

9(vty) = 9(wf) = G (wln) — o) = (s vln — i)

bl
-

o, 3 ~
— 0 par (7.1.11) — 0 par (7.1.12)

i.e.,
g;c—&—l(yﬁ—l) - Q(yzfc) —i 0 (7-1-13)
et

.(j'ik+1(y§+1) = Q'(yf+1) = gf+l(yf+1) = Q(Uf)j"g(yf) - Q(Ufﬂl — 0.

— 0 par (7.1.13) — 0 par (7.1.11)

4, y¥ — proz,, (¥*) quand i — +oo.

Puisque la suite {yf"}z est bornée, il suffit de prouver que chaque
valeur d’adhérence 7* de {yF} est égale & proz. (y¥), i.e., par la
caractérisation de proz.,, (y*) (voir proposition 5.2.1), que

ok — gt

oo
o€ dg(7").

Nous avons yf — ¢* pour i € K CIN (avec K infini).
Donc, pour tout ¢ € K et pour tout y € IR", il suit de la définition
du sous-différentiel que

1) (7.1.5) o ‘ i
gy) = 5w > B =kwh + (Fy -9y, (%)

Puisque g(y) — g(§*) (car yf — 7*) et §F(yF) — g(uf') — O (par le
premier résultat de cette proposition), nous avons que

95 (i) — a(7").
En outre,
T |

1
Yi :_(yk—yf) -

2 (b _ kY — &
o Ck(y §') =%

D’oil, en passant & la limite dans (%), nous obtenons

VyeR" g(y) > lim gf(yf) + lim (o9 — w7),
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

18,
Vy e R g(y) > g(@) + {7,y —7°),

L8,
k _ gk

5 € Ag(5*) ou encore 2 e dg(g").

ch

Théoréme 7.1.1. Si y* n’est pas un minimum de g, alors l’algorithme
de pas sérieus s’arréte aprés un nombre fini d'itérations iy avec gfh une
approzimation de g en y* et avec Pt = yfk.

Preuve. Supposons — dans le but d’obtenir une contradiction — que le
STOP ne se produit jamais dans 1'algorithme de pas sérieux. Alors

Viz1 g(wf) - i) > e (7.1.14)

Par la proposition 7.1.1, nous obtenons que y¥ — proze,q (v*) et §F(yf) —
g(y¥) — 0 quand i — 4o00. D’ot, en passant & la limite dans (7.1.14),
Nnous avons

9(pr0Tesy (1)) — 90T (4) 2

i.e., 0 > e, ce qui contredit 'hypothése que €, > 0. Donc I’algorithme de
pas sérieux s’arréte aprés un nombre fini d’itérations. O

7.2  Algorithme de point proximal approximé

A l'aide de la définition de sous-gradient & e prés, nous établissons,
dans cette section, une version approximée de I’algorithme de point proxi-
mal pour la minimisation d’une fonction DC et analysons sa propriéteé
de convergence. Notre analyse ressemble & celle proposée au chapitre
6 pour trouver un point critique d’une fonction DC, a la grande dif-
férence que nous traitons des e-sous-gradients. En effet, nous considé-
vons ici la version approximée obtenue en remplacant le sous-différentiel
exact par le sous-différentiel approximé. Puisque la foncion A (respecti-
vement ¢) est supposée convexe, propre et s.c.i., dh(z) = Oh(z) pour
tout z. De plus, il suit directement de la définition de sous-différentiel
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

que 0 < €1 < €9 = I, h(z) = I, h(z). Donc d.h(x) est une extension de
Oh(z). L'utilisation d’éléments dans d.h(z) au lieu de Oh(z) permet un
plus large degré de liberté qui est trés utile dans des applications diverses.
D’un autre coté, en posant € = 0, on retrouve le sous-différentiel exact;
ainsi la méthode exacte peut aussi étre traitée.

Nous donnons en premier lieu la définition d’e-point critique d’une
fonction DC f. Soit € > 0, le point = est un e-point critique de f s’il
satisfait

deg(z) N Oh(z) # 0. (7. 2.15)

Evidemment, lorsque € = 0, (7.2.15) se réduit a (6.1.6).

Lemme 7.2.1. Soit h € Ty et x € IR". Alors Vw € Och(z) avec w #
0 etVep >c>0, nous avons

h{z + cpw) > h(z) — €.

Preuve. 1l suit directement de la définition du e-sous-gradient que
h(z + cpw) > h(z) + (w, qew) —¢  Yw € dh(x),
0
>

i.e.,
h(z + cpw) > h(z) — e Yw € deh(z).

O

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suflisante pour
que z soit un e-point critique de f.

Lemme 7.2.2. Une condition nécessaire et suffisante pour que x soit un
e-point critique de f est que

z € (I +cxdeg)™ (x + crw) g prozt . (z + cpw) (7.2.16)

CLg

pour tout ¢, > ¢ > 0 et w € dch(z).
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

Preuve. Soit x un e-point critique de f, i.e., tel que z satisfait d.g(z) N
d:h(z) # 0. D'on

Jw # 0 t.q. w € Ocg(z) N Oh(x).
Ainsi

w € J.g9(z) <= crw € c0.9(x)
= T+ qw € T + cpleg(z)
=z + qw € (I + cx0.9)(z).

Par conséquent
z € (I + cr09) ™' (z + crw).

Et vice versa. O

Par le lemme ci-dessus, nous obtenons une itération du type e-point
proximal :

mk—H = Pk,e(xk . Ckwk): ol Pk,e = (I a3 Ckaeg)_l- (7‘2'17)

A présent, nous pouvons résumer ces idées dans le schéma suivant :

Algorithme de e-Point Proximal pour les fonctions DC

Pas 1 : Choisir un point de départ z° et ¢y > ¢ > 0. Poser k = 0.
Pas 2 : Calculer w* € 8, h(z*) et y* = z* + cw*.

Pas 3 : Calculer z¢t! = pro:cj’;g(yk) = (I + cx0c,.9) " (¥").
(Pas Proximal)

Pas 4 : Si z*¥t! = z* : STOP.
Sinon augmenter £ de 1 et retourner au Pas 2.

Le théoréme suivant indique que 'algorithme de point proximal ap-
proximé produit une descente & 2¢ prés de la fonction objectif & chaque
itération.
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

Théoréme 7.2.2. Supposons que f := g — h soit bornée inférieurement,
e, >c>0 VkeIN et supposons que Zzozo € < +o00.

Alors la suite {f(mk)}ge]N est convergente et la suite {z*} est asympto-
tiquement réguliére dans le sens suivant : limg_,o0 ¢, ||a* — 2¥1|| = 0.
De plus, si les suites {:r:’“} et {w’“} sont bornées, alors toutes valeurs
d’adhérence z=° et w™ des suites {3:’“} et {'w’“} sont des points critiques
des fonctions g — h et h* — g* respectivement.

Preuve. Par le Pas 3 de I'algorithme de point proximal a € prés pour les
fonctions DC, nous avons

et = proz®  (y*) = (I + cke,9) ' (z* + crw’)

= 2 +uw® € (I + cxd, g)(z")
= et +wk et + 0, g(a" )
e l(ab — o) 4wk € 8, g(at ),

ce qui implique que

g(z*) > g(z**) + (wk + ¢t (g — ), 2* — *H) — . (7.2.21)
Par ailleurs, puisque w* € 8., h(z*), nous avons

h(z**t) > h(z®) + (w*, " — &) — €. (7.2.22)
En soustrayant (7.2.22) de (7.2.21), nous obtenons
F(ak) > F@h) + (@t — o), o — o) — 2,

= fE < fie*) - Gt -T2 (7.2.23)

Ve

>0 car x>0 et ”mk*a:""HHQZO
qui 4 son tour implique que
F(@*Y) < f2*) + 2¢p. (7.2.24)
Par conséquent nous avons
Fa*) < f(a*) + 26
< Fa*1) o 2¢50 + 26
< F(*7?) + 265 + 2651 + 2
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

ie.,
k—1

F@*) < F@®) +2 3«
i=0
qui, en considérant ’hypothése que la série ) po, € < +oo implique que
lasuite { f(z*)} est bornée supérieurement. D’autre part, f est bornée in-
férieurement par hypothése, d’ot la suite {f(:ck)} est bornée et a donc au
moins une valeur d’adhérence (par le théoréme de Bolzano-Weierstrass').
En fait, toute la suite converge. En effet, supposons que { f (3:’“)} admette
deux valeurs d’adhérence f* et f5° telles que f° < f5° et considérons
{f(z)} et {f(z"?)} deux sous-suites convergeant vers fi° et fs° res-
pectivement. Posons
N

4

Alors il existe deux entiers i, s tels que

= 0.

fP—E<flz") < fi°+€ Y >
et

f2oo_€< f(fL‘Uz) < f200+€ Vg > by,
De plus, puisque Y o €x < +00,

+o0
I eNtq > e <E

k=03

A présent choisissons un entier 7 tel que # > max {i, g, U3 }. Alors, en
vertu de (7.2.24), nous pouvons écrire

Ul—l

Fa) < f@) 42 6 V>

1=

Or e f(z™)< f®+€carv > >y et onaque f(z¥) < f°+ ¢

Y > 171,
(o]
v1—1
Zq<eca1 Zek<eetul > .
i=in k=i

IThéoréme de Bolzano-Weierstrass : Toute suite bornée admet au moins une valeur
d’adhérence.
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7.2 Algorithme de point proximal approximé

D’on
v1—1

Fa) < fE™+2 Y«
< fi°+3€ -
= fo e U - )
T
zfzoo_f;?";ff"’
= f°—¢€ Vin > .

Nous avons dés lors

et
f@) < f3?—€ VY >1,
ce qui est impossible ! Nous obtenons une contradiction, et par conséquent

{f(z*)} admet au plus une valeur d’adhérence; elle est donc convergente.

En outre, nous déduisons de (7.2.23) que
o ; 1112
lim c,_:1 H:B" — CE'I"+1H =0,
k—oo0
qui & son tour, puisque ¢; > ¢ > 0, implique que

klf& ¢t ||:z:"c — i{:k“H = 0.

A présent, considérons deux sous-suites® {z} et {w* } de {a*} et
{wk} convergeant respectivement vers z*° et w*. En passant a la limite
dans les relations suivantes

c;ul(a:’“” — ghv+1) 4 wh e Bckug(:z:k“H)

et
wh € Bekuh(:ck”),

2Nous utiliserons la méme notation pour les indices méme si nous avons besoin
d’extraire d'autres sous-suites.
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7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

et en prenant en compte le fait que les applications multivoques dpyg(-)
et diyh(-) sont fermées sur IRy x IR"™, nous obtenons

ky ky kv ku
W € 0q,9(@ ) et W €0y MZ),
4 ! 4 1

woe x> wee 20
ie.,
w™ € dg(z*°) et w*™ € Ih(z™).

D’oti nous déduisons que dg(z*) N Oh(z™) # 0, i.e., en d’autres termes,

que z* est un point critique de g — h.

D’autre part, par dualité, nous obtenons par la proposition 2.3.5 que
™ € dg*(w™®) et 1z € Ih*(w™),

d’ot nous déduisons que w™ est un point critique de h* — g*. O

7.3 Une méthode proximale faisceau pour les
fonctions DC

En insérant I'algorithme de pas sérieux dans le Pas 2 de I'algorithme
général, nous obtenons l'algorithme suivant.
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7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

Algorithme Faisceau I pour les fonctions DC

Pas 1 : Choisir un point de départ z°, ¢y > ¢ > 0 et une tolérance
€ > 0. Poser k= 0.

Pas 2 : Calculer w* € Oh(z*) et y* = zF + cpwh.

Pas 3 : Choisir §, une approximation de g en y* telle que

°® x<g
o g(zFh) — gu(z*t!) < &
ou
" = arg min {ﬁk(y) + €L ||U - 'yk”2} '
yERn 20;(:

Pas 4 : Mettre i, := k.
Augmenter k£ de 1 et retourner au Pas 2.

Cet algorithme (algorithme faisceau I) a été introduit afin d’obtenir
un algorithme implémentable. En effet, le pas proximal (Pas 3) de l'al-
gorithme de point proximal approximé pour les fonctions DC n’est pas
implémentable tandis que le Pas 3 de ce nouvel algorithme bien. Nous
allons dés lors montrer que le Pas 3 de 'algorithme faisceau I implique le
Pas 3 de l'algorithme de point proximal approximé et donc que ces deux
algorithmes sont équivalents. En effet :
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7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

— Algorithme faisceau I

k+1 ; p R YTL,
T ﬁargyréllﬁln {Qk(y)+ 2 v — ] }

1

= 0€ (=) + = (2" — oF)
Ck
ko k+l
— yc—w € gy (z*?)
k

!

no oA a0kl e k41
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De plus, pour prouver la convergence de cet algorithme, nous avons
imposé que la fonction approximante §i soit choisie ou construite telle
que la propriété suivante ait lieu :

9@ — (™) < @, (7.3.25)

oil €, > 0 est un paramétre de tolérance qui sera défini soit a priori soit
implicitement pour prendre en compte le comportement des itérées. Un
inconvénient de cette fagon de procéder est que le parameétre €, doit étre
choisi avant de calculer z**! et, par conséquent, €, n’a pas de rapport
avec le comportement de l'algorithme. Ainsi il serait intéressant de mettre
a jour €, en suivant justement le comportement de ’algorithme. Puisque
le critére d’arrét usuel pour notre probléme est

H:Ek+l . :L,A.“ Z &
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7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

ol € est une certaine tolérance positive, une stratégie serait d’unir I'ap-
proximation de g & la distance ||z¥*! —z¥||, et plus précisément, d’ac-
cepter une fonction approximante g, lorsque

g(a®*) — gu(z™) < e = ;(i [+ — mkHZ’ (7.3.26)
K

ounl<a<letcg >0.

Si la condition (7.3.26) doit étre satisfaite, alors I'algorithme faisceau
prend la forme suivante.

Algorithme Faisceau II pour les fonctions DC

Pas 1 : Choisir un point de départ z° ¢y > ¢ > 0 et une tolérance
a € (0,1). Poser k = 0.

Pas 2 : Calculer w* € Oh(z*) et y* = z* + k.

Pas 3 : Choisir §, une approximation de g en %* telle que

e gr<g

” : 2
@ g(mk"H) _ gk(:EkH) < (a/ck) H:E"‘H _ ,Ck”
ou
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Pas 4 : Mettre iy := k.
Augmenter £ de 1 et retourner au Pas 2.

Nous obtenons les résultats de convergence suivants.
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7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

Théoréme 7.3.1. Supposons que f := g — h soit bornée inférieurement
et quecy 2 ¢c>0 VkelN

Alors la suite {f(:c’“)}kew est convergente et la suite {z*} est asympto-
tiquement réqulicre dans le sens suivant : limy_oo ¢ ||2* — :ck“H = 0.
De plus, si les suites {:c } et {w } sont bornées, alors toutes valeurs
d’adhérence = et w™ des suites {z*} et {w*} sont des points critiques
des fonctions g — h et h* — g* respectivement.

Preuve. Par le Pas 3 de 'algorithme de point proximal & € prés pour les
fonctions DC, nous avons, en posant €, = (a/cy) ||*+! — :ck|i2,

Lo pwx%g () = (I + cx0e, 9) "' (2" + crw®)

> zF + gt € (I + kb, 9)(zF)
= ¢ lr"+w ettt + 8, 9(a" )
- ckl( k_ k+l)_|_,w Gaekg(iﬂkH),

ce qui implique que

g(mk) > g($k+1) n <,wk —I—c,;“l(:c’“ _ $k+1)’$k . $k+1> _ CE ||$k+1 . $k||2
k

(7.3.27)
Par ailleurs, puisque w* € 9h(z*), nous avons

h(zk*1) > h(z*) + (w*, ot — 2*). (7.3.28)
En soustrayant (7.3.28) de (7.3.27), nous obtenons
F@) 2 f@) + (' (@ = 2, 2F — ) — = [l - ot
i EFCOR i Il et

i
—  fla") < flah) + %k— |25+ — 2| (7.3.29)

qui & son tour, puisque “—;} < 0 (car 0 < & < 1), implique que

F*h) < f(z¥) (7.3.30)
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et par conséquent nous avons

FEH) < (o)
< S+
< ()

- f(a*) < f(20).

Ainsi la suite { f(:t:k)} est bornée supérieurement. D’autre part, f est
bornée inférieurement par hypothése, d’ott la suite { f (z*)} est bornée et
a donc au moins une valeur d’adhérence. En fait, toute la suite converge.
En effet, {f(z*)} est décroissante car f(z**!) — f(2*) < 0 (par (7.3.30))
et {f(2*)} est bornée. Elle est donc convergente.

En outre, nous déduisons de (7.3.29) que

Jim i* o* =0,

qui & son tour, puisque ¢, > ¢ > 0, implique que
lim ¢; ! ||z* — 2%+ = 0.
lim ¢ - 24|
A présent, considérons deux sous-suites {z} et {w*} de {z*} et

{wk} convergeant respectivement vers £°° et w™. En passant a la limite
dans les relations suivantes

C;j (:Ukr/ _ ‘,L-kv+l) + ,U}ku c aekyg(mku‘*'l)

et
wh € Qh(z™),

et en prenant en compte le fait que les applications multivoques 9y9(+)
et Oh(:) sont fermées sur IRy x IR", nous obtenons

Ky kv+1 ku ky
wh € 8, g(g™t) et w™ € 0h(z™),
13"“ ml‘x’ 13”0 wl°°

88



7.3 Une méthode proximale faisceau pour les fonctions DC

i.e.,
w™ € 9g(z™) et w™ € Oh(z™).

D’ott nous déduisons que Ag(z*>) N Oh(z>) # 0, i.e., en d’autres termes,
que z°° est un point critique de g — h.
D’autre part, par dualité, nous obtenons par la proposition 2.3.5 que

> € dg*(w™) et ™ € Oh*(w™),

d’olt nous déduisons que w™ est un point critique de A* — g*. O
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a une famille d’algo-
rithmes pour résoudre des problémes de programmation DC définis sur
Pespace réel a n dimensions.

Aprés avoir rappelé quelques propriétés importantes d’analyse convexe
dans les premiers chapitres de ce mémoire, il était important, dans un
premier temps, de bien définir le cadre de la programmation DC. Une
bonne compréhension de ce que sont précisément les fonctions DC, les
problémes de programmation DC et 'algorithme DC était nécessaire pour
contribuer a ’élaboration de ’objectif principal de ce mémoire.

Il s’agissait en fait de décrire une méthode faisceau permettant la mi-
nimisation d'une fonction DC, forme sous laquelle beaucoup de problémes
du monde réel peuvent s’écrire. Nous sommes arrivés a un algorithme
proximal faisceau pour les fonctions DC en deux temps : tout d’abord
en augmentant la fonction h le long de la direction d’'un sous-gradient et
ensuite en diminuant la fonction g grace a un pas proximal. Malheureuse-
ment, nous ne sommes pas parvenus a rendre cet algorithme totalement
implémentable car nous n’avons pas réussi & spécifier un critére d’arrét
cohérent avec ce type de fonctions. Il faudrait pour cela que la solution de
chacun des sous-problémes que nous considérons puisse étre un e-point
critique de f; cette problématique reste donc une question ouverte !

La démarche de ce travail était avant tout théorique. Cependant, une
méthode numérique ne peut présenter d’intéréts que si elle est efficace en
pratique. Il serait donc intéressant de tester sur divers exemples de fonc-
tions DC l'algorithme faisceau pour la programmation DC. Ceci pourrait
faire I'objet d’un travail futur.
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