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Méthodes primales et duales de type Dinkelbach en
programmation fractionnelle généralisée

Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons plusieurs méthodes implémentables pour résoudre
des problémes de programmation fractionnelle généralisée. Nous développons les mé-
thodes de type Dinkelbach traditionnelles ainsi que les méthodes de type Dinkelbach
ot un terme de régularisation proximale est ajouté pour éviter les difficultés numeé-
riques qui peuvent survenir. Ensuite, dans le cas de la programmation fractionnelle
convexe, nous développons une méthode qui peut étre considérée comime Valgorithme

"dual" de Palgorithme de type Dinkelbach.

Dinkelbach Primal and Dual Methods in Generalized
Fractional Programming

Abstract

In this thesis, we present several implementable methods for solving generalized frac-
tional programming problems. We develop the traditional Dinkelbach-type methods
as well as the Dinkelbach-type methods in which a prox-regularization term is ad-
ded in order to prevent the numerical difficulties from arising. Subsequently, in the
framework of convex fractional programming, we develop a method that can be seen

as the "dual" algorithm to the Dinkelbach-type one.
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Introduction

Dans ce mémoire, nous nous intéressons & une famille d’algorithmes permettant de
résoudre les problémes de programmation fractionnelle généralisée du type suivant :

(P) 6= (max -fi(”’))

125 0i@)

oit § C IR™ est un ensemble non vide, les fonctions f; sont continues sur S et les

fonctions ¢; sont continues et positives sur 5.

Le cas ot p = 1 correspond & la programmation fractionnelle traditionnelle et a
eté énormément développé dans les années 1970. La programmation fractionnelle

généralisée (p > 1) a, quant a elle, été développée un peu plus tard.

Nous commencons par développer un algorithme qui n’est autre qu’une généra-
lisation de Palgorithme de Dinkelbach. Cet algorithme nécessite la résolution de
I’équation suivante

7(0) =0

o F(6) est la valeur optimale du probléme paramétrique suivant

(Fy) F(0) = inf (max [fi(z) — qu(m)]) .

€S \ 1<i<p

Lorsque les fonctions f; sont convexes ct les fonctions g; concaves, nous ajoutons,
3 la fonction objectif du probléme (P), un terme de régularisation proximale qui
permet de supprimer les difficultés numériques survenant lorsque la solution du pro-
bléme n’est pas unique. Néanmoins, les sous-problémes restent difficiles a résoudre
puisqu’ils sont non différentiables. Une stratégie possible est d’utiliser la strate-

gie faisceaux pour construire une approximation convexe linéaire par morceaux de



la fonction objectif non différentiable des sous-problémes. Nous introduisons égale-
ment, pour la programmation fractionnelle généralisée, un probléme dual sans saut
de dualité. Dans le cas linéaire, ce probléme a la méme forme que le probléme primal
et par conséquent, les algorithmes que nous avons développés sont également appli-
cables au probléme dual. Dans le cas non linéaire, ce probléme dual peut étre résolu
en utilisant également une approche paramétrique. L’algorithme développé peut étre
considéré, en quelque sorte, comme le "dual" de l'algorithme de type Dinkelbach que
nous avons développé auparavant. Comme dans le cas linéaire, il est également pos-
sible, sous certaines conditions supplémentaires, de retrouver la solution optimale

du probléme primal.

Ce mémoire est composée de sept chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
définitions et aux propriétés des fonctions convexes et quasiconvexes. Le second est
dédié a la description des méthodes de point proximal approché. La programmation
fractionnelle généralisée est développée dans le chapitre trois et plus particuliérement
dans les cas compact et linéaire dans les chapitres quatre et cing respectivement.
Le chapitre six présente les méthodes de Dinkelbach de régularisation proximale et,
enfin, nous terminons par la dualité en programmation fractionnelle convexe dans le

chapitre huit.

Ce mémoire est basé sur les articles de Crouzeix, Ferland et Schaible, An Algorithm
for Generalized Fractional Programs, [1], et A note on an Algorithm for Generalized
Fractional Programs, [2] mais également sur Particle de Strodiot, Crouzeix, Ferland
et Nguyen, An inexact Prozimal Point Method for Solving Generalized Fractional
Programs, [3], ainsi que sur base de I'article de Barros, Frenk, Schaible et Zhang, A

New Algorithm for Generalized Fractional Programs, [4].



Chapitre 1
Convexité et quasiconvexité

Ce chapitre est consacré & la description des fonctions quasiconvexes, quasiconcaves,
strictement quasiconvexes et strictement quasiconcaves. Commengons par définir la

notion d’ensemble convexe.

Définition 1.0.1. Soit X C IR™. L’ensemble X est convexe si

Vo,y € X, Vt € [0,1], ta+ {1 -t)y e X.

De maniére équivalente, en définissant le segment de droite [z, y] comme étant en-
semble {(1 — t)x +ty | 0 < ¢ < 1}, un ensemble X C IR™ est convewxe si le segment

de droite joignant toute paire de points de X est dans X.



CHAPITRE 1. CONVEXITE ET QUASICONVEXITE

1.1 Fonctions quasiconvexes et fonctions quasicon-

caves

1.1.1 Fonctions quasiconvexes

Définition 1.1.1. Soient X C IR" un ensemble convexe et f une fonction définie

sur X. La fonction [ est quasiconvexe sur X si

Vo, a2 € X,Vt € [0,1], f(z2) < fla1) = [((1 = )21+ tag) < [(an).

Ezemple 1.1.1.

Y
! /
Flgi) [|oonsmmms- |
f(A =tz +txs) \~7 7~ | 1
f(z2) i | !

(1 = t)(lfl + t.’Tig

F1G. 1.1 — Tllustration d’une fonction quasiconvexe

1.1.2 Fonctions quasiconcaves

Définition 1.1.2. Soient X C IR™ un ensemble convexe et [ une fonction définie

sur X. La fonction f est quasiconcave sur X si

Va1, 29 € X,Vt € [0,1], f(21) < f(z2) = [(z1) < f((1 — )y + La).
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Ezemple 1.1.2.
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F1G. 1.2 — Illustration d'une fonction quasiconcave

1.1.3 Propriétés
Enoncons, 4 présent, trois propriétés [6] :

1. Soient @ un ensemble ouvert de IR™ et X un sous-ensemble convexe de O.
La fonction f : @ — IR est quasiconcave sur 'ensemble X si — f est quasicon-
vexe sur X.

2. Soit f une fonction définie sur un ensemble convexe X C IR™, soit L(a) = {z €
X | f(x) £ a} 'ensemble niveau inférieur et soit U(a) = {zx € X | f(z) > a}
I’ensemble niveau supérieur.

Alors,
f quasiconvexe sur X < L(a) convexe Vo € IR,
f quasiconcave sur X < U(a) convexe Va € IR.

3. Un rapport de fonctions non linéaires i est quasiconvexe sur un ensemble

convexe S si
 est convexe sur S, ¥ > 0 sur S
et

[ linéaire sur IR"] ou [¢) concave sur S, ¢ > 0 sur S].



CHAPITRE 1. CONVEXITE ET QUASICONVEXITE

1.2 Fonctions strictement quasiconvexes et fonctions

strictement quasiconcaves

1.2.1 Fonctions strictement quasiconvexes

Définition 1.2.1. Soient X C IR" un ensemble convexe et f une fonction définie

sur X. La fonction f est strictement quasiconvexe sur X si

V:E];;L‘z S X,Vt = (0, 1), f(:l)g) < f(’??l) = f((l = t):.‘]l + t;?]g) < f(’El)

Ezemple 1.2.1.

I
fl@) j--------- .f
0 — Peptidey) B----—= |
S (z2) : 5 E

T

(1 —t)ay + tag

F1G. 1.3 — Illustration d’une fonction strictement quasiconvexe

1.2.2 Fonctions strictement quasiconcaves

Définition 1.2.2. Soient X C IR™ un ensemble convexe et f une fonction définie

sur X. La fonction [ est strictement quasiconcave sur X si

Vo, 9 € X,V € (0,1), f(z1) < f(22) = f(z1) < f((1 — )z1 + tas).




CHAPITRE 1. CONVEXITE ET QUASICONVEXITE

Fremple 1.2.2.

Yi

f(z2)
f((l = t)l'l =+ t(ﬂz)

f(x1)

To €T

(1 = t).’l)l + i'f;ll'g

Fia. 1.4 — Ilustration d’une fonction strictement quasiconcave

1.2.3 Propriétés

Enongons, & présent, quatre propriétés [6] :

1 1. Scient @ un ensemble ouvert de IR” et X un sous-ensemble convexe de ©.

La fonction f: O — IR est strictement quasiconcave sur 'ensemble X si —f
1 est strictement quasiconvexe sur X.

2. Soit f une fonction semi-continue inférieurement (supérieurement) définie sur
un ensemble convexe X C IR™ Si [ est strictement quasiconvexe (strictement
quasiconcave) sur X, alors [ est quasiconvexe (quasiconcave) sur X, mais pas
réciproquement.

3. Soit f une fonction définie sur un convexe X C IR™ et soit # € X un minimum
(maximum) local. Si f est strictement quasiconvexe (strictement quasiconcave)
en , alors f(Z) est un minimum (maximum) global de f sur X.

Par conséquent, une fonction strictement quasiconvexe n’est pas toujours qua-
siconvexe. Par exemple, considérons la fonction f : IR — IR définie par :
1 siz=0

fz) =

0 sinon

Cette fonction est strictement quasiconvexe sur IR mais n’est pas quasiconvexe

sur IR. En effet, en prenant vy = —1, 39 = 1 et A = %, nous avons que



CHAPITRE 1. CONVEXITE ET QUASICONVEXITE

flzz) = 0 = f(z1) mais f[(1 — t)x; +tzg) =1 > 0 = f(z1). D'ou, cette
fonction n’est pas quasiconvexe sur IR.
4. Une rapport de fonctions linéaires est strictement quasiconvexe et strictement

quasiconcave (et donc quasiconvexe et quasiconcave).
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Chapitre 2

Méthodes de point proximal
approché

L’objectif de ce chapitre est de ramener le probléme de la minimisation d’une fonc-
tion convexe non différentiable & un probléme de minimisation différentiable que
nous pourrions résoudre a l'aide des méthodes classiques comme la méthode du gra-
dient ou la méthode BFGS ("Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno"). Pour cela, nous
allons construire une fonction différentiable convexe qui approxime la fonction f
convexe non nécessairement différentiable de telle sorte que les minima de [ et de
son approximation coincident. Dés lors, la fonction approximante, appelée régulari-
sation de Moreau-Yosida de f, étant convexe et différentiable, nous pourrons utiliser

les méthodes d’optimisation classiques.

2.1 Définitions

Soit f : IR™ — IR une fonction convexe. Considérons la fonction de perturbation

quadratique fi; : IR" x IR" — IR définie par

= . 1
Ju(e,y) = 1) + 5 lly = 2l

L 2 i w3 s 5 i 2
olt M est une matrice symétrique définie positive de dimension n et ||z||3, = 27 Mz.



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Définition 2.1.1. Soit f: IR" — IR une fonction convexe et soit M une matrice
symétrique définie positive. La fonction fy, : IR" — IR définie par

fu(z) = mﬁl fu(z,y) (2.1)

ye
est appelée régularisation de Morewu-Yosida de [ associée a la métrique M.
L’unique minimum de (2.1) noté par p’,{,,(a;) est appelé le point proximal de z

associé a [ et M.

Afin de définir la notion de point stationnaire a ¢ prés, définissons les notions de

sous-différentiel et de e-sous-différentiel.

Définition 2.1.2. Le sous-différentiel d’une fonction convexe f : IR" — IR au

point € IR™ est ’ensemble
of(z) = {z* e R f(y) = f(=z) + Ty —a) YyeR™}.

Les éléments de 0/ (z) sont appelés sous-gradients de [ en .

Géométriquement,
et €0f(z) & Vy e R" f(y) = [(z) + a7 (y — )

signifie que z* est la pente d’une fonction affine qui minimise f et qui passe par le
point (z, [(2)).

Ilustrons la notion de sous-différentiel par un exemple : soit f(z) = |z|.

10



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

yl

—
g dure N
=Y

Fi16. 21 - f(z) = |z

En observant ce graphique, nous pouvons facilement voir que

af0)=1[-1,1, af(z)={1}siz>0 et If(x)={-1}siz <0

Définition 2.1.3. Soit € > 0. Alors, le e-sous-différentiel d’une fonction convexe

S IR" — IR au point x € IR" est 'ensemble
Of(z) ={a* e R"|f(y) = f(a) + " (y—z) — ¢ VyeIR"}.

Tout élément z* € J, f(x) est appelé un e-sous-gradient de f en .

[lustrons la notion de e-sous-différentiel par un exemple : soit f(z) = |z|.

8.£(0) = 8f(0) = [~1,1].
Plus généralement, pour ¢ > 0, nous avons
[=1,—1 %], siw<—§,

aﬁf(l): [_1:1]7 s —%SJ!S
[1-<1], siz>¢t

£
R

Définition 2.1.4. Un point T est e-stationnaire s'il existe s € 9. f(Z) avec ||s|| < «.

11



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

2.2 Meéthodes de point proximal

Enoncons tout d’abord le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1. Les affirmations suivantes sont équivalentes

1. x minimise [;

)

Phi(2) = 2;

Sﬁa’(m) =0 Il

RSN

x mainimise i ;
. folida)) = f(z);
fu(z) = f(z).

o

=

Dés lors, nous pouvons constater que minimiser f revient & trouver le point fixe de
B T < 4 L el _ o f ok s . .
Vopérateur py,. Par conséquent, l'itération «**' = pi,(2") permettra de trouver le

minimum de f. Cet algorithme porte le nom d’Algorithme de point proximal.

Algorithme de point proximal

1. Choisir z° € R™ et My = 0. Prendre k = 0.

2, Caleuler z**1 = Pl{h- (2*) en résolvant le probléme suivant

A 1 e
o, {f('y) Ty ly - “k‘m} ‘

3. Si 28! = 2% alors STOP. 2" est un minimum de f.

4. Choisir M1 = 0, remplacer & par k + 1 et retourner au pas 2.

Afin d’observer la convergence de ce type d’algorithme, supposons que les matrices
M, sont de la forme

1
f\[k:t—f ou >0 Vk.
},\.

Notons {2*} la suite générée par l'algorithme de point proximal. Par la définition

12



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

de z¥*1 = argmin, {f(y) +u v — xk”z}, 1OUs avons

1 ,
k ki k+1 k+1
T = =¥~ ) € Bf (™)
(78
Par conséquent, 'itération proximale peut s’écrire
1 )

¥l =gk — b o AF € af(a*).

Théoréme 2.2.2. Soit {z*} la suite générée par Ualgorithme de point prozimal.

+0o0
Si Ztk = 400, alors
k=0
1. lim f(2*) = f*= inf f
Jim f(&4) = * = inf /(@)

2. la suite {2*} converge vers un minimum de f (s’ en existe un).

2.3 Meéthodes de point proximal approché

L’algorithme de point proximal nécessite la résolution du probléme de minimisation
suivant ;

min {f(y = ||J I‘||i“} : (2.2)

ye
Celui-ci est généralement aussi complexe & résoudre que le probléme de départ et se

résout a I'aide d’une méthode itérative. Deux types d’itérations interviendront dans
Palgorithme utilisé pour résoudre ce type de probléme :
— les itérations dites internes a savoir les itérations nécessaires lors de la résolu-
tion approximative du sous-probléme (2.2);
— les itérations dites externes a savoir les itérations donnant 2*t! & partir de 2*
L’élaboration d’un tel algorithme nécessite la présence d’un critére d’arrét qui empé-
chera I'algorithme de boucler dans les itérations internes sans détruire la convergence

des itérations externes.

2.3.1 Critéres d’arrét

Avant d’aborder Palgorithme proprement dit, déterminons tout d’abord le critére
d’arrét. Le premier critére que nous allons présenter ne sera que purement théorique

tandis que le second pourra &tre implémenté.

13
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CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Critére d’arrét conceptuel

Supposons qu’a Uitération k, nous disposons du point 2 et d’une matrice symétrique
définie positive My, la boucle interne de I’algorithme qui calcule fy, (2*) et pﬂ,&_ (")

garrétera au point z**! lorsqu’il vérifiera la condition suivante :

F(@FY) < f(2®) — moF, (2.3)
oum € (0,1) est une constante et

& = f(zF) — far (2F). (2.4)

Notons que §* > 0. En effet, fi; < f par le premier point du théoréme suivant :
q P

Théoréme 2.3.1. La régularisation de Moreau-Yosida fu possede les propriétés
sutvantes :
1. far est convexe et for < f sur IR".

2. far est différentiable et son gradient est donné par
Viu(z) = shi(x) = M(z — pj,(x)) € 8f (p;(2)). (2.5
3. V[ est Lipschitzienne sur IR" de constante Ayq..(M), i.e.

Vﬂ,’,’y € —an HVIM(-I) - vfﬂ[(y)” S )\mam‘(ﬂ‘f) ”,L - y” i

)

k

Notons ¢galement que, par le théoréme 2.2.1, §* sera nul si et seulement si z* mini-

misc f puisque z* minimise f est équivalent & fis(z*) = f(z*).

Avec ce critére d’arrét (2.3), énoncons a présent deux résultats :

14




CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Théoréme 2.3.2. Soit M, > 0 et supposons que a* n’est pas un minimum de f.
Soit {y'} C IR" une suite convergeant vers P{:{k(ﬂ?k). Alors, il existe j € IN tel que

k

2 = I satisfait la condition suivante :

F(F) € f(z*) — mé®.

Dés lors, la boucle interne de Ialgorithme se terminera aprés un nombre fini d’ité-
rations.
Le résultat suivant nous permettra de conclure que la boucle externe de 'algorithme

convergera.

Théoréme 2.3.3. Supposons que la suite { My} de matrices symétriques définies

positives satisfait
+oo

—_— = s 2.6
)\ma:v(‘q/[k.) oo ( )

Supposons aussi que la suite {x*} est bornée et satisfait la condition suivante pour

tout k :

k=0

S < f(2b) — mo*

ot 8, = f(aF) — [ar, (2F).

Alors, tout point limite de {x*} minimise [ et f(2*) — min f(x).
&

L’égalité (2.6) nous permet de dire que la suite des valeurs propres de {A} peut
croitre mais pas trop rapidement. Illustrons cela par 'exemple suivant : si My, = tlkI

alors :

+oo 1 N

— = T
0 /\maz(ﬂjk)

k=

est équivalent a

ZLL- = 40
k

15
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CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

a condition que ¢ = ¢ > 0 pour tout k.
Ce critére d’arrét est uniquement conceptuel car la fonction [y, (z*) ne peut pas
atre calculée exactement. Il est alors nécessaire de déterminer un critére d’arrét

implémentable qui impliquerait la condition (2.3).

Critére d’arrét pratique

La stratégie utilisée pour déterminer le critére d’arrét pratique est de remplacer la
fonction f par une fonction ¢ < f pour laquelle le caleul du point proximal est aisée.
Si nous construisons une fonction ¢ proche assez de f an point proximal 7, alors le
calcul du point proximal associé au modéle ¢ est suffisant pour obtenir la conver-

gence décrite dans le théoréme 2.3.3.

Théoréme 2.3.4. Soient x*, My, et ¢ : IR" — IR une fonction convexe minimisant

f. Définissons m = p§, (z*). Alors
f(m) < J(@") = m(f(2*) = p(m)) (2.7)
implique la condition suivante avec o™ =1
(@) < fa*) - mo*.

De plus, si 2* ne minimise pas [ alors il existe p* > 0 indépendant de @ et 7 tel
que
J(m) = () < p* = (27).

Lien avec les méthodes de faisceaux

Choisissons une métrique M de la forme v,/ et la fonction modele ©* construite a

partir de la linéarisation de f aux points proximaux approchés. Cette fonction est

alors de la forme

¢*(z) = max { f(zF) + (¢) (z — ) — af} Vz € R"

J€Jk

16



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Dés lors, le calcul du point proximal

k

e Y Yk k 2

Phi(2") = argmin, {(p (2) + = H x— a2k }

est équivalent & la résolution du probléme de programmahwn quadratique suivant :
. ; 112

min, , v+ 3 ||’12 — 1"”“

QP(a*, ) -
se. —af+ (N (x—2*)<v, je

2.3.2 Description de la méthode

Soient donnés z* et M}.. Notons les itérations de la boucle interne par j et supprimons
'index k de la boucle externe afin de faciliter les notations. Dés lors, utilisons les
notations suivantes
i (@)
g = s5(z) = M(z — ) € 997 (1),

(2.8)

A Détape k. la boucle interne aura pour objectif de construire une fonction ¢ telle
p 3 76

que la différence f(7) — (7) soit suffisamment petite (pour rappel, = = p§, (z*)).

La perturbation quadratique de toute fonction convexe ¢/ peut s'écrire comme suit :

P ) = Frey) = W) + 5 ly -2l WyeR™
Notre but est de construire une suite de modéles {27} telle que f(y) — 7 (y?) — 0.
Par le théoréme 2.3.4, la condition d’arrét pratique (2.7) sera satisfaite aprés un
nombre fini de pas si  ne minimise pas f. Si @ minimise [ alors nous aurons que
y — .

Introduisons, & présent, la fonction aggrégée IV : IR" — IR définie par
) 5 greg

V(y) =o' )+ (g y—v"). (2.9)

Comme ¢ € 8y (y7), nous avons que ¢’ (y) > ¢/ (y') + ¢’ (y—y’) pour tout y € R™
et donc que I < 7,

Irmposons trois conditions sur le modéle ¢/ pour tout j :

¢ (y) < f(y) vy € R,
¢ y) > f) + (s(y),y — ') VyeRY, (2.10)
P (y) > F’(y) vy € R",

Iy



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

ot s(37) est le sous-gradient de [ au point 3. La premiére condition est la propriété
habituelle de minimisation, les deux autres conditions montrent comment le nouveau
modeéle doit étre construit une fois que le point 37 a été calculé.

Imposons la condition suivante sur la matrice M :
0<M=vl ot v>0 (2.11)

pour que la suite { M} } vérifie la condition
o0 1

/\ma.r(ﬂﬂrk) =S

k=0

afin d’obtenir la convergence de la suite 2 vers le minimum de f.

Théoréme 2.3.5. Soit x € IR™ et supposons que les fonctions convezes {¢’}, la
métrique M et les points tests {1y} satisfont les propriétés suivantes

v =05 (@), o 1= sy (2) = Mz — o) € 0/(y)

Py) =) +{d vy - )

@ y) < fly) Vye R

P y) > f7) +{sW)y— ') Vye R

P y) 2 V(y) Vye R

O0<M=2vl ou v>0

Alors
f@) - @) — 0, (2.12)
Yy — pi (). (2.13)

Enoncons, & présent, une condition nécessaire et suffisante pour que & minimise f.

18



CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Corollaire 2.3.1. Sous les conditions du théoréme précédent,
x menimase [
&

@ —

2.3.3 Algorithme de point proximal approché

Soient Vpae > 0, € >0, m € (0,1) et un point de départ z° € IR".

1. Pour k=0,1,... faire

2. Choisir M}, tel que 0 < My < Ve

3. Choisir une fonction modéle ¢! minimisant f telle que ' (z*) = f(z*).
4, Prendre j = 0.

5. Répéter

G. je—ji+1
T Calculer 3/ = argmin, {cpf(y) +3 v - ’L’“”ih}
et le sous-gradient g/ = s‘ﬁk('rj“)
8. Sif(y") — ¢ () < @ et ||¢]| < € alors
9. Prendre & = 3/ et sortir = Z est un point stationnaire & e, prés.
10. Fin du si
11. Choisir une fonction modéle 1! satisfaisant les conditions suivantes

YY) < fly)  VyeR”
YY) = fy) + (s(y),y—y)) VyeR"
eIt > li(y) Yy € IR"

12.  jusqua ce que f(y?) < f(a*) —m [f(=F) — ¢ ()]

13.  Prendre az*t! =7

14. Fin du pour

19
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2.3.4 Convergence

Théoréme 2.3.6. Soit {z*} une suite générée par Ualgorithme avec € = 0.
Si la suite {z*} est finie et si o' est le dernier élément de la suite, alors z*
minimise [. Sinon, si {a*} est bornée, alors tous ses points limites minimisent f

et f(z*) — min f ().

Démonstration.
— Supposons d’abord que la suite {2*} est finie. Considérons alors la suite {y'}
associée au dernier élément 2 de la suite {2*}. Cette suite {37} doit étre
infinie. En effet, lorsque j est fini, la condition de sortie de algorithme f(y?) —
@ (27) < ¢4 = 0 n'est pas vérifice car ¢ < [ et [(y?) —¢’(y?) — 0 uniquement
lorsque j — 0. Par conséquent, la boucle "répéter" se termine & I’étape 12 de
Palgorithme et nous passons & I’étape 13. Ce qui est impossible car = est le
dernier élément de la suite {z*}.
Par le théoréme 2.3.5, nous avons que
J@) - (y) =0

et que 2% est un point stationnaire.

K

Supposons maintenant que x** ne minimise pas f. Dés lors, par le théoréme

2.3.4, il existe p* > 0 indépendant de ¢ et de 7 tel que

f(r) = o(x) < p" = f(x) < F(@™) = m(f (") — o(x)).
Par conséquent, le critére d’arrét donné a la ligne 12 de I'algorithme est satis-
fait pour un certain j. Ce qui contredit le fait que la suite {y’} est infinie. 2™

minimise donc f lorsque la suite {2} est finie.

— Supposons ensuite que la suite {2*} est infinie et bornée. Par construction,
nous avons que

F(@*) < f(2¥) — mé*.

Comme M < vnqd par I'étape 2 de Palgorithme, nous avons également que
= 1

A‘:na:v(-‘-iv-[}c) b

k=0

20
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Dés lors, en appliquant le théoréme 2.3.3, tout point limite de {&*} minimise

[ et f(a*) — minf(z).

O

rations avec un point stationnaire T & ¢, pres.

Théoréme 2.3.7. Supposons que [ est bornée inférieurement et soit ¢ > 0.

Alors, Ualgorithme de point prozimal approché s’arréte apres un nombre fini d’ité-

Démonstration.

Pour tout y € IR™, nous avons par (2.10)

¥ (y) < f(y).
Par (2.8), nous savons que
g €907 (y).

Dés lors, par la définition de sous-différentiel,

) > +{Fy-v) VyeR™

En combinant (2.14) et (2.15), nous obtenons donc

f) =z )+ (¢ y—y') VyeR™

En utilisant un artifice de calcul, nous pouvons écrire

SO 2 J6) +{g =) - (&)~ P ).

not
= Q;IJ'

En utilisant la définition de e-sous-différentiel,

€0, /(y7) ou n;=fy) - ).

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Par conséquent, si ’algorithme s’arréte a I'étape 8 c’est-a-dire si f(y7) —¢? (y%) < e

et si ||g7|| < €1, alors nous prendrons & = y/ et Z sera un point stationnaire a e

prés puisque [|¢?|| < ¢ €6 que

g €0, fy) & Jy) = W)+ (o7 y—v') —n;
A4 J(y) 2 ./(yj) + (gjay = yj> — €tol
& ¢ € 0 f ().

21
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CHAPITRE 2. METHODES DE POINT PROXIMAL APPROCHE

Il nous reste donc & montrer que l'algorithme s’arréte aprés un nombre fini d’ité-
rations. Pour cela, supposons que le critére d’arrét de P’étape 8 n’est jamais vérifié
c’est-a-dire que f(y?) — @ (y) > ¢ €t [|¢7]| > €t (HA). Séparons le cas ou la suite
{2} est finie et le cas ou elle est infinie :
— Supposons d’abord que la suite {z*} est finie et considérons la suite infinie
{y7} associée & la derniére itération externe K. Cette suite est infinie car sinon
Palgorithme ne s’arréterait pas a itération K.

Par le théoréme 2.3.5, nous pouvons dire que
J&) = ' (') =n; — 0.

Supposons a présent que € ne minimise pas f. Par le théoréme 2.3.4, il existe
I y

p% > 0 indépendant de ¢ et de 7 tel que

f(m) = p(m) < p = f(m) < J(2) = m(f(") - o(m)).

Par conséquent, le critére d’arrét donné a la ligne 12 de Palgorithme est satisfait

pour un certain j. Ce qui contredit le fait que la suite {y7} est infinie. 2
minimise done f.
Comme 2% minimise [, par le corollaire 2.3.1,

Y — o (2.17)
Dés lors, comme 37 — 2% et [[¢7|| = [|[Mx (@K = 37)|| € viae [|2° = 7],

¢ — 0. (2.18)

Par (2.17) et (2.18), 1; < ¢ta €t [|¢°[l < o, ce qui contredit 'hypothése de

I'absurde (ITIA). Le critére d’arrét de la ligne 8 de 'algorithme sera donc satis-

fait pour un certain j.

— Supposons ensuite que la suite {z*} est infinie et notons par g*, 7*, et @~ les
derniers ¢/, 17 et ¢’ de litération externe k. La condition d’arrét de la ligne 12
de Palgorithme étant satisfaite (c’est-a-dire la condition (2.7) avec 7 = 1),

nous pouvons écrire

(@) — f(=*) < m(@(a*) — f(z*)) < —mé* <0
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Dés lors, la suite {f(z*)} est une suite décroissante et bornée inférieurement

(puisque f est bornée inférieurement). Cette suite est donc convergente. D’oil
) — fa*) — 0. (2.19)
La suite {f(z*)} étant décroissante,
fa*) 2 f(*).
En soustrayant ¢*(z**!) des deux cotés de inégalité,

f(2¥) = () > f(o*) - g L it 2 0.

N

(2.12)
—0

Par le théoréme de I’étau, nous pouvons conclure que 7* — 0.
D’un autre coteé,

J(&@*) = @ ()

En soustrayant ¢*(z*) des deux cotés de Uinégalité,

\f(q,k) _ :ﬁk(wk—o—ll > @k(rbk) _ Cﬁk(“.k"}'l)

(2.12)

=0

> (7", " — 2t (car g* € Op*(z"+1))
= HngiJ,;l g ”ng2 >0 (car Mk_l = vl 1)

maxr
Par (2.19) et les inégalités précédentes,

g — 0.

Comme dans le cas précédent, la condition d’arrét est satisfaite et ’hypothése
de I'absurde (HA) est donc contredite. Par conséquent, le critére d’arrét de la
ligne 8 de 'algorithme est donc satisfait pour un certain j.

O
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Chapitre 3

Programmation fractionnelle

généralisée

3.1 Description du probléme

Soient S C IR"™ un ensemble non vide, des fonctions f; continues sur S et des fonctions

¢; continues et positives sur S. Le probléme fractionnel généralisé s’écrit comme suit :

(7) 0=t (a5

ze$ \1<i<p g;(x)

Notons que, lorsque p vaut 1, le probléme devient

5o £(2)
G_irelg g(x)

et correspond & la programmation fractionnelle.
La méthode que nous allons décrire pour résoudre ce genre de probléme nécessite de

trouver les racines de 1’'équation suivante :

F() =0
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CHAPITRE 3. PROGRAMMATION FRACTIONNELLE GENERALISEE

ot F(0) est la valeur optimale du probléme paramétrique décrit par

(7 int (maxli(e) — 600
L utilité de résoudre ce probléme (Fp) plutot que le probléme (P) réside dans le
fait que la structure de (Pp) est plus simple que celle de (P). Citons, par exemple,
le cas ot les fonctions f; sont non négatives et convexes sur S, o les fonctions g;
sont concaves sur S et ol S est un ensemble convexe; nous aurons alors affaire a
un probléme (%) convexe pour toute valeur positive de ¢ alors que (I”) n’est que
quasiconvexe.

L’application de l'algorithme, que nous décrirons par la suite, fournit les solutions

optimales et les valeurs optimales du probléme paramétrique (Fp).

3.2 Notations

Pour € IR, notons M (8) Pensemble des solutions optimales (qui peut étre vide) de

(1) est-a-dire

F(6) = max[fi(z) — (')g,-(aj)]} ;

1<i<p

Notons également, pour x € S,

g(x) = min g;(2),

g(z) = max gi(z),

I(z,0) = {i ] fi(z) — 0gi(x) = F(0)},
Jz) = {j fi{z) max M} .

3.3 Propriétés de la fonction [

gi(w)  1<i<p gi(x)

Etudions les propriétés de la fonction F' dans le cas le plus général c’est-a-dire lorsque

les fonctions f; et g; sont des fonctions arbitraires et continues et lorsque S est un
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ensemble arbitraire de IR".

Propriété 3.3.1. I' est décroissante et semi-continue supérieurement.

Démonstration.

Les fonctions g; étant positives, la fonction I sera monotone.

La fonction max|[f;(z) — fg¢x)] est continue en (z, ). Par conséquent, la fonction F
1

sera semi-continue supérieurement en 0. O

Propriété 3.3.2. F(8) <0< 0 >0, d’ou F(8) > 0.

Démonstration.
Montrons d’abord que
F(6) <0=0>0.

Supposons alors que () < 0. Dés lors,

inf (;gg;; [filz) — 99’:’(33)]> <0
& 33 e S tq max[fi(&) —0g:(2)] <0
1<i<p

& 32eSta fi(E) —0g:(2) <0 =1

Par conséquent, comme les fonctions ¢; sont positives,

3:&68t.q.@<9 S
gi(%)
& di e Stg max Lq:) < 0.
1<i<p gi(%)
0 étant la valeur qui minimise max fi(aj),
2 5@
0 < max Ji() <

Montrons maintenant que
6 <0= FH) <0.
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Supposons donc que § < 6. Par conséquent, il existe une valeur & € S qui minimise

la fonction F'(8) :
fi(%)

g3 3 € §tg. 112%); 5 (E) <
ESt.q.ji—(:fz<9 i=1...,p
gi(%)

€ S t.q. fi(&) —fg:i(z) <0 N (car g; positives)

=

&3

=

=

& 3% e S t.q max[fi(3) —0g:(2)] <O.
1<i<p
Dés lors,

FW)=memxm®y—@$M)<0.

zeS \ 1<i<p

Il nous reste & montrer que

F(0) > 0.

Supposons par I'absurde que /(8) < 0. Par la condition nécessaire de la propriété

3.3.2 démontrée ci-dessus, nous concluons que
0>6.

Cette derniére inégalité est absurde. Par conséquent, I7(0) > 0. O

Propriété 3.3.3. Si (P) a une solution optimale, alors F () = 0.

Démonstration.
Désignons par T une solution optimale de (P). Dés lors, T € S et nous pouvons

éerire

5 Ji(@)
V= ) (&)

D’une part, notons par i I'indice pour lequel le maximum est atteint. Dés lors,

—

il
0= o

&  fi(7) - 0g(7) =0. (3.2)

il
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D’autre part, par (3.1),

02 0% i=1...p
& fi(@) - 0gi(z) <0 i=1,...,p  (car g; positives).

Par conséquent, par (3.2) et (3.3), nous pouvons conclure

max [f;(Z) — 0g:(z)] = 0.

1<i<p
Comme, par la propriété 3.3.2, F(4) > 0, nous obtenons

< (@) = int (jusx(fte) ~ B (o)) = 0.

z€S

D’ou, F(6) = 0.

(3.3)

ensemble de solutions optimales (qui peut étre vide).

Propriété 3.3.4. Si F(8) = 0, alors les problemes (P) et (P;) possédent le méme

Démonstration.

Notons par Z une solution optimale de (P) et montrons que Z est également une

solution optimale de (7). Par la propriété 3.3.3, le probléme (P) ayant une solution

optimale Z, nous avons que F(6) = 0. Par conséquent, Z est également une solution

optimale de (F;).

Montrons maintenant que toute solution optimale de (P;) est solution de (P). Pour

ce faire, supposons que F(A) = 0 et désignons par  une solution optimale de (Fp).

Alors,
F(8) =0

& inf (max i) — 59{(1')]) —i0

zeS \ 1<i<p

o 3T e Stq max[f;(z) —0g(T)] =0
1<i<p

&3z e Staq. fi(Z) —0g:(z) <0 3= Laau;p
fi(Z)

< i=1,...,p (car g; positives).
gi(Z) ( 1 )

&< A7 Sta.
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Par conséquent,

Or,

Alors,
5@

f = max ——
1<i<p ¢;(7)

Nous pouvons alors conclure que T est également une solution optimale du probléme
(P} O

Proposition 3.3.1. Soit 8 tel que F(0) est finie et M(0) est non vide. Soit & €
M(8). Alors,

Fp) < F(0)+ (0 — pu)a(z), si >0, (3.4)
F(p) < FO)+(0—1)g(z), si <. (3.5)

Démonstration.

Puisque 7 € M(f) c’est-a-dire puisque Z est une solution optimale de (F), nous

avons
F(0) = max|[fi(z) — 04:(2)]
> fi@) —bgi(z) i=1...,p
= fi(®) — 09:(Z) — pgi(T) + pgi(7)
= —pugi(@) + fi(x) — (0 —wg(z) i=1,...,p
Dés lors,

F(8)+ (0 — w)ai(z) = fi(z) — pgi(T) i=1,...,p.
Supposons tout d’abord que p > 6. Par conséquent, #— . < 0 et puisque les fonctions

g; sont positives, nous obtenons

F(0) + (0 — p)g(@) = F(O) + (0 — wgi(®) = fi(®) —pgi(x)  i=1,...,p.
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Donc,
F(0) + (0 - g(®) 2 max(fi(7) — ngi(®)]

> F(u).

Supposons maintenant que u < 6. Par conséquent, 6 — u > 0 et puisque les fonctions

g; sont positives, nous pouvons écrire
F(0) + (0 — p)g(z) > F(0) + (0 — 1)gi(7) > fi(®) — pgs(x)  i=1,....p
Donc,

F(0) + (6 — w)g(®) = max|[fi(7) — ngi(2)]

> F(u).

Remarque 3.3.1. Lorsque p = 1, nous avons
g(@) = g(z) = g1 ().

Par la définition du sous-gradient et par (3.4) et (3.5), nous pouvons observer que

—g1() est le sous-gradient de I en 6 pour tout = € M (f). En effet,

—g1 €OF(0) & F(p) < F(0) + (—gr,n—0) Vp
& F(p) <FO0) - {g,p—0) Vu
& F(p) SFO) + (g, 0 —p) Vu
& (34) et (3.5).

Proposition 3.3.2. Supposons qu’il existe m > 0 tel que g;(x) > m, pour tout

xeSeti=1,...,p Alors, pour u > 0, nous avons
() + (- O)m < F(6).

D’ou, F(0) est décroissante sur Uintervalle ot elle est finie.

30



CHAPITRE 3. PROGRAMMATION FRACTIONNELLE GENERALISEE

Démonstration.
Pour tout z € Seti=1,...,p,
Ji(x) = 0g:(2) = fi(x) — pgi(2) + (1 — 0) gilx)
N S’
>0 Zm>0
> fi(w) - poile) + (- O)m,

Ce qui implique que, pour tout z € S,

max|[f;(z) — 0gi(2)] 2 flglgg[fi(z) — pgi(@)] + (0 — O)m

= inf (llggg; [fi(z) - 991-(:5)]) = inf (lrggg; [fi(z) - ,u'ga-(:r)}) +(p — 8)m

/ J

'

F(0) F )

& F(0) > F(u) + (n— 8)m.

La propriété 3.3.2 et la proposition 3.3.2 nous permettent d’énoncer la propriété

suivante :

Propriété 3.3.5. F'(0) =0=60=4¢

Démonstration.

Par la propriété 3.3.2 et la proposition 3.3.2, nous savons que
Flp)+(p—-0m<F() VYu>0 (3.6)

et que

F@O)<0&60>0. (3.7)

Par la contraposée de (3.7), nous obtenons
F(0)=0=0<8.

Montrons que ¢ < § conduit & une absurdité. En effet, par (3.6),

si 0<0, FO+@-0) m < F(@).
N SN T
=0 >0 >0 =0
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Ce qui est impossible. Par conséquent,

FO)=0=0=4.

3.4 Exemples
L’objectif de cette section est d’illustrer par des exemples les différentes propriétés

de la fonction F' citées précédemment.

3.4.1 Exemple 1
Soient
n=1 p=1 filx)=1+z, q@)=z S={zz>1}

D’une part, le probléme (P) peut s’écrire comme suit :

(P) §=inf{1+m}.

x>1 T

Résolvons ce dernier :

D’autre part, le probléme (%) peut s’écrire comme suit :
(Py) F(8) = ;121E {(1+z) — 6z} .
Résolvons ce dernier :
Pl = gfl {1+z)— 0z}

= inf {1+ (1 - )z}

nat h(w)
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Sig<1, 9 =(1-6)>0 = hestcroissante
= 'infimum est atteint en x = 1

= F(f)=2—6.

Sig>1, 4 =(1-6) <0 = hest décroissante
= l'infimum est atteint en x = 4o

= F(f) = —o0.
Par conséquent,

2—10, si 6<1,
F(8) =
—00, si 6>1.
Cet exemple illustre le fait que la fonction F' n’est pas nécessairement finie sur IR.

De plus, nous observons que l'existence d’une solution optimale de (F) n'implique

pas que F(A) = 0.

3.4.2 Exemple 2

Soient

n=1 p=1, filz)=¢€" gqr)=e* S=R.

D’une part, le probléme (P) peut s’écrire comme suit :

_ et
% = inf { — .
(P) 0 :L-IEHIR{GQ""}

Résolvons ce dernier :

D’autre part, le probléme (Py) s'écrit :

(Fp) F(0) = 1;:1]1% {e" — 0e*} .
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Par un raisonnement semblable & 'exercice précédent, la solution du probléme (Fp)

est la suivante :
0, si 6<0,

F(0) =
—00, si 6>0.

Cet exemple illustre le fait que la fonction F' n’est pas forcément décroissante sur
Pintervalle sur lequel F est finie. De plus, (4) = 0 wimplique pas Pexistence d’une

solution optimale de (P), et ce méme si S est fermeé.

3.4.3 Exemple 3
Soient
n=1 p=2 fil2)=2z, q)=2 f)=-z ¢k)=1 S=[01]
D’une part, le probléme (P) peut s’écrire comme suit :
= 7 2 —x
o o= e 5T

La solution du probléme () sera alors :

= . 2t —x

o= o { {—2"’ T}}

— f 111 o o

D’autre part, le probléme (Fp) s’écrit :

(Pp) F(8) = inf {111&)2( {2z — 20, —x — 9}} :

x€[0,1] | =1,

Par un raisonnement semblable & I’exercice 1, la solution du probléme (Fy) est la

suivante :
—24, si 0<0,
FO)={ — ()6, s 0<6<3,
—1-—4, si 6>3.

Notons tout d’abord que, lorsque p = 1, la fonction ! est concave puisqu’il s’agit
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d’un infimum de fonctions concaves fi(x) — 8g1(z) en @ et il suit que la fonction F
est continue sur U'intérieur de son domaine de finitude. Cet exemple illustre le fait

que, lorsque p > 1, la concavité de la fonction F* disparait.

Remarque 3.4.1. Remarquons que, dans l'exemple 3, la fonction /' est continue en
0 et que, dans les exemples 1 et 2, la fonction F' est discontinue en # avec un saut
infini. Notons, néanmoins, qu’il existe également des fonctions F avec des sauts finis

eI 5

3.5 Description et analyse de l'algorithme de Din-

kelbach

Introduisons, & présent, un algorithme afin de résoudre le probléme (P) via (F).

Cet algorithme porte le nom d’Algorithme de Dinkelbach.

Algorithme de Dinckelbach

1. Soit 2% € S. Soit

Soit k= 1.

2. Résoudre (Pp, ). Prendre z* € M(0y).

3. Si F(6) = 0, alors STOP. Les poiuts z* et 271 sont des solutions optimales
du probléme (1), et 6), = 6.

4. Si F(6;) # 0, calculer

fil=®)
gi(a*)
Prendre k = k + 1 et retourner au point 2.

Or+1 = max
t

3.5.1 Analyse de 'algorithme

L’application de cet algorithme nécessite la détermination, en plus de la condition

initiale, des solutions z* de (P, ), k = 1,2,....
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Par la construction de 6y, il est évident que
0y > 0.

Nous pouvons également observer que

max [f;(z"1) — Orgi(z¥ )] =0 k21, (3.8)
I<i<p
En effet,
B fi(:n.kfl)
=R @
. fi (mkfl)
<~ 37k€{1”p}tq9k:m
& Fige{l,...,p} ta. fi,(zF1) — Opgi (1) =0. (3.9)
De plus,
_ Jila*h)
"= IS gi(2*1)
filz*h) :
> a,ck——l) 1= 1, v vy P
& fi(z1) — bpg (2" 1) <0 (car g; positives). (3.10)

Alors, par (3.9) et (3.10), nous obtenons bien (3.8). Par conséquent, F'(6;) < 0.

Notons également qu’a 'étape 3, par la propriété 3.3.5,
F(Gk)=():>6?k=9.

Remargue 3.5.1. Remarquons que les problémes (Fp, ) sont des problémes convexes
si les fonctions f; sont non négatives et convexes, si les fonctions g; sont concaves et
si S est un ensemble convexe,

Au lieu de résoudre le probléme (Fp, ), nous pouvons résoudre le probléme convexe

équivalent suivant :
inf { A fi(z) — Orgi(x) =A< 0,i=1,...,p, x € S}. (3.11)

Ces sous-problémes sont des problémes linéaires si les fonctions f; et g; sont affines

et si .S est un polyhédre convexe.
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Proposition 3.5.1. Nous avons

0, >80 Vik;et sif >0, alors 0), > Oy

e

(. (8, F(8;, Mg, v ] ; . .
1. -89 < ﬁ% < O — 01 <~ < —;T(”*r)l Vi€ J(a*) et i € I(a*,0;);
> 1.

Démonstration.

Soient j € J(a*) et z* € M(6;).

1. (a) Montrons d’abord que "T((‘Bf)) < _Foy)

Par la définition de g(z*),

— ¢ ky def ok
g(e”) = max gi(s")

> gi(z") =2 Loy 530

En particulier, pour i = j € J(z*),

Par conséquent,

“u@ = i@

Comme dit précédemment ¢, > 6, pour tout k = 1,2,....

alors, par la propriété 3.3.2, F'(6;) < 0. D’ou

_ PO TF(6)
glak) = gi(a*)

(b) Montrons ensuite que —;;Ei’;)) < By =i,

Puisque 2* € M(6).),

F(0) = }Tgl?s?;[fi(ﬂ?k) — Ogi(a®)]

> fid®) = Begi(z®)  di=1..40

En particulier, pour i = j € J(z*),

F(0k) > [fi(a*) — Org;(2®).
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(©)

(d)

Notons que, puisque j € J(z%),

£1(2) = Bur 95(0%) = fy(a*) — max 24T

1<i<p g;(xF)
e —

_fiak)

9 F)

Alors, par (3.12) et (3.13),

F(0) > fi(2") = Oparg;(2”) H0r1195(2%) — Orgy (=)

-~
=0

= gj(ajk)(g,l\qr] - Hk)'

Finalement,
F(6r)
= Sk — Gpageds
g;(a*) !
Montrons également que ), — 041 < — igi}‘.) :
Soit i € I(z*,0)). Alors
F(6y) = fz'(ﬂ?k) - Hkgz‘.(fl’k)
ok
i [ Jil@") )
= gi(2 = — Ok
) (9:‘(»‘5"‘)
= g-i(mk)(9k~1—l —b0) car O = Péf‘éj, 7
D’ou,
F(0x)
O, — Oy < ———=.
FTUM = TR
Montrons finalement que 79%%%‘% < —ngfi—;-

Par la définition de g(z*),
SN -
gla”) = min gi(z*)
Sgi(mk) i:l:"':p'
Par conséquent,
1 . 1
glak) = gi(ak)

Comme dit précédemment 6, > 8, pour tout k = 1,2,....

alors, par la propriété 3.3.2, F(0)) < 0. D’oi
F (k) F(61)

T =T g(ak)’

38
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2. Par la construction de 0,
0. >0 Vk.

De plus, par la propriété 3.3.2, nous savons que si f), > 8, alors F\(6)) < 0. Par

conséquent, par le point 1 de cette proposition,
F(6y)
0 ———=% = Bt
g;(x*)
[Finalement,

& > 041

Remarqgue 3.5.2. Notons que, lorsque p = 1,

F (k)
Op+1 = — p—
Comme dit précédemment, dans le cas ot p = 1, —gi(z¥) est le sous-gradient de
la fonction F en 6. Par conséquent, la méthode proposée ci-dessus coincide avec
la méthode de Newton lorsque p = 1. Par contre, lorsque p > 1, cette similitude
disparait. [llustrons cela par un exemple.

Exemple 3.5.1.

Soient
n=2p=2, filzxy=xz1—1, qi(x) =1, falz) =221+ 1, go(z) =1 + T2+ 1

S={LL‘EIR2|£E120, %220}

et soit le point initial
g =41 T},

Notons, tout d’abord,

F() = 1r€1£ {19211}2([(:51 -1 —-6;2z,+1) - 0(z1 + 2+ 1)]}
1-6, s 0<0,

—1-0, s 6>0
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Appliquons alors 'algorithme défini précédemment :

Soit 2% = (1,1). Alors

01 = max {L? — sl
i=1,2

’

229 +1
ad +z)+1

= max{0, 1}
=1.
Soit k= 1.

Résoudre

() () = it {maglen ~ 1)~ 1201 +1) = (o )}

zeS

= inf {max[:cl — 21 — acg]}

x€S | i=1,2
=—-1—-6¢ car 6,=1>0
= -2

Prendre 2! € M(#;). Choisissons

Soit k = 2.

Résoudre

(P)  F(6,) = inf {max[(:r;l) - %; (22 + 1) — %(;r;l + g 1)]}

wes | i=1,2

1
=—1—32 car 92:§>0
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Prendre 2 € M(6;). Choisissons
a*> = (0,6).
F(6s) # 0, prendre

212
f5 = max {q;% —1 _.,i}

1,2 Tt a2+ 1
1
=max< —1, =
i=1,2 i
1
7
En faisant de méme pour k = 1,2,..., nous obtenons finalement

1 2
011 = et 2F=(0—=).

Par conséquent,

1+2 (1452
k-2
1
22
1+2+ ;2=
1
142422+ 2

O3

Par conséquent, la suite §; converge vers 6=0.
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Appliquons, & présent, la méthode de Newton a cet exemple :

Méthode de Newton

Soit & un point de départ

Répéter
1. Calculer la direction d : V2f(z)d = —V f(x);
2. xi=a+d

jusqu’a ce que V f(z) = 0.

Soient
a®=(1,1) et 6=1
Déterminons la suite 6y :
91 =1
F(6h) -1-6;
fy=20 =1+ —=-1
2 1+ () 1
(6
05 = 0, + ( 22) =-1+1+1=1
91 (x?)
Hk — (71)1:—1-1.

Cette suite ), ne converge pas.
Remarquons également que le probléme (P) ne posséde pas de solution optimale.

3.5.2 Convergence de la méthode

Notons, tout d’abord, qu'il est nécessaire de supposer que M(8) # @, pour 8 € (6, 64]
puisqu’il faut que F(f) > —oo pour un tel 0 et qu’il existe une solution que nous
noterons (). Supposons également que le probléme (P) posséde une solution opti-

male T (ie.,0 > —o0) et que cette valeur est atteinte.

Remarque 3.5.3. Notons que, dans le cas linéaire de la progammation fractionnelle

généralisée, Uensemble des solutions optimales de (/%) sera non vide a condition que
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F(6,) > —oo pour au moins un 6; > 6, puisque le probléme linéaire équivalent (3.11)
atteint toujours la valeur optimale F'(€). Remarquons, néanmoins, que, méme dans

le cas linéaire, F(6) = —oc, pour tout 8 > 6 est possible.

Proposition 3.5.2. Si (P) posséde une solution optimale T et si M(0;) # 0, alors

(B4 — 0) < (1 - ,Q(i)

We’*))w“g)’ k=1,2,....

Démonstration.

Par la proposition 3.5.1,

204 < 6), — i

"~ 9=k
< Opy1 < O + —rg((g‘f))
< Opr1 — 0 < 0 — 0+ ;((ff)) (3.14)

Or, (P) posséde une solution optimale Z. Par conséquent,

pl-op;i:>3.3.3 F(g) -0

propri 3.3.4 p: g ;
= (P) et (P ont le méme ensemble de solutions optimales

= M(@) # 0.
Dés lors, nous pouvons appliquer la proposition 3.3.1 avec §;, > 0 :

F(6) < F(8) +(0 — 0x)g(z)
S~~~

= (0 - 01)g(3).

La relation (3.14) devient

5 _ (0-br)g(z
9k+1—6<9k9+%

gt
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Corollaire 3.5.1. Si (P) posséde une solution T, si M(0) #0, k=1,2,..., et

si sup,, g(a®) < oo, alors {6} converge vers 0 et ce, linéairement.

Démonstration.

Rappelons, tout d’abord, qu’une suite w;, converge linéairement vers u” si
A0<y<1, Tk, VE> ko |luppr — v < v llue —u*||.

Par la proposition 3.5.2 et puisque sup g(z"*) < oo, nous savous que
k

_ _ g(z
Jores — 01 < |0 -0) (1 - ()H
y(@
- te-at (- )|
g(z
Prendre v = Hl H Vérifions que ce ~ est compris entre les bornes 0 et 1 :

— Sl tOLl_]OllI.S vérifié par propriété de la norme
— v < 1 : pour ce faire, montrons, en développant cette inégalité, que nous

arrivons a une expression qui est toujours satisfaite :

3 1

q(z
=1 - gi(—mk)) <1
& (") — g(x) < g(a*)

& g(T) > 0: toujours vérifié par hypothése sur g; pour tout i.
d
Remarque 3.5.4. Notons que I'algorithme peut encore converger linéairement méme
si certaines hypothéses du corollaire 3.5.1 ne sont pas satisfaites. Illustrons cela en
reprenant 'exemple 3.5.1. Soit 2 = (1,1) le point initial et soient les expressions

suivantes calculées précédemment

7

I
O
=
i

|
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Par conséquent, la suite {6} satisfait

Puisque

la suite {0} converge linéairement vers @ et ce, malgré le fait que toutes les hypo-
théses du corollaire 3.5.1 ne sont pas vérifiées. En effet, le probléme (P) ne posséde

pas de solution optimale et

2
sup g(z*) = sup (1 + —) == oy,
k k HA:
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Chapitre 4

Programmation fractionnelle

généralisée dans le cas compact

Considérons, dans ce chapitre, le probléme suivant

(P) 0= (ma.x ff-(f”))

zeS \1<i<p g;{x)

oit & € IR"™ est un ensemble non vide compact, les fonctions f; sont continues sur

S et les fonctions g; sont continues et positives sur S.

4.1 Propriétés

Théoréme 4.1.1. Soit S un ensemble non vide compact de IR". Alors, les affir-

mations sutwantes sont vérifiées.
1. Les problémes (P) et (Py) possédent toujours une solution optimale, 0 est fini,
et F(8) = 0. D’ou, F(8) =0 implique que 0 = 0.
2. I est finie, continue et décroissante sur IR.
3. La suite {0}, si elle n’est pas finie, converge linéairement vers 0, et toute

sous-suite convergente de {a*} converge vers une solution optimale de (P).
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Démonstration.

1. Montrons d’abord que (P) et (Py) ont toujours une solution @ finie.
L’existence d’une solution @ résulte de la compacité de S et de la continuité

des fonctions f; et g; sur cet ensemble. Par conséquent,

36 t.q. # = inf (max f'(%)) .
1<i<p g;(x)

z€S

Cette solution f sera finie car ’'ensemble S est borné.
Il nous reste & montrer que F(#) = 0 et que, par conséquent, F'(0) =0 = 6 = 6.
Par le point précédent, le probléme (P) posséde une solution optimale. Dés lors,
par la propriété 3.3.3,
F(8) = 0.
L’implication a déja été prouvée par la propriété 3.3.5 du chapitre 3.
2. Montrons ensuite que F est finie, continue et décroissante sur IR.
La fonction F est continue puisqu’il s’agit d’un infimum sur un ensemble com-
pact de fonctions continues.
Par la proposition 3.3.2, nous pouvons affirmer que la fonction I est décrois-

sante. En effet, pour p > 0,

F(0) > F(p) + (p— 0)m > F(p).
ol
>0
3. Montrons également que {6;} tend vers # linéairement si la suite {6} n’est
pas finie.
Pour ce faire, vérifions que toutes les hypothéses du corollaire 3.5.1 sont véri-
— (P) admet une solution optimale par le point 1.
— M(6),) # 0 car S est compact.
— La derniére hypothése & vérifier est sup g(a*) < +o0 :
La fonction g étant le supremum de L%onctions continues cst continue. Soit
{2} une suite de S. Alors, Pensemble défini par {g(z') | [ = 1,2,...} est
compact. Par conséquent, les fonctions g(z!) sont bornées.
Dés lors, en appliquant ce corollaire, nous pouvons conclure que la suite {6}

converge linéairement vers 6.
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Montrons finalement que toute sous-suite convergente de {2*} converge vers
une solution optimale de (P).
Soit {2} une sous-suite convergente de la suite {z*} telle que {z*} converge

vers un certain & € S. Puisque z* appartient a S compact, & € S. Ainsi,
F0) = e (165 ~ 0 (=)

Par continuité,

Par conséquent, # est une solution optimale de (P).

O

Remarque 4.1.1. Par la proposition 3.5.2, avec p = 1 et T une solution optimale de

(P),

(G0 ~ 8] = (1 ;1&)))(9,6—@), k=1,2,.... (4.1)

()
Montrons que (*) converge vers zéro afin de pouvoir affirmer la convergence super-
linéaire de la méthode :
~ a(@)
Ql(ﬂ?k)
.9’1(—";) =1
g1(xF)

o q(2*) — g1 ().

La fonction g; étant continue, il suffit de montrer que la suite {z*} converge vers Z;
ce que nous venons de démontrer au théoréme 4.1.1.

Malheureusement, cette convergence superlinéaire disparait lorsque p > 1. De plus,
par (4.1), nous remarquons que la méthode devient de plus en plus lente lorsque p

augmente. Plus le nombre de rapports concernés est élevé, plus la méthode sera lente.

Remarque 4.1.2. Dans le chapitre précédent, nous constations que, lorsque p = 1,
notre méthode coincide avec I'algorithme de Newton et que, lorsque p > 1, la meé-
thode de Newton est assez différente de notre méthode. Notons, ici, que notre al-
gorithme peut étre plus lent que la méthode de Newton en général. Néanmoins, ce

dernier présente deux avantages :
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1. un sous-gradient de F, qui n’est pas facilement disponible, ne doit pas étre
calculé,

2. notre méthode converge méme pour des fonctions non concaves.

4.2 Algorithme de Dinkelbach modifié

Afin d’introduire un autre algorithme, considérons la fonction paramétrique sui-
vante :

F(z,w,#) = max

1<i<p wy

{fi(ﬁ) — 0gi() }

ot w € IR?, w; > 0 pour tout 7 et @ est un paramétre réel.

Dans ce chapitre, nous choisirons w# = g;(z*).

L’algorithme de Dinkelbach, décrit dans le chapitre précédent, peut alors étre mo-

difié comme suit :

Algorithme de Dinkelbach modifié

f; = max (fl(lo)) .

; gi(z0)

1. Soit " € S. Soit

Soit k= 1.

2. Choisir wf* = g;(a*~!

(Pyk p,.) F,x(8;,) = inf {max [i(2) —&Hi‘g;(m)} )

xesS | 1<i<p ?'Ui

) et résoudre le probléme suivant :

Prendre 2* une solution optimale de (Px g, ).
3. Si F,(6;) = 0. Alors STOP.
4, Si F,x(6;) # 0, calculer
fi(=")
Oy = max | ——= | .
k+1 nl;;lx (g{(xk)

Prendre k := k + 1 et retourner au pas 2.

L’unique différence avec lalgorithme décrit auparavant réside dans le probléme a

résoudre au pas 2. En effet, ici, il faut résoudre le probléme (kg ) & la place du
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probléme ( Py, ) qui était le suivant :

(Pu) P60 = inf { max (o) - 6190}

reS | 1<i<p

Etudions, & présent, la convergence de I'algorithme de Dinkelbach modifié dans le
cas ol 'ensemble S est compact. Dans ce cas, les problémes (P g, ) possédent une

solution optimale et algorithme peut étre appliqué.

Théoréme 4.2.1. Supposons que l'ensemble S est compact.
1. Si Fi(6;) =0, alors 0 = 0 et o est une solution optimale du probléme (P).
2. Lu suite {03}, si elle w'est pas finie, converge au moins linéairement vers 0, et
toute sous-suite convergente de {3;"”} converge vers une solution optimale du

probleme (7).

Démonstration.
Notons, tout d’abord, que le probléme (P) peut étre reformulé comme suit :
oY /g (P
LIS el
pour tout k =1,2,....
Définissons, a présent, la fonction F,« (oil nous choisissons w® = g;(z¥)) de la

maniére suivante :
ru® = int L (= ) Gito) — 8o}
1. Par construction, nous savons que
0, > 0.
En appliquant la propriété 3.3.5 & notre fonction F,«, nous obtenons :
Fo() =0=0,=0

Par la propriété 3.3.4, le probléme (P) posséde une solution optimale z*, No-
tons, pour la suite, que, par la propriété 3.3.4, a* est également une solution

optimale de (P g, ).
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2

Soit # une solution optimale du probléme (P). Par la propriété 3.3.4, T est
également solution du probléme (P, 4, ) et puisque 6), > 6, par la proposition

3.3.1, nous savons que

For(0) < Fure(0) + (0 — 6),) min [M] .

1<i<p | gi(a¥ 1)

Notons que F,:(8) = 0 par la propriété 3.3.3. Par conséquent,

Fui(6;) < (0 — 6;) min [9%&} : (4.2)

1<i<p 1)

a* étant une solution optimale de (P« g, ),

Rl = mox [ gi(=*) (fa:(fv“) B Hk)]

1<i<p | gi(a1) \ gi(a*)
(P
> G (Brer — O1) (4.3)

pour tout j € J(aF) = { il ';j Ei:; = 8k+1}- En combinant (4.2) et (4.3), nous

obtenons

En effet,

(6 — 0,) min {g_‘q"(m) ] > ;") (Opy1 — On)

25 (5@ 0] = 66D

~ o @) gi(3)
& O = 0 < (9= 00) 7 Fs™ 0B G )

_ . gi(z* 1) gi(Z) B
& Oy — 0+ 0, —0 < (60— 6) 05 () Jnin —gf(:ﬁkfl) +6,—146

o =< (0~ ) (1- 9@ ) 1y (-525)).

gi(ak) 1<i<p \ gi(ak-1)

a= inf [ min (@) ——_— 9:(%) ‘
zyes \1<i<p | qu(y) | 1=i<p | gi(w)

Alors, o > 0 puisque S est un ensemble compact et que les fonctions g; sont

Définissons

positives et continues sur ce compact. D’oi, (4.4) peut se reformuler comme
suit :

0 g 9.[‘,+1 = H— S (Ok = é)(l = ('I.’)
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Par conséquent, la suite {#*} converge linéairement vers 0.

Soit 7 la limite de toute sous-suite convergente de la suite {«*}. Alors, & € S
et il existe # € S et une suite croissante d’entiers positifs {n;} telle que la
suite (T, 1, Tn,) converge vers (&, ).

Pour y € S et p € R, définissons

(yu)—gg@(gg;([ﬁ()}UK ) #m@%))-

Notons que 7 est continue sur S x IR. Nous obtenons alors

rComrstn) = s (| == | )~ o))

Lorsque k tend vers 400, nous obtenons

(6.0 = e (| | (09~ @) ).

Par la propriété 3.3.3, F(#) = 0 car (P) admet une solution.
Dés lors, max fi(%) — 0g,(%) = 0.
1<i<p
D'oil 7(&,0) = 0 et & est une solution optimale du probléme (P).
O
Si le probléme (P) posséde une solution optimale unique, alors la suite {x*} générée

par P’algorithme est convergente. Dans ce cas, la vitesse de convergence de la suite

{6,} vers 0 est au moins superlinéaire comme le montre le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.2. Supposons que lensemble S est compact et que la suite {z*}
converge vers T. Alors, {0y} converge superlinéairernent vers 0. Si, de plus, les
fonctions g; satisfont la condition de Lipschitz sur S, alors il existe une constante

A telle que
0< Opr — 8 < MO —0) [||o* — 2" + || — 2], (4.5)

pour k suffisamiment grand.
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Démonstration.
Remarquons, tout d’abord, que Z est une solution optimale du probléme (P). De

I'inégalité (4.4), nous savons que

b1 — 0 < (0 — 0)(1 — ), (4.6)
ol (o
R 1 G :(Z)
TS { (") } L(‘)] | (1)

Lorsque k tend vers 4oc, la suite {z*} converge vers z. Par conséquent, lorsque k
tend vers 400, ap tend vers 1. Dés lors, la suite {6} converge superlinéairement
vers 0.

Montrons, & présent, 'inégalité (4.5). Par hypothése, nous savons que les fonctions
g; sont Lipschitziennes sur S. Par conséquent, il existe une constante N positive telle

que, pour tout x,y € S,

9i(x) =g S Nllz—yll,  i=12....p
D’un autre coté, il existe un nombre réel positif 4 tel que, pour tout x € S,

O<qt(7")£ﬁa 7:1:217)

a N
min (;8) S [0,1 - (E) e — yn] |

pour tout x,y € S. En effet,

D’on

lgi(z) — gy S Nz -yl et 0<gz)<fB Vael
= |gi(z) — Bl < Nz —y
& B —gi(z) < Nz -yl
& gi(x) 28— Nz -yl
gi(z) _ B—=Nl=—yl

Taw) S al)
gil@) _ B-Nlz—y| _ ﬁ(ﬁ) o
@gi(y)z 5 1 3 lz — yll.

En injectant cette derniére inégalité dans Pexpression de ay, (4.7), nous obtenons

N

ez max (0,1 = (X0 [l = 242 ot =] )
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En effet,

ay = min {gt(mkl)} , [ (@) }

1<i<p | gu(ak) | 1si<p [giat )

> max {o, - (%) B x’"‘H} max {0, ]~ (%) |- R’HH}
T

)

Remarquons que
— si (x) < 0 alors le maximum sera zéro,
— si (¥) > 0 alors le maximum sera (*).

Réécrivons expression (*) d’une autre fagon :

== () te=a- () b= e (5) oot -1

;T] 7
N - N 5 ’

1= (F) I == () et =)

N = _ k1 k—1 k

1= (5) tle =0+ et - a4,

Dés lors,

IV

I

w2 max {0,1- (X (e = e =) |

Alors, pour k suffisamment grand,
N ; i "
0<1—qa; < (F) (“'T, = :EL_IH + ||.'1:I‘ - ;v'”H) ,
Afin de démontrer I'inégalité (4.5), il suffit alors de prendre

N
M=—.
3
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Chapitre 5

Programmation fractionnelle

généralisée dans le cas linéaire

Dans ce chapitre, nous allons supposer que 'ensemble S n’est pas obligatoirement

borné. Considérons donc un ensemble S tel que
S={zeR"|Cz<~, >0}

Le probléme fractionnel généralisé linéaire (Pr) peut alors s’écrire :

(Pr) 6 = inf {112?2\;;% Cr<y,&2 0}
oit al et b représentent respectivement la ligne ¢ de la matrice A de taille p x n et
la ligne i de la matrice B de taille p x n. Notons «; (respectivement b;) la colonne j
de la matrice A (respectivement B).

Notons également
= (a )T et f=(8 o
a—(aln"':ap) e f*(l(la"'iﬁp)'
De plus, C est une matrice m x n et v € R™.
Dans ce chapitre, nous nous intéresserons au cas ol ¢ est fini et nous supposerons

également que

(H1) L’ensemble admissible S = {z € R"

Cx <, x > 0} est non vide,

(H2) B >0 (ie. tous les éléments de la matrice B sont positifs) et 3 > 0.
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5.1 Probléme dual associé

Commencons par établir le probléme dual associé au probléme fractionnel généralisé

linaire (P). Pour ce faire, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 5.1.1. Lemme de Farkas
Sotent D € IR™™" et d € IR". Alors, il existe v € IR" tel que

Dy <d, x>0
ou il existe y € IR" tel que
Dy >0,y>0, d'y<0

mais pas les deuw.

Remarquons d’abord que
q

T
_ a; T+ oy

RN

Py | o
Bzinf{t‘ C%z—ig:gt|0$<% x>0, (-E]R}.

Les dénominateurs du probléme (P;) étant positifs, ce dernier peut s’écrire comme

suit :

inf {¢ | (A—tB)z < (—a+18), Cx <y,22>0, te R}.
En effet,

alz + o

e+ 6 — i o

Salr+a <t®Fz+6) Vi=1l---,p car bz+8>0
& Az +a < tH(Bx+ 5)
s Az —tBx < tf — a

s (A—-tB)z < (—a+t8).
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Pour ¢ fixé, définissons ensemble
Si={xeR"|(A-tB)z < (—a+18), Cz < v,z >0}.

Remarquons que, lorsque ¢ € IR est suffisamment grand, cet ensemble S; est non vide
puisque I’ensemble S est non vide (H1). Dés lors, la valeur optimale 6 du probléme
linéarisé (PL) sera

L’ensemble S, étant défini par un systéme d’inégalités linéaires, nous pouvons ap-

pliquer le lemme de Farkas. Par conséquent, soit il existe x € IR™ tel que
(A—tB)x < (—a+tf), Cx <~, >0
soit il existe € IRP*™ tel que
(A-tB)T,CT)y =0, y20, (—a+t8)", 7))y <0.

Dés lors, par ce méme lemme, nous pouvons conclure que 'ensemble S; sera non

vide lorsque ’ensemble
T, = {y e IRP™ | ((A — ?‘,B)T,CT) y>0, y>0, ((—(.v - tﬂ)T,"/T) Y < O}

est vide. En prenant

U
= g u € R?, w € R™,
w
nous pouvons écrire
u
T = ‘ (A=tB)Tu+CTw>0, u>0, w>0, (—a+ t6)Tu +~+"w < 0
W

Done, puisque @ = inf {t { S # @}, nous avons que
§=inf{t|fﬂ=@}.

Remarquons que
T, =0 = T, =0, pour tout t' > L. (5.1)
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Montrons cela par contraposition :
Q¥ >t tag T £ 0=T, £0.

Par hypothése, nous savons qu'il existe ¢’ =t + € > ¢ tel que Ty # {§ c’est-a-dire tel

que

U .
Jy = tq. (A—t'B)Tu+CTw >0, u>0, w>0, (—a+t'8) u+y"w < 0.

Montrons alors que T; # 0 ¢’est-a-dire

U ) z A i 2
Jy = t.q. (A—tB)Tu+CTw>0, u>0, w>0, (—a+8) ut+y"w <0,
w

Pour ce faire, notons que les inégalités w > 0 et w > 0 sont satisfaites par ’hypto-

thése de contraposition. Les inégalités 1 et 2 sont également satisfaites. En effet,

1. (A - tB)T'u, +CTw = (A—-(t - E)B)Tu + CTw

_ T ~T T
=(A-t'B)u+C 'ui—%diuuz[],

>0 pz;; hyp

2. (—a+t)T"u++"w =(—a+ (' —)B)Tu+yTw
=(—a+t'8)Tu+~+"Tw—efTu <0.

( A) yw—ef

N

<0 >0

Dés lors, par (5.1), nous avons
8 = sup {¢ | T, # 0}
—sgupeit | Fu>0,w>0tq (A—tB)u+C"w >0,
(—a+t3)Tu+~Tw <0, te R}.

Remarquons que, dans cette derniére égalité, u # 0, puisque sinon
Ctw>0, w>0, v'w<0.

Ce qui implique, par le lemme de Farkas, qu’il n’existe pas de z € IR" tel que
Cz <7, x > 0 et donc contredit hypothése (/11) & savoir qu’il existe & > 0 tel que

C# < «. Dés lors, nous obtenons le probléme suivant :

0 = sup {t | t87u < afu — yTw, tBTu < ATu+CTw, w>0, u#0, w>0, te IR} .
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De plus, puisque Tu > 0 et BTu > 0, ce probléme de maximisation peut s’écrire
comme suit :

b T 1 1
atu— 7y w a; u -+ c;w

(D) 6= sup { min | ————, min -2
' u>0 BTu "1<i<n b}"u
uz£0
w >0

Par conséquent, 0 étant la valeur optimale du probléme (D), celui-ci peut étre
considéré comme le probléme dual de (Py,) avec aucun saut de dualité entre les deux
problémes. Done, si nous notons par A la valeur optimale du probléme dual associé
a (Pp), nous avons 0 = A,

Afin d’écrire ce probléme autrement, effectuons le changement de variables suivant :

_ u
T
U
i
Le probléme (D) s’écrit donc
aTu _ ATw al'u 4 ciw
n . i i . U;
§ = sup | min z“—,ﬂz&, min = __2u
uz0 Blu 1<j<n blu
w20 2ui 2o
Cir,
u>0 et u#0= E u; # 0
i
i
~ Uy
= g ui:Z* = =1.
- 2 Ui
1 ?
D’o1,
- T — i
] ; alu — yTw A cjj- W
0= sup qsup |min | —————, min -—
az0 | w>0 B 1<i<n b
A=l - 4
Ou encore,
7 ; Tu —yTw . afu+c}nw
= sup 4 sup |min - min =
420 | 430 BTy i<i<n bju

eTu=1
Grace a la derniére formulation du dual (D), nous pouvons observer que méme
si l'ensemble admissible S du probléme primal (£r) n’est pas borné, 'ensemble

admissible du probléme dual (D) est au moins borné en .
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5.2 Application de l’algorithme de Dinkelbach au

probléme dual

Dans cette section, nous allons observer les résultats obtenus lorsque nous appli-
quons lalgorithme de Dinkelbach décrit dans le chapitre 3 au probléme dual (D)

plutdt qu’au probléme primal (Pr).

Afin de pouvoir appliquer 'algorithme, réécrivons le probléme dual sous la forme

d’un probléme de minimisation

tsal 2l |T
5 . . —alu+yTw —aTu—clw
8 == dpf « inf |max| ————, Higk ——=— :
w20 | w20 oLk T) 1<j<n bju
el u=1

Soit i = —0. Ce probléme de minimisation est un probléme de programmation
fractionnelle généralisée avec un ensemble admissible non borné. Sa F-fonction est

donnée par

u>0 w>0 1<j<n

el u=1

Fp(p) = inf {inf [max (—aTu + vTw — p8Tu, max (—ag-"fu, — (;?w = ,u,bfu))w } :

D’ou
Fp(u) = inl h(u;p),
(iT';:l

ou

Bl 1) = ;g% {max [*OJT’U +~w — s, max (ha}‘u - c}nw - ,u.b?u)] } . (6.2

Propriété 5.2.1. Supposons que ['ensemble admissible
5 = {a: € IRﬂ(j.’C S N O} est non vide, que B > 0 et que 8 > 0. Supposons
également que 0 est fini. Alors, la fonction Fp(u) est finie, continue et décroissante

pour tout v € IR.

Démonstration.
— Montrons que Fp(u, i) est finie.
Par (5.2), nous pouvons voir que h(u;p) < oo, pour tout u, p. De plus,

h(u;p) > —oo, pour tout u, g puisque, par (H1) et le lemme de Farkas,
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nous savons qu'il existe @ > 0 tel que CTw > 0 et v" < 0. Par conséquent,

Fp(p) est fini.

— Montrons également que Fp(p) est continue.
Remarquons que la fonction h{u; i) peut également s’écrire comme suit :
h(u, ) = inf {ﬁ‘[ > —aTu+~+Tw — pfTu, t > —a?u — (:?w — ,u,b?u,j =, B ,n}

w>0
telR

=5 ¥iif {OT’iU + t| —yrw+t> (—a— pb) 'y, (5.3)

w>

tclR

C;'P'UJ +t > (_a';l“ - /_ng‘)u?j = dy o o ,‘I”L} :

Ainsi, h(u; 1) étant la valeur optimale d’un probléme linéaire en w, g, h{u; )
est continue en u, . Dés lors, la fonction Fp(u) est continue en w, i puisqu’elle

est infimum d’une fonction continue en wu, j.

— Montrons aussi que Fp(p) est décroissante pour tout pu.
Définissons I'ensemble & = {u | u > 0,¢"u = 1}. Cet ensemble est compact.
De plus, #Tu > 0 et b}"u > 0 pour tout v € X et j =1,.--,p. Dés lors, toutes
les hypothéses de la proposition 3.3.2 étant satisfaites, nous pouvons conclure

que Fp(p) est décroissante.
(|

Corollaire 5.2.1. 8i l'ensemble admissible S = {x € IR"|Cx < v.x > 0} est non
vide, si B > 0, si B > 0 et si 8 est finie, alors i = —0 est Uunique zéro de la

fonction Fp(p) : ie Fp(it)=0.

Démonstration.
Par la propriété 3.3.2, nous savons que Fpp(i) > 0 et que Fp(pe) < 0 pour tout g > fi.
Par conséquent, Fp(i) =0 car Fp est continue et finie. De plus, i est I'unique zéro

de F'p car Fp est décroissante. O

Etudions, a présent, la convergence de cet algorithme.
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Théoréme 5.2.1. La suite {pu}, st elle n'est pas finie, converge linéairerment vers

i=-8

Démonstration.
Afin de démontrer cette convergence linéaire, vérifions toutes les hypothéses du co-
rollaire 3.5.1 :

— Montrons que M (ug) # 0, k=1,2,---.

Par la propriété 3.3.4, une solution optimale @, w de Fp(i) = 0 est égale-
ment une solution du probléme dual (Dy). De plus, Fp(g) est atteint pour

tout ¢ en (s, @(w) ou w(p) est la solution du probléme linéaire (5.3).

— Nous devons également prouver que

sup max | Tu, maxblu ) < co.
w0 1<j<n 7

elu=1
w>0

Cette hypothése est vérifiée car on maximise sur lensemble {u e R |u >0 et eTu=1
y

qui est borné.

Par conséquent, en appliquant le corollaire 3.5.1, la suite {u;} converge li-
néairement vers ji = —0.
O

Eremple 5.2.1.

Soient
n=1p=1, fla)=1, gla)=14+2z, S={z| -z < -1, z>0}.

Alors, le probléme est le suivant :

(P1) Eghxiﬂ}u
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Par conséquent,

F(0) = inf {1 —-6(x+1)}

TES
1-920, s 6<0,

—00, si @>0.

Puisque la fonction F(#) n’est pas finie pour tout 6 > @, nous ne pouvons pas
appliquer I’algorithme au probléme (Pp). Par ailleurs, ce probléme satisfait toutes
les conditions du corollaire 5.2.1. Par conséquent, la méthode convergera si nous
I'appliquons au probléme dual associé au probléme (Fr,).

Le probléme dual (Dy,) est le suivant :

| aTu—+Tw X aj- U+ C} w

(D) sup { min | —————, min —z——
Al 1= b
= J

u>0 1<j<n [
u#0
w>0
o lut+w —w
= sup { min , —
u=1 u (7
w>0

= sup {min [1 + w, —w]}
w=1
w>0

= sup {—w|w >0}.
Alors, la fonction Fp(u) peut s’écrire :

Fp(p) = 1{,%{) {ma-x [—GTTL + yTw — pATu, max (—a}u — (:jflw - p‘bg\u)]}

= ‘iréfo {max[-1 —w — p,w — pl}

= inf {w - Ju|w > 0}
= Vel

D’ol, Fp(y) est finie et continue. Notre méthode converge donc en un pas pour tout

w?® > 0 arbitraire initial.
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Chapitre 6

Méthodes de Dinkelbach de

régularisation proximale

6.1 Meéthode de point proximal inexacte

Considérons le probléme de programmation fractionnelle généralisée suivant :

(P) 0=inf {9(-&-) . [ff(ar)]}

z€S 1<i<p | g;()

ot S C IR” est un ensemble convexe fermé non vide, fi, g;: S — IR sont des fonctions
continues pour tout 1 <4 < p, g; > 0 pour tout = € Setl<i<peton fi —Hfg
est convexe pour tout § > @ de telle sorte que la fonction F (-,wk, ;) soit convexe
sur S.

Soit (z*,w",6)). La méthode de régularisation proximale consiste & remplacer le
probléme de minimisation

min F(z,w*, 6))
xES

par le probléme suivant
. . L} 112
(*Pu:k«ﬂ;,.,m-) 1;1161%1 {F(:’C,wk, 91«!) + EE; H,E - fL]\H } !

ou ay > 0.
Afin de pouvoir implémenter ce probléme, nous ne calculerons qu’une approximation

de la solution de ce dernier. Pour ce faire, nous allons approximer la fonction convexe
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non differentiable F(-,w*, ;) par une fonction convexe (-, w*, 6;) de telle sorte
H ) (!D ]

qu’on puisse plus facilement résoudre le probléme suivant :

o

i : 1 ,_
(APuk gy.0.) i {tp(a:, w*, 0),) + o H"‘: _ :L,I.“?} .

Commencons par énoncer toutes les propriétés que les fonctions (-, w*, 0;) doivent
satisfaire de telle sorte que la suite {6, } converge vers la valeur optimale 6 du pro-
bléme (P) et que la suite {2*} converge vers une solution de ce probléme s’il en

existe une.

Définition 6.1.1. Soit ¢ € (0,1) et soit w* > 0, 6, > 0 et soit z* € S. Une
fonction convexe (-, wk, f;) est une c-approximation de F(-, w*, ;) au point a*

si (a, w*,0,) < F(z,w", 6,) pour tout x € S, et si

—

(2 wk, 6,) > = F(aFT wk, 6y), (6.1)

c

ot 281 est la solution du probléme (AP, g, ay)-

Les c-approximations vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 6.1.1. Si (-, w*, 0;) est une c-approzimation de F(:, w*, 0,) au point

k41

2k, alors, au point 1, nous avons

1 ; : ] X :
SF(aM wh, 6) < o wk, 6) < F(M w0, 6).
165

En particulier, puisque ¢ € (0,1), nous avons

(¥ Wk, By) < Fa® vk, 6;) <0. (6.2)
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L’algorithme de Dinkelbach devient alors :

Algorithme de point proximal inexact
Pas 0 : Choisir 2° € S, w® > 0, ap > 0, ¢ € (0,1) et prendre 6y = 6(z°), et k=0,

Pas 1 : Construire une c-approximation de F(-,w* 6)) et trouver a**! € S,

I'unique solution du probléme
: : 1 12
(A‘Pmk‘,();‘.,(lk) 1361}5} {(p(fb‘, 'wk, HL) + E |I’L = .”L?kH } .

fat(fl?kﬂ)

gi(2*+1)
Pas 3 : Remplacer k par k + 1 et retourner au pas 1.

Pas 2 : Calculer 01 = max , choisir w*t!, apy1 > 0.

Détaillons briévement Uinterprétation de cet algorithme. Nous pouvons d’abord ob-
server que w® n’intervient pas dans le calcul de 8 et que pour tout w > 0, nous

avons
i ($k+1 )

gi(F)

Par conséquent, a chaque itération, nous avons que

fr11 = max & F(z" w,0;,) =0.
1

Fa* wk 0:) = 0.
De plus, une c-approximation de F(-, wk, §),) au point o* satisfait la propriété
F(2* wk, 0,) — F(a*t, wk 0;) > ¢ [F(Ik, w”, 0) — (aF Wk 6;)] . (6.3)

Cette inégalité nous permet de conclure que la décroissance de I entre les points z*
et ¥ (C’est-a-dire le membre de gauche de I'inégalité) est plus importante qu’une
fraction de la décroissance prédite par le modéle ¢ (¢’est-a-dirve le membre de droite

de I'inégalité).

6.2 Convergence

Afin d’étudier la convergence de la suite {6y}, introduisons les notations suivantes.
Pour z € S, w > 0, et #, définissons les ensembles :
- K(x,0) = {j| Ji(z) — 0y;(x) = F(x,0)}
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~ K(z,w0,6) = {j

@) -08:&) _ (o 4o
o F(a,,u,ﬁ')}

Rappelons également que ensemble J(x) est défini par

J(z) = {z’ gg;; - e(m)} .

Proposition 6.2.1. Soit ¢ € (0,1). Alors

o

1. la suite {0:} est décroissante et converge vers 0>0;

2 810> —oc et sigi(vF) < vet wk > w > 0 pour tout k et 1 < i <p, alors
F(xb+t wk, 6,) — 0.

Démonstration.

1. Puisque, par définition, nous avons

1<i<p wk
nous obtenons donc, pour tout 1 <7 < p, que

(k1Y (k1
IP(f)_’,'-[G+1"lUk’ 91;) S TR {f.:(:b ) ‘kgr‘(ﬁ ) } |
F(rlﬂl-{—l wh. Bk) - fi(.’r:"”l) _ kﬂi(ﬂ?kﬂ)

: 4
Soit i* € J (:c’“*‘]). Ainsi,

(6.5)
Ainsi, par (6.4) et (6.5), nous obtenons

(6.2) ‘ )
0 2 F($k+l’qu-tﬂ, Hk) 2 f;»e(xﬁJrl):;f;kgp(ikJrl) V o J(mk+l)
(6.5) ‘ )
= Tulf‘: (Or119i- (&) — Orgi- (zF1))

S (o =) Ve J(z5+).
.

(6.6)
>0 par hypothése
Par conséquent,

Vi€ J($A:+1)

Ops1 — 0k <0

& Op1 < O

& {0} est décroissante.
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Des lors,
||$k+1 _ 1H2 - <$k+1 _ $’$k-+—1 _ ’E>
_ (mk—l-l ok ok — gt — gk gk — m)

= (:t:k"'l e :L'k, gl 1L‘k> + <'rk —x, T :L'> + 2 <.’L‘k+1 — Ik, k- .L>

vl

(6.10)
< oy [f”(m,wk,ﬂ;\.)~+-ek]

< H:L'k+1 - (L'kﬂz + ||:uk — :L',;L'k = .L||2 + 2evy, [F(;L',wk,f)k) + ck} .
3. Développons d’abord deux inégalités :

— Par la définition de ¢, et par (6.1), nous savons que

deéf

(6.1)
€ + Cf,;]“ H.’Ek“ - 3:"’”2 g —tp(m“'l, w®, 8),) <

—%F(m‘"’“, w®, 0),).
— En remplacant k par k — 1 dans 'inégalité (6.7), nous obtenons que
0< Fa wb 0 1) + I/ (05— — O1) .
En combinant ces deux inégalités, nous avons que
e+ ||:w:k+1 - (1:"”2 = % [F(:ck, w1 0_q) — F(z**, wk, Hk)] -+ “% [0r—1 — 6] .

Sommons, & présent, cette inégalité pour k = 1 jusque k = q :

q

Z {ck + a3t Ha;kH - 1'””2} < % [F(at, w®, 6p) — Fz7, w9, 6,)] +
k=1 ’

i
— 6o — 8,].
we { 0 q‘]
Or, par la proposition précédente, nous savons que /' 29 we, 8,) — 0et que 8, — 4.

; q q

s - - : 2 (12
Par conséquent, la série g [ck + akl Hz"“ — ﬂ”” } est convergente. O
k>1

Etudions, & présent, la convergence de la suite {6} vers 0.

Théoréme 6.2.1. Soit ¢ € (0,1). Supposons que 0 < v < gi(z¥) < v et que

0 <w < wk < 1w pour tout k et 1 < i < p. Supposons aussi que erk = 400
k>0
et que soit oy, < @ pour tout k ou soit oy < gy pour tout k. Alors, la suite

0.} générée par Ualgorithme de point prozimal inexact converge vers 0, la valeur
P p s

optimale du probléme (P).
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Démonstration.

Puisque, par la proposition 6.2.1, nous savons que la suite {01} converge vers >0,
il ne nous reste plus qu’a montrer que 6=0.

Remarquons d’abord que, lorsque f = —o0, § = —o0 et donc § = 0. Par conséquent,
supposons que > —oco et montrons que g = 0 dans ce cas.

Soit 2 € . Pour j € K(z,w*, 6,), nous avons que

(fi(z) — "kgj(x))

k
w;

F(z,w*,60,) =

3

En combinant cette derniére égalité avec 6(x) > g; Ez;, nous obtenons
1 g;(x
F(z,w*,6;) < (0(x) — 61) LL)
we
J

Or, par hypothése, nous savons que gi(z) > v et que ’w;‘? < w. D’on
Pz, 0", 0,) < (0(z) — 6k) g si 0(x) — 6 < 0. (6.11)
Montrons, maintenant, que, pour tout x € S, nous avons
lilknsup (F(z,w",0))) > 0. (6.12)
Pour ce faire, supposons, par Pabsurde, que cette inégalité n’est pas vérifice c’est-a-
dire que
J¢>0, T €8 etk taq F(Ew,0) <—c Yk>k. (HA)

Par le point 2 du lemme 6.2.1 avec & = &, nous obtenons, pour touf k > k., que

¥ < = o — 2t 4 2 [0 8 + ]
(@) ||:1:k - ’EHz + Hwk“ — :L""'||2 + 20, (—e + €)

= ||:r;’°' - ’EHQ + 2ay, [ck + (2ap)7t H:L‘Hl — :1;’““9‘] — 2ay.c. (6.13)

Avant de continuer cette preuve, citons d’abord un lemme qui nous sera utile par la

suite :

Lemme 6.2.2. Soit {u*} C IR". SiuF+ < u¥+¢ el si ch < c0. Alors u* — .
k=1
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Considérons, a présent, deux cas distincts :

— Si ay, < &. Puisque 2ag,¢ > 0, nous pouvons déduire de 'inégalité (6.13)
o+ =& < fla* = 3 4+ 26 [+ (e 2 = ]

; " N . 112
Puisque, par le lemme 6.2.1, la série Z {ek + (20y) 7! || - ol } &5t Conver-
k>1
gente et par le lemme 6.2.2, nous pouvons dire que la suite {ll® —3";||2}
converge vers u > 0.
En sommant I'inégalité (6.13) pour & = k. jusque k = ¢ et en utilisant a < @,
nous obtenons

q

g
H:cq+1 _ 5“2 _ Hqgk _ g||2 < Qaz [ek + (a-k)--l ||g;k+1 _ qu‘\ﬂ] — QEZak.

b=k, =k,

En faisant tendre ¢ vers I'infini et en utilisant I’hypothése ay = +oc, nous
4 ¥ ;

k>0
obtenons
+o00 +oc
u— ot — 7" <28 e+ (@) |+ = o] - 2¢ Y
k=ke k=ke
S
=400

< —0Q.

Cette derniére inégalité n’est pas possible. Par conséquent, ce que nous avions
supposé n’est pas correct et nous avons donc
limsup (F(x,w", 6)) > 0.
k—oc
— Si ap < agq1 pour tout k. En divisant les deux membres de I'inégalité (6.13)

par 2ag, nous obtenons

(2a) 7t ||=F — 'i”2 + [er + (20) e = 2f|] —e > (2ap)7 |z*+! — ’i:”z

> (20p41) 7 [P — i”g (6.14)

Par un raisonnement similaire au raisonnement effectué au point précédent,
. _ . ~2
nous pouvons conclure que la suite {(2ak) L2t - &|| } converge vers u > 0

car ¢ > 0 et car la série Z [ek + (2a) 7t |2 - wk}ﬂ est convergente.
k=1
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En sommant I'inégalité (6.14) pour k = k. jusque k = g, nous obtenons

(@) o = 3] = (200) " ot - 5]

< Z [ck + (204) ||:L"c+1 — :L'kﬂz} — g — k).

k=ke
En faisant tendre g vers 'infini, nous obtenons

U — (2(1';%)71 H:.yk‘ — {HQ < —00,

ce qui n’est pas possible. Par conséquent, ce que nous avions supposé est faux

et nous avons donc
limsup (F(x,w",6;)) > 0.

k—oc

En considérant le fait que, pour tout « € S, limsup (F(:v,wJrc ,Sk)) > 0, montrons

. B k—o0
que 6 =6 :
— D’abord, si 6(z) > 0 pour un ensemble infini d’indices &, alors 8(x) > 0 car
0 > 0.

— D’un autre coté, 8(z) < 0 pour tout k > ko. Dés lors, en reprenant I'inégalité

(6.11) et en utilisant (6.12), nous avons pour k > ko

0 < limsup (F(z,w*,6)) < limsup | (8(z) — 604) %

k—o00 k—oo —~—
>0

Donc

Do,

Par conséquent, dans les deux cas, nous avons
6(z) > 0.
Finalement, puisque x est arbitraire, nous avouns que

a>6
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et donc

<
Il
D)

O

Démontrons, & présent, la convergence de la suite {z*}. Pour ce faire, nous aurons

besoin du lemme suivant :

Lemme 6.2.3. Soit z une valeur d’adhérence de la suite {z*} qui satisfait :

|4+ - 2

<l 2+,

ot {0} est une suite de nombres non négatifs telle que E & < +o0.
k>0

Alors, toute la suite {2*} converge vers z.

Notons néanmoins que, pour démontrer la convergence de la suite {0k}, aucune
hypothése n’avait été nécessaire sur I'existence ou non d’une solution au probléme
(P). Par contre, pour la convergence de la suite {x*}, il est nécessaire de supposer

que le probléme (P) posséde une solution.

Théoréme 6.2.2. Soit ¢ € (0,1). Supposons que 0 < v < gi(a®) < v et que

0<w<wt <w pourtout k et 1 <4 <p. Supposons ausst que Zn:k = 400 et
k>0

que soit ay < a pour tout k ou soit ay < ajq1 pour tout k. Alors
1. toute valeur d’adhérence de la suite {a*} est solution du probleme (P) ;
9. si ap < & pour tout k et si Uensemble des solutions du probleme (P) est non

vide, alors la suite {x*} converge vers une solution de (P).

Démonstration.
1. Notons par o* une valeur d’adhérence de la suite {2}, Alors, il existe une sous-

suite {2™} qui converge vers x* et puisque 0(z) est une fonction continue, nous

avons que
o(z™) — 8(x*).
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Or, par le lemme 6.2.1, nous savons que

B = P, —20.
Par unicité de la limite, nous avons
0(z*) =0

et z* est une solution du probléme (P).

2. Montrons d’abord que la suite {#*} est bornée. Soit # une solution du probléme

! (P). Alors

En effet, comme 6, > 0 = 0(Z) = max; i :8, 1ous avons

0> L) o @) - (@) < 0

T I A — =

9:(7)
s fi(Z) — Oigi(T) <0 car w; >0 Vi
Uy
A s S 9 A7
g I]l-?hX{Jl(lL) w.kgl(d’) } <0

e F(z,w, 0,) <0.
Par le second point du lemme 6.2.1, en prenant x = &, nous avons
H:I:HI —_ 5"”2 < H.’i’fk = ?HQ + H:L‘k+1 - mk“Z + 20y, [F'('f wh, 0;) + )
————
<0
< [l = 2+ 4 — 24 + 200

=t = 2l +2 o [+ Qo) ot -]

<a

< HTA B -’77H2 19 1:% 4 (zﬂk)—l ||;rk+1 - Tk||2] '

‘ Or, par le troisiéme point du lemme 6.2.1, nous savons que la série suivante est

‘ convergente

Z [Ck + (20y) 7! Hwkﬂ — :L'kHQ] ;

k>1
, . G ‘ 12 i 5
Par conséquent, par le lemme 6.2.2, la suite { qu‘" - :L'“ } converge. La suite {2*} est

donc bornée.
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De plus, par la définition de c-approximation, nous savons que
o(3*, Wk, 0,) < F(EF,wk,0,) Vvites
et que
(" w*, 0) > %F(f"“’*’l,wk,ﬂk) si 2" est solution de (AP, g, )

Do, (6.15) s’écrit

i . : 1 . .
F(&*, w", 0;) + (200) " ||&* — ;u’~||2 > EF(LI,‘"”-I—I.,'UJA,H;‘,). (6.16)
Or, en utilisant (6.7), nous obtenons finalement
" k : 1 . : ;
F(&", w0k, 8;) + (200) 7 || 2" — 9:"‘”2 > ZF(a™ wh, 6) > i (Op1 —61). (6.17)
e wc

Puisque la suite {#*} converge vers z* € 5%, nous avons que x* € B(S*,8)N .S pour
k suffisamment grand. Dés lors, en utilisant les hypothéses de ce théoréme, nous
obtenons

F(z*,0) > & ||o* — :F:'“H2 pour k suffisamment grand. (6.18)

Soit j € K(a*,0). Dés lors,
F(,8) = Jy(s*) - Bg(ab). (6.19)

Or, par la propriété 3.3.2, nous avons, pour 6 > 0, que [;(a*) < Og;(z*). Par
conséquent, (6.19) peut s’écrire
Ph0) = f(b) ~g(a)
—
<Bg;(a*)
< (6 — 0) g5(2")
=0 =a
< y(0r — 0). (6.20)
En combinant les résultats (6.18) et (6.20), nous obtenons pour k suffisamment grand

oF — &|* < (6, — 8). (6.21)

K
Raisonnons d’une facon similaire pour un indice j € K (&%, w*, 6)). Dés lors, pour
un tel indice, nous avons
~k .k - ~k ~k
F(&*,w, 0,) = — [f5(2*) — 6g;(3")] (6.22)

1
wy
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et puisque f;(7*) < 8(7*)g;(&*) = g;(Z"), nous obtenons

e
FE* b 0,) < (6—6,) 2E)

—_—
<0 \/
<o

(6—6)) . (6.23)

~
'-.\;-ur'-i!

E!l“‘l

En utilisant le résultat (6.23), nous obtenons pour k suffisamment grand

%(é 0 + 2ap) |7 — | > FEE b, 00) + (2ai) |3 k|7, (6.24)
et en utilisant cette derniére inégalité avec (6.21) et (6.17), nous obtenons

T Y s Y

—(6— 8, 20.) 1= (0, — 0) > — (041 — O1)- 6.25

= (0 — 0x) + (200) ™ (0 )ch( k1 — Ok) _ (6.25)
Ecrivons cette derniére inégalité différemment :

(5 6) + (200) 100 = 0) = (b1 — )

we

= '—'/‘(6;;+1 - §+ g - Qk)

we
En divisant cette derniére expression par o= et en arrangeant les termes, nous obte-

nomns :
U

=

C

(20— 00+ 20) " 20 = )] > Gurs T+ - 60)
[0 - 00+ ) " 20 = )] + (0 = 0) > (Busa = )
=]

c( Pl g & )+1](9k—§) Opi1 — 0).

N 204K

=3

-

1C
=

~4|1

f—1

(I_‘l

(+)
Afin de prouver la convergence linéaire, il nous reste a montrer que (%) est compris

entre O et 1 :

— Montrons d’abord que 1+ ¢ (%m = :_i_j) &7
T Y0
Si liminf ay
k—oo
w 2KT w

2K YW 2apk
wT w

— — >
vy 20k

woowT
e —— | <0
20,6 YW
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Comme ¢ € (0, 1), nous obtenons

w TW
c —— ] <0
2k W

c( = T—%’)+1<1.
2pk  yw

— Il nous reste donc & montrer que 1+ ¢ ( = — Tﬂ) > 0.

2apk YW

Par conséquent,

Développons cette inégalité afin d’arriver & une expression qui est toujours

correcte :

cw cTW 1
2k YW
cw eTw
= > -1 fr—
20k Y
cw —yW + cTW
A4 -
20,k Y
S——
<2 par (%)

A
cwT s, —yw + cTw

Y YW

S cwT > —YW + cTw

0> —yw
——

>0

Cette derniére inégalité étant toujours vérifiée, nous avons donc que

w TW
c|l——-—]>-1L
(204.#6 'y'w)

Par conséquent, la suite {6} converge linéairement vers 0 lorsque ay, est suffisam-

ment grand. o

TWw

Théoriquement, puisque ¢ € (0,1) et puisque 3 ;—':_K — 5 < 0, le meilleur taux de

convergence est atteint lorsque ¢ est proche de 1.
Introduisons, & présent, la notion de c-approximation forte afin d’obtenir la conver-

gence superlinéaire :
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Définition 6.2.1. Soit ¢ € (0, 1) et soient wk >0, 0, > 0 et 2* € S. Une fonction
convexe (-, w*, 0;) est une c-approximation forte de (-,w", ;) au point z* si

o(z, w", 8,) < F(z,w*, 6,) pour tout v € S et si

1 —
F(z*t w*, 6,) — p(aFT, wk, 6;) < _a_c ||a**t - .1:"“2, (6.26)
)

ot 251 est la solution du probléme (AP, g, o)

Démontrons, avant tout, une proposition qui nous sera utile afin de démontrer la

convergence superlinéaire de la suite {6}

Proposition 6.2.2. Soit c € (0,1). Une c-approzimation forte de F(-,w", 8)) au

point o* est aussi une c-approzimation de I'(-,w",0;) au point k.

Démonstration.

Par (6.8), nous avons que
a;-l(rck — ) e d [L,D(-,wk,e;..) i TPS] (:z:k“),

Par la définition de sous-différentiel, nous obtenons

2

(@ wh, ) — (2" Wk, 6,) > oy kaﬂ — | (6.27)
. - Kook ok . _ fil#")
Or, par hypothése, p(2*, wk, 6)) < F(a*,w*,0;). De plus, comme 6, = ma.x—m,
gt
nous avons que le maximum est atteint pour un certain 2* ¢’est-a-~dire
. ‘,k
8}‘: o fl (‘LL) ;
gi+ (2*)
Donc
: X <0, si 4 # 1,
fz("}) - Hkgi(f“k) . )
= si o1 =1"
Par conséquent,
l_‘k — 8. 'l"k
F(z*,w*, 6;) = max {f'(,ﬂ ) k;“g,,(’z, )} =0. (6.28)
1<i<p wW;
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En utilisant (6.26) dans (6.27), nous avons

p(a*, w®, ) —p(aH, wk, B) 2 ot || - ."fka2
———
<0

& — ot wh, 0) > ot || - wkuz'

vl

S

(x)

Or, () = 1= (F(@**, b, 04) — p(@*1, wk, 0)).

D’on,
1

_ L,D(:I:k+1, 'wk, 9!\.) S : (F(fl,‘kJrl,’w'l‘:, ek) _ (’O(karlj wk’ 9};))
—c
. 1 : ‘
& ﬁ\‘p(:l:kﬂ,’tuk,()k) > :F(m”l,wk, )

1
ey g0($k+1, wk7 9!:) = EF(.’EkJrl, wk? Hk)
< (6.1).

O

Théoréme 6.2.4. Supposons que [’ensemble S* des solutions du probleme (P) est

non vide, que la fonction F(-,0) satisfait la condition swivante
35>0, k>0 tq F(z,0) >« dist(z,S*)* Ve B(S*,0)NS,

et que T = 112;1‘ miin gi(x) > 0. Supposons également que, a chague wération,
o(-, Wk, 6),) est une c-approzimation forte de F(-, wk, 0;) avec ¢ > 5 et que la suite
{(2*} converge vers une solution de (P). Alors la suite {01} converge superlinéai-
rement vers 0 si oy, tend vers +oo lorsque k — oo st, & chaque itération, wk est

choisi égal & Bgi(x*) avec B> 0.

Démonstration.

Je1 k-1
. ; 3 il — Urpgi\T : .
Puisque F(2F+t wk, 6) = max {f (=) kkg (=) } et puisque, pour i € J(x* 1),

SIEp LU?
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(Rl
Bryq = 5—1&—41;, HOUS avons

F(,LJH-I U)k gk) % ff(m"'+l)*9;.-g;(:vk+l)
4 , , b

.,'\
w;

= (Br1 — ) S
= (HkH- - §+ 8— - Hk)g'('vk:—l)

= (Opq1 — 0) ﬂ:?— (8, — 0) M car 0,>0 VEk
N ; L Y ; w,
>0 >0
- (k1 ket 1
> (Or1 — 8)111_111-5710%—) (6 — 6)111&}( gi(x ) (6.29)
i W wk

Soit 7 € S* tel que ||2* — :'L'""H2 = d(a2*, S*). Puisque, par construction de 'algo-

rithme, %1 est solution du probléme (APx g, o, ), NOUS avons que
o(@F wh, 0)+(2ap) ]| — = H > (et Wk ) +(20y) ! || — H (6.30)

Puisque ¢(-, w*, 8;) est une c-approximation forte c’est-a-dire puisque (", w”, ;) <
F(@w*, 0;), (6.30) s’écrit

F(m w ' 0) + (2a) 1”“3 e B ” ><p(1,"+1 Az’gk)_{_(Qak)—l H:L,k-rl_:ckH?.

(+)

En utilisant (6.26), cette derniére inégalité peut s’écrire

F(ZL wk 9;.)4—(20,;‘) 1||’L —x H > F(,EL+1 QUA‘,GL,)—FE“:EL‘-I—I _$k||2.

QCL‘k
Or, comme ¢ > %, nous avons
2c—1 -0
2@;‘.: .
Par conséquent,
F(E* Wk 0) + (200) 7 ||7* — = || > F(zh, wk, 0). (6.31)
En combinant (6.29) et (6.31), nous obtenons
(Rl _ (k]
F(&*, WP, 0:) + (204) ||1, —z H (6111 —0) mln—'(:#?‘n—)——(ﬁk,—ﬂ) ma.xgl—(jk—).
0! i v}
En utilisant les expressions (6.21) et (6.23), nous avons
k. k ~1||zk gi{a*+) 5 gi(z*t!
F(Z*, wh, 0)) +(200) |7 — H > (B0 —0) mm—wT— — (0 —6) max =
<(0-0,) 15 <360 l
gi(@*+) g:(&*) gi(@*)
& —_ = O — 0) > (Ojy1 — 0 S
i wk mm w T S QOfkh. ( ) 2 (O )mln wh
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Par (6.21), nous savons que les suites {2*} et {#*} convergent vers la méme limite.

En combinant ceci avec le choix de w : wF = Bgi(x*) pour tout ket 1 <4 < p, nous

avons - . .
i ..+ ~ s o l+.

(x 1 . g2 1 . gilx 1

ma.xgi(—k—) — —, min 9:( - ) — — et min &(A—) — =

i w! Jé, i W p : wy Y

lorsque k — oo et donc

fat g;(&* _ B (k1
e S i S8 L T (g 5> (001~ Dymin )
i w; i W 2a.K i w!
~ 4 N 4 \ »
-1 gl 1
3 3 3
v = = 1
= (6 — 8) = (Ory1 — 6)=-
2ayk Jéj
Par conséquent, comme «y, — +oo lorsque k — oo, nous obtenons
5=
——(GHI = ) — 0.
(0 —0)

Notons qu'un résultat semblable a été démontré dans le théoréme 4.2.2. En effet,
dans ce dernier, nous avions démontré la convergence superlinéaire de la suite {0}
mais aucun terme de régularisation n’y apparaissait c’est-a-dire que oy = +o0 et

toutes les composantes de w¥ de w étaient égales & g;(a*).

6.3 Construction des c-approximations

Afin de pouvoir implémenter la méthode décrite dans la section précédente, nous
devons, & présent, préciser comment construire une c-approximation de la fonction
F(-,wk, 6;) au point 2% afin que le probléme (A Pk g, o, ) S0it plus facile & résoudre
que le probléme (Pt g, ap)-

Afin de faciliter Pécriture, notons la fonction (-, w*, 8),) par F'* et la c-approximation
(forte) de F* au point 2* par ¢".

Lorsque Uensemble S est décrit par des égalités et/ou des inégalités linéaires et

lorsque o* est une fonction linéaire convexe par morceaux, le probléme (AP,x g, o)
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est équivalent a un probléme quadratique convexe et peut alors étre résolu par des
méthodes numériques efficaces connues. En effet, soit ¢*(z) = 1r<nqa<.}fn{(aq,m} + by}
ot a, € IR™ et b, € IR pour tout 1 < g < m. Alors, le probléme (AP, g, ) €St
équivalent au probléme suivant :

min v+ ﬁ H,L _ x,\.,”z

s.c v>{a,z)+b, g=1,--,m

zES

La construction de la c-approximation ¢* est basée sur 'hypothése classique de la

programmation convexe non différentielle suivante :

En tout point y € S, un sous-gradient de F* en y est disponible. Ce sous-gradient

est noté s(y).

Afin d’obtenir une fonction convexe linéaire par morceaux pour ¥, nous allons

la construire morceau par morceau a l'aide de modéles successifs
k _
QDj, J = 1: 2: e

jusqu’a ce que Lp;?'k soit, si possible, une c-approximation (forte) de la fonction /' k au
point a* pour ji > 1.

Pour 7 = 1,2, -, notons par y}’ I'unique solution du probléme

; : 3 1 (]2
(F))  min {s&?('y) + 30 1y ==l }

k+1

et prenons ¢ =t et FH =y .

Définissons également les fonctions affines lff, j=1,2,..- par
k ki, k Je : n
By =eiw)+ (G y—v;) VyeR”,

ot ¥ = at (aF — f).

Remarquons que

; . 1 ; . . 1 :
niy {s@?(y) * ar lly - fC’"HQ} < min {W?(‘y) t 5a; ly —=*|° + ?vL’S(y)} :
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D’ofl, par I'optimalité de g%, nous avons

o€+ ol = I+ s )
& 0€ i(yf — )+ 0 [k +vs] UF)
& aik(:.g’c -y ed [(p:;‘." +ps] (4%
& 7 €0 [l +9s] (7)-

Alors, nous pouvons observer que

Eh) = W) + (v vf - o) = A
O s G
-0

et, par la définition de sous-différentiel,

vEealeh +s] (05 & i) = k) + (y -5 =6 YyeSs

Afin d’obtenir une c-approximation (forte) cpf}"k de F* au point 2¥, imposons trois
conditions sur les modéles successifs goff, 4 = 1,2,... . Supposons donc que les

fonctions approximantes convexes ij?' satisfont :

(Ch) % < FFsur S pour j=1,2,--,

(Cy) @by > FRQE) + (s(yf), - —yf) sur S pour j=1,2,--,
(Cs) %y = 1) sur S pour j=1,2,---

ot s(yF) deésigne le sous-gradient de F* disponible au point y¥.
Plusieurs modéles remplissent ces conditions. Par exemple, pour le premier modéle
©*, nous pouvons prendre la fonction linéaire

Ph(y) = FH@ab) + (s(a*),y —2*)  VYyeR"

Vérifions la condition (Cy) : puisque s(z¥) € OF¥(2*), par la définition de sous-

différentiel, nous avons

Fr(y) > FFk) + (s(z®),y — 2*) = k() =% (Cy) est satistaite.
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Les modeles suivants go‘;“; j = 2,--- peuvent &tre construits de différentes fagons.

Citons deux exemples :

1. Pour g =12, +i=
Poa(y) = max {5(y), F*@f) + (s@)),y —w;)}  YyeR™ (6.32)

Nous pouvons facilement constater que les conditions (C2) et (C5) sont satisfaites
ainsi que (Cj) car chaque morceau linéaire de ces fonctions est inférieur a FX,

2. Poour j=1,2,:++

#a(y) = max {F*(yy) + (s(h)y—ub)} VyeR” (6.33)
ol it =&k,
Puisque s(y¥) € dF*(yy) pour ¢ = 0,..., 7, la condition (Cy) est satisfaite. Par la

définition de @k, |, (Cy) est vérifie et puisque ¢4 > o > 1, (C3) est satisfaite.

Si nous comparons (6.32) et (6.33), nous constatons que 5 joue le méme role que les
j fonctions lincaires F*(y%) + (s(y¥),y —v¥), ¢ =0,---,j — 1. D’ou, la fonction i
est appelée fonction affine aggrégée.

Citons, & présent, lalgorithme permettant de construire une c-approximation de F*

au point zF,

Algorithme de la c-approximation forte

Soit z* € S et ¢ € (3,1). Soit j = L.

Pas 1 : Choisir c,og‘-" une fonction convexe linéaire par morceaux qui satisfait les
conditions (C}), (Cs) et (C3) et résoudre le probléme (P}) pour obtenir Yy

Pas 2 : Si F¥(yb) — (k) < (1 - c)oy [ly) - 2%, alors prendre z*+! = y¥,
i = j et STOP; la fonction ¢f est une c-approximation forte de F* au point 2"
et zF11 le prochain itéré.

Pas 3 : Prendre j := 7 + 1 et retourner au pas 1.

Nous pouvons également obtenir une c-approximation en remplagant, dans le pas 2,
I'inégalité par
k..k —1 ks, k
‘Pj(yj) > & ('Uj)-
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Puisque une c-approximation forte est également une c-approximation, il est évident
que si nous obtenons une c-approximation forte aprés un nombre fini d’itérations,
nous obtiendrons également une c-approximation aprés un nombre fini d’itérations.
Par conséquent, nous allons uniquement considérer une c-approximation forte dans
le théoréme qui suit. De plus, le fait que gof;' satisfait les conditions (C4) & (Cs) signifie
que ¥ satisfait (C) et, si j > 2, o satisfait (Cz) et (Cy) avec j+ 1 remplacé par j.
Le théoréme suivant permet de prouver que si «® n’est pas un minimum de FFk et
si les modeles ©f, j = 1,-- satisfont les hypothéses (C1) a (Cs), alors il existe un
indice j, € Ny tel que ¥, est une c-approximation forte de F* au point 2, ie.,la

procédure s’arréte au second pas aprés un nombre fini d’itérations.

Théoréme 6.3.1. Supposons que les modéles goj', §=1,2,. satisfont les condi-
tions (Cy) a (C3), et soit, pour tout j, yf lunique solution du probléme (P;“). Soit,
également, T Uunique solution du probléme (P 0.0 )- Alors
1. Fr(yk) — oh(yh) — 0 et yj — 7% quand j — +oo.
9. Si z* # 7%, alors Ualgorithme de la c-approzvimation forte s’arréte aprés un
nombre fini d’itérations jy, avec gpffk une c-approzimation forte de F* au point
k+

Wk P L R
z¥ et avec x = Yj.

En insérant algorithme de la c-approximation forte dans le pas 1 de lalgorithme

de point proximal inexact, nous obtenons I'algorithme suivant :
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Algorithme de faisceaux

Choisir 2° € X, w® > 0, ag > 0, ¢ € (3,1) et soit 8y = 8(z°), yg = 2° et k =0,
j=1.
Pas 1 : Choisir une fonction convexe linéaire par morceaux ,cﬂ“ satisfaisant les

hypothéses (C1) a (C3) et résoudre
(P min { ¢%(y) + - v — :z:kH2
J yES 1 2(1’),; ’

pour obtenir 'unique solution optimale y;“

R i T :
Pas 2 : Si F*(y%) — ob(yf) < (1 - ot ||vh - a*||", alors prendre abHl = gh
Ykt = gh+) B = (z*t1), choisir w*tt > 0, agq > 0, prendre k ==k + 1 et

) = 0.

Pas 3 : Prendre j := j + 1 et retourner au pas 2.

Un autre algorithme faisceaux peut étre obtenu en remplagant, dans le pas 2, I'in-
égalité correspondant a une c-approximation forte c¢’est-a-dire P(yf) — o5(yF) <

. , 112 T . C L .
(1-c)ay, . “y;” — g H par Iinégalité correspondant a une c-approximation suivante :

PEh) 2 T FM(y)).
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Chapitre 7

Dualité en programmation

fractionnelle convexe

7.1 Introduction

Considérons le probléme de programmation fractionnelle généralisée suivant :

(P)  inf (max / 'i(‘r”))

ve5 \iel g;(x)

ot Pensemble S C IR™ est compact, les fonctions fi,g;: 7 - R, 1€ I ={1,---, p},
p > 1, sont continues, 7 est un ouvert contenant S, gi(x) > 0 pour tout x € S et
i eI

Remarquons que le probléme d’optimisation (P) posséde une solution optimale
puisque la fonction v — max fi(x)/gi(z) est finie et continue sur Pensemble com-

pact S.

Par la suite, nous serons amenés & introduire le probléme dual associ¢ au probléme
(P). Pour ce faire, supposons, & présent, que I’ensemble S est convexe, que les fonc-
tions f;, ¢ € I, sont convexes sur S et que les fonctions g;, i € I, sont concaves sur
S.

Introduisons également les fonctions suivantes :

J@)" = (), @), @)’ = (=), ()
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2. La fonction y — h(z,y) étant un rapport de fonctions linéaires en y, par la
propriété 1.2.3.4, hz,y) est strictement quasiconvexe et strictement cuasiconcave
sur X.

3. Puisque y € ¥, par un raisonnement semblable & celui du point 1, nous pouvons
conclure que la fonction @ — h(z,y) est quasiconvexe sur 5.

11 nous reste  prouver Iégalité (7.1). La fonction y — h(x,y) étant quasiconvexe sur
¥, elle atteint son maximum en un des sommets du polyhédre convexe c¢’est-a-dire

(1,0,---,0),...,(0,---,0,1). Par conséquent,
fi(z) yT [ ()

18‘{ = Inax
Vel gi()  ver yTg(a)’

7.2 Algorithme dual

Supposons que les hypothéses de la proposition 7.1.1 sont satisfaites. Puisque les
ensembles S et ¥ sont compacts et que, comme démontré dans la proposition pré-
cédente, la fonction h(x,y) est quasiconvexe en @ et quasiconcave en y, il suit, par

le théoréme du minimax, que

min {mazt h(z, J)} = max {min h(a:,y)} :

TES YyED zES

Or, par définition de h(x,y), nous avons

max {mm h(z, y)} “ max {mln M} (7.2)

yes | wes yexr | zes yTg(x)

et par (7.1), nous avons

mm{ ax h(z, y)} @ min {ma‘{ '(*)} (7.3)

zeS z€S i€l gi('L‘)

Deés lors, en combinant (7.2) et (7.3), nous obtenons

mm{ma.x fi(l‘)} :m{mm g (f““)} (7.4

xeS iel ql(fL) yeLn res Y g(q,)

Définissons, & présent, la fonction ¢ : X — IR par

cy) = 1516%13; {;E § déflglelg h(z,y). (7.5)

91



CHAPITRE 7. DUALITE EN PROGRAMMATION FRACTIONNELLE CONVEXE

Notons que cette fonction ¢ est continue sur ¥ puisque la fonction h est continue sur
I’ensemble compact S et est strictement quasiconcave puisqu’elle n’est autre qu’un
infimum de fonctions strictement quasiconcaves. Par conséquent, par (7.4), le pro-
bléme a résoudre est équivalent au probléme d’optimisation strictement quasiconcave
suivant :

(@) max c(y).

yeL
Rappelons que, dans ce type de probléme, un minimum local est également un mi-

nimum global.

Le probléme (Q) correspond & un nouveau probléme dual du probléme (P). En
effet, lorsque, dans un probléme dual standard d’un probléme de programmation
fractionnelle généralisée, une partie de l'ensemble des contraintes est dualisée, le
probléme (Q) peut étre considéré comme un probleme dual partiel d’un probléme
(P) de programmation fractionnelle généralisée, puisque seuls les rapports sont dua-

lisés.

La fonction ¢ étant continue sur ensemble compact %, le probléme dual (@) posséde
une solution y*. Ceci ne signifie pas que la solution x* du probleme d’optimisation
associé & ¢(y*) est une solution du probléme primal (£). Néanmoins, nous avons le

résultat suivant :

Proposition 7.2.1. Si 2* est une solution optimale du probléme (P) et y* une
solution optimale du probléme (Q), alors a* est une solution optimale du probléeme

d’optimisation associé a c(y*).

Démonstration.
D’une part, puisque x* est une solution optimale du probléme (P) et par (7.1), nous

avoIls

L&)
iel gz(’E*)
(

(
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similaire.
1. Montrons d’abord que ¢{y) > c(§) = Fp(y,c(y)) > 0.
Puisque g(x) > 0 pour tout x € S, nous avons

c(H)g(x) < ely)g(z).
Par conséquent,

Fp(y,c(y)) = min {7 [f(2) — c(@)g(2)]}
> ggg {7 [f(x) — c(v)g(2)]}

= Fp(y, c(y))- (7.9)
Or, comme pour tout @ € S, nous avons que ¢(y) < ; ’; E % et pour un certain & € S,

2] = L e AL (ﬂj car S est compact, nous obtenons que

Fp(y, c(y)) = 0. (7.10)
Finalement, par (7.9) et (7.10), nous obtenons
Fp(y, c(y)) > 0.

2. Montrons ensuite que Fp(y, (7)) > 0= c(y) > (7).

D’une part, puisque Fp(y, ¢(7)) > 0, nous avons
y' [f(&) —e()g(@)] >0 Vaes

¢’est-a-dire

y' f(x)
e(y) < W g(J,) Yz es

D’autre part, nous avons

y' f(&)

o(y) = F—= pour un certain & € S.
y"9(2)

Par conséquent,

c(y) > c(@).
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Supposons que nous sommes & l'itération & ot 'on connait le point y*. Selon le
lemme précédent, il suffit d’augmenter la valeur de Fpp afin de faire croitre la valeur

de c. Une stratégie possible est donnée par
Fo(y**!, e(y")) = max Fo(y, c(y"). (7.11)
ye

Notons que ce probléme peut étre considéré comme le probléme paramétrique de

paramétre c(y*) associé au probléme (Q) :

T [(x
(Q) 1;51;1)? C(’U) = lz,leag);( {r&lg [JTJ Efﬂ }
l
Qum)  mieFoly, ) = ma { i [ (70) = o))}

Introduisons, & présent, 'algorithme dual :

Algorithme dual (AD)

0T (o
Pas 0 : Soit ° € %, calculer ¢(y°) = minw, et soit k = 1.

zes YT g(x)

Pas 1 : Déterminer y* = arg max, 5, F'n(y, c(y*=1)).

Pas 2 : Si Fp(y*, c(y* ') = 0, alors y* ! est une solution optimale de valeur

c(y* 1) et STOP. Sinon aller au pas 3.

Pas 3 : Calculer c(y*). Prendre k := k + 1 et retourner au pas 1.

Examinons maintenant la procédure a suivre afin de pouvoir retrouver la solution

optimale du probléme (P). Pour ce faire, remarquons d’abord que

Fp(y**, ¢(y¥)) = F(e(y")). (7.12)
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En effet,

~ (7.10) !
Fp(y*t e(y?) "= I}}EagFD(y,C(y"))

W a {min W7/ (=) — c)g(@))] }

yeD zES

= mip {ma [7(10) ~ oot

TES yEL

par le théoréme min-max de Von Neumann

= min {majx [filz) - C(yk)gi(l‘)}}

zes | ie
car le maximum est atteint en un des sommets du polyhédre %
EFeh),
Regardons ce qu’il se passe lors du pas 2 de 'algorithme dual. A cette étape, nous
avons que
Fo(y¥, ™) = 0
et donc, par (7.12),
Fle(y* 1) =0.

D’otl, par la propriété 3.3.4, les problémes

(P) §=inf {mm fi(=) }

ves | iel g;(x)

et
(P F(O) = inf {max o) - 0ui2)
avec § = c(y* 1) possédent le méme ensemble de solutions.
Par conséquent, toute solution du probléme (F) avec § = c(y*1) est également

solution du probléme primal (P).

Examinons. & présent, le pas 1 de Palgorithme dual. Lors de ce pas, a l'itération k
¥ ¥ p ] ¥

nous devons résoudre le probléme d’optimisation, ou p = c(yF

(Qu)  max {lggg " (f(z) — pg(z))] } :

La résolution de ce probléme nécessite beaucoup de temps. D’un autre coté, quand
p

), suivant :

nous appliquons I’algorithme de type Dinkelbach au probléme primal (P), le pro-

bléme (P,), qui semble plus simple, doit &tre résolu & chaque pas. Néanmoins, sous
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certaines hypothéses, il est possible de transformer une solution optimale z**1 du
probléme (F,,+)) en une solution optimale y*t1 de (Qu(yx))- Montrons cela dans le

cas particulier ou
= {;J:G]R”*pj(:c) <0, §=1, ,.s},

ot p;: R" — IR, j=1,---,s sont des fonctions convexes et différentiables. Notons

que le probléme (P, est équivalent au probléme suivant

min £
(Ps) s.c. fi(z) —c()g(x) —t<0, i=1---,p,
gafw] £0, j=1,-&

En plus des hypothéses traditionnelles sur les fonctions [; et g;, supposons également
que ces fonctions sont différentiables.
Soient 2%+ et #441 une solution optimale du probléme () et définissons 'ensemble

des contraintes actives correspondant
P {iifi(fckH) _ C(yk:)gi(karl) — tk+1} et J = {j‘pj(:EkJrl) - O} .

Avant de continuer cette analyse, écrivons la condition de Slater pour notre probléme

(Fy)

4z e R t.q. p;(Z) <0 Vi=1,s

Si cette condition est satisfaite, les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont alors

satisfaites. Par conséquent, il existe des scalaires non négatifs u;, i € I'; et vy, j € J'

tels que
Zudii(:u;"H) + Z'Ujvpj(karl) = 0’
i€l Jjed!
(KKT) Y =1,
i€l

(urr,vg) 20,

ou gi(x) = fi(z) — e(y®)gi().

Notons que, le couple (2*1,#;,,) étant optimal, 'ensemble des contraintes actives
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I’ est non vide.
Le résultat suivant indique comment associer une solution optimale du probléme

(Qe(y+)) aux multiplicateurs de Lagrange u;, i € I',

Proposition 7.2.2. Si la qualification de contraintes de Slater est satisfaite sur

S, alors une solution optimale i du probléme (Q. ) est donnée par

0, si igl,

Yi = o
Uy, st tel.

Démonstration.

Nous devons prouver que g est une solution du probléme

3 ; Fo(y, cly®
(Qc(y“)) 115132}{ D(.U:((U ))

Fp(y, c(y")) = min {y" [f(z) — c(¥*)(@)] } -

11 faut done montrer que
Fp (3, e(y*)) = max Fp(y, ¢(y")).
yes

La condition de Slater étant satisfaite par hypothése, les conditions de Karush-Kuhn-
Tucker sont vérifices. Par conséquent, up € % et done, par la définition de #;, y € 2.
De plus, nous obtenons

Z ,y’iqi(xf\:i»l) - Z giqi(mk-f-l) N Z g{qi(mk:+l)

1<i<p il il

= Z wigi(z**) +0  par définition de 7;

iel’

= Z Uitgy1 par définition de [’

iel’

=l E Ui

iel’

-
(KKT),

= trt1- ()
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D’un autre c6té, nous avons

trp1 = min { max qb(m)} tr4a est une solution optimale du probléme (Py,r)
zesS | 1<i<p
s N LA
= min {;gggg} [fi(2) = e(y*)gi(=)] }
= F(c(y"))
= max Fp(y, c(y*)) car par (7.12), F(e(y®)) = Fp(y*, c(y®)). €
ye

En combinant (*) et (*x), nous obtenons
S (@) = 7 (") = max Fo(y, o(y*))
yeDn
1<i<p
ot g(z) = (g:(2))1<icp = (@) — c(y¥)g(w). Puisque, par définition, Fp(7,c(y*)) =
mig 7" ¢(x), il nous reste & montrer que
TE

" est la solution optimale du probléme min 7 q(x).
TES

Ce probléme étant convexe, il nous suffit de montrer que z**t1 satisfait les conditions
de KKT associées c’est-a-dire
Z @jlqu(’ﬂ) + Z?ijpj(ifk‘l-l) =0 (713)
1<i<p jed’
avec vy > 0.

Or, par les conditions de KKT associées au probléme (F), nous avons

Zuini(mH—l) + Z??jV??j(mk+l) =0

il jed’
& Z 5.V (") + Z?)ijj(mk“) =0 par définition de g
1<i<p jeJ!
< (7.13).
Par conséquent, § est une solution du probléme (Qgx))- O

7.2.1 Interprétation géométrique de I’algorithme dual

Définissons, d’abord, pour tout y € ¥, la fonction F), : IR — IR par

Fy(i) = min {y" [/ () — pg(@)]} -
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Pour 11 € IR et y € 3, nous avons
Fy(p) = min {y" [/ () — ng(x)]}

<rmn{nwx{y[f )Lw@%}}

zES
= min 4 max |f; (@
Lé?{ nax [fi(w) — nil )]}
car le maximum est atteint en un des sommets du polyhedre X
def
= F(p).

Ainsi, pour g = c(y¥), nous avons Fyesi(p) = F(p). De plus, calculer ¢ y*+1) revient
a trouver la racine de Fji(p) = 0. En effet, puisque par construction de c(y*™),

nous avois i
ey ¢ 21T ()
= YRy (a)

pour tout x € S et pour un certain £ € S, nous avons meme I’égalité

k+1Tf( )
o) = ey

cy

Done, nous avons, pour tout = € .S,

L+11 {f LH)([(T)} > 0

avec 1’égalité pour x = 2. Par conséquent,

Fyes (c(y**h)) = min {g*"'7 [f(=) — e(y* ()]} = 0.

zES

En résumé, au point c(y*), nous calculons y**! et nous obtenons Fye(c(y*)) =
F(c(y¥)) > 0. Alors, ¢(y*™) est la racine de Fyr1.
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Par conséquent,
—td = —ty" g(z)

= —tyTg(@) +y" (@) =y F (@) + vy e (@) — v ny(@)

=y" (f(®) — (n+1)g(2)) —y" (f(@) — pg(2))

> min {y” (/(2) = (+ t)g(z))} — min {y" (f() — pg(x))}

= F(u+1) = Fy(p).
Par cette derniére inégalité, nous pouvons conclure que d est un sous-gradient de la
fonction —F), puisque d € 9(—F,(u)) si

—Fy(p+1) > —Fy(p) + {d g+t — )
Fy(u+1) < Fy(p) — td.

En procédant de la méme maniére pour la borne inféricure de Iintervalle (7.15),

nous avons que inf( ; {yTg(m)} est également un sous-gradient. Par conséquent, la
TESy (1

premiére inclusion est vérifiée.

2. E Considérons une suite x,, n > 1 avec @, € Sy(p + ?1:) L’ensemble S étant
compact, la suite {7,,n > 1} posséde une valeur d’adhérence wo, € S et il existe

une sous-suite {x,, : { > 1} telle que
lith 7, = T
It

Les fonctions p — Fy (i), x — y7 f(z) et z — y” g(z) étant continues, nous obtenons

que
F,(p) =lim F, + !
— 7 [ —
y\H e f -
def ;. T 1 T
= %ITE-} (y f(‘T'm) - (,u %+ n_[) Yy g(mng))

= 4" [(2ec) = 19" 9(200)-
Dés lors, To € Sy().

La fonction x — yTg(2) étant continue

Ve>0 3Jl>1tqVIi>l ylow,) <y glte) +d< sup {yTg(z)} +4.
2€Sy (1)
(7.16)
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D’otl, pour tout d € A(—F,)(u) et I > ls, nous avons
1 1 P )
_n_d >F,(p+—]—F(r) pardéfinition de sous-gradient.
l ' L ‘

>yt (f(m.m) — (,w e %) g(:cn,)) — " [f(#n,) — pg(xn,)]  par définition de Fy(-).

1
= - _yTg((gm )
Ty

(7.16) 1 - i
> —— | sup {y g(x)}+4d .
N\ @€Sy(n)
En multipliant les deux membres de cette derniére inégalité par —n;, nous obtenons
d< sup {y'g(z)}+4
a€Sy (1)

Puisque & > 0 est arbitraire, nous avons

d< sup {y"g(z)}. (7.17)

w€Sy (1)

En considérant une suite z, € S, (p — %) et en utilisant un raisonnement semblable

4 celui-ci, nous pouvons montrer que

d> inf {y"g(x)}. 7.18
> dnf {y'g(e)} (7.18)

Par conséquent, en combinant (7.17) et (7.18), nous obtenons, pour d € A—F,) (1),

que
de | inf {y gz sup {y gz ;
\:-’EES.!I(.U){ ( )} ’;trcf:'y(;r,) {J ( )}
|
Soient
i k+1Tf(’?3)
iy i= min { y* 7 g(x) : = est solution de mi ¥ At
it y=t {y g(z) : x est s0 n de min T g()
= min {y*"Tg(z) € Sy (@)}

et

Aw(y) == max {y"g(z): z € S, (c(y™)} -

11 suit du lemme 7.2.2 que

Ar(y) € O(=F)(c(y*)) et da € O(— 1) (e(y*)).
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Afin de démontrer la convergence de I’algorithme dual, nous aurons également be-

soin du résultat suivant :

Théoréme 7.2.1. La suite v, 0 < k < k*, ne contient pas de solution optimale
du probleme (Q) et les valeurs c(yF), 0 < k < k*, sont croissantes. De plus, st k7
est fini, alors c(y*") = p* pendant que, pour k* = +oo, toute valeur d’adhérence
de la suite y*, k > 0, est une solution optimale de (Q). Finalement, si k* = +00
et y* est une solution optimale de (Q), alors 'inégalité
OSM—MWHSO—%%?)w#dﬂ) (7.19)

est vérifiée pour tout k > 0.

Démonstration.

- Soit g un point non optimal. Par conséquent, par le lemme 7.2.1, nous avons
Fp(y**, c(y*)) > 0.
Par le lemme 7.2.1, nous obtenons également
1Y) > ofyh).

Alors, nous pouvons déduire que la suite c¢(y*) est croissante.

- Observons que, pour k* fini,
Fp(y*,cy™ ) = 0.

Dés lors, en appliquant le lemme 7.2.1, y* est une solution de (Q). Par conséquent,
par (7.4), nous avons

c(y*) = p".
- Notons que c(y*), k > 0, est croissante pour k* = +o0, et puisque e(y®) < p* < oo
pour tout £ > 0, nous aurons donc que llTIglo ¢(y®) existe et est finie. De plus, par
le lemme 7.2.2 et la définition de sous-gradient, nous obtenons, pour toute solution

optimale y* de (@), que

Fye(c(y®)) = Fy (cF)) < —(e(y™) — (™) Auly®)- (7.20)
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Théoréme 7.2.2. Soit {y*} la suite générée par 'algorithme dual. Alors toute

valeur d’adhérence de la suite {y*} est une solution optimale du probléme (Q). De

plus, la suite {c(y*)} est croissante et converge linéairement vers 8. Finalement,
WP T

si, pour toute solution optimale y* de (Q), le probléme 1;1}51;1 %

seule solution, alors la convergence de la suite {c(y*)} est superlinéaire.

posséde une

Démonstration.

Les deux premiers points de ce théoréme, a savoir que toute valeur d’adhérence de
la suite {y*} est une solution optimale du probléme (Q) et que la suite {c(y*)} est
croissante, ont été démontrés auparavant. Il nous reste donc & montrer la conver-
gence linéaire et superlinéaire de la suite {c(y*)} :

- La convergence linéaire provient de (7.19). Afin d’avoir un taux linéaire de conver-
gence, il suffit d’observer le comportement de 1 — %l lorsque k& — oo pour une
solution optimale arbitraire de (Q). Soit dy := limsup 1. Par la définition de

kTeo
limite supérieure, il existe une sous-suite K € IN telle que

Dy = kEIICl,l}}Tao k1 (7.24)

De plus, si nous considérons la suite {y**! : k € K} C I, par la compacité de ¥,

nous pouvons trouver une sous-suite K; C K qui satisfait

: k4l %
ekitoo ¥ =Y i

oll y* est une valeur d’adhérence. Par le théoréme 7.2.1, y* est une solution optimale

de (Q).

- g2 < . Aply®
Considérons, a présent, la suite 1 — Auly’)

5., bour ce point y*. Notons que la fonction

y+— d(—F,)(c(y)) est semi-continue supérieurement. Par conséquent, comme oy, €

A(—Fyi1)(c(y*t1)), nous obtenons, par (7.24) et par (7.25), que
0o € O(—Fy-)(c(y")). (7.26)
D’un autre coté, par le lemme 7.2.2, nous avons

Ar(y™) € A(=Fy)(e(y")).
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De plus, puisque la suite c(y*) converge de fagon monotone vers c(y*), puisque la
fonction ju — —Fy- () est convexe et puisque Ay (y*) € A(—F,)(c(y*)), nous obte-
nons que

Ap(y") £ Apn(y”) < < a.

ot a, € A(—F,)(c(y*)). Deés lors, }iTmAk(y*) = Ay (y*) existe et par la semi-
Hilee]

continuité supérieure de la fonction p — 9(—Fy-)(41), nous obtenons que
Au(y") € A=Fy)(cly™)).

Comme Ay (y*) < a, pour tout a. € d(—F,)(c(y*)), nous obtenons, par le lemme
7.2.2, que
Awl)= min  {yTg(e)}. (7.27)

xE€S = (e(y™))
Pour conclure notre analyse du comportement de la suite 1 — %‘A%) lorsque k — oo,
observons, par (7.26) et (7.27), que

0 < limsup (1 = M) =1 - liminf Arly’) _ g _ Booly) <1
kloco 5k.|.1 kloc 6k+1 500

Par conséquent, la suite {c(y*)} converge bien linéairement.

- En ce qui concerne la convergence superlinéaire, il nous suffit de montrer que

041
Ou encore que
D ‘

Or, nous avons

o (7.27) , o
Bl =" iy (700

o y*T q ( CL*)
Nous avons également, par (7.26) et par le lemme 7.2.2, que

boo € O(—Fy)(c(y"))

€ inf yTg(x)), sup vy g(x
m‘éSl,a(c(y*)){ ()} n:ES_,,*(C(-y‘)){ ()}

107



CHAPITRE 7. DUALITE EN PROGRAMMATION FRACTIONNELLE CONVEXE

= 1, c’est-a-dire que Ay, (y*) = b, montrons que

Afin de montrer que AO(;;(@"_)

o0

lintervalle inf  {yTg(x)}. sup {yTg(x)}| est réduit & un singleton.
ﬁ.‘ESyt((:(y"‘)) WESH*(ﬂ(?}“))

Pour ce faire, supposons que le probléme

miny™ £ (z) - e(y)g()]

posséde une seule solution que nous noterons x*. Montrons, alors, en deux étapes,
que cette solution =* est aussi 'unique solution du probléme

v f(z)

min
*Tg(z)

z€S Y B C(yx)

1. Nous avons
y T f(a*) = e(y)g(z").
D’ou,
" [f(=") - ely.)g(z")] = 0.

2. Pour tout x # z*, nous avons

T f(a) 2
s > )
& yTf(x) > yTely)g(z)

# . % 1. * . * £ W e
s yT[f(x) —cy)g=)] > 0=y T [[(=*) —cly)g(=")].
Par conséquent, a* est Punique solution du probléme

T p( o
111i11y f("L) =

zes y*Lg(x) (y)-

Dés lors, nous aurons que

b = y*Tg(fU*) = Ax(¥")-
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux meéthodes primales et duales de
type Dinkelbach permettant de résoudre des problémes de programmation fraction-
nelle généralisée. Nous avons développé Palgorithme de type Dinkelbach dans le cas
général mais aussi dans les cas compact et linéaire. Cet algorithme consiste a rem-
placer le probléme de programmation fractionnelle généralisée par un probléme de
recherche de zéros d’une fonction paramétrique et posséde un taux de convergence
linéaire. Ensuite, dans le cas compact, nous avons modifié I’algorithme décrit pré-
cédemment pour obtenir, dans ce cas, un taux de convergence superlinéaire. Nous
avons également montré que les problémes de programmation fractionnelle généra-
lisée avec un ensemble convexe pouvaient étre résolus plus efficacement en utilisant
une méthode de point proximal inexacte plutot qu’une méthode exacte principale-
ment lorsque le probléme initial posséde plusieurs solutions. La stratégie consistait
a ajouter un terme de régularisation proximale a la fonction paramétrique associée
au probléme initial et & construire I'algorithme sur base des c-approximations. Sous
certaines conditions, cette méthode converge superlinéairement. Finalement, pour
le probléme de programmation fractionnelle généralisée dans le cas convexe, nous
avons construit un dual sans saut de dualité et montré que ce dernier pouvait éga-
lement étre résolu via une approche paramétrique. Cette méthode posséde un taux

de convergence linéaire voire superlinéaire sous certaines conditions.
D’un point de vue numérique, selon les différents articles utilisés dans ce mémoire, il

semblerait que la méthode utilisant les c-approximations et la méthode duale soient

plus efficaces que les méthodes primales de type Dinkelbach.
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