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Résolution d’inégalités variationnelles par les méthodes du point

proximal et du point fixe

Résumé

Dans ce mémoire, nous proposons des méthodes pour résoudre les inégalités variationnelles
(univoques et multivoques) et le probléme d’équilibre, en associant la méthode du point proxi-
mal au principe de contraction de Banach. En réalité, nous résolvons les inégalités variationnelles
et le probléme d’équilibre fortement monotones par le principe du point fixe, et ensuite, nous
combinons cette méthode avec la méthode du point proximal pour résoudre les inégalités varia-

tionnelles et le probléme d’équilibre monotones.

Coupling the Banach contraction mapping fixed point principle

and the proximal point method to solve variational inequalities

Abstract

In this thesis, we propose methods for solving variational inequalities (singlevalued and multi-
valued) and equilibrium problem, by using the proximal point method and the Banach contraction
mapping fixed point principle. In fact we solve strongly monotone variational inequalities and
equilibrium problem by the Banach contraction mapping fixed point principle, and then we com-
bine this method with the proximal point method for solving monotone variational inequalities

and equilibrium problem.




Introduction

Le but de ce mémoire est de résoudre le probléme d’équilibre mathématique et les inégalités
variationnelles (univoques et multivoques), en utilisant la méthode du point proximal, et en ré-
solvant les sous-problémes de notre probléme de départ par le principe du point fixe. Ce faisant,

nous obtenons des algorithmes spécifiques ayant une vitesse de convergence linéaire.

La combinaison de ces deux méthodes est particuliérement intéressante dans notre contexte.
En effet, le principe de contraction de Banach ne peut étre appliqué que sous des hypothéses
de forte monotonicité, et les sous-problémes associes a la. méthode du point proximal vérifient

ces hypothéses. L'algorithme obtenu sera convergent sous des hypothéses faibles de monotoniciteé.

La méthode du point proximal a été introduite pour résoudre l'inclusion 0 € T'(u) ou T' est
un opérateur maximal monotone. Dans ce mémoire, nous adaptons cette méthode pour pouvoir

résoudre le probléme d’équilibre ainsi que les problémes d’inégalités variationnelles.

Dans le premier chapitre, basé sur 'article de E.Blum et W.Oettli [1], nous considérons le

probléme d’équilibre mathématique, défini sur l'espace de Hilbert réel H, par

trouver z* € C

tel que f(z*,z) >0 Vz el

otl C est une partie de H et f:C x C — IR avec flzm) =0z €C.
Nous montrons que ce probléme d’équilibre comprend comme cas particuliers les problémes d’op-
timisation, de point-selle, de point fixe, ’équilibre de Nash, les inégalités variationnelles et les

problémes complémentaires.

Notre objectif étant d’établir des algorithmes de résolution de ce probléme, nous commen-

cons par examiner les cas particuliers des problémes d’inégalités variationnelles, avant d’aborder



le probléme général d’équilibre dans le dernier chapitre.

Au deuxieéme chapitre, sur base de I'article de P.N.Anh et L.D.Muu [6], nous considérons les

inégalités variationnelles univoques monotones, définies par :

trouver z* € C

tel que (F(z*),z —z*) >0 Vx el

ou C est une partie de H et f : C — H monotone.
Nous les résolvons par la méthode du point proximal, et ensuite, nous appliquons la méthode du
point fixe & chacun des sous-problémes, qui sont fortement monotones. Enfin, nous en déduisons

des algorithmes convergeant linéairement.

Dans le troisiéme chapitre, basé sur 'article de P.N.Anh, L.D.Muu, V.H.Nguyen et J.J.Strodiot
[5], nous compliquons l'inégalité variationnelle univoque monotone, en ajoutant une fonction ¢
fermée, propre et convexe. C’est-d-dire, nous étudions les inégalités variationnelles univoques

mixtes monotones définies par :

trouver z* € C

tel que (F'(z*),z —z*) + p(z) —p(z*) 20 Vo €C.

Nous résolvons ces problémes par la méthode du point fixe en utilisant une extension de la pro-
jection. En particulier, nous montrons qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu'un point
soit solution de cette inégalité variationnelle est qu'il soit point fixe d'une certaine fonction h,

définie comme la solution d’un probléme évaluant la fonction donnée.

Dans le quatriéme chapitre, sur base de l'article de P.N.Anh, L.D.Muu, V.H.Nguyen et

J.J.Strodiot [3], nous nous intéressons aux inégalités variationnelles multivoques, définies par :

trouver z* € C, w* € F(z*)

tel que (w*,z —a*) >0 Ve el

ot F: H — 2M est une fonction multivoque.
Nous commencons par résoudre ce probléme quand F est fortement monotone grace a ’algorithme
du point fixe. Ensuite, nous couplons l'algorithme obtenu avec la méthode du point proximal,

pour résoudre l'inégalité variationnelle multivoque monotone (plus forcément fortement mono-



tone). Nous en déduisons un algorithme convergeant linéairement, ou I'évaluation de 'opérateur

proximal peut étre implémentée en calculant une projection sur C.

Au cinquiéme chapitre, sur base de l’article de P.N.Anh et L.D.Muu [4], nous étudions les

inégalités variationnelles multivoques mixtes, définies par :

trouver z* € C, w* € F(z*)

tel que (w*,z — z*) + p(z) — p(z*) 20 Vz €l

ot ¢ : C — IR est convexe et sous-différentiable.

Nous résolvons ces problémes, comprenant des fonctions fortement monotones et co-coercives,
grace & la méthode du point proximal. Nous montrons que les solutions de ces inégalités variation-
nelles peuvent étre calculées en trouvant un point fixe d'une fonction multivoque non expansive.
D’ou, nous résolvons les inégalités variationnelles multivoques mixtes fortement monotones et

co-coercives par le principe de contraction de Banach.

Dans le dernier chapitre, sur base de D’article de L.D.Muu, V.H.Nguyen et J.J.Strodiot 2],
nous revenons au cas général des problémes d’équilibres, et nous les résolvons par le principe
de contraction de Banach quand ces problémes sont fortement monotones. Et ensuite, nous
appliquons la méthode du point proximal pour résoudre les problémes d’équilibres monotones

(plus forcément fortement monotones).
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Chapitre 1
Le probléme d’équilibre

1.1 Introduction

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe dans un espace réel de Hilbert H.

Soit f:C % C — IR tel que f(z,z) = 0 pour tout = € C.

Considérons le probléme d’équilibre suivant :

trouver z* € C tel que

(PE)
flz*,y) >0 VyeCl.

Le probléeme (PE) est trés général dans le sens ou il inclut, comme cas particulier, les pro-
blémes d’optimisation, de points-selles, les équilibres de Nash, les problémes de points fixes, les
inégalités variationnelles et les problémes complémentaires. L'intérét de ce probléme (PE) est
qu’il unifie tous ces problémes particuliers. De plus, beaucoup de méthodes résolvant ces pro-
blémes peuvent étre étendues, modulo de petites variations, pour résoudre le probléme d’équilibre

(PE).



1.2 Du probléme d’équilibre aux inégalités variationnelles

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe dans un espace réel de Hilbert H.

Soit f:C x C — IR tel que f(z,z) = 0 pour tout = e C.

Considérons le probléme d’équilibre suivant :

trouver z* € C tel que

flz*,y) >0 VyeC.

Définition 1. La bifonction f est monotone dans C si
flz,y) + fly,2) <0 Vz,y € C.

Définition 2. Une fonction 7' : C — H est Lipschitzienne dans C de constante L>0
(L-Lipschitzienne) si
”Ta;——T:n’” < L“:c-3:’” Vz,z' €C. (1.1)

Si (1.1) est vérifié avec I < 1, alors T' est contractive dans C.
Si L = 1, alors T' est nonexpansive dans C.
1.2.1 Optimisation
Soit ¢ : C — IR. Le probléme consiste a trouver z* € C tel que
p(z*) < o(y) Vy € C. (1.2)

Nous écrirons mingec (x) pour ce probléme.

Le probléme (1.2) coincide avec (PE) si on prend pour fonction f la fonction suivante :

Flz,y) = vy) — ().

Dans ce cas, la fonction f est monotone, car f(z,y) + Flagz) =D,

1.2.2 Point-selle
Soit ¢ : C1 x C — IR. On dira que (x},2%) est un point-selle de ¢ si
(z*,2%) € C1 % Cy, @(a},y2) < ¢(y1,a3) Y(y1,2) € C1 X Co. (1.3)

Soit € := C; x Cy et soit f:C x C — IR tel que



F(z1,22), (y1,92)) == ©(y1,T2) — (21, Y2)-

Alors z* = (2%, z%) est une solution de (PE) si et seulement si (z,x3) satisfait (1.3).

La fonction f est monotone dans ce cas.

1.2.3 Equilibre de Nash

Soit T un ensemble d’indices finis. Pour tout ¢ € I, soit un ensemble donné €5, 8oit C 1= ] [1e1 Css

Pour tout i € I, soit une fonction donnée f; : C — IR. Pour z := (z:)ier € C, nous définissons
at = (Z5)jer,ji

Le point z* = (z})ier € C est un équilibre de Nash si et seulement si pour tout ¢ € I, nous avons
fila*) < file*,9) Vi € Ci (1.4)
Soit f:C x C — IR tel que
f(a,y) = Tier(filet 3) — file).
Alors z* € C est un équilibre de Nash si et seulement si z* vérifie (PE). En effet, si (1.4) a lieu
pour tout ¢ € I, alors (PE) est vérifié. Si pour tout 4 € I, nous choisissons y € C tel que z** = ¢,
alors f(z*,y) = fi(z*,y;) — fi(z*). D'ov, (PE) implique (1.4) pour tout ¢ € I.
Dans ce cas, f n’est pas forcément monotone.
1.2.4 Point fixe
Soit T : C — C une fonction. Nous voulons trouver z* € C tel que
=", (1.5)
Soit f(z,y) = (z — Tx,y — ).
Alors o* résoud (PE) si et seulement si z* est solution de (1.5).

En effet, (1.5) = (PE) est évident.

Et, si (PE) est vérifié, alors choisir y* := T'z* pour obtenir
0< f(m*,y*) = ”CB* - T:L*Hz )

d’ot, z* = T'z*. Donc, (PE) = (1.5).

Dans ce cas, la fonction f est monotone si et seulement si
(Tﬂ‘_T'meﬁy)S”T’_y“g V:L‘,yEC

d’oil, en particulier, si T' est nonexpansive.



1.2.5 Inégalité variationnelle

Soit T': C — H*(le dual de H) une fonction. Nous voulons trouver z* € H tel que
z* €C, (Tz*,y—z*) >0 VYyeCl. (1.6)
Soit f(xz,y) = (Tz,y — ).
Alors (1.6) & (PE).
1.2.6 Probléme complémentaire
Soit C un cone fermé et convexe avec
C* = {z* € H*| (z*,y) =0 Yy eC}

le cone polaire.

Soit T : C — ‘H* une fonction. Nous voulons trouver z* € H tel que
el, Te" € €%, (Tx* ="y =0. (1.7)

1l est facile de voir que (1.7) est équivalent & (1.6).

En effet, (1.7) = (1.6) est évident.

Si (1.6) est vérifie, alors, en prenant y := 2z et i := 0, nous obtenons de (1.6) que (T'z*,z*) =0
car (Tz*,y) > 0¥y € C. D’ou (1.6) = (L.7).

1.2.7 Inégalité variationnelle multivoque

Soit T : C — H* une fonction multivoque, avec T'z compact, convexe, non vide pour tout = € ¢.

Nous voulons trouver z* € H, £* € H* tel que
z*eC, & eTa*, *,y—z*)>0 Vyel. (1.8)

Soit f(ﬂ’ay) = MaXgeTa <§:y - 'L)

Alors z* résoud (PE) si et seulement si (z*,&*) est une solution de (1.8).

En effet, si «*, £* résolvent (1.8), alors

f($*1y) 2 (E*ay_$*> 2 0 Vy = Ca

10



et z* vérifie (PE).
Inversément, (PE) implique (1.8) avec £* € T'z* est non trivial, et suit du lemme ci-dessous avec

D :=Tz* et p(§,y) := (£, y — z*).
Lemme 1. Soit D un ensemble conveze, compact. Soit C un ensemble conveze. Soitp : DX C—
IR une fonction concave et semi-continue supérieurement pour le premier argument et conveze
pour le second. Supposons que

maxgep p(§,y) =20 VyeC.

Alors il eziste £ € D tel que p(§*,y) > 0 Yy €C.

Démonstration. Supposons, par I'absurde, que ce ne soit pas vrai. Alors, pour tout & € D, il

existe y € C et € > 0 tel que p(&,y) < —e. D’oi, les ensembles ouverts

S(y,€) = {€ € DIp(¢,y) < —€} (y€C,e>0)

couvrent I’ensemble compact D. 11 existe donc un sous-ensemble fini

S(yiaﬁi) ('I = 1:-'-:m)'

Nous avons donc D C U;S (s, €i).

Soit ¢ ;= min; ¢;. Alors, par D C U;S(¥;, €), nous avons
min; p(é, ;) < —¢ V€ € D,

En effet, £ € D, 3 & € S(yi,e) p(é,m) < —e
Donc min; p(§,y:) < (€, i) < —¢.

Puisque la fonction p(.,y;) est concave, par le Théoréme 21.1 de [10], il existe des nombres réels
;>0 (G =1,...,m) avec y_;pu; = 1 tel que 3, wip(€,yi) < —e V& € D. Puisque p(¢€,.) est
convexe, avec y* 1= >_; piyi € C, p(&,4*) < ) wip(€,9:) < —e VEeED.

D'otl, maxgep p(€,y™) < 0 est en contradiction avec les hypothéses.

Rappel : Théoréme 21.1 de [10] :

Soit C un ensemble convexe.

Soit fi,..., fm des fonctions concaves. Alors

ou bien 3 z € C tel que fi(z) >0¢=1,...,m

ou bien 3 Ay, ..., Am non tous nuls tel que >; Aifi(z) < 0 Ve €C.

11



Chapitre 2

Les inégalités variationnelles univoques

monotones

2.1 Introduction

Soit H un espace réel de Hilbert o (.,.) décrit le produit scalaire et o ||.]| décrit la norme.
Soit C € ‘H un ensemble non vide, convexe et fermé.

Soit F' : C — H une fonction monotone.

Considérons I'inégalité variationnelle univoque monotone suivante :

trouver z* € C tel que

(Iv)
(F(z*),z—x*) >0 Yoel.

La fonction F est appelée opérateur de cotlit de (IV).

Nous savons que si F' est le gradient d’une fonction convexe f, alors z* est solution de (IV)

si et seulement s'il est solution optimale du probléme de minimisation convexe

min{f(z)|lz € C}

L’algorithme du point proximal est une procédure itérative fondamentale pour résoudre l'incli-
sion 0 € T(z) ot T est un opérateur maximal monotone. Ce probléme d’inclusion comprend

I'inégalité variationnelle comme un cas particulier. Dans le cas de l'inégalité variationnelle (IV),

12



I’algorithme du point proximal engendre une suite {z*} telle que zF+! := Py (z*) ott Py est appelé
'opérateur proximal ou résolvent, défini par P = (I+ cxT)™1, ot ¢ > 0, I est 'identité et
T(z) = F(z) + Ne(z).

Pour la convergence, 4 part la monotonicité et la continuité, ’algorithme du point proximal
ne requiert pas d’hypothéses supplémentaires sur F. Cependant, du point de vue de l'implémen-
tation, calculer des points d’itération est généralement difficile, puisqu'il requiert ’évaluation de
'opérateur proximal (I + e T)~! & chaque point z*. Et nous savons que calculer chaque point

d’itération z¥ requiert de résoudre une inégalité variationnelle fortement monotone.

Dans cette section, nous couplerons le principe de contraction de Banach avec l’algorithme
du point proximal pour obtenir un algorithme du type projection. En utilisant la technique de
régularisation, cet algorithme ne requiert pas la connaissance de la constante de Lipschitz de
I'opérateur de cotit. De plus, en utilisant le principe de contraction de Banach et la méthode du
point fixe, la convergence est facile a obtenir. Comme la méthode de projection, le sous-probléme

principal est de trouver la projection d'un point dans ’ensemble admissible C.
Cette partie s’organise de cette fagon. La section suivante comprend des préliminaires &

I’algorithme du point proximal appliqué aux inégalités variationnelles monotones. La troisiéme

section décrit en détail deux algorithmes.

13



2.2 Préliminaires

Soit @ # A C H et soit u € H.

La distance de u & A est définie par da(u) = infzea ||z — ul|.

Nous savons que si A est fermé et convexe, alors il existe 'unique v € A tel que da(u) = |lv —ul.
On dit que v est la projection de u dans A.

Soit T : ‘H — 2" une fonction multivoque.

Nous définissons le domaine et le graphe de 7' comme d’habitude :

domT := {z|T(z) # 0}
graphT := {(z,y)ly € T'(z)}.

Définition 3. La fonction T est monotone dans C si
(z—2,z—2') >0 Vz,2' € C,z € T(z), 2 € T(').

Définition 4. T est maximal monotone si T est monotone dans H et si son graphe n’est pas

proprement contenu dans le graphe de n’importe quelle autre fonction monotone.

Définition 5. T est fortement monotone dans C C ‘H de module 8 > 0 (8 -fortement monotone)
si

(z—2,2—2) =Bz — '||? Vz,z' € C,z € T(x), 2 € T(z').
Définition 6. Une fonction M : C — H est Lipschitzienne dans C de constante L > 0 (L-

Lipschitzienne) si

||PVI($)—IVI($")|| §L||$—m'H Vz,z' € C. (2.1)

Si (2.1) est vérifie avec L < 1, alors M est contractive dans C.

Si I = 1, alors M est nonexpansive dans C.

L’algorithme du point proximal peut &tre utilisé pour résoudre l'inclusion 0 € T(u), on T
peut étre une fonction multivoque maximale monotone. L’algorithme est basé sur le fait que si T
est maximale monotone, alors, pour tout ¢ > 0, 'opérateur proximal P := (I + ¢T)~! est défini

partout, univoque et nonexpansif dans tout Iespace. Il est facile a voir que :

0eT(z) ¢ Polx)==x

14



En effet, il est facile & voir que graphPe = {(z + cu, z)|(z,u) € graphT}
D’on, 0 € T(x) & (x,0) € graphT < (z,z) € graphP, & P(z) = .

Donc, linclusion est équivalente & trouver un point fixe de la fonction nonexpansive F%. Pour ce
faire, partant d’un point arbitraire 20, l’algorithme se construit itérativement comme une suite

{z*} telle que
Ft = P (z) k=i s
ot Py = (I + ¢, T)™! et {ci} est une suite de nombres positifs choisis & I'avance.
Le but de cet algorithme est d’évaluer z*t1 En général, c’est une tache assez difficile, puisqu’il
faut calculer (I + c,T)~!. En pratique, au lieu de calculer exactement Pi(z*), nous évaluerons
son approximation. Nous savons que si Hm’““ — P ($k)” < ey Yk avec Y g € < 00, alors la

suite {z*} converge faiblement vers une solution de linclusion 0 € T'(z). De plus, la suite {z*}

est réguliére asymptotiquement, i.e. “:c’““ —z*|| = 0 quand k — +oco.

Pour appliquer Palgorithme du point proximal & 'inégalité variationnelle (IV), prenons
T(z) = F(z) 4+ Ne(z),
ou N¢(z) est le cone normal de C en z, i.e.,
Ng(z) = {w|{w,y —2) <0Vy e C}.
Nous voyons facilement que si F' est continue et monotone dans C, alors T' est maximale mono-

tone. En effet, T'= F'+ N¢ et N¢ est maximal monotone.

Dans ce cas, partant d’un point 2% € C, Palgorithme du point proximal construit une suite {z*}
en prenant ¢! = (I + ¢ T) "1 (zh).

D'on af e (I + ¢ T)(=z"*1).

En remplacant T(z**+!) par F(a*+!) + Ng(z**1),

nous obtenons z¥ — zFt! — ¢ F(a*t1) € Ng(zht1)

ce qui signifie

ghtle @, {aFtl 4o, Pk tT) —2f, o — M) 30 Vael,

15



En effet, w € Ng(z*t!) & (—w,a: — :ck“) >0 Vzel,

et w = z¥ — 2Pt — ¢ F(z*?).

Posons F(z) := z + ¢ F(z) — «¥,

nous voyons que =t est solution de I'inégalité variationnelle :
<Fk(mk+1),m — g1y >0 Vz € C.

D'ot, si F est monotone, alors Fj est fortement monotone de module 8 = 1, et si F est L-

Lipschitzienne, alors F}, est Lg-Lipschitzienne avec Ly =1 + cp L.

L’algorithme du point proximal pour (IV) peut s'écrire comme suit :

Prendre 20 € C et fixer une suite de nombres positifs {ci} tel que cx > ¢ > 0 VE.

Pour tout k = 0,1,..., fixer ¥+ Punique solution de

I'inégalité variationnelle fortement monotone

(Vi) trouver 2+t € C tel que
| k :
(cxF(zh+t) + (g — oF), z — A0 Vel

Nous voyons facilement que, si zF = 2k alors 2 résoud (IV).
Si V’algorithme ne se termine pas, alors on peut prouver que ||z**! — z*|| = 0 quand k — +oo.
De plus, la suite {z*} générée par I'algorithme est bornée et converge faiblement vers une solution

du probléme (IV) s’il admet une solution.
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2.3 Description des algorithmes

Vz € C, notons h(z) 'unique solution du probléme quadratique fortement convexe.

(P@)  mingec {3olly — 2l + (F(),y — )}

ol & > 0 est le paramétre de régulation.

Puisque, Vz € C, (P(z)) posséde une solution unique, h est une fonction univoque dans C. Nous

allons montrer que z* € C est une solution de (IV) si et seulement si h(E*) = &*

La. proposition suivante exprime le fait que si F' est fortement monotone et Lipschitzienne

dans C, alors on peut choisir un paramétre de régulation tel que h soit contractive.

Proposition 1. Supposons que la fonction de codt F est B-fortement monotone et L-Lipschitzienne

dans C. Alors h est contractive dans C de module

AR
§=yl-"t— (2:2)

N L2
o o > .2—.3

Démonstration. Par la définition de h, il suit que
h(u) = Pro(u — L F(u))

ol Prg(v) est la projection de v dans C.
En effet, nous savons que,
D'une part,

2* solution de mingec f(z) & (Vf(z*),z —z*) >0 Vz €.
D’owt h(w) solution de minyec {%o: ly —z)|* + (F(z),y — ’l")}

& (a(Mz) — z) + F(z),z — h(z)) 20 Vzel.

D’autre part,
v=Prgte {t—v,z—v) <0 Vzel.

D'oty, h(z) = Pro(u — 1 F(u))
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& (z— %F(m) — h(z),z — h(z)) <0 VzeC
& (h(z) + lF@)—=z,2z- h(z)) >0 VzeCl.

Ce qui implique que h(u) = Pro(u — 1 P(w)).

Puisque la projection est nonexpansive, nous avons

h(w) — R < |u—LF() - ( - LF@E))|

I

o — |2 = 2 (u— o, F(w) — F(&)) + 2 | F(w) = F@)||”.

Puisque F' est -fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C, nous avons

(u— ', F(u) = F(u)) 2 Bl —2'||”

et
I1F(u) - @) < Lllu—|*.
D’o1, nous avons
Ihw) — h@)? < llu—*+ L fu— )P = Z - u'||?

= (1+§;—g&g) ||u—u’]]2.

D'oit h est contractive dans C quand (1 + i—i - %g) < 1, c’est-a-dire quand o > 2%32—
O

En utilisant cette proposition, nous allons décrire deux algorithmes pour résoudre l'inégalité va-

riationnelle fortement monotone basés sur le principe de contraction de Banach.

| ALGORITHME 1 |

Pas d’initialisation Choisir a > % et une tolérance ¢ > 0.

Pas 0 Prendre u° € C. Poser k = 0.

18



Pas 1 Reésoudre le probléme quadratique fortement monotone

(P(uk)) minec {%a”z —uk||2+ <F(uk),z—uk)}

pour obtenir son unique solution TN

a) Si éf—t;— ||u! — uP|| < ¢, terminer Ialgorithme :

uF*1 est une e-solution de (VI).
b) Sinon, mettre k « k + 1 et retourner au Pas 1.

Soit u* I'unique point fixe de h. Puisque uF+1 = h(u*), nous avons
b — | < O [t = )]

oil & est le coéfficient de contraction de h.

Dong, si algorithme se termine & litération k, alors ||u**! — w*|| < e Dot uF+l est une e
solution de (IV). Si € = 0, algorithme peut ne jamais se terminer. Cependant la suite {ukﬂ}
générée par I’algorithme converge vers I'unique point fixe u* de h, et, par le principe de contraction

de Banach, nous avons

a1 — o < 5 [l = )]

Remarque 1. De (2.2), nous voyons que le coéfficient de contraction § est une fonction du para-

~ 2 : 212 . . 2
meétre de régulation «. Un calcul élémentaire montre que § prend son minimum quand & = %—

D’ou pour la convergence, dans l'algorithme 1, la, meilleure fagon est de choisir a = LTf

Remarque 2. Quand le module 3 et la constante de Lipschitz L ne sont pas connues & l'avance,

nous pouvons justifier les parameétres de régulation o comme suit.

2
Au départ, nous construisons I'algorithme avec o = %g, ot Ly > By > 0, pour obtenir ul = h(u?).
) ”ul - uUH < ¢, alors l'algorithme se termine sur un point fixe de h.
Sinon, si ||u! — u0|| > € > 0, puisque [|a w|| < 5 ||ut - W9 V4, il suit quapres j-itération

avec
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] €
o Loel o)

1= log d !
nous devons avoir ||'u,jJrl = ujH <e.
En effet,
. log( T =20y
J Ea logé |
jlogd < log(ﬂm)
logd? < IOg(H_uffW)
J
R sl
e < e
v < e

Alors Palgorithme peut se terminer. Sinon, il faut augmenter & d'un nombre positif et répéter la
procédure.

De cette facon, nous avons éviter de calculer L et 3. Cependant, ce pas rend 'algorithme lent.

Maintenant, revenons au cas ou I est continue et monotone mais plus nécessairement forte-

ment monotone dans C.

Pour chaque inégalités variationnelles (f Vi), considérons le probléme quadratique fortement

convexe :

min {(Fe(w)y —w) + Iy - ull”} (2.3)

oll ay > 0.

Puisque C est convexe et fermé et puisque la fonction objectif est fortement convexe, le probléme
posséde une solution unique pour tout u dans le domaine de F'.
Soit Ay () : domF — C cette unique solution du probléme (2.3).
Notons que u¥ est solution de l'inégalité variationnelle (IV}) si et seulement si uk € C et

he (1) = ub.

Proposition 2. Si F' est monotone et L-Lipschitzienne dans C, alors hy, est contractive dans C

2 2
avec O == 4/1— EZE - -i—'% quand oy, > %& ott L = 1+ c,L est la constante de Lipschitz de Fy.
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Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition précédente avec Fj qui est fortement monotone
dans C de module 8 = 1 et Lipschitzienne dans C de constante Ly =1+ cp L.
O

Par cette proposition, le principe de contraction de Banach peut étre appliqué au sous-probléme

(I'V}) en utilisant algorithme 1. C'est-a-dire, nous construisons une suite {uk'j } tel que
kit = py(uh9) Tl Ly »
ott uF0 € C a été choisi & avance.

Notons que, & chaque itération j, évaluer hk(uk’j) signifie résoudre le probléme quadratique

fortement convexe
minuec {$ou Jlu = ub9|[* + (Fu(wt),u — ub9) }

Puisque u* est le point fixe de hy, par le principe de contraction de Banach et le principe du

point fixe, nous avons

5j+1
R o
1— 0

oit 0 < &, < 1 est le coéfficient de contraction de hy. Par la proposition précédente,

2, Li
b= 12+

ot Ly = 1+ ¢, L avec L la constante de Lipschitz de F'.

De plus, si I'inégalité variationnelle de départ (IV) admet une solution, alors par l’algorithme du
point proximal, la suite {u’“} converge faiblement vers une solution de (IV) quand la suite {cx}

est bornée inférieurement par 0, ce qui signifie ¢ > ¢ > 0 Vk, ou ¢ est un nombre positif.

En pratique, nous résolverons le sous-probléme (IVy) approximativement. C’est-a-dire, nous choi-
girons d’abord une suite décroissante {e;} de nombres positifs tel que > e g€k < +oo. Donc, au
lieu de calculer la solution exacte u* du sous-probléme (I'V}), nous calculerons son approximation

uFI+ tel que ”uk’jH — uk” < €k

Remarque 3. Par la proposition précédente, le parametre de régulation doit satisfaire oy >
2
Q“LCT’“L)—. Pour garantir la convergence pour 'algorithme du point proximal, la suite {c} doit

atre bornée inférieurement, i.e. ¢, > ¢ > 0 Vk. Puisque ¢ est un nombre positif, nous choisissons
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2
¢, > 0 assez petit tel que ¢ L < 1. D’ot il suit, par ay = (H"%LL, que o = 1 Vk. Dans ce cas,

. 9 L2
puique 8 1= 4/1 — o —k, nous avons
k
b =4 /1 2412 = \/1 —2+(1+CkL)2 = +f cp(2L+ ckLQ).

D’ot, si nous choisissons oy = 1 Vk, nous pouvons prendre §, petit en prenant cg petit, mais

il doit étre borné inférieurement. Un simple calcul montre que la méme situation arrive quand

ar = L2 = (1+ xL)2.

Motivé par le fait que z € C est une solution de (IV) si et seulement s’il est un point fixe de P,

nous dirons que z € C est une e-solution de (IV) si ||z — Pr(z)|| < e.

L’algorithme pour résoudre (IV) quand F' est monotone et Lipschitzienne dans C peut étre décrit

comme suit.

[ ALGORITHME 2 |

Choisir une tolérance € > 0 et une suite décroissante {€;} de nombres positifs tel que

ho 1 €k < +o0o. Prendre 20 € C comme point de départ.
k=1 P
Itération k

Pas 0 Prendre oy > 1.

Poser uF0 := 2* et j := 0.

Pas 1 Résoudre le probléme quadratique fortement convexe

1 112 . .
min {—ak Hu — yfd ” + <Fk(uk’3), u— uk’3>} (2.5)

ueC | 2

pour obtenir w7+,

log(_-e e l )
k0 ou § > —1

: bl
a) S9iu" =w Tz ds

alors poser $k+1 = uk'jH.
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€ -8
lOg( uk:,%l__uk,)l )

En effet, i+l = =0
B ko g )
fo [0 =t < e
dou st —ub]| < gk = o]
s+ -] <

ou ©* est la solution de (IVj).

- Si Hac"“*l - mk“ + €, < €, alors I’algorithme se termine :

2F est une e-solution de (IV).

- Si “:zrkJrl - a:kn + €, > €, alors k:= k + 1 et retourner & 'itération k.

1 e (1-8,)
og( uk,o_uk,l)

b) Siukl#uFlet j < L -1,

alors j := j + 1 et retourner au Pas 1.

Remarque 4. Par l'algorithme du point proximal, ||:r:’“+l - :1:’“” — 0 quand k — +oo si (IV)
admet une solution. D’oi, si (IV) est résolvable, alors 'algorithme se termine apres un nombre

fini d’itération pour € > 0, parce que e, — 0 quand k — +00.

Remarque 5. Le principal sous-probléme dans cet algorithme est le probléme (2.5). Celui-ci peut

se réécrire comme
: k,j 1 k,J #
milyec ”" — (u™! — a—ka(” J))” } ;

ce qui correspond & trouver la projection de ukd — aLka (uk’j ) dans C.

Supposons que (IV) est résolvable.

Montrons que si Ialgorithme se termine & l'itération k, alors z* est une e-solution de (IV).
En effet, par construction de z**!, nous avons |]$’“+1 — Pk(’c’”)“ < ¢, VE > 1.

Puisque ”Pk(af‘) - :ck“ = Ha:kJrl - :c"‘“ + HP;C(mk) - u:k"‘l” <e—ep+ e =k,

z* est une e-solution de (IV).
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Quand € = 0 P'algorithme peut ne jamais se terminer.

Cependant, la convergence est garantie par la convergence de I’algorithme du point proximal
et le principe de contraction de Banach. En effet, supposons que u® soit la solution exacte du
sous-probléme (I'V}), par l'algorithme du point proximal, la suite {uk} converge faiblement vers

une solution u* de l'inégalité variationnelle (IV). Pour tout w € H, nous avons

{(w,z*) — (w,z*) {w,zF — uk) — (w, v — z*)
||| ||uk — a:k” + (w, uk — m*)

< e |lw| + (w,uk — x*)

A

Puisque €, — 0 et u® converge faiblement vers u*, il suit que la suite zF} converge faiblement
q g g

vers z*.
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Chapitre 3

Les inégalités variationnelles univoques

mixtes

3.1 Introduction

Soit H un espace réel de Hilbert, ou (.,.) décrit le produit scalaire et ou ||.|| décrit la norme.
Soit C un ensemble de H non vide, fermé et convexe.
Soit F : C — H une fonction monotone.

Soit ¢ une fonction de H fermée, propre et convexe.

Considérons I'inégalité variationnelle mixte suivante :

trouver z* € C tel que

(Vie)
(F(z*),z — z*) + p(z) —p(z*) 20  Vze€ C:

Dans cette section, nous utiliserons I’approche du point fixe pour le probléeme d’'inégalité va-
riationnelle (VIg) en utilisant une extension de la projection.
En réalité, pour résoudre le probléme d’inégalité variationnelle (VIg), au lieu de considérer le
probléme de minimisation de la fonction y correspondant sur C, nous considérerons le probléeme
de point fixe d'une fonction marginale, donnée comme la solution du probléme mathématique
qui évalue la fonction associée.
En choisissant correctement les opérateurs de régulation, nous monfrerons que la fonction margi-
nale est contractive dans C quand F' est fortement monotone ou quand ¢ est fortement convexe.

Tous les résultats montrent qu’une solution de 'inégalité variationnelle (V I) peut étre obtenue
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par le principe de contraction de Banach, ou la convergence est facilement obtenue.

Du point de vue calculatoire, pour résoudre les inégalités variationnelles, il faut que les inégalités
variationnelles fortement monotones qui apparaissent, soient des sous-problémes.

D’oti, dans les algorithmes des sous-problémes, a chaque itération k, les problémes fortement

convexes sont de la forme :
mingec {5(z — TGz — o*) + (F(z*),z — z*) + p(z)}

ot, quand ¢ est différentiable, la fonction objectif des sous-problémes est sous la forme quadra-

tique suivante :
mingec {2 (z — #*)TG(z - z®) 4+ (F(z*) + Vo(zF),z — =)}

ol G est une matrice symétrique de H dans H.

Cette partie s’organise de cette fagon. Dans la prochaine section, nous rappelerons et prouve-
rons quelques résultats de co-coercivité. Ensuite, nous montrerons comment choisir I'opérateur de
régulation pour que la fonction marginale soit contractive, quand F est fortement monotone ou
quand ¢ est fortement convexe. La quatriéme section étudie les fonctions nonexpansives lorsque

la, fonction cotit est co-coercive. Dans la derniére section, nous décrirons les algorithmes.

26

EETIRITry e



3.2 Préliminaires

Notons que, si ¢ est différentiable dans C, alors, comme ¢ est semi-continue inférieurement, l'in-

égalité variationnelle (V1) est équivalente & celle-ci :

Trouver z* € C tel que
(F(z*) + Vo(z*),z —z*) 20  Vz eC. (3.1)
Pour le probléme (VIg), nous considérons la fonction suivante :

o(0) = - mip { (7,5 ~2) + § =00 = ) +40) ~ 0(0) | 52)

ot G est une matrice symétrique, positive, linéaire et bornée de H dans H.

Quand ¢ est différentiable, nous utiliserons le probleme (6) pour obtenir la fonction de projection

suivante :
. 1
g(z) = —min {(F(:B) +Ve(z),y — ) + 5y — 2, Gly - w))} : (3.3)
Notons que la fonction objectif du probléme qui évalue g1(z) est toujours quadratique et forte-

ment convexe,

Puisque C est fermé et convexe et puisque les fonctions objectifs sont fortement convexes, les
problémes (3.2) et (3.3) sont toujours résolvables pour tout z € C. Soit h(z) et hi(z) Punique
solution des problémes (3.2) et (3.3) respectivement.

Observons que, quand ¢ est une fonction constante, h(z) et hi(z) coincident, i.e. hiz) =
hi(z) Vz € C. Mais en général, h # h;. Cependant, h et hy ont une propriété commune :

#* est solution de 1'inégalité varitionnelle (VI¢) si et seulement si h(z*) = hi(z*) = z*.

Lemme 2. Supposons que l’inégalité variationnelle (VIg) admette une solution. Alors x* est

une solution de (VIg) < x* est un point fize de h. Ceci reste valable pour hi.

Démonstration. | = Supposons que z* est solution de (VIg). J

Soit h(z*) Punique solution du probléme qui évalue g(z*).
Alors
(Fa*), h(a") — 2°) + p(h(z")) — p(a*) 2 0. (3.4
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Puisque h(z*) est solution du probléme convexe qui évalue g(z*),

3 z* € dp(h(z*)) tel que
(F(z*) + G(h(z*) — ") + 25,y — h(z")) 20 VyeCl.
Remplacons y par =* dans cette inégalité, nous obtenons
(F(z*) + G(h(z*) — z*) + z*, 2" — h(z*)) = 0.

Additionnons (3.4) et (3.6)

(G(h(z*) — 2*),&* — h(z")) + (z*,2* — h(2")) + p(h(z")) — p(a") 2 0.

Puisque z* € d¢(h(z*)), nous avons
(2", z* — h(z")) < p(z*) — p(h(z")).
De par (3.7) et (3.8), il suit que
(G(h(z*) — o*), &% — h(z*)) >0 VyeC.

D’oit h(z*) = *, car G est symétrique et positive.

r¢ Supposons que h(z*) = z*.

Par (3.5), nous avons
(F(z*) +2*y—2*) 20 Vyel
Puisque z* € dp(h(z*)), nous avons
(z*,y —a*) S ply) —p(z*)  Vyel.
En additionnant les deux derniéres inégalités, nous obtenons
(F(z*),y —a*) + o) —p(z*) 20 Vyel.

ce qui signifie que =* est solution du probléme (VIg).
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Définition 7. Une fonction ¢ : C — H est co-coercive de module § > 0 (§-co-coercive) dans C si
(@) — (@), 3 — o) > Sllp(@) —p@)I* Voo € C.

Définition 8. Une fonction f & valeurs réelles est d-co-coercive dans C si son gradient V f est

d-co-coercive dans C, i.e.

(Vf(z)— V(@) -z > 8 ||VF@) - VFE@)* Ve’ eC.

1l est facile de voir qu’une fonction co-coercive est Lipschizienne et qu’une fonction Lipschitzienne
et fortement monotone est co-coercive. Une autre propriété nous dit qu’une fonction f est convexe

et son gradient est Lipschitzien dans C si et seulement si V f est co-coercif.
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3.3 TUne approche au point fixe

Dans cette section, nous supposerons que la matrice G = al avec a > 0 et I I'indentiteé.
Nous nous intéresserons d’abord & la fonction h. Dans ce cas, la fonction convexe ¢ ne requiert

pas d’hypothéses de différentiabilité.

Lemme 3. Soit h(z) lunigque solution du probléme convese (3.2)

9(z) = — minyee {{F(z),y — 2) + 5 (y — 7, Gy — 2)) + p(y) — v(z)}.
Alors

h(z) — )P < ||z — o/ — L(F () - FE)|*.

Démonstration. Puisque G est symétrique et puisque  est convexe dans C, le probléme (3.2) est

fortement convexe. Donc, h(z) est unique solution du probléme sans contrainte

minger; {3 (v — 2, Gy — 2)) + (F(=),y — z) + (y) — p(z) +c¥)}-

ot §¢:(y) est la fonction indicatrice de C.

D’olt nous avons

0 € G(h(z) — 2) + F(z) + No(h(z)) + dp(h(z)). (3.9)

En effet,

Soit min, g~ {f(x) + dc(z)}, o f est convexe, alors

z solution <« 0€ d[f + dc](z)
&0 € df(x) + dbc(x)
&0 € df(z) + Ne(z).

(3.9) implique qu'il existe z1 € No(h(z)) et 22 € dp(h(z)) tel que
Gh(z) —z)+ F(x) +21+22=0
ot Nc(h(z)) est le cone normal de C en h(z).

Puisque G = al, il suit que

h(ﬂ?) =T — lF(IB) = El)f_zl = éz’z. (310)
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De la méme fagon, nous obtenons

1 1 1
h / s Jo '—F o Tl Ll .". )
(#) = = (@) =~z — 2 (3.11)
D’oi1, nous pouvons écrire

1h(z) — M@)[|* = (hlz) — h(a"), h(@) = h(z))

—(z—o' - L(F(2) - F(@) - 2(21 — %) — (22 — ), hlx) = h(a)) -
Puisque le sous-différentiel d’une fonction convexe est monotone, nous avons

(21 — (@) — (@) > 0 Va1 € No(h()), % € No(h(@));
(23 — (@) — (@) 2 0 ¥z € dp(h(2)), 2 € Do(h(a')).
D’ou
(@) — B < (2 — o — L(F(z) — F(@), h(e) ~ h("))
< |l — &' - L(F(@) — F@)|| Inz) - b))

Done |h(z) — h(z")|| < Ha: —q - %(F(:c) — F(:L”))H g
|

Maintenant considérons l'inégalité variationnelle (VIg) ot soit F est fortement monotone ou
soit ¢ est fortement convexe dans C. Dans ce cas, la fonction h, qui est la solution unique du

probléme (3.2), est contractive dans C.

Théoréme 1. (i) Si F est B-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C, alors h est contrac-

[ 9 2
0 = 1_—18+-L~2
a o«

(i) Si @ est p-fortement conveze, alors h est contractive dans C de module

,,’L2 —I—Of2

o+ p

tive dans C de module
ou o > %

2 2
quand o > 5‘—25"’—.



Démonstration. (i) Supposons que F est S-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C. Par

|z — 2" — L(F(z) - F(=")]|

= |z~ '|* - 2 (& - o, P(2) = F@)) + 2 [|F(2) = F)II"-
Par le lemme précédent, il suit que
"2 ne 2 / / 1 1|2
|| h(z) — h(z )| < |z —'||" - o (z—2',F(z) - F(z )) + o |F(z) — F(z |-
Puisque F est f-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C, nous avons

(z—a',F(z) — F(z)) > Bz - w'“2

et
|1P@) - F@)|* < L2 ||= - 2']]*-
Donc
Ih(z) — h(z)|? < ||z — «/|1> = 2 ||lz — «/||* + Ll — ')
=(1-2+ L) llo — o'l
D'ott Ih(z) — h@)|| < 4/1— 2 + L5 lz — 2|

Clairement, si o > g’—;, alors & 1= /1 — 2(_1@ + 5 <Ll

D’owt b est contractive dans C de module 4.

(1) Supposons que ¢ est p-fortement convexe dans C. De (3.10) et (3.11) dans le lemme (3), il

suit que

| A(z) — h(:c')l|2 < <’E —a' - é(F(’L) — F(z"), h(z) — h(a:’)> - é (7o — 2y, h(z) — h(z'))
(3.12)
oil 23 € dp(h(z)), 25 € Bp(h(z')).
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Comme ¢ est p-fortement convexe, nous avons
2
(2 — 25, h(z) — h(z")) = p||h(z) - ()"

d’on, par (3.12), il suit que

Ih(z) — h(=)|* < (& — &' — L(F(z) - F(a')), h(z) = h(z")) — & [Ih(e — h(z")|?
& (1+2) (@) — h@)|? < (z -2’ - L(F(z) - F(2"), hlz) = M=)
< |z -2’ = 2(F(z) - F(=")| [Ih(z) — A=)l

& (14 2)* h(@) — k@) < o — o/ — L(F@) - F@))’

= |lz — 2| + & |F(z) - F@@)|* - 2 (& — 2, F(z) — F(@)).
Puisque F' est Lipschitzienne dans C de constante L > 0, et monotone dans C, nous avons
HF(:C)—F(:C’)H <Lz — 2| Vz,z' €C

(F(z) - (z'),z— ') >0 Vz,z' € C.

Ce qui donne

(1+2)° 1@ — @I < lle =o'l + G llo =217

D'ou

VIZ+a? e — ||

1a(z) = bl < — 75

Clairement, § :=
O

Maintenant, supposons que ¢ est différentiable dans un ensemble ouvert contenant C. Comme

nous Iavons déja mentionng, la fonction objectif du probléme (3.3) pour évaluer gi(z) est tou-
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jours quadratique.
Soit ¢ := F' + V.

Alors, par (3.3), hi(z) est 'unique solution du probléme quadratique fortement convexe

mip { (¢(@),y — =) + 5 Iy — =1}

2
min .
yel

I¢(z) + (v — 2)|”

qui peut se réécrire

- (@ - Sota)

En effet,

ly— @@~ &é@)’

= Jy—z|*+ 2 (g(x),y — ) + = [0l

1
= (#@)y -2+ 5y — =l + 5 19l

—_——
constante
Ce qui nous donne hy (z) = Pre(z — 2¢(z)).
Et nous savons que la projection est nonexpansive, i.e.
|Pre(z) - Pre(@)|| < ||z - 2| Vr,z' € H.

Corollaire 1. Supposons que si ' est fortement monotone ou si ¢ est fortement conveze, et si
F + ¢ est L-Lipschitzienne dans C. Alors on peut choisir un paramétre de régulation o tel que
h1 soit contractive dans C.

C’est-a-dire

(i) Si I est B-fortement monotone dans C, alors hy est coniractive dans C quand o > %

(i) Si est p-fortement conveze dans C, hy est contractive dans C quand o > %
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Démonstration. (i) Supposons que F' est fortement monotone.
Par simplicité de notation, nous noterons hy au lieu de hy(z), b} au lieu de hy(z'), et les mémes
conventions pour F V¢ et ¢.

En utilisant la propriété de nonexpansivité de la projection, nous obtenons
2 2
lhy = B4I? < [lz = 2(F + V) = (&' = (F' + V)|

= lz—2|*-2(x—o/,F—F)—2(z—da/,Vo—V¢)

(o]

tar o=
e —’
| F+Vo—(F+Ve)|

Puisque F est f-fortement monotone et F' + Vi est L-Lipschitzienne, nous avons
(m -2, F - F"} >0 ||ac — a:’||2

et
| +99) - (7 + V) < 22 [ja - &'

Donc, par la monotonicité de Vi, il suit que

I 5 < o= lP+ L+l =) - 2 e~ ')

L2 2 2
Ce qui implique que h; est contractive quand « > é‘—;

(i) Supposons que ¢ est p-fortement convexe dans C.

Alors pour tout z,2’ € C, nous avons

o(2) > o) + (Voo - a') + £ o = /||

P 2
p(a) 2 p(@) + (Vo(z), 2’ —z) + 5 [lo -2
Additionnant ces deux inégalités, nous voyons que Vi est p-fortement monotone dans C. Le reste

de la preuve découle de la partie (4).
a
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3.4 La nonexpansivité

Dans cette section, nous supposons F' co-coercive et plus fortement monotone. L’inégalité varia-
tionnelle posséde donc plusieurs solutions. On ne s’attend donc plus & trouver un a > 0 tel que

h soit contractive.

Théoréme 2. Supposons que F' est §-co-coercive dans C avec a 2 %. Alors h est nonezpansive
dans C, i.e.
| (z) — h(=")]| < ||z — || Vz,z' € C.

Démonstration. Pour tout z, '

v ' — ~(F(z) - F(o))

2 2 / 1 2
= “:c — :L"H - a(:ﬂ—zc’,F(a:) - F(2)) + - “F(m) - F(:n’)“ :
Puisque F est d-co-coercive dans C et a 2 2%5, NOUS avons
(@ - F(z) - F@)) > & |F(z) - F@@)|* Va2 €C.

D’on
9

v —a — é(F(a:) —F@))| <e-2|

mwm'—%(F(m}—F(ac'))” < “:1:~1:'H (3.13)

Par le lemme (3) et Vinégalité (3.13), il suit que
Ih(z) - h@)] < lz— ol Vo, €C.
O

Comme précédemment quand ¢ est différentiable, nous avons le résultat suivant qui est une

conséquence de ce théoréme.

Corollaire 2. Supposons que ¢ := F + Vi est A-co-coercive dans C. Alors hy est nonezpansive

dans C quand o > %.
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Démonstration. Utilisant la nonexpansivité de la projection, nous avons
712 1 r 1|2
= HIP < Jla— 3¢ — @ -2
— ;Lo 2
= |lz—a' -3¢ -4

= -2 -2@@—-a\¢-¢)+ Zlo— "

Puisque ¢ est A-co-coercive,
(w—a,p—¢) 2 Ale- 1.

D’ou

= RIE < llz—aIP = 2 lig - @I+ llo = &I°

2 2
1 = Je—2I*+ (G =2 e -
ce qui implique
[h1 = By} < flo — 2|

quand o > %.
Appliquons le théoréme (2) quand F' = 0.

Corollaire 3. Supposons que p est conveze et que son gradient Vo est L-Lipschitzien dans C.

Soit hi(z) la solution du probléeme quadratique fortement conveze

mingec {(V(p(ﬂ,), y) t+ “y - g:”z}

avec o > % Alors hy est nonexpansive dans C et ¥ = hi(z*) si et seulement st z* est solution

du probléme conveze

mingec {¢(z)} -
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Remarque 6. Quand F' = 0, I'inégalité variationnelle (VIg) se réduit au probléme convexe

mingee {p(z)} .

Corollaire 4. Pour tout z, soit h Uunique solution du probléme fortement conveze

minyec {p(y) + o lly = I’}

Alors pour tout « > 0, h est nonezpansive dans C et x* est solution si et seulement s’il est point

fize de h.
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3.5 Description des algorithmes

Les résultats annoncés dans les sections précédentes menent & des algorithmes résolvant I'inégalité
variationnelle généralisée (V I) via le principe de contraction de Banach.

Nous savons que si F est fortement monotone ou si ¢ est fortement convexe dans C, nous pouvons
choisir un paramétre de régulation tel que la fonction h soit contractive dans C. Ce résultat est
valable pour h; quand ¢ est différentiable. Dans ce cas, par le principe de contraction de Banach,

I'unique point fixe de h et de hy peut s’écrire comme
g+l = pls®) k=01, ..
ou zFl=h(z¥) k=0,1,...

ott z° est le point de départ dans C.
Suivant la définition de h et de hy, évaluer h(z*) et hi(z*) requiert la résolution des problemes

fortement convexes (3.2) et (3.3).

Les algorithmes peuvent étre décrit comme suit

| ALGORITHME 1 |

Choisir une tolérance € > 0.
: .. 2
Si F' est [-fortement monotone, choisir a > g_g

. 2_ 52
Si ¢ est p-fortement convexe, choisir a > L

26
ot L est la constante de Lipschitz.
Sélectionner z° € C
Itération k
Résoudre le probléme fortement convexe
1;2(1:1 {%a “CL - :t:kHz - <F('L’°), T — 'ck> + tp(’t)} (3.14)
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pour obtenir sa solution unique z*+1,

a) Si Ha:k*'l = m’“” < ¢, alors 'algorithme se termine :

z¥ est une e-solution de I'inégalité variationnelle (VIg).

b) Sinon, si ||:r:"chi e m’““ > €, alors retourner a l'itération k avec k :=k + L.

Par le théoréme (1) et le principe de contraction de Banach, si I’algorithme ne se termine pas
aprés un nombre fini d’itérations, alors la suite {IL‘k } générée par l'algorithme converge fortement
vers 'unique solution z* de I’inégalité variationnelle (VIg). De plus, & chaque itération k, nous

avons
o+t — o < 555 [l2° — =

ou 0 < § < 1 est le module de contraction de h.

Suivant le théoréme (1), § := /1 — % + % quand F est S-fortement monotone, et § 1= ¥ L fos

a+p
quand ¢ est p-fortement convexe.

De plus, ||z* — cc*” < §||z* — o*|| avec 0 < 6 < 1,

Donc, la suite {:ck} générée par I'algorithme converge linéairement vers z*.

Le point principal ici est de choisir le paramétre de régulation « tel que h soit contractive.

| ALGORITHME 2 |

Choisir une tolérance ¢ > 0.

Si I est f-fortement monotone, choisir o > %
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Si ¢ est p-fortement convexe, choisir a > -1122—73&2
ot L est la constante de Lipschitz.

Sélectionner z° € C

Itération k

Résoudre le probléme fortement convexe

1516151 {%a Hm - x’““2 + <F(a:k) + Vo(zh),z — a:k>} (3.15)

pour obtenir sa solution unique z**1.
a) Si ||3:k+1 - a:kH < ¢, alors 'algorithme se termine :

z* est une e-solution de 'inégalité variationnelle (VIg).
b) Sinon, si ||a:’“+1 - a:k“ > ¢, alors retourner a l'itération k avec k:=Fk + 1.

Comme précédemment, la suite kY sénérée par lalgorithme converge fortement vers I'unique
p ) 8 p 8 g q

solution de l'inégalité variationnelle (VIg).

En résumé, nous avons utilisé le principe du point fixe pour résoudre les inégalités variation-
nelles monotones. Nous avons montré comment choisir les paramétres de régulation tel que la
projection soit contractive sous les hypotheses de forte monotonicité, de nonexpansivité et de
co-coercivité. Ces résultats ménent & la méthode de contraction de Banach pour résoudre les

inégalités variationnelles générales comprenant la forte monotonicité et la co-coercivité.
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Chapitre 4

Les inégalités variationnelles

multivoques

4.1 Introduction

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe dans un espace de Hilbert H.

Soit F : H — 2™ une fonction multivoque.

Considérons 'inégalité variationnelle multivoque suivante :

trouver x* € C,w* € F(z*) tel que
(wtz—z*) >0 Vzel

(VD)
ot (.,.) décrit le produit scalaire dans H et ||.|| décrit la norme.
L’ensemble C est appelé le domaine admissible et la fonction F est appelée la fonction cofit de

(V).

1l existe plusieurs méthodes pour résoudre (VI) avec I une fonction monotone multivoque.
La méthode la plus simple est celle de la projection. A chaque itération k de cette méthode, un
point z¥ € C et un point wk € F(a“”) sont calculés et un vecteur =¥ — tyw®, avec un pas ty > 0,

est projeté sur le domaine admissible C.

La méthode la plus puissante pour résoudre 'inclusion 0 € T(x), qui comprend (VI) comme
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un cas particulier, est la méthode du point proximal. Celle-ci converge faiblement sans ajouter
d’hypothéses de monotonicité sur T'. La procédure du point proximal consiste en une construc-
tion de suite {z*} donnée par gt = Py(z*), ott Py est l'opérateur proximal défini par

P = (I +cT)7}, avec ¢ > 0.

Pour le cas de I'inégalité variationnelle monotone (VI), nous prenons 7' défini par

F(z) + Ng(z) siz € domF

T{x)=
0 si z ¢ domF

ot Ne(z) est le cone normal de C en z, i.e.,
Ne(z) = {w| (w,y —z) <0 Vy € C}.

Nous montrerons que, si (VI) admet une solution, alors, partant de 2% € C, la suite de points
zF k =0,1,..., générée par algorithme du point proximal converge faiblement vers une solution

de (VI) quand la suite {cx} est bornée supérieurement par 0.

Pour la convergence, la méthode du point proximal ne requiert pas d’hypothéses supplémen-
taires sur la monotonicité. Cependant, du point de vue de 'implémentation, calculer les iterées
est généralement difficile, puisqu'il requiert I’évaluation de I'opérateur proximal (I + exT)™t a
chaque point d’itération z*. Et calculer chaque point ¥ revient a résoudre une inégalité varia-

tionnelle fortement monotone.

Nous savons que I'unique solution d'une inégalité variationnelle univoque fortement mono-
q )

tone peut étre calculée en trouvant I'unique point fixe d’une fonction contractive.

Dans cette section nous procéderons comme ceci. D’abord, nous résolverons l'inégalité varia-
tionnelle multivoque fortement monotone grace au principe de contraction de Banach. Ensuite,
nous montrerons comment coupler 1'algorithme obtenu avec la méthode du point proximal pour
résoudre l'inégalité variationnelle monotone (et plus forcément fortement monotone). Ceci im-
pliquera un algorithme convergeant pour résoudre (VI) monotone, ou I'évaluation de 'opérateur
proximal & chaque itération peut étre implémentée en calculant la projection dans le domaine

admissible C, ce qui revient & minimiser une fonction quadratique fortement monotone dans C.
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Cette partie s’organise de cette fagon. D’abord nous définirons quelques préliminaires. Ensuite
nous décrirons les algorithmes utilisant le principe de contraction de Banach pour résoudre (VI)
quand F est une fonction multivoque fortement monotone et Lipschitzienne dans C. Pour finir,
nous décrirons un algorithme couplant la méthode du point proximal et le principe de contraction
de Banach pour résoudre (VI) quand F' est une fonction multivoque monotone et Lipschitzienne

dans C.
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4.2 Préliminaires
Soit T : H — 2.

Définition 9. Soit domT = {z € H|T(z) # 0} le domaine de T'.
Soit graphT = {(z,w)|w € T(z)} le graphe de T"

Supposons que C C domT".
Définition 10. 7' est monotone dans C si
(z—2,z—2') >0 Vz,o' € C,Vz € T(x),VZ € T(a').

Définition 11. T est maximal monotone s’il est monotone et si son graphe n'est pas contenu

proprement dans le graphe d’une autre fonction monotone.
Définition 12. T est fortement monotone de module 8 > 0 (S-fortement monotone) si
(z—2,z—2') > Bz - |2 Vz,z' € C,Vz € T(z),Vz' € T(a').

Définition 13. T : H — 2™ est
_ fermé en z € C si zF — z,w* — w et w* € T(z*) Vk, alors w € T(z).
— fermé dans C g'il est fermé en tout point de C.
_ semi-continu supérieurement en z € C si, pour tout voisinage G de F(z), il existe un
voisinage U de z tel que F(u) C GVueCNU.
— semi-continu supérieurement dans C s’il est semi-continu supérieurement en tout point x

de C.
Définition 14. T est Lipschitzien dans C de constante L (L-Lipschitzien) si
o(T(z), T(z")) < L|lz— 2| Yoo € C
ot p est la distance de Hausdorft, i.e. soit A, B deux ensembles
p(A, B) := max {d(4, B),d(B, A)}
ou

d(A, B) := supgea infeen la — bl
d(B, A) = supye g infaea |la — bf| .

Si T' est Lipschitzien de constante L < 1, alors T est contractif dans C.

Si I = 1, alors T' est nonexpansif.
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4.3 Le principe de contraction de Banach

Dans cette section, nous montrerons comment appliquer le principe de contraction de Banach
couplé au principe du point fixe pour résoudre I'inégalité variationnelle (VI), ou la fonction de

cofit est fortement monotone dans C.

Nous supposons que C C domF'.

Pour tout @ € C et w € F(z), nous définissons la fonction
. o 2
g(z,w) = min { (w,y — =) + 5 Iy — all’} (4.1)
yec 2

ol o > 0.

Soit h{z,w) l'unique solution de probléme convexe avec une fonction objectif quadratique et
fortement convexe.

Nous définissons la fonction multivoque H de C dans C par
H(z) := {h(z,w)|lw € F(z)}.

Notons que quand F est univoque, H est aussi univoque.

Lemme 4. x* est solution de (VI) si et seulement si x* € H(z").

Démonstration. | = Supposons que z* soit solution de (VI). }

Alors, il existe w* € F'(z*) tel que
(w*,z —2*) >0 Vz € C.

Soit h(z*,w*) I'unique solution du probléme (4.1) avec © = ¥, w = w*.

Remplacons, dans 'inégalité du dessus, @ par h(z*, w*), nous obtenons
{w*, h(z*,w*) —z*) = 0. (4.2)
Puisque h(z*,w*) est la solution de (4.1), nous avons

(w* + a(h(z*, w*) — z*),z — h(z*,w*)) 20  Veel
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avec £ = ¥, nous avons
(w* + a(h(z*,w*) — z*), 2" — h(z*,w")) 2 0. (4.3)
Additionnons cette inégalité avec (4.2), nous obtenons
(a(h(z*, w*) — z*),z* — h(z*,w")) = 0.

Dot h(z*,w*) = =*, ce qui implique =* € H(z").

< Supposons que z* € H(z*). l

Alors, il existe w* € F(z*) tel que z* = h(z*,w").

Notons que, pour tout z € C,w € F(z), puisque h(z, w) est la solution de (4.1), nous avons

(w + a(h(z,w) — ),y — h(z,w)) >0  VyeCl.

Remplagons-y @ par z* et w par w*, nous avons donc, car z* = h{z?, w*),
why—st) 20  Vyec

ce qui signifie que z* est solution de (VI).
a

Lemme 5. Supposons que F' est B-fortement monotone dans C. Siz,z' € Cuw e Fz),w €

F(z'), alors
2
(e, w) = b, ) < o —a'|* = B Nl = I + g flw = /I
Démonstration. Le probléme (4.1) peut se réécrire comme
minyer { (w,y — 2) + § ly = I + 6 (0)

ol dc(.) est la fonction indicatrice de C, i.e.

i 0 yecl
dc(y) =
oo yé¢cC.
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Notons que le sous-différentiel de la fonction indicatrice dans C est le cone normal de C. En effet,

z* € 3c(z) & VyeR™ daly) > dolz) + (z*,y — )
e Yyel 00+ (z*y—x)
& Vyel (z*,y—z)<0

ce qui est équivalent au cone normal !

Puisque h(z,w) est la solution du probléme convexe sans contrainte, nous avons
0 € a(h(z,w) — z) + w + Ng(h(z, w))
ce qui implique qu'il existe z € Ng(h(z, w)) satisfaisant
z = —alh(z,w) — ) —w.

Similairement, Yz’ € C,w’ € F(z'), 3z’ € No(h(z',w")) tel que

7 = —a(h(z',v") —z') —w'.
Puisque le cone normal N est monotone, nous avons

(z — 2, h(z,w) — h(z',w')) > 0.
D’ou, il suit que
(z— 2 — L (w—w')— (h(z,w) - h(z!,w')), h(z,w) — h(z',w')) >0

ce qui implique
|a(z, w) — bz, W) < {z—a' - Lw—w),h(z,w) - h(=',w))
< |lz— 2’ = E(w — )| Az, w) — Ala', W)l

Dong,

(@, w) — bz, w)|? < |z -2 = Lw-w)|”

o
2

o=l — 2o — ' w —w) + & fw—w].

Puisque F' est S-fortement monotone dans C
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(:c—a:’,w~w’)2ﬁ||m—:c’||2 Vz,z' € C.
Donc, nous obtenons pour finir
2 2
A, w) — hia', )2 < ||z — o/ |* = 2 o - &'|I” + g5 o — w'|I”

Vz,z' € C,Yw € F(z),Yv' € F(a').

Corollaire 5. Si F est 3-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C, alors
|h(z, w) — h(z',w')|| < 6 |lz —2'|| Vz,2' € C,Yw € F(z), 3w € F(a').

ot d = 14§+£—3

8]

Notons que st o > %, alors 0 < § < 1.

Lemme 6. Supposons que F' est fermée, d valeurs convezes et L-Lipschitzienne dans C. Soit

z,2' € C,w € F(x) et soit w' la projection de w dans F(z"). Alors,
llw—w'|| <Lz —2'|.

Démonstration. Puisque F' est fermée et & valeurs convexes, par la définition de la distance de

Hausdorff, nous avons

o(F(@), F@)) = max {d(F(2), (")), d(F(), F(z))}
> d(F(z), F('))
= MaXye F(r) MAXye (o) [ — |

= maXye r(z') ”w - 'UH

= v — /|

ol la derniére inégalité a lieu car w' est la projection de w dans F(z').
g p

Puisque F est L-Lipschitzienne, il suit que

lw = w'|| < p(F(x), F(a')) < Llle -l
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Soit € > 0.

Définition 15. Nous dirons qu'un point z* est une e-solution de (VI) s'il existe o € H(z") tel

que ||z* —z|| <L e

L’algorithme suivant résoud (VI) quand F est fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C.

[ ALGORITHME 1 |

Choisir une tolérance € > 0 et o > é‘—;
Choisir z° € C,w® € F(aP).
Itération k(k =0,1,2,--)

Résoudre le probléme fortement convexe
P(z*) : mingec {% H:c - :I:kH2 + (wk,:c - mk)}

pour obtenir sa solution unique z**1.

a) Si ||zf+! — z*|| < ¢, alors Palgorithme se termine : z* est une e-solution de (VIP).
8

b) Sinon, si ||z*+! - z¥|| > e, alors choisir wht € F(zF+1) tel que ||wit! — wi|| < L||27+ - ad||,

et retourner a litération k avec k:=k + 1.

Théoréme 3. Si Ualgorithme se termine a l'itération z* alors =¥ est une e-solution de (VI).
Si Ualgorithme ne se termine pas, alors la suite de points = converge fortement vers la solution
z* de (VI).

De plus,

e e

Si F est semi-continue supérieurement dans C, alors la suite {wk} a un point limite w* € C tel

que w* € F(z*).
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Démonstration. Si I’algorithme se termine, i.e., si l|$k+1 — :n"“” < ¢, alors ¥ est une e-solution

de (VI) car zFt! € H(z*).

Si ’algorithme ne se termine pas, alors la suite {x’“} converge fortement vers une solution de
(VI). Observons que, pour tout k, wk € F(zF) et 251 = h(zk, w").

D’ou, nous obtenons
25+ — 2H]| < 8 f|e* — oY k21,

Puisque 0 < § < 1, il suit que la suite {:r:k} satisfait le principe de contraction de Banach et le

principe du point fixe. D’ou, la suite converge fortement vers un z* € IR™. De plus, nous avons
k+1
o o] < 425 ot~ 2]

Puisque w* € F' (a:’”) Vi, la suite {w’“} est bornée, parce que F est semi-continue supérieurement.

D’o11, sa sous-suite {wk‘?}q converge faiblement vers un point w*. Donc, par
whe — ¥, gk — z*, whe € F(zha) Vg

il suit que w* € F'(z*), puisque F' est fermée.

D’autre part, puisque
; 2
zkeatl = arg mingec {% H:c — :r:k‘f” + (w’c,:c - $k4>}
nous avons

2 Hmkq+1 _ mkq||2 + <wkq+1,$kq+1 _ mkq> <g llw _ xk‘?”2 e <wkq,$ _ mkq>

pour tout = € C.

Faisons tendre g vers l'infini, et nous obtenons
0=%|=* - || + (w*, z* —2*) < § ||lo - z*||)? + (w*,z — z*)

ce qui veut dire que z* € H(z*). Donc, * est solution de (VI).
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4.4 Application 4 la méthode du point proximal

Dans cette section, nous appliquerons l'algorithme 1 & I’algorithme du point proximal pour
résoudre 'inégalité variationnelle (VI), o la fonction de cofit est monotone et plus nécessaire-

ment fortement monotone.

Nous remarquons que le désavantage de I'algorithme 1 est qu’il requiert la connaissance a
l’avance de la borne supérieure pour la constante de Lipschitz. Heureusement ce désavantage
peut étre évité quand nous appliquons 'algorithme 1 a 'algorithme du point proximal, puisque
chaque sous-probléme apparaissant dans I’algorithme du point proximal est une inégalité varia-

tionnelle fortement monotone on la constante de Lipschitz est égale a 1.

L’algorithme du point proximal est une technique puissante pour résoudre l'inclusion 0 e
T'(x), ot T est un opérateur maximal monotone. Cette algorithme est basé sur le fait que, si T
est maximal monotone, alors, pour tout ¢ > 0, opérateur proximal P := (I + ¢T)~! est partout

défini, univoque et nonexpansif. Pour (VI), quand F' est monotone dans C, T' est défini par

F(z) + Ng(z) sizeCl

Tha) = 0 siz¢C

ol Ng(z) est le cone normal de C en .

L’algorithme du point proximal peut étre décrit briévement comme ceci.
Choisir 1° € C et une suite de nombres positifs {c;} tel que ¢, > ¢ > 0 pour tout k.

A chaque itération £ = 0,1, -+, soit uk € C, ¢ > 0 et I'itéré suivant est défini par
phtl = (I 4 ckT)_l(uk).

Clairement, si u*+! = ¥, alors u* résoud l'inclusion 0 € (=)
Sinon, si 'algorithme ne se termine pas, alors la suite {uy} générée par cet algorithme est bornée

et converge faiblement vers une solution (si le probléme en admet une).

Notons que, puisque

uFtl = (I-I— CkT)_l(uk),
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nous pouvons le réécrire comme
uk e (I + cT)(uktY).

Pour (VI), remplagons T(u**1) par F(u**1) + No(uF+!) pour obtenir

[uf — ubt! — e F(uP )] N Ne(ubt1y £ 0,
ce qui signifie qu'il existe v*¥+! € F(uf+?) vérifiant

{ubt! 4 cpob+! — v u—uft) >0 Vuecl.
Soit
Fi(u) = u + e F(u) — u*.

Alors, nous pouvons réécrire

VL) {FLu—u)y>0 VYuel

avec thtl € Fy(ubt?).

D’ou, u*+1 est une solution de (VI) avec comme fonction de cott F).. Clairement, si F' est mo-
notone, alors FJ, est fortement monotone de module § = 1; si F' est L-Lipschitzienne, alors Fj

est Ly-Lipschitzienne de constante Ly = 1 + ¢, L.

Puisque chaque sous-probléme (V1) apparaissant dans 'algorithme du point proximal est
k

une inégalité variationnelle fortement monotone de fonction de cott Fj (u) == u+ cpF(u) — u¥,

nous pouvons lui appliquer 'algorithme 1. C’est-a-dire, pour chaque (V1i), nous considérons,

pour tout u € C et v* € Fi(u), la fonction

gy o¥) o= —mip { (v, =) + Gy~ ull’} (4.9)

ou oy > 0.
Puisque C est fermé et convexe et puisque la fonction objectif est fortement convexe, le
probléme mathématique définissant gy (u, v*) posséde une solution unique pour tout u dans le

domaine de Fj, qui est égal au domaine de F'

Soit hy(u,v*) Punique solution du probléme (4.4).

Comme précédemment, soit Hy : C — 2¢ defini par
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Hy(u) = {hx(u, vF)|o* € Frp(u)} .

L'unique solution de (V I,) peut étre calculée en trouvant 'unique point fixe de Hy; en utilisant
I’algorithme 1. En pratique, nous résolverons 'approximation de (V I}). C'est-a-dire, nous choisi-
rons d’abord une suite de nombres positifs {ex} tel que € N\, 0 quand k — oo et S (ex)? < +o0.
Alors, au lieu de calculer la solution exacte uk*1 du sous-probléme (VIi), nous calculerons son

approximation @7+ tel que
[+ — | <

Remargue 7. Dans 'algorithme 1 appliqué & (VIy), le paramétre de régulation ay, doit satisfaire

Pour garantir la convergence de ’algorithme du point proximal, la suite {cp} doit étre bornée
supérieurement par 0, ce qui signifie ¢x > ¢ > 0 pour tout k. Puisque c est n’importe quel nombre

positif, nous pouvons choisir ¢ > 0 assez petit de telle fagon que
_ (Q4epl)
Ly = —2—"— < \/i

D’o1, nous pouvons prendre aj > 1 pour tout k.

Maintenant, nous allons décrire l'algorithme capable de résoudre les inégalités variationnelles

multivoques et monotones.

[ ALGORITHME 1 |

Choisir une suite {e;} de nombres positifs tel que

er W0 et ), ep < +oo.

a) Si nous pouvons trouver la constante de Lipschitz de F, nous choisirons une suite de
nombres positifs {ck} tel que
Mok o1 Yk
b) Si nous ne pouvons pas trouver la constante de Lipschitz, nous choisirons {¢} suffisam-

ment petit et bornée supérieurement par 0.
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Prendre une tolérance ¢ > 0 et choisir z° € C,w" € F(sco).
Itération k Boucle extérieure (k =0,1,2, )

Pas 0 Prendre oy > 1. Poser vk := z* et choisir wh? € Fy,(u®?).

Poser j :=0.

Pas 1 Boucle intérieure. Résoudre le probléme quadratique fortement convexe

min {a_; Hu = uk'jH2 £ <wk’j,u — uk5">} (4.5)

uel

pour obtenir sa solution unique u®3+1,
Cas 1 Fin de la boucle intérieure.

i+1 ;
a) Si %Tk ||ubt — w*0|| < ek, alors poser gkt = i+l
whtl € (g,
b) Si Hmk“ — a:k” + €, < ¢, alors l'algorithme se termine :
zF*+1 est une e-solution de (VI).

c) Si ||sc"'+1 = :1:’”“ + € > €, alors k := k + 1 et retourner & l'itération k.
Cas 2

AR TIN X :
Si . Hu U H > €, alors prendre
whitl € F(u®it1) tel que ||whit!t — whd|| < Ly ”uk’j“ - ukJH

Poser j := j + 1 et retourner au pas 1.

Remarque 8. Le principal sous-probléme dans cette algorithme est le probléme (4.5), qui est un

probléme quadratique fortement convexe. Celui-ci peut se réécrire comme

; 112
minyec {Hu — (ubd — a%wkﬂ)“ }

ce qui est équivalent & trouver la projection du point ukd — Elgw"“'j dans C.
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Remarque 9. Supposons que la boucle intérieure se termine & l'itération j. Selon l’algorithme,

nous avons que zFt1 = &I+ d'on,
zhtl = Pro(ubd — Elgwk’j)

avec whi € Fy(ub).

k

Puisque Fi(z) = z + ¢, F'(z) — =, nous avons

1l = Prg (uk'j - 071& {ubd + cpfFd — mk})

Pre (uk'j(l - al—k) = %fk’j + C%kwk)
avec f&i € F(uh7).

Quand a = 1, nous avons

g+l = Pro(zk — e f59).

Suivant 1’algorithme du point proximal, la suite de pas c doit &tre bornée supérieurement par 0.

La convergence de I’algorithme est assurée par le théoréme suivant.

Théoréme 4. (i) Si lalgorithme se termine a Vitération k, alors o+l est une e-solution de
(VI).

(i1) Si F' est semi-continue supérieurement avec des images compactes, alors la suite {:z;"‘} géné-
rée par l’algorithme converge faiblement vers une solution =* de Uinégalité variationnelle (VI) et

la suite {w*} a un point limite w* satisfaisant w* € F(z*).

Démonstration. (i) Si l'algorithme se termine & Pitération k, alors 21 est une e-solution de
g

(VI). Par l'algorithme du point proximal, il suit que

“wkﬂ-l _ (I + Cka)—l(.’L‘k)“ <€,

Fi.(z) + Ng(z) six € domF

on Ty(x) :=
0 si z ¢ domF.
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© Par le lemme (4), V'opérateur proximal (I + c;7) %) et Hy ont le méme ensemble de points fixes,

C'est-a-dire Pensemble de solutions de (VI). D’oti, z¥+1 est une e-solution de (VI).

(1) Maintenant, supposons que F' est semi-continue supérieurement avec des images compactes.
Pour chaque itération &, considérons la boucle intérieure.

Comme pour le théoréme (3), nous avons
k41 _ kg i {lg, k0 _ o ks
Jluftt — b < 8 [|uh? — bl
Puisque & < 1, il suit que
||ukd+t —uki|| -0 quand j — oo,
avec un taux O(é;i). Donc, la boucle intérieure doit se terminer aprés un nombre fini d’itération
7, puisque €; > 0.
D’autre part, par 'algorithme, 2F+1 est une eg-solution du probléme (VI). Puisque
ex >0 et Do e < too.

par Palgorithme du point proximal, la suite {:c"} converge faiblement vers une solution z* de
(VI). De plus, puisque la suite {:ck} C C est bornée et F' est semi-continue supérieurement dans
C, il suit que {wk} est bornée car wh € F (a:k) Done, sans perdre de généralité, nous pouvons
supposer que la suite {wk} converge faiblement vers un w*. Puisque F' est fermée en z*, nous
avons que w* € F(z*).

(]

Remarque 10. Nous pouvons utiliser ce théoreme, au lieu de prendre I'algorithme vu & la sec-
tion 3, pour résoudre les inégalités variationnelles fortement monotones, en particulier quand la

constante de Lipschitz est difficile & évaluer.
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Chapitre 5

Les inégalités variationnelles

multivoques mixtes

5.1 Introduction

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe de IR™.
Soit I : IR™ — 2IR" une fonction multivoque.
Nous supposerons que C C domF' et que F(z) est fermée et convexe pour tout & € G

Soit aussi ¢ : C — IR une fonction convexe et sous-différentiable.

| Considérons I'inégalité variationnelle multivoque mixte :

trouver * € C et w* € F(z*) tel que

(VIP)
(w*,z —z*) + p(z) —p(z*) 20  Vzel.

Dans cette section, I’inégalité variationnelle comprend un terme en plus, & savoir, une fonction

¢ convexe et sous-différentiable.

Nous allons résoudre les inégalités variationnelles multivoques, comprenant des fonctions for-

tement monotones, co-coercives et la distance de Hausdorff, grace a I’algorithme du point proxi-
mal. C'est-a-dire, nous montrerons qu'une condition nécéssaire et suffisante pour qu'un point soit
une solution du probléme comprenant des fonctions fortement monotones est qu'il soit point fixe
d’une certaine fonction multivoque contractive,

Pour les inégalités variationnelles impliquant des fonctions multivoques et co-coercives, nous



montrerons que ses solutions peuvent étre calculées en trouvant un point fixe d’une fonction mul-
tivoque nonexpansive. D’ot1 le principe de contraction de Banach peut étre appliqué pour résoudre

les inégalités variationnelles de fonctions multivoques, fortement monotones et co-coercives.

Cette partie s’organise de cette fagon. D’abord, nous donnerons quelques définitions et théo-
rémes pour que la fonction H (définie ultérieurement) soit quasi-contractive. Ensuite, nous éta-
blirons les algorithmes basés sur le principe de contraction de Banach pour résoudre les inégalités

variationnelles multivoques mixtes, et nous étudierons leur convergence.
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5.2 Une approche au point fixe

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe de IR™.
Soit F': IR™ — 2IR" une fonction multivoque.
Nous supposerons que C C domF' et que F(z) est fermée et convexe pour tout = € C.

Soit aussi ¢ : C — IR une fonction convexe et sous-différentiable.

Considérons 'inégalité variationnelle multivoque :

trouver z* € C et w* € F(z*) tel que

(VIP)
(w*,z — z*) + p(z) —p(z*) >0  Vz el

Pour chaque z € C et w € F(z), nous noterons h(z, w) 'unique solution du probléme fortement

convexe

mip 502, Gly =) + (wy =)+ 000} 6.)

oil G est une matrice symétrique et définie positive.

Nous savons que h(z, w) est solution de (VIP) si et seulement si h(z,w) est solution de linégalité
variationnelle

(w + G(h(z,w) —z) + 2,y — h(z,w)) 20 Vyel (5.2)

ou z € Op(h(z,w)).

Pour tout z € C, nous définissons H : R® — C une fonction multivoque tel que
H(z) = {h(z,w)|w € F(z)}.

Puisque C C domH, nous avons que C C domH C domF.

Le lemme suivant montre que * est une solution de (VIP) si et seulement s’il est un point fixe

de H.

Lemme 7. z* est une solution de (VIP) si et seulement si z* € H(z").
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Démonstration. |7:> Supposons que z* soit solution de (VIP).J

Ce qui veut dire qu’il existe w* € F(z*) tel que (z*, w*) satisfait 'inégalité (VIP). Soit hiz*,w"*)
'unique solution du probléme (5.1).
Remplagons x par h(z*,w*) dans (VIP) pour obtenir
(w*, h(z*, %) — 2 + p(h(a*,w")) — p(a®) 2 0. (5.
De (5.2), il suit qu'il existe z* € dp(h({z*, w*)) tel que
(w* + G(h(z*,w*) — z*) + 2%,y — h(z*,w*)) 20 Vy eC.
Remplacgons-y y par z* € C
(w* + G(h(z*, w*) — *) + 2%, 2" — h(z*,w")) = 0. (5.4)
De (5.3) et (5.4), nous obtenons
(G (h(z*,w*) — &*),z* — h(z*, w*)) + (%, 2% — h(z*, w")) + p(h(z*,w")) — (@) 20 (5.5)
ol z € dp(h(z,w)).
Puisque ¢ est convexe dans C, et par la définition du sous-différentiel d'une fonction convexe,
nous obtenons
(2%, 2" — h(z*, w*)) < p(z*) — p(h(z*,w*)) Vz* € Op(h(z*,w")).

D’on
(2%, 2" — h(z*,w")) — p(z*) + p(h(z*,w")) <0 V2" € dp(h(z®, w")). (5.6)

De (5.5) et (5.6), il suit que
(G(h(z*, w*) — z*),z* — h(z*,w*)) > 0.

Puisque G est symétrique et définie positive, la derniére inégalité implique que h(z*, w*) = «*.

< Supposons que z* € H{(z*). l

Alors, il existe w* € F(z*) tel que * = h(z*, w*).

Mais, pour tout = € C, w € F(z), nous avons toujours
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(w+ G(h(z,w) — z) + 2,y — h(z,w)) 2 0Vy el
ou z € dp(h(z,w)).
Remplacons ,w, z par z* = h(z*,w*),w*, z* respectivement, dans I'inégalité ci-dessus, pour
obtenir
(w*+ z*y—z*)>20Vy el

ot z* € dp(x™*).

En utilisant la définition du sous-différentiel d’une fonction convexe, nous obtenons
o(y) — p(z*) > (z*,y — z*) Vy e C.
Des deux derniéres inégalités, nous avons
(w*,y —z*) + p(y) —p(z*) 20 Vy € C

ce qui signifie que z* est solution du probléme (VIP).

Maintenant, donnons-nous quelques définitions.

Définition 16. Soit A, B deux ensembles non vides de IR™. Soit p(A, B) la distance de Hausdorff

de A et B définie comme
o(A, B) = max {d(A, B), d(B, A)},

on  d(A, B) i=sup,e 4 infpep [la — bl
d(B, A) := supyep infaea |la — .

Et soit diamA le diamétre de A défini par
diamA := sup, yea {llz — yll} -

Définition 17. Soit § # M CIR" et K : R" — IR" tel que M C domK

_ K est fermé en z si, quand z* — «, y* € K(2*), yF — y
quand k — o0, alors y € K(z).

— K est fermé dans M g’il est fermé en tout point de M.
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_ K est semi-continu supérieurement en z si pour tout ensemble ouvert G contenant K(z),
il existe un voisinage ouvert U de z tel que F(U) C G.

— K est semi-continu supérieurement dans M s'il est semi-continu supérieurement en tout

point de M.

Définition 18. K est L-Lipschitzien dans M si
p(K(z),K(y) < Lllz—yll Vo,yeM.

K est contractif si L < 1 et K est nonexpansif si L = 1.

Définition 19. K a une sélection L-Lipschitzienne dans M si pour tout z,y € M, il existe
w(z) € K(z) et w(y) € K(y) tel que

llw(z) — w)ll < Llle -yl

Si 0 < L <1, K a une sélection contractive dans M. Si L =1, K a une sélection nonexpansive

dans M.

1l est facile & voir qu'une fonction multivoque, Lipschitzienne, compacte et convexe a une
sélection Lipschitzienne. C’est pourquoi dans cette section nous dirons qu’une fonction, possé-
dant une sélection Lipschitzienne, est quasi-Lipschitzienne. Et une fonction, ayant une sélection

contractive ou nonexpansive, est quasi-contractive ou quasi-nonexpansive.

Définition 20. K est monotone dans M si
(w—w,z—2'y>0 Vo' e M,we K(z),w' € K(a').
Définition 21. K est 3-fortement monotone dans M si
(w—u' z—2a')>pBlz- Z||* Vz,z' € M,w € K(z),w € K(z').
Définition 22. K est d-co-coercive dans M si
(w—w',z— ') > 6p?(K(z), K(z')) Vr,a' € Mywe K(z),w' € K(z')

ot p est la distance de Hausdorff.
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Notons que, quand G = «f, avec « > 0 et I la matrice identité, le probleme (22) devient

min { 5 ly = 2l + (w,y — 2} + o)} (5.7)

Dans ce qui suit, nous ferons référence a ce probléme.

Le théoréme suivant montre comment choisir le paramétre de régulation a pour que la fonction

H soit contractive dans C.

Théoréme 5. Supposons que F est B-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C et que
F(x) est compacte pour tout x € C. Alors H est quasi-contractive dans C de constante § :=

1/1~?&Q+£—’; qua,ndoz>—%.

Démonstration. Le probléme (5.1) peut se réécrire comme

minyec {% lly = all* + (w,y — =) + ¢(y) + 60(@})}

ot 6¢(y) est la fonction indicatrice de C.

Soit h(x,w) 'unique solution de ce probléme sans contrainte. Alors nous avons

0 € a(h(z,w) — z) +w + No(h(z,w)) + dp(h(z, w)).

D’ou
1 1 1
hili 4} = B =0 —~ =%~ —RY: (5.8)
o o o
Et pour 2’ € C, w' € F(z'), nous avons
1 1 1
b ol —s it e i il oy 5.9
hz',w') == —w' =z = 2 (5.9)
on 2} € No(h(z',w')) et 2z € dp(h(z’,w")).
Puisque N¢ est monotone, nous avons
(z1 — 21, h(z,w) — h(z',w')) > 0. (5.10)
Puisque (5.8) < 12, = —h(z,w) +z - Lw- =2
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et que (5.9) & —1z] = h(z/,w') — o' + Lw' + L4,

nous avons que (5.10) est équivalent &
(z—a' —L(w—w)—L(z2—2) - (h—h),h—H)=0
ot h = h(z,w) et ' = h(z',w') par abus de notation.

<:)(m—w’—é(w—w’)_é(zg—zf?),hwh’)—(h—h’,h—h’)20
PSP ST
llh—h']1?

ce qui implique

Ih—HIP < (@ — o — 1w —w') — A(22 — 24), b = H)

o
={(z—a' - Lw—w)h-H) — 1z — 2, h = I).
Puisque Ay est monotone dans C, nous avons

(h— N, zg— 25) >0 Vazg € Bp(h), 25 € dp(h').

D’ou, il suit que
Ih— K> < (z—o - Lw—u),h— )

<& =o' = Liw—w)| In =]l
Dot

Ih=H|* <l —a = 2w —w)|

2

o= 2|2 2 (o — o'y w— )+ o — |
—_———

>plle—a'||*

car F' est fortement monotone.

Puisque I est L-Lipschitzienne et & valeurs compactes dans C, il existe w(z) € F(z),w(z') €

F(z') tel que

lw(z) —w@)|| < Lz — 2|
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Nous obtenons donc
I, w(e)) - e, wE@ NI < (1- L+ 5 o —o/|>.
Finallement, nous avons
(e, w(z)) — bz, wE)| < /1 -2 + 5 lle -2
Soit § := /1 — % + g—:, alors
(e, w(z)) — (@ w(@)]| < Slle -/l Vo,2’ € C.

Sia> ‘é‘—; alors § < 1. Donc H a une sélection contractive dans C de constante d.
O

Remarque 11. Si ¢ est n-fortement convexe et sous-différentiable dans C, alors son sous-différentiel

dyp est n-fortement monotone dans C. Ce qui signifie que
(z— 2,z —2') >nlx— Z||* Vz,z' € C,z € Op(x), 2 € dp(a’)

en effet,

o n-fortement convexe <

Va' o(a!) < p(z) + (2,2 — o) +nlz’ -z’

V' o) < o) + (Y — ) +nlly -yl

ceci est vrai pour tout 2’ et pour tout 3, donc vrai pour o’ = y et 3 = x, ce qui donne en les
p 1% ) P Y )

additionnant
0< (Z —zz—y)+2nllz—yl|? & (& —zz—y) > ||z -yl

Dans le théoréme suivant, la forte monotonicité de F' est remplacée par la forte monotonicité de

Op.

Théoréme 6. Supposons que F est monotone et L-Lipschitzienne dans C, et que F(z) est
compacte, conveze pour tout x € C. Supposons aussi que {p est n-fortement convere et sous-

différentiable dans C (i.c. Op n-fortement monotone). Alors H est quasi-contractwe dans C de
constante § 1= YLoto quand o > %ﬁ

a-+n
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Démonstration. En utilisant la méme pocédure que dans le théoréme (5), nous obtenons, en

remplacant h(z,w) par h et h(z',w’) par b/,

lh—h|? <{z—a' —L(w-w)-L(ze—2),h—H)

- (e
={(z—a'— (w—-w)h—h)— 2 (22— 25h—I)
pour tout z, 2’ € C,w € F(z),w' € F(z'), oit 25 € dp(h), 25 € dp(h').

Puisque 9y est n-fortement monotone dans C, nous avons

(22 — 2, b= B) 2 ||h = K’

o —Lim—dh-N)<-2|h- W,
D’on
| —R|? <{z—2' — Ltw—w)h-h)—2|h- AR

¢>(1+£—)||h—h’||2§<m—a:’~ Lw—w'),h—h'")

a1

&1+ L) k=W < e -2’ = w—w)|[|h-F]

& A+ h=H] < |z - - Lw—w)|.

Ce qui donne

(1+ g)z | — h’“2 < H:E — g — L 4w’)nz

(0

2
.'” 2

2
o — I = 2o — 2w — w) + o — |2

Puisque F' est L-Lipschitzienne et & valeurs compactes dans C, il existe w(z) € F (z),w(z’) €

F(2') tel que

lw(z) —w(@)l| < Lz — 2|
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Puisque F' est monotone
{(w(z) —w(z),z —z') > 0.
D’ou
(1+ 1) |a(z, () = h(z/,w@)]® < (L + &) llo - /]|
Ce qui veut dire que

Ih(z, w(z)) — Wz, w(@))]| < §lle—a'|| Va2’ €C

car (52 = (1 + %)(1 + g)_g = _Z_ﬁaz_‘_Lz (QLM])z‘

o

2_ 2
Sia>£2—1;7—a,lorsc5<1.

Le théoréme suivant échange la forte monotonicité de F' par la co-coercivite.

Théoréme 7. Supposons que F est y-co-coercive dans C et que F(z) est compacte et conveze

pour tout © € C. Supposons aussi que & = % Alors H est quasi-nonezpansive dans C.

Démonstration. En utilisant la méme pocédure que dans le théoréme (5), nous obtenons

2

|| Az, w) — h(:n’,w’)||2 2 (5.11)

1
s sl oS _ !
T—x a(w w')

Puisque F' est y-co-coercive dans C, il suit que

vp?(F(z), F(2')) < (z —a',w —w') Vz,2’ € C,w € F(z),w' € F(z)
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d’o1, nous avons

2
|z —a' - w—-w)|” = lz—a'|* — 2 (z —2/,w—w) + ¢ |w — w'||?

T a
* 2 2 2
< o= 21> = Z lw(z) — w(z)|* + 52 llw — ']

<z — o)) = (2 = 3) |lw(z) — w(a")|

ot w(z) € F(z),w(z') € F(z').

v car (@ — oy w — ) 2 4P (F(2), F(2)) = 7 [w(e) — wie)|”
en effet,

p(F(LL'), F{xl)) = SUPy(z)eF(z) infw(:c")EF(a:’) ”w(w) - w($f)|| '

Comme F'(z) est compacte et continue, alors le suprémum et I'infimum sont atteints, i.e. Jw(z), w(z')

tel que

SUPy(a)eF(e) Nfw@er ) [w(@) —w(z)] = [w(z) —w@)l-

Puisque o > %, on obtient

| ==~ L(w(z) - w(w’))|l2 <|z—2|* Va2’ €C.

Pour finir, nous obtenons

Ih(z, w(z)) — h(z',wE DI <l — '] Ve,2" €C.
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5.3 Description des algorithmes

Les résultats dans les sections précédentes ménent & des algorithmes résolvant les inégali-
tés variationnelles multivoques par le principe de contraction de Banach. Nous avons déja vu
comment choisir le parameétre de régulation, quand la fonction F' est fortement monotone ou
quand ¢ est fortement convexe, pour que H soit quasi-contractive. Dans ce cas, par le principe

de contraction de Banach, 'unique solution du probléme (VIP) peut &tre approximée par
gkt @ High), k=0,1,..
ott z° est n’importe quel point de C.
Suivant la définition de H, calculer h(zF,w*) demande de résoudre un probléme fortement
convexe.

Dans ce qui suit, nous exprimerons une e-solution de (VIP) par z un point tel que ||z — 2| < e

ot z* est la solution exacte de (VIP).

L’algorithme peut étre décrit en détail comme suit :

[ ALGORITHME 1 |

Choisir une tolérance € > 0.

Choisir o > %, quand F' est f-fortement monotone.

2__ a2
Choisir a > £ 2??17 , quand ¢ est n-fortement convexe.

ot L est la constante de Lipschitz de F'.
Choisir 2° € C,w° € F(a?).
Itération k(k=0,1,2,...)
Résoudre le probléme fortement convexe

P mingec {§ lo = 24| + (w2 = 2¥) + p(a)
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pour obtenir sa solution unique gL,
Trouver w*t! := Prp ey (w*) (la projection de w* dans F(z*t1)).
a) Si H:Ek'H — a:’“” < €(1 — ¢), alors l'algorithme se termine : z* est une e-solution de (VIP).

b) Sinon, si ||z*+! — a®|| > e(1 - §), alors k := k + 1 et retourner a l’itération k.

Par les théorémes énoncés précédemment et par le principe de contraction de Banach, nous avons
k+1
lz*+! - 2*|| < =5 |la® - <7|| VK

ot 0 < & < 1 est la constante quasi-contractive de h.

Nous savons que 9§ := 4/1 — 28 4 L2 qyuand F est B-fortement monotone et d := VIZ+a® quand
@ oz d o+

 est n-fortement convexe.

La preuve du théoréme de convergence nécessite un lemme au préalable.

Lemme 8. Supposons que C C IR"™ est non vide, fermé, conveze et F:R"— olR" est quasi-
nonezpansive dans C. Alors pour tout x,z' € C,w € F(z),w" = Prpg)(w), nous avons que

lw = w'|| < [l =2

Démonstration. Puisque w € F'(z), par la définition de la projection et la distance de Hausdorff,

nous avons

llw—wl = infyeren lw—2|
= SUpyep(y) ifurer() lv — 7'l
< p(F(z), F(z'))
< |lz —2||.
O

Théoréme 8. Supposons que F est 3-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C et que

F(z) est compacte pour tout x € C. Alors la suite {:1:"} générée par Ualgorithme satisfait

ot - a*] < 525 a0 — ]| v
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ot x* est la solution de (VIP).

Si, en plus, F' est fermée dans C, alors la suite {wk} converge vers w* € F(z*) tel que

ot —w*]| < £5 |]a® — =] V.

Démonstration. Soit z* solution de (VIP). Par le lemme (7),
z* € H(z*) := {h(z*,w)lw € F(z*)}.
Soit w* € F(z*) tel que z* = h(z*,w*) € H(z*). Puisque wh*! := P?"F(mk+1)(wk), nous avons
[kt —wk| < p(F (21, F(zh)) < ||2%+1 — o¥|| V.
Combiné avec ||h(z, w(z)) — h(z',w(z"))|| < & ||z — 2’| (vu dans le théoréme (5)), nous obtenons
|| A2kt whtty — hz", wh)| < 6 ||z"+t — 2| vk
Puisque h(zh 1, wh*1) = 2*+2 nous avons
[k +2 — bt < 6 [|*+t - z*|| Vk
ce qui donne par le principe de contraction de Banach,
o - o)) < 425 a0 - o7 Vi

k

Dong, z¥ — z* quand k& — oo.

De plus, nous avons
o — o] < I kot - ] Vi
Faisons tendre p vers l'infini et nous avons
e - 0] < £ ]k — | vk

Done, si ||2#+! — 2¥|| < ¢(1 - 6), alors ||z* — z*|| < e.
De plus, puisque ||z**+! —

solution de (VIP).

m’“” <e(l-9) <eet z**t1 € C, nous concluons que zF est une e-

L’autre partie de la preuve se montre comme suit.

72



[ ALGORITHME 2 |

Choisir une tolérance € > 0.

2
Choisir a > %g, quand F est B-fortement monotone.

7'.'2

2
Choisir a > L"zn , quand ¢ est n-fortement convexe.

3 B
od Lo 2 gi=fy,

2
et §:=1/1-2 ¢ g% quand F' est f-fortement monotone

o

o quand ¢ est n-fortement convexe.

Choisir 20 € C,w° € F(z°).
Itération k(k =0,1,2,...)

Résoudre le probléeme fortement convexe

P(z*) : mingec {% ||:c == 9:’““2 + (wk,z — z*) + @(m)}

pour obtenir sa solution unique z**.

Choisir wkt! € F(z*1).
a) Si [|#** - z¥|| < €(1 — §), alors l'algorithme se termine : z* est une e-solution de (VIP).

b) Sinon, si Ha:““ — :r:k“ > ¢(1 — 6), alors k := k + 1 et retourner a V'itération k.

Théoréme 9. Supposons que F est (-fortement monotone et L-Lipschitzienne dans C et que

F(z) est compacte pour tout x € C. Alors la suite {w"} générée par lalgorithme satisfait

ot — || < 55 [l - || v
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o x* est la solution de (VIP).
Si, en plus, C est compact et I' semi-continue supérieurement dans C, alors la suite {wk} converge

vers w* € F'(z*) tel que
ot — ]| < o8 [|a© — 21| V.

Démonstration. Par la méme procédure que dans le théoréme précédent, nous avons que, si

|25+t — ok || < e(1 - 6), alors z* est une e-solution.

Pour tout w*t! € F(zk*+!) nous avons

|Jwkt! —wh|| < [Jwk — |+ ||@ — wh|| ot @ € F(zF+!)
= infpepken) [[wF = Bf| + supg,prrren@rsn [[@ — 0|
= d(wk, F(z**1)) + diamF(z**1)
< L||ah — o] + p
< Lt+p
< Loe(1 —6)

< Tttt ot

ce qui implique avec Lo > EI-(’{—_%

“fw"““l = wk“ < Lo ||:13k+1 — :ckH Vk=1,2,...
O

Revenons maintenant au cas ol F' est co-coercive. Notons que dans ce cas, (VIP) n’admet pas
nécessairement une solution unique. Nous avons déja vu comment une solution de (VIP) peut
atre obtenue en calculant un point fixe de H. Comme H a une sélection nonexpansive, son point

fixe peut étre calculé en utilisant le théoréme suivant.

Théoréme 10. Soit C C IR™ non vide, fermé, conveze et soit S : C — oC ayant une sélection

fermée, nonezpansive et & valeurs bornées dans C. Pour 0 < A < 1 définissons
Sy = (1= X)) + AS.
Alors les suites {z*} {yk} définies par zFt! € Sy(z*), i.e.

ghtl = (1= N)z¥ + AyF
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avec y* € S(z4), satisfont
gt — o] < et — 2t Yk =0,1,2,...
”a:k - yk” — 0 quand k — +o0

et tout point d’accumulation de la suite {m’“} est un point fize de S.
Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant, que nous admettrons :

Lemme 9. Sous les hypothéses du théoréme, pour tout i,m =0, 1,..., nous avons

R e B beavmiy =<1 G

Démonstration. Nous procéderons par 'absurde.

Soit d 1= supyec SUDyi yicS(x) v — :1:‘” = sup,ec {diamS(x)}.

Supposons que limm_.c0 [[¥™ — 2™|| =7 > 0.

Soit m > % et € un nombre positif suffisamment petit tel que el—X)"™<r.

Puisque {|ly™ — 2™||} est décroissante, il existe un entier 2 tel que
0< ”y'i. _ 331” _ ”ym+i _ wm-ﬂ—i“ <e.

D’o1, en utilisant le lemme, nous arrivons a une contradiction

d+7r <(l+mMr  card<mrA
< (1+m)) ||y -7
<y -+ - N - ] - o= am)
< ”ym“ — ac‘” + (1 =X
<d+r.

Par conséquent, 7 = 0 et limm_co [[¥™ — &™|| = 0.
Puisque S est une fonction & valeurs bornées dans C et que S est fermée, nous avons que tout

point d’accumulation de la suite {™} est un point fixe de 3,
Ul
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Maintenant appliquons ce théoréme a4 H pour résoudre (VIP) avec F co-coercive en trouvant un

point fixe de 1.

[ ALGORITHME 3 |

Pas 0 Choisir une tolérance e > 0 et A € (0,1),c > %
Choisir 2° € C,uw® € F'(z°). Poser k = 0.

Pas 1 Résoudre le probléme fortement convexe
; 2
P(z*) : minyec {% |y — z||” + (v, y - z*) + t,o(y)}

pour obtenir sa solution unique yk.
a) Si “yk - a:k“ < ¢, alors 'algorithme se termine : zF est une e-solution de (VIP).
b) Sinon, aller au pas 2.

Pas 2 Prendre %! := (1 — \)z* + \y*.
Trouver wht! ;= P?"F(Ik+1)(w’°).

Poser k := k + 1 et retourner au pas 1.

Théoréme 11. Supposons que C est compact et F est semi-continue supérieurement, 7y-co-
coercive, fermée dans C et F'(z) est compacte et conveze pour tout T € Ceta> % Si Ualgorithme
ne se termine pas, alors la suite {93‘“} est bornée et n'importe lequel de ses points d’accumulation

est une solution de (VIP). En plus, d(z*, H(z*)) — 0 quand k — oco.

Démonstration. Dans Palgorithme, nous avons wt+! := Prp(wk“)(wk) avec w® € F(z*). Par le

lemme (8) et la définition de la distance de Hausdorff, nous avons
“wk+1 _ ,wk“ < p(F(z*), F(zk ).
Puisque I est y-co-coercive dans C, il suit que

o (F(ah), F(zhH1)) < (b — b1, wh — whtl)
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Donc,

Hmk S é(wk _ ,wk+l)||2 _ “mk _ $k+1”2 _ % <$k — gkt gk wk+1>

o~ w1
< ek — B - 2k -t 4t =

= o = P = (32 = )k = w1

Puisque o > :qun l'inégalité se réduit a

”mk _ gkl é(wk . wk+1)”2 < llmk . _,E:c+1||2_

Par ||h(z®, w*) — h(a:’““,w’““)”z < ||e* — 2t — L(wk - wk+1)”2 (vu dans le théoréme (5)), il
suit que

”yk+1 2 yk:“ 2 ||.’Ek+1 _ :Bk:”

ot y¥ = h(zk, wk) € H(zh),y* 1 = h(z"+1,wh*1) € H(zH).

Par le théoréme (10), tout point d’accumulation de la suite {:ck} est un point fixe de H qui est
aussi une solution de (VIP).

De plus, puisque C est compact et F' est semi-continue inférieurement dans C, il suit que la suite
{w’c } est bornée car w® € F(z*). Donc, sans perte de généralité, nous pouvons dire que la suite
{w"} converge vers w*. Puisque F est fermée en z*, nous avons que w* € F(z*) et z* € C.

Pour prouver que d(z*, H(z*)) — 0, nous observons que y¥ € H(z*) et donc
d(:ﬂk, H(z®)) < Hwk — yk“ V.

Par le théoréme (10), nous avons que d(z*, H(z*)) — 0 quand k — oo.
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Chapitre 6
Le probléme d’équilibre

6.1 Introduction

Revenons maintenant au probléme d’équilibre que nous avons déja défini comme :

Soit C un ensemble non vide, fermé et convexe dans un espace réel de Hilbert H.

Soit f:C x C — IR tel que f(z,z) = 0 pour tout = € C.

1 Considérons le probléme d’équilibre suivant :

trouver z* € C tel que

(PE)
fl@*y) 20 vyecl

Dans cette section, nous développerons un algorithme convergeant linéairement pour (PE)
avec f une bifonction fortement monotone. Ensuite, nous incorperons cet algorithme dans la
méthode du point proximal pour résoudre le probléme d’équilibre monotone, plus forcément for-

tement monotone.

Cette partie s’organise de cette fagon. Tout d’abord, nous présenterons un algorithme conver-

geant linéairement pour résoudre le probleme d’équilibre fortement monotone. Cet algorithme

sera utilisé, dans la section suivante, pour implémenter une méthode inexacte du point proximal
pour résoudre le probléme d’équilibre monotone. Dans la derniére section, nous appliquerons
les méthodes vues aux inégalités variationnelles. Nous détaillerons, en fin de section, un nouvel

algorithme convergeant linéairement, pour résoudre le probléme fortement monotone.
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6.2 Description de I’algorithme

D’abord, nous allons nous donner quelques définitions utiles.
Définition 23. La bifonction f est monotone dans C si

flz,y) + fly,z) <0 Va,yel.

Définition 24. f est fortement monotone dans C de module 8 > 0

(B-fortement monotone) si

fla,y) + fy, @) < —Bllz—ylI>  Vz,yeC.

Pour tout = € C, nous définissons la fonction S par
; 1 2
S(z) = argmin { 7/ (2,9) + 3 lly — 1>, (6.1)
yel 2

oit 7 > 0 est le paramétre de régulation. Puisque la fonction objectif est fortement convexe, ce

probléme admet une solution unique. Donc, S est bien définie et univoque.

Dans cette section, nous supposons que, pour tout & € C, la fonction f(z,.) est propre, fer-

mée, convexe dans C et que f(z,z) = 0 pour tout z € C.
Lemme 10. z* est une solution de (PE) si et seulement si S(z*) = =*.

Ce lemme implique un algorithme itératif pour résoudre (PE) en générant la suite {z? } définie
en prenant z/t! = S(a¥). Suivant les bonnes valeurs du paramétres 7, la suite {27} converge vers

I'unique solution de (PE) quand f est fortement monotone et satisfait la condition de Lipschitz :

1l existe l1 > 0, 2 > 0 tel que
f@y) + f,2) 2 f@2) = llz =yl — 2 llv - 2> Vay,zeC
Si ¢ = z, nous obtenons

f(wwy)+f(y:$) = _(ll"l"E'Z) ”1—?}“2 VCE,yEC.
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Donc, si f est 3-fortement monotone dans C, alors § < I+ .
En effet,

—(h+b) |z -yl < flz,y)+ fy,2)
< =Bz -yl

Nous dirons que l1 et I sont les constantes de Lipschitz de f.

Définition 25. Soit f : IR™ — IR non convexe. Alors
z minimum de f < 0 € df(z).
Définition 26. z* sous-gradient de f en =z, i.e. 2* € 8f(x), si
fy) 2 fla) + (=" y—z) VyeR™

Dot, 0 € 8f(z) & f(y) > flz)+ 0,y —=z) VyeR"

Proposition 3. Supposons que f est 3-fortement monotone dans C et satisfait la condition de

Lipschitz. Alors, pour tout point de départ «° € C, la suite {7} définie par
5+ = argmingec {r/(9,2) + §[|o — 7|},
satisfait
o+t —a|* < 5lo? —a*|* Vs

avec 0 < r < -2}—2, ot z* est l'unique solution de (PE) et 6 :=7(l1 — ) + %

Démonstration. Soit p;(x) = r f(a?,2) +3 “:C — a:j”2 .
N — e —
convexe fortement convexe
Alors ; est fortement convexe dans C de module 1.
Donc, il existe w € Op; (™) satisfaisant
@i(@ ) + (w,z — 23T + § ||z — :z:»"'““”2 < pj(z) VzeC.

Puisque 2/*! est la solution du probléme (6.1),

{w,z — ) >0 Vzel.
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D’oil, nous avons
@izt + 1 ||z — :1:«7'“”2 < gpj(x) Vzel.
Prenons z = x* et utilisons la définition de ¢; :

7, a) o — o < @, a) + b lod — o[ - ot -0t

L[lai — | < o [, 57) — f(ah, a#)] + o — 2P = § 7 = ||
Puisque f est S-fortement monotone dans c,
f(ad %) < —f(a*,a9) - Blla? - a*".

En substituant dans l'inégalité précédente, nous obtenons
Mttt —arlf < v [0t - fao) = B! = =]

1 |of =" = Ella?* =

Maintenant appliquons la condition de Lipschitz avec T = o, y=xl et z= gt

_fld, ) — f@hatt) < — et 4 fla - e e -

IA

I “:z:* - .."':5"“2 + 1o N:v? - a:j+1||2.

La derniére inégalité vient du fait que f(z*, g3*+1) > 0, puisque 2* est la solution de (PE).

En substituant dans (6.2), nous obtenons
et — ol < v [ flof — 2t 4 la? = o - Blla? — o]
4 [la? — | = § o |
= -0+ 5[ - o |P+ (e = 1) o ="

Par hypothése, r < 5%, il suit que
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o5t = 2| < [r(ta = )+ 4] [o? = a°|*

Corollaire 6. Si 0 <7 < 5}—2 et —3 <r(lh—P) <3,
alors H:r:jH - :.5*”2 <4 “9:3 == 3:*”2 Vi

avec 0 <8 :=r(lh —B)+ 3 <L

Remargue 13. 1l est évident que sous ’hypothése 0 <r < 2172, la fonction §(r) :=r(l1 — B) + %

atteint son minimum en r* = 5}; quand l; < B;enr* =0quand i} > Bet d(r) = % quand [, = .

En se basant sur les propositions précédentes, nous pouvons développer un algorithme conver-
geant linéairement pour résoudre le probléme (PE) quand f est 3-fortement monotone dans Cet

satisfaisant la condition de Lipschitz.

| ALGORITHME 1 |

Pas 0 Choisir une tolérance € > 0 et 7 tel que
1 1 1
&y i = =,
0<'r_2£2, 2<7‘(l1 ﬁ)<2

Prendre z° € C.

Ttération j (j =0,1,---)

Calculer 2711 en résolvant le probléme fortement convexe

(B) ot = agmingee {70 + 3 Iy I}

o ,
a) Si %6—70 < € avec &g := {/7(l1 — B) + 3, alors I'algorithme se termine : 2I! est une e-
solution de (PE).

j+1
b) Sinon, si % > €, alors 7 := j + 1 et retourner a l'itération j.
Notons que, par la propriété de la contraction Na;j"‘l - 3:*” < dg “:129 — 'E*H avec dp < 1, il suit

que
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29+ — | < 2 [la® - at| .

Donc, si %?:TL ”3:0 = 3:1“ < ¢, alors ||:1:5’“H - :c*” e

Dans ce cas, nous terminons ’algorithme pour obtenir une e-solution 27! dans le sens

o1 = o] < e

Clairement, 1'algorithme se termine aprés un nombre fini d'itérations quand € > 0. En fait, le

critére d’arrét
j+1
25 122 - =] <,

a lieu si

1 e{(1-38g)
1_ .0 26

zt =z ousij> 10“;(%’" -1.

Quand e = 0, la suite {mj } générée par I'algorithme peut &tre infinie, mais elle converge linéai-

rement vers z*.

Remarque 14. Pour garantir la convergence, on se propose de choisir une valeur de r tel que
3(ry :=r(ly —0)+ % est le plus petit sous les hypothéses du corollaire vues précédemment. Par
la remarque qui le suit, nous pouvons prendre r = %52 sily <PBetr=rgsily > [ olrpestun

nombre suffisamment petit dans Pinterval (0, $lo].
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6.3 Application & la méthode du point proximal

Dans la section précédente, pour garantir la convergence, nous exigions que f soit fortement

monotone dans C. Cette exigence n’est généralement pas satisfaite dans les applications.

Etant donné zF € C, la méthode du point proximal pour (PE) requiert de résoudre le

sous-probléme d’équilibre

trouver z¢Ft1 € C tel que

(PE(z"))
cef(@Fthy) + (a" — gk y —a*)y >0 wyel

ou ¢ > 0.

Puisque le calcul de la solution exacte de ce sous-probléme peut étre relativement difficile
voire impossible, il est essentiel de calculer les solutions approximées. Pour ce faire, nous allons

diviser notre probléme (PE(z*)) en deux problémes approchés :

trouver ¥t € C tel que

A(z")
cf (Pt y) + (e —aby — ) >~ Vyel
et
B(a#) trouver zFt1 € C tel que
T
erf(abtly) + <:ﬂk+1 — gk y— wkH) > —ep H$k+1 — ﬂ:k” Yy € C
ou

& 2 0y 3 e Foo.

Nous pouvons prouver que si f est semi-continue supérieurement, monotone dans C et f(z,.)
est propre, fermée, convexe pour tout z € C, alors la suite {3:’”} générée par l'algorithme du point
proximal, utilisant le sous-probléme A(z*), converge faiblement vers une solution de (PE) avec
0 < ¢ < ¢ < +oo pour tout k et € = 0 tel que > gy € < +o0. Nous avons les mémes résultats

pour le sous-probleme B(z*).

Lemme 11. Supposons que f est monotone dans C et satisfait la condition de Lipschitz avec les

constantes 1 et ly. Alors, pour tout ¢, > 0, nous avons
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(i) la bifonction
¢k($,y) = Ck'f(may) + <$ - wkay - :L')
est fortement monotone de module 1.
(ii) ¢x satisfait la condition de Lipschitz, c’est-a-dire

bz, ) + dp(y, ) > di(x,2) — (el + &) llz — ol

—(epla +t) ||y — z||2 Vz,y,z € C, Vt > 0.

Démonstration. (i) Puisque f est monotone dans C, nous avons

de(@,y) + S, ) = cxf(my) + (z— 2k y —z) + enf(y, @) + (y — aF 2z —y)
<(z-yy—a)<—lz—yl*

ce qui signifie que ¢, est fortement monotone de module 1 dans C.

(44) Soit
(o) i= (3 — b,y — ).
D’abord, nous allons montrer que gy satisfait la condition de Lipschitz. C’est-a-dire,
g6(@,9) + 9k, 2) > gu(3,2) — o = yl” = tlly — 2I° Va,y,2€C, Ve >0,
En effet, soit x,y, z € C arbitraire. Alors

au(, 2) — gu(w, 2) — gr(my) = {(z—zFz—a)—(y—aF,z—y)—(z—2"y—=)
= (m—wk,z-—y>—<y—$k,z—y>
=(z—y,z—y) <llz—ylllz—yl

En utilisant le fait que 2ab < La? + 2tb? (car 2ab < a® + %), nous obtenons

2z =yl llz—yll < & lle —yl|* + 2tz — gl VE>0
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d’ou, il suit que
k(@ y) + 9oy, 2) = gr(w,2) — & lle —yl® =tz —yl* Vi>0.

Maintenant, observons que, puisque ¢x(z,y) = cxf(2,y) +gr(z,y) et que f satisfait la condition
de Lipschitz avec les constantes I et lg, il suit que ¢y satisfait aussi la condition de Lipschitz

avec les constantes Ly = cxli + % et Lyo = cple +t. Clest-a-dire

de(z1) + de(y,x) = crf(@y)+ auf (Y, 2) + gr(z,y) + 9k (Y, 2)

v

erf (@, 2) — ekt ||z — ylI” — crlz lly — 2|
2

tae(,2) — &z —yl® = tllz =yl

= i@, 2) — (el + &) llz — yl?

—(egls + 1) ||y — Z|* Vz,y,z €C, Vt> 0.

O

Ce lemme nous permet d’appliquer l'algorithme 1 pour résoudre les sous-problémes d’équi-
libres PE(z*). En couplant cet algorithme et 'algorithme du point proximal, définissant A(z")

et B(z*), nous implémentons des algorithmes résolvant (PE).

Soit Lgp := crly + 4% et Lyg := cgly + ¢ (t > 0) les constantes de Lipschitz de ¢.

[ ALGORITHME 2 |

Initialisation Fixer ¢ > 0. Choisir ¢ > 0 et deux suites {ex}, {cx} de nombres positifs tel que
c<cp < +ooet Y poq€r < +00.

Prendre 2° € C.

Itération k (k= 0,2,...) (boucle extérieure).

Choisir r, tel que

1 1 1
O<Tk§met—§<?"k(l;k1—l)<§.
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Soit g 1= \/'rk(Lkl —-1)+ %

k

k0 .— gk

Poser z
Itération j (j =0, -+, Ji) (boucle intérieure).
Pas 1 : Calculer 711 en résolvant le probléme fortement convexe

; . 1 K
sck’f"'l = arg min {?‘kqf'k(sck‘J;y) I = Hy - ﬂ:ka‘” } . (6-3)
yecC 2

Pas 2 :

: B . _ ;
a) Si 54— ||sc’“'0 — mk'lu < ¢, alors la boucle intérieure se termine. Poser gkl .= ghitl et

retourner a l'itération k avec k := k+ 1.
: T N kD okl 5 _— S
b) Sinon, si 1—_‘%’% ”:.c & g H > ¢, alors retourner au pas 1 de l'itération j avec j :=Jj+ 1.
Puisque ¢y est fortement monotone et satisfait la condition de Lipschitz, par 'algorithme 1,
la. boucle intérieure de 'algorithme 2 doit se terminer, aprés un nombre fini d’itérations, avec

une eg-solution du sous-probléme (PE(z*)). Donc, par la convergence de I’algorithme du point

proximal, la suite {wk} converge faiblement vers une solution de (PE).

Remarque 15. (i) Le principal sous-probleme de chaque itération k dans l’algorithme 2 est le

probléme (6.3). Par la définition de ¢y, ce sous-probléme est de la forme

mingec {T;cckf(:ck’j,y) + (zh7 — By -} + % Hy - mk!jnz}'

(41) Selon le critére d’approximation donné par B(z*), le pas 2 peut étre remplacé par celui-ci :
Pas 2 :
41 : ) .
a) Si ié_i‘%& H:vk'o — m’“'iu < €g ||5~:‘“"3'+1 - $k'5'||, alors la boucle intérieure se termine. Poser

k1 .— pkd+1 ot retourner a l'itération k avec k =k + 1.
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b) Sinon, si fs% |20 — &B || > e ||z*i+! — a®7||, alors retourner au pas 1 de litération j

avec j =7+ 1.
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6.4 Application aux inégalités variationnelles

Soit C € ‘H un ensemble fermé et convexe, comme précédemment.
Soit ¢ une fonction propre, fermée et convexe dans C.

Soit F': H — H une fonction multivoque.

Supposons C C domF = {x € H : F(z) # 0}.

Considérons I'inégalité variationnelle multivoque suivante :

trouver z* € C, w* € F(z*) tel que

(VIP)
(w*y —z*) +py) —p(e*) 20 Vyel.

Nous savons que si C est un cone fermé et convexe et si ¢ est constante, alors (VIP) devient le

probléme complémentaire :

trouver z* € C, w* € F(z*) tel que

(CP)
w* €0, {wh, &%) =0

ot C* := {w| (w,z) > 0 Vz € C} est le cone polaire de C.
Rappelons quelques définitions utiles :
Définition 27. La fonction multivoque F' est monotone dans C si
Va,y € C, Yu € F(z), Yv € F(y), (u—v,z—y) > 0.
Définition 28. F' est fortement monotone de module 3 dans C (B-fortement monotone) si
38>0: Yo,y €C, Yue F(z), Vv € F(y), (u—v,z—Y) > Bl —yl*-
Définition 29. F est Lipschitzienne de constante L dans C (L-Lipschitzienne) si

AL > 0: Vz,y € C, suDyer(s) infvery) llu — v < L |z —yll .

Définissons la bifonction f par

flz,y) = sup (w,y—z)+»(y) — (). (6.4)
weF (x)
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Lemme 12. Supposons que F'(z) est non vide, bornée, fermée et conveze pour tout x € C. Soit
f donnée par (6.4). Alors :
(i) Si ' est 3-fortement monotone dans C, alors f est B-fortement monotone dans e
(ii) Si F est L-Lipschitzienne dans C, avec L > 0, alors f satisfait les conditions de Lipschitz,
¢’est-a-dire

flay) + F,2) = Fm,2) =l llz — yll> = L ly — 217

ot 1y et ly sont des nombres positifs vérifiant dlily > L.

Démonstration. Par la définition de f, nous avons
f(@,y) + f(y,2) — f(z,2) = maxuer() (u,y — ) + maxyery) (v,2 — 9)
— maxgep(z) (€2 — )

z (u,y—o;)—l—(v,z—y)ﬁmaxﬁefr(m) (f,z-—:ﬂ)

Yu € F(z), Yv € F(y).
Soit &, € F(z) tel que maxgep(z) (€, 2 — a) = (€xy 2 — T).
Prendre u = &, et v, € F(y) tel que ||& — vyl < Lz —yl|.

Alors, nous avons

Fla,y) + fy,2) = f(2,2) 2 oy —2) = (&2 — ) + (v 2 — 9)
> (€ y—2) + vz — )
= —{fa—vpz—Y)
> ~Lly—=|llz-yl
> =2vhizlly -] llz -yl
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= —2Vhlly— =l Vizllz -yl

v

iy lly — &l =tz 12— yI*.

En prenant [ := % et Iy = %, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 7. Pour tout t > 0,

Fzy) + F,2) = f@,2) — Ll —yl> = lly — =1

Il est facile & voir que si Fi(z) est fermée, bornée et convexe et si f est définie par (6.4), alors
I'inégalité variationnelle (VIP) est équivalente au probléme d’équilibre (PE), dans le sens ou leurs

solutions coincident.

Remarque 16. Pour garantir que I'algorithme 1 est linéairement convergent pour des inégalités
variationnelles fortement monotones, le paramétre de régulation 7 doit satisfaire les hypothéses

du corollaire (6). Quand {; = é‘;, Iy = %, ces hypothéses deviennent

1 1 L 1
< et — = i = ;
0<r_Ltet 2<?‘(2t ﬁ)<2, (6.5)

ou t est un nombre positif.
Si nous choisigsons ¢ = %, alors (6.5) devient vrai pour tout 7 vérifiant 0 < r < %@ D’otl, nous

obtenons ces résultats dans [L,2] commme cas spécial.

Similairement, pour I'algorithme 2 appliqué a (VIP) avec F' monotone dans C, puisque Ly =

el + % = %{—’ + %, Lo =cply+t= 9“2&5 +t et 3 =1, les hypothéses (6.5) deviennent
LA1—4
0< 1y < opbpm o8 — 3 <me(PEEEE - B) <3

ol ¢ est un nombre positif.

Maintenant, appliquons l'algorithme 1 au probléme complémentaire (CP) quand C = IR} et

F est un fonction univoque et S-fortement monotone dans C. Alors (CP) devient
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trouver z* > 0 tel que

(CP)
F(z*) = 0, (F(z*),z*) = 0.

Notons que dans ce cas, le sous-probléme
(Pj) 27t = argminyec {'rf(:cj,y) +1|ly— xjug}
dans l'algorithme 1 devient
27+ = argmin (e {7 (F(e?),y —o¥) + § ||y - |}
ce qui correspond a
Wl = Prign (27 — rF (7))

la projection euclidienne du point @) — rF(z7) dans IR™. En fait, il est facile de vérifier que si
y = (y1, - ,¥Yn)’ est la projection euclidienne du vecteur z = (z1,+--,2n)T dans IRY}, alors

pour tout ¢ = 1,--+ ,n, nous avons

z; 810 < xy
W= )
0 sinon.

[ ALGORITHME 3 |

Pas 0 Choisir une tolérance € > 0 et ¢t > 0. Choisir 7 tel que
0<r<4et—3 <r(&-p) <3

Prendre 29 > 0

Itération j (j =0,1,-).
Calculer z/t! = (:c{“, e ,:E%_H)T en prenant

I ’L": si rFy(z?) < cc:;’

0 sinon.
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J+1 . .
a) Si ?{Tn “:El — a:UH < ¢, avec §g = «'/T(é’f - B)+ %, alors 'algorithme se termine : 231 est

une e-solution de (CP’).

j+1
b) Si f{—ga ||;t:1 — mOH > ¢, alors j := 7 + 1 et retourner a l'itération j.
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Rappel de la méthode du point fixe

Commencons par une série de définitions relatives & la méthode du point fixe.

Définition 30. Un point fixe est une application f : E — B tel que f(z) = = ol K est un

ensemble.

Définition 31. Une distance sur E est une fonction d : E x E — IRT tel que
(1) d(z,y) =0 =1y

(ii) d(z,y) = d(y,z) Vz,y€E

(#4) d(z,2) < d(z,y) +d(y,2) Vz,y,z€ E.

Nous dirons qu’un espace muni d'une distance est un espace métrique.

Définition 32. Soit £ un espace métrique, (zn)n>o0 une suite de points de E. (zn)n>0 est une

suite de Cauchy si
d(zy, zm) — 0 quand n, m — +oo.

Nous dirons qu'un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy a une limite dans cet

espace.

Définition 33. Soit (£, d) un espace métrique.
f: E — E est contractante s'il existe A, 0 < A <1 tel que

d(f(z), f(v)) < Ad(z,y) Va,y € B

Maintenant, énoncons le théoréme du point fixe utilisé dans ce travail.
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Théoréme 12. (Théoréme du Point Fize ou Principe de Contraction de Banach)
Soit (F,d) un espace métrique complet et non vide.

Soit f : E — E une contraction.

Alors,

1) f admet un point fize =* unique tel que f(z*) = z*.

2) quelque soit Ty € B

21 = f(0), 33 = f@1), - &ns1 = f(@n) — @ quand n — +0o,

digm,a*) < TEX A Timyim—1)

IA

% d(z1,z0) Ym > 1.

A Fmp1; ) € A dleg, 2*).
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la recherche d’algorithmes convergeant li-
néairement pour résoudre les inégalités variationnelles (univoques et multivoques) et le probleme
d’équilibre. Pour ce faire, nous avons d'abord considéré que le probléme était fortement mono-
tone, et nous I'avons résolu par le principe de contraction de Banach. Ensuite, nous avons couplé
notre méthode avec la méthode du point proximal pour résoudre le probléme monotone (plus

forcément fortement monotone).

Tout d’abord, nous avons montré que le probléme d’équilibre comprend bien comme cas
particuliers les inégalités variationnelles. Ensuite, nous nous sommes intéressés aux inégalités
variationnelles univoques (mixtes). Nous les avons résolu grace & la combinaison de la méthode
du point proximal et le principe du point fixe. En effet, le principe du point fixe requiert comme
hypothéses que le probléme soit fortement monotone alors que ces hypothéses ne sont pas néces-

saires pour la méthode du point proximal.

Ensuite, nous avons étudié les inégalités vaiationnelles multivoques (mixtes). Nous les avons
aussi résolu en couplant la méthode du point proximal et le principe de contraction de Banach.
Et enfin, nous sommes revenu au cas du probléme d’équilibre, que nous avons résolu de la méme

maniére.
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