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Promoteur : J.J. STRODIOT

Résumé

Dans ce mémoire, nous considérons une méthode de points intérieurs non admissible de type
primal-dual introduite par Vial (1992-1993) pour résoudre un probleme de programmation
convexe différentiable. A chaque itération, une direction de recherche de type Newton est
calculée et une recherche linéaire basée sur une fonction de mérite est effectuée. Sous des
hypotheses classiques, nous établissons la convergence de l'algorithme. Nous avons aussi

implémenté et testé la méthode sur quelques exemples numériques.

Abstract

In this work, we consider an infeasible primal-dual interior-point method introduced by
Vial (1992-1993) for solving a smooth convex programming problem. On each iteration,
a Newton-type search direction is computed and a line search based on a merit function
is used. We show, under mild assumptions, that the algorithm is globally convergent. We

also implemented and tested this method on a few numerical examples.
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Introduction

En 1984, Karmarkar a introduit une nouvelle méthode permettant de résoudre des proble-
mes d’optimisation en programmation linéaire, la méthode des points intérieurs. Depuis,
de nombreux auteurs ont étudié cette méthode dont 'idée de base peut se résumer de la

fagon suivante.

1l s’agit de suivre approximativement une trajectoire se trouvant a l'intérieur du domaine

admissible pour arriver a la solution.

Récemment, des méthodes de points intérieurs, pour lesquelles cette trajectoire n’est plus
strictement admissible, ont été mises au point. Ces dernieres ont été généralisées au cas

convexe différentiable.

Dans ce mémoire, nous avons étudié, en suivant les articles de Vial [5] et Anstreicher
et Vial [1], une méthode de points intérieurs pour le cas convexe, différentiable et non
admissible. Dans une premiére partie, nous présentons la convergence de la méthode.
Dans une seconde, nous exposons quelques résultats numériques que nous avons obtenus

apres avoir implémenté la méthode.



Chapitre 1

Une méthode de points intérieurs
primale-duale en programmation

convexe différentiable

Dans ce premier chapitre, nous allons décrire une méthode de points intérieurs primale-
duale en programmation convexe différentiable, ainsi qu’un algorithme associé a cette
méthode, extension directe d’une méthode de points intérieurs primale-duale pour pro-

grammation linéaire.

1.1 Approche théorique

1.1.1 Définition du probléme et équations de Karush-Kuhn-Tucker

Notre probleme est de minimiser une fonction linéaire sous un ensemble de contraintes

d’inégalités convexes, soit

s glz) <0,

min Tz
{ (1.1)

Nous supposons que chaque composante g; de g est convexe.
Soit s € IR™, le vecteur des variables d’écart. Les contraintes d’inégalité de (1.1) sont donc

remplacées par

g(z)+s=0,s=>0.
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Etant donné un parametre g > 0, nous associons & (1.1) le probléme barriere

min ¢fz —p ) In(s;)

s.c. g(z)+ 5210 k1.2)

s> 0.

Nous supposons que la condition de Slater est vérifiée :
Hypothése 1.1. Il existe un = € IR" tel que g(x) < 0.
Nous supposons aussi

Hypothése 1.2.  Pour tout 0 € IR,
Uensemble {z € R" t.q. g(z) < 0 et cTz <0} est borné.

Sous ces hypothéses, le probleme (1.2) a une solution.

Introduisons deux notations souvent utilisées dans les méthodes de points intérieurs. La
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes d'un vecteur z est
noté X ou diag(z) et le vecteur e est le vecteur, de dimension appropriée, pour lequel

chaque composante vaut un.

Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité, & savoir les équations de Karush-

Kuhn-Tucker, ou équations de KKT, pour le probleme (1.2) sont

Ys—pe = 0 (1.3)

glz)+s = 0 (1.4)



avec s > 0 et y > 0. Ici,

représente la matrice Jacobienne de g et y € IR™ est le vecteur des variables duales.

Pour la simplicité des notations, il est commode d’introduire le Lagrangien
L(y;s,2) = "z +y"(g(z) + 5). (1.6)

Le systeme de KKT (1.3) - (1.5) peut étre réécrit comme

oL oL
B;—O, et — =0.

Ys—pe=0,
8 — Jie B

La notation suivante sera utilisée dans les prochains paragraphes. Soit

F:R™x R™ x IR® — IR™ x R™ x IR",

Papplication définie par

Fo(2) Ys-—,LTLe
F = | B | =| (&) | (L.7)
R\ ()

avec z = (y,,z). F dépend aussi du parametre y > 0. Avec cette notation, le systeme de
KKT s’écrit simplement F(z) = 0.

Remarque: F, = 0 signifie que le point (y, s,z) se trouve sur la trajectoire centrale,
F, = 0 que (y, s,z) est primal-admissible et 'y =0 que (y,s,z) est dual-

admissible.



1.1.2 Trajectoire centrale

Notons (y(g),s(1), z(p)) , la solution du systeme de KKT (1.3)-(1.5) pour chaque x > 0.

La trajectoire centrale primale-duale est définie par
{ (y(w), s(p),(p)) t.q. p>0}.

Selon [2],

(y(p), s(p), 2(p)) = (y*, 8%, 2%),

point solution du probleme (1.1), lorsque p — 0.

La méthode que nous allons étudier consiste & suivre la trajectoire centrale. Une pre-
mitre idée est de choisir un point de départ (y°,s°, 2°) et une valeur du parametre x> 0,
d’appliquer la méthode de Newton en partant de (y°, 5%, 2°) pour arriver au point de
la trajectoire correspondant & g, soit (y',s',z') = (y(p),s(p), z(x)). Ensuite, on dimi-
nue g et on recommence a partir de (y',st,zt). Répétant ce procédé, on engendre une
suite (y*,s*,z¥) qui convergera vers 2* = (y*,s*,z*) vérifiant F(z*) = 0. Cependant,
cet algorithme n’est pas implémentable car la méthode de Newton demande une infinité
d’itérations pour obtenir le point de la trajectoire correspondant & u. Une deuxieme idée
est alors de suivre la trajectoire ”approximativement”, c’est-a-dire non plus en cherchant
3 atteindre le point de la trajectoire centrale correspondant a y, mais en restant dans un

"voisinage” de la trajectoire centrale.

Un couple (y, s) strictement primal-dual admissible se trouve dans un §-voisinage de la

trajectoire centrale si

T
S
gt

min {yisi} >
m

avec 0 < 6 < 1.

La page suivante illustre un %—voisinage de la trajectoire centrale ou p = 3 3‘1:-1—3 et f=1.
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Une autre maniére de définir un voisinage de la trajectoire centrale est possible grice a

'introduction d’une mesure de prozimité :

Ys

— —€

I

?

§(y, s 1) =

ol (y,s) est un point strictement primal-dual admissible. Elle "mesure” la distance de
(y,s) au point (y(u),s(p)) de la trajectoire.

Remarquons que lorsque le couple (7,5) se trouve sur la trajectoire centrale, nous avons
6(y,8 1) = 0.

Le couple (7, 5) est alors dans un voisinage de la trajectoire centrale si

89,5 4) < € (1.8)

avec ¢ fixé, pas trop grand, de sorte que le point (g, 3) soit strictement primal-dual admis-

sible.

Exposons maintenant deux stratégies pour suivre la trajectoire. Une premiére maniere est

la méthode "a pas courts” :

Le point de départ (3°,s°) n’est pas choisi trop loin de la trajectoire. Un pas de Newton
envoie (3°,s°) sur (y',s') et les itérés (y',s*) vérifient tous la condition (1.8). Pour cette

méthode, un seul pas de Newton est effectué a chaque itération.

(4 (o), Af/uo))
t%(}m,m/xn)

(4 (0l Alo))



Algorithme de la méthode ”a pas lents”

Données Parametres € parametre de précision
0 <@ <1 facteur de réduction de u

3 parametre de proximité

Entrées | (y°,s°), point strictement primal-dual admissible, et
o > 0 tels que
8(y°, 8% po) <€

BEGIN

y=y° s=8" z2=2° p=p

WHILE y%s>e¢ DO
calculer dy, ds, dz
mettre a jour y =y + dy
s=s8+ds
p=(1-0)p
END

END.

Dans la méthode précédente, p décroit lentement (u = (1 — ) s & chaque itération). Le
nombre d’itérations peut dés lors étre grand. Une deuxiéme manicre de procéder consiste
A essayer de diminuer le nombre d’itérations. Pour ce faire, nous allons diminuer plus
rapidement le parameétre p avec la conséquence que, dans ce cas, 'itéré pourra étre loin
de (y(),s(x)) et un seul pas de Newton ne sera plus suffisant. Nous aurons alors deux
types d’itérations : les itérations externes (lorsque x est changé) et les itérations internes
(lorsque p reste fixé).

De plus, il est possible qu’un pas de Newton conduise & un point non admissible. Une

recherche linéaire avec une fonction de mérite, notée h, sera donc nécessaire.

10



{z{j(/,(.o), /)(/uo))

(Aj,(}.u&,ADUA\]

Uj(o),Ato))

Algorithme de la méthode ”a pas longs”

Données Parametres € parametre de précision
0 <8 <1 facteur de réduction de p

{ <%  paramétre de proximité

Entrées | (y°, %), point strictement primal-dual admissible, et

to > 0 tels que
8(y°, 8% po) < €

BEGIN

y=1y° s=s" w=a" p=p

WHILE y%s>¢e DO
p=>1-0)p
WHILE é(y,s; p) = i% — e” >¢ DO
calculer dy, ds, dx
trouver @ > 0 t.q. h(y+ ady,s+ ads) < h(y,s)
mettre a jour y =y + ady
s=s+ads

END
END

END.

11



Cette derniere méthode est numériquement meilleure que la précédente car elle est plus

rapide. (Vest donc en se basant sur celle-la que nous développerons la méthode du second

chapitre.

1.1.3 Direction de recherche

Suivant la terminologie usuelle, le point z = (y, s, z) est intérieur siy > 0 et s > 0. Nous

n’exigeons pas qu’il soit primal ou dual admissible.

A un tel point, nous définissons la direction de Newton dz = (dy, ds,dz) par

%g dz+ F =0.
Remarquons que
S Y 0
8_F — 0 o’'L  8’L
9z Gyds Oydx

8L 0 'L
8zdy

2

8L _ 8'L _ 8y BL _ (gﬂ)T 8L _ Pgi

avec 555 = I, 3555 = 551 Bovy — \5x) » € &t = .Zly’ B2
=

. * - "y
Etant donné que les g; sont convexes, % est définie positive.

Faisons I’hypothése supplémentaire :

Hypothese 1.3.  Soity > 0 et s > 0.

La matrice  H:= &L 4 2L yg-1.0°L oot définie positive.

dx? Axby dydex

Remarque : On peut monter que si V2,L est définie positive ou
si Vg(z) est de rang plein,

alors, H est définie positive.

Sous I’hypothese 1.3., %% est réguliere en tout point intérieur. Donc,

aF\ "
dZ = - (:5;:) }?

12



Ecrivons explicitement et résolvons le systéme (1.9) en dy, ds, dw :

Sdy+Yds+F. = 0 (1.10)
ds + i dz+F, = 0 (1.11)
OyOx P '
L oL
950y dy + 90 dz + Fy 0. (1.12)

En ce qui concerne le coefficient de ds dans I'équation (1.11), nous avons pris en compte

le fait que % = I. La solution est

de = H7! aZ—LS_l(F -YF,)-F
- 9z dy ¢ g
0*L
dS = *—Fp e md&?
dy = —S'F,-YS ds.

Un pas de Newton complet part de z et arrive en z +dz. Il y a peu de chances qu'un
tel pas conserve la propriété d’intériorité, a savoir y + dy # 0 et/ou s + ds # 0. Pour
maintenir cette propriété, il est nécessaire de choisir un pas de Newton amorti : z + adz,

avec 0 < a < amax, €t

Omax = max{a >0 t.q. y+ady >0 et s+ads > 0}.

Notre objectif étant de diminuer le saut de dualité yTs et de rendre primal-dual admissible
(y, s, x), nous allons montrer que la direction de Newton est une direction de descente pour

la fonction de mérite
T 1 2, 1 2 =
fys,2) =y s+ 5 B[+ | Fall® — D In(yisi).
i=1

Notons

13



Df(z;dz) = 6f dz,

la dérivée directionnelle de f dans la direction dz.

Théoreme 1.1.  Si dz satisfait 2 dz + F =0,
alors, Df(z;dz) = —||F|l* = [|Fall® = llv — po~"|I%,

ot v=(YS)ie.

Preuve
Par définition,

Df(z;dz) = afd +%i +8fd

avec

5 (s—py ) +Fy B 2+ Fy Dy
of _ . Oy | OFs
os = W-wsT) HE SIS
of _ a0F,  nr0Fs
55 = B tF 5

Etant donné que

2

P

o0F, an dF, Tan . 5
(a dy 8d+3 d) pazdz_ ”FPHZ

et que

6Fd 6Fd i& TaFd _ 2
7 (Ot iy + St as o G aa) = P2 G ds = -l

14



car, par hypothese,

‘Z—fdz — s B
nous obtenons
Df(z;dz) = —||Fp|l? = IFall® + (s — py™)Tdy + (y — ps™")"ds. (3)
En effet,
Df(sidz) = (s —py™ ) dy+ FF 52 dy + Ff 4 dy
+y—ps™ ) ds+ Fy 8§”d + Fy Q}‘d

oF OF,
+FE 8:cpd z+F, T aa:d

donc, grace & (1) et (2), on obtient directement (3).

Mais nous avons que

(s—py )Tdy+(@y—ps™)Tds=e"(I—pY™'S7)(Sdy + Yds)

car

eT(I—pY 'S (Sdy+Yds) = (ef —p(y TS 1) (S dy + Yds)
= TSdy+eTYds —p(y™")Tdy — p (y™H)TS"'Yds
= sTdy+yTds—p(y ) dy —p(s™)"ds
= (s—py ™)y +(y—ps")"ds,

ainsi que
eT(I—pY 'S (Sdy+Yds) = T (I —pY 1S 1) (=Ys + pe),

15



grace A la relation (1.10) et a la définition de F, établie en (1.7).

Qs

eT(I—pY 'S (=Ys+ pe) = —eTYS(I—pY™ 1S 1) e,

En effet, d’une part,

T(I—pY 'S (~Ys+pe) = (F —p(y™) S7)(-Ys+ pe)

d’autre part,

= (—yTs+pm+py TS Vs — p2(y71) S e)
= —yTstpm+p(s™) s —p?(y™) 5 e

= —y's +2um—#22—1—,
i=1 Yisi

_eTYS(T—pY 18 N)2e = (—TYS+pfYSY IS (I —pY IS ) e

= (—yTS+pyTSY 1S 4 puyTSY 157!
=g yTsY 1 gy 18N e
- _yTs_}_#yTS}/—lS—l +,uyTSY_ls‘1
—,uzyTS yr=lg=Typ—11
=]

= —yTs4+pyTy  +pyTy —pt Y —
i=1 Yisi

2. 1
—eT ¥ S (T—p Y18 e = —yTs+2um—p?d —.

Donc, si nous posons

Il s’ensuit que

i=1 yisi

v=(YS)te,

16



eTYS (I - ,UY_'IS_l)z e=|v— po~ 2.

En effet,

lo—po 2 = (v—p) (o - )
— UTU—MUTU_I #(U—l)TU_{_#Z(U—I)TU—I
m
= si—2um+ et
Zyt i—2pm+p ,z;y,st

et nous concluons grace a 1’égalité suivante découlant de (4)

eTYS(I-pY 1S e—zy,s,—me—}-p E
i=1 Yisi

1.1.4 Cas linéaire

Pour mieux comprendre l'effet d’un pas de Newton amorti, en opposition avec un pas

complet, nous considérons le cas particulier d’un probleme linéaire :

T

min c'z
sc. Az+s=b (1.13)
s > 0.

ot A€ R™", cetze IR" et b€ IR™. 1l est facile de vérifier que

T T
L = Az +s—b, oL =c+ ATy, (1.14)
dy dz
PL oL PL . . 0L
i — e —- — = —=10. 1.
Doy~ oyas =~ D oyoz = A o ! 107

Supposons que l'on prenne un pas de Newton amorti. Alors, par (1.7), et finalement par
pp q

17



(1.9), nous avons

F(z+adz) = Az+s—b+a(Adz+ds)

— F(d)+a (%I;i) &
= (1-a)Fyz).

De maniére semblable, nous avons

Fy(z + adz) = (1 — a) Fy(z).

Finalement, par (1.7),

Foz+ adz) = (Y 4+ aDy)(s + ads) — pe (1.16)

et la relation (1.10) ainsi que la définition de F, établie en ( 1.7) nous donnent

Fz+ adz) = (1 —a)(Ys — pe) + o’ Dy ds, (1.17)

ol

Dz = diag (dz).

De par la linéarité du probléme, un pas de Newton partiel réduit la non-admissibilité pri-
male et duale F, et F; par un méme facteur (1 — a). S'il est admissible, la longueur du
pas a = 1 engendre I'admissibilité primale et duale en méme temps. D’ou le grand in-

térét de prendre la longueur du pas de Newton complet e = 1 chaque fois que c’est possible.
Analysons le terme complémentaire F,,. Si F, = 0, c’est-a-dire si Y's = pe, nous dirons que
le couple (y, s) est centré. Un couple centré est un p-centre s'il est primal et dual admissible,

4 savoir si F}, = 0 et Fy = 0. Remarquons que pour un couple centré, le saut de dualité vaut

yTs = my.

18



Aprés un pas de Newton amorti, le saut de dualité est :

(y+ ady)(s+ads) = el (Fo(z + adz) + pe)
= (1-a)(y"s—mp) +o’dy’ds + mp,

grace aux relations (1.16) et (1.17).
Supposons que F, = 0 et Fy = 0. Il s’ensuit, grice a (1.9) et (1.15), que dy et ds sont
orthogonaux. Si g = 8 3’%

(y+ ady)T(s + ads) = (1—a(l-B))y"s.

Les cas extrémes sont 8 =1 et § = 0. Si g =1, le saut de dualité reste inchangé. L’effet
du pas de Newton est alors un centrage pur, d’ott le nom pas de centrage lorsque f = 1.
Si B < 1, le saut de dualité décroit. La diminution maximale se produit quand g = 0.
Un tel pas est appelé un pas affin. Nous appelons pas normal un pas associé a une valeur

intermédiaire 0 < # < 1.

Dans le cas non lindaire, il n’y a pas de relation simple entre la longueur du pas et le

saut de dualité apres un pas de Newton amorti.

1.2 L’algorithme

Cet algorithme est basé sur I'application directe de la méthode de Newton au systeme
d’équations de KKT (1.3) - (1.5) associé au probleme barriere (1.2) et est une généralisation
du cas linéaire. Le paramétre barricre est adaptable. En ce qui concerne les pas de cen-
trage, le parameétre barriere est p = L Pour les pas normaux, il est ¢ = f 3”—-, avec
0<p<l

Parameétres

n = nombre de variables libres

m = nombre de contraintes

19



e = critére d’arrét (valeur défaut : 107°%)
B = fraction du paramétre de centrage (valeur défaut : L)
4 = fraction du pas maximal (valeur défaut : 1 — 10°%)

§ = seuil de centrage (valeur défaut : 1 — =)
Initialisation

Point initial : 4 >0, s > 0 et z° € IR".
Etape principale

Calcul des résidus

By 1= g(m);}-s
Fy:= (gﬁ) y+c

Test d’arret

T
relgap := (T_r_yl—bﬁa—, relp := %, reld :=
si max { relgap, relp, reld } <e¢, STOP.

AFall
1+lyl

Choix de & (c-3-d pas de centrage ou normal)

_ ﬁL— si min;(yisi) > 5y—— et relgap > ¢,(PAS NORMAL)
=Y £2  sinon, (PAS DE CENTRAGE)

Fo:=Ys—pe

Direction
m 2 . 2
Z g, 3L L o 0°L
~ Bmay Oydz
2
do = H- (gxg S~V (F, —YF,) — Fa)
2
ds = —F, — 86;,;;: dzx
dy=—-S"1F,—YS lds

Pas maximal

as:=max{a >0 t.q. s+ ads>0}
oy =max{a >0 t.q. y+ady >0}
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Calcul pour un pas de Newton admissible

o, ;= min {a,, %}
ey = i gy 5]
si PAS DE CENTRAGE,
alors, a, := min {ay,as}

ay := min {ay, a,}
Mise & jour des variables

ri=z+va,dz
s =8+va,ds
yi=y+7yaydy

Fin de I’étape principale

1.2.1 Initialisation de 1’algorithme

1l est difficile de concevoir un choix raisonnable de ° pour un probléme arbitraire. Une

facon de faire consiste & tirer les composantes de ° & partir de la loi normale N(0,10).

En ce qui concerne y° et s°, différentes alternatives ont été proposées. Celle que nous avons

retenue est la suivante :

S gi(a®) >0 Vi=1,..m,
alors, s%:=e¢,

sinon, 9 := max {—g;(z°),0} —  min { min, {gx(z°)}, -1}

Ce choix assure que s® > 0. Pour y°, nous prenons
bl

€.

o 19O (g0

m

Le couple initial (y°,s°) est centré, étant donné que les couples complémentaires (yi, $i)

0 0 <
valent tous 129N Donc, un pas normal est choisi avec
- , un p

0 TSO
w= Y L Py gwo) = L.

m
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1.2.2 Conclusion de ’algorithme

Bien qu’aucun résultat théorique de convergence n’ait été obtenu pour cet algorithme, la

méthode implémentée dans cette forme présente une performance pratique remarquable

(voir [5] pour plus de détails).
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Chapitre 2

Sur la convergence d’une méthode
de points intérieurs primal-dual non
admissible en programmation

convexe

Le but de ce chapitre est d’obtenir un résultat de convergence globale pour une version

de l'algorithme primal-dual non admissible en programmation convexe différentiable du

premier chapitre.

2.1 Approche théorique

2.1.1 L’algorithme primal-dual non admissible

Considérons le probléeme de programmation non linéaire, convexe et différentiable :

{ min C(ac)) <0 (2.1)

g.c. gle

oz € R", ¢(-): R* —» R, g(-) : R" — IR™, ol ¢(-) et chaque gi(+) sont des fonctions
convexes et de classe C2. Ajoutant des variables d’écart s > 0, les contraintes d’inégalité

de (2.1) peuvent étre réécrites

g(z)+s=0, s>0.
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Pour un g > 0, fixé, considérons le probleme barriere logarithmique :

min c(z) — ,ugmlln(s.-)

s.c. g(z)+s=0
s> 0.

Supposons, partout dans la suite :
Hypothése 2.1. Il existe un ¢ € IR" tel que g(Z) < 0; et
Hypothése 2.2.  L’ensemble admissible {x € IR" t.q. g(z) < 0} est borné.

Sous les hypotheses 2.1 et 2.2, le probleme (2.2) a une solution unique pour chaque g > 0,
et les conditions de Karush-Kuhn-Tucker sont nécessaires et suffisantes pour 'optimalité.

Les conditions de KKT pour (2.2) peuvent s’écrire

Ys—pe = 0 (2.3)
g(z)+s = 0 (2.4)
Vy(z)Ty + Ve(z)T = 0 (2.5)

olt y > 0 est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange, Y = diag(y), s > 0, ¢ € IR™ est

le vecteur dont chaque composante vaut un, et Vg(z) est la matrice Jacobienne

vata, = (32) =2

Notons (y(), s(1), z()), la solution de ce systeme de KKT pour chaque g > 0.

La trajectoire centrale est définie par

{ (y(p),s(u),z(p)) t.q. p>0}.

Comme dans le chapitre 1,
(y(r), s(p), 2(w)) — (y*, %, 2%),
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point solution du probléeme (2.1), lorsque p — 0.

Soit z = (y,s,z) , ou y > 0, s > 0. Nous ne supposons pas que 2 soit primal-dual admis-
sible, C’est-a-dire que z satisfasse (2.4) et (2.5). Soit

F(z) Ys— pe
Fo=| B | =]  s@+s | (26)
Fy(z) Vg(z)Ty + Ve(z)*

Une direction de recherche dz = (dy, ds, dz) est alors définie par le pas de Newton pour le
systeme F'(z) =0 :

VF(z)dz+ F(z) = 0. (2.7)

Sous des hypothéses convenables (voir chapitre 1), les équations (2.7) sont régulieres, et la
direction de Newton dz est bien définie. L'algorithme, grace & un pas (amorti), amene z
sur un nouveau point z + adz , o a > 0 est tel que y + ady >0, s + ads >0, et tout

le processus est répété.

Pour plus de facilités, nous supposerons partout dans la suite que le pas de Newton est en

fait bien défini, c’est-a-dire que I’hypotheése suivante est vérifiée :

Hypothése 2.3.  Pour tout z = (y,s,z) tel que s > 0 ety > 0,
VF(z) est non singuliére.

Pour obtenir notre résultat de convergence globale, nous considérons 1’algorithme du pre-
mier chapitre dans une forme légerement différente. En particulier, plutot que d’employer
une valeur implicite de y comme précédemment — a savoir u = f %5 o4 0< B < 1 aussi
longtemps qu’une condition de faible centrage est satisfaite, et p = L sinon, ce dernier
cas correspondant a un pas de centrage pur — nous considérons ici une approche "a pas
longs” o une valeur de p > 0 est fixée et des pas sont pris jusqu’a ce qu’une solution
approximative du probleme barriére (2.2) soit obtenue. A ce point, p est réduit et le pro-

Id Id ’
cessus est repete.

En ce qui concerne la longueur du pas, o, elle était déterminée en utilisant une regle

de "fraction fixée & la frontitre” (en les variables positives s et y), permettant toutefois
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d’utiliser le pas de Newton pur (a = 1) si c’est possible. L’algorithme permettait aussi
des longueurs de pas différentes pour les variables du primal (z et s) et du dual (y) pour
les pas de non-centrage. En effet, dans le cas des pas de centrage, nous avions a, = ay,
puisque tous deux valaient min{ay,a,}. Ici, notre choix de longueur de pas, décrit dans

le paragraphe suivant, est basé sur des propriétés de la direction dz définie par (2.7).

2.1.2 Bases pour la Convergence Globale

Dans le premier chapitre, le théoréme 1.1. nous indiquait une relation importante entre la

direction dz définie par (2.7) et la fonction de mérite

1 1 4L
£(2) = fr5,2) = s + 5 IBIP + 5 I Full* = ) In(aiss).

i=1

En effet, nous avons montré que si

Df(z;dz) =V f(z)dz

est la dérivée directionnelle de f(-) dans la direction dz, alors,

Df(zdz) = = Fll* = I|Fall® = llo = po |, (2.8)

otv=(YS)%e, S = diag (s), et v™! est le vecteur dont les composantes sont les inverses
des composantes de v. Il s’ensuit que dz est une direction de descente pour f(-), sauf si 2
est une solution des conditions de KKT (2.3) - (2.5). Il est aussi facile de montrer que f(-)
est minorée par la valeur mp[l — In(u)]. Une stratégie naturelle, pour une valeur fixée de
> 0, est donc de choisir la longueur de pas a grace & une sorte de critére de ”descente
suffisante” pour la fonction f(-). Par exemple, une possibilité serait de choisir & pour qu'’il

satisfasse les conditions de Goldstein-Armijo :

M alDf(zd2)] < f(2) = flz+adz) < D |Df(zd2)), (2.9)

o1 0 < A\ < Ay < 1. Tl est bien connu quun a > 0 satisfaisant (2.9) existe tou-
jours; voir par exemple [3]. Comme alternative, a pourrait étre choisi en utilisant une

stratégie "backtracking” de la forme a = 6” amax, OU Omax est le plus grand « tel que
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(y + ady,s +ads) >0, 0 <6 <1, et pest le plus petit entier strictement positif tel que

f(2) = f(z + 0P amax d2) > A1 0P amax | D f(2; d2)], (2.10)

oil 0 < M\, < 1. Choisir « selon les conditions (2.9) ou (2.10) est suffisant pour obtenir la

convergence de ’algorithme pour un g fixé.

2.1.3 Algorithme pour un g fixé

Initialisation : g > 0 fixé
choisir le point de départ z°

poser k =1
Etape 1 :  calculer dz (en résolvant (2.7))
Etape 2 . trouver a > 0 satisfaisant les conditions (2.9) ou (2.10)
Etape 3 :  poser zMtl =24 adz
k=k+1

aller a ’Etape 1

2.1.4 Convergence

Dans le théoréme suivant, nous prouvons la convergence de l’algorithme pour un g fixé

lorsque la condition (2.9) est utilisée & 'Etape 2. L'analyse basée sur (2.10) est similaire.
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Théoréme 2.1. Soit {z'}, wune suite de points générée par l’algorithme pour une
valeur firée de p > 0, ot, & chaque itération, la longueur

du pas, a, est choisie pour satisfaire les conditions (2.9).

alors, tout point d’accumulation z* de la suite {z*} est solution de
l’équation F(z) = 0.

Preuve

Soit {z*}rex, une sous-suite de {z¥}xen (K C IV) telle que

ko_, Z*,
keK
alors, {z* t.q. k € K} est bornée.
Nous avons
IM; >0 tq. Vi=1,..,m,Vke K, sfyf>M (1)

En effet, selon (2.9),

Ma|Df(z5de%)| < f(2*) - F(Z* + ad2¥),

ce qui revient a

M alDf(d2%)] < f() - f(2). (2)

Le membre de gauche de (2) étant positif, nous avons

f(Z**Y) < f(*) Vk€ N

En particulier,

f(z*) < f(z') Vke IN. (3)
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Par définition de f(-),
By _ Sk ok oy Likz o Lk - k, k
f(") = wisi + 5 151 + 5 I1Edl —py In(siy;)  Vke N,
i=1 i=1

dot,

et grace a (3),

i=1 K
et finalement,
= -1 not
Hsfyfze i~ 2 M, Vke .
i=1

D’autre part, {z*},ex est bornée, et donc,

AM; >0 t.q Yi=1,.,m VkeK, sky¥< M.

Par ’absurde, supposons que 1’on n’ait pas (1), c-a-d

VM, >0,34,1<:i<m,dke K t.aq. sfyf<M1.

Choisissons M, tel que

Par ’hypothese absurde (6),

VM, >0,3i,1<i<m,IkeK tq syf <M,

et pour ce k € K, nous obtenons, par (5), (6), et finalement par (7),
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m - -—
I1 sjv; < Mo,
=1
ce qui contredit (4) puisque nous avons donc
-_— m T T
Jke K Cc IN tq. [] sfyf < Ma.
i=1

Il s’ensuit que la relation (1) est bien vérifiée. De (1) découlent

dmy > 0 t.q. Vi=1,..,m; Vk € K, S:-c > myy

et

dmge > 0 t.q. Vi:l,...,m,VkEK, y,’-‘ngg,

avec myy.moy = M;. Et donc,

y*>0 et s">0. (8)

Gréce 3 un résultat standard pour les conditions de Goldstein-Armijo (2.9) (voir par

exemple I’Annexe 1), nous avons

Df(zF; dz*)
|| dz*|| KeK

(9)
Par I'Hypothese 2.3. et (8), nous obtenons que
VF(z*) est réguliere. (10)

Nous avons que

||d2*|| est bornée pour k € K. (11)

En effet, grace a (2.7),

lldz*)| < IVF(E)THLNFE]-
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11 suffit donc de montrer que VF(2*)~! et F'(z*) sont bornés. Le premier résultat découle
du lemme de perturbation suivant

Soit S, T € L(X) avec S inversible.
Si 1S =TI~ < 1,

alors, T est inversible et

= s-1
1741l < =iy

ol S = VF(z*), T = VF(z*), VF(2*) est inversible d’apres (10) et |VF(z*)=VF(z*)| <
Wl—". Le deuxieme, du fait que F(-) soit continue et {z*}rex bornée. D’ott nous
obtenons bien (11). Par (9) et (11), nous avons que

D f(z¥;dz¥) I 0. (12)

Alors, F(2z*) = 0 se déduit aisément de (2.8), (12), et du fait que {z* t.q. k€ K} soit

borné. "

Dans la preuve du théoreme précédent, nous avons montré que D Flzfdz®) B 0

Dés lors, la condition

IDf(%d2%)| < B, 0<B<1, (2.11)

est satisfaite aprés un nombre fini d’itérations. Cette condition (2.11) peut servir de critere

d’arrét pour I’algorithme avec p > 0 fixé.

2.1.5 Algorithme avec p variable

Pour obtenir une solution du probléme (2.1), nous avons vu qu’il fallait faire tendre  vers
zéro. Une fagon de procéder est d’abord, de fixer y, puis appliquer I'algorithme 2.1.3. pour

cette valeur de p jusqu’a ce que la condition (2.11) soit satisfaite et ensuite, de diminuer
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p et recommencer le procédé. Les itérations avec p constant seront appelées ttérations

internes et celles ot u est changé, itérations externes.

Algorithme avec p variable :

Initialisation : gy > 0 fixé
0<f<l1
choisir le point de départ z°
poser j =1
Etape 1 :  appliquer I'algorithme 2.1.3. pour p = g;

avec le test d’arrét (2.11)

noter z/ le point obtenu

Etape 2 : poser i = (1 —0)u;
j=j+l
aller a I’Etape 1

Remarque : La suite {z7} est la suite des itérés externes.

Nous ne pouvons démontrer la convergence de cet algorithme & cause d’une difficulté tech-
nique. Pour chaque valeur de g, nous devons supposer qu’il existe une sous-suite conver-
gente pour les itérations internes correspondantes. Une condition suffisante pour P’existence
d’une telle sous-suite convergente est que la suite {2¥} engendrée par les itérations internes
soit bornée. Grace & ’'Hypothése 2.2., il est relativement facile de prouver que les suites
{z*} et {s*} sont bornées. Cependant, il ne semble pas étre possible de borner la suite

des variables duales {y*} et, par conséquent, les itérés {z*}.

2.1.6 Un algorithme globalement convergent

Nous allons décrire une légere modification de 1’algorithme précédent qui garantira que
la suite générée par les itérations internes est bornée et qui, par conséquent, donnera un
résultat de convergence globale.

La fonction de mérite f(-) est remplacée par la fonction
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F2) = Fy,8,2) = (g, 5,5) — 3" In(g

i=1

oil 1 > 0 et ol nous supposons que g(z) + s > 0.

(2.12)

Montrons dans le Lemme suivant que la relation entre la direction dz et la fonction de

mérite f(-) établie dans le premier chapitre s’étend d’une maniere remarquablement sim-

ple & la fonction F).

Lemme 2.2. Soit| f(-), comme énoncée en (2.12), et
dz, donnée par VF(z)dz+ F(z) =0

alors, Df(z; dz) = Df(z;dz) + mj.

Preuve

Nous avons

D3 d2) = D1(z:42) - i o (S atae) +.9) ds = (S5 n(a(e) + 59 o

Or;

a% (\; ln(gi(z) + s;)) = m)lJr—SJ

Donc,

8 (St +a0) =557

ou FS T est le vecteur ligne ayant pour i®" composante m De plus,
L 1 dgi(z)
In(gi(z) + si) "
da; (;I Loskz) ‘) ggt ) +si Oz;

ce qui donne
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— (iln(g;(m) + s;)) = F; " Vy(z). (3)

i=1

Substituant (2) et (3) dans (1), nous obtenons

A

Df(z;dz) = Df(z;dz)— ﬁFp‘Td.s - j FP_T Vg(z) dz
= Df(zdz)—ji Fp"T (ds — Vg(z)dz)

Cependant, les équations correspondant & F, dans (2.6) et (2.7) impliquent que

Vg(z)dz +ds + F, =0,

et donc,

F;T (ds + Vg(z) dz) = F;T(—Fp) = —m,

d’ou la these. L

Considérons le choix j = %’i, ou 0 < B < ;. Remarquons que, grace au Lemme 2.2. et

au Théoreéme 1.1., le cas ol dz n’est pas une direction de descente pour f (+) est équivalent a

|Df(2;d2)| = |Fll* + | Fall® + [l = po™"|1* < By, (2.13)

ce qui correspond au critére de centrage (2.11). Si on suppose que dz est une direction de
descente pour f , un critére évident pour terminer le processus itératif pour un g > 0 fixé

est :
|Df(2;dz)| < Bu,

qui est équivalent a

IFpl12 + N Eall? + flo — o™ II* < 28p (2.14)
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Nous pouvons donc considérer (2.14) comme étant le critere d’arrét pour tous les cas.
I’ensemble des points vérifiant cette condition (2.14) définit un voisinage autour de la

trajectoire centrale.

Notre stratégie pour les itérations internes sera maintenant de baser la longueur de pas a
sur une "diminution suffisante” de la fonction f(:), plutét que f(-). Comme auparavant,
les conditions de la forme (2.9) ou (2.10) conviennent avec f(-) remplacée par f(-). Dans le
cas de la forme (2.10), amax st changé pour devenir le plus grand « tel que y + « dy > 0,
s+ads>0, et g(x+adz)+ (s+ads) > 0. Ou bien, le amax "originaire” basé unique-
ment sur les deux premitres conditions peut étre utilisé, avec o réduit par les puissances de
9 jusqu’a ce que la troisieme condition soit également satisfaite. Le théoreme suivant est
notre plus important résultat, étant donné qu’il assure la fin des itérations internes lorsque
la longueur du pas est basée sur une diminution de f (). Tout comme dans le paragraphe
précédent, nous donnons un résultat basé sur (2.9), mais un résultat analogue est aussi

valable pour (2.10).

Théoréme 2.2. Soit 0 < pu <1, fizé.

Supposons que, & chaque itération de Ualgorithme, la longueur
du pas, a, satisfasse le critére de diminution

suffisante (2.9), en substituant fO) a f().

Alors, le critére de terminaison (2.14) sera

satisfait aprés un nombre fini d’itérations.

Preuve

Etant donné que le critére de terminaison (2.14) est immédiatement satisfait si la direction
dz n’est pas une direction de descente pour f (+), nous pouvons supposer que toutes les
étapes sont des étapes de descente pour f' (-). Supposons pour le moment que les itérés
{2*} sont bornés. Alors, par un raisonnement analogue & celui fait au Théoreme 2.1., nous
obtenons que D f(z¥; dz*) e 0 pour toute sous-suite {z¥} convergente, ce qui 1mp11que

que (2.14) sera un jour satisfaite. Il nous reste donc a prouver que les itérés {2*} ke sont
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bien bornés.

Etant donné que f() décroit de maniere monotone, et que t — pln(t) est minorée et

approche linfini lorsque f — 0 ou t — oo, nous concluons qu’il existe des constantes
b}

0 <y <72 < oo telles que, pour k>0 et 1 <2< m,

1 < yFsk <y,

m < gi(z*) +sf < 7.

En effet, nous savons que f(-) décroit de maniére monotone; donc,

=
=

O

Fy*, 8%, 2%) < fyt, s 2Y) = My V>0

Montrons que

Iy >0 tq VE>0,Vi:1<i<m, m <yfsf

Par ’absurde, supposons que

Vyg >0, 3k >0, Jiy: 1 <4y <m tq. 0 <yflsil <7

Par définition de f(), nous avons

1 1
Sl 4 SR+ S IR

i=1

Ffa*, 8™, z*)

—u > In(sEyk) — 43 In(g;(a*) + 57),
j=1 i=1

c’est-a-dire

fy™, 84, k)
Jj= 1.3#11

—p E (sByk) — pin(sf'yf) —ﬁzln(gj(fﬂk‘)ﬂ';‘)-
=

j= 1‘3?‘-11
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Or, nous savons que t — g In(t) est minorée; notons ¢; la constante, et alors,

f(ykl,skl,.’nkl) S (m _ 1) e + yﬁlsﬁl E § Zl(gj(xkl) g S§1)2
J=
k. k = k k
_uln(shiylt) — 3 Ings(a™) + 85).
i=1
Or, %(t; — iln(t;)) 2 %cg et donc, en posant t; = (g;(z*) + sf")2, nous obtenons
" 1
a4, ) 2~ 1)er + S ot — win(eud)

Si nous montrons que

f(yklasklﬁmkl) > Mla

(6)

nous aurons une contradiction avec (3) et nous aurons démontré I'inégalité de gauche de

(1). Pour que (6) soit vérifiée, il nous faut choisir

1
yﬁlsi,‘ll = ﬂln(sﬁlyﬁl) > M, — (m — ]_) c1 — -2—ng.

Or, nous savons que

lim (¢ — p In(1)) = oo,

ce qui est équivalent a

Vbe R,36>0 t.q ¥Vt >0, 0<t<é = t—pln(t)>b,

et nous avons donc, grace a (7),

1
dy, >0 tq. VI>0, 0<t<m = t—,uln(t)>M1—(m—1)cl—§m02.

Considérons ce v; > 0 et, par 'hypothese absurde (4) et (8), nous obtenons
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1
yfll‘sfll - Mln(yﬁlsﬁl) > Ml == (m = I)Cl — Em(:g.

De cette derniere inégalité, ainsi que de (5), nous déduisons (6) et I'inégalité de gauche de

(1) est ainsi démontrée. Celle de droite et (2) se démontrent de maniére analogue.

D’apres le théoreme

Soit f:IR" — IR convexe.
Si  {z t.q f(z) < a} est borné et non vide pour un a,

alors, {z t.q. f(z) < B} est borné pour tout f.

de [4] (Corollary 8.7.1.) o f = g, et grace a ’'Hypothese 2.2., nous avons que

{z* t.q. gi(z*) < B} est borné pour tout B.

Prenons 8 = ;. Il s’ensuit que {z* t.q. gi(z¥) < 742} est borné, et donc que {z*} est

bornée.
Par l'inégalité de gauche de (2) et I'inégalité triangulaire, nous obtenons

|s¥] < |val + lgi(=¥)];

et puisque {g(z*)} est bornée, g(-) étant continue et {x*} bornée, il s’ensuit que {s*} est

bornée.

1l nous reste maintenant a prouver que {y*} est bornée. Supposons qu’elle ne le soit pas.

1l s’ensuit qu'il existe une sous-suite {y*} de {y*} telle que
ly*{l2 = +oo. (9)
Pour cette sous-suite, nous avons que
IEE]| = | Vg(2*)" y* + Ve(a*)"|| est bornée. (10)
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En effet, par ’absurde, supposons qu’elle ne le soit pas. Alors,
Vg («*)T y* + Ve(z®)T|| — +oo.

D’apres (1),

m

—py_In(yfsf) 2 —pmin(n),

i=1

et d’apres (2),
A3 In(gi(e) + 5) = —amIn(ya).

i=1
Grace & la définition de f(-) vue en (2.12), (12) et (13), nous avons
5 1 .
F() 2 IS = m () (s + )

Par la définition de F,; dans (2.6) et (11),

f(z¥) = +oo.

(11)

(12)

(14)

Comme f est décroissante, il est impossible que (14) soit vérifiée, et il en découle que
Paffirmation (10) est démontrée. De (10) et du fait que {Ve(z*)} soit bornée, ¢(-) étant

de classe C? et (z*) bornée, nous déduisons que

{Vg(z*)T y*} est bornée.

Posant d* = ;?%;, il existe une sous-suite {d*} de {d*} telle que

d* —
d“>0
eTd =1

Vy(z*)T d* = 0.
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(16) découle du fait que {d*} est bornée, et (17) et (18) sont évidentes. Prouvons (19) :

nous savons, grace & (15), que {Vg(z*)Ty*} est bornée. ng;?: vt ng(IZ:?IT v est donc

bornée et elle admet alors une sous-suite qui converge, a savoir

Vo) s — Vol (20)
Ox,
27% -0 (21)
car
lv¥ll2 < eTy* = ly*lh,
d’ou

Lo
¥l ~ eTy*

(22)

Mais nous savons par (9) que |ly¥|l2 — +oo, et donc que

1
. 5,
ll%l2

et grace & (22), nous avons bien (21). Nous savons aussi, par (15), que {Vg(z*)Ty*} est
bornée, et il en est donc de méme pour la sous-suite {Vg(z¥)T y*}. De (21) et de ce qui

précede,

1

TE 0, (23)

Vy(zF)T y* ——

et nous pouvons conclure (19) grace & (20), (23), et par unicité de la limite.

(1) nous indique que (s*)* y* est bornée, et par un raisonnement analogue a celui de la

preuve de (19), nous avons que
()T d* = 0. (24)
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Soit I’ensemble

I={i ta & =0},

alors, par (2) et (24), nous obtenons directement

gi(z*) >0, 1€, (25)
et
df=0, i¢l (26)
Il s’ensuit aisément que
dp 2 0,
fdy = 1,

()" Var(a*) = 0,

ot la notation I en indice indique les composantes correspondant a 7 € I. Le théoreme

d’alternative de Gordan

Soit | A € R™",
z € IR" et
uT E R"l,

alors, exactement une de ces conditions a liew :

(1) A2 tig Ax<
(2) 3u#0 tg vA=0 uw2=>0,

(2) étant vérifiée avec u = dj et A = Vgy(z*) = 0, implique alors qu’

il n’existe pas de vecteur p t.q. Vgr(z*) p <O0.
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Cependant, ceci est une contradiction : étant donné que les fonctions g;(-) sont convexes
par hypotheése, que g;(z*) > 0 d’aprés (25), et que pour un point admissible z, g(z) < 0,
nous avons, parce que le graphe d’une fonction convexe est toujours au-dessus de son plan
tangent, que la direction p = Z — z* satisfait Vgr(z*)p < 0. Cette contradiction nous

permet de conclure que {y*} est bien bornée, et de clore cette preuve. =

Remarquons que la preuve du Théoréme 2.2. n’utilise pas completement ’'Hypothese 2.1.;

elle demande seulement un point Z admissible (comme opposé & intérieur). Par le Théoréme

k

2.2., I'algorithme pour un p; > 0 fixé produira finalement un itéré z* = z/ satisfaisant

(2.14) ot 4 = p;. A ce point, la valeur de p est réduite :

piz1=(1—=0)p;, 0<6<1,

et le processus itératif peut continuer. Pour clore ce chapitre, il nous faut prouver que,
lorsque p; — 0, la suite des {3/} admet un point d’accumulation z* fournissant une solu-
tion optimale pour le probleme (1.1) de départ. Ceci est le propos du théoreme suivant,

dont la preuve est similaire & celle du Théoreme 2.2..
Théoréme 2.3. Soit | u;, 7 2 0, une suite de termes positifs telle que p; — 0,
7 = (§7,59,19), satisfaisant (2.14) ot p = p;, j > 0.
Alors, {Z7} est bornée, et

st 2* = (y*, s*,2*) est un point d’accumulation de {Z7},

alors, x* est une solution optimale de (2.1).

Preuve

Gréce a (2.14), la définition de F}, en (2.6), et le fait que y1; — 0, nous avons immédiatement

que
g(#¥) + 5 — 0. (1)
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De méme, en utilisant la définition de F en (2.6), nous obtenons

Vg(E)T 7 4+ Ve(@)T — 0. (2)

Par (1), la suite {#7} est bornée. La suite {3;} est également bornée. En effet, g(-) étant

continue et {#/} bornée, g(#’) est bornée et g(Z’) + §7 étant convergente, est bornée.
Etant donné que u; — 0, grace a (2.14) et & la définition de v, nous obtenons facilement que

dgl—0, 1<i<m (3)

Nous prétendons que la suite des variables duales {i} est aussi bornée. Supposons qu’elle

ne le soit pas. Il existe alors une sous-suite {§’} de {j7} telle que

5]l — +oo.

Pour cette sous-suite,

Vg(&)T §7 + Ve(39)T est bornée,

étant donné que, selon (2), Vg(39)T §/ + Ve(#)T admet une sous-suite convergente. Il

s’ensuit, par un raisonnement analogue & celui de la preuve du théoréme 2.2., que

les valeurs {Vg(#/)T §’} sont bornées. (4)

Posant d’ = —Er}%, il existe une sous-suite {d’} de {d?} telle que

di — d*
d*>0
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par un raisonnement exactement analogue a celui de la preuve du théoreme 2.2., et

car (57)T 9 est bornée selon (3). Soit I = {i t.q. sf =0}. Alors,

gr(z*) =0, | (7)

dy 20, (8)

efdy=1, et (9)

(d7)" Vgr(z*) = 0. (10)

Les relations (8) et (10) sont évidentes; montrons (7) :
Etant donné que {7} et {57} sont bornées, il existe deux sous-suites telles que

(#,57) — (z*, s%).
g(+) étant continue, nous obtenons
g(5) + 5 > g(a) + 5.
Nous avons aussi, grace & (1) et par unicité de la limite, que
g(z") +s* =0,
et la définition de I nous permet de conclure (7). Nous savons que
7. =0. (11)

En effet, la définition de I entraine que

s7. > 0, (12)

et (11), grace & (6) et (12). (9) découle alors directement de (5) et (11). Le théoreme
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d’alternative de Gordan cité dans la preuve du théoréme 2.2. implique alors que
Ap tq. Vgr(z*)p<0.

Cependant, ceci est une contradiction, étant donné que les fonctions gi(+) sont convexes,
gr(z*) = 0, et que d’apreés 'Hypothese 2.1., il existe un  tel que g1(Z) < 0, car nous avons

alors que la direction p = z — z* doit satisfaire Vgr(z*)p < 0.

Puisque {7} est bornée, {#/} est bornée aussi. Cette derniere admet donc une sous-suite
{37} convergeant vers le point z* = (y*,s*,2*). Pour un tel 2*, grace aux relations (3),
(1) et (2), il est immeédiat que

il
o
f—
IA
N
3

s Yi
g(m*) + S*
Vg(z*)T y* + Ve(z*)T = 0,

Il
&

ce qui équivaut exactement a F'(z*) = 0, et donc, z* satisfait les équations de KK'T pour

(2.1), qui sont suffisantes pour I'optimalité. u

2.2 Approche expérimentale

Nous avons implémenté I’algorithme avec p variable, qui n’est en fait rien d’autre que
Palgorithme ”& pas longs” de la page 11 avec, pour fonction de mérite, h = f. Clest en
FORTRAN, sur VAX 6220/VMS version V5.5-2 des Facultés Universitaires Notre-Dame
de la Paix & Namur que nous avons réalisé cette implémentation.

Un listing de notre programme est donné en annexe.

D . .
, ainsi que le

Le point de départ 2° est introduit par 'utilisateur et les vecteurs y0, s
parameétre jig, sont calculés selon la régle du paragraphe 1.2.1. Nous avons choisi comme

suit les valeurs des parametres :
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= I~

€

6 = 05
A = 01
g = 025
po=

Comme vu précédemment, I’algorithme comporte des itérations internes et externes. Apres
expérimentation, nous avons dii limiter & 100 le nombre d’itérations internes. Nous avons

utilisé la recherche linéaire caractérisée par la condition (2.10) rappelée ici :

a est choisi en utilisant une stratégie ”backtracking” de la forme o = 6% amax, Ol Qpay €st
le plus grand a tel que (y + ady,s + ads) >0, 0 <0 <1, et pest le plus petit entier

strictement positif tel que

f(2) = f(z + 07 amax dz) = A1 67 Qmax |Df(z;dz)|, (2.10)

ou 0 < M <1,

et nous avons dfi imposer une borne supérieure, en I'occurence 70, sur le nombre p. De
plus, chaque fois que la condition de Newton est calculée, nous testons si celle-ci est bien
une direction de descente pour f(-). Si c’est le cas, on peut passer aux itérations internes

et sinon, g est diminué.

Comme pour P’algorithme du premier chapitre, nous avons choisi le test d’arrét de I’algorithme

de la fagon suivante :

max { relgap , relp , reld } <e

T N . » .
ou relgap := (Tflﬁs_l)’ relp := T"IFﬂL", reld := %_{]_Eﬁ%ln indiquent la décroissance du saut de

dualité et la convergence vers ’admissibilité primale et duale.
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2.3 Résultats numériques

2.3.1 Probléme général

Le programme du paragraphe précédent permet de résoudre un probléme de programma-

tion convexe, non linéaire et différentiable du type :

{ min ¢(z)

s.c. g(z)<0,

otz € R", c(-) : R* — IR', g(-) : R™ — IR™, ot ¢(-) et chaque g;(-) sont des fonctions

convexes et de classe C2.
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2.3.2 Probleme 1

Données :
n 2
= 1
c(z) = 2z1+3x2
9i(z) = a24a2i-1
Point de départ 2° = (10,10)
Résultats :
Vecteur solution zj = —0.55470020
o —  —0.83205029
Valeur optimale ¢(z*) = —3.605551275402202
Nombre d’itérations externes = 40
Nombre de directions calculées = 348
Temps CPU (sec.) = 27.98
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2.3.3 Probléme 2

Données :
n = 2
2
c(z) = af—a
g1(z) a2l -1
92(33) 0.5 — x4
Point de départ 2° = (12,15)
Résultats :
Vecteur solution zj = 0.00000000000
s = 1.00000000000
Valeur optimale ¢(z*) = —1.00000000000
Nombre d’itérations externes = 41
Nombre de directions calculées = 413

Temps CPU (sec.)

= 50.33
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2.3.4 Probléme 3

Données :

n = 2
= 2
c(x) = zl-a
gi1(z) = ai+taj—1
g2() = (z14+1)2+22-05
Point de départ z° = (8,8)
Résultats :
Vecteur solution z7 = —0.50000000000
T = (.50000000000
Valeur optimale c¢(z*) = —0.2500000000000000
Nombre d’itérations externes = 40
Nombre de directions calculées = 359

Temps CPU (sec.)

= 83.74
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2.3.5 Probléme 4

Données :
n 2
m = 2
() = €l 4 e™
g]_(SC) = (.'El — 1)2 + -’L'% -1
92(2) = (@1+1)+a3-4
Point de départ 2° = (=5,-3)

Résultats :

Vecteur solution z7 = 0.12276952

o —  —0.48006946
Valeur optimale c¢(z*) = 1.749364218299988
Nombre d’itérations externes = 46
Nombre de directions calculées = 256
Temps CPU (sec.) = 41.12
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2.3.6 Probléeme 5

Données :
n = 2
= 1
c(z) = a2} 432}
g1(z) = 5'3% = &3
Point de départ 2° = (—10,10)
Résultats :
Vecteur solution z7 = 0.00000000000
T3 = 0.36828992D—05
Valeur optimale c(z*) = 4.0691240191503669D—11
Nombre d’itérations externes = 39
Nombre de directions calculées = 416
Temps CPU (sec.) = 33.13
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2.3.7 Probleme 6

Données :
n = B
3
() = 2t4+ 208 4228 + 2 + 2t 425
a1(=) = al+ef+aeftaf+altag—1
g2(z) = (z+15)2+ad+ai+al+al+ai-1
ga(z) = (m+1)2+al+al+al+al+ai-1
Point de départ z° = (2,2,2,2,2,2)
Résultats :
Vecteur solution zj = —0.50000000000
3 = 0.00000000000
L3 = 0.00000000000
N = 0.00000000000
o = 0.00000000000
Th = 0.00000000000
Valeur optimale c¢(z*) = 6.2500000000000000D—02
Nombre d’itérations externes = 38
Nombre de directions calculées = 117
Temps CPU (sec.) = 4947
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Conclusion

Nous avons étudié une méthode de points intérieurs pour le cas convexe, différentiable
et non admissible. Nous en avons établi la convergence et rapporté quelques résultats

numériques obtenus avec notre implémentation de la méthode.

1l serait intéressant, dans une étude future, de tester de maniere plus intensive cette

méthode, notamment sur des exemples de plus grande taille.
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Annexe 1

Dans cette annexe, nous fournissons, pour la facilité du lecteur, une preuve d'un résultat
de convergence de base pour les conditions (2.9) de Goldstein-Armijo. Soit f() : Z — R,
continfiment différentiable et minorée sur un ouvert Z C IR". Considérons un schéma

itératif

2Kl = ok 4 of dzk,

ot Df(z*;dz¥) < 0, et o satisfait les conditions (2.9) de diminution suffisante. Nous nous
référons a l'inégalité de gauche de (2.9), ot @ = o, comme étant la condition (I), et &

celle de droite comme étant la condition (II).

Théoreme A.1. Supposons que {zF} ait une sous-suite convergente dans Z,

k. gk
alors, cette sous-suite, {z*}, vérifie Df'f:z“ff — 0.

Preuve
En modifiant les directions dz* et les longueurs de pas o, sans perdre de généralité, on
peut supposer que ||dz¥|| = 1 pour tout k, et montrer que dans ce cas,
k. g ky
Df(z";dz") =i 0. (1)

Etant donné que

ld=*| =1 Vke IV,
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de (1), nous pouvons déduire

Df(z*;dz*

l[d=*]| ke
Par I’absurde, supposons que la relation (1) ne soit pas vérifiée. Il existe alors une sous-
suite {D f(z*;dzF)}rerx de {Df(2*;dz*)}rer, avec K C L, telle que

|Df(zF;dz*)| = v > 0 pour k € K. (3)
Nous savons que
k
veic ¥ (4)

En effet, par hypothese,

Vke L, z¢e2Z.

Or, K C L, d’ou

Vke K, z*¥e€Z,

et done, f(-) étant minorée sur Z,

Vke K, f(z)>m. (5)
Par (I) et (3), nous avons
f(2) = F(HY) 2 Mk > 0. (6)
Si nous montrons que
o0
3 o converge, (7)
k=1
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nous aurons bien (4). Grace a (6),

t<hr et <Y (£(z4) = £(z**1),
k=1

k=1

ce qui revient a

0 <Ay Yo < f2Y) - (=),

k=1

et grace a (5),

0< My Y o < flz')—m.

k=1

En faisant tendre n vers 'infini dans cette derniére inégalité, nous prouvons alors ’affirmation

(7), et donc également (4). Cependant, pour tout k, nous avons

F(F41) = f(2) + o [V(* + o ¥ d2b)] det,

pour un 7* tel que 0 < n* < 1, ainsi,

f(ZkHzxk_ f(zk) 23 [vf(zk + ot nk dzk)] dzk}

d’ou

JE) TG _ pp(etiaet) = (V14 + oot deb) - VAN d* o 0, (8)

étant donné que f(-) est de classe C', ||dz¥| =1, oF o 0, et que {zF t.q. k € K}

converge. Cependant, d’aprés la condition (II), nous avons

£() = F(1) = o* Df(¥ )| < da o |DS(Hde¥)| - o IDF(H;d2*)]

ce qui implique que

£ o C) _ Dk < (= D) IDS(H5deH) ®
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Mais ceci est une contradiction. En effet, d’une part, grice & (8), nous savons que le
membre de gauche de 'inégalité (9) converge vers 0 pour k € K, et d’autre part, de (3),
il résulte que le membre de droite de (9) est strictement négatif pour k € K, étant donné

que nous avons Az < 1. |
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Annexe 2 : Programme FORTRAN
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