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Avant-propos

La motivation principale de ce mémoire est la résolution de problémes d’optimisation ou les
fonctions a optimiser ne sont pas nécessairement différentiables.

Ce mémoire comprend deux parties :
e la premiére partie sera consacrée aux problémes d’optimisation sans contrainte,
e la seconde partie aux problémes d’optimisation avec contraintes.
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L’algorithme proximal a été introduit par Rockafellar pour
rechercher le minimum d’une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement
sur ’espace euclidien R".

L’algorithme associé a cette méthode génére une suite (xk) telle que

o -sgl 05 bl

ou (tk) est une suite de scalaires strictement positifs.
Cet algorithme s’appelle I’algorithme de la méthode proximale.

Dans cette premiére partie du travail, nous étudierons d’abord la méthode proximale.
Ensuite, nous généraliserons cette méthode de diverses manieres.

Le chapitre 1 traitera de I’algorithme du e-sous-différentiel, plus général que celui du point
proximal et qui nous permettra d’étudier la convergence de ce dernier.

Le chapitre 2 décrira de maniére théorique I’algorithme du point proximal et en étudiera la
convergence avant de passer a I’étude de la version implémentable de cet algorithme.

Le chapitre 3 généralisera I’algorithme proximal en remplagant 4 chaque itération k la fonction
f par une fonction ¢;.

En considérant toutes ces fonctions ¢ , on obtiendra ainsi un faisceau. C’est pourquoi le
nouvel algorithme portera le nom d’algorithme ou méthode des faisceaux.

Finalement au chapitre 4, nous approfondirons la généralisation en remplagant non seulement
a chaque itération & la fonction f par une fonction ¢ mais en faisant également varier a chaque
itération la métrique que I’on utilise.

. . . . hY ¥ 2 r
Ainsi, le terme quadratique intervenant dans le calcul de x;.; a savoir “x = ” sera remplacé
2 ; TP i
par "x — X, ||M ==, M, (x —xk) > ou M, est une matrice définie positive.
k

Cette variante de ’algorithme proximal sera appelée méthode des faisceaux a métrique
variable.

Pour terminer ce chapitre, nous considérerons un choix particulier de faisceau, a savoir
le faisceau des plans sécants ainsi que diverses maniéres de mettre a jour les matrices
définissant la métrique.



CHAPITRE 1 : METHODE DU E€- SOUS-DIFFERENTIEL.

1.1 INTRODUCTION

La motivation principale de ce chapitre est I'étude du probléme d’optimisation convexe sans
contrainte suivant :

min f(x)

ou f est une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement et définie de R"dans
R U {+0}.

Pour le rappel des définitions concernant ce probléeme, on pourra se référer aux

annexes I et II.

A cette fin, nous étudierons ’algorithme général du e-sous-différentiel.

Les résultats de convergence que nous obtiendrons constitueront en fait des résultats de
base qui nous seront trés utiles lorsque I’on étudiera dans le chapitre 2 la convergence de
I’algorithme proximal.

Rappelons-nous que dans le cas différentiable, la plupart des algorithmes utilisés pour
résoudre les problémes d’optimisation sans contrainte sont des algorithmes de descente
basés sur le schéma suivant :

étant donné, un point x; on calcule di une direction de descente de f'en x; et on effectue une
recherche linéaire dans cette direction & partir du point x, pour trouver I'itéré suivant.

Pour rappel, dj est une direction de descente en x; si lorsque ’on se déplace dans cette
direction a partir du point x; la valeur de la fonction objectif / diminue.

De plus, la direction de descente la plus connue lorsque le gradient de /* en x; est non nul est
d, =-Vf(x,).

En imitant le raisonnement précédent dans le cas non différentiable, la premiere idée est
évidemment de prendre pour d; I’opposé d’un sous-gradient de fen x; ou plus
généralement I’opposé d’un g-sous-gradient.

Cette direction, contrairement au cas différentiable n’est pas toujours nécessairement une
direction de descente. Cependant, moyennant des conditions sur la taille du pas de descente
et sur &, on peut montrer que cet algorithme converge.

Dans le paragraphe 1.2, cet algorithme sera décrit de maniére plus précise.

Ensuite dans le paragraphe 1.3, nous donnerons les principaux résultats de convergence de
ce nouvel algorithme.



1.2 DESCRIPTION DE L'ALGORITHME.

Exprimons de maniére plus précise I’algorithme décrit 4 la section précédente.
Algorithme 1.1

PAS 1 (initialisation)

Choisir x, € R".
PAS 2 (itérer)
Pourn=1,2,..

poser X, =%, - t,J’n

avec f,>0,

& =0,

Yn €0, f(X,).

Remarque :
L'algorithme ci-dessus est caractérisé par un triplet {tn,e,, , y"} qui peut étre donné a priori
ou qui peut étre construit par l'algorithme.

1.3 CONVERGENCE.

Avant d’établir la convergence de I’algorithme 1.1 nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.1 w ){

Soit (xn) une suite générée par I’algorithme 1.1.

VyeR", Vn
1.1
v " <l o 2l 20 () - £lx,) +e,) (D
Preuve :
- Essayons d’abord de décomposer le membre de gauche de 'inégalité (1.1); on
obtient :
2 2
Xl ﬁy” =X — X, T X, _yH
=|Jcn+l - ;\c”"2 + 1% —y”z +2 LR — XX Y
En utilisant le fait que x,,, — x, =—t,7, , il résulte que :
“xm —yll2 =t}y, i +||xn —y“2 F R, Y Y= X (1.2)




- Essayons ensuite de déduire I’inégalité (1.1).
Par construction y, € &, f (xn) . Dés lors en utilisant la définition du &,-sous-différentiel
(voir définition IV.11 en annexe), on obtient
Vye R":f(y) 2f(xn)+<yn,y— x, >=€,,
ou encore
VyeR"'<y,,y—x,>< f(y) —f(xn) +E&,.
Par conséquent il résulte de la relation (1.2) que

2

X a1 _y”2 = t:

2 "
al +x, —y" +2tn[f(y)—f(xn)+3,,]Vy eR".
0
Le premier résultat de convergence est donné par la proposition suivante.
Proposition 1.1
Soit (xn) une suite générée par I’algorithme 1.1.
Si an = 400,
n=|
&, =0,
tn yn ’ _> 0
alors mgf(xn):inff(x).
n—oo R"
Preuve :
Par définition de la borne inférieure d’une fonction lim f(xn) > iﬂpf Fl5).
n—0 n
Supposons par I’absurde que li_mf(xn)>inff(x) = 7. (1.3)
noew R" noté
- Montrons que dans ce cas
36 >0 dyeR" dn, tqf(y) <f(xn)—c§' Vn 2 n,. (1.4)

Si ce n’était pas le cas on aurait V6 >0 VyeR" Vn f(y) > f(xn) -8
1

1
et en prenant § = " il résulterait que Vy € R" Vn f(y) > f(xn) =

ce qui donnerait en passant a la limite inférieure  f(y) = lim f{x,).
q P n
n—0

On aurait dés lors par définition de la borne inférieure lim f (xn) < f, cequiest
n—w0

contraire a " hypothése (1.3).

o0

- Montrons ensuite que (1.3) contredit I’hypothese z l,

n=1

2 \
—0 et g, —0 Dou

Y n

[
+
8

e Par hypothése 1, |y,

!

n

2
g =3l




En utilisant la définition de la limite il résulte que pour n assez grand

! : +& < 2
A e
n yn n 2
En supposant sans perdre de généralité que 7y est assez grand, on obtient
2 1)
Ly, gy <y Vnzn,. (1.5)

o Appliquons ensuite le lemme 1.1. On obtient :

o[ f() - f(x,) +e,]
“v2t[ 1) - f(x,) 4]
"+ ) - Alx) e

X __.y"2 S"xn _y”2 +t§ ¥

<[, —of +222 ]y,

v, - +21, [f,, Y

e Onadonc Vn =n, en utilisant les relations (1.4) et (1.5):

o
: y”2 < ||xn —y”2 + 2t"[—-2— — 5}
=|x, - =51,

On obtient ainsi par récurrence Vn = n,

”xn _-y"2 S % _-y”2 -,

<

2
X2 _y“ - 6tn—2 - 5tn—]

) n-l
~F X,

i=n,

<[, -

Deés lors

0630+, - <

Par conséquent fo est convergente, ce qui contredit une de nos hypotheses.
=y

2

Xy Y

0

La proposition suivante nous précise le lien qui existe entre une valeur d’adhérence de la
suite (xn) engendrée par 1’algorithme 1.1 et sa limite.

Proposition 1.2

Soit x une valeur d’adhérence de (xn) vérifiant
x, — x| +8, (1.6)

—|2
X, —x" <

ou (5,,) est une suite positive telle que 25,, <o,

n=1

Alors toute la suite (xn) CONVerge Vvers x.




Preuve
Afin de prouver la thése montrons que

2
V& >0 3IntgVn,zn |x,, —x| <05.

ny+1

Par hypothese x est une valeur d’adhérence de (xn) et Z&n <o, On obtient ainsi par

n=1

définition de la limite

x —E“s% et i&n <9,

Vo >0 dn <3

n=n,

D’autre part Vn, = 1, on a par hypothese

2 2

135,.2“ - x| <|x, —X +5"1
—j12
5"‘”2-1 -x| +6,,+9,
2 e
< - s D.5,<6

La proposition suivante assure la convergence de la suite (xn) vers un minimum de f et cela
sous des hypothéses assez générales.

Proposition 1.3

Soit (x")défmie par

[‘Xn+l = xn _tnyn

iavec i, >0, y,ed, f(xn), g, 20
Soit m>0.

Dés lors:
() si Dt =+oo
n=1
g, —0

P ) < £lx,) = m,
alors f(xn) - 1}relnff

(i) Sien plus (tn) est bornée,

5]
D, <
n=1

alors (s'il existe un minimum) x, — x minimum de /.

7.




Preuve

(i) - Montrons d’abord que ( o (x,, )) est une suite décroissante.

2

Par hypothese f(x,m) Sf(x")—mtn 7ol -
Comme de plus m est strictement positif, on en déduit que f (xm,) £ f (x”) ;

( ' (x,,)) est donc une suite décroissante et tend soit vers — oo, soit vers sa borne
inférieure.

- Montrons ensuite que f (xn) —inf f.
Nous savons que f(x") — —00 oU f(xn) — igff(xn).
a) supposons que f (xn) — —00,
Dans ce cas il est évident que f(xn) - igff_

b) Supposons & présent que f (xn) — /" ouf est la borne inférieure de la suite

(7(x).

Dans ce cas, essayons de vérifier que toutes les hypothéses de la proposition 1.1
sont vérifiées. Nous pourrions alors en déduire puisque f (xn converge que

flx,) —>inf f.

Or comme par hypothese Zt” =+ et &, — 0 il nous suffit pour avoir toutes les
n=1

2
— 0.

hypothéses de la proposition 1.1 d’établir que 7,
En effet par hypothése f(x,,) —f(xm) >mt. |y,

*>o.

I
2
>0. D’ouenpassantala

limite, on obtient 0= f~ — " >mlim f,,"}’n|
n—w

2
=0,

Par conséquent ,/, ¥,

(i) - Afin de montrer la seconde assertion de la proposition montrons dans un premier temps
que la suite (x") est bornée et admet donc ainsi une valeur d’adhérence.

En effet, supposons qu’il existe un minimum x . En appliquant le lemme 1.1
avec y = x et en tenant compte du fait que x"est un minimum de £ ,on obtient

b =T =t 42l 22 A12) A )

i +2t"[ xml) - f(xn) +£n].

i

2
S"Jg1 —x'“ +

¢
. \ 2 2
Dés lors puisque par hypothese, f(xw)—f(xn)s—mtn 7.l <mt, |y, onen
déduit
«||2 *||2 2 2 .
X — % " <lx, —% H + a2, \me |y, tE,
1.7

X, — tz +(1+ Zm)Jf,f”}f"“2 +21.6,




et donc par récurrence, on obtient

2
+2¢, 18,4

2

X, , - x'"2 +(1+2m)t2

.12
x,,"'x" = Y n-1

*||2 2
S”xn—z - X ” +(1 + Zm)[t:—l ;Vn—l " t:?—z },ng?, ]+ 2tn—18nv1 + 2tn—28n42

S”x, - x*||+(1+2m) it?"yinz +2its3i ;
i=1 i=1

o 2 o0 .
11 suffit donc pour conclure de montrer que th “y," et Zt,. g, sont deux séries
i=1 i=1

convergentes.

En effet,

. - 2
1) Montrons d’abord que la série th ”y," est convergente.
i=1

Pour cela il suffit de remarquer que par hypothése f (xm) <f (x,.) — mt, ||}/ ’ ”2
Dés lors

£(x) = fle)

m

2
f ”7’ n“ =
En effectuant la somme pour i allant de 1 & I'infini, on obtient

Subl <23 s) - sls)
=~ tim| () - £(x) # 7)o £(x,) = £,

m n—>w

=i(f(x,)—inff)<oo.

m

o
. 2 . -
Par conséquent la seneZti H;/ ,H est convergente et comme par ailleurs la suite
i=1

(r,.) est une suite bornée, on en déduit que ;v_,tf ”;f,.nz <00,
i=1

L]
2) Montrons ensuite que la série Zrl.g,. est convergente.

i=1

Cela provient du fait que la suite (tj) est bornée et que Zsi est convergente,
i=1



- Dans un second temps vérifions que toute valeur d’adhérence de la suite (x,) est un
minimum de f.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (x,), x est la limite d’une sous-suite (x,,* )
Montrons que x est un minimum de f
Par la semi-continuité inférieure de fona f (;) < lim f ( X, ) (voir annexe II).
k—>w»
Par conséquent puisque par le point (i) de la démonstration ona lim f (xﬂi) = i}%f f(x).
n

k=

On en déduit que f (;) < i}relf #(x) etdonc que x estun minimum,

- Prouvons finalement que toute la suite (xn) converge vers un minimum de f.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite(xn). Pae le point précédent x est un minimum
de f et donc par I'inégalité ( 1.7) on obtient :

2
28,8

oo =3 <l =3 + (e 2m)?

Y n

Posons alors 8, = (1+2m)t] yn"z +21,6,.

(5") est une suite positive qui vérifie 25,, <. En effet,on a montré précédemment

n=1
= Ll |12 < , ) N i
queZti “y,” et 25,. convergent. Par conséquent, il suffit d’appliquer la proposition
i=1 i=1

1.2 pour avoir la these.
0



CHAPITRE 2 : METHODE PROXIMALE

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous étudierons I’algorithme proximal qui a été introduit par Rockafellar
pour rechercher le minimum d’une fonction convexe, propre et semi-continue
inférieurement sur R". '

L’objectif poursuivi par Rockafellar lors de I’élaboration de cet algorithme était de
construire une suite (xn) qui minimise la fonction objectif f tout en essayant si possible de

choisir les itérés de cette suite de maniére a ce qu’ils ne soient pas trop éloignés les uns des
autres. C’est d’ailleurs pour cette derniére raison que cette méthode porte le nom de
méthode proximale.

L’idée est de minimiser une perturbation de la fonction f en tenant compte du degré
d’éloignement entre deux itérés successifs x,+; et x .
De maniére plus précise, étant donné x,, on va choisir I'itéré suivant x,.1 tel que

.o~ L~ 1 2
o =sin 70) 0 70)=10) 4 515l
" n
En procédant de cette fagon, on peut en effet ainsi espérer que la suite obtenue soit une
suite minimisante de / dont les itérés ne sont pas trop éloignés les uns des autres.

Notons que la formule précédente se note parfois aussi x,,, = p, (xn) car cette derniére
expression met bien en évidence le fait quex,,, est un point proximal.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons a I’étude de cet algorithme.

Pour ce, nous montrerons d’abord que I’algorithme décrit ci-dessus est bien défini ( voir §
2.2.1).

Ensuite nous essayerons d’exprimer I’itération proximale en fonction du sous-différentiel de
f(voir § 2.2.2).

Cela nous permettra ainsi dans le § 2.2.3 de nous replacer dans le cadre de la méthode du &-
sous-différentiel et ainsi d’étudier la convergence de I’algorithme proximal en réutilisant les
résultats obtenus au chapitre précédent.

Dans un second temps, nous nous intéresserons finalement & I'implémentation de
I’algorithme proximal.

2.2 ALGORITHME PROXIMAL

2.2.1 Bien fondé de I'algorithme proximal

Dans "algorithme proximal, comme on I’a vu au paragraphe précédent, on génére une suite
(xn) telle que
X, = arngin f(y)

oﬂf(y):f(y)+2},n\ly—x,,

Pour que cet algorithme ait un sens, il faut évidemment que / possede un minimum et que
celui-ci soit unique.

2 ; . , -
et (In) est une suite de nombres réels strictement positifs.

-10-



Comme f est une fonction semi-continue inférieurement, elle atteint sa borne inférieure sur

tout compact ( voir proposition II.5 dans les annexes).
Par conséquent, si on arrivait & montrer que les ensembles niveaux

{y tq f (y) |ly

on serait assuré de l existence d’un minimum de f .

a} de f sont des ensembles fermés bornés pour tout o,

Cette propriété des ensembles niveaux de 7 découle de la proposition suivante.

Proposition 2.1

f estinf - compacte c’est-a-dire pour tout o les ensembles niveaux

{y g f(y)

} sont des fermés bornés.

Preuve :

S a} sont

- Montrons d’abord que les ensembles niveaux { y tg f ( ||

fermés pour tout a.
2

En effet, vu que fest s.c.i. et que ” ”2 est continue, la fonction f +—2—1—|1 .

n
est une fonction s.c.i.  Par conséquent, ses ensembles niveaux sont fermés pour tout «
(voir proposition I1.4 en annexe).

- Montrons ensuite que les ensembles niveaux sont bornés.
Supposons par I’absurde, qu’il existe un ensemble niveau non borné.
Dans ce cas

El(yk) tq"yk —xn” —> 40 el

s 1 (2.1
7= 7(0) ¢ 5D -, )

léa Yk

Comme f, tend vers I'infini on peut supposer 3, = 1.

Notons S, =”yk - X,
=%

Y
B

C’est une fonction convexe.

Définissons z, = et considérons la fonction f ( y) = f ( y+ xn).

En effet, comme x, = Ax, +(1— A)x, on a par définition de f

Sy, +( ’1))’2) Ay, +x,) + (1= Dy, +x,)).

Par ailleurs, f étant convexe

f(/lyl +(1—/1)y2) < &f(y1 +xn)+(1~ l)f(yz +xn).
D’ou par définition de f

f(/?"yl +(1“ﬂ-)y2) S?tf(y,)+(1—i)f“(y2)-

-11-



De plus pour tout 4, on a par définition de z,
2

f(ﬂk k) ﬁk :fA(J’k_xn)"‘”yk—;{xn—

n

Dés lors par définition de F,ona

5 Fr yic_xn2
F(Biz)+5 ﬂ = fn)+ ”T

On en déduit donc en utilisant 'inégalité (2. 1) que

2

f([)’kzk)+f—:éa.

n

D’autre part, comme par définition dez, ,
minf(z) = 7z.)
{1 ( 1 ] )
+|1-—10}
-z, )15 0)

En utilisant I’hypothése de convexité de 7 on en déduit

] n
mmf() ﬁf(,@kzk) (l ﬂk (0)

lzl=1

|zk||:1

c¢’est a dire puisque 3, >0
g minj@) < F(Biz)+(8.-1)©
ou encore

(1_ﬁk)f'(0)+ﬁk min £(z) < f(ﬁkzk)

[lzl=1
et donc

700+ 5, min7(a)- 700 | < 7(8.2,)

flz=1
2

De plus, on a vu que f(ﬁkzk) <@ - # on peut dés lors en déduire que

n

70+ A in 70 [+ 2 < vk

llzl=1
Or ceci est impossible.

En effet, le premier membre de I’inégalité est un polynéme de second degré en A.

Par conséquent, a partir d’un certain & il va dépasser o..
O

-



Par la proposition précédente, on a prouvé I’existence d’un minimum de f .
L’unicité de celui-ci va résulter de la forte convexité de f ( et donc stricte convexité).

( voir proposition V.2 en annexe).  Cette forte convexité est assurée par la proposition
suivante.

Proposition 2.2

f est fortement convexe, c’est-a-dire :
Ja>0 tg Vx,Vy,VAL [ v, ,'j

7w+ - 2y) < 7@+ (1-DF () - S a1- A e -

Preuve :

1 1
- Montrons d’abord que g(x) = 2T"x -x, * est fortement convexe de module ri
1 1 ’
Comme Vg(x):t—(x—xn) et Vg(y)=t—(y-—x,,), ona

n h

1
——eed Pl Yo N

<Vgly)-Vglx),y-x> y

n

- -
Par conséquent < Vg(y) - Vg(x), y—x>> ti"y— x||2.

: 1 : »
On en déduit donc que g est fortement convexe de module o ( voir proposition

n

1.10 en annexe).

; ~ 1
- Montrons ensuite que / est fortement convexe de module e

L

1
Comme f est convexe et g est fortement convexe de module R la somme de ces

n

; = . 1 ;
deux fonctions f est une fonction fortement convexe de module o ( voir

proposition .10 en annexe).

1
On a donc la thése en prenant a = R

n
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2.2.2 Lien entre algorithme proximal et sous-différentiel

Dans ce paragraphe on réexprimera I’itération proximale

)

xn+l = pf(xn)

_A

= argmin{f(y) +i||y =

= argmin f( y).
en fonction du sous-différentiel de f.

Cela nous permettra dans le paragraphe suivant de pouvoir resituer I'itération proximale

dans le contexte de la méthode du g-sous-différentiel.
Nous pourrons ainsi nous reservir des résultats obtenus au chapitre précédent pour étudier
la convergence de 1’algorithme proximal.

Or par les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité d’une fonction convexe
(voir proposition V.1 en annexe) on peut réexprimer I'itération proximale x,, = p f(xn)

sous la forme 0 € ﬁ(x"+l). (2.2}
) ~ 1 2 ) 1 2
Par ailleurs, ona f ( y) =f ( y) + ?“y -x,|| , par conséquent comme F” y—x,| est
. 1 n ‘ n
continue sur dom f Mdom ;"y =X, * on obtient par les régles d’addition de 2 sous-

H

différentiels ( voir proposition IV.9 en annexe) :

F0)=a0)+ -

)
¢’est-a-dire
dly)= 5f(y)+ti(y—xn)-

n

On peut dés lors écrire (2.2) de la maniére suivante

1
0 = J(xnﬂ) +r_(xn+l _xn)a

ou encore
xn B er-l

t € @‘(xn-#]) '
Ly Xy~ X .
On en déduit donc en posant y, = —  Quey, € @F(xm,). Par conséquent,

n

I’itération proximale peut se mettre sous la forme

xml = xn - tn},n Ol\l ?/n € @r(xm—l)‘

v Tl



2.2.3 Convergence

Avant d’étudier la convergence de I’algorithme proximal, on va d’abord montrer qu’il rentre

dans le schéma général de I’algorithme du & - sous-différentiel.
Cela nous facilitera I’étude de la convergence de I’algorithme proximal car on pourra utiliser
les résultats de convergence de I’algorithme de la méthode du ¢ - sous-différentiel.

2.2.3.1 Lien entre algorithme proximal et la méthode du € - sous-différentiel

La proposition suivante nous montre que ’algorithme proximal est en fait un cas particulier
de la méthode du e-sous-différentiel.

Proposition 2.3

X zpf(xn) 23)

si et seulement si x,,, =x, —1,%,

avec y, € é’gnf(xn), (24)
g, :f(x”)——f(x””)—tn ., ’ =1,

Preuve :

- Supposons par hypothese que x,,, = p f(x,,) et montrons que la relation (2.4) est
vérifiée.

Par le paragraphe précédent (2.2.2) on sait que x,,, = p Jr(xn) si et seulement si
X, =x,—ty, avecy, € (xm). Dés lors, en utilisant la définition du
sous-différentiel de fen x,,, (voir définition IV.1 en annexe) il résulte que

n+l

Vy f(y)zf(xn+l)+<yn’y_xn+l>‘
On a donc en particulier
f(xn) 2j‘(xn+l)+<}’n?xm _xn+l >

et donc comme x, —x,,, =¢,7,, on obtient

2
=g,20.

f(xn)— f(xnﬁ)" trr

Pour que la relation (2.4) soit satisfaite, il reste a voir que y, € g, f (x").

Y n

Oronsaitque y, € & (xm, ) Par conséquent, par définition du sous-différentiel de f en

X ona

n+l?

Vy f(y) Zf(xn+])+<},n!y_xn+i >

et donc comme ajouter le terme f (xn) -f (x,,) au membre de droite de I'inégalité
revient 4 ajouter un terme nul , on a

vy ()2 (%) +f(x,,)—f(xn)+<n,y—xn >+ <Y, Xy X >

- I& ..



¢’est-a-dire par définition de &,

Vy f(y)zf(xrl)+<yn’yﬂxn>_gn’
Ou encore

¥q 1€ ﬁsnf(x,,)-

- Inversement, supposons par hypothése que la relation (2.4) est vérifiée et montrons
que x,., =Py (xn) '

Pour cela il suffit de prouver que y, € &f (x"+l ) , or par hypothese

2
7, €0, /%) et &, =flx) - flx) -l
différentiel ( voir définition IV.11 en annexe) et par définition de &,

v J0) 2/ <ry - x> | £(5) - flw) -1,

c’est-a-dire

On a donc par définition du &,-sous-

i

Vn

2
+<;fn,y—xn >

vy ()2 flx)+1,

ou encore puisque x,,, =X, — 1,7,

I

Vy f(y) 2f(xn+1)+<yn,x,, X, >t+t<y,y—-x,>
et donc
vy f(0)2 (et <ry-x. >

On en déduit donc que y, € &f (xn H) (voir définition IV.1 en annexe).
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2.2.3.2 Convergence de algorithme proximal
Le principal résultat de convergence de l'algorithme proximal est le suivant :

Proposition 2.4

Soit (x") la suite engendrée par I’algorithme proximal.
Si Zt,, =0, alors ( f(xn)) est décroissante,
n=1
/(x,) —inf 1

et x, — x  minimum de f
§’il existe un minimum.

Preuve :
- Montrons d’abord que (f(x,,)) est décroissante et que f(xn) — inf f(x).

Par la proposition précédente &, est positif, on en déduit donc en utilisant la définition de
2 by

& que f(x") = f(xm,) =g, +1,|y,| 20. Deéslors f(xm) < f(x") ;

Par conséquent la suite ( ¥ (xn)) est décroissante et tend donc soit vers —oo , soit vers sa

borne inférieure.

e Supposons en premier lieu que f(xn) — —o0. Dans ce cas f(xn) — inf f(x).

e Supposons ensuite que f (x”) — f" €R ou f estlaborne inférieure de( f (x,,)),
e f(x,,) _f(xwrl) on

alors en passant a la limite dans I'inégalité 0<e¢, + t”|

£
obtient
. 2 % X
0<limeg, +t,ly,ll =f —-f =0.
n—w

’ — 0. 1l suffit alors

Par conséquent, on en déduit que ¢, -0 ef 1,
d’appliquer la proposition 1.1 pour en déduire que

lim f(x,) = f* = lim f(x,) =inf /.

Y n

- Montrons ensuite que (xn) converge vers un minimum de f's’il existe un minimum.

e Dans un premier temps, vérifions que la suite (x,,) est bornée.

Soit x* un minimum quelconque de /. En décomposant x, —x" de maniére a faire
intervenir le terme x, — x,,, on obtient

|2 2 «||2 *
|x”~x =[x, = X, +xn+,-x|| DR X~ KW — X 2
De plus comme x, —x,,, =17, ona
%12 2 «|2 *
X, =% | =%~ Xl % —F “ +2f, < ¥,.%, =% » (2.3

=17+



2 £
> 0, par conséquent

Or par ailleurs v
ll2 |2 %
i, X ” p-d N | ” +21, <Y XX >, (2.6)
De plus, 2t, <y,,x,,—X > 20. 2.7

En effet comme y, € &f (xml), par définition du sous-différentiel de fen x,.; ona

f(x*) Zf(xn+l)+<}/n!x‘ *‘an >.
Donc puisque x~ est un minimum de f

Osf(xnﬂ)_f(x*) pS _<},n’x* =X
Dés lors
<y,x,, —-x > =0.

Par conséquent puisque (tn ) est une suite de réels strictement positifs on a

.
o A I e A e B

X, — Jc""2 < ||xn = x*”z (2.8).

Cela entraine que la suite (xn) est bornée et admet une valeur d’adhérence.

Donc (2.6) et (2.7) se réduisent finalement a

o Dans un second temps, remarquons que toute valeur d’adhérence de la suite (xn) est
un minimum de f.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (x,), x est la limite d’une sous-suite (xnk )

Montrons que x est un minimum de £
Par la semi-continuité inférieure de fona f (;c) < lim f (x,,k) (voir annexe II).
k=
Par conséquent puisque I’on a déja montré que lim f(xn*) = i}%f f(x),
k- n

on en déduit que f(;) < %gf(x) et donc x est un minimum.

e Montrons finalement que toute la suite (xn) converge vers un minimum de f.

Soit x" une valeur d’adhérence de (xn). Par le point précédent x"est un minimum de

f et donc par Iinégalité (2.8) on sait que |x,,, — Jc:"”2 < "x,1 = x‘“z.
1 suffit dés lors d’appliquer la proposition 1.2 avec &, = 0 pour obtenir la thése
d

Apreés avoir étudié de maniére théorique 'algorithme proximal, passons maintenant a I'étude
de la version implémentable de cet algorithme.
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2.3 ALGORITHME IMPLEMENTABLE

2.3.1 Motivation

Rappelons d'abord en quoi consiste une itération de l'algorithme proximal théorique.
On génére une suite (xn) définie par récurrence de la maniere suivante :

jxm. =, (x)

{ =argminf(y)+2in ”y—xn

2

Dans une version implémentable, on ne calculera pas p f(xn) exactement. On doit préciser
1
2t

n

2
|-

un test d’arrét sur la minimisation de la fonction f +

Or par la proposition 2.3 on sait que x,,, = p, (x,1 si et seulement si

2
X =%, — tnyn ou Yn € é\s,,f(xn) et g, :f(xn) _f(xn+1) _tn 14" 20.
Par conséquent,
2

o) < 7e) -1l

Dong, puisque y, = w, il en résulte que
i 2
xn - pf (xn)

ou encore
2

e ) = 7)o ==

Dés lors, on imposera comme test d’arrét

m

f(an) S‘f(xn) o

n

2
X =N ou O<m<l.

n n

Notons que p Jf(xn) vérifie bien ce test d’arrét.

Cependant ce test n’est pas suffisant ( voir proposition 1.3), on doit aussi avoir ?
xn B xn+l

t

h

= é‘znf(xn) pour &, — 0.

L’idée est donc de prendre

[ m
£ =K 1(,) = 7] = Tl =

ntl ~ n

2 |
| o K>0 *)
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et de vérifier si
X, —X,

t

h

“eo, f(x,). %)

Remarquons que pour vérifier (**) il faut d'abord vérifier que &, > 0.

Le théoréme suivant montre qu’un x,,, vérifiant (¥) et (**) existe toujours.

Proposition 2.5

Supposons que f soit coercive, ¢’est-a-dire que lim " "
%

x| —+e0
etquem<let K21 avecune inégalité stricte.
Si x, n’est pas un minimum de f, alors il existe un & >0 tel que

Vytqf(y)sf(pf(xn))+5 ona

X — r m
e, f(x) o e=Kf(x)-r0)-Tl-x,

2 |
|

n

Preuve :

- Supposons par I’absurde que

Vé >0 3ytqf(y)£f(pf(xn))+5 et x"t_yéé’gnf(xn).

"

1 :
e Dans ce cas, en prenant J = P on obtient

- ~ 1 %, =V
vk 3y, 1g Jn)<T(p, ()47 & o, fx) @9

t
o st =K 1l5)-100) -2y - F |

Or par définition pf(xn) minimise f . Dés lors, pour tout & f(pf(xn)) < f(y,,).
Il résulte donc de la relation (2.9) que

- i - 1
Vk3y, 1q f(pf(x")) Sf(yk) Sf(pf(x”))+;.
En faisant tendre & vers l'infini, on en déduit que

7lp,(x)) < lim 7)< 7o, (x,)) +0

Et par conséquent

7(0) = 7o, (). (2.10)

-20 -



e Par ailleurs, la forte convexité de f implique que y, = p f(xn) .

En effet, comme p j,(Jcn) minimise f

~

7, (x) < Flay + (= Dp,(x,).

i 1
Dés lors puisque f est fortement convexe de module 3 ( voir proposition 2.2)

T, 5)) = 27(0) +0=7(p,(5.) -5, 20- Ay = )

2

et donc, puisque le dernier terme du membre de droite de l'inégalité est négatif

f(pf(xn)) = ﬂf(yk)“lr(l—i)f(pf(xn)) —i}»(lmﬂ) :
< Af () + -2 7(p, ().

On a donc en passant a la limite sur k£ puisque f(yk) - f(pf(x,,)),

yk_pf(xn)

2

~

7o, (%) <47 (p,(x,) + 1= DF(p,(x,)) - %E‘l%”‘“ -y, - p,(x,)

<1 7(p,(x,)) + (- DF(p, (%)

ou encore
Hp,(x,) < 7o, (x,)- ,}ig{,loz% A=Ay, ~p, (5] < Flp, ()
Dés lors, Hyk —pf(x,,)” k:)w 0, c’estadire y, > pf(x,,). (2.11)

Il résulte donc des relations (2.10),(2.11) et de la définition de f que

f(yk) —>f(pf(xn)).

Par conséquent

S A P Y B e

n

|’ 2—|
ot 6= K] 1(x,) - /(s 5)) -7 | () -x.[ |
et
X, — ¥, N X, _Pf(xn) & 5g°f(xn) (2.13)

1, !

ou & = f(xn) _f(pf(xn)) _%"xn _pf(xn) 2'

H
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e De plus, comme par hypothése x, ne minimise pas f,x, # p f(x,,).

En effet, comme y, @‘(pf(xn)), si x, était égal a pf(xn), on aurait

Xy _pf(xn)
t

n

suffisantes d'optimalité d'une fonction convexe (voir proposition V.1 en annexe) que
x, minimise f, contrairement a notre hypotheése.

¥, = =0edf (x,,). Ce qui impliquerait par les conditions nécessaires et

2
qui intervient dans la définition des nombre ¢’ et &,

xn - pf(xn)
est non nul et par conséquent &' > &,.

Dés lors, le terme

En effet, par définition

or= 8 1)~ lpole)) - 2o ) -,

Par ailleurs K est supérieur ou égal a 1 par hypothese.

2|

J.

* Supposons d'abord que K soit strictement supérieur a 1.

|_
Dans ce cas a’>[f(x,,) —f(pf(x,,)] —%”pf(xn) -X,

m <1 on aforcément par définition de &, que &' > &,.

2

J et donc, puisque

*  Supposons d'autre part que K = 1.
Dans ce cas,

I 9 P

[l el =

et donc, puisque dans les inégalités m <1 et K >1, il doit y en avoir une qui soit
une inégalité stricte, il faut absolument que —m>—1.  Par conséquent, puisque

2 |

(2.14)

X, = pf(xn) : # 0, il résulte de la relation (2.14) que
[ 1 1
o) 7t~ Al () -l (e) 5[ |
= B
- Montrons a présent que pour tout y f(y) % f(x”) —-&g'+< Lpfﬁ(ﬁ)-,y -x, >.

t

n

e Pour cela, vérifions d’abord que la fonction /" est finie.
En effet, par hypothése f est coercive, des lors

" f(x)
im

e x|

= +00.

D’ou, par définition de la limite

VaeR 3beR tq Vx |x|>b = f(x)>dlx

Donc, si on combine la relation précédente avec I'inégalité de Cauchy Schwarz, on
obtient

590



VYae R 3be R tq sup <y,a>—f(y)$Hy||]|aﬂ—auy”:0<oo.
y|[>&

Par ailleurs, fétant par hypothése semi-continue inférieurement, la fonction
<y,a>—f ( y) est une fonction semi-continue supérieurement en la variable y pour
tout a. Elle atteint donc sa borne supérieure sur tout compact et des lors

Vae R sup <y,a>—f(y) <o,

<

Par conséquent, il résulte des deux inégalités précédentes que

N
VacR f'(a)=sup<y,a>-f(y)<w.
2

Essayons ensuite de caractériser 'ensembled, f(x).
Par la définition du &,-sous-différentiel de f enx, y € &, f(x)
si et seulement si pour tout y

F0)2 fG+<y-xy > ¢,
ou encore si et seulement si pour tout y

—f@+e, z<yy>—fly)-<xy>

Dés lors, par définition de la borne supérieure d'une fonction, y € 4, f(x)
si et seulement si

—f(x)+& 2supl< y,y > —F(¥)-<x.y >

et donc si on définit la conjuguée de f par la fonction convexe

/()= sgp(< vy ==,
on obtient que y € J,, f(x) si et seulement si

—f()+8,2 f(y)-<x,y >
Par conséquent &, f(x) = {y eR"f'(y)-<y,x><—f(x +50} .
Dés lors, puisque &' > &,

é’euf(x)(;{y e R f(y)-<y,x><e' - f(x)}.

En combinant ce résultat avec la relation (2.13) on en déduit que

X, _pf(xn)
14

n

Ea.cof(xn)(;{y eR" 1q f*(}f)ﬁ<y,x,,>+f(x")—e'<0}

et donc puisque f* est une fonction convexe partout finie et que par consequent elle
est continue (voir proposition 1.16 en annexe),I’inclusion précédente peut se réécrire

grice A la caractérisation de &, f (xn) comme suit :
8, f(x,) cinta, f(x,).

1l résulte donc de la définition du sous-différentiel que

wy o) Al <22,

n

y-x,>-¢". (2.15)

-23 -



- Montrons finalement que I'hypothése que nous avons supposée par l'absurde contredit la
relation (2.15).

x —_—
En effet, dans cette hypothése, on a supposé que "t Y ¢ 0. f (x,,). Dés lors, par

n

définition du &) -sous-différentiel

Ely tq f(y)<f(xn)+<xn;yk ,y—x">—8:.

n

Et donc en passant & la limite, il résulte des relations (2.11) et (2.12) que

X, _pf(xn)
t

n

3y 1q f(y)<7(x)+<

ce qui contredit la relation (2.15).

(PR =y

0

2.3.2 Implémentation de 'algorithme proximal

Dans I’algorithme suivant, on suppose qu’on dispose d’un algorithme pour engendrer une
suite minimisante ( yk) de f a partir du point x,,.

Algorithme implémentable

Fixons K > letm e ]0,1[.
Choisissons x, € R" etposonsn=k=1.

PAS1: Prenons y, =y,.
PAS2: Posons

r
&, :qf(xn) ff(yk) ';?_TH.V;: - X,

Si xn_yk

2 |
|

€ é’ckf(xn), alors aller au pas 3

n

sinon calculer y,,,, et poser k=k+1 et recommencer le pas 2.
PAS 3 : Posons x,,, =J,,n=n+1 etretournons au pas 1.

2.3.3 Convergence de Pimplémentation de 'algorithme proximal

Proposition 2.6

Soit (xn) une suite engendrée par 1’algorithme implémentable.
Si f est coercive,

o
D1, =00
n=1

alor; f(xn) —> %ff
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Preuve :

xn B xn+1

=y, € 5g,,f(xn) avec

2 |
JZO.

Par le paragraphe 2.3.1 on a, pour tout #,

n

ey 1) o) 2

xn+l - xn
On peut réexprimer &, en fonction de 3, on obtient ainsi

2}0

=8 () Sl

tﬂyﬂ

ou encore

6, =K|1(5)- ls,0)-m [0

Des lors

Flx) s fle)-malyl < 7(x,).

( I (xn)) est donc une suite décroissante. Par conséquent, elle tend soit vers —90, soit

Yn

vers /" sa borne inférieure,
- Supposons d'abord que f (x") tende vers —oo.
Dans ce cas, il est évident que f (x,,) - %f f(x).

- Supposons ensuite que f (xn) tende vers € R.

Dans ce cas, en passant a la limite dans I'inégalité

[V CARVICM]

O<mt,\r,
On obtient
0<m lim?, y,,"z <f -f"=0
n—rw
et donc
mt, y”"z — 0.

Par conséquent &, — K[~ /" -0]=0.

11 suffit alors d'appliquer la proposition 1.3 pour obtenir f(xn) — inf f(x).
U
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CHAPITRE 3 : METHODE PROXIMALE A METRIQUE VARIABLE

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, on généralisera Ialgorithme proximal en prenant pour métrique une
métrique variable.

2 .
'b’ —x,| seradonc remplacé par <y —x,,M, ( y- x”) > ouM, estune matrice
symétrique définie positive.

L algorithme considéré est donc le suivant :

Soit f:R" — Ru{+o} une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement

(se:i)

Algorithme 3.1

PAS 0 (Initialisation) : e Choisir x, € R", M| matrice symétrique définie positive (d.p).
e Posern=1.

PAS 1 : Calculer la solution y =x,,,

de min {f(y)+l<M (y—x )y—x >}
yeRn 2 n nj? n '

PAS 2 : o Choisir une nouvelle matrice symétrique d.p M, ,.
e Remplacer » par nt1.
e Retourner au pas 1.

Dans la suite de ce chapitre, nous étudierons de maniére plus détaillée cet algorithme.

A cette fin, nous montrerons d'abord que l'algorithme ci-dessus est bien défini (voir
paragraphe 3.2).

Ensuite, comme pour le cas de I'algorithme proximal, nous essayerons d'exprimer une
itération de l'algorithme décrit ci-dessus en fonction du sous-différentiel de f (voir
paragraphe 3.3).

Finalement, dans le paragraphe 3.4, nous étudierons la convergence de cet algorithme. Nous
séparerons notre analyse de convergence en considérant d'une part que les matrices M, sont
des matrices quelconques et d'autre part que ces matrices sont proportionnelles a une
matrice M donnée.

Notons cependant que dans ce chapitre on ne pourra plus se baser sur la convergence de
I'algorithme du e-sous-différentiel pour étudier la convergence de notre algorithme.
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3.2 BIEN FONDE DE L'ALGORITHME PROXIMAL A METRIQUE VARIABLE.

Dans l'algorithme proximal a métrique variable, comme on vient de le voir, on génére une
suite (x,,) telle que

nel = argmin {f(y)+l<M,,(y—xn),y—x >}
yeR? 2 i

X

ol M, est une matrice symétrique définie positive.

Pour que cet algorithme ait un sens, il faut évidemment que la fonction
= 1
f(y) = f(y) +—<M, (y =3, ),y - x, > posséde un minimum en la variable y et que celui-

2
ci soit unique.

Comme pour le cas proximal, I’existence du minimum va résulter du fait que f estune
fonction inf-compacte (voir proposition 3.1).

Proposition 3.1

Soit f(-): R" — Ru{+w} convexe propre s.c.i et M une matrice symétrique
définie positive,

1
alors f(-)+ 5 < M(- - x), .—x> estinf-compacte.

Rem. : la preuve est fort semblable a celle de la proposition 2.1.

Preuve :
- Montrons d'abord que les ensembles niveaux
1
{y Iq f(y) +5 < M(y— x),y— x>< a} sont fermés pour tout a.
Vu que f est semi-continue inférieurement et que < M ( Y- x), y —x > l'est aussi, on en

g 1 . .
déduit que leur somme f ( y) FR M ( e x), y—x > est également une fonction semi-
continue inférieurement. Par conséquent, ses ensembles niveaux sont fermés

(voir proposition I1.4 en annexe).

- Montrons ensuite que les ensembles niveaux sont bornés pour tout a.
Supposons par I’absurde qu’il existe un ensemble niveau non borné.

Dans ce cas, il existe une suite ( yk) qui vérifie |bz,c - xHM —>w et

)b, <o vk @.1)

Notons f§, = ”yk —xHM. Comme £, tend vers l'infini, on peut supposer que g, > 1.

-X o o

Définissons z, = yJ:B et considérons la fonction f(y) = f(y + x).
k

C’est une fonction convexe ( cfr. démonstration de la proposition 2.1).
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De plus pour tout & on a par définition de z,

ﬁk A k—x)+—|lyk ;x“*”.

f(ﬁk k) =fly

Dé¢s lors, par définition de f ona:

Hun) o 22 = i) 22

On en déduit donc, en utilisant l'inégalité (3.1) que

f(ﬂkzk)+ﬁ_k<a

D’autre part, comme par définition de z, , ]zk “M =1,ona

A1 ( 1 J )
= fl== B+ 1—— -0}

A, )=, )
En utilisant I'hypothése de convexité de 7, onen déduit

A

JA;()@::Z::)"‘[I_L (0)

e
||z|| B, B

¢’est-a-dire

B min ]?(z) ( - B f( 0) < (ﬁkzk)
=1 )

ou encore

+)6 mn f J f(ﬂkzk)
1
Par ailleurs on vient de voir que f(ﬁkzk)SQ —%'52—, dés lors
( 5
f(o)mh' pin JO-FO0 ez b
z

Ceci est impossible.
En effet, le premier membre de l'inégalité est un polynéme du second degré en [, .

)
D
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L'unicité du minimum va elle aussi résulter, comme dans le cas proximal, du fait que la
.= 1 ;
fonction f(y) = f(y) + > <M, (y - x”),y - x, > est fortement convexe (voir

proposition 3.2), et donc strictement convexe.

Proposition 3.2

Soit f:R" — Ru{+w} une fonction convexe propre, s.c.i et M une matrice
symétrique d.p.
= 1
Alors f(-) = f(-)+ 7 M( - x), .—x > est fortement convexe, c'est-a-dire
da>0 tg Vy,VzeR", VAie ]0,1[

T2z +(1-2y) < 4@ +(1- D F(5) -5 20- M-,

Remarque : La preuve est fort semblable a celle de la proposition 2.2.

Preuve ;

1
- Montrons d'abord que g(-) = 5” - x”if est fortement convexe de module 1.

Comme Vg(z) = M(z—x) et Vg(y):M(yﬂx), ona

<Vely)-Vglz)y-z> = <Mly-z)y-z> = |-,

Par conséquent, g est donc fortement convexe de module 1 (voir proposition 1.10 en
annexe).

- Montrons ensuite que f est fortement convexe de module 1,
Comme f est une fonction convexe et g une fonction fortement convexe de module 1,

la somme de ces deux fonctions, & savoir la fonction £, est une fonction fortement
convexe de module 1 (voir proposition I.10 en annexe).

On a donc la theése en prenant a =1.
0
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3.3 LIEN ENTRE ITERATION PROXIMALE A METRIQUE VARIABLE ET
SOUS-DIFFERENTIEL

Dans ce paragraphe, on réexprimera I’itération proximale a métrique variable

1
X = argmln{f(y) +5< Mn(y_ xn):y” X, >}
yeR 3 (32)
= argmin f(y)
yeR»
en fonction du sous-gradient de f comme on I’a fait au chapitre 2.

Or par les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité d'une fonction convexe (voir
proposition V.1 en annexe), on peut réexprimer l'itération proximale (3.2) sous la forme

0e g (x,.)- (3.3)

I 2

2 . ' nliM,

afl,, €St continue sur dom f mdom—z——
n

et donc, par les régles d’addition de 2 sous-différentiels, on obtient ( voir proposition IV.9

en annexe) que

F(y)+M,(y-x,).

T0)- é‘Lf #oly-x

La relation (3.3) peut donc se réécrire

Oe @F( n+l) n(xm—] - xn)’
Oou encore
Mn(xn - xml) € @r(xmi)'

On en déduit donc, en posant y, = Mn(x" - xml) que y, € @”(xm,).

Par conséquent I’itération proximale & métrique variable peut se mettre sous la forme

Xy =%, =My, ot 7, € dx,..). (3.4)

Rappelons-nous que pour étudier la convergence de I’algorithme proximal on s’est basé sur
la convergence de ’algorithme du & - sous différentiel.

On ne peut plus procéder comme cela ici, car cette fois, ’algorithme que I’on a n’est plus
un cas particulier de la méthode du & - sous-différentiel.

En effet, on a vu que X,.; pouvait s'écrire x,,, = x, — M;'y,, maisici M," est une matrice

et non plus un scalaire.
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Pour étudier la convergence de notre algorithme on va devoir se baser sur la proposition
suivante.

Proposition 3.3

Si x,,, = argmin ?( y) , alors
xn+l :xn _M;lyﬂ
ou y, € é’snf(x")
£, = f(x,) = £ (%) = Ao (1, )] 20, (3.5)
Je (M - ‘) étant la plus petite valeur propre de M ",

Preuve :

Supposons par hypothése que x,,, = argmin f( y) et montrons que x,,, =x, — M 'y, ou

v, €0, flx,) ete,=rx,) = flrn) - A 7] 2 0.

En effet, par le paragraphe 3.3 et la relation (3.4), on sait que l'itération proximale a

métrique variable x,,, = argmin f( y) peut se réécrire sous la forme
-1
xn+l =X, Mn yn (36)

ot 7, € F(x,.). (3.7)
Dés lors, par la définition du sous-différentiel de f en x,.; (voir annexe IV.1 en annexe), on
obtient

f(xn) = f(xn+l)+ < yn!xn - xn+1 >.

D'ou, en utilisant la relation (3.6) on en déduit que

f(xn) —f(an) 2< }/n’M;]yn >.
Par ailleurs, on a par les propriétés du quotient de Rayleigh et la définition de 4 ;, (M ;])
que <}/n’Mr:]yn e ﬂ‘min(M;l) yn

Fle,) = £,0) 2 A (31}

2 ; s '
( voir proposition VL5 en annexe), des lors

2

7 (3.8)

Par conséquent
e, = f5,) = Fe) = A (M) 20
Pour prouver la thése, il reste donc a voir que y, € 7, f (xn) ;
Or y,edf (xn+l), d'ou par définition du sous-différentiel de / en x,.; , ona
vy F()2 flxpn)t <7y =2, >

et donc comme ajouter le terme f (xn) - f (xn) au membre de droite de I'inégalité revient a
ajouter un terme nul, on a

vy ()= Al ) - flx) + £le) v <,y x>

B =



bl

et donc, en décomposant y — x,,, en fonction de x, — x,,,, il résulte que

vy F(0)2 ) = o) +7(5) + <puy =20 >+ <702, =50 >,

Dés lors, par la relation (3.6) on en déduit que

vy f0) 2 f(x)+<rny—x>— (%) flo)+ <04y, >

et donc en réutilisant les propriétés du quotient de Rayleigh on obtient
vy f(y) 2 f(xn)+ < yn’-y_xn > '_f(xn) +f(xn+1) +/1?‘ni.n(Mr:l)
D'ou, par définition de &, il résulte que
Yy f(y) > f(xn)+ Y=, B,

Par conséquent, puisque &, est positif ( cfr. hypothése (3.5)) on en déduit par définition du
&,-sous-différentiel que

2

}/n’

},H E asnf(xn) 3
0

w0,



3.4 CONVERGENCE

Nous allons d'abord étudier la convergence de l'algorithme 3.1 sans faire aucune hypothése
sur les matrices M,

Aprés quoi, nous étudierons la convergence de cet algorithme lorsque les matrices A, sont
proportionnelles a une matrice M fixée.

3.4.1 Convergence de l'algorithme avec métrique quelconque

Pour établir la convergence de l'algorithme 3.1, les deux lemmes suivants sont
indispensables.

Lemme 3.1

Soit (xn) la suite engendrée par I’algorithme proximal a métrique
variable,

alors ( f (x,,)) est décroissante.

Preuve :
Soit (x") la suite engendrée par l'algorithme proximal & métrique variable. Par la

proposition précédente &, = f(x,,) —f(x,,+,)— ﬂm(M;‘) Y n
7(5,) = £ (%) 2 Ao (1)l

Par ailleurs, comme A, est une matrice définie positive ﬂmm(M " ')
proposition V1.2 en annexe).

2
> 0. Par conséquent

Y

2
>0 (voir

I

Dés lors
f(xn) - f(xn+1) 2 0,
¢’est-a-dire
f(xm-l) s f(xn)-
( ¥ (xn)) est donc une suite décroissante.
O
Lemme 3.2

Soit (xn) la suite engendrée par I’algorithme proximal a métrique variable, alors

i) Si( & (xn)) est bornée inférieurement,
alors

g, —0
/’lfnin(M;l) }/n i L_>O

if) Si de plus > Ao (M;' ) = alors O est un point d’accumulation de(yn) .
n=1
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Preuve :

i) Supposons par hypotheése que ( f (xn)) soit bornée inférieurement et montrons que

s"—>Oet/’lmm(M;‘) =T

Y

Comme‘( f (xn)) est une suite décroissante (voir lemme 3.1) et que par hypothése elle est
bornée inférieurement, elle converge vers un nombre £ réel. De plus, par la relation

(3.5)

D’ou

£y + Ao M ) = £ () = £ (3,00

En sommant de n allant de 1 jusque l'infini, on obtient :

2, 4 (M = lim £(5) - £,
=f(xl)—f‘ <o,

Par conséquent,

2
yn” <0,

ggn +§’qmm(M;l)

Onadonc )&, <o (3.9) et Zﬂmin(M;l) Y,
n=1 n=1
Dés lors, comme le terme général d’une série qui converge tend vers 0

g, —>0et ﬂmin(M;‘)”;/n"z 0.

2

<0, (3.10)

ii) Supposons de plus que Zlmin(M a ') =00 et montrons que zéro est un point
n=1
d'accumulation de ( v, )

Supposons par I’absurde que zéro ne soit pas un point d’accumulation de (yn).

Danscecas d¢>0 tq Vn ||7”” > ¢. Par conséquent,

gfhm(%‘)

ol 2 en 2 A7),

Donc, comme par hypothése ) A, (M ;') =00, on en déduit que
n=1

2

v =,

Z@M(M;‘)

ce qui est en contradiction avec la relation (3.10).
O
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La proposition suivante établit la convergence de l'algorithme 3.1.

Proposition 3.4

Soit (xn) la suite engendrée par ’algorithme proximal & métrique variable.
Si Z%T,,»,,(M;‘) = et si(x,) est bornée,
n=1

alors f (x") —inf f(x) et toutes les valeurs d’adhérence de (x,,) sont des minima de f.

Preuve :

- Montrons d'abord que f(xn) — inf f(x).

e Comme f est une fonction convexe, elle est minorée par une fonction affine (voir
proposition 1.9 en annexe). Des lors

dse R",beR tq f(xn)2<s,x">—b.

{1,

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient f (xn) > sl [,

Or comme par hypothese (x,,) estbornée I M >0 tq Vn ”an <M.
Par conséquent

flx,) = ~(Islas +5).

( Vi (x")) est donc bornée inférieurement. Comme de plus, on sait par le lemme 3.1
que cette suite est décroissante, on en déduit qu'elle converge vers sa borne
inférieure /~ € R.

e D'autre part, on sait grice a la proposition 3.3 que ¥, € é‘snf(xn), on a donc par

définition du g,-sous-différentiel de /' en x,

Vy f(y)zf(xn)+<yn,y—xn>wgn. (3.11)
Par ailleurs, en appliquant le lemme 3.2, on sait que
3N, cNtqy, >0 et g, >0 pourne N,. (3.12)

Dés lors, en utilisant 'hypothese que (x”) est une suite bornée, on en déduit que
3N cNt <y,,y-x,>>0et g —0 pour ne N,

Par conséquent, en passant a la limite dans &, dans la relation (3.11), il résulte que
vy )=

On en déduit donc par définition de la borne inférieure de f/* que f'<inf f.

Comme par ailleurs £~ >inf £, il en découle que

f*=inff.
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- Montrons ensuite que toutes les valeurs d’adhérence de (x”) sont des minima de f.
Par hypothése la sous-suite (Jc,,)nE .. est bornée. Elle admet donc une sous-suite qui
1

converge. Dés lors
AN,cN,cN, 3" eR" tq x,, >x pourneN,  (3.13)

Par ailleurs, il résulte de la relation (3.4) que ¥, € & (xm) (3.14)
et de larelation (3.12) que y, >0 pourneN, . (3.15)

Par conséquent, en utilisant le caractére fermé de I'application sous-différentiel et les
relations (3.13), (3.14) et (3.15), on obtient que 0 € & (x) (voir proposition IV.5 en
annexe).

Dés lors, on en déduit que x* est un minimum de f (voir proposition V.1 en annexe).
0

Remarque :

Quand (xn) n’est pas bornée, on ne sait pas dire si f (xn) —inf f(x).

Pour cela, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant, il faut que pour tout », A,
soit proportionnelle & une matrice M/ symétrique définie positive !

3.4.2 _Convergence de ’algorithme ou la métrique varie en restant proportionnelle a
une matrice M_symétrique définie positive.

Dans la suite de ce paragraphe, on supposera que M, = u, M ou p, >0 et M estune
matrice symétrique définie positive.
Pour pouvoir montrer que f (xn) — inf f(x) ne nécessite plus de supposer que (x”) .

soit bornée, on doit établir quelques résultats préliminaires. Ces résultats généraliseront
les résultats que l'on a obtenu au chapitre 1.

3.4.2.1. Résultats préliminaires

Lemme 3.3

Soit £, tq ¥, € c?"(xn).‘
Van,Vy,3c¢>0 g
i +;2—(f(y)—f(x,,)+a,,). (3.16)

?/H

2 2 &
x)’!+| _y”MS xn _y“k‘(-l- #2I
n

Preuve :
Essayons d'abord de décomposer le membre de gauche de I'inégalité (3.16) en fonction des
termes x,,, —x, et x, —y , on obtient ainsi '

2
Xpel — xn”M +

%o —y”Lz xnwy"i{ +2<<x,,—%,,x, —y> (3.17)
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ou par convention << ,->> désigne le produit scalaire <M -, >.
Comme par ailleurs, y, €9, f (xn) on obtient par définition du &,-sous-différentiel de / en
X

Yy f(y)zf(x”)+<yn,y—xn>—5n. (3.18)
Or par définition de y, et par le choix de M, on sait que

Yo = Mn(xn - xml) = u, M (xn <= xml). Par conséquent I'inégalité (3.18) peut se réécrire
comme suit

Vy f(n)=f(x,)+m <<x, —%0p-x,>>-¢,.  (3.19)

On peut donc déduire des relations (3.17) et (3.18) :

2
xn+1 _y”fw -4 xn _y“i,[ £3 xn+l _xn L +7(f(y)_f(xn)+£n):
ou encore, puisque ¥, = M"(xn - xml)
%1 =L, < e ol + 1057 + j (70) - 7(x,) +e,)

et donc, comme on a choisi M, pour que M, = u, M , on en déduit que

1 2
ta =y sl o+l o 0) - Al ) 42 G20
D’autre part ||M"'yn ; =<y, My, >=ly, L_,. Donc comme dans R", toutes les
normes sont équivalentes, dc¢>0 : |y, ;4 <y, * Par conséquent, il résulte de la
relation (3.20) que
2
o~ <l L+l +=(70) - 7 (x) +e,).
Hy Hy
U
Lemme 3.4
Soit x une valeur d’adhérence de (xn) vérifiant |x ., —;HL <, —;HL +0,

ou 6,20 et Z§n<oo.
n=1

Alors toute la suite (xn) converge vers X .
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Preuve :

Afin de prouver que toute la suite (xn) converge vers X, nous montrerons que

2
<.
M

V6 >0 3In, e Ntq Vn, 2n, ”x"2 —x

Par hypothése x est une valeur d’adhérence de (x,,) et 25,, <o, Dés lors, par définition
n=1

x —Eﬂ<é et iéns%

de la limite V6 >0 3n, |x, <3

n=n,
D’autre part Vn, >n, ona
—|2 —|2
= < —
ux"z xHM = Pt xHM+5n2_l
2

+6 . +0

< -2 =¥ M m-1 m—2

]

IA

;+ni§,.55.
| U

‘xn] — X

Les deux lemmes précédents nous permettent a présent d'établir la proposition suivante.

Proposition 3.5

Soit (xn) une suite engendrée par I’algorithme proximal a métrique variable.

= 9

Si Z#—:-!-oo, (3.21)
n=l n
g,—0, (3.22)
1 2
—ly.|" =0 3.23)
un\y :

alors lx,) Vinf £(x).

Preuve :

Par le lemme 3.1 ( f (x,, )) est décroissante, elle converge donc soit vers sa borne
inférieure, soit vers —oo.  Supposons par I’absurde que £ = lim f (xn) > inf f(x) et
montrons que, dans ce cas, on contredit une des hypothéses du théoreme.
Comme /" >inf f(x), ona

16>0, dyeR", dn,eN g Vnzno:f(y) <f(x”)—§. (3.24)

En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait Vo >0 Vy Vn: f(y) > f(xn) -0

s 38 =




1 _ _ 1 , .
et en prenant & = 5 on obtiendrait que Vy Vn f ( y) >f (x") ——, ce qui donnerait
n
en passant a la limite Vy f ( y) > f*. Dés lors par définition de la borne inférieure de f
on aurait f <inf f, ce qui serait contraire & I'hypothése supposée par l'absurde.

1
De plus par les relations (3.22) et (3.23) p

2
—>0et e, > 0. Par conséquent

Y

n

c
2+5,,—>0 Ve=0,

Vi

n

Donc, puisqu'on peut supposer sans perdre de généralité que 7 est assez grand, on obtient

finalement en utilisant la définition de la limite que
()

Vnzn,etVe#0 :" 'yn2+8"<~2—. (3.25)
Or par le lemme 3.3,
2
3¢>0 1g |-, <|x. -, + :2 v+ : (fO) - 7(x,) +e.)
2 2
<[, -, + ==l [+ (1) - flx,) + &)
H, Hy
2 2 r c 2 -l
<|e, -, + ol e +f(y)—f(xn)J-
En utilisant les relations (3.24) et (3.25) on en déduit finalement que
ty -, <l o, -5
n+ M n M #n
et en appliquant cette inégalité plusieurs fois de suite consécutivement, on obtient
" _yuz <y ﬁyllz _ 5 _6 <|lx _y”'z _ 5 _ 5 _5
Sl b, T ey e My
2 LA |
< ano—yM—5i=Znnz

2 o] 3 <1
Par conséquent |x,., — y“M + 5ZIS X, —y“M <o, et donc Z— <o, cequi
i=ny My i=1 i
contredit I'hypothese (3.21).

O

Passons & présent & I'étude de la convergence de l'algorithme 3.1 dans le cas particulier ou
M, = u, M, M étant une matrice symétrique définie positive et z, > 0.
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3.4.2.2 Convergence

Voici pour commencer un résultat de convergence concernant la suite des images ( 3 (x”)).

Proposition 3.6

Soit (xn) la suite engendrée par l'algorithme proximal & métrique variable avec
M, = u, M ou M est symétrique définie positive et 4, > 0.

w

Si L:+oo alors f(x,,) — inf f(x).

n=1 n

L’hypothese que la suite (xn) soit bornée n’est donc plus nécessaire pour que

flx,) > inf 7.

Preuve :

Par le lemme 3.1 ( I (x”)) est décroissante. Elle converge donc, soit vers sa borne
inférieure si elle est bornée inférieurement, soit vers — co.

- Supposons d'abord que la suite ( f (x,,)) tende vers — oo.
Dans ce cas, (f(xn)] —inf f.

- Supposons ensuite que( a4 (x,,)) soit bornée inférieurement et montrons que toutes les

hypothéses de la proposition 3.5 sont satisfaites ; nous pourrions alors en effet en
déduire immédiatement la these.

— 1

Par hypothese Z—— =+o0. De ce fait, la premiére hypothése de la
n=1 'n

proposition 3.5 est vérifiée.

De plus, en appliquant le lemme 3.2

7.

Dés lors en utilisant le fait que M, = u, M, on obtient

2ﬁmin(M;‘)—>0 et gn—>0..

2
— 0,

g" —> 0 et #Lj’mm(M_l) yn

n
c’est-a-dire

2
— 0.

1
g, —>0 et —

n

Y

Les hypothéses (3.21), (3.22) et (3.23) de la proposition 3.5. sont donc vérifiées.
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Le résultat suivant nous assure la convergence de la suite (xn) vers un minimum de f.

Proposition 3.7

Soit (xn) la suite engendrée par l'algorithme proximal 4 métrique variable ou
M, = u, M avec M symétrique définie positive et z, >0.

St
L
n=1 Hy
inf{,u,.}:;>0,

/ posséde un minimum.

Alors x, — x min.de f .

Notons que nous n'avons plus besoin, ici non plus, du caractére borné de la suite(xn) pour
avoir la convergence.

Preuve :

- Montrons d'abord que la suite (xn) posséde une valeur d'adhérence.

Soit x un minimum de /. En appliquant le lemme 3.3 avec y = x, on obtient

: +ui,,[ £3)-£lx,) +e].

dc>0 tq Vn

-2 —|2 C
R I R
Hy

Dés lors, puisque x est un minimum de f et que par conséquent f(;) - f(xn) <0, on
en déduit

2 2
+—& . (3.26)

n n

-2 c
v, -, +—l.

—||2
Xy — ], <
A, H

En utilisant cette inégalité plusieurs fois de suite consécutivement, il résulte que

—||2 —||12 c 2 £,
an—xHMs xn—xHM+lu:lyn +2#n
< |x - 2 Iy |2+28”“+Ly FE
- = M !’l:fl - /‘tn—l lLtHl " /‘ln
—12 N oC 2 L g,
<, -, +§y_f”7’f” +2Z}‘,7 (3.27)
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De plus, en appliquant les relations (3.9) et (3.10) avec M, = u, M ona

2
Nl i c Y " . . 1
Z—" " <o et Zs, <oo. Dés lors, en utilisant le fait que la suite (—,u J est bornée par

i=1 #,- i=1

1 e . N

— on en déduit que ——<o  (3.28) et > <o (3.29).
H =1 M =t H;

Par conséquent, il résulte des relations (3.27), (3.28) et (3.29) que (x,,) est une suite
bornée. Elle posséde donc une valeur d'adhérence.

!
- Par ailleurs, on a par hypothese que > — =+o0. Il résulte donc de la proposition 3.4

n=1 Jun

que toute valeur d'adhérence de la suite (xn) est un minimum de f.
- Montrons finalement que toute la suite (xn) tend vers un minimum x de f.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (xn) . Par la remarque précédente,

x est un minimum de f.
Dés lors, I'inégalité (3.26) est satisfaite et par conséquent

2

=12 & =12 c 2
% —x“ <, —x" +—lr. I +—&,
M ¥ OB Hn
. c 2 2
Posons ensuite &, = —zly,,l =g , (3.30)
Hy Hy
on a ainsi
—(12 —[2
% —x”M <, —x“M +0

D'autre part par la relation (3.30), il résulte que (5,,) est une suite a termes positifs et
de plus, il résulte des relations (3.28) et (3.29) que &, est le terme général d'une série
convergente.

Par conséquent, il suffit d'appliquer le lemme 3.4 pour prouver la these.
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CHAPITRE 4 : METHODE PROXIMALE A METRIQUE VARIABLE DE TYPE
FAISCEAU

Ce chapitre comporte deux parties.

Dans la premiére partie, nous utiliserons l'algorithme proximal a métrique variable de type
faisceau, qui est un algorithme assez général.

Ensuite dans la seconde partie, nous appliquerons cet algorithme dans un cas particulier.

4.1 lére PARTIE : ETUDE D’UNE METHODE GENERALE

Dans I’algorithme proximal & métrique variable, calculer x,,,, est pratiquement impossible

sauf si f est quadratique ou linéaire par morceau.

Par conséquent on remplacera I’itération proximale a métrique variable

1
X,, = argmin fly)+ 3 < M, (y - x,,),y —x, >, ou M, estune matrice symétrique définie

positive, par
i 1
¥, = argmin gok(y)+E<Mn(y—xn),y—xn >

oll ¢, est une fonction convexe, a valeur dans R et plus simple que /.
On va tester si y, est acceptable.
Dans ce cas on pose ¥,,, = y, (pas sérieux) et dans le cas contraire on modifie le modele

#, etonresteenx, (pasnul).

Dans la section suivante nous décrirons de maniére précise l'algorithme ci-dessus.
Comme cet algorithme fait intervenir un faisceau de fonctions ¢,, nous l'appellerons

algorithme proximal a métrique variable de type faisceau.

Ensuite, a la section 4.1.2 nous énoncerons les critéres auxquels doivent répondre les

fonctions ¢, pour que l'algorithme ci-dessus converge.

Finalement, a la section 4.1.3 nous étudierons la convergence de cet algorithme.

-43 -



4.1.1 Description de l'algorithme proximal a métrique variable de type faisceau

Dans ce chapitre, on suppose que dom f =R".

Décrivons de maniére formelle l'algorithme que I'on a introduit ci-dessus.

Algorithme 4.1

Choisir m € ]0,1[, x, € R” et M, une matrice symétrique définie positive.
Poser y, =x,; n=k=1.
PAS 1 ( calcul d’un candidat)

Si le critére d’arrét n'est pas satisfait,
e choisir une nouvelle fonction @, convexe et a valeur dans R,

e calculer y, =argmin ¢9k(y) +%<Mn(y—xn),y—xn i - :Mn(xn —yk),

e calculer la décroissance prédite de la fonction f
1
5: = f(xn) - ¢7k(yk) _E <Mn(yk _xn))yk =X, >
PAS 2 ( pas de descente)

e Si f(x,,) —f(yk) >md’ alorsposer: eox, =y,
e mettre a jour la matrice M, ,
e augmenter n de 1.

PAS 3 ( pas nul)

augmenter k de 1,
retourner au pas 1.

Pour que I’algorithme décrit ci-dessus ait un sens il faut que

1 w ;i s
¢9,((-) +E <M, ( 3 Hxn),- —x, > posséde un minimum et que ce minimum soit unique.
Comme précédemment, |’existence du minimum résulte du fait que

] ; ; ; <
o, (") +5 < M, ( - xn),- —x, > estinf - compacte (voir lemme 4.1 ci-aprés)

. , ) 1
et I'unicité du minimum va résulter du fait que ¢, (') +o <M, (.-x,),—x,> est

fortement convexe (voir lemme 4.1 ci-aprés).

-44 -



Lemme 4.1 :

Soit M une matrice symétrique et définie positive.
1 -
Alors ¢, () +E e M( ¢ = x), -—x > est une fonction inf - compacte et

fortement convexe.

Preuve :

Par hypothése ¢, est une fonction convexe a valeur dans R.
@, est donc une fonction convexe et semi-continue inférieurement ( voir proposition 1.16

en annexe).
11 suffit alors d'appliquer les propositions 3.1 et 3.2 pour prouver la thése.

]
Avant d'expliciter le choix du faisceau ¢, , formulons quelques remarques.

1) Par le lien qui existe entre l'itération proximale & métrique variable et le sous-différentiel

(voir paragraphe 3.3), on sait que y, € 5%()":;) :
Dés lors par l'inégalité du sous-différentiel de ¢, en y,, ona

vy (Dk(y) 2¢k(yk)+ <YV Y= Ve >

Par conséquent, si on note lk(y) = ¢k(yk)+ <¥.,,Y— ¥, > onobtient alors

vy L) <aly) vk 4.1)

= 2) Si on note I’;(y) = lk(y)+%< Mn(y—xn),y—x,, >, alors

~ ~ 1
]k(y) = lk(yk)+5<Mn(y_xn)’y_xﬂ >

En effet, par définition

1
lk(y):lk(y)+E<Mn(y_xn)’y_xn >.

Par conséquent, il résulte par définition de Ik( y) que

1
]k(y) = @k(h)"' SV YW= +5 " Mn(y_xn)?y_xn >

En remplagant y, par sa valeur et en décomposant le terme y — x, en fonction de
y-y, et y, —x,, onobtient ainsi

~

]
I(y) = cok(yk)+<Mn(x,, —yk),y—yk >+5<M.,(y~yk),y—yk >

1
+E<Mn(yk _-xn)’yk _xn>+<Mn(.y_yk)3yk _xn >
1 1
:¢’k(yk)+5<Mn(y“yk),y_yk >+E<Mn(yk _xn):yk - X, >.
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Or par définitionde /, ona lk(yk) = ¢k(y,(), des lors

5 1 1
lk(}’) = lk(yk)+5 < Mn(yk _xn)3yk —-X,> +—2' < Mn(y-yk):y_.}’k >

et donc, par définition de :’; , on en déduit que

~

W
L) =Tn) +5 <M (y-2)y-2 > (42)

4.1.2 Choix du faisceau

Les critéres que nous allons imposer pour le choix des fonctions ¢, sont les suivants :

-9, < f, (4.3)
-l 2o, 4.4
'f(yk)+<gka'_yk>5¢k+1 (4.5)

ou g, estun sous-gradient de fcalculé eny, .

Ces critéres nous assurent que la décroissance souhaitée sur £, a savoir
1
k .
o, :f(xn) -, (yk) —5 <Mn(yk —xn),yk —x, > est positive.

En effet, par définition (voir algorithme 4.1)

5= fle)~ouln)~5 <M, (v —x)y -3,

Dés lors, comme ¢, < f (voir (4.3))
1
5: 2§9k(xn)_q0k(yk)_5<Mn(yk_xn):lyk _xn>' (46)

Par ailleurs, on sait par définition de y, que

0145 <My~ )y x> <o b) +5 <M r-x)y-x, > vy,

On a donc en particulier en prenant y = x, que

1
¢k(yk) +E<Mn(yk wxn)’yk _xn >S¢k(xn)‘

Par conséquent il résulte de la relation (4.6) que &, > 0.

4.1.3 Convergence

Comme d’habitude, notre analyse de convergence sera séparce en deux.

On supposera d’abord que la suite générée par l'algorithme 4.1 est finie.

Ensuite, a la section 4.1.3.2, on s'intéressera au cas ou la suite générée par l'algorithme est
infinie.

il =



4.1.3.1 Suite finie

Proposition 4.1

Si ’algorithme 4.1 génére une suite finie [x,---x } alors x,, est optimal.

H

Preuve :

- Dans un premier temps, nous nous intéresserons aux suites (lk ( yk)) et

() -2 (0)-

e Montrons d'abord que la suite(?;( yk)) est une suite convergente.
* Par la relation (4.3), ¢,,, < f. Par conséquent

£(x,) 2 00u(x,).

Dés lors, puisque ajouter —;— < Mn(x" - xn), x, —x, > ne change rien a I'inégalité

précédente (cela revient en effet & ajouter un terme nul), on a
f(xn)2¢k+1(xn)+%<Mn(x"—xn),xn o 4.7)

Donc, puisque par définition de y,,,

Prn (.me) "";_ . Mn(ykﬂ _xn)’-ykﬂ —Xx,>= ¢k+l(xn) +% < Mn(xn _xn)’xn = =

il résulte de la relation (4.7) que

|
f(xn) 2 ¢k+l (ka) +E< Mn(yk+l _xn)’ykﬂ —xn >. (48)

* D'autre part, on sait que par définition lm( yh,) = gzi,m( ym) . Par conséquent,

1
@kﬂ(ykﬂ) + 5 < Mn(ykﬂ _xn)’ykﬂ —X, >

1
= [k+l(yk+l) +-2_ = Mn(yk+l - xn)’ykﬂ - X, >

et donc, par définition de 7,

+1

1 —
¢k+|(yk+|) +5 < Mn(yfm - xn):yk+z —X,>= lk+l(yk+l)' (4.9)
2

Deés lors, en combinant cette égalité avec la relation (4.8), on obtient

1 —~
@kn()’m) Ll Mn(ka —xn)’ykﬂ —-X,>= lk+l(yk+l) S‘f(xn)’ (4.10)
2

ce qui donne en utilisant la relation (4.4)

1 ~
lk(ykﬂ) +E<Mn(yk+l - xn)’ykﬂ —X,>= ]k+l(yk+]) Sf(xn)

-47 -



ou encore, par définition de /,

?}:(-yhl) = Zn (yl:+l) & f(xn)'
Dés lors, par la remarque (4.2), il résulte que

~

1 -
lk(yk) +E = Mn(ykﬂ —yk)ﬂyk-a-l Ve >s lkH(ka) = f(xn) (4.11)

et donc, puisque M, est une matrice définie positive et que par conséquent
= Mn(ytm _yfc)’ykﬂ — Y, > est positif, on a

Z;(yk) = };+l(yk+l) s f(xn)'

(Fl;( yk)) est donc une suite croissante et majorée par f (x,,) . Par conséquent, elle
est convergente.

e Montrons ensuite que f(yk) - qok(yk) — 0.
* Comme ¢,,, < f,

f(ka) _f(yk) = %H(yk«»l) 'f(yk)‘
De plus, par la relation (4.5)

f(yk)+ < BioVe <V = = ¢k+z(yk+:)-

Dés lors, en combinant les deux inégalités précédentes, on a

f(yk+l)_f(yk) 2 @kn(ykn)—f(yk) Z < 8 sVisi — Vi > (4.12)

* Par ailleurs ( yn) est une suite bornée.
En effet, soit y fixé. Par les relations (4.1) et (4.3) f = ¢, =1,.

Dés lors, par définition de /, ona

=l

(»).

De plus, par la remarque (4.2) E(y):ﬂ(yk)+%<Mn(y—yk),y—yk > et donc,

0)+5 <Myfy-x)y-x,> >

comme < M”(y—yk),yuyk & :‘b’—yk"m’ on en déduit

2

o1 - 1
7) Ty = Mn(y—x.,),wxn > 2 fk(yk)+-2“|Lv—yk

M,

Par ailleurs 7:( yk) étant une suite convergente, ( yk) est bornée et admet donc une

valeur d'adhérence.
Par conséquent <g,,y,,, — ¥, >—>0. (4.13)

En effet, comme ( yk) est une suite bornée et g, € & ( y,c), il résulte du caractere

localement borné du sous-différentiel ( voir proposition IV.5 en annexe) que ( g,,)
est une suite bornée.
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Par conséquent, il suffit pour avoir < g,,y,,, — ¥, > — 0, de montrer que
Vi~ X =0,
Or, par la relation (4.11) et le caractére défini positif de M, on sait que

- 1
lk+](yk+l) - lk(yk) = D) < Mn(}’m ".)’k)sym -y, >20.

Dés lors, en passant a la limite dans cette inégalité, on obtient

|
0= llm5<Mn(yk+l _.yk)’ykﬂ -V >20

H—®©

et donc, comme M, est une matrice non singuliére

Yy — Ve 0.

* De plus, / est une fonction a valeur dans R. Elle est donc localement
Lipschitzienne (voir proposition 1.16 en annexe). Dés lors, il existe un nombre L
positif tel que pour tout £ assez grand

05|f(yk+|) —f(yk)| 5L|b’k+1 ”'yk"- (4.14)

En effet, comme y,,, —», — 0, pour tout k assez grand,
il existe & >0 tel que y,,, € B( V,,0 ) et donc par la locale Lipschitzité de /

3L20 tq Oglf(ym) _f(yk)|SL”yk+t _.yk"'

Par conséquent, comme y,,, — ¥, — 0, il découle de la relation (4.14) que
f(yk+l)_f(yk)_>0' (4.15)

* Finalement, en passant a la limite dans l'inégalité (4.12) on a par les relations
(4.13) et (4.15) que

¢k+l(yk+\) Hf(yk) —0

et donc comme d'autre part, on a

F W) - 0) =0,

on obtient

@kn(ykn) _f(ka) —0

Ou encore

9°k(yk)_f(yk) — 0.

- Dans un second temps, montrons que
déf.

1
Ve = Pu, (¥,) = argmin g ()4~ < M, (y=x, ).y %, >

el B



Pour cela prouvons que toute valeur d'adhérence y de ( y,() est égale a p,, (xn).
&
Si on arrive a démontrer cela, on aura bien prouve que y, — p,,, (x,,) .

* Or, par construction y, € , dés lors, par définition du sous-différentiel
Vi K\ p

Yy ¢fc(y) 2 ¢'k(}’k)+< ViV = Ve =
En combinant cette inégalité avec la relation (4.3) on obtient que pour tout y
)z o)+ <riy-y. > (4.16)

* D'autre part, comme la suite ( yk) est bornée, elle admet au moins une valeur

d'adhérence y. Par conséquent IKC N tq y, —y pourk €K,
Dés lors, pour £ € K

a) f(n) > 70) et o.(v) = 1y):

En effet, comme f est une fonction convexe et a valeur dans R, elle est
continue (voir proposition I.16 en annexe) et donc par le théoréme de réduction
aux suites

De plus, on a vu que ¢, (yk) —f(yk) — 0 et par conséquent, comme

kg (y,c) ~F 5 (;) on en déduit que
‘?’k(.Vk) —)f(;)

b) yk —)Mn(xn _y):y'
Cela provient du fait que y, = Mn(xn —yk) et du fait que y, —>; pour
kek.

Par conséquent, en passant a la limite sur X dans la relation (4.16) on en déduit que

vy f0) 2 )+ <7y-v>.
Dong, par définition du sous-différentiel de fen y

real)

1l résulte dés lors de la définition de y que

y=x,-M;'y oi y e F(y)
et donc (voir paragraphe 3.3)

Y =P, (xn) :
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- Montrons & présent que x, minimise /.

Comme la suite(x”) est finie, on ne fait plus de pas de descente apres x,,.
Dong, si on note &, I’itération ou x, est mis a jour, alors pour tout &k > £,
on fait un pas nul. Dés lors

Vk >k, f(xn)_f(yk) <m{f(xn) _¢k(yk)—%<Mn(yk _xn)’yk - X, >}- (4.17)

Par ailleurs y, — £, (xn), ?, (yk) —=if ( yk) — 0 et/ est une fonction continue.
Par conséquent, en passant a la limite dans l'inégalité (4.17) on a

)l 1'
f(x,,)—f(pm.(xn))“”"t L b )5 g, () 52|

(1- m)(f(xn) —f(PM" (x"))}s —g< M"(pM” (x,)- xn),pM‘k (x,)-x,>.

De plus, puisque M, est définie positive

_? < M”(pMdk (JC") N xn)va" (x,,) = x,><0,

Par conséquent, comme (1—m) >0

7(x.) —f(PM“ (x)) <0,

c'est-a-dire

£(x,) < Ao, (5.)) (4.18)

D'autre part, par définition de f ( voir chapitre 3)

f(x,,) :f(x,,) +%< M,,(xn - xn),xn o -

= f(x,). (4.19)
De plus, par la définie positivité de la matrice M,

< M"(pfqu (x,,) - x,,),pM“ (xn) —x,>2>0 etdonc par définition de f:

f(pM,,Jt (xn)) 5f(1‘5’,w,Jt (xn)) +%< Mn(pM" (xn) - xn):PM,, (xn) = Xn >

= f(pM“ (xn))' (4.20)
Dés lors, par les relations (4.18), (4.19) et (4.20), on en déduit

f:(xn) = f(xn) s f(PM,Jt (xn)) = }:(Pﬁzf,,Jt (xn)) -
Par conséquent

Flx,) < Flpu, ().
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Mais comme par définition Pu,, (x,,) = argmin f ( y) , on a nécessairement que
Rn

xn = pM“ (xn)'

Or par ailleurs, on a vu dans le paragraphe 3.3 que x,,, = p,,, (xn) si et seulement si

Mn(xn —xM) € @’(xn +1) :
Par conséquent comme x, = p,, (xn) ona0Oedf (xn) et donc, par les conditions

nécessaires et suffisantes d'optimalité d'une fonction convexe (voir proposition V.1 en
annexe) X, minimise f.
O

4.1.3.2 Suite infinie

Dans cette section, nous étudierons la convergence de l'algorithme 4.1 lorsque celui-ci
génére une suite infinie.

De plus, comme dans le chapitre 3, nous séparerons l'analyse de convergence de cet
algorithme en considérant d'abord que les matrices M, sont des matrices quelconques , et
ensuite que les matrices M, sont proportionnelles & une matrice M symétrique, définie
positive.

A. Convergence de l'algorithme avec métrique quelconque

Avant de pouvoir étudier la convergence de l'algorithme 4.1, deux lemmes sont
indispensables.

Le premier lemme (lemme 4.2) établit un lien entre I'algorithme 4.1 et la méthode du
g-sous-différentiel (voir chapitre 1).

Notons que dans le chapitre 2, nous avons déja établi lors de la proposition 2.3 un lien
entre la méthode du e-sous-différentiel et la méthode proximale. Dés lors, comme
I'algorithme 4.1 est une généralisation de l'algorithme proximal, le lemme qui suit est
également une généralisation de la proposition 2.3.

Lemme 4.2

Soit (x") une suite infinie engendrée par 1’algorithme faisceau a métrique
variable.
Alors y, € dgnf(x")

oue,= f(xn) - ¢k(n)(xn+1)_ "'min(M;l) Y n
k(n) étant Iitération ol x,, est mis a jour.

2

b

Preuve :

Par construction, ¥, € é’aﬁk(yk) pour tout £.
Par conséquent, si on note k(») litération ou x, est mis a jour, et ¥, =y, 0na

Ya € 5§0k(n)(xn+l )
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Dés lors, en utilisant la définition du sous-différentiel de ¢,,, enx,,,, il résulte que

VY Oum (y) 2 Pumy (xn+i )+ <Y = X0 >

En décomposant le terme y —x,,, en fonction de y —x, etde x, —x,,

Yy q’k(n)(y)2¢k(n)(xn+l)+<7’nsy—xn <Y X, ~ X -

Py - -1
D'ou, comme x, —x,,, =M 'y, ona

Vy gok[n)(y)z(ok(n)(xn+l)+<yn:y—xn>+<yn:M;1yn>' (421)
De plus, par les propriétés du quotient de Rayleigh (voir proposition VL5 en annexe),
ona

2

Y

<My, > 22 (M])

Par conséquent, il découle de la relation (4.21) que

2

Yy fok(n)(y) 2 (ak(n)(xn+1)+ <V V=X, > +]fnin(Mr:]) ¥

Dés lors, en ajoutant et en retranchant le terme f (xn) au membre de droite de l'inégalit€,
on obtient

2

vy ¢k(n}(y) Zf(xn) +¢’k(n)(xn+l)_ f(xn)+<yn1ywxn >+21nin(M;]) Y n
= flx <y, y-x,>-z,
ot £, = £(%,) = @ () — A (35 1| (4.22)

Par ailleurs, on a par la relation (4.3) que f = @,. Dés lors, il découle de la relation
(4.22) que

vy f(v) 2f(x,,)+ E T, 2Ty,

Par conséquent, si on arrive & montrer que &, >0 onaura y, €, f (xn )
Or si on remplace y par x, dans la derniére inégalité, on trouve

)z sl v <yx, -2, >,

ou encore

Le second lemme dont nous avons besoin pour étudier la convergence de l'algorithme 4.1
est fort semblable & un résultat que nous avons déja obtenu au chapitre 3 dans le cadre de
la méthode proximale a métrique variable ( cfr. lemme 3.2).
On basera donc notre démonstration sur celle de ce lemme.
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Lemme 4.3

Soit (xn) une suite infinie engendrée par I’algorithme faisceau a métrique variable.

i) Si ( f (x,,)) est bornée inférieurement
alors &, =0,

ﬂmin (Mn—l) }/n
ii) Si de plus D A, (M) = +o0
n=1

alors 0 est un point d’accumulation de(;fn).

2
— 0.

Preuve :

2
— 0,

i) Montrons d'abord que &, — 0O ef A‘“m(M;‘) v,
- Comme d'une part, par hypothese la suite (xn) est infinie, le test de descente
f(xn) —f(x,.) 2m8F est satistait.
De plus, comme on a pour tout & et pour tout# & k>0, ( ¥ (xn)) est une suite
décroissante et comme, par hypothese, ( Vi (x,,)) est une suite bornée
inférieurement elle converge vers sa borne inférieure 1.
- D'autre part, par construction, y, € 9p, _ (xm) ou, rappelons le, &(n) est

l'itération & laquelle x, est mis & jour.
On obtient dés lors, par définition du sous-différentiel de ¢,,, enx,,,

Vy (Pk(n)(.}’) 2 (Pk(n)(xn+1)+ <V =X =

On a donc en prenant en particulier y = x,,

‘pk(n)(xn) 2 @k(n)(xn+l)+ < }’n’xn —an >,

Des lors, en remplagant y, par M”(x” —xn+,), on obtient

¢k(n) (xn) 2 qpk(n)(xml)_" < Mn(xn _xn+l)=xn =X =
2

N~ (4.23)

n n+l

= gok(n)(xnﬂ) + M,

De plus, par la relation (4.3), f =¢,. Ilrésulte donc de la relation (4.23) que
f(xn) 2 @k(n) (xm-l) +

2

X b

n

n+l - M,

ou encore

X X

n+l "

sz,, s f(xn) - Wk(n)(xnn)- (4.24)

a5 =




- Pour terminer, remarquons que comme le test de descente

f(xn) —f(x,”,) >ms)  est vérifié, ona

X X

n+l n

2
My,

Flea) = Flxia) 2 ”{f(x") = Pain ¥t ) - %

et donc

m[f(x,.) - fak(n)(xml)] = f(xn) - f(xn+1) +£21-”xn+] =X, y

M,

(4.25)

Dés lors, comme par l'inégalité (4.24) |x,,, —xnn; < f(xn) —qa,c(,ﬂ(xm),

il découle de l'inégalité (4.25) que
m[f(xn) - @k(n)(xnn )] = f(xn) ”f(xml ) + %[f(xn) =~ Prm (xn+l )] )
c'est-a-dire
%[f(xn) - qak(ﬂ](xnﬂ )] = f(xn) - f(xml)

ou encore puisque m >0,

2{/(x,) -7 ()

m

f(xn) - gpk(n)(xml ) <

D'ot en sommant pour » allant de 1 a l'infini, on obtient

if(x )= o2 )Sz(_f@i*)m

v, : (cfr. lemme 4.2),

’ = f(xn) - q'gk(n)(xnﬂ) ’

Comme par ailleurs ¢, :f(xn] - gok(n)(xm,) — A (M)

&y + /?ﬁ'nin(Mr:])

y}i

Des lors,

i‘gn +gﬂﬂfnin(M;l)“yn"2 < 2f(xn) - gD‘f(")(x”“) PR

On a donc

o 4] 2
De, <o et 2 A (M| <o (4.26)
n=| n=1

Comme le terme général d’une série convergente tend vers zéro, on conclut

g, —>0 et A (M) " 5o,

Vn
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ii) Montrons ensuite que 0 est un point d’accumulation de la suite ( yn) :
Supposons par I’absurde que 0 ne soit pas un point d’accumulation de la suite(}fn).

Danscecas de>0 Vn "yn” >¢. Parconséquent

gﬂm(M;‘)l

;Vn i Zgzizmin(M;])'
n=l1

Dés lors, comme par hypothese Zﬂm (M . ‘) =+c0, on en déduit
n=1

2

:w;

@m(M,,‘)I

Y n

ce qui contredit la relation (4.26).
U

Les deux lemmes précédents nous permettent, & présent, d'établir la proposition de
convergence suivante.

Proposition 4.2

Soit (xn) une suite infinie engendrée par I’algorithme faisceau a métrique variable.
Si Z;lrnin(M;]) = et si (xn) est bornée,
n=1

alors f (xn) —inf f(x) et toutes les valeurs d’adhérence de (x,,) sont des minima de f.

Remarquons, avant de commencer la preuve, que comme pour le lemme précédent, cette
proposition est I'analogue d'un résultat que I'on a établi dans le cadre de la méthode
proximale a métrique variable ( cfr. proposition 3.4).

La preuve qui suit essaye donc d'imiter autant que possible le raisonnement de la
démonstration de cette proposition.

Preuve :

- Montrons d'abord que f(xn) — inf f(x).
Pour ce, reprenons le raisonnement que nous avons poursuivi dans la démonstration
de la proposition 3.4.
e Comme f est une fonction convexe, elle est minorée par une fonction affine (voir
proposition .9 en annexe). Des lors

dse R",be R tq f(xn)2<s,xn>—b.

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient f (xn) > —|s ”xn H -b.
|<p.

Or comme par hypothése (xn) estbornée3IM =0 tg Vn "xn
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Par conséquent
f(x,)=~(Islas+8).

( b 4 (x,1 )) est donc bornée inférieurement,

Comme de plus, on sait par la démonstration du lemme 4.3 que cette suite est
décroissante, on en déduit qu'elle converge vers sa borne inférieure f* € R.

e D'autre part, on sait grice au lemme 4.2 que y, € &, f (xn), on a donc par
définition du &,- sous-différentiel de f en x,

vy S0z s()+<rny-x> e, 427)
Par ailleurs, en appliquant le lemme 4.3, on sait que
IN,cNtqy, >0 et gn—>0pourneN,. (4.28)
Dés lors, en utilisant I'hypothése que (x") est une suite bornée, on en déduit que
3N, cNtq <y,,y-x,>>0¢et & —0 pour ne N,.

Par conséquent, en passant a la limite dans N, dans la relation (4.27), il résulte que
vy Sz

On en déduit donc par définition de la borne inférieure de f que f~ <inf 1.

Comme par ailleurs f~ >inf £, il en résulte que

£ =inff,

- Montrons ensuite que toute valeur d’adhérence de la suite (xn) est un minimum
de f.

Ici, on ne peut plus reprendre le raisonnement que I'on avait utilisé dans la
démonstration de la proposition 3.4.

En effet, dans ce raisonnement, pour montrer que x est un minimum de f, on se sert
du fait que y, € @"(xm), mais ici, rien ne nous dit que ¥, € @’(xn+,).

Tout ce que l'on sait, c'est que 7, € ﬁqﬁk(n)(xml) !

e Par contre, on sait par hypothese que (xn) est bornée ; elle admet ainsi au moins

une valeur d'adhérence. Il existe donc une sous-suite (xnk) telle que x, — x.

Dés lors, puisque f est une fonction semi-continue inférieurement
7)< tim (x, ). (429)
—»0

(voir proposition I1.2 en annexe)
D'autre part, on a déja montré que f(xn) — inf f(x), on a donc en particulier

lim £(x,, ) = inf 7(x). (4.30)
k=0
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e Par conséquent, il résulte des relations (4.29) et (4.30) que
f(x)<inff.

On en déduit donc que x est un minimum de 1’

Dans la proposition qui précéde, nous avons besoin du caractére borné de la suite (x”) pour
avoir la convergence. Cependant, lorsque les matrices M, sont proportionnelles a une
matrice donnée, nous montrerons & la section suivante que, comme c'était le cas dans le
chapitre précédent, cette hypothése n’est plus nécessaire.

B. Convergence de I'algorithme lorsque la métrique varie en restant proportionnelle a
une matrice M symétrique définie positive.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que M, = u,M ou u, >0 et M est une
matrice symétrique définie positive.

Tous les lemmes et toutes les propositions importantes que I'on a obtenus & la section
précédente sont identiques aux résultats de la section 3.4.1 du chapitre précédent lorsque
la suite est générée par l'algorithme proximal a métrique variable.

1l est donc assez normal de retrouver les mémes résultats de convergence pour une suite
générée par l'algorithme proximal a métrique variable ou pour une suite générée par
l'algorithme faisceau & métrique variable lorsque la métrique est proportionnelle a une
matrice M donnée et symétrique définie positive.

Proposition 4.3

Soit (x") une suite infinie engendrée par I’algorithme 4.1 avec M, = u, M
ou M est symétrique définie positive et g, > 0.
= 1
Si D, — =+,
n=1 Iun
alors f(xn) — inf f(x).

Comme on peut le voir, on n'a donc plus besoin que la suite (xn) soit bornée pour que
f(xn) — inf f(x).

Remarque : la démonstration de la proposition 4.3 est identique a celle de la proposition
3.6 si ce n'est qu'au lieu d'utiliser les propriétés se rapportant aux suites générées par
I'algorithme 3.1, on utilise celles qui se rapportent aux suites générées par l'algorithme
4.1.
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Preuve :

Par la démonstration du lemme 4.3 ( b (xn)) est décroissante. Elle converge donc, soit
vers sa borne inférieure si elle est bornée inférieurement, soit vers — oo,

- Supposons d'abord que la suite ( I (x,,)) tende vers — oo,
Dans ce cas, (f(x,,)) —inf f.

- Supposons ensuite que( b (xn)) soit bornée inférieurement et montrons que toutes les

hypothéses de la proposition 3.5 sont satisfaites ; nous pourrions alors en effet en
déduire immédiatement la thése.

= 1
Par hypothése Z-*— =+w0. De ce fait, la premiére hypothése de la

n=1 n
proposition 3.5 est vérifiée.
De plus, en appliquant le lemme 4.3
/Lnin(M;') -0 et &,—0.

2

Yn

Dés lors en utilisant le fait que M, = u, M, on obtient

2
— 0,

e, >0 et Lﬂm- (m)|y
n ﬂn in n

¢’est-a-dire

2
— 0,

1
g, —>0 et —ly,
Hy

Les hypothéses (3.21), (3.22) et (3.23) de la proposition 3.5 sont donc vérifiées.

8
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La seconde proposition assure la convergence de la suite (xn) vers un minimum de f* et
est I’analogue de la proposition 3.7 du chapitre précédent.

Proposition 4.4

Soit (xn)une suite infinie engendrée par l'algorithme 4.1 avec M, = u M
ou M est symétrique définie positive et g, > 0.
Si

S

_— +m,

n=1 #n

inf{ g} = u>0,

S posséde un minimum.

Alors x, —» x minde f.

Notons qu'ici aussi, le caractére borné de la suite (xn) pour avoir la convergence n’est
plus nécessaire.

Remarque : Ici, la preuve de la proposition 4.4 est identique & celle de la proposition 3.7,
si ce n'est qu'ici encore, au lieu d'utiliser les propriétés se rapportant aux suites générées

par l'algorithme 3.1, on utilise celles qui se rapportent aux suites générées par
l'algorithme 4.1

Preuve :
- Montrons d'abord que la suite (xﬂ) posséde une valeur d'adhérence.

Soit x un minimum de /. En appliquant le lemme 3.3 avec y = x, on obtient

: +ﬂin[f(;)—f(xn)+€n].

dex 0 tq |x.., —;”L < Y

T
.
Dés lors, puisque x est un minimum de / et que par conséquent f (;) -f (xn) £,
on en déduit

2 2
+—e¢,. (4.31)

n

=|I2 c

X —x" +—‘J/
n 2 n

i #n #n

—l|2
Xt = x”M B

En utilisant cette inégalité plusieurs fois de suite consécutivement, il résulte que

—||2 —|12 c 2 &,
xnﬂ—xHMs xn—x||M+7 Y. +2}u
<|x w}”z . 4 |2+2€"71 +—C~}f g
! LA " By M, Hy
<l -, + Z.%“””Z + 22}2— (4.32)
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De plus, en appliquant la relation (4.26) avec M, = u, M ona

2
|17 - \ 3H i i 1 :
z —-" “ <o et E g, <o, Des lors, en utilisant le fait que la suite (—] est bornée
H;

=1 Hi i=1
! o bl ’

par = on en déduit quez:’—2 <o et D<o (4.33).
7

i=1 i i=] i

©0

Par conséquent, il résulte des relations (4.32) et (4.33) que (xn) est une suite bornée,
Elle posséde donc une valeur d'adhérence.

. S .
Par ailleurs, on a par hypothése que Z— =400, Il résulte donc de la proposition

n=1 Hy

4.2 que toute valeur d'adhérence de la suite (xn) est un minimum de /.
Montrons finalement que toute la suite (xn) tend vers un minimum x de f.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (xn) . Par la remarque précédente,

x est un minimum de f,
Dés lors, la relation (4.31) est vérifiée et donc

o -2 i 3 2
5 —x” <|x, —x” T, F =€,
M M Iun #n
. c 2 2
Posons ensuite &, =— |y, +—&., ., (4.34)
Hy H,
on a ainsi
-2 =12
’xw —x”M <|x, —x”M +d,.

D'autre part par la relation (4.34), il résulte que (5n) est une suite a termes positifs
et de plus, il résulte de la relation (4.33) que &, est le terme général d'une série
convergente.

Par conséquent, il suffit d'appliquer le lemme 3.4 pour prouver la these.
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4.2 2¢éme PARTIE : ETUDE DE LA METHODE FAISCEAU DES PLANS
SECANTS

Dans la suite de ce paragraphe, nous étudierons I’algorithme précédent muni d’un choix
particulier de faisceau.

Dans la section 4.2.1 nous munirons l'algorithme précédent du faisceau des plans sécants.

Ensuite, dans la section 4.2.2 nous considérerons différentes mises a jour des matrices M, .
Ces mises & jour nous conduiront & devoir améliorer l'algorithme introduit a la section 4.2.1.

Finalement, la section 4.2.3 sera consacrée a une analyse plus approfondie de quelques
propriétés des itérés engendrés par l'algorithme amélioré introduit a la section 4.2.2.

C'est sur ces propriétés que nous nous baserons a la section 4.2.4 pour essayer d'étudier la
convergence de ce nouvel algorithme.

4.2.1 Description de ’algorithme faisceau a métrique variable des plans sécants

Munissons & présent I’algorithme précédent d’un choix particulier des fonctions ¢, en
prenant pour ¢, la fonction f, définie par

£ (y) = max fly )+ <giy -y, >

En procédant de la sorte, on considére ainsi un choix particulier de faisceau.
Ce faisceau porte un nom : le faisceau des plans sécants.

Griéce 4 ce choix, on peut réécrire l'algorithme 4.1 comme suit.

Algorithme 4.2

Choisir m€ 0,1, x, e R".
Poser y, =x;; M, =I,n=k=1.

PAS 1 ( calcul d’un candidat)

Si le critére d’arrét n’est pas satisfait
- 1
e calculer y, = argminfk(y) +E < Mn(y—xn),y -x, >,
e calculer y, :Mn(xn —y,‘) € e%(yk),
P = 1
e calculer o, :f(xn) —fk(yk) -5<Mn(yk - xﬂ),yk =%, P
PAS 2 (pas de descente)

e Si f(xn)—f(yk) >mdY alors poser x,,, =Y,,
mettre a jour M,
augmenter # de 1.

PAS 3 (pas nul)
Augmenter kde 1 et retourner au pas 1.
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Remarques

(1) Pour pouvoir réutiliser les résultats de la premiére partie du §4 il faut étre siir que
toutes les hypothéses sur ¢, sont satisfaites par f, .

1l faut donc vérifier que £, est convexe, a valeur dans R et qu'elle satisfait les relations
(4.3)a (4.5).

- Vérifions d'abord que f, est a valeur dans R et convexe.

e D'une part, pour tout y € R” on a par définition
7:()= max 7(y )+ <g,y -7, >

Par conséquent, 3 je {1---k} 1g fk(y):f(yj)+<gj,y—yj o
Dés lors, comme f est une fonction a valeur dans R ;on a

L) <o Wy

e D'autre part, comme f, est un maximum de fonctions convexes, le fait que 7
soit a valeur dans R implique que f, soit convexe (voir proposition I.11 en
annexe).

- Vérifions ensuite que les relations (4.3), (4.5) et (4.4) sont bien satisfaites.

o f,<f.
En effet, par construction g, € &f ( yj). Dés lors, il résulte de la définition du
sous-différentiel de / en y; que

vy fO)zrn)+<gy-v >

Par conséquent, en prenant le maximum de telles fonctions lorsque / varie entre
1 et k£, on obtient

vy fy)=max f(y)+<g,y-y >

et donc, par définition de 7, ona Vy f(y) -4 (y)
La relation (4.3), a savoir f, < f est donc satisfaite.

e f(yk)+ <Y =V >ka+|()’) vy.
En effet, par définition du maximum, on a

Vy f(yk)+<gk,y—yk>£ max f(y,-)+<g,-,y—y,->-

=1k +1

Par conséquent, par définition de i -

Vy f(yk)+<gk:y_yk >S.7k+l(y)’

ce qui démontre la relation (4.5).
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« Yy L)< fal).
En effet, on a vu dans le paragraphe 4.1.1 que /, (y) <@, (y) Yy, Yk

(voir relation (4.1)).
Dés lors en remplagant ¢, par sa valeur, c'est-a-dire par f,, on obtient

lk(y) s fk(y) vy, Vk.

Par ailleurs, par définition de £, et 7,,,, ona

vy L) <7aly).

Deés lors,

Yy lk(y) £ ﬁn(y)-

Cette inégalité n'est rien d'autre que la relation (4.4).

(2) Avant de commencer 1’étude théorique de I’algorithme, mentionnons quelques
remarques d’implémentation :

1) La description ci-dessus néglige des aspects numériques tels que :
e un test d’arrét explicite,
e un choix élaboré de la matrice initiale,
e un mécanisme élaboré évitant de stocker tout le faisceau lorsque & devient grand.

2) La mise a jour de M, est expliquée dans le point 4.2.2.

3) L’algorithme ci-dessus est schématique en ce sens que pour avoir un algorithme
efficace, il va falloir chercher le nouvel itéré le long d’une courbe.

4.2.2 Mise a jour des matrices

Dans le cas ou fest différentiable, une maniére classique de mettre a jour M, est de choisir
une matrice M, symétrique définie positive vérifiant I’équation sécante

M, u=v ou u=x,, -x,,

v=Vf(x,,) - Vf(x,).

Ici ce n’est plus possible d’agir de la méme maniére car fn’est pas nécessairement
différentiable.

Avant de pouvoir décrire les mises & jour de matrices dans le cas non différentiable, certains
résultats de base sur la régularisée de Moreau - Yosida sont indispensables.

4.2.2.1 Régularisée de Moreau-Yosida

Soit M une matrice symétrique définie positive,
h:R" = RU{+o} une fonction convexe, propre et semi-continue inférieurement.
On définit la régularisée de Moreau-Yosida par la fonction

H: R" = Ru{+ow}

x—>H(x):ir}jfh(y)+%<M(y—x),y—x>. (4.35)
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Lemme 4.4

H est convexe, finie et continue

Preuve :
- Montrons d'abord que H est une fonction a valeur dans R.

Comme M est une matrice symétrique définie positive et 4 une fonction propre, convexe
et semi-continue inférieurement, on obtient en appliquant les propositions 3.1 et 3.2 que

. ) ; 1
la borne inférieure pour la variable y de la fonction h( y) + > < M( y- x), y—x> est

atteinte en un point unique p;’ (x)(voir proposition V.2 et V.4 en annexe). Par
conséquent

Yx Hix) :infh(y)+‘l—<M(y—x),y~x>

=h{(py'( )+ <M(P;, ~x),pM(x)-x> €R (4.36)

H est donc une fonction & valeur dans R.

- Montrons ensuite que H est une fonction convexe et continue.

Soient x,,x, € R"deux points quelconques.
Par la relation (4.36),on a

H(x,) :h(pf!(xl)) +%<M(pf’(xl) _xl)’plj:d(xl) X >

et H( ) (p,, )+ <M(ph ) (xz)—x2>.

Par conséquent,

w(xm-w(xz):a{h(p:f(xl)w;mpr(x,)—xl),p:f(xl)—x, .|
1= A M () 2 < bptl) - x ) () 2|

De plus, comme et | | sont deux fonctions convexes, on en déduit que
AH(x,) + (1= HH(x,) = W ap(x,) + (lﬂﬁ)p:f( %))
—Hﬂ(p x)—x, )+ (1= D pt(x,) - x,)
= WA (x )+(1—f1)p,,( )
~|],ap )= Dp ()~ (A%, + (1=,

Dés lors, par définition de la borne inférieure d'une fonction, on obtient

2

M

2H(x,) +(1- D H(x,)> ir}fh(y) + %"y (2, + (1= A,

= H(Ax, +(1- Dx,).

G



H est donc une fonction convexe.
Comme d'autre part, on sait que H est a valeur dans R (voir relation (4.36)), on en
déduit automatiquement que / est une fonction continue (voir proposition I.16 en
annexe).

O

Lemme 4.5

H est différentiable et VH(x) = M (x by (x))

Preuve :

Pour montrer que H est différentiable et que pour tout x, VH(x) = M (x - pY (x)) .

1l suffit de montrer que pour toutx &H(x) = {M(x - pf(x))} ( voir proposition IV.8 en
annexe).

De plus, comme la dérivée directionnelle /7 '(x ;d) est I'image de la fonction support du
sous-différentiel de H en x dans la direction d pour toutd, ona

H{x;d)= sup s'd (voir proposition IV.7 en annexe).

se:ﬂ'{(x)

. X o T
Dés lors, si on arrive 4 montrer que Vd € R” H’(x;d) &= (M(x - P, (x))) d , onaura
nécessairement que JH(x) = {M (x - (x))} on aura ainsi démontré la thése.

. T
Vérifions donc que Vd € R" H'(x;d) = (M(x - p;,”(x))) d.
- Par définition de H, on a
1
Va>0,Vde R H(x+ad) :igfh(y)+E<M(y—(x+ad)),y—(x+ad) >

Dés lors, par définition de la borne inférieure d'une fonction, on obtient

Va>0,VdeR" H(x-l—ad)sh( (x))+ <M( M(x) - (x+ad)),pf"(x)w(x+ad)>

= h(p:“(x)) + Enpf,w(x) =5 ad)"if

2 :
Par conséquent, si on décompose le terme np,f,“’(x) —(x+ ad)”M en fonction des termes

up o (x) - x” et |d|3, , il résulte que

Wi () + o (9 -, +5 oMl +a < M{x (). > 2 H(x + o).
(4.37)

- D'autre part, par définition du sous-différentiel de H enx, ona

vV x'edH(x) Hix+od)>H(x)+a <d,x' >
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et donc, par définition de la borne supérieure d’une fonction, on obtient

Ve Hix+ad)2Hx)+a sup <d,x'>,
x’eo"H(x)

ou encore (voir proposition IV.7 en annexe),
H(x +ad) = H(x) + aH’(x;d).
Dés lors, la relation (4.37) peut se réécrire comme suit
1 1
h(p,‘:“(x)) +5”p,‘;”(x) —~ x”L +5a2||dl|i4 +a< M(x— p;,‘”(x)),d > > H(x) +aH'(x ;d).
D'ou par la relation (4.36),
1 1
h(p;”(x)) +E”p;:”(x) - x”fw +5a2||d||i; +a < M(x - p:f(x)),d >
1
> Wyt (9) + 5 pi (0 - o, +ati (x 2)
c'est a dire,
%az\ldﬂf\d +a < M(x—pj}”(x)),d > > aH’(x ;d).
En divisant par &, on obtient finalement (puisque @ > 0)
%a"d"if +[M(x— p,‘:”(x))rd B H’(x ;d).
Dés lors, en faisant tendre @ — 0
H'(x ;d) < (M(x—pf’(x)))'rd.
En remplagant d par —d, on a (voir proposition IIL.2 en annexe)
—H’(x ;d] = H'(x ;fd) < —[M(x —p;‘”(x))T]d.

Par conséquent
T

Hex;d) = [M(x- p ()] .
U
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Le lemme suivant caractérise les minima de la fonction H par rapport a ceux de la
fonction A.

Lemme 4.6

{x|x minimum de h} = {x|x minimum de H}.

Preuve :

- Remarquons d'abord que pour toutx H(x) < A(x).

Par définition de la fonction H

Vx H(x) =ir)1}fh(y)+%<M(y—x),y~x %,

Dés lors, par définition de la borne inférieure d'une fonction,

vx H(x) Sh(x)+%< M(x-x),x—x>
=h(x).

Par conséquent, on a
Vx H(x) <h(x). (4.38)

- Montrons ensuite que si x* minimise /2 sur R”, alors x" minimise A sur R".
En appliquant la relation (4.38) avec x = x',ona H(x*) < h(x‘).
De plus, par hypothése x* minimise # sur R”, par conséquent

ve H(x")<h(x") <h(p(x)). (4.39)

1
Par ailleurs, comme M est définie positive, 5 = M(pj}”’(x) - x),p;’,‘”(x) —x>2>0 Vx,

des lors
Vx h(pf’(x)) < h(pj:”’(x)) +% < M(p,ﬂ”(x) - x),—x >.
On déduit donc de la relation (4.39) que
1
vx H(x') < h(pf’(x)) 4 M(p;,”(x) = x),pf(x) =

D'ot, par 'égalité (4.36)
Vx H(x*) < H(x).

ol



- Montrons finalement que si x’ minimise H sur R", alors x minimise / sur R".

Comme H est une fonction propre et convexe (voir lemme 4.4), on a par les conditions
nécessaires et suffisantes d'optimalité d'une fonction convexe (voir proposition V.1 en

annexe) que x minimise H sur R" si et seulement si 0 € 5H(x') ou encore par le
lemme 4.5

si et seulement si M(x" - p(x")) = 0.

De plus, comme M est injective M(x' -pY (x*)) ne peut étre nul que lorsque
x"=py(x7).

Par ailleurs, il résulte de la relation (4.36) que
* * 1 * * * *
H(x')=Hpy (") + - < M(pY (x") - x"). o (x7) - x>

et donc puisque x* = p(x*), ona

H(x") = p}! (x*)) = h(x").

Dés lors, en utilisant une fois de plus le fait que x” minimise /# sur R" et la relation
(4.38), on obtient que

veeR" hx")=H(x")<H(x) <h(x).
O

Voici encore un dernier résultat sur la régularisée de Moreau-Yosida.

Lemme 4.7

Vx ., 0 S“VH(xz) - V’H(x,)"2 LA = VH(xZ) = V’H(x,),x2 -x, >
ou A estla plus grande valeur propre de M.

Preuve

- Soit x,,x,,€ R". Montrons d’abord que
VyeR":< M(P;?d(xz) - xz):p:!(xz) = y>_h(Pij:u(x2)] ”‘h(J/’) <0.

Par définition de p;‘”(xz) etde H(x,) ona

2

h(p:”(xz)) + %“p,f”(xz) - xZHM =H(x,) = inf h(s) +%“s— xzujw.

Dés lors pour tout y € R"et V& tq 0<@ <1, on obtient par définition de la borne
inférieure d’une fonction

Hpy(x,)) %"p;"(xz) -x)

D’oll comme y+(1—8)p:"’(x2) = pf(x2)+9(y—p,f”(x2)), on obtient

<hey+(1-0)p(x,)) +%H9y+(1— 0)py'(x,) —xz”L-
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2

h(P;:J(xz))+-;_||P£J(xz)_x2”: _<_h(6y+(l—~9)pf(x2))+%ﬂpf(xz)—x2 +9(-y—p;:u(x2))

M

et par la convexité de /2, on en déduit donc que

h(P:d (xz)) + %”P:?J(xz) — ¥ ”

2

< ony)+(1-0)rp}'(x,)) %MP?’(’%) -x,

2
Ly (), +0 < M)~y i) >

Comme de plus 0< @ <1,ona

h(pf,”(xz)) +%|‘pf,w(x2) = xz"ju < h(y) +h(P;?J(x2)) - Qh(p;:”(xz))

Ao (e) -, + Sl

2

M
r<M(p () -x,)y- () >,

ou encore

2

H i (x,)) - Hly)+ < M{pp (x,) - x,), o (x,) -y > —%Hy - p ()] <o.

M

D’ou en utilisant une fois de plus le fait que 0 <@ <1

2

6
Wl (x,)) - o)+ < M{pi* () - x:), o2 () v > =5 =P ()], <0
Lorsque € — 0, on obtient

h(p:f(xz )) - h(y)+ < M(P:f(xz) - xz)ap;:(!(xz) ~J =0, (4.40)

- Montrons ensuite que ||VH(x2)— ’V’H(x]]”2 LM< VH(xz) - VH(x,),x2 —-x, >ou A est
la plus grande valeur propre de M.

En utilisant I’inégalité (4.40) avec y = p,’ (xl) on a

< M(p,f’(xz) - xz],p,’,”(xz) —~ p;,"’(xl) > —h(p,f’(x,)] +h(pf’(x2)) <0.

Dés lors en échangeant les roles dex; etdex; , on obtient

< M(p,’,”(x,) — xl),pj}”’(x,) —p,’,“(xz) > —h(p,f"’(xz)) +h(p,‘:“’(xl)) <0.

D’ou en additionnant les deux inégalités précédentes, on en déduit

< P;?J(xz) —pf,”(x]),M(p;:"(xz) - xz) = M(pf(xl) - x]) ><0

Oou encore

Z M(Jc2 ~p,’,”(x2)) s M(x, —p,f”(x])),p,‘:”(xz) -p,j”(xl) s 540,

ou encore grace au lemme 4.5
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) ( ) ( z)—P;,w(x,)>20.
= ( ) ( )+x2 —X —X, +X,
( ) (62(x) %) +x, - x,

=M~ VH(xZ) +M7'VH(x,) +x, - x,
ou la derniére égalité provient du lemme 4.5, on en déduit que

-< VH(xz) = VH(xl},Mf'(VH(xz) B VH(xI)) —(x2 —xl) >20.

<VH
Or comme p:”( 2) (

(x
J)=v

Par conséquent, on en déduit que
|vH(x,) - vA(x,). . 2= <VH(x,) - VH(x,).x, - %, >.

Par ailleurs, en utilisant les propriétés du quotient de Rayleigh ( voir proposition VL5 en
annexe), ona

“VH(xz) - VH(xl )“Ll 2 ANVH(’CZ) - VH(’CI)"2

ol A est la plus petite valeur propre de M~
Dés lors

[or(s,) - a2 V() - V()]

ol A est la plus grande valeur propre de M.

Par conséquent,
<VH(x,) - VH(x,)x, —x, > 2 |VA(x,) - VH(x )| . 2 %NVH(xZ) vy, )|
et donc
0< "VH(xz) - ‘\7’1‘1’(x,)||2 LA Z VH(xz) B 'V'H(x,),x2 =X, >

ol A est la plus grande valeur propre de M.
O
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4.2.2.2 Choix de M.,

On peut maintenant réécrire de maniére plus précise la mise a jour de la matrice M,

Pour cela on choisit deux vecteurs z,z’ ainsi qu’une fonction /4 allant de R" dans R U {40}
convexe et s.c.i.

Ensuite, on posera #=z'—z
et v=VH(z')-VH(z).
On choisira M, = up(Mn s v).
Dans la suite de ce paragraphe, nous considérerons deux alternatives pour le triplet (z,z', h)
déterminant u et v et deux alternatives pour la formule de mise a jour de M,.

A. Choix des vecteurs v et v

A1 Modéle de Ia régularisée (x - f)
Une premiére idée naturelle est de prendre z = x, et z'=y,.
Onaainsiu=y, - x,.
Ensuite pour des ralsons d’implémentation, on prendra pour H, la régularisée de
Moreau-Yosida 7, du modéle courant 7.

Par ce choix, on obtient v = VF, (yk) VE, (xn).
Remarquons cependant que le gradient de F, enx, est directement disponible,

ce qui n’est pas le cas pour le gradient de F, eny,.
Mais comme par ailleurs, on sait par le lemme 4.5 que

v, ()= My, - p2(5.).

il suffira simplement pour obtenir ce dernier de résoudre une fois de plus le
probléme quadratique

: | 1
P}\:"(}’k) :argRTm{fk(y) +E<M,,(}’_yk)=y—yk >}'

A.2 Régularisée de fa fonction objectif ( g-f )
Notre second choix se portera sur la régularisée de Moreau-Yosida de f

elle-méme.
Ici, on choisit d’abord v = (yk) g(xn) ou g(yk) S J(yk) et g{x ) € @’( )
Ensuite, on calculera x_ety_ tq g xn) VF (x ) (4.41)

(
et gly,)=VF(r.) (4.42)
et finalement on posera w=y_—x_.
Le théoréme suivant nous assure I’existence d’'untel x_ et d’untel y_ et nous
permet également de les calculer.
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Proposition 4.5

Soit ze R" tel qu’il existe G € h(z).
Alors siz =z+M™'G, ona
G=VH(z).

Deplus p}(z )=z

Preuve : voir appendice (§ 4.2.5).
0

Ce théoréme nous assure non seulement I’existence d’un x_ et d’'un y_ vérifiant
les inégalités (4.41) et (4.42) mais il nous permet également de les calculer.

En effet, comme g(xn) ed (xn), en appliquant la proposition précédente avec
z=x, ,h=f,M=M,etG :g(x”), on obtient
XL =% +M;1g(xn).
D’autre part , comme g( y,c) ed ( Yy ), par un raisonnement analogue on obtient

v =y +M;'g(y,).

En conclusion, on prend dans cette seconde option
=y, +M;'gly,) - [x, +M;'glx,)] et v=gly,)-glx,).

Cela peut se réécrire comme suit en prenant x,,,, au lieu de y,

M=% K, 5 (4.43)
V= g(xm) —g(xn), (4.44)
u=A+M'v. (4.45)

B. Choix de la formule de mise & jour

Aprés avoir étudié divers choix possibles pour les vecteurs u et v, on donnera
différentes formules de mise a jour.

Mais avant cela, il est important de remarquer que la propriété v = VH (z') - VH(2)
assure que < v, u > est positif ( voir proposition 4.6 ci-apres).

La situation oi <v,u>=0 est décrite par la proposition 4.7 ci apres.
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Proposition 4.6

Par les choix précédents de u et v,
ona <v,u>20.

Preuve :

Comme le sous-différentiel d’une fonction convexe est monotone ( voir proposition
IV.5 en annexe), ona

Vz,z22 <VH(z)-VH(z),z’—z>20.
Or par définition v=VH(z')-VH(z) et u=2z'—z. Par conséquent

<v,u>20.

0

Proposition 4.7

Soit 4 une fonction convexe, propre, s.c.i. et H la régularisée Moreau-Yosida de 4.
Alors <VH(z") - VH(z),z' — z>=0 si et seulement si VH(z") = VH(z).

En d’autres mots cela signifie que <v,u>=0 siet seulementsi v=0.

Preuve :
- Montrons tout d’abord que VH(z') = VH(z) implique < VH(z") - VH(z),z' - z>=0.
Par hypothése VH(z') = VH(z). Dés lors
VH(z") - VH(z) = 0.
D’ou

<VH(z)-VH(z),z’—z>=0.

- Montrons ensuite qu’inversement < VH(z')— VH(z),z' - z > = 0 implique
VH(z") = VH(z).
e Pour cela remarquons dans un premier temps que H(x) est affine sur [2/,2].
Soit x=z'+alz—-2z) ou a€[0,]].
Comme H est une fonction convexe a valeur dans R et différentiable, on a

H(x) = H(z")+ <VH(z"),x—z' >
et
H(x)=H(z)+ <VH(z),x -z >.
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D’ou en utilisant la définition de x
H(x)>2H(z)+a <VH(z)),z-2'>
et
H(x)>2H(z)+<VH(z),(z'-2) + a(z-2")>.
Dés lors comme 0<a <1
(1-a)H(x) 2(1-a)H(z)+a(l-a) < VH(z'),z—z' >
et
aH(x) 2 aH(z) -a(l-a) < VH(z),z—z'>.
En additionnant les deux inégalités précédentes, on trouve
H(x) > aH(z) +(1-a)H(z) + a(1-a) < VH(z') - VH(z),z - z' >
et comme par hypothése < VH(z') - VH(z),z—z' >= 0, on en déduit
H(x) 2 aH(z) +(1-a)H(z').
D’autre part, par convexité de / ona
Hlaz+(1-a)z') <aH(z) +(1- a) H(z')
ou encore
H(x) <aH(z) +(1-a)H(z").
Par conséquent
H(x) =aH(z) +(1- a)H(z')

et comme x est un point quelconque de [z’, z] on en déduit finalement que H est
affine sur [2',z].

e Dans un second temps, nous prouvons que VH est une fonction constante sur
]z’, z[.

Soient x et x’ deux points quelconques de ]z’,z[.
Comme H est convexe, finie et différentiable (voir lemme 4.4), on a pour tout z

H(z) > H(x)+ <VH(x),z— x>
= H(x") - H(x") + H(x)+ < VH(x),z - x' >+ < VH(x),x' - x >
=H(x)+<VH(x),z-x'">-¢
o &=H(x") - H(x)- <VH(x),x'— x>
De plus on sait que H(x) est affine sur [z',z] . Par conséquent
H(x") = H(x)+ < VH(x),x'—x >.

Par conséquent & = 0.
Dé¢s lors pour tout z

H(z) = H(x")+ < VH(x),z—x" >
et donc
VH(x) € dH(x').
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Or comme H est différentiable dH(x’) = {VH(x’)} ( voir proposition IV.8 en
annexe).

D’ou
VH(x) = VH(x").

x et x' étant deux points quelconques dans |z’,z[ VH est donc constante sur

]z',z[ .

e Pour terminer, il reste finalement 2 montrer que VH(z') = VH(z).

Comme H est une fonction convexe, finie et différentiable elle est continiiment
différentiable ( voir proposition 1.12 en annexe).
Par conséquent I’égalité VH(x) = VH(x') s’étend aux points z’, z.

0

Nous pouvons maintenant discuter des différentes mises a jour.

B.1 Vanante de la diagonale quasi-Newton (dgiN)

Dans cette premiére mise a jour, on considére des matrices proportionnelles a
I’identité. Les matrices seront donc de la forme M, = u 1.

Dans cette section, on procédera en deux étapes :

- supposer que ’on se trouve a I’itération » et proposer un choix pour u,,, .
- discuter du caractére dégénéré ou non de la matrice M,,,,.

1)  Comment choisir x,,, ?
Etant donné w et v, on va choisir x,,, de fagon a ce qu’il minimise la fonction
2
1

Par conséquent

2
V)
Si <v,u>>0,alors p,,,= ﬂ*
<v,u>
Sinon ., =0.
(4.46)
Preuve :

2

>

s . 4
Comme on a choisi #,,, de fagon a ce qu’il minimise la fonction EH—; -u

il annule sa dérivée.
Par conséquent on a

i—unz}(ﬂm)ﬂ

|
iz

U
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c’est-a-dire
d{lllvllz I,y v }
—| ==+ =l - <—,u> )= 0.
On a donc
I

(ﬂn+l)3 /u:+1

<vu>=0

ou encore

—v? + 4, <v,u>=0.

- Supposons d’abord que < v,u > soit non nul.
Iv*
<v,u>
De plus en appliquant les propositions 4.6 et 4.7, on obtient
automatiquement que

Dans ce cas, il est évident que ,,, =

<v,u>>0.

- Supposons ensuite que < v,u > =0 et montrons que g, est nul.

Par la proposition 4.7 <v,u>=0 si et seulement si v=0.

Par conséquent —|v|* + g,., <v,u>=0 est vraie pour toute valeur

de u,,,. On peut dés lors prendre n’importe quelle valeur de 4, .
Cependant, par définition dev, v =0 si et seulement si VH(z'—z) = 0.
La courbure de H le long de « est donc nulle.

On va donc choisir g, pour que la courbure prédite le long de u

( ¢’est-a-dire M, ,u) soit nulle elle aussi.

Par conséquent, on choisira z,,, = 0.

2) Dégénérescence de M,

Aprés avoir muni I’algorithme des plans sécants de la mise a jour diagonale,
nous allons regarder si les matrices ainsi obtenues sont définies positives ou
non.

Cela nous permettra lorsque I’on étudiera I’analyse de convergence de
I’algorithme, de savoir si on peut réutiliser ou non les résultats de la premiere
partie du paragraphe 4.

Cependant, comme I’indique la proposition 4.8 ci-aprés, les matrices ne seront
pas toujours définies positives.

Seul le caractére semi-défini positif sera toujours vérifié.
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Proposition 4.8

Soit M,,+; la mise a jour dqN de M, .
M., est semi-définie positive,
et de plus M, est dégénérée si et seulement si v =0.

Preuve.:

Par (4.46) on a la relation M, = u,,,1,

M
C<vu>

sinon K, = 0.
Par conséquent x,,, est positif et de plus z,,, = 0 si et seulement si v =10
(voir proposition 4.7). Dés lors comme g,,, est la seule valeur propre de
M ,,,, on en déduit que M, est semi-définie positive et que M, est
dégénérée si et seulement si v=0.

O

dans laquelle  si <v,u>>0

lun+l

Passons maintenant & la seconde mise a jour des matrices définissant les métriques.

B.2 Vanante "full quasi-Newton" (fqN)
Dans cette section, nous procéderons de maniére fort semblable a ce que nous
avons fait précédemment

- d’abord expliciter le choix de M.
- Ensuite étudier le caractére dégénéré ou non de la matrice.

1) Comment choisir M, ?

Dans cette seconde variante, on suppose que |’on dispose d’une matrice
symétrique définie positive M, et on met & jour cette matrice en utilisant la

formule BFGS

M, =M +A-B

vy 1

ou si <vu>zr0 A=—— sinon A =0
<v,u>

T
_ M,uu” M,
<M u,u>

(4.47)

eton st Muz0 B sinon B=0.

Remarque : Pour que la variante ci-dessus soit bien définie il faut pouvoir
diviser par < M u,u > lorsque M u#0.
C’est justement ce que le lemme suivant nous autorise a faire.
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Lemme 4.8

M, u#0 sietseulementsi <M u,u>#0.

Preuve :

- Montrons d’abord que < M, u,u># 0 implique M, u+0.

Supposons par I’absurde que M u = 0.
Dans ce cas on aurait <M, u,u>=<0,u>=0,
ce qui est contraire & notre hypothése < M, u,u>#0.

- Ensuite, montrons qu’inversement si M, est non nul, alors < M u,u > ne
peut pas non plus étre nul.

Supposons par I’absurde que < M u,u>= u" M u soit nul et montrons
que dans ce cas on contredit I’hypothése M, u = 0.

Comme M, est une matrice définie positive, elle possede une racine carrée
1

(MH)E. Par conséquent I’hypothése que nous avons supposée par
1 1
I'absurde u" M u =0 seréduita u' (Mn) 2 (M,,)2 u =0 quin’est rien
1
(Mn) Zu

d’autre que I’égalité =0Q (4.48)

Par ailleurs, il est assez facile de voir que (4.48) implique (Mn ) 24-=10
ou encore M u =0, ce qui est contraire a notre hypothese.
]

Avant d’étudier le caractére dégénéré des matrices définies ci-dessus, nous
établissons deux caractéristiques importantes de la mise a jour fgN.

- Montrons d’abord que cette mise & jour est consistante.
En effet,
o lechoix 4 =0 adéja été expliqué dans la variante diagonale,
e le choix B = 0 est similaire ; on veut que la courbure prédite soit nulle
lorsque M, u =0,
e comme pour I’équation quasi-Newton M, vérifie I’équation sécante
M . u=v (voir lemme 4.9 ci-apres).

n+1

[



Lemme 4.9

Soit M,.; la mise a jour fqN de M, , alors
M,  u=v.

- Montrons ensuite que M

- Dans un premier temps, montrons que M, u = Bu.

Par définition,

_ Muu'M,
si Mu#0 alors B=——"—",
<M, u,u>
sinon B=0.
Dés lors,
‘ M uu" M ,u
si M u+#0 alors Bu=—"——"—""—"—

<M uu>’
sinon Bu=0.

Donc comme #" M u=< M u,u>, on en déduit que

si M u+0 alors Bu=Mu,
sinon Bu=0.

Par conséquent,
Bu=Mu.

NTERD

n+

Par la relation (4.47)ona M,,, =M, + A-B.
Donc en multipliant par # on en déduit

M, u=Mu+ Au— Bu.
Comme par ailleurs, on sait que M, u = Bu, on en déduit
M, u=Au.
Or en utilisant a nouveau la relation (4.47) on sait que
T
. w
si <vu>z0 alors 4 =—,
<v,u >
sinon A=0.
Par conséquent,
: w'u
s1 <vu>#0 alors M, ju=—""—,
<v,u>

sinon M, u=0
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et dés lors, en appliquant la proposition 4.7 on obtient

. v<v,u>
si v20 alors M, u=—""—,
<v,u>

sinon M _u=0

n+l

ou encore de maniére équivalente
M

an U=V,

O

- Montrons ensuite que cette mise a jour est robuste dans le sens ou les
matrices 4, B et M, sont liées entre elles par I'inégalité

tr ASA, ettr BSA,

ou A, estla plus grande valeur propre de M.

Avant de montrer cette propriété, deux inégalités sont requises.
Le lemme suivant décrit la premiére de celles-ci.

Lemme 4.10

Si<v,u>#0,

M,
<vu>
ou A, est la plus grande valeur propre de M.

alors

L]

Preuve :

Comme M, est définie positive, on peut appliquer le lemme 4.7 avec
M=M,.
On obtient ainsi

||VH(z’) - Vh’(z)"2 <A, < VH(z') - VH(z),z' — z >,
ou A, estla plus grande valeur propre de M, .

Or comme par définition, v=VH(z") - VH(z) et u=z'-z,
I’inégalité précédente peut alors se réécrire

M?* <A, <v,u>.

La seconde inégalité est donnée par le lemme 4.11.
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Lemme 4.11

2

|n,u
Pour tout u ¢ Ker M,, ona —————<A
<M uu>

ou A, est la plus grande valeur propre de M.

n

Preuve :

|,

- Remarquons pour commencer que est bien défini lorsque

3

u¢ Ker M.

Pour cela il suffit de voir que < M, u,u > # 0 pour tout u tel que

M u=0. Celadécoule du lemme 4.8.
2

"M LU
LA

- Montrons ensuite que pour tout # ¢ Ker M,, ona =
<M u,u>

oi A, estlaplus grande valeur propre de M.

A cet effet, prenons un vecteur u vérifiant M, u # 0 et montrons que

2

"M WU

<M uu>

n

1
Comme M, est définie positive, elle posséde une racine carrée (Mn ) %,
1

Posons alors z = (Mn)gu. (4.49)
On a ainsi
1 1 1
"Mnu foc Mu Mu>= <(MH)E(M,,)511, (Mn)E(Mn)Eu >
()22, (M) >

En utilisant le fait que M, est une matrice symétrique on en déduit
2
HM"u” =<M z,2>. (4.50)
Or d’autre part

<M, uu>= <(M,,)%(M,,)%u,u>
1 1

=< MZ>u,M?2u>
=<z,z>=|. (4.51)

La seconde égalité provient du caractére symétrique de M, etla
troisiéme de la relation (4.49).
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On peut donc déduire des relations (4.50) et (4.51) que

_<M,z,z>
<Muu> |

En utilisant les propriétés du quotient de Rayleigh ( voir proposition
VL5 en annexe), on obtient ainsi

<M, z,z>
2 = An
&

ou A, estla plus grande valeur propre de M.
Par conséquent,

2

“Mnu <A
<Muu>"

n-

O

Les inégalités décrites dans les deux lemmes précédents nous permettent de
montrer le caractére robuste de la mise a jour fqN, & savoir
tr ASA, et trB<A, (voir lemme 4.12).

Lemme 4.12

tr ASA, et trB<A,
ou A, estla plus grande valeur propre de M.

Preuve :

- Montrons dans un premier temps que tr A <A,

Par définition, on a
T

_ v
si w20 alois HA=—""—
<v,u>
sinon A=0.
Par conséquent, on obtient
2
. vl
si <vu>=#0 alors tr A= )
<V, u>

sinon tr 4=0.

Par ailleurs M, étant une matrice définie positive, I'inégalité 0< A, est
toujours satisfaite. 1l suffit dés lors, pour montrer que ## A <A, de

|’

<V, u>

b

directement du lemme 4.10.

prouver que <A, lorsque <v,u>#0, ce quidécoule
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- Montrons ensuite que f#r B< A,

Par définition, on a en effet

, Muu"M,
si Mu#0 alors B=—"—""—",
<M uu>
sinon B=0.
Par conséquent, on obtient
2
HMnu

si Mu#0 alors tr B=
# <Muu>’

sinon tr B=0.

Comme d’autre part, 'inégalité 0 < A est toujours vérifiée grice au
caractére défini positif de M, il suffit d’appliquer le lemme 4.11 pour
obtenir I’inégalité
tr B<A,.
0

Passons maintenant a I’étude de la dégénérescence de M, .

2)

Dégénérescence de M|

Apreés avoir muni I’algorithme des plans sécants de la variante dqN, nous
avons constaté que nous ne pouvions pas toujours utiliser les résultats de la
premiére partie du paragraphe 4 pour étudier I’analyse de convergence de
P’algorithme 4.2 car les matrices n’étaient pas toutes définies positives.
Vérifions maintenant ce qu’il en est lorsqu’on munit I’algorithme des plans
sécants de la variante fqN.

Proposition 4.9

Soit M,., la mise a jour fqN de M, .

M,,, est semi-définie positive
et de plus M, est dégénérée si et seulement si v = 0.
Preuve :

Comme M, est une matrice définie positive et que M, vérifie I’équation
sécante M, 1 = v, on obtient par les propriétés de mise a jour BFGS

( voir proposition V1.7 en annexe) que M,,, est semi-définie positive et que
M . est dégénérée si et seulement si <v,u>=0.

n+l
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Par conséquent, en utilisant la proposition 4.7, on obtient finalement que M, _,
est semi-définie positive et qu’elle est dégénérée si et seulement si v =0.
0

Conclusion

Ici non plus les matrices ne seront pas nécessairement toutes définies positives.
Il faudra encore essayer d’éviter les matrices dégénérées.

Le chapitre suivant nous indique comment éviter cette dégénérescence.

4.2.2.3 Comment éviter la dégénérescence de M,

Comme on I’a constaté dans I’algorithme précédent, on a tout intérét a essayer d’éviter les
matrices M, dégénérées.

n+l
Or on sait par les propositions 4.8 et 4.9 que M, est dégénérée lorsque v =0.

Par conséquent, pour essayer d’éviter que M, ne soit dégénérée, on va essayer de prendre
v différent de zéro.

Cependant, garantir cette propriété semble assez difficile pour la variante (x i ) car dans
cette derniére v =0 signifie VF, ( yk) = Vﬁk(x") ; ce qui est une éventualité tout a fait
probable.

Par contre, garantir v # 0 est direct dans la variante ( a5 ] ) comme le montre la
proposition suivante.

Proposition 4.10

Si w et v sont donnés par la variante ( g=f ) alors en prenant m’ < 1,
on obtient
<glxy )X, —x, >2-m's" = v0

Preuve :

Par définition 7, (x,.,) = may )f () +<g %0 -y >
i=l-kln

D’ou puisque par définition k(n) est P’itération ou x,, est mis a jour

fkln)(xnﬂ) zf(xn)—i- <g(xn)’xn+l —-X,>.
1 .
Donc, si on ajoute 5% Mn(x"+l - x”],xm, - x, > de chaque c6té, on obtient

f(xn)+<g(xn)>xn+l —xn >+%<Mn(xn+l —‘xn)’xm] ﬁxn >

- 1
ka(n)(xml) +5<Mn(xn+l _xn)axnﬂ -X,>.
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D’autre part, comme M, est définie positive < M,,(Jc,,+l x ), x,,—%,>20 etdonc

JR O R WL PR vy S TN

Par conséquent

- 1
f( )+ <g( )3 n+l _xn > ka(n)(xnﬂ) +E <Mn(xn+1 - xn)ixnﬂ _xn >.
Dés lors, comme on a par définition

510 = pl.) = Foo ) _% <M, (x,,, ~x,),%,, — %, >, on en déduit

<g( ) Xl xn>s"_5:(n}'

Par ailleurs comme v est donné par la contrainte (g = ), onav= g(xm,) - g(xn).
Donc

<v,Ax>= <g( M,), X=X, B <g( ), X, =%,
De plus, comme par hypothése < g(xm) x, —x >>-mS"" et que d’autre part ona
montreé que < g(x”),xm —x, ><-85" on obtient finalement
k(n)
<v,Ax>>(1-m)sF". (4.52)

Or par hypothése 1—m'> 0 et de plus on peut supposer, sans perdre de généralité, que
§¥" 50, car si ce n’était pas le cas, on serait 4 I’optimum en x,,.

En effet, supposons par I’absurde que &8 ") soit nul. Dans ce cas, par définition de 5:(”) et
de y, on obtiendrait

0:5:(}” :f(x ) fk(n ( n+l) ‘%‘-<Mn(xn+l _xn)ixnﬂ —X,>

< 1
:f(xn)_fk(n)(xn+l)_—2~<7/n=M;lyn >

En utilisant la propriété du quotient de Rayleigh ( voir proposition VI.5 en annexe) on
aurait

2

- 1
0=65" 2 f(x,) = Fuin (%01) = 5 Ao (343"l

| :%ﬂm(M;') I +e,
01"’ g” = f(x,,) _ka(n)(xm-l) - /‘lina‘{(Mr:l) }/n y
De plus, en utilisant le caractére défini positif de M, on obtiendrait A o M ‘)| v, *20

et par ailleurs, &, est positif ( sinon on ne pourrait pas parler du &, -sous-différentiel
defenx, or y, € é’gnf(xn)),
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par conséquent on en déduirait

2
n }’n

02 6, + A (M)

ce qui impliquerait

&y =0 et j’max(M_l)h/n 2

n

ou encore comme M, est définie positive

y,=0 et g =0,

Finalement en utilisant le fait que y, € &, f (xn) on en déduirait 0 € g (xn) et des lors,
x, minimiserait f.

Par conséquent grace 4 la supposition que 3" >0 et comme (1-m’) >0, (4.52) se
réduit 3 <v,Ax >>0.
Dés lors, comme dans la variante (g— f) ona u=Ax+M_ v, cela donne

<vu>=<v,Ax>+<v,M'v>,

Donc, comme < v,Ax>>0 et <v,M'v>>0 (M, définie positive),
on en déduit

<v,u>>0

et par la proposition 4.7 on a finalement
v#0.

4.2.2.4 Un algorithme amélioré

Avant de passer a une description plus précise d'un nouvel algorithme qui évite les matrices
M,.; dégénérées, il reste encore quelques suggestions & faire pour améliorer I’algorithme
précédent.

A. Extrapolation

Nous avons déja souligné que pour avoir un algorithme plus efficace, il fallait chercher le
nouvel itéré y, le long d’une courbe.

M
Pour cela nous allons ajuster la métrique en remplagant M par wt—" olz>0.

: oy .M,
Par conséquent pour garantir le caractere défini positif des matrices —t"~ il suffira de

o 1 M x
trouver un candidat y, =argmin f, (y) + 5 <—r”-(y i ),y —x, > vérifiant non
seulement le test de descente mais vérifiant aussi la condition
1ok
<g(yk)’yk - xu >2-m §n ¢

Cela n’est rien d’autre qu’un critére de type Wolfe sur la longueur du pas .
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En effet, en pratique, on vérifie d’abord si le test de descente est satisfait.

Si c’est le cas, on regarde alors si la condition < g( Vs ), Y, —x,>2-m'8) estvérifice,

M
auquel cas on effectue un pas de descente puisqu’on est alors assuré que T” est définie

positive.
Par contre si seul le test de descente est satisfait, alors on augmente la longueur du pas

M
en espérant que la nouvelle matrice T" ainsi obtenue sera non singuliére.

Interpolation
Dans cette section, nous allons & présent, essayer d’améliorer une autre partie assez
délicate de I’algorithme : celle ou le test de descente n’est pas vérifié.

Une stratégie possible dans ce cas est soit d’enrichir le faisceau, soit de diminuer la
longueur du pas.

En pratique, on procédera de la maniére suivante :
on décide de ne faire un pas nul que si la derniére fonction affine de f, obtenue en faisant

le pas nul influence le calcul du nouveau candidat.

Par conséquent il ne sera raisonnable de faire un pas nul que lorsque I’erreur de
linéarisation e, :f(xn) - [f(yk)+ <g(y,c),x,, -, >] n’est pas trop grande; c’est-a-
dire lorsque e, <m"S) oum” estune tolérance positive.

Si ce n’est pas le cas, on effectue une interpolation en diminuant la longueur du pas.

Remarque :

Une question importante est de savoir si des interpolations répétées vont finalement

produire une longueur de pas 7 >0 tel que e, < msk.
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C Nouvel algorithme

Déduisons un algorithme qui tient compte des suggestions précédentes.
Cet algorithme utilise I’option ( g-f ) pour la mise & jour.

- M . L
Notons un détail important : ¢’est T" et non pas M, qui est mis a jour.

Algorithme 4.3

PAS O (initialisation)

Choisir me o,
m'e ]m,l[,
m'>0,

x, € R".

Poser »=x,

PAS 1 (ajustement de la longueur du pas 7)

Poser =1
et exécuter I’algorithme 4.4 pour obtenir 7 >0et y,.

PAS 2 (pas de descente)

Mettre a jour x,,, = ¥,.
Poser Ax=x,,, —x,,

v=glx,.) - 8lx,),

u=Axc+iM;'v.

. Mn
Mettre & jour M., =« T,u,v) et augmenter # de 1.

PAS 3 (pas nul)

Augmenter k£ de 1 et retourner au pas 1.
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Algorithme 4.4

PAS 0 Choisirf € R.

Poser j=1,1,=1,1,=0 et u,=1.

PAS 1 Calculer

g 1 1
Vi :yk(t.f) = ‘drgmirifk(y) +;<Mn(y*”xn)sy_xn >Ja
i

6f(n~)=f(xn)-ﬂ(yk) o <Mnl)-=)) x>,

2,
e’ = [f Yi\? +<g(yk ) Xy _yk(tj) >]'
PAS2 Si f(yk(tj)) > f(x,) -msk(1)) (4.53)

alors aller au pas 4.

pAS3 Si <glt))onlt) x> =-msi(t) (4.54)
alors sortir de I’algorithme 4.4 et faire un pas de descente

(cfr. pas 2 de I’algorithme 4.3),

sinon poser [, =t,, u,,=u, j=j+1,

calculer 7, dans ]IJ ,u][ et retourner au pas 1.
PAS4 Si [, =0 et e <mS} 1)) (4.55)

alors sortir de I’algorithme 4.4 et faire un pas nul
(cfr. pas 3 de I’algorithme 4.3)
sinon poser u,, =1, [,,=1I, j=j+l,

calculer un nouveau 7, dans ]i eyl J[

Remarque :

Dans la condition de sortie de I’algorithme 4.4 par le pas 4, on exige que /, = 0, car si
ce n’était pas le cas, cela voudrait dire que I’on a déja modifié la valeur de /; et ce, dans
le pas 3 de ’algorithme .

On espére donc dans ce cas pouvoir faire un pas de descente. C’est pourquoi on
empéche de sortir de I’algorithme en faisant un pas nul.

Dans la suite de cette seconde partie du paragraphe 4, nous étudierons la trajectoire
y,(#). Aprés quoi, nous terminerons ce chapitre par quelques commentaires sur la
convergence de I’algorithme.
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4.2.3 Trajectoire de y,‘(-)

Dans cette section, nous allons établir la continuité de y, sur ]0,[.

Pour cela nous procéderons de la maniére suivante :

—1<Mn(y—xn),y—x" >.

1. Trouver une forme équivalente du probleme mJ}n F ( y) =g

( lemme 4.13)
2. Utiliser celle-ci pour avoir une expression de y, (1) ou >0 est fixé.
(lemme 4.14)

3. Finalement, nous aider de cette derniére pour trouver un intervalle de ]0,—od[ sur lequel

», est linéaire. (lemme 4.15)
4. Pour terminer, nous en déduirons que y, est linéaire par morceaux ( et donc continue)
sur |0, . ( proposition 4.11).
Lemme 4.13

.= 1
mn 7.0+ 37 <M. y-x.y-x, >

0
min v+i<M (y~x ),y—x >
y,‘) 2t n n n
8.0, VEZE Y= X e Vi=1-k
ou ai:uf(yi)—<giaxn_yi>'

Preuve :

Par définition,
. a}?gc{f(yi)+ <&y~ Vi >}
- gl )< 4y 2,0, )

= .21???;1({< gy =%, >+ (y )+ < g%, -, >}.

Par conséquent

min v <M(y-x,).y-x,>

s.Cc. v2<g, ,y—x, > Vi=1-k.
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Avec les notations
I={1--k}

[(z):lje1| <g, Wt)—x,>-a; :m%x{<g,,,y(t)—~xn >—a,.}}

et

k
A:{),ER" tg A,>0 Viel et le:l},
i=l

le lemme suivant nous donne la caractérisation de la trajectoire y, (7).

Lemme 4.14

Soit £ > 0 fixé.
Y=y (7) siet seulement si

) R 1g M,(y-x,)=—22,(0g,20) € Aet A,(1)=0 VieI\I).

Preuve :

- 1
Par définition, on a y, (£) = argmin 7, () +o7 < Mn(yﬁ x,),y—%,>.
y

D’ou, par le lemme 4.13

: 1
Jyk(t) = argman‘l"_ < Mn(y = xn)?.y_ xn >
v,y 2t

[Oil V< g, V%X, >0 Vi=1-k.

Si on écrit les conditions de Kuhn-Tucker pour ce probléme ( voir proposition V.5 en
annexe), on obtient qu’il existe des multiplicateurs de Lagrange A (1) ie {1,--+,k} tels que

( \
[Oj€| é",(v+%<Mn(y—xn),y—xn >+ A0 (<g,y-x,>-q, -v))|

iel
ﬁy[v+%<1\/{"()/—xn),y—x,1 >+Z/1i(t)(<gj,y—x” >—a, —v)]J

iel

0

et lf(t)(<g,,,yﬁxn>—ai—v):0, A()=0
ou encore -
! (1-24,0 )
a(o]e{lM"(y-xn) +Z/1,.(t)g,.}

iel

t
et /°L.(1')(<g,,ywx,1 >-a, —v):O, A(H)=0
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On a donc

(>2,0=1, 2,0=20,

iel

M,(y-x,)=-124,0g,

iel

[< g.,y-x,>-a,#v implique A (1) =0.

De plus comme
X 1
r)r)1’119 v+E<M"(y—x,,),y—xn>
sc. vz<g,y-x,>—a, Vi=l-k

est un probléme convexe, les conditions de Kuhn-Tucker sont des conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalité ( voir proposition V.5 en annexe).

Par conséquent, comme v = max {<gy-x,> —a,} on obtient par définition de 7(#) que
P

y=y,(2) sietseulement si

M(y-x,)=—124(0g, AeA, A()=0 Viel\l(r)

iel

O

Comme |7| < o, il n’existe qu'un nombre fini de sous-ensembles de 7, a savoir JARRRY A
A ces ensembles /7, on associe

T/ ={re]o,« 74 =1} Yj=l-m
Par le lemme suivant :

e chaque T’ est un intervalle,

e y,() est une fonction linéaire sur chaque T’.

Lemme 4.15

Supposons 0 < f, <1, et prenons {,,#, appartenant au méme T,
alors ona

1) [II,IZ]ng
2) yk(/”‘l+(1_.U)t2):Wk(tl)‘i'(]”/—‘)yk(tz)-
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Preuve :

- En premier lieu, prouvons que [t, ,1.‘2] =T,
Pour cela prenons un g quelconque dans lintervalle [0,1].

Ensuite posons 7, = u £, +(1 = ,u)tz et montrons que 7, € T

e Donnons d’abord une premiére caractérisation de I’ensemble /.

Pour i = 1,2 on a par définition de (1,
<g,0lt)-x,>-a, :<gr,yk(t,.)—x" >-a, ><gs ylt)-x, >-a;
si et seulement si B,y € I(1,) et & ¢1(1,).
Or par hypothése ,,1, € 7/, On a don, par définition de 7
1) =1(1,)=1".
Dés lors, on a pour i = 1,2
<z, lt)-x,>-a, =<g, . 3lt)-x,>-a, ><g, (1) - x,>-a5

siet seulementsi B,y €I’ et S¢l’. (4.56)

e A présent cherchons une seconde caractérisation de I’ensemble 7 i,

Comme (4.56) reste vraie quand on remplace yk(tf) par ,uyk(tl) +(1 - y)yk(tz) g

on obtient
<gy 1) +(1- wly(6)-x, > -a,
= <g,, uy(n) +(1-un(n) -x, > -a,
><g5,#}’k(h)+(1*ﬂ)yk(lz)—xn >
siet seulementsi B,y el’ et Sl
En effet ,
<gy, 1y () +(1- wy () -x, > e,
= y{< gﬂ,yk(tl)—xn >—aﬂ}+(l—,u){<gﬁ,yk(tz)—xn >—aﬂ}.
Or, par la premiére caractérisation de /7 on a pour i = 1,2
Y I 4 E—

><gs :yk(ti)_xn L

si et seulementsi 8,y eI’ et Sl
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Par conséquent ,

si et seulement si .,y €1’ et 5¢l’.
D’ou,
<g 5. 1y,0)+(1- wyils) -x, > -,
=<g,. uy(t)+(1- wyn)-x, > -,
> < g5, 1 y,0) +(1- yit) - %, > -a,
siet seulementsi B,y el’ et Sel.
Aidons nous maintenant des deux caractéristiques précédentes pour montrer que
i el
(;omme 1(1,) =1(1,) et pe[o]]
arglinax < g,.,pyk(tl) +(1— u)yk(tz) =3 b=,
= argmax <g,.,yk(yt] +(1— /1)12) =, B,
et donc par déf;nition de / (t ﬂ) ona
<g 5.y l)+ (1= wy(e) -x, > -,
= <g,, 1y(t) +(1- w)ylt) - x, > -,
(1- )

><g5,/4yk(t|)+l pyk(tz) X B
si et seulement si 3,y e](t#) et é'el(tﬂ).

D’ou en utilisant le seconde caractérisation de /7 on obtient / (t ﬂ) =77

et donc par définition de 7/ on obtient £, € 7.

- Pour terminer essayons de prouver que pour tout u € [0,1] ona

.Vk(}utl +(1 - ﬂ)tz) = Juyk(tl)+(l_ /—‘)yk(tz)-
En effet, soit u < [0,1].

Posons y = pyk(t,) +(1— p)yk(tz), (4.57)
t=t, (4.58)
Ale) = r(ut i)+ (1= w)Als,)). (4.59)
e Montrons d’abord que —IZR (g, =M, (y - xn). (4.60)

iel

En utilisant les relations (4.58) et (4.59) on obtient
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_12/1 g —“f,,z ( (I)+(l—#)122'i(t2))gi

el ie1 L,
:_w];,l,( t,)g -(1- Ju)tzzﬂj(tz)gj.
Or par le lemme 4.14, TE IG
4 22 (0)g =M, nl0)-x,) e
-t Zi( )8 =M, (1(t,)-x,).
Dés lors,

YA = uM,(y () -x,)+(1- WM, (n.(1,) - x,)

iel
=M ([ﬂyk L+ (1 #)yk(tz)]"xn)
M,(y-x,)
Ensuite, remarquons que A(f) € A lorsque 7 = ¢ - (4.61)

En effet, par le lemme 4.14
An)enafn)=0 Vieny) et
At e an)=0 viel\I(t,).

Donc, par définitionde A ona

Af6)20, 2aln)=1 e
A) 20, 2an)=1

iel
Dés lors en utilisant (4.59) on obtient

gif(f) :—t_l_[prlg;{’f(tl) +(1“ ﬂ)tzzﬁf(tz)]

iel

_ 1 +(1”ru)tz

!,

=1
et de plus ﬂ,(t)z—(pt,l( )+(- w2 (1) 20

!
Par conséquent  A(7) €

A présent, établissons I’égalité suivante
Alt)=0  VielI\(s). (4.62)

Par la premiére assertion de ce lemme #,,¢, el t,eT’.
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D’ou

Dés lors comme par le lemme 4.14

A(t)=0 vienI(r) et a(y)=0 Viel\I(t,),
ona

Alt)=0 VieI\I' et 2[1,)=0 Viel\l
D’ou
z,.(:):-;_(yt],l,.(tl)Jr(l—#)rzz,,.(tz))=o Vie NI,
u
Par conséquent, comme I(Iﬂ):l 7 et t=1,, onen déduit que

A(H)=0 Viel\l(t).

Finalement, déduisons des relations (4.60), (4.61) et (4.62) que

yk(t,u) = ﬂyk(tl) +(1_ ﬂ)}’k(tz)'
En effet, par la relation (4.60)

_tzfli(t)gi :Mn(y_xn)

iel
et en combinant les relations (4.61) et (4.62), on obtient
M)eA et A(H)=0 Viel\I).

Dés lors en appliquant le lemme 4.14, on obtient y = y, (#) ou encore, par définition
de v, etde #

H}’k(tl)“'(l_ ﬂ)yk(tz) :yk(nuzl +(1_ /”)tz)-

Ceci prouve la seconde assertion.
d

Sans perdre de généralité, on peut supposer 77/ #@ Vj et de plus par le lemme

précédent les 77 sont tous égaux ou disjoints.
On peut donc résumer les lemmes précédents de la maniére suivante.

Proposition 4.11

11 existe un nombre fini d’intervalles réels disjoints 7/ formant une partition de ]0, |
et tels que y, () est linéaire sur chaque 7.

En d’autres termes y,(-) est une fonction linéaire par morceaux sur ]0,00[‘
y,(-) est donc une fonction continue sur 10,09 .
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4.2.4 Convergence

Pour pouvoir réutiliser les résultats de convergence de I’algorithme 4.1, il faut que les
matrices engendrées par I’algorithme 4.3 soient toutes définies positives.

Pour cela, il suffit simplement de voir que I’algorithme 4.4 se finit toujours apres un nombre
fini d’itérations.

Cependant, cette question reste encore une question ouverte car on ne peut montrer le
caractére fini du nombre d’itérations de I’algorithme 4.4 que dans le cas ol on itére entre le
pas 3 et le pas 4 de cet algorithme.

Proposition 4.12

Lorsqu’on itére le pas 3 et le pas 4 de I’algorithme 4.4, cet algorithme se termine aprés un
nombre fini d’itérations.

Preuve :

Pour tout j assez grand ona 0 </’ <u’ <7. Dés lors, puisqu’on itére entre le pas 3 et le
pas 4 de I’algorithme 4.4, en utilisant un argument de monotonicité, on obtient ainsi que

I’ 1" et u’ — 1" pour un certain " € [0,7] et de plus, on alterne respectivement entre
les deux conditions

f(yk(ij)) >f(xn)—m5n"(tj] (4.53)
et flnly)) s () -msk(s,) (4.63)

( voir construction de I’algorithme).
On obtient donc en passant  la limite dans les relations (4.53) et (4.63)

tim 7{ne{t,)) - 7(e,) = -m tim (1)

ou encore puisque f,y, et donc 3 sont des fonctions continues

F) = flx,) = -ms (1) (4.64)

Posons (1), j(2) la sous-suite des indices pour lesquels (4.53) est vérifiée.

Comme 7, — 1" et y,(f) est continue, yk(tj(,.)) est bornée.

Des lors g}.(i)(e 74 ( Vi (t;(f)))) est bornée et admet une valeur d’adhérence g..

Puisque &f est une multi-application fermée (voir proposition IV.5 en annexe), on obtient

g. < nlr)

Donc , par définition du sous-différentiel

Fle) 2 ()4 < gow, =2, (1)>.
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En utilisant I’égalité (4.64) cela donne
-mf(1°) < < go,y,(t7) - %, >.
De plus par hypothése —m > —m’ (voir construction de I’algorithme 4.3) et comme d’autre
part 8 >0 (sicen’était pas le cas, x, serait optimal), ona
—m'SH(t) < <gu,y, (1) - x, >
Un argument de continuité implique donc
<& ,yk(tﬂ”) -x, > —m’J,f(tj)

pour 7 assez grand.

L’algorithme 4.4 se termine donc avec un pas de descente.
g

Dans les autres cas ( quand on passe uniquement dans le pas 3 ou dans le pas 4 de
I’algorithme 4.4) nous n’arrivons pas & montrer que I’algorithme 4.4 se termine aprés un
nombre fini d’itérations car tous les articles que nous avons consulté a ce sujet montrent que
P’algorithme 4.4 se termine & la condition d’en sortir par le pas 3 si 7 devient trop grand, et
par le pas 4 si ¢ devient trop petit. Ils modifient donc les conditions de I’algorithme !

Par conséquent, dans ce cas on n’est pas sir de sortir de I’algorithme 4.4 en ayant une
matrice définie positive.

On ne peut donc pas utiliser les résultats de convergence de l'algorithme 4.1,
Toutefois, si on arrivait & montrer que I’algorithme 4.4 se termine en un nombre fini
d’itérations, on aurait les résultats de convergence suivants.

Proposition 4.13

Si I’algorithme 4.3 génére une suite finie {x, ,»--xn}
alors x, est optimal.

Preuve :

11 suffit d’appliquer la proposition 4.1

Proposition 4.14

Soit (xn) une suite infinie engendrée par I’algorithme 4.3 avec la mise a jour fqN.
Si 2 A M) = 400
n=1
et si (xn) est bornée,
alors f(xn) —inf f(x) et

toute valeur d’adhérence de (xn) est un minimum de f.
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Preuve :

C’est une application de la proposition 4.2

Proposition 4.15

i) Soit (x") une suite infinie engendrée par 1’algorithme 4.3 avec la mise a jour dgN,
alors f(x") —inf f(x).

ii) Si de plus inf{,} = 7>0 et argmin f #0,
alors (x,,) — x min de f.
Preuve .

; - 1
i) - Montrons d’abord que z— = 400,

n=1 n

En effet, par la relation (4.46)

I

Ho =)<V, u>

si<v,u>>0

0 sinon.

Par conséquent, en utilisant le caractere défini positif de M, et le lemme 4.10 on
obtient g, <A, ou A, estlaplusgrande valeur propre de M.

Comme par ailleurs, dans la variante diagonale M, = u,I Iinégalité u,,, <A, se
réduit a u,,, < U, .

1 , ! 1
[—J est dés lors une suite croissante et par conséquent Z— = 400,

Hy

n=1 n

- Appliquons ensuite la proposition 4.3.  On obtient ainsi f (xn) —inf f.
La premiére assertion du théoréme est ainsi prouvee.

ii) Remarquons finalement que lorsque 1 est strictement positif et que f posséde un
minimum, il suffit d’appliquer la proposition 4.4 pour avoir que x, —> X ou x est un
minimum de /.

O
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4.2.5 Appendice : démonstration de la proposition 4.5

Proposition 4.5

Soit z € R" tel qu’il existe G € dh(z).
Alorssiz =z+M™'G, ona

G=VH(z_).
De plus p;’f(z;) =2,

Preuve :

- Montrons en premier lieu que z = ph(zr).

Par hypothése z=z —M'G avec G e h(z).
Par conséquent par les relations (3.2) et 3.4) avec M, =M,x,,, =z,x,=z_ety, =G,

*>*Tn

on en déduit par définition de p)' que z = p,’ (zv ).

- Montrons ensuite que G = VH (zf) .
En utilisant le lemme 4.5 on obtient VH(z_) = M(z_ - p,’f(z_)).
D’ol, comme z = p}*(z_) on en déduit VH(zf) = M(z_ - z).
Or par définitionde z onaz =z+M™'G.
Dés lors VH(z_) = MM™'G et par conséquent VH(z ) =G.
H
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Aprés avoir étudié dans une premiére partie du mémoire différents algorithmes permettant de
résoudre des problémes d’optimisation sans contrainte, nous abordons les problémes
d’optimisation avec contraintes.

Dans le chapitre 5, nous nous raménerons aux problémes d’optimisation sans contrainte par
pénalisation externe. Mais comme en procédant de la sorte on ne résout qu’une
approximation du probléme donné, au lieu d’appliquer telle quelle la méthode des faisceaux a
cette pénalisation, on appliquera plutdt une version diagonale de cette méthode.

Dans le chapitre 6, nous nous intéresserons a un probléme nouveau, a savoir la vitesse de
convergence d’un algorithme.

A cette fin, nous étudierons deux algorithmes différents. Ces algorithmes ont en fait €té
étudiés par Maijian Qian qui lors de sa thése a prouvé qu’ils convergeaient de maniére
superlinéaire.

CHAPITRE 5 : METHODES DE FAISCEAUX DIAGONALES EN OPTIMISATION
CONVEXE

5.1 RAPPEL

Les méthodes des faisceaux sont des méthodes itératives de résolution numérique de
problémes d’optimisation convexe non différentiable et sans contrainte.

Une hypothése essentielle pour leur convergence est que la fonction a optimiser soit partout
finie.

5.2 INTRODUCTION

Lorsqu’il y a des contraintes, on peut toujours se ramener a ces méthodes faisceau par
pénalisation. Mais en général, on ne résout ainsi qu’une approximation du probléme
donné. D’ou I’idée de considérer une version diagonale d’une méthode des faisceaux en
combinant la méthode de base avec une suite d’approximations partout finies de la fonction
A optimiser, changeant I’approximation a chaque itération.

On se propose d’étudier la convergence d’un tel processus diagonal sous des hypotheses
assez générales sur la suite d’approximations, englobant le cas de la pénalisation externe en
programmation convexe.

La démarche repose sur le cadre des méthodes faisceaux exposees dans la premiére partie,
mais ici, les matrices M, intervenant dans la fonction objectif,

1 1
?, (y) + 5 < M, (y = xn),y —x, > sont proportionnelles a la matrice identité : M, = t—I'
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Toutefois, I’étude de ces méthodes faisceaux diagonales, nécessite la connaissance d’une
version diagonale inexacte de la méthode proximale. Celle-ci nous permettra de disposer
des outils nécessaires pour étudier la version diagonale des méthodes faisceaux. Cette
version diagonale inexacte de la méthode proximale fera I’objet du paragraphe 5.3.

Ensuite, 4 la section 5.4 nous reviendrons a 1’algorithme général des faisceaux et nous
proposerons une variante de cet algorithme.

La section 5.5 sera enfin consacrée & I’étude de la version diagonale des méthodes
faisceaux.

Finalement, nous terminerons ce chapitre en couplant dans le paragraphe 5.6 la version
diagonale des méthodes faisceaux avec les méthodes de pénalisation externe.

5.3 UNE VERSION DIAGONALE INEXACTE DE LA METHODE PROXIMALE

Soient f":R" — Ru{+m} des fonctions convexes, propres et semi-continues
inférieurement pour n=1, 2, ...
1 >0,

g, 20,
x, € R".

La version diagonale inexacte de la méthode proximale définit la suite (xn) par récurrence
de la fagon suivante

X, E(I+t,,t9£"f")_l(x"ui) pour 1= 2,

ou encore
- X

x
L‘fﬂ—"eé’skf"(xn) pourn=2,---. (5.1)

n

Pour établir la convergence de cet algorithme, deux lemmes sont nécessaires.

Lemme 5.1

Pourtouta, b etxeR" ona
2<a-bx—b>=la-b +x-b’ —|x-al?.

Preuve :

Décomposons la norme de x-a en fonction de celle de x-b et de celle de b-a.
On obtient ainsi

I —al’ =|(x-8)+(6-a)°

=||(x—b)||2 +lla-8* —2<x-ba-b>.
Par conséquent,

2<a-bx-b>=|a-b" +|x-8 —|x-al’
O
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Lemme 5.2

Soient (tn) une suite de réels strictement positifs,

(a”) une suite convergente de réels.
Si on pose

n
Ztkair
_ k2l
H
2.1
k=1

b .

n-

alors

o
limb, = lima, < 2,1, =+o.
n=»w H—0 =1 "

(admis).

Les lemmes précédents nous permettent dés a présent d’établir les théoremes de
convergence de la version diagonale inexacte de la méthode proximale.

Proposition 5.1

Soit (x,,) une suite engendrée par la version diagonale inexacte de la méthode proximale.
On suppose qu’il existe une fonction propre g:R" — R

telle que
simpl
e Vn, f"<g ou Vndomgcdomf'etf" — g, (5.2)
o infg<lim(inf 7"), (5.3)
Rr n—w
°® Zln = +00, (54)
n=1
e limeg, =0. (5.5)
n—»
Dans ce cas

itkfk(xk)

. n . k=1 = 7
Jim (x,,)—},ggﬂ—“,, InLE.

21

k=1

Preuve :
On a, d’aprés le schéma (5.1) que pour tout £ € N
Xy

;]t_";xi € askfk(xk)'
k
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Ll

D’ou, par définition du &,-sous-différentiel, on obtient

vxe R" f*(x) 2f"(xk)+< ol

et donc ( puisque #, >0)

X=X, > —E,
k
2t Frx) =22, f"(xk)+2 Lk =y H— 5, 521 B

En vertu du lemme 5.1, on en déduit pour tout x € R” que

2t, f*(x) 221, f"(xk) ~l—"x,c_l _xk"z +”x— % ”2 —”x = x,H“2 — 21,6,
ou encore

1 1
1, f¥(x) ¢, fk(xk) +5”xk4 — X nz +E||x_ xk”Z _'%”x“ xkgluz — L&

En sommant de k allant de 1 & n, on obtient finalement
- 1 1 #
Vx e R" Zt Fad Zt f (xk) EZHXH - Jck”2 +5”x—xk"2 = Enx —xHH
k=1

e, (5.6)

D’autre part
i 2 2 :
e =l + b=l = e wic]
k=1

Z 2 2 2 2 2
=|\xo*x1” +\|x—x1“ _”x_xou +||x1—x2“ +||x—x2|| “||x—x1\|

2 2 2
N -

2 2 2
+||x2 —x3“ +||x—x3|| _Hx_xzn +"'+er=—| - X,

Aprés simplification, on obtient

2
S - xf b n el

e I e L R R 2

D’ou, en utilisant le fait que le carré d’une norme est toujours positif, on obtient

- 2 2 3 2
S -5 el - w2 el
Par conséquent, la relation (5.6) devient pour tout x € R "

1 n
Ztkf Ztkf ( )—E"x—xouz—gt,{ek.
En divisant par o, = Ztk , on en déduit pour tout x € R” (puisque o, > 0)

Zn:tkfk(xk) itkfk(x) ”x_x ”2 itkgk
k=1 ok 4 ol k= |

o - o 20 o

n n hn n

(5.7)
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Par ailleurs on sait par définition de la borne inférieure que inf f "(x)< f "(x,,).
Il résulte donc par passage a la limite que lim ir;cff”(x) < lim f"(xn). (5.8)
n—o0 H—>C

On déduit ainsi de I’hypotheése (5.3) que
infg < lim f"(x, ). (5.9)

n—»o0

Or en appliquant le lemme 5.2, puisque par hypothese o, = Zt =+co0 on obtient

n=1
1. Ty
lim /"(x,) = _mZ“—("). (5.10)
n—o n— k=| g,
Par conséquent, I’inégalité (5.9) peut se réécrire comme suit
o B o i ¥
inf g < llmz : ( k) -3 llmZL(L).
N0 k=] g, = ) g,

En tenant compte de I’inégalité (5.7) on en déduit finalement que

nJ (xk) — -t f ( ) ot f (x "x x0|| L&
1nfg<rl?1_r>lcl°kzi: o, Hw; o, n«-»wkZ]: o, 20, +; .
(5.11)

Or en utilisant la définition de o, et ’hypotheése (5.4) on sait que o, — .

el

Par conséquent —— —> 0 et en appliquant de nouveau le lemme 5.2 mais a la sous-
o,

suite de &, qui converge vers la plus grande valeur d’adhérence de cette suite, on a

Zi &
lim * =limeg,. (5.12)

H—>e0 o‘n n—w

Or comme par I'hypothése (5.5) on sait que &, tend vers 0, la relation (5.12) se réduit a

n
— &
lim
= Oy

=
L’inégalité (5.11) devient donc

infgg]imimshm kf ( ) Z”:tkf (X')

< lim

n—w k=1 o, = ) ag, nsw,. 0,

(5.13)

1l reste encore & utiliser I’hypothese (5.2).

- Supposons dans un premier temps que pour toutn  f" <g.

n g k(x) itkg(x)

. . T k 1 k=l
Dans ce cas, il est évident que lim Z < lim =g(x).
n—e 1 ) a, n-w o,
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- Supposons dans un second temps que pour tout # dom g < dom f” et que f” tende
simplement vers g.
Sous cette hypothése Vx e domg: f"(x) <o et f"(x) = glx).
D’ou par le lemme 5.2

EYRLC)
l1m~kl—— lim f"(x) = g(x).

n—w u n—-w

On en déduit donc dans chacun de ces deux cas que

Ztkf

lim &= < g(x).

H—w
n

Par conséquent, on peut réécrire I'inégalité (5.13) de la maniére suivante

Vx e domg infggmimsl Z 2 (x") < g(x)

H=3%0 =] =390 )

n ?‘l

ou encore Vx e domg inf g<g(x).
On en déduit alors par définition de la borne inférieure que

llmz WS (xk) “‘*Z kf( )—infg.

n—rw k=1 g, H py o,

En combinant ce résultat avec le lemme 5.2 en utilisant la sous-suite de ( i "(xn)) qui
converge vers la plus petite valeur d’adhérence de cette suite, on obtient que

g(x)zlimitkfk(xk) Zkf( ) l'_mf"(x,,).

A= b o, n—mk 1 n—»oo

U

Voici maintenant un résultat qui nous servira a établir la seconde proposition de
convergence.

Lemme 5.3

Soit (xn) une suite engendrée par la version diagonale inexacte de la méthode proximale.
Supposons que :
( f ") est croissante,

S =sup f",

lim(inf £") >inf /, (5.14)
>t = oo, (5.15)
n=1

lime,=0. (5.16)

Alors
lim f"(x,) = inf f.

H—>0
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Preuve :

11 suffit de poser g = f et de vérifier que toutes les hypothéses du lemme précédent sont
vérifiées.
- Montrons d’abord que I’hypothése (5.2) est satisfaite.
Onaposé g=f etparhypothése f =supf".
Onadonc g=f=supf” Par conséque;t
f"<g Vn. '
- Vérifions ensuite que I’hypothése (5.3) est satisfaite.
Par hypothése l_im(inff") zinf f.
Dés lors, en pre:;;t f =g on obtient ,l,ij“m(inf ¥ a ”) >inf g.

- Remarquons ensuite que les hypothéses (5.4) et (5.5) sont vérifiées grace aux hypotheses
(5.15) et (5.16).

Proposition 5.2

Soit (xn) une suite engendrée par la version diagonale inexacte de la méthode proximale.
Supposons que

Argmin f # J,
(f") croissante et f =sup f", (5.17)
> (inf £ —inf f") <o, (5.18)
n=1
D, <o, (5.19)
n=1
<t<t, SI<w®. (5.20)
Alors
f”(x”) —inf f et x, >x € Argminf.
Preuve :

voir appendice (§5.7).

Aprés avoir étudié la convergence de la version diagonale inexacte de la méthode
proximale, nous allons maintenant coupler cette méthode avec une variante de la méthode
générale des faisceaux.
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5.4 VARIANTE DE I’ALGORITHME GENERAL DES FAISCEAUX

Dans I’étude de la convergence de I’algorithme des faisceaux, on a constaté que lorsque la
suite { X, x"} engendrée par I’algorithme des faisceaux était finie, alors x, était optimal.

Cependant, la suite engendrée par cet algorithme n’est finie que lorsqu’on ne vérifie jamais
le test de descente apres x,.

Par conséquent. pour étre sir que la suite que I’on engendre est finie, il faut poursuivre
» P g s p

1
indéfiniment le calcul y, =argmin ¢, ( y) to <Y Xy X, > et voir que ce point ne

vérifie jamais le test de descente.
Cela est évidemment impossible a vérifier numériquement car il est impossible de poursuivre
indéfiniment le calcul de y, .

Nous proposons donc une variante permettant d’éviter cet inconvénient.

Variante

Comme en poursuivant indéfiniment le calcul de y, ona pour tout »

02 /(y.) - ulri) >0

(voir démonstration de la proposition 4.1).

On propose donc d’arréter ce calcul et de définir k(n — 1)(itération ot x,., est mis & jour)
comme le premier entier £ > 0 tel que

f(yk)—gok(yk) fa,.

Proposition 5.3

el Sne g, f(x,)

Preuve :

Par construction de I’algorithme général des faisceaux

Xnt = Vein-1)

{ € @r(yk(n—l)) *

n-1
Par la définition d’inégalité du sous-différentiel, on a

X1 = Vi(n-1)
vy fly)=f (yk(,,-n)Jr < YV Ve >
n-1

De plus, comme on met & jour x,_,a Iitération k(n—1) ona y,, , =x, etdonc

Yy f(y)2f(x,,)+<&"t'_—x”,y—xn >,

n-1
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Or par le choix du faisceau, f est supérieura ¢, .
Par conséquent

vy f()’) = ‘?k(n-:)(xn)* g

ou encore
vy fly)2 f(x,,) —f(xn) + ¢k(n_1)(xn)+ <=

On a donc puisque f(xn) = (ak(m”(xn) <a,

X _, —X
vy £y 2f(x,,)+ <—~—"; Ly-x,>-a,.
n-1
Or sans perdre de généralité on peut supposer 7, =, , (il suffit de décaler tous les indices
d’une unité vers la droite). ‘
D’ou

\_/y f(y)zf(xn)+<'xn_]t——xn_!y—xn>_an'

n

Par conséquent
n—1 - X

x_t_,, €d, f(xn).

n

La proposition précédente nous permet en prenant f = f" pour toutn dans le cadre de la
version diagonale inexacte de la méthode proximale (voir §5.3) de déduire le théoreme
suivant.

Proposition 5.4

Soit (x”) une suite engendrée par la variante de I’algorithme général des faisceaux.

Supposons que

dom f=R",

i, =4
n=1

a, >0

Dans ce cas lim f(x”) =inf f .

n—+w

Si de plus 0<;sxns?<oo, Za,,<oo et argmin /' # I,

n=|

alors f(x") —>inf f et x, —»x € Argmin f .
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Preuve :

En posant f = f" les hypothéses des propositions 5.1 et 5.2 sont trivialement

vérifiées avec f =g et a, =&,  Par conséquent, on sait par la proposition 5.1 que

lim f(x,) = inf f

n=—»x
et par la proposition 5.2 que
f(x,,) —inf f et x, — x € Argmin f .
U

5.5 VERSION DIAGONALE DE LA METHODE DES FAISCEAUX

Remplagons fpar " dans la variante de la méthode générale des faisceaux.

X, —X
Onadonc%”—e o"a”f”(xn).

n

On peut en déduire comme conséquence immédiate des propositions 5.1 et 5.2 les résultats

suivants.

Proposition 5.5

Soit (xn) une suite engendrée par la version diagonale de la méthode des faisceaux.

On suppose qu’il existe une fonction g:R” — Ru{+ow} propre telle que
simpl.

Yn f"<g ou domf"cdomg et f" — g,
inf g < lim(inf /),

H—>0

+0
Z tr: = +OO’
n=1

lim a, = 0.
n—>+c0

Dans ce cas
lim £"(x,) =inf g.

H—w

Preuve :

Il suffit d’appliquer la proposition 5.1 en prenant &, = ¢€,,.
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Proposition 5.6

Soit (x,,) une suite engendrée par la version diagonale de la méthode des faisceaux.

Supposons que

Alors

Argmin f 2O,
(f") croissante et f =sup /",

i(inff—inff")@o,

n=1

f"(x") —inf f et

%, — x € Argmin f.

Preuve :

1l suffit d’appliquer la proposition 5.2 en prenant o, = &,.

La derniére section de ce chapitre situera la pénalisation externe en programmation convexe

dans le cadre de la version diagonale et de la méthode des faisceaux.

5.6 VERSION DIAGONALE ET PENALISATION EXTERNE

Lorsque I’on doit résoudre un probléme d’optimisation avec contraintes

min £, (x)

scxe(C

ou f,:R" — R est une fonction convexe continue, et C est un ensemble convexe non vide

fermé, on peut toujours se ramener a un probléme d’optimisation sans contrainte par

pénalisation externe.
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Le probléme que I’on considére est alors le suivant :

min £, (x) + ¢ "(x)

ol ¢":R" — R sont des fonctions convexes et continues qui vérifient

¢"(x)< 9™ (x), VxeR" VneN (5.21)
¢"(x)=0, sixeC (5.22)
0<@g"(x) >+mo, sixeC. (5.23)

Mais en général, en résolvant ce probleme on ne résout qu’une approximation du probléme
de départ | D’ou I'idée de considérer une version diagonale de la variante de la méthode
générale des faisceaux en prenant f" = f, +¢".

On a alors le résultat suivant.

Proposition 5.7

Soient f"=f, +¢" et f=f,+¥, ou'L estlafonction indicatrice de 1’ensemble C.

Alors

i) Vn, ( f ”) est une fonction partout finie,
ii) ( f ") est croissante,

i) f=supf”.

Pour rappel, la fonction indicatrice ‘¥, de I’ensemble C est défini par la fonction

¥, . R" = Rui+w)
x>WP.(x)=0 si xeC
=+ s x¢C.
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Preuve :

i) Comme ¢" et f, sont par hypothése deux fonctions a valeur dans R, f, + ¢" I'est
aussi.  Or par définition f" = f, +¢”,
/" est donc une fonction partout finie.

iy Comme par I’hypothése (5.21) ¢"(x) <¢™'(x) VxeR", Vne N,
on sait que (#") est une suite croissante.
Par conséquent f” = f,+¢" est aussi une suite croissante.

iii) - Montrons d’abord que Vx € C  f(x) = sup f"(x).

Soit x e C.

Par définition de la fonction indicatrice de C et par I’hypothése (5.22) on sait que
W.(x)=¢"(x)=0. Déslors

o)+ B (x) = £, (x) +¢"(x),

et donc

On en déduit donc que

F(x) =sup f"(x).

- Montrons ensuite que Vx ¢ C  f(x) =sup f"(x).
n

Soit x ¢ C, en vertu de I’hypothése (5.23) et de la définition de ‘¥, ona
¢"(x) » ¥.(x). Déslors,

Fo(x) +¢7(x) = fo(x) + ¥ (),
ou encore par définition de /" et def
776 > 1),
c’est-a-dire
lim £(x) = ().
De plus, comme ( f ") est une suite croissante, on sait que
lim 77(x) = sup £ ().
Par conséquent,
sup £"(x) = f(x).
' 0
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Posons plus particuliérement C={xe R" g f,(x)<0 i= 1,---,m} ou les fonctions f,
sont des fonctions convexes, continues et intéressons-nous a deux cas particuliers de

,,,,,

5.6.1 Pénalité linéaire

Soit (rn) une suite de réels positifs qui croit vers +oo.
Posons ¢" = ¢, ou
m

1) =r,2(£) (0 et (£) () =100 sifi(x)=0

i=1

=0 sinon

et vérifions que la suite (¢L" ) satisfait les hypothéses (5.21), (5.22) et (5.23).

- Montrons d’abord que ’hypothése (5.21) est vérifiée.
Par définition ¢, (x) = r,,Z( f,)+(x) . On en déduit donc en utilisant le caractére
i=1

croissant de la suite (r,,) que

gr(x)<r,, 2(1) (%),

m
i=l

ou encore par définition de ¢,”'(x)

gr(x) < 9" (x).

- Ensuite vérifions que ’hypothése (5.22) est satisfaite.
Par définition de ¢/ et de (ff)Jr ona

Par conséquent ¢, (x)=0 si f,(x)<0 Vie {1,---,m}, c’est-a-dire puisque
C:{x eR" g f,(x) <0 ji= 1,---,m}

¢/ (x)=0sixeC.

- 1l reste finalement & vérifier si "hypothése (5.23) est satisfaite.
Soit x ¢ C, par définition de C, Ji e {1,---m} tel que (£) () = £,(x)>0.
Par conséquent, comme (f,)+(x) 20 VYje {1,~-,m} on a

rnizll(fi)Jr(x) > 0

ou encore
¢g'(x) > 0.
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De plus comme (rn) —> o ona

¢ (x) = rni(ﬂY(x) —> +00.
0

Etablissons le théoréme suivant.

Proposition 5.8

Supposons que la condition de Slater soit vérifiée ,c’est-a-dire
xeR 1q f(x)<0 Vi=l--m

et Argmin f # .

Dans ce cas, inf f = inf £, pour tout n assez grand ol f;' = f, + ¢/,

Preuve :

Soit x € Argmin f. Puisque la condition de Slater est vérifiée, il existe des multiplicateurs
de Kuhn Tucker A, > 0 tels que ( voir proposition V.6 en annexe)

2.f(x)=0 Vi=l-,m e VxeR fo(§)+iffi(§)ng(x)+Zm:/1_.-ﬂ(x)-

Comme de plus /’{_,f, (;) =0 Vi=1l.,m et x € argmin £, on peut affirmer que
Vee R" f,(x)=inff < fo(x)+2.4,7,(x)
i=l
et donc par définition de la borne supérieure et de (f,.)+

inf £ < £,(x)+ sup ;T,.i(f,.)*(x). (5.24)

1<i<m i=1

Par ailleurs, comme la suite (rn) tend vers I’infini, 7, peut devenir aussi grand que I’on veut

pourvu que 7 soit assez grand. De la relation (5.24), il en résulte que pour tout # assez
grand

n

inf f < £,()+7,2(£,) (x)

i=l
= fo(x) + 4/ (x)
= fr(x).
Dés lors, par définition de la borne inférieure d’une fonction
inf f <inf f/.
Par ailleurs, par la proposition 5.7 f =sup f/", et par conséquent inf /' > inf f/".

1l découle des deux inégalités précédentes que inf f =inf f".
0
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Les hypotheses Z(inff—inff”) <o et inf f <liminf f" des propositions 5.5 et 5.6
n=1

n—»c0
sont vérifiées. Par conséquent, en couplant la méthode diagonale avec la pénalisation
externe, on obtient les deux résultats de convergence suivants,

Proposition 5.9

Soit (x") une suite engendrée par la version diagonale de la méthode des faisceaux avec
fr=r
i) Supposons que

e Argmin f #J,

e JeR" 1 flx)<0 Vi=l-m,

oD

® Ztn = 00,

n=1

e lima,=0
H—>®0

Alors li_m_f”(x") =inf f.

ii) Si de plus
2a, <,
n=1

0<t<t, St<w
alors

f”(xn) —inf f

et x, —x € Argmin f.

Preuve :

Cette proposition découle des propositions 5.5, 5.6, 5.7 et 5.8.

En effet, par la proposition 5.7 ¥n f” < f et par la proposition 5.8 inf f < lim inf f".

n—w
Par conséquent on peut appliquer le théoréme 5.5 puisque toutes les hypotheses de ce
théoréme sont vérifiées. De méme, on peut appliquer le théoréme 5.6 puisque toutes les
hypothéses de ce théoréme sont également vérifiées grace aux propositions 5.7 et 5.8.

0

Passons a I’étude de la pénalité quadratique.

5.6.2 Pénalité quadratique

Soit (rn) une suite de réels positifs qui croit vers +oo.

m

=)

Posons ¢" = ¢, :?"
=1

Notons que ici aussi ¢/ vérifie les hypothéses voulues sur les fonctions ¢".
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- Montrons d’abord que I’hypothése (5.21) est satisfaite.

r +\2
Par définition gbé‘(x) = ?"Z(( f,) ) (x). Par conséquent, puisque par hypothese la
i=1

) est croissante, on en déduit que

4309 <220 (7)) (0.

1l en résulte donc de la définition de ¢ (x) que ¢ (x) < oo (x).

suite (r

n

- Vérifions ensuite que ’hypothése (5.22) est satisfaite.

Par définition de ¢, et des fonctions ( i )+, ona

rn m 42

4509 =5 2(A)" ().
Par conséquent, ¢,(x)=0 si f(x)<0 Vie {1,---,m} ou encore
par définitionde C  ¢5(x)=0 si xeC.

- Essayons ensuite de vérifier que I’hypothese (5.23) est satisfaite.
Soit x ¢ C.
Par définition de C 3i € {1,+++,m} tel que (ﬁ)+(x) = f.(x) > 0.

.
Par conséquent, comme ((fj) ) (x)20 Vje{l,---,m ona

De plus, comme r, —> %

Dans le cas de la pénalité linéaire, on a montré que inf f =inf f,".

Ici, le résultat que I’on obtiendra sera un peu moins précis : cette égalité ne sera seulement
; 1 . iy .

vérifiée qu’a un O[—* prés ( voir proposition 5.10 ci-apres).

I,

Par conséquent les hypotheses Z(inff~inff”) <o etinf f < Hﬂ(inff”) ne seront
n=1 n—yw

-----

<
11 faudra pour cela que la série Z— soit convergente.

n=1",
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Proposition 5.10

Supposons que la condition de Slater soit satisfaite :
dxeR" g f,( )<0 Vi=1,-
et Argmin f #J .

1
Alors inf f —inf f :o[r—] ou fg = fo + 4.

Preuve :

Soit x € Argmin f. Puisque la condition de Slater est vérifiée, il existe des multiplicateurs
de Kuhn-Tucker A4, >0 tels que ( voir démonstration de la proposition 5.8)

VxeR" inf f = f,(x) < f,(%) +Z,1 £.(x).

Comme d’autre part, il est assez évident d’aprés la définition de (£,)" que f; < ( % ) ", on
en déduit que

n

Vxe R" inff=f(x)<f(x)+27,(/) (5.25)

i=l1
Par ailleurs

On a donc

c'est-a-dire

Enprenant a=A, et b= (f,)+ (x), on obtient ainsi

AU W (@) +5{) @,

n

Par conséquent I'inégalité (5.25) devient

m ¥

Vxe R" inf f < f,(x) %Z( )+ni(( ))

n i=1 2 i=1

En utilisant la définition de ¢ (x) etde f7(x), onen déduit que

m

Vxe R" inff < QLZ(,T,)2 +£2(x).

n i=l

Deés lors par définition de la borne inférieure,

m

Vx e R" mff—TZ(ﬁ)z <inf £,

n i=1
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c'est-a-dire

1 m -
inf £ —inf £, s;Z(A,.)Z

AT

On peut donc résumer les résultats précédents en énongant la proposition suivante.
Celle-ci concerne la convergence de I’algorithme obtenu en couplant la méthode diagonale
avec la pénalisation externe.

Proposition 5.11

Soit (xn) une suite engendrée par la version diagonale de la méthode des faisceaux avec

=1

i) Supposons que
Argmin f # 3,
x e R" Iq f,(;) <0 i=1--,m,
= 1
<,
n=l r,;
ztn :-i—CO’
n=1
lima, =0.
n—w

Alors  lim f"(x,)=inf /.

H=»0

ii) Si de plus
2a, <,
n=1

0<t<t, <1<,

alors f”(xn) —inff e x, —>xc Argminf.

Preuve :

11 suffit de montrer que les hypothéses des propositions 5.5 et 5.6 sont vérifiées ; auquel
cas, en appliquant ces propositions, on obtient directement la theése.
De plus, gréce a la proposition 5.7, pour étre certain que toutes les hypotheses de ces

propositions sont vérifiées, il suffit de montrer que inf / < lim inf[ fé’) (5.26)
n—w
et 2 (inf £ —inf £7) <co. (5.27)
n=1
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1
En appliquant la proposition 5.10 on sait que inf f —inf f = OL—] Par conséquent,

n

!
puisque par hypothése Zf < oo, on en déduit que
n=11,

> (inf £ ~inf £7) <co.

n=1

On a ainsi obtenu la relation (5.27).

Il reste encore a vérifier la relation (5.26).
Or on vient de conclure que Z(inff = inffg',‘) <0,
n=1

Par ailleurs, on sait que le terme général d’une série qui converge tend vers zéro. Dés lors,
on en déduit que

inf / — lim inf f) =0

H—>0
¢’est-a-dire
inf f = lim inf £,
n—yco
ou encore
inf f < lim inf f;;.
n—yo0

5.7 APPENDICE : DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION S.2

Soit (xn) une suite engendrée par la version diagonale inexacte de la méthode proximale.
Supposons que

Argmin f #J,

(f”) croissante et f =sup [, (5.17)
> (inf f —inf /") <o, (5.18)
n=1

an <0, (5.19)
n=l

O<<i <t<o, (5.20)

Alors
f"(xn) —inf f et (x,,) converge vers x € Argmin f .
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Preuve :

1. Montrons d’abord que f "(xn) — lef f-

Pour cela nous procéderons en deux étapes :

Dans un premier temps, prouver que la suite (xn) est bornée et que ”x"_] -x,[—0

( voir point 1.1 de la démonstration).
Aprés cela, essayer d’en déduire que f ”(xn) - 1}1{15 f (voir point 1.2 dela

démonstration).

1.1 Montrons d’abord que (x”) est bornée et que |x, , —x, | — 0.

D’aprés le schéma (5.1)
X1 — %

-! eﬁsif"(xk).

k
D’ou par la propriété d’inégalité du & - sous-différentiel on a
n k k 1
VxeR" f*x)=f (x,()+I—<x,{_l —X,,X—X, >—§&,.
k

Or en vertu du lemme 5.1
1
<X, — Xy, X=X, >= E{Hx"“ - X, "2 +”x - X, NZ — "x— lelz}

et donc ( puisque # >0)

Vie R f*(x)z fk(xk)+517{||xk_, Y Y N L P
ou encore

Vx e R” "xk —x“2 < ”x,(_l —x”2 ~"xk_, —Jck"2 +21, [f"(x) ~f"(xk) +£k].
En utilisant I’hypothése (5.17) on en déduit

VYxeR" ka —x”2 < ”Jc,c_l —x"2 —Hx,H - X, "2 +2t, [f(x)'ﬁf"(xk) +5k]

et donc, comme pour tout x € Argmin f f(x)=inf f il en résulte que
Vx € Argmin f : ﬂxk —x”2 = ||x,H —x”2 —ka_l - “2 +2t,¢[inff —f"(xk) +gk].

D’oli comme —f ¥ (x,) <—inf f*, on obtient

Vx € Argmin f : ka -x"2 < ”x,H —x"2 —nxk_l =X, "2 +21‘k[inff —inf f* +€k].
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En sommant de £ =1 & n pour tout x € Argmin f, ona

Skt < S o T - v23n fne / —int s 4,
o < znxk ) N | +2§tk(inf foinff* +&,)
o ol o <l + Sl A - Sl [

+2it,((inff—inff“ +3,,)
k=1

l

ou encore aprés simplification
n n
"x" —x”2 < ”x0 —x"2 - Z"x,cuI —-X, "2 +221k(inff —inf f* +ak) (5.28)
k=1 k=1

Par conséquent, par tout x € Argmin / ona

Z 2
k=1

ko +kz"l;|xx,,ﬁ, x| gzgt,,_(inf Foinff*+8,)+ | -

Comme par ailleurs ¢, < ¢, il en résulte que
Shevc -l sl =o' + Dl el <22 nt £ ine 7+ e1) g o
En utilisant les hypothéses (5.18) et (5.19) on obtient ainsi

S, - x ] <o

k=1

Du fait que le terme général d’une série convergente tend vers zéro, on en déduit
¥, = xn” — 0.
Par ailleurs, par 'inégalité (5.28) ona

e, o <, - o - z|| x| +2§tk(inf F-inf f* +e,).

Par conséquent, puisque i:llxk_l - X, ”2 et itk(inff —inf f* +£k) sont deux
k=1 k=1

séries convergentes (voir hypothéses (5.18) et (5.19) pour la convergence de la
seconde série), il en résulte que (xn) est une suite bornée.

1.2 A présent, démontrons que le point 1.1 de la démonstration implique le fait que
la suite (f”(xn)) tend vers inf f.

En vertu de I’hypothése (5.7) ( f ") est croissante et / =sup f". Par conséquent

les deux premiéres hypothéses du lemme 5.3 sont vérifiées.

Par ailleurs par ’hypothése (5.18) Z(inff - inff”) <o, Leterme général de
n=1

cette série a savoir inf £ —inf /" tend donc vers zéro et par conséquent
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lim inf f" = inf £ .

H—0

On a donc en particulier
liminf /" > inf /.

H—w0
La troisiéme hypothése du lemme 5.3 est donc également vérifiée.

De plus, les autres hypothéses du lemme 5.3, a savoir an =+ et &, — 0 sont

n=1

deux hypothéses qui sont trivialement vérifiées.

En effet, Zt" = +oo0 provient du fait que 7, >¢ et &, — 0 provient dela
n=1

convergence de la série de terme général £,.

Par conséquent il résulte du lemme 5.3 que

lim f"(x,) =inf £ (5.29)

H—=r0

D’autre part, d’aprés le schéma (5.1)

X, —X
vx  f(x) 2f"(x,,)+ <Lt x_x,>-¢,.

Dés lors, puisque ?ln— 2% on en déduit
Vx f(x)zf"(xn)+%<xn_l—xn,x—x">—€n. (5.30)
Or par le point 1.1 de la démonstration x,_, —x, —> 0 et x —x, est bornée.
Par conséquent
%< £ —% 2% ¥

11 résulte donc de la relation (5.30) que
Vx mf"(xn) < f(x)-lims,,.

n—yw n—re0

o
Comme par ailleurs Zé',. < le terme général de cette série &, tend vers zéro.

n=1

Dés lors

Vx ﬁnf”(xn) < f(x)

n—»0

et donc
vx lim f"(x,) < @f"(xn) < f(x).

n—»0

D’ou par définition de la borne inférieure

lim /”(x,) < in}of"(x,,) <inf f.

n—»o0

En combinant ce résultat avec 1’égalité (5.29) on trouve
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inf f = im £"(x,) = lim /"(x,).

n—»0

Dés lors

lim " (x,) =inf £.

n—

2. Montrons ensuite que la suite (x") converge vers un minimum de f.

A cette fin, prouvons que toute valeur d’adhérence de la suite (xn) converge vers un
minimum de £ (voir point 2.1 de la démonstration) avant de montrer que toute la suite
(xn) converge vers un minimum de f ( voir point 2.2 de la démonstration).

2.1 Montrons d’abord que toute valeur d’adhérence de la suite (xn) est un minimum
def
La suite (xn) étant bornée, on peut extraire une sous-suite qui converge vers un
point x.
Pour montrer que ce point x € Argmin f nous avons besoin de quelques notions
sur les convergences d’ensembles. Les deux types de convergences qui vont nous

étre plus particuliérement utiles sont la convergence au sens de Painlevé-Kuratowski
et I’épiconvergence.

o Rappelons d’abord en quelques mots en quoi consistent ces deux types de
convergence.
Commengons par un bref rappel concernant la notion de convergence au sens de
Painlevé-Kuratowski.

Etant donné une suite de parties 4;, 4, 4s,... de R" munies de la topologie
induite de R" , on définit les limites topologiques inférieures et supérieures de la

suite {A" neN } par les formules

LA, = {x e X :H(an) — x avec pourtoutn e NV, a, € An}
LA = {x e X :3n(1) <n(2) <n(3) <--etVk e N,a, € 4,,, aveca, — x}.

En d’autres termes, L, 4, est 'ensemble formé par toutes les limites possibles

des suites {an neN } avec a, € A, pour tout », alors que L 4, est formé par
toutes les valeurs d’adhérence de telles suites.

Ces ensembles L A, et L A, peuvent étre éventuellement vides, mais on a
toujours I'inclusion L, 4, < L A4,.

De plus lorsque I’égalité a lieu, on dit que la suite {An tqne N } converge au
sens de Painlevé-Kuratowski et on note L, 4, = L 4, pour la limite de 4,.

Par ailleurs, lorsque 4, est ’épigraphe de f" on dit que /" épiconverge et on
note la limite : epi lim /" .

-125-



Remarque :

1) Une limite topologique d’épigraphes au sens de Painlevé Kuratowski est
encore un épigraphe ( cfr. bibliographie [1] page 30).

2) L’épiconvergence n’est en général pas comparable avec la convergence simple
( elle fait intervenir les valeurs des fonctions au voisinage du point considéré).

Cependant dans le cas des suites monotones, les deux notions coincident
modulo des opérations de fermeture :

si la suite { f".:neN } est croissante

alors epi lim f" =sup cl f"

neN

ol cl £ est le supremum des fonctions affines qui minorent /.
( cfr. bibliographie [1] page 30).

Parmi les principaux résultats concernant I’épiconvergence, citons le théoreme
suivant :

Théoréme de De Giorgi (1977)

Soit {f;f",neN } une suite de fonctions & valeurs réelles étendues.
Supposons qu’il existe :
- une suite {x" :neN } relativement compacte,

- une suite de réels positifs {En , neN } tendant vers zéro tels que
déf.
VneN:x, ce, -argminf” ={xeR": f"(x)<inf /" +8,).
Alors I’épiconvergence de la suite { f, . neN } vers f entraine

L, (sn — argmin f") C argmin f .

(Théoréme admis) ( cfr.bibliographie [1] page 31).

e Apres ces quelques brefs rappels sur les convergences d’ensembles, montrons que
x € Argmin f.

Griace au théoréme de "De Giorgi", pour conclure que x € Argmin £, il suffit de
montrer que toutes les hypothéses de ce théoréme sont vérifiées et que

xel, (an — argmin f").

a) Montrons pour commencer que les hypothéses du théoréme de "De Giorgi"
sont vérifiées.
a-1) Vérifions d’abord que la suite (xn) est relativement compacte.

Rappel : une partie 4 de R" est relativement compacte si et seulement si
de toute suite 4, on peut extraire une sous-suite qui converge
vers un point de R" .
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Donc, pour justifier que (x”) est relativement compacte, il suffit de
prouver qu'on peut extraire de toute sous-suite de {xn 'neN } une sous-
suite qui converge vers un point de R" .

Cela découle du caractére borné de la suite (x") ;

a-2) Montrons ensuite que la seconde hypothese du théoréme de De Giorgi est
vérifiée.
A cet effet, nous devons montrer qu'il existe une suite
{an : neN} tqe, 20,6, >0 et VneN x, e¢g, —argmin f".

Par le point 2 de la démonstration on sait que f ”(xn) —inf f.

Par ailleurs, grice a I'hypothése (5.18) Z(inf f—inf f ") <00,
n=1

Donc, puisque le terme général d'une série qui converge tend vers z€ro
inf f —inf f" — 0 et par conséquent

f(x,)—inf f" > 0.
Dés lors, par définition de la limite,

Ve>0 dn, Vnzn, —gsf"(xn)—inff”sg.
1
Prenons ¢ = ; On obtient ainsi
n 2 n 1
3n, Vnzn,:f (xn)—mff S;

Posons alors
g

A f”(xn)-—inff" Vn <n,

I

£

n

1
- Vhnzn,.
n
On a ainsi

Vn <n, f”(x,,) = inf £%+g,

Vhzn, f"(xn) Linf f* 4 8,
(3" )est donc une suite de réels positifs tendant vers zéro et tels que
Vn f"(xn) <inf f" +¢,.

Par conséquent
H n
Vn x,€¢,—argminf”.
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a.3) Vérifions finalement que la troisiéme hypothése du théoréme de De
Giorgi, a savoir limepi f" = f, est satisfaite.

Comme f" est croissante
epi lim /" = sup cl(f")

( voir la seconde remarque dans le rappel de I'épiconvergence).
Par ailleurs /" étant une fonction s.c.i,

d(f")=r"
( voir proposition I1.4 en annexe).

Par conséquent

déf

epilimf”zsup(f"):f.

b) Aprés avoir vérifié que toutes les hypothéses du théoréme de De Giorgi sont
satisfaites, pour conclure que x € Argmin f, il reste a vérifier que

x e Ls(sn —Argminf") :

x étant une valeur d'adhérence de la suite (xn), il existe une sous-suite (xn*)
telle que ¥, — X.

Par ailleurs, on sait que x, €¢, — argmin( Fo ) (voir (a.2))

x est donc la limite d'une sous-suite dont les éléments se trouvent dans le
g, —argminf™.

Par conséquent xe LS({;‘H —argmin f ") (définition de la limite supérieure
topologique).

¢) Grace aux points a) et b), on a démontré qu'en appliquant le théoréme de De '
Giorgiona x € Argmin f. Dés lors, comme x est une valeur

d’adhérence quelconque de la suite (xn), on a bien montré que toute valeur

d'adhérence de la suite (xn) est un minimum de f.

2.2 Montrons finalement que toute la suite (xn) converge vers xe Argmin f.

En décomposant x,_, — x en fonction des termes x, | —x, etx, —Xx,ona
—12 2
xrhl _x” = xnf] - xr! +xn - x”
2 F= —2
=x . —% | 2 <xn_,—xn,xn—x>+xn—x’| _ (531)

’ xnfl - xn n
D'autre part par le schéma (5.1), — e | (x,,).

"
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D'ou par la propriété d'inégalité du &,-sous-différentiel,

Vy e R” f(y) Zf”(xn)+ < xn_,t—x,, V=X, >—E,.

En prenant y = x, il résulte que

f(®) 2 fo(x,)+ <

ou encore

<x";‘t—ﬁ,xn—;>2f"(xn)—f(a_c)—s".

n

(5.31) devient donc

T~ )—an > ”x,H - xnuz + 2tn[f"(xn) - f(;) = 8”] +lx, — ;"2
> ”x" —;"2 + 2tn[f"(xn) - f(;) - 8,,].
La seconde inégalité provenant du caractére positif de |x,_, —x, g

Dés lors, puisque inf f” Sf"(xn) etd. =t
N LI - Y] Iy I |

D'ou, puisque x € Argminf et que par conséquent inf f = f (E)

g —;”2 auxn —;Hz +2{[inff" —inf f —gn].

En posant o, = 2{(inff —inf /" + 5”) on obtient donc
=12 —||12
e, - <l 40,
Dés lors, puisque (5") est de maniére assez évidente une suite positive et que
25,, <o, Il'résulte de la proposition 1.2 que toute la suite (xn) converge
n=1

Vers x.

O
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CHAPITRE 6 : APERCU DE DEUX ALGORITHMES PERMETTANT
D'AUGMENTER LA VITESSE DE CONVERGENCE DES
METHODES PRECEDENTES.

6.1 INTRODUCTION

Dans ce dernier chapitre, nous allons considérer le probléme d'optimisation convexe suivant:

Jmin fo(x)
(P)ys.c. f(x)<0 i=1-,n
xeC

ou C est un ensemble convexe fermé non vide de R” et f, : C—>R i=0,1,---m sont des
fonctions convexes semi-continues inférieurement.

On peut bien siir résoudre ce probléme en utilisant l'algorithme obtenu en couplant la
méthode diagonale avec la pénalisation externe ( voir chapitre précédent).

Mais comme nous n'avons aucun renseignement sur la vitesse de convergence de cet
algorithme nous allons essayer dans ce chapitre , de découvrir une maniére de résoudre le
probléme d'optimisation ( P) en tenant compte de ce critére de vitesse de convergence et en
essayant d'obtenir une vitesse de convergence superlinéaire.

On propose deux algorithmes différents :

- Le premier algorithme est une généralisation de l'algorithme proximal ( vu dans la
premiére partie) appliqué au probléme primal ( P).

- Tandis que le second algorithme est une généralisation de I'algorithme proximal mais
appliqué au probléme dual

= f,(x)+ 2y fi(x) sixeCetyeR
i=1

L) {mxin mf}x l(x,y) ou !(x,y) =——wosixeCetye R/

=+oosix g C.
Remarque :
On appellera respectivement ces algorithmes
VPA (Variable metrics Proximal minimization Algorithm) et

VPM (Variable metrics method of Multipliers).

Le paragraphe 6.2 sera consacré a I'étude de l'algorithme primal et le paragraphe 6.3 a
l'algorithme dual.

- 130 -



6.2 APPLICATION PRIMALE

Dans ce paragraphe, nous découvrirons & la section 6.2.1 l'algorithme primal VPA.
Ensuite, dans la section 6.2.2, nous citerons les résultats principaux que M. Qian [7] a
obtenu pour la convergence de cet algorithme.

6.2.1 Description de l'algorithme VPA
Considérons le probléme d'optimisation

jminfo(x)
(P)ys.c. f,(x) <0
xeC

ou C est un ensemble convexe, non vide, fermé de R" et
fi: C>R i=0,1---,m sontdes fonctions convexes, semi-continues
inférieurement.

Posons Q:{xeC g f(x)<0 i:O,l,---,m} et
_{fo(x) sixeQ
/= +o  six gl

f est alors une fonction convexe, propre, semi-continue inférieurement.

A l'aide de ces notations, on peut réécrire le probléme ( P) sous la forme d'un probléme
d'optimisation sans contrainte min f(x).

La méthode la plus générale connue pour résoudre ce probléme est l'algorithme du point
proximal vu dans la premiére partie (chapitre 2).

Une itération de cet algorithme peut s'écrire comme suit :

Xy =%, — LY, OU ¥, € @c(xku):

Ou encore

Xeo T4V =X, ou ¥, eﬁ(xk+1)=

c'est-a-dire

(]+tkT)(xk+|):xk on T'=¢,
ce qui est encore équivalent a

%o =(1+1,T) 'x, avec T=¢ . (6.1)

Cet algorithme a récemment connu un regain d'intérét pour sa puissance théorique, mais
cependant, on peut montrer qu’il posséde une faible vitesse de convergence; ce qui
constitue un inconvénient majeur pour cette méthode.

Dans ce paragraphe, nous étudierons donc une modification de l'implémentation de
l'algorithme proximal.

Cette derniére possédera dans certains cas une vitesse de convergence assez grande.
Sous certaines hypothéses de différentiabilité, cette vitesse pourra méme devenir
superlinéaire.
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Remarquons d'abord que lorsque l'on exécute une itération de l'algorithme proximal, on doit
résoudre le sous-probleme

. 1 2
wjpsO) b sl

Par conséquent, si fest différentiable et si on linéarise f autour de x,, cela revient a
: T 1 2
nagnf(xk)+(Vf(xk)) y+;”y-xkn . (6.2)
k

1 .
Le terme 7 peut étre considéré comme une longueur de pas.
k

De plus, lorsque la norme du sous-probléme (6.2) est générée par la matrice Hessienne
. 2 n , T
H(xk), le terme quadratique “y =% " peut étre remplace par (y = xk) H(xk )(y - xk) '

Par conséquent, il est assez facile de voir que l'itération proximale (6.2) est liée assez
étroitement & l'itération de Newton

, T 1 T
m}gnf(xk) +(Vf(xk)) y+ E(y - xk) H(xk)(y - xk). (6.3)
C'est sur ce lien entre l'algorithme proximal et l'algorithme de Newton que nous nous
baserons pour tenter d'améliorer la vitesse de convergence de l'algorithme proximal.

Notre objectif est de construire un algorithme qui converge de maniére globale comme
I'algorithme proximal et qui posséde la convergence quadratique de la méthode de
Newton !

Une premiére idée est d'appliquer directement la méthode quasi-Newton a la fonction

1) =m0+ 55 |

mais cette approche semble assez difficile vu la complexité de f;.

Cependant, la remarque concernant la comparaison des termes quadratiques intervenant
dans les sous-problémes (6.2) et (6.3) nous invite assez facilement a vouloir ajuster la
norme a chaque itération.

C'est cette idée qui est a la base du nouvel algorithme que nous allons introduire :

Soit (H k) une suite de transformations linéaires continues de R" =3 R" définies positives.

Remplagons dans l'itération (6.1) le terme #, ' par (tk H' T). On obtient ainsi une
itération de la forme
%, =P(x,) ou P =(I+1,H;'T) et T=4.

Notons cependant que pour calculer Py, il faut calculer I'inverse d’une somme, ce qui n’est
pas toujours évident. C’est pourquoi nous remplacerons I’itération précédente par

- \ = A\ _
X, =P, (x,) ou P, =(I+1,H;'T) et T=4.
On peut réexprimer cela de la maniére suivante.

Xy %, Pk(xk) ~ %y
ou encore

X =X, +w, ou w, E[Pk = [](xk).
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Définissons D, =(I+4,H;'T)" -1 avec T=4 . (6.4)
On a alors l'itération suivante :
Xy, =X, tW, avec w, EDk(xk). (6.5)

Cependant, cette implémentation de l'algorithme proximal a un sérieux inconvénient.

En effet, on essaye de générer une suite dont le comportement est le plus proche possible de
celui d'une suite générée par la méthode de Newton, on espére donc ainsi atteindre la
solution optimale en une seule itération lorsqu'on minimise une fonction quadratique
fortement convexe. Ce qui n'est pas notre cas.

Afin de retrouver cette propriété de la méthode de Newton, nous introduisons une variante
a l'itération précédente.

En effet, dans l'itération (6.5) on peut facilement interpréter l'opérateur D, comme
générant une direction & partir du point x; . Par conséquent, l'idée est d’ajouter une
longueur de pas a l'algorithme.

Ce nouvel algorithme peut alors se résumer comme suit :

Soit x, € R" fixé

et x, donné par l'itération &.
On pose x,,, =x, +6,w, ou w, ;Dk(xk)
De plus, pour tout &, on demande

8, 21+6 avecd >0,
16, <2-85 avecd >0.

(6.6)

Pour rejoindre les algorithmes donnés 4 ce sujet dans la littérature, les propositions
suivantes sont requises.

Proposition 6.1

Si Dy est défini par la relation (6.4)
alors l'opérateur D, peut se réexprimer comme

-1
1 . .
t—] ou T est le sous-différentiel &f .
k

D, :~(1+ T H,

Preuve :

Puisque Dy est défini par la relation (6.4) on a pour tout w € R".
weDk(z)<:>we([+tkH,:'T)—l(z)—~z avec T =df
Swtze (I +1‘kH,;’T)—1 (2).
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En appliquant (7 +1,H;' T) de chaque cdté, on obtient

weD,(2) oze(l+1,H'T)(w+2)
ozew+z+t,H'T(w+2)
owe—t H'Tw+12).

De méme en appliquant 77'H, (t_J = (—t,(H T )V] de chaque coté ona

k

-1
weD,(z) ow+ze T“Hk[t—w]

k

1
<:>ze[I+T'1Hk t—](—w)
k

-1
1
swe-I+T'H,—| (2).
kg
k

0

Proposition 6.2

Si  w, est défini par la relation (6.5)
alors w, =D, (xk)
si et seulement si
w, =argmin o!? (w)
(

1
ot () = £(x, +w) +27wTka.
k

Preuve :

Par la proposition 6.1, en posant 7=¢4f ona

-1
w, =D,(x,) o w, ;{I+ T'H, ILJ (x,).
k

t

1 , :
) au point w; on obtient
k

Dés lors en appliquant [I +T7'H,

w, =D, (xk) <:>([ +T"'H, %](wk) =-X,

k

oW, +X, = T‘in(—)i(wk).

=134 -




De méme en appliquant T au point w, +x, ontrouve

1
w, EDk(x,,) <:>7(wk +xk)§Hk Z(_Wk)

1
& ﬂwk + xk) +I_H"w" =0.
k
De plus comme l'opérateur 7' est le sous-différentiel de f il en résulte que

w, =D,(x,) & F(w, +x,,)+%gkwk =0

=0

W=y

[ 1o,
@élf(w+xk)+21 w kaJ

k

& apy” (w)

D'ou en utilisant les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalité pour une fonction
convexe, propre et semi-continue inférieurement ( voir proposition V.1 en annexe) on en
déduit

-

w, =D, (xk) &w, =argmin p!” (w).
O

Ces deux théorémes nous permettent donc de réécrire l'algorithme (6.6) de la manicre
suivante

Soient x, € R” fixé,
x; donné par l'itération k.

1) On choisit
e) H, € R™" une matrice définie positive liée aux propriétés différentielles de f.
)¢, >1.
2) On pose
1
.) Wy ":*argmin ¢i£p](w) avec ¢;£P) (w) :f(xk +W) +Z—WTka
weR" k

°) x,_, =%, +0,w, avec1<6, <2.

(6.7)

Pour que l'algorithme (6.7) soit complet, il reste encore a préciser le choix de 6, .

Evidemment, on souhaite que la suite (xk) générée par l'algorithme se trouve dans
I'ensemble Q des contraintes du probléme (P). Par conséquent, il faut choisir 8, de
maniére i ce que x,,, =x, + 6w, € L.

Un choix possible pour 8, est donc de prendre

144 141
6, = : s x, +[ k]wk eQ
t, L
= max{t? tq x, +0w, €Q et <2} sinon

L'algorithme VPA est donc le suivant,
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Soient x, € R" fixé,
x; donné par l'itération k.

1) On choisit

o) H, € R™" une matrice définie positive liée aux propriétés différentielles de /.

o), >1.
2) On pose

. 1
o) w, =argmin ¢{” (w) avec #"(w) :f(xk +w) +?WTH,¢W.
k
®) X, =X, +6,w,
avec

1+1¢ . 1+1¢
6, = : si x, +( k]wk eQ
I, 1y

=max{9 tq x, +0w, €Q et <2} sinon

Algorithme VPA

Remarquons que le choix de 6, vérifie bien la propriété 1<6, <2.
- Montrons d'abord que 6, est plus grand ou égal a 1.

Cela découle de la définition de 6, et du fait que x, + & w, € Q pour 6 =1.

En effet, par définition, w, = argmin @\P(w) et par conséquent,il suit de la définition
de goﬁf”) que f(xk +wk) <o, Parconséquent x, +1w, € Q.

- Remarquons ensuite que grace  la définition de 6,, 6, est strictement inférieur a 2.

Aprés avoir envisagé l'algorithme primal VPA, nous citerons dans la section suivante les
principaux résultats que M. Qian [7] a obtenu pour la convergence de cet algorithme.

6.2.2 Convergence de l'algorithme VPA

En supposant que la suite des matrices (H k) soit bornée et que ces matrices soient
uniformément définies positives, M. Qian a montré que moyennant certains critéres
précisant l'approximation w, =D, (xk), toute suite (xk) générée par l'algorithme précédent
converge lorsqu'elle est bornée, vers une solution optimale.

Pour le rappel de la définition de l'uniforme définie positivité des matrices, il faut se référer a
l'annexe VI
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Pour que cette convergence soit superlinéaire, des hypothéses supplémentaires sur les
problémes (P) et (L) sont nécessaires.
Pour rappel,

Foe)+ 2y, f(x) sixeC etyeR!"
i=l

(L)En}én max l(x,y) oﬁl(x,y)=<—oo sixeC et yeR"
+oo six ¢ C.

L

Ces hypothéses seront appelées par la suite hypothéses de convergence de base (BCH).
Ces hypothéses sont les suivantes:

Hypothéses BCH

a) Condition suffisante du second ordre

e Il existe un point selle (E,;) de / tq (;;) € intC.
(Rappel : comme / est une fonction convexe en x et concave en ), (;, ;) est un point

selle de / si et seulement si (J_C;) € (c?xl,—é‘yl) ).

e De plus les fonctions f, i =0,---,m sont deux fois différentiables dans un voisinage

de x.

b) Condition de complémentarité stricte

Soit / = [i ef{l--m} tq f (;) = O} I'ensemble des indices des contraintes actives en x.

Alors y, >0 Viel.

¢) Indépendance linéaire

Soit / l'ensemble défini en b).

Les gradients Vﬂ(;) i € I sont linéairement indépendants.

d) Définie positivité du Hessien sur un sous-espace

La matrice Hessienne H =V l(x, y) est définie positive sur le sous-espace tangent

{w tq wTVf,.(;) =0 Vi e]}.

Ces hypothéses vont permettre de garantir que x est l'unique solution optimale de (P) et

(;,)_z) l'unique solution optimale de (D).
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Par ailleurs, elles vont également assurer le caractére différentiable ainsi que la lipschitz

continuité de l'opérateur T™ ou T=4.

La notion de différentiabilité que l'on emploie dans ce contexte est la suivante :
L'opérateur inverse T~ est différentiable en l'origine si
- T7'(0) est un singleton {E}
- il existe une transformation linéaire 4 telle que
356>0 @2T ' (w)-z—Awco(wl)B lorsque

o([wl)
Il
On note A =VT™(0).

[wll <& et —0 quand [w|—o0.

Cette propriété de différentiabilité de l'opérateur T™' joue un role essentiel dans I'étude de
la vitesse de convergence de l'algorithme VPA.

On peut en effet montrer que, pour que cet algorithme converge de maniere superlinéaire,
il faut ajouter au caractére borné de la suite garantissant la convergence, deux hypothéses
dont l'une d'entre elles ( la seconde) fait intervenir le caractére différentiable de =

En effet,dans la premiére hypotheése, le caractére différentiable n'intervient pas car il est
seulement indispensable que les matrices H, générant la métrique convergent dans la
direction x,,, —x, vers la matrice Hessienne de la fonction objectif en la solution.

Par contre, dans la seconde hypothése, T™' doit étre différentiable et sa dérivee
A=VT'(0) doit étre non singuliére !

NB: Dans le cas ol les contraintes sont polyhédrales, on peut montrer que l'on peut
identifier les contraintes actives en un nombre fini d'itérations et que, grice a cette
propriété, il n'est plus nécessaire, pour avoir une convergence superlinéaire, d'imposer
que A soit non singuliére !

6.3 APPLICATION DUALE

Comme on vient de le voir 2 la section précédente, l'objectif que nous nous étions fixé au
début de ce chapitre, a savoir obtenir une plus grande vitesse de convergence vers la
solution optimale du probléme (P) est atteinte quand on applique l'algorithme VPA.

En effet, dans ce cas, on a vu que moyennant certaines hypothéses de différentiabilité dans
un voisinage de l'origine, la suite générée converge de maniere superlinéaire.

Essayons maintenant de reproduire le raisonnement que 'on a suivi 4 la section 6.2 sur le
probléme primal en appliquant celui-ci au probleme dual.
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Nous verrons que dans ce cas-ci aussi, on peut atteindre une vitesse de convergence
pouvant étre superlinéaire.

6.3.1 Description de l'algorithme VPM

Dans cette section, supposons C = R".  Posons

o )
‘ _HsTk sz
ol H, € R™ est symétrique,

nxm
Hy € R™,

H,, = diag (¥, ,h¥) >0
et supposons toutes ces matrices H, non singuliéres.

Comme le probléme qui nous intéresse dans cette section est le probléme dual :

Folx)+ 23,7, siyeR"etxeC
i=1
mxin m}'c}x I(x,y) ou l(x,y) =140 sixe C
= sixeC,ye R/

|8

la fonction & optimiser est la fonction lagrangienne / et non plus la fonction f.

1 suffit dés lors, pour résoudre le probléme dual, dutiliser I'algorithme (6.6) en remplagant
T=¢g par T=4.

La proposition suivante va nous permettre de réexprimer sous une forme équivalente le

‘. . F T
calcul effectué a la £“™° étape, a savoir (v,, U ,() = Dk((xk , yk) )

Proposition 6.3

(;k,ak)r € Dk((xk,yk)r) si et seulement si

(;k,uk)T résout le probléme min max ¢, (v,u) (6.8)
veR" ueR™

1 1 1
ou ¢, (v,u) = l(xk V., +u) +— v H v+—v Hyu——u"Hyu.
2, l, 21,

Preuve :

En appliquant la proposition 6.1 lorsque T =& on sait que

g ol forn ) )

Par conséquent, pour prouver la thése, montrons que la propriété

(;k\ L 1Y W
AN

est vérifiée si et seulement si la relation (6.8) est vérifice.
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. 1
Appliquons d'abord l'opérateur -[I +T'H, r—~] sur chaque terme de (6.9).

k

On obtient ainsi
X 1 ¥ )
Uj c {I Rl 2 —]k_"J,
k tk Uy

(e ()
Gk e T o)

Dés lors en appliquant de chaque c6té l'opérateur —T, il résulte que

ou encore

1 (;k\ (xk +1—)k\
i L P

et par conséquent
1 (v) (e, +vi)

oei Al i)

Si on décompose a présent H, en fonction des H,, et si onremplace T par sa valeur,
on obtient ainsi

1( H, Hy Vi (é’ul(xk"‘;k:yk"';;’f)\
ot et i %)

I _H;rk H,, J\u, aul(xk+vk>yk+z_{k

Dés lors, on en déduit que

3

- - 1 - 1 =

| d,l(xk Vi, Yy +”k)+t_H|k"k +TH3kuk |
0¢e - ~ 1" ~ 1" b
_a"u[(xk + Vi, ¥, +uk) _1_ka Vi +I_H2"ukJ
k

k

En utilisant la définition de ¢, (v,u), il résulte que

(0.6, (ve,us))
O\ o (et

Par conséquent, comme ¢, est une fonction convexe en v et concave en u ( cela est dii au
fait que / est concave en la premiére variable et convexe en la seconde, et 4 la définition de
¢,), on obtient en utilisant les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalisation d'une

fonction convexe et d'une fonction concave que
-y — T . .
(vk,uk) résout min max ¢k(v,u).

veRr ueRkn
0

Gréce au théoréme précédent, on pressent que pour réexprimer l'itération £ de l'algorithme
(6.6) on va devoir donner une expression a u, et Vi (solutions du probléme (6.8)).
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Pour cela, procédons en deux étapes.

1) D'abord fixer v et chercher u tel que uy = argmax ¢, (v, u) .
ueRm

Proposition 6.4

Soit  veR" fixé, Fx)=(f,(),....f,(x),

u = argmax ¢, (v,u).
_ ueR~
Alors u, peut se réexprimer comme suit

f, F(xk +v) +%H§kvj

e k i ) 1 hl.(k)
(uk)j = h(k) 51 F(xk +V) Hlkv (yk),- —t—
i i k
uy) =y, ) sinon, (6.10)
(), ==,
Preuve :
voir appendice (§6.4).

2) Ensuite, substituer cette solution u, dans P, (v,u) et essayer d'en déduire la valeur de
ve. La proposition suivante précise cette valeur.

Proposition 6.5

Si on note la i*™ colonne de la matrice H par H ( ) alors
v résout le probléme de minimisation suivant :
min ¢" (v) (6.11)
veRr
ou
1
i OE fo(xk +v)+2—v Hlk"+ '{'{f xk“*“") (yk) vy By o ( ,i))
et
I S yh,
‘{’(fj,y,.,v,c,h,,a) fy,+—~f+ a'v 31f1+za L
hy: : 1 h
:——’y' Ly, sif,,+-aTv£——y' =,
de ¢ ¢ c
Preuve :
voir appendice (§6.4).
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Gréce a ces valeurs de u, et v, on peut réexprimer l'algorithme (6.6) comme suit.

Choisir (x, ,yl) € R™ etposerk=1.

* Choisir 7, >1,1<86, <2,
H,, € R™ symétrique,
H,, = diag(h®,+,h¥) >0,
H, e€R™.

o |d
>
tn |tn
— o

* Poser Y, =V T Bk;}k ol uy :((ak)l_) est donné par la prop. 6.4

i=l-m
avecv=yv,_,.
et Yo =%, +0,vi o v =argmin ;" (v) avec giP
veR»
défini par (6.11).
* Poser k=k+1 etrecommencer le pas 1.

(6.12)

1l reste encore pour terminer a préciser la valeur de  6,.

Cette derniére ne peut prendre n'importe quelle valeur.
En effet, le probléme qui nous intéresse est

mxin m}e}x l(x,y)
On a donc tout intérét a ce que la suite ( yk) soit positive,
sinon par définition de la fonction lagrangienne, on aurait Vx € C m)e}x l(x, y) = —00,
Par conséquent, il faut choisir y, > 0 et il faut prendre ¢, de maniére a ce que
Yin =Wk +9k;k 20

lorsque y, =20.

La proposition suivante nous donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que y,,,
soit positif lorsque y, l'est.

Proposition 6.6

Soit y,., =V, +6,u, avec y, =0.

Alors
Vi =0 siet seulement si

(yp), =0 sily,), =—lw),

:(yk)i+9k(;k)i avec 6, < min
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Preuve :

Par la proposition 6.4 : (Ek) = (_yk)

Dés lors, subdivisons la preuve en deux parties
Etudions d'abord le cas ou (uk) = (—yk)

i i

et examinons ensuite le cas ou (u;, )i > (-y,r)'_.

- Dans un premier temps supposons que (E,, ); = (— y,‘)l_ et montrons que ( Vi )f est positif

si et seulement si ( Vst ),- est nul.

11 suffit de remarquer que ( Vs )i ne peut étre strictement positif.

Supposons par I'absurde ( P )J, >0, dans ce cas

(y,w,),. = (}’k),- +9k(;k),- >0.

De plus comme on est dans le cas ou ( yk)f = (—Ek)j_, il en résulte que

(ym),. = (l—ﬁk)(yk),. =0, (6.13)

Or par construction de l'algorithme (1 = 9,;) <0, (6.13) se réduit donc a
8, 51 e ( yk)i <0, ce qui contredit I'hypothése y, =0.

- Supposons a présent que —(yk)l_ < (i;k)r_.

Comme par hypothése y,,, =y, + Bk;k on peut réexprimer ( J’;m),- comme suit

A RTACR

1l suffit donc pour démontrer la proposition 6.6 de justifier que ( Viai )f est positif si et

seulement si 6, < min {_—(_y—kl’_}
—(yk)i<(uk)f<0 ("k)i

Pour cela, on procédera en deux étapes. On éliminera d’abord le cas ou (m ), >0 en

montrant que dans ce cas ( Vo )j est toujours positif. Ensuite, on montrera que lorsque

(—yk),.

(ux) <0 ona(y,) 206, <=".
| | (we),

e Montrons d'abord que ( y,m)'_ est positif lorsque (z_:;; )i est positif.
Par hypothése y, =0 et par construction 6, >21>0.

Des lors (y,m)i = (J’k),- + ek(a,,)f sera toujours positif lorsque (;k)j >0.
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e Montrons ensuite que lorsque (Ek ).- est strictement négatif alors ( s ).- est positif si

(_J’k),-

et seulement si 6, <—==—.
(us),

Or (yk+1 )j = (yk)r_ +6, (E,‘)i est positif si et seulement si (J’k),- >-6, (5;: )r,.

Par conséquent puisque (1—1;; )i est négatif, on en déduit que ( Veat )j est positif si et

(_yk),

seulement si @ Smi—.

O

Grice 4 la proposition précédente, on sait donc qu'on ne pourra pas toujours choisir

1+ ¢, ' ) . )
6, = o oar dans ce cas on n'est pas nécessairement assuré que ¥, =0.
k
: y ' e . § _(yk ) i 1+ t;,
Par contre, ce que l'on peut faire, c'est choisir 6, = min min =
“J’;,<"*)1<0 (uk)i tk

Le choix de 6, étant maintenant précisé, nous pouvons réécrire l'algorithme (6.12) en
fonction de ce dernier et obtenir ainsi l'algorithme dual VPM .

PAS O * Choisir (x,,y,) e R™ avec y, 20.
Poser k =1.
PAS 1 * Choisir 7, >1,1<6, <2,

H,, € R™ symétrique,
H,, = diag(H* - HY) >0,
H, e R™™.
* Poser y,, demanicre ace que
( ) :(yk),-_'_ek(;"),- si (ak),i(_yk)f
Yirr ] —10 =l (yk),- :_(;k)[
ou ° w, estdéfini par la proposition 6.4
avecv=yv, |,
“(yk),- 1+,

@, =min]  min
)dmo| (), |7t

k

* Poser x,, =X, +0,v, ouv, =argming, " (v) et ¢ est défini
veR»
dans la proposition 6.5.

Algorithme (VPM)
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Dans la section suivante, nous citons les principaux résultats de convergence de cet
algorithme.

6.3.2 Convergsence de l'algorithme VPM

Les résultats de convergence que M.Qian [7] a obtenu pour l'algorithme dual sont assez
semblables a ceux qu'elle a obtenu pour l'algorithme primal.

En effet, dans un premier temps, moyennant certains critéres précisant 'approximation de

(vk " uk)qr o Dk((xk . yk)T) elle a établi les hypothéses indispensables sur les matrices Hy

pour que la suite (xk , yk) générée par l'algorithme dual converge, lorsqu'elle est bornée,
vers un point (x",y") o x" est une des solutions optimales du probléme (P) et (x",y") une
des solutions optimales du probleme (L).

Ces hypothéses sont les suivantes :
- la suite des matrices (H k) doit étre bornée et uniformément définie positive ;

- la matrice H,, doit tendre vers la matrice H, = diag(hi,m,hm) ]

- (H3 k) doit étre une suite bornée et pour tout & les colonnes de H,, doivent étre
linéairement indépendantes.

Comme on peut le constater, ces hypothéses sont assez proches des hypothéses de
convergence que I’on a établies pour qu'une suite (xk) qui est bornée et généree par
l'algorithme primal converge.

Aprés cela, comme dans le cas primal, elle s'est intéressée a la vitesse de convergence.

De plus, comme pour I'algorithme primal, elle a eu besoin d'hypotheéses supplémentaires sur
les problémes (P) et (L). Ces hypothéses supplémentaires sont encore les hypothéses BCH.

Rappelons que ces hypothéses garantissent I'unicité des solutions optimales des problémes
(P) et (L) ainsi que le caractére différentiable du moins dans un voisinage de l'origine de
l'opérateur T~', ot cette fois l'opérateur T est le sous-différentiel de 1.

Cette propriété de différentiabilité va ici aussi jouer un role important dans I'étude de la
vitesse de convergence.

En effet, moyennant certaines hypothéses de convergence sur les matrices Hy ,ona
essentiellement besoin pour assurer la convergence superlinéaire de l'algorithme dual que :

— = AT T . b .
- le calcul de (vk,u;() =D, ((xk ,yk) ) soit réalisé avec exactitude ,
- =T
- (vk,uk) tende vers (0,0) :
- T soit différentiable dans un voisinage de l'origine.

Les hypothéses ci-dessus font donc ici aussi intervenir le caractére différentiable de T™".
Cependant, elles sont quelque peu différentes des hypotheses établies dans le cas de
l'algorithme primal VPA.

En effet, pour l'algorithme dual on se contente de vérifier que I'opérateur T est
différentiable en l'origine, mais on ne se préoccupe pas de savoir, comme c'est le cas dans
I'algorithme primal, si la dérivée 4 = VT~ (0) est singuliére ou non.

- 145 -



De plus, au lieu dimposer comme précédemment que la suite que I'on génére soit bornée,

; ; T
on impose que la suite (vk ,uk) converge vers 0.

Cependant, méme si les résultats obtenus pour chacun des algorithmes primal et dual ne
sont pas tout a fait les mémes, on peut quand méme remarquer dans chacun de ces deux
algorithmes la nécessité de la différentabilité en l'origine pour pouvoir converger de maniére
superlinéaire vers la solution.

6.4 APPENDICE : DEMONSTRATION DES PROPOSITIONS 6.4 ET 6.5

Proposition 6.4

Soit veR" fixé, F(x):(f](x),---,f,,,(x))T,

uy = argmax ¢k(v,u).
ueRm

Alors u, peut se réexprimer comme suit

) tk[F(xk ~%~v) +%H§ka , o)
(Hk),- = g =i [F(xk “‘V) +I—H;v]‘ 2—(,1@)‘ -

U ~=-{y,) sinon. (6.10)
(1e), =-(),

Preuve :

Par définition
1 T l T I T
¢, (v.u) :I(xk £,V +u) b H]kv+r—v HHM—E—;u H,u.
k k k
Dés lors en remplagant la fonction Lagrangienne par sa valeur, on obtient

1

B, (v,u) = f()(xk +V) + Z[(J’k)i +ui]fi(xk T V) +E;_VTHH¢V+}1—"TH3::"

i=1 k k
1 T
= gl 6.14
Ztk 2k ( )
si x, +veC ety +ucRh]
=-o si x,+veCety +ugR/ (6.15)
=+ six, +veC. (6.16)
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Envisageons deux possibilités différentes.

Supposons d'abord que x, +v ¢ C.

Dans ce cas, on a par la relation (6.16) que pour tout # ¢, (v,u) = +o.

Par conséquent, on peut prendre pour u, ( point maximisant @, (v,u) avec v fixé)
n'importe quel point de R” .

On peut donc prendre en particulier . donné par la relation (6.10)

et la proposition est démontrée.

Supposons ensuite que x, +v € C.

Sous cette hypothése, il découle des relations (6.14) et (6.15) que

¢k(V,"): f(}(xk +v)+i[(yk)- +ui].fi(xk +v)+_1—vTH1kv+i"TH3k”
e blal 21, 1,

1
-—u'H,u si y, +u=0 (6.17)
21,
=—o0  sinon. (6.18)
Dés lors,
m 1
& ++[ +] +v)+—Vv'H,
HHE"}%( ¢k(v u) zm%{ fo(xk V) ;(}’k), ”;f;(xk v) 2tkv 1wV
1
+ZVTH3;¢"—E1‘TH%”

1
@zfge%m fo(xk +v) Z(yk) f(xk +v)+§-vTHlkv

i=l k

+Zu (xk+v)+—v LZH%( iu, }——h“"( ). (6.19)

2

Afin de maximiser sur # et ainsi obtenir #, , nous allons maximiser sur chaque
composante #; . D'ou, comme la fonction objectif de (6.19) est concave en u, en
utilisant les conditions nécessaires et suffisantes d'optimalisation d'une fonction concave,
nous obtenons

Vie{lm}  0e-3,#,(v,u) (6.20)
ou ¢, est la fonction objectif de (6.19).

La relation (6.20) peut encore se réexprimer comme suit

(k)
Vie{l,m OE—{0+0+0+f,.(xk+v)+tivTH3k(-,i)—(-1;k).hi }

k ! tk
On a donc ainsi

(iik),.:i{f,-(xk +v)+%

(k)
h v

v H,, (- ,1)}. (6.21)

D'autre part comme y, — y, = 0, on est certain qu'il existe un « vérifiant y, +u >0
(il suffit par exemple de prendre —y, = u).
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Par conséquent on déduit de la relation (6.15) que

max ¢k(v,u) > —00. (6.22)
ueRm
Dés lors u, =argmax ¢, (v, u) vérifie y, +uy 2 0.

En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait ¢, (v,ﬂ;,) = argmax ¢k(v,u) =—o00, ce qui
ueR»
contredirait la relation (6.22).

On a donc pour tout 7 : (u;c)f 2(—yk)f (6.23)

- Supposons dans un premier temps que (?lk) > (— yk)'_.

i

Alors en remplagant (Ek) par la valeur trouvée dans l'expression (6.21) on obtient

_(yk)jhf(k)

1
f,.(xk+v)+z—vTH3k( -,i)> t

k k

- Supposons ensuite que (Ek)i = (—yk),, :
Dans ce cas, on a directement la seconde égalité de (6.10).

On peut donc résumer ce qui précéde comme suit

Y [ |
(Uk)r_ =%L]}(xk +v) +r}—vTH3k(-,i)_|

k

si f(x, +v)+ti"THsk(',i)> _

k
:(—yk)i sinon.

Ceci qui prouve la proposition 6.4,

Proposition 6.5

Si on note la i™ colonne de la matrice H par H ( 1) alors

v, résout le probléme de minimisation suivant :

min ¢,(v) (6.11)
ou
()= fo(xk " v) +§1_VTH1;:"+ "z’lq,(f’(xk +v)’(yk),~’v’tk shf(k):Hak(' ’i))
r =
et

B ¢ L, )2 : L y*_h'
‘{’(ﬂ.,yi,v,c,hﬂa)ff,.y,.+2hi(f,.+Ca v s1f,.+ca V=

c
hy? . 1 h.
I M W o sif, s—atvs-ZHL
2¢c c C c
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Preuve :

- Montrons d'abord que v, résout le probléme de minimisation

m
=1

s Pl )+ Bl ) e )+

i

VTH]kV
P’
1 1

+—VTH3k;k ——(;k)Tsza;, .
tk Zl‘k

Par définition, v, résout le probléme de minimisation

Juig o)

Or en vertu des relations (6.14), (6.15), (6.16) (voir démonstration de la proposition
6.4) on a l'expression suivante pour ¢, \v,u

8, (v,1e) = £, (1, +v) é[(yk),_ () )4 +9) +2_;;‘,THMV
1

T Hy e — () oy
t, 2,
si x, +veC et y, +uy 20 (6.24)
=-c0 si x,+veC et y, +u, ¢ R" (6.25)
=+ si x, +veC. (6.26)

D'autre part, par la relation (6.23) (voir démonstration de la proposition 6.4 ) on sait que
(uk)i 2(—yk)'_ pour tout 7. Déslors y, +u, =0 et par conséquent les relations
(6.24), (6.25) et (6.26) se réduisent a

6. (v,ie) = £, (x, +v)+_i=’];[(yk)f () £, +v)+immv

1 .. - I (=1, -
A Hy(uk——(uk) He
t, 21,

six, +veC
=+ si x, +veC.

On en déduit donc que
_ m _ 1
vneli}r?l" ¢k(v,uk)<:>vxgi}re1n fo(xk +v)+ 2 [(yk).- +(uk)i]f,.(xk +v) +ZvTHlkv
1 1

v H_ uy ——(u) Hyue. 6.27)
L 2,
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- Puisque l'on a la relation (6.27) il suffit pour prouver la these de montrer que

g[(yk),- +(;k),<]fr'(xk +V) '*‘;LVTH”I_!& _%(l_lk)THn;k

k

k
= S 9 0, teo i (1)

e A cet effet, calculons d'abord

m

i=1 k

En remplagant (; k) par sa valeur ( voir proposition 6.4), on sait que

i

1I(y.k'),-iw h(k) d lj,-(xk +V)+—VTH3k;k
T=EL ; J .
1 /= T _
'g_("’f) Hy
k

() B
; [F(x" +")+%H3Tkvj > (y"t)‘ .
i k

k

n

Z((}’k),— —(yk),)f;(xk +V) +%VTH3;¢;k —%‘(;k)"r sz;k

i=1] k k
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En utilisant le fait que H,, = diag(hl(” ,---,hfn")) on en déduit que

g[(y,‘)ﬁ(;k),,]f,(xk+v)+tlvHM 1( ST

k

1l en résulte donc, si on remplace a nouveau (uk) par sa valeur , que

i[(yk)]. +(;k)r_]f,-(xk +v) +~t1—vTH3k;k _i_(;k)THZkL
i=1 . :

m

o Sl sl )t s o e+ )

i=1 k

(s, o)+ Lz (o))

k

k

o T, O H ) =) e

i=l tic

sinon,
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_ t 1
Dés lors, en mettant en évidence le terme h(—lj‘)( s (x .+ v) + -I—H - (i, . )v] partout ou
i k

cela est possible, on obtient que

i[(yk), +(ai‘);]fi(xk +v)+'t1_vTH3k;k "%(;k)Tsz;k
i=1

k k

m

o 0], 20 o)

el gl o)l ) s o) o)

i=1
k

st L))
Zhjk ' {,
B Ly, H®
sif(x, +v) +—HL (i, Jv> ),
f, '

° _%(yk),-(vTﬂak('a"))“%((yk)i)zhf“

k

En rassemblant les termes semblables, on obtient finalement que

S(0), o +9) 5 o - i) o
i=1

k k

2
il t l
o St gl )

si £;(x, +) +tiH3k( i) v
= (6.28)
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e Calculons ensuite Zm:‘w])(f,.(xk + v),(yk)l_,v, i ,hi(k)’sz( .,i)).
i=1

Par définition,

RUCEUIARERE A

2

' l, 1 AT
o tlon o), (e )+ )

— h_(k)
sif,(x, +v)+tL(H3k(.,,-)Tv)> (ykt),- i

k k

O —hf"’((yk)j)zﬂ(yk),-(Hu«(""))T"

2t A

sinon,

Dés lors, en sommant pour i =1, ..., m, on obtient

;‘P(f,-(xk +")’(yk);"’,tk,h}“,H%( _ 1))

° ifi(xk +v)(yk),~ + 2;:(::) [fr‘(xk """)"'l«i Hsk("i)]ij

i=1

sif,.(xk+1J)+?1~(H3k(-,i)Tv)> ;
= , (6.29)
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e 1l suffit alors de comparer les relations (6.28) et (6.29).
On en déduit que

n _ 1 ) e i
;I[(yk)’ +(2lk)f]‘ﬁ(xk +v)+-t__vTH3kuk —2_[’(‘ukTH2kuk

k

= ;"P(f,(xk +v),(yk)j,v,tk,hr.“‘),Hu( : ,j))_
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Dans ce mémoire, nous avons étudié divers algorithmes permettant de résoudre des problémes

d'optimisation.

La premiére partie a été consacrée aux problémes d'optimisation convexe sans contrainte.
Nous avons notamment étudié 'algorithme du point proximal. C'est I'algorithme le plus
généralement connu pour résoudre ce genre de problémes. Nous avons constaté que cet
algorithme du point proximal converge et en avons développé diverses variantes, a savoir la
méthode proximale & métrique variable et la méthode proximale a métrique variable de type

faisceau.

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés aux problemes d'optimisation convexe
avec contraintes. Pour ceux-ci, nous avons procédé par paliers successifs.

Dans une premiére approche, nous avons adopté les algorithmes établis dans le cadre de
l'optimisation sans contrainte en les combinant avec une méthode de diagonalisation.

Ensuite, dans une seconde approche, nous avons étudi¢ la notion de vitesse de convergence et
avons développé 4 cette fin deux algorithmes différents, 'un s'appliquant au primal, l'autre au
dual.

Le résultat essentiel a retenir de cette seconde partie est que I’augmentation de la vitesse de
convergence de l'algorithme nécessite de réintroduire des hypothéses de différentiabilité, du
moins dans un voisinage de l'origine. I semble donc qu'une suite ne puisse converger aussi
vite que l'on veut vers la solution optimale d'un probleme sans disposer de certaines hypothéses
de différentiabilité.

Notons cependant que dans le cadre d'optimisation sans contrainte, il reste encore une question
en suspens.

En effet, dans la derniére variante de l'algorithme proximal étudi€, nous n'avons pas pu réussir
3 démontrer la convergence de l'algorithme. La difficulté réside dans le fait que, dans cette
variante de l'algorithme proximal, on met & jour, lors de chaque itération, les matrices qui

définissent la métrique, et ces mises & jour peuvent engendrer des matrices dégénérées.
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Annexes

Nous rassemblons ci-dessous quelques définitions et propriétés fondamentales de I'analyse
convexe.

I. Ensembles et fonctions convexes

Soient C un sous-ensemble de R” et f une fonction définie de R” dans R u{— 00+ oo}.

1.1 L'ensemble C est convexesi Vx,ye CetVile [0,1], ona
Ax+(1-A)yeC.

1.2 Le domaine de la fonction f est I'ensemble
dom f:={x e R" tels quef(x) < +00}.
1.3 L'épigraphe de la fonction f est 'ensemble
épi f: = {(x,r) € R" x R tels que f(x) < r}.
1.4 Lafonction f est propre si

domf #@ et f(x)>—o0 pourtoutx € R".

1.5 Lafonction f est convexe sison épigraphe est un sous-ensemble convexe de R™*'.

1.6 Proposition : Si la fonction f est propre, alors f est convexe si et seulement si dom f
est convexe et Vx,y € dom f,VAe[0,]]

FlAx+1=-2y) <0 +1-2f(y).

1.7 Silafonction f est propre, alors f est strictement convexe si et seulement si dom f est
convexe et Vx,y € dom f telsquex#y,VAe ]0,1[ ona

Flax+(1=2y) < A7) +(1-2)£(y).

1.8 Silafonction f est propre, alors f est fortement convexe de rapport @ (a >0)
si domf est convexe et Vx,y € domf, VAe]o,][

F(Ax+(1=2)y) < 2,00 +(1- 2 f() —%a A=Ay \/
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Enongons maintenant quelques propriétés des fonctions convexes.

1.9 Proposition : Toute fonction propre convexe est minorée par une fonction affine.

1.10 Proposition :
a) Soit f une fonction convexe et g une fonction fortement convexe de module ¢,
lasomme f+g estune fonction fortement convexe de module a.

b) Soit g une fonction différentiable allant de R” dans R.
g est fortement convexe de module o si et seulement si Vx, y € R

<Vg(y)- Vglx),y-x>2aly- o
1.11 Proposition : Soit J un ensemble inclus dans R" et ( I j)jEJ une famille de fonctions allant
de R" dans R u{+oo} convexes et propres.
Si Jx, € R" tel que sup fj(xo) <o,
jeJ

alors f= sup f, estconvexe.
jeJ

1.12 Proposition : Toute fonction convexe, finie et différentiable est continiment différentiable.

Pour énoncer la derniére proposition des fonctions convexes, les définitions
suivantes sont nécessaires.

1.13 La variété affine de A est le plus petit sous-ensemble affine de R qui contient A
Elle est notée Aff(A).

1.14 L'intérieur relatif, noté ri(4), est l'intérieur de A par rapport a Aff(4).

.15 Soit x, € #i dom f .
£ est localement Lipschitzienne en xo si

3L>0,36 >0 Vx,y eB(xG,E)maﬁdomf:V(x)—f(y)lSL"x—yn.

Enongons a présent la derniére propriété des fonctions convexes.

1.16 Proposition : Toute fonction convexe et a valeur dans R est continue et localement
Lipschitzienne.
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Il. Semi-continuité inférieure et fermeture.

1.1 Une fonction f définie de R" dans R u{— 0, + 00} est semi-continue inférieurement
(ous.ci) enx, e R" si
\f/1<f(x0) 36 >0 tel que Vx € R” ||x—x0|| 28 =5 A< flx).

1.2 Proposition : Une fonction f* est semi-continue inférieurement si et seulement si pour
toute suite (xn) tendant vers x lim f (xn) 2 f (;)
h—»c0

IL3 On définit la fermeture de la fonction convexe propre f:R" — R u{— o0,+ oo} par

cl f:R"—)Ru{—oo,»erO] ou cl f(x)= sup Flx).
F affine
Fsf

1.4 Proposition : Soitf une fonction définie de R" dans R u{ oo} convexe et propre.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f estsci surR".
(i) Ve €R, l'ensemble niveau {x tel quef(x) < a} est fermé dans R" .

(iii) ol f=f

IL5 Proposition : Toute fonction s.c.i atteint sa borne inférieure sur un compact.

lll. Dérivée directionnelle

Soit fune fonction définie de X" dans R u{—oo,+ 00} et x, € R" tel que f(xo) eR.

II1.1 Pourtout d € R", la dérivée directionnelle de f en x, dans la direction d est la limite

Flx, +d) = £(x,)

f ’( xo;d) = glg}no Z si cette limite existe. ) /—:/

(+00 et —oo sont des Valeurs permises).

IIL2 Proposition : Lorsque la dérivée directionnelle de fen xo dans la direction d existe, on a

Fxgi-d) = =f(x0:d).

II1.3 Proposition : Si fest différentiable en xo , alors les dérivées directionnelles f '(xo;d ) sont
finies pour tout d € R”".
De plus, f’(xo;d) =< Vf(xo),d > ou Vf(xo) est le gradient de f en xo .
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IV. Sous-gradients et &-sous-gradients d'une fonction convexe

Considérons dorénavant une fonction convexe et propre f définie de R" dans R u{+ 00} .
A. Sous-gradients d'une fonction convexe

IV.1 Soitx € domf.

Un vecteur d € R" est un sous-gradient de f au point x si
vy f(y) 2 fx)+ <d,y-x>.

IV2 L'ensemble des sous-gradients de f enx est appelé le sous-différentiel de f enx etest
noté & (x). De plus, par convention, si x ¢ domf &f(x)=0.

IV.3 Proposition : Pour tout x € R", le sous-différentiel de / enx estun ensemble fermé et
convexe. De plus, il est non vide et borné si et seulement si x appartient a l'intérieur
du domaine f.

IV4 Le sous-différentiel def est l'application multivoque définie de R" dans l'ensemble
des parties de R" par &f:x — & (x).

IV.5 Proposition :
- L'application multivoque &f est une application

° monotone, c'est a dire
Yu,,u, € domf; Vv, € @‘(ul); Vv, € @’(uz) Do<u, —u,v, v, >20,
° Jocalement bornée, c'est-a-dire pour tout B C int(dom b d ) borne, on a

g (B)= U g (b) estune partie bornée de R".
beB
- Deplus, sif est une fonction semi-continue inférieurement alors §f estune

application fermée, c'est-a-dire que pour toute suite (x,,) qui tend vers x et pour

toute suite (s,c) appartenant au sous-différentiel de /' en x; et tendant vers s, on a

IV.6  On définit la fonction support d'un ensemble S par la fonction

6. R" = Rul{-co+0f ot o,(x)=sup <sx>.
ses
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V.7

V.8

V.9

IV.10

Le théoréme suivant établit un lien entre le sous-différentiel de [ en x,
la fonction support et la dérivée directionnelle.

La dérivée directionnelle de / en X, dans la direction d est la fonction support du sous-
différentiel de /' en xo

flxpd)= sup <%, >.
se@r(xo)

Enongons quelques propriétés utiles pour le caleul du sbus—différentie!.

Proposition : [sous-différentiel d'une fonction différentiable]
Soit / une fonction convexe & valeur dans R, et xo un point de R

Alors f est différentiable en xo si et seulement si &f (xo) = {Vf (xo)}.

Proposition : [sous-différentiel d'une somme]
Soient f et g deux fonctions convexes, propres et définies de R" dans R u{+ oo}.
Si la fonction f est continue en un point x, € dom f N dom g, alors

é’(f +g)(x) = (x) +alx) Vx.

Proposition : [sous-différentiel d'une fonction maximum]
Soient / un ensemble fini de k" et ( f,.)ie , une famille de fonctions convexes allant de
R" dans R. Alors la fonction f =sup f, est continue et convexe.

iel

De plus, le sous-différentiel de f enxo est donné par l'expression

@‘(xo)z(ZOieMLrJ(x )@ﬂ(xo) ou M(xo):{i e xtq f,.(xo):f(xo)}.

0
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B. &-sous-gradients d'une fonction convexe

IV.11 Soite =20, x e domf.
Un vecteur d est un &-sous-gradient de f au point x si

vy f(y)Bf(x)+<d,y—x>-e.

IV.12 L'ensemble des e-sous-gradients de fenx est appelé le g-sous-différentiel de f enx et
noté &, f(x).

IV.13 Par convention, si x ¢ dom f alors &, f(x)=O.

IV.14 Proposition : 4, f(x) est convexe et fermé.
De plus, 4, 7(x) est non vide et borné si et seulement si x € int dom f.

IV.15 Proposition : L'application multivoque définie de R* x R” dans l'ensemble des parties
de R" qui au point (¢,x) associe &,f(x) est une application fermée.

Cela signifie que pour toute suite (gk) tendant vers &, pour toute suite (x,‘) tendant

vers x, et pour toute suite (s,{) tendant vers s ou s, € 8. i (xk) onase o.f (;)

Quelques propriétés utiles pour le calcul du g—sous-différef}tie!.

IV.16 Proposition : [sous-différentiel d'un maximum]

Soit f,,-++,f, des fonctions convexes de R" dans R,
=20,

f = max {f,(x),---,fm(x)},

Alors x* €, f(x) si et seulement si
dA,20 i=1,---,m avec Eﬂ, =1,
i=1

Heg, 20 =1,

tels que (7)) x" € i&ﬁ(ﬂ,f,(x))

@) 0< f(0) - 2(4£,(0) <6 - 2.

i=1 i=l1
IV.17 Proposition : [sous-différentiel d'une somme]

Soit f,,f, : R” —)Ru{— o0, + 001 deux fonctions convexes, propres, s.c.i. ;
g=20;

xe dom(fl + fz) (: dom f, r\domfz).
Alors,

é‘g(fl +f2)(x);)u{0”81f,(x) +3,,/,(x) tq £,20,6,20,6 +6&, SS}
De plus, si ri dom f, N ridom f, #&, ona I'égalité.
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V. Propriétés extrémales des fonctions convexes

A. Considérons le probléme suivant

{minimiser f(x)
5,8 xeR"

ot f est une fonction propre, convexe, définie de R" dans Ru{+oo}.

V.1

V.2

V.3

V4

Proposition : soit x, € R".
xo est un minimum de f sur R" si et seulement si 0 € & (xo).

Proposition : Si la fonction f* est strictement convexe, alors I'ensemble des minima

de f sur R", c'est-a-dire argmin f(x), est soit I'ensemble vide, soit un singleton.
xeR"

Une fonction est dite inf-compacte si et seulement si pour tout a les ensembles

niveau {x tq f(x) <@} sont des ensembles fermés bornés.

Proposition : Si la fonction f est inf compacte, alors, elle admet au moins un
minimum.

Considérons ensuite le probléme

. minimiser f(x)
() s. C. g(x)<0  j=1,-p

out les fonctions f et g; sont des fonctions allant de R* dans R et de classe C’ .

VS5

V.6

Proposition : [Kuhn-Tucker]

Supposons que les fonctions f et g; soient convexes et considérons x" un point
adnn531ble du probleme (P).

Alors x* est solution optimale de (P) si et seulement si il existe des multiplicateurs
de Lagrange A, i€ { ,p} tels que :
-A;20 i=l.-,p

Al g(x)=0 i=1p
- x* minimise la fonction de Lagrange L(x i/{ g, (x

Proposition : [Condition de Slater]
Supposons que la condition de Slater Jx eR" tel que g,( ) <0 i=1L-,p soit

satisfaite et que x soit un point admissible du probléme (P).

Dans ce cas, si x* est solution optimale de (P), alors il existe des multiplicateurs de
Lagrange A, i€ { iy p} tels que :

SAT20 i=l,p

-4, g,.(x')=0 i=1,p

- x* minimise la fonction de Lagrange L(x )+ iﬂ, g (x
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VI. Propriétés des matrices

VI1

VI.2

V14

V16

VL7

Une matrice réelle 4 est semi-définie positive si Vd € R” d"Ad > 0.
De plus, A est définie positive si Vd € R” (d #0)d" 4d > 0.

Proposition : Une matrice réelle 4 est semi-définie positive (respectivement définie
positive) si et seulement si toutes ses valeurs propres sont positives (respectivement
strictement positives).

Une suite de matrices (A £ ) est uniformément définie positive si il existe deux nombres m
et M strictement positifs tels que pour tout k et pour tout d on a
0<mld|* <d" A,d < Mlld|’.

Soit A une matrice Hermitienne. On définit le quotient de Rayleigh de cette matrice
wxy A

L%, 305

Notons que cette fonction n'est définie que pour les x non nuls.

comme étant la fonction r, (x) =

Proposition : Soit 4 une matrice hermitienne et 7, (-) son quotient de Rayleigh.
Alors, si A (A4) et A (A4) sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur

propre de 4, nous avons r,(x) € [/'l,ni,,(A),&nax(A)}

Proposition : [Mise & jour BEGS d'une matrice]
Supposons que l'on ait  notre disposition deux vecteurs # et v, ainsi qu'une matrice M,
définie positive. La mise a jour BFGS de la matrice M, engendre une matrice M, ,
définie de la maniére suivante :
M, =M+4-B

T

Al W .
ol A=— si <vu>#0
<v,u>

=0 si <v,u>=0
T
M, uu M,

et =
<M uu>

si <M, uu>%0
=0 sinon.

Proposition : La matrice M,.; obtenue par une mise a jour BFGS vérifie I'équation
sécante M, ,u=v.

De plus, M,.; est une matrice semi-défine positive et elle est dégénérée si et seulement si
<v,u>=0.
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