Institutional Repository - Research Portal

Dépébt Institutionnel - Portail de la Recherche

UNIVERSITE  researchportal.unamur.be
DE NAMUK

THESIS / THESE

MASTER EN SCIENCES MATHEMATIQUES

Etude d'un algorithme de minimisation globale en programmation d.c..

Delaunois, Anne; Ternet, Marie-Pascale

Award date:
1988

Awarding institution:
Universite de Namur

Link to publication

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

« Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
« You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain
« You may freely distribute the URL identifying the publication in the public portal ?

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 03. Jul. 2025


https://researchportal.unamur.be/fr/studentTheses/0f77d127-ad4c-4b1a-91dc-fdbe19f4c32f

FACULTES UNIVERSITAIRES N.D. DE LA PAIX NAMUR
FACULTE DES SCIENCES

Etude d'un algorithme de minimisation

globale en programmation d.c..

Mémoire présenté pour I'obtention du grade
de licencié en sciences mathématiques

par

Promoteur: DELAUNOIS Anne
J.-J. STRODIOT TERNET Marie-Pascale

ANNEE ACADEMIQUE 1987-1988



Facultés Universitaires Notre-Dame de la Paix

Faculté des Sciences

rue de Bruxelles 61,B-5000 NAMUR

Tél. 081-22.90.61 Télex 59222 facnam-b Téléfax 081-23.03.91

Etude d'un algorithme de minimisation globale en

programmation d.c..

DELAUNOIS Anne
TERNET Marie-Pascale

Résumé
Nous présentons une méthode permettant de calculer le minimum global
d'une fonction f sous contraintes gj(x) < 0 i=1,.m ou f et gj peuvent

s'exprimer comme différence de deux fonctions convexes dans RN. Aprés
une étude théorique de la méthode de Tuy et un exposé d'une version
implémentable, nous proposons diverses modifications en vue d'accélérer
la vitesse de convergence de l'algorithme. Nous appliquons ensuite cette
méthode a un probléme de découpe optimale.

Abstract
A method is presented for computing the global minimum of a function f
subject to inequality constraints gj(x) < 0 i=1,...m where f and g; can be

expressed as a difference of two convex functions on RN.First we study a
method due to Tuy and we present its implementable version. Then we
propose several modifications in order to improve the rate of convergence
of the algorithm. Finally this method is applied for solving an optimal
shape design problem.
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INTRODUGTION




Le probléme que nous allons aborder consiste a trouver le minimum

global d'une fonction f sous un ensemble de contraintes de la forme x e Q
et gj(x) < 0 oll Q est un ensemble fermé convexe de RN et f et g; sont des

fonctions non linéaires de RM a valeurs réelles.
Classiquement pour résoudre de tels problémes d'optimisation non

linéaire, on utilise linformation sur le comportement local des fonctions f

et g;, en cherchant par exemple un point de Kuhn-Tucker . Lorsque le

probléme est convexe, cette approche conduit a un optimum global, mais en

l'absence de convexité, elle ne méne qu'a une solution locale.

Si on ne donne aucune structure aux fonctions f et g;, il est difficile

~de traiter le cas général d'une maniére déterministe. Heureusement
beaucoup de problémes ont une structure. C'est le cas si on désire
minimiser une fonction concave sur un convexe ou maximiser une fonction
convexe sur un convexe. Un exemple simple de ce genre de probléemes
consiste a chercher, sur un polyédre connu par ses faces (Ax < b ), le
sommet le plus éloigné de l'origine. On voudrait également pouvoir
résoudre des problémes de minimisation d'une fonction s'exprimant comme
un maximum de fonctions convexes et concaves ou de maximisation d'une
fonction s'exprimant comme un minimum de fonctions convexes et
concaves. Un exemple d'un tel probléme est le calcul du centre du plus
grand cercle inscrit dans un polygéne non convexe.

Dans ce mémoire nous désirons montrer que des méthodes efficaces
existent pour trouver le minimum ou le maximum global d'un probleme de
programmation non linéaire lorsque la fonction objectif et les contraintes
d'inégalités peuvent s'exprimer comme différence de fonctions convexes
(un tel probléme s'appelle un probléeme de programmation d.c.). Nous

étudierons plus spécialement la méthode de Tuy [Réf.8]. Elle consiste

_..1._



a mettre le probléme sous une forme dite canonique ou la fonction objectif
est linéaire et les contraintes sont convexes sauf une qui est anticonvexe.
Ensuite des coupes sont effectuées dans un polytope dont on connait les
sommets jusqu'au moment ol l'optimum global est obtenu. Aprés avoir
démontré la convergence de l'algorithme de Tuy, nous testons une version
implémentable de cette méthode [Réf.7] que nous modifions ensuite pour en
accélérer la convergence. Deux modifications ont été apportées. La
premiére utilise une méthode due a Horst, de Vries et Thoai [Ref.3] pour
trouver les nouveaux sommets du polytope lorsqu'une coupe est effectuee.
La deuxiéme se rapporte a la fagon de construire les coupes.

Dans le chapitre 1, aprés avoir rappelé les propriétés des fonctions
d.c. et indigué comment mettre un programme d.c. sous forme canonique
nous présentons une étude de la convergence de l'algorithme de Tuy. Nous
indiquons ensuite une version implémentable de celui-ci ainsi que
certaines premiéres modifications. Le chapitre 2 est consacré au probléeme
suivant: étant donnés un polytope dont on connait les sommets et un
demi-espace déterminé par un hyperplan,trouver tous les sommets de
I'intersection entre ce polytope et ce demi-espace. Enfin dans le chapitre

3 nous appliquons la méthode & un probléme de découpe de diamants.
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CHAPITRE 1 :

Résolution de problémes d.c.

Algorithme de Tuy et wversions modifiées.




Avant de décrire l'algorithme de Tuy et les modifications que
nous y avons apportées, nous commengons par rappeler les principales

propriétés des fonctions d.c.

1.1 Fonctions d.c. et problémes d.c.

Soit Q une partie fermée et convexe de R". Une fonction f: Q@ — R
est appelée une fonction d.c. sur Q si et seulement si elle peut étre
représentée comme une différence de deux fonctions convexes sur Q:

f(x)=f4 (x)-fo(x) (xe Q) avec fq fo convexes sur Q .

Toute fonction convexe ou concave sur Q est évidemment d.c. Pour
une étude détaillée des fonctions d.c., nous renvoyons a l'article de
Hiriart- Urruty J.-B. [ ref. 2 ]

Citons seulement les résultats suivants:
propriété 1 Toute fonction réelle de classe Cc2 sur R" est d.c. et peut

s'éerire comme la différence de deux fonctions convexes, l'une de classe

C2 et l'autre de classe C*.



Propriéré 2 La classe des fonctions d.c. sur Q, DC( Q), est un espace

vectoriel stable pour les opérations (f1,f2) = min {f{,fo}
(f1,f2) —» max {fq,fo}

0 7’
w'

[ Fad

o3 [
Propriété 3 Si Q est compact, la classe des fonctions d.c. est dense
dans C( Q)) c.a.d. toute fonction continue peut étre approchéeﬁpar une
fonction d.c.M'Hoo "‘"‘“‘{”h‘:'*‘-“/

La classe des fonctions d.c. "représente” bien les fonctions continues.

Propriété 4  Soit fi= gi-h;, ou fj, gj, hj sont des fonctions convexes.

Ona: a) minfi = ;,gj- max{hj+2kgj}
1<ich i=1 1<ich j=1
j#i
k k
b) maxfi - -Zgj+ max{gj+2hj}
1<igh i=1 1<ich =
j#i

Définissons maintenant ce qu'on appelle un probleme d.c.
Un probléme d.c. est un probléme de programmation mathématique de la
forme
minimiser f(x)
(P1)4s.c.gj(x) 20 i=1...... m
Xe Q



ol Q est une partie convexe fermée de R" et f, gq,...,am sont des fonctions
d.c.

Malgré leur grande variété, les programmes d.c.peuvent tous
étre réduits a une forme canonique que nous allons décrire maintenant.

Pour cela, introduisons les définitions suivantes:

1. Une inégalité de la forme g(x) > 0 ou g: R"—> R est une fonction

convexe, est appelée une contrainte anticonvexe .

2. Un probléme de programmation mathématique est appelé un
programme d.c. mis sous sa forme canonique si sa fonction objectif est
linéaire et toutes ses contraintes sont convexes sauf une qui est

anticonvexe, c-a-d un programme canonique d.c. est de la forme

minimiser ctx
(P2) 5.Cc. Xe Q
g(x)=0

ol ce RN Q estun convexe fermé et g: RM—-R est une fonction convexe

Proposition 1 Tout programme d.c. peut étre converti en un programme

canonique d.c.

équivalent.



En ajoutant une variable artificielle v, le programme (P1) s'écrit

minimiser v
X,V
(P3) s.c. gij(x) 20 i=1..m

Xe Q
v-f(x) =0

Notons ensuite g(x,v) min (gj(x),v-f(x)).

1<i<m
C'est une fonction d.c. car g1,....am et v-f(x) sont d.c. et un minimum de

fonctions d.c. est d.c. On peut alors écrire g(x,v) sous la forme
p(x,v)-q(x,v) avec p,q convexes. (voir propriété 4 pour une fagon de calculer
effectivement p et q ).

Le probléeme (P3) s'écrit alors

minimiser v 7 [?(%'N)??f qlxi)
o /=t qun)
(P4))s.c.xe Q / .

p(X,V)'Q(X,V) 20

Si nous considérons une variable supplémentaire t et si nous remarquons
que { (x,v)I p(x,v)-q(x,v) = 0 } = { (x,v)I 3t p(x,v)-t 2 0, t-q(x,v) = O },alors le
probléme (P1) devient
minimiser v
x,v,t
(P5) SC. Xe Q

t-q(x,v) 20
p(x,v)-t =0

Comme (P5) est un probléme d.c. mis sous forme canonique,on a la these.
& B



1.2 Une méthode de résolution de problémes d.c.

(Tuy 1987 )

1.2,1 PRESENTATION GENERALE DE LA METHODE

Nous partirons du probléme d.c. convexe mis sous sa forme

canonique:
(P) (Minimiser ctx
s.c h(x)<0
g(x) <0

ouce R", h:R"'-Rconvexe et g:RM"— R concave.

La difficulté du probléme (P) est due a la présence de la contrainte
concave g(x) <0 . En effet celle-ci supprime la convexité et peut-étre

méme la connexité de I'ensemble des points admissibles.

Remarques
1) Si on a plusieurs contraintes convexes h;(x) <0, i e I, on pose
h(x) = max { hj(x) lieI}

2) Les fonctions h et g sont continues et sous-différentiables en chaque

point (résultat d'analyse convexe [ Réf.4 ]).






Hypoths o départ

1) Soit 'ensemble T={ xeR" | h(x) <0} fermé et convexe (car h est
convexe). Nous supposerons que T est borné de sorte que si 'ensemble
des points admissibles est non vide , le probleme (P) admet une

solution .

2) En outre nous allons considérer uniquement le cas ou
min {clx : h(x) <0} < min{clx:h(x)<0etg(x)<0} cest-a-dire
que nous allons supposer que la solution x* si elle existe, vérifie
g(x*)=0 . Cette hypothése est assez naturelle car sinon la contrainte
g(x) < 0 ne jouerait aucun réle et (P) serait équivalent & un probleme
convexe ordinaire {minimiser clx pouvant étre résolu par de

s.c.h(x) <0

nombreux algorithmes.

3) Nous disposons d'un point  tel que ® eT,g(w)>0 et cth <clx* ol

—— — e,

x* est solution optimale de (P). (Cette hypothése étant assez forte,

nous verrons par la suite comment s'en débarasser.)

4) Nous disposons également d'un point a1 admissible c'est-a-dire tel que

ha') <oetg(@l) <0.

Strategie

Soit'S = { xeT| olx < ctﬁc*_i?ou cix* est la valeur optimale de (P)
Mgl
Nous cherchons un point x de S tel que g(x)=0 (puisque nous avons supposé

que la contrainte g était active a I'optimum).

= B -



Comme S n'est pas connu, nous allons I'approcher de I'extérieur par
une suite décroissante de polytopes (Sk). Nous aurons donc
s15 82 5. 58k5.5'S . Chaque polytope sera obtenu a partir du
précédent en effectuant une coupe du type I(x) <0 ou | est une fonction
affine. Plus précisément, sk+1 gk~ {x|I(x) <0} . Cette coupe sera

effectuée de sorte que SKo SK+1 et que si sk>Salors Sk+1 58,

Pour approcher la solution x* de (P), nous essayons a chaque itération
de construire un point uk tel que uke SK et g(uk) = 0 . Dans cette
perspective nous allons considérer un point de Sk oii g est négati\)e et un
autre ol g est positive; nous prendrons alors comme uK l'intersection du

segment constitué par ces deux points avec la surface g(x) = 0.

Considérons xK une solution du probléme(minimiser g(x)
. xe SK

(nous supposons pour le moment que nous pouvons résoudre efficacement
ce probléme). Comme par hypothése nous disposons d'un point aladmissible

pour (P), nous avons g(xk) < 0. Par hypothése toujours, nous disposons y
i

- LT
{-_‘ (T2 ¢ X

d'un point o de T tel que g(w) > 0. Nous pouvons donc calculer un point uk

en prenant l'intersection du segment [o, xk] avec la surface g(x)=0.

Ce point uk peut alors appartenirounona T :

.
1) Sihukyso ol wET
Dans ce cas uK est admissible; nous pouvons éliminer les points x de
sk tels que ctx >ctuk. Pour ce faire ,on considére I'hyperplan passant
par uk d'équation ctx=ctuk ainsi que SK+1= Sk ~ { x| clx < ctuk} . La

coupe clx - cluk< 0, notons-la I(x), peut étre qualifiée de "bonne coupe

P e






e
7

intérieure” puisque, outre le fait qu'elle réduise le polytope sk, elle
supprime une partie de I'ensemble des points admissibles et donc
permet de mieux cerner S. [fig 2]. Nous retiendrons la valeur de uk en
posant k1= uk

Le polytope sk+1 rgsultant de la coupe contient toujours S. En effet,
ona Skt 5 {xeT| ek <ctuk} 5 {xeTl clx <cx*} =S
La premiére inclusion est vraie par construction des coupes et de 81,

la deuxidme car uk est admissible pour (P).

2)sibwhy»o of W ET
Dans ce deuxiéme cas,nous effectuons une coupe en vue de réduire
SK mais cette fois nous ne supprimons aucun point de T; la coupe est
extérieure a T.
Notons par ah(uk) le sous-différentiel de h au point uk.
Soit te an(uk). Nous effectuons la coupe I()=(x-ul)t+ h(u!) <0
et nous définissons Sk+1- gk N {xlI(x)<0}.[fig. 3] Nous poserons
alors ak+1=gk,
Le polytope sk+1 contient toujours S. En effet, soit x arbitraire
dans S. Comme h est convexe, la définition du sous-différentiel

implique que 1(x)=(x-uk)t%+ h(uK) <h(x) <0 . D'oii x ¢ Sk+1 et donc
skl g,

Il reste & voir comment résoudre le probléme [ minimiser g(x) .
s.c. xe SK

Or, comme on minimise une fonction concave sur un convexe Sk,on sait



que le minimum global est atteint en un sommet de sk. Ainsi si nous

notons par V(Sk) I'ensemble des sommets du polytope sk, on obtient que

xK est solution de (minimiser g(x) ,ce qui est trés simple a résoudre.
s.c. xe V(SK)



1.2.2 ALGORITHME

Notons V(S) I'ensemble des sommets d'un polytope S, dh(x) le sous-

différentiel de h au point x et argmin{ g(x) | xe S } I'ensemble des solutions

du probléme {minimiser g(x) . L'algorithme correspondant a la méthode
s.c. XxeS

décrite plus haut s'écrit :

Algorithme

we |
PAS 1 : Choisir un point o tel que h(;)) <0, g(w) > 0 et clo < clx*
Choisir un point i1 admissible pour (P)
Engendrer un polytope S1 contenant T={ xeR"| h(x) <0}
Calculer V(S1) et poser k=1

PAS 2 : Calculer x®c argmin { g(x) | x € V(S¥) }
2.a. Si g(xk)=0 alors 0K est solution de (P) [cfr. Thm 1 en 1.2.3]

2.b. Sinon ( g(xK)<0 ) calculer le point uk= [0,x%] A { x| g(x)=0}

et aller au pas 3.
PAS 3 :

3.a. Si h(uk) <0

poser 0K+1= uK | |(x)=ctx-ctuk et aller au pas 4.



Choisir w tel que h{w) < 0
glw)>0etcw<cx*

Choisir ' un point

admissible pour (P)

Engendrer un polytope S

Calculer V(S')

Poser k = 1.

k k
Calculer x € argmin { g(x) | x € V(S )}

est solution

Engendrer SK+1

]

k
S n{xll(x)ks10}

+
Calculer V(S )
Poser k := k+1

4

k k
Calculeru  =[w,x Jn{x1g(x) = 0}

K+1 k

Poser G =0

k k
Calculer t E gh(u )k
I(x) = (x-u )t +h(u )




3.b. Sinon ( h(uk)>0)
poser ak+1gk | I(x)=(x-uk) e h(uk) et aller au pas 4.

PAS 4 Engendrer un nouveau polytope sktl_sk~{x | I(x) <0}

calculer V(Sk+1) , poser k=k+1 et retourner au pas 2.

[fig. 4]

w il e



1.2.3. NVERGENCE DE LA METHODE

Nous ferons I'hypothése supplémentaire que le probléeme (P) est

stable c'est-a-dire que
min {ctx| h(x) <0, g(x) <-e} { min { ¢t | h(x) <0, g(x) < 0}

quandel 0.

Le lemme suivant donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu'un point x soit solution du probléme (P).

Lemme 1

Si le probléme (P) est stable et si x est un point admissible de (P)

Alors x est un minimum global de (P) si et seulement si

0=min{g(x)Ixe T,clx <clx }

D¢ trati

Comme X est admissible pour (P) nous avons que

min{g(x)Ixe T,clx<clx} <0
— Si nous supposons par I'absurde que 0 > min { g(x) Ixe T, clx < clx },

alors 3x e T tel que g(x) < 0 et ctx < clx ; ce qui contredit le fait que x

soit minimum global.

- 14 -



< Par hypothése il n'existe pas de x dans T tel que ctx < clx et g(x) < 0.

Soit e > 0 arbitraire. Notons x€ une solution optimale du probléme

perturbé (~ minimiser ctx
sc.xeT

g(x) <-¢
Comme g(xE) < 0 et x€ e T nous devons avoir cix€ > clx .

Sie L 0 nous avons c!x€ — ¢* car (P) est stable. D'oli ¢* > clx.

Comme ¢* <clx V x admissible, nous avons la thése.

Pr ition 1

Supposons que le probleme (P) soit stable.

Si g(xk)=0 alors le point 0K est solution de (P).

Dé ration

Comme K est admissible pour (P), en vertu du lemme 1 il suffit de
montrer que min { g(x) Ixe T, clx < ctak } > 0.
Or puisque sk 5 {xlxe T, ctx < ctok }, nous avons en utilisant la
définition de xX que

0=g(xK) = min{g(x)Ixe Sk} < min{g(x)|xeT,clx<ctak)

et donc nous avons la thése.

- 15 -



Pr iton__ 2

Supposons que le probléme (P) soit stable.
Si la suite (xk) a un point d'accumulation x tel que g(x) = 0, alors tout

point d'accumulation de la suite (Ok) est une solution optimale de (P).

Dé ration

Soit G un point d'accumulation de la suite (ak).
En vertu du lemme 1, il suffit de montrer que G est admissible pour (P) et

que 0=min{g(x) Ixe T,cx=<cla}.

1) O est admissible pour (P) :
Comme g et h sont continues et comme, par construction, g(ﬁk) <0et
h(ﬂk) < 0 nous avons immédiatement que g(() < 0 et h(i) < 0, c'est-a-dire

que 0 est admissible.

2) min{gx) IxeT,cxscli}=0:
Comme {0 eT et g(0l) < 0 nous avons immédiatement que le membre de
gauche est < 0. Montrons l'inégalité inverse.

Par définiton de xK nous avons que g(xk) <g(x) Vxe sk et donc que

©0

g(xk)SQ(x) Vxe N SK vk
k=1

Comme g est continue et comme g(x) = 0, on en déduit

©0

0=g® <min{gx | xe N Sk} (1)
k=1
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D'autre part, par construction, nous avons que (ctﬂk) est une suite
décroissante a partir d'un certain rang et que pour tout k
sk 5 { x| h(x) <0 et ctx < ctik }
D'ou

N sk 5 {x] h(x) <0 et ctx < ctak }
k=1

et donc en vertu de (1)
0 <min { g(x)| h(x) < 0 et ctx < ctik}

La theése est alors immédiate.

Lemme 2

Soit D un ensemble arbitraire.
Soit (xK) une suite bornée de RM.
Supposons que pour k=1,2,.... il existe une fonction affine Ik(.) telle que
a) Ik(v) < 0 pour un v fixé; Ik(xk) >0
b) ix%) <0 Vj<k
c) pour toute sous-suite (xk”) telle que xKn 5 x¢ D et
kn 5 1(x) V xe R", onal(x) >0

Alors tout point d'accumulation de xK appartient a D.

Pour la démonstration voir [ Réf.10 ]

5 T




Théoréme 1

Supposons que le probléme (P) soit stable .
Si l'algorithme est infini, alors tout point d'accumulation G de la suite (Clk)

est une solution optimale de (P).

Dé nstrati

En vertu de la proposition 2, il suffit de montrer que tout point
d'accumulation X de la suite (xk) vérifie g(x)=0.

Pour cela vérifions que les conditions du lemme 2 sont satisfaites pour

D={ x| g(x) =0} et v = w.
a) K@) < 0 et IK(xK) > 0

- Si !k(x) est de la forme Ik(x) = ctx - ctuk, alors Ik(cn) = clo - ctuk < 0
par définition de w. De plus comme Ik(uk) = 0 et uk= axk + (1-A) ® avec

0<A <1 (car l'algorithme est infini), nous avons Ik(xk) s 0.

- Si par contre lk(x) est de la forme Ik(x) = (x-uk)tk + h(uk), alors
K(w) = (@-uk)tk + h(uK) <h(w) < 0 par définition de » et du
sous-gradient tK. De plus par construction de l'algorithme nous avons

que Ik(uk) = h(uk) > 0 et donc Ik(xk) > 0 car uk=axK + (1-A) .

b) (xK) <0 vj<k

Cette condition est évidente par construction de l'algorithme.
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c) Pour toute sous-suite xKn telle que xKn 5% ¢D et

Ikn (x) -I(x) Vx eRM on a I(x) > 0.

Comme g(x) =0 et g(xk) < 0 Vk,nous avons évidemment que g(x) < O.

En prenant une sous-suite si nécessaire nous pouvons considérer que -

l'un des deux cas suivants a toujours lieu :

1) ukn e T vn
Dans ce cas Ik”(x) est de la forme cix - ctukn. En prenant une sous-suite
si nécessaire, nOUS pouvons supposer que ukn 5 U . Par définition de ®

l(0) < 0. D'autre part comme g(x) < 0, nous avons x= U + A(U-w) avec A > 0
et donc I(x) > 0.

2 ukne T vn

Dans ce cas Ik"(x) est de la forme (x-uk“) tkn 4 h(uk").

Comme tKn ¢ 8h(uk") et que (uk") est bornée nous avons que (tk") est
bornée [Réf.4]. D'oll en prenant une sous-suite si nécessaire, nous pouvons

supposer que ukn 5 G et t"n 5 t avec t € Sh(u). Par définition de o et du

sous-gradient t, nous avons que

(®) = (w-u)t + h(u) £ h(w) < 0
et par hypothése
I(u) = h(u) > 0.

Comme g(X) < 0, nous avons X = U + AU-w) avec A >0 et donc I(xX) > 0.

Les conditions du lemme 2 sont donc vérifiées pour D={ x | g(x) = 0} et

V= Q.

= | 8=



1.3 Un algorithme implémentable (N.V. Thoai)

1.3.1 DESCRIPTION

Dans l'algorithme décrit au paragraphe précédent,nous supposions
disposer d'un point ® de T tel que g(w) > 0 et clo < clx* ( x* est solution
optimale du probléme (P) ). Pour obtenir un tel point il faudrait minimiser
la fonction objectif clx sur les points de T c'est-a-dire résoudre le
probléme convexe {minimiser clx . Dans une version implémentable, nous

s.c.xeT
ne désirons pas résoudre un tel probléeme avant de débuter l'algorithme.
A chaque itération, nous allons plutdt considérer le point K

solution du probléme{minimiser clx qui nous donne une borne inférieure
s.c. xe SK

sur la valeur optimale de (P). Comme nous ne connaissons pas a priori le
signe de la fonction g au point zK. nous ne pouvons garantir de trouver un
point uK sur la surface g & chaque itération. Dés lors, deux cas sont a

envisager:
1) g(z¥) > 0

Comme g(xk) < 0 (sinon le probléme (P) n'a pas de solution), nous
remplagons le point o par le point 2K et uK est défini comme l'intersection
du segment [xk,zk] avec la surface g(x)=0.

Si h(uk) < 0 alors uk est admissible et lorsque ctuk= ctzk, uk est

solution de (P) car ctzK est une borne inférieure sur la valeur optimale de

20






(P) . [fig.5] Lorsque ctukz ctzK, nous effectuons une coupe du type
I(x)= ctuk- ctzK<0. [fig 6]
Si h(uk) > 0 alors uk n'est pas solution de (P) et la coupe effectuée

est du type I(x) = (x-uk)tk+h(uk) <0. [fig.7]

2) g(zK) <0

Nous ne pouvons plus construire par le procédé précédent de point uk
vérifiant g(uk)-—-o. Dés lors, il est aussi inutile de calculer xK.
Si h(zK) < 0 alors zK est solution optimale de (P). [fig. 8]

Sinon, nous effectuons une coupe du type I(x) = (x-zk)tk+h(zk) <0. [fig. 9]

Remarques

1) Le probléme{minimiser clx permettant de trouver zK se raméne au
s.c. xe SK

probléme [minimiser clx puisqu'on minimise une fonction linéaire sur
s.c. xe V(SK)

un convexe sk,

2) Dans le cas ol on dispose d'un pointb e T, les coupes effectuées a
partir
d'un point extérieur & T peuvent étre faites de la fagon suivante :
si e désigne ce point extérieur alors on calcule l'intersection du
segment [b,e] avec la surface h(x)=0. Si nous notons yk ce point
d'intersection , la coupe est alors donnée par

xyt+h(y$) <0 (e sh(yk))

fig. 10 et fig. 11
o ffig g.11]
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k k
g(z )>0eth(u )>0
k k
Dans ce cas on calcule y =[b, u I n{x: h(x)<0}eton

effectue une coupe du type :

k k k
I(x) =(x-y )t +hy ) <0



g(x) 2 0\ g(x) <0

g

g(zk) <0 et h(z|3>0

On caculeyk= [b,zk] N {x:h(x) =0} eton effectue la

coupe I(x) = (x-y S tk + h(yk ) <0



1.3.2 ALGORITHME MODIFIE

PAS 1:

PAS 2

2.a.

Engendrer un polytope S contenant T={ x e R"| h(x) <0 }.
Calculer V(S1) et poser k=1.

: Calculer z%¢ argmin { cix| x e V(S¥)}

Si h(zk) <0 (cad zKe T) alors
Si g(zk) < 0 alors STOP : zX est solution

2.b. Sih(zX) > 0 (cad %« T) alors

PAS 3:

3.a.

3.b.

3.Cc.

Si g(zk) < 0 alors poser yk=zk et aller au pas 4

Sinon, aller au pas 3.
Calculer xKe argmin { g(x) | x e V(SK) }
Si g(xk) > 0 alors STOP : pas de solution admissible.

Si g(xk) =0 et qu'il existe un point v calculé a une iteration

précédente k' < k par 3d), alors STOP : v est solution.

Sinon (g(xk) <0)

calculer le point uk = [xk,zk] n{x|g(x)=0} (Remarquons que uk
unique parce que { x| g(x)>0 } est convexe ).

Si h(uk) > 0 alors poser yk=uk et aller au pas 4

Si h(uk) < 0 et ctuk= ctzX alors STOP : uk est solution

Sinon ( h(uk) < 0 et ctuk ctzK) poser v=uK et aller au pas 5. (1)
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STOP

Engendrer un polytope S1
avec V(S ); poser k=1.

v

k t k
Calculer x € argmin { ¢ x | xEV(S) }

z est sol.

Poser yk= zk

l

t . = Ah(yi§
10 = oy 19 1% hy )

STOP (o]
v est sol.

STOP
u est sol

pointv | O _
calculé J‘—@xk) - a

N

l

Engendrer Sk+1=

Sk Nn{xli(x)<0}
Calculer V(s **")

Poser k = k+1

f

k kk
Calculer u =[z ,x | N{ x | g(x) 2 0}

h(u%:O. N

Poser yk= uk

0
o tk t K

CU=cz

N

k
Poser v = u

I(X) =cx-cu




PAS 4 : Calculer le vecteur tK e Bh(yk) et
le plan de coupe I(x)=(x-yk)tk+h(yk).

Aller au pas 5.

PAS 5 : Engendrer un nouveau polytope sk+1 sk~ { x| I(x) <0} et
calculer V(Sk+1 ).

Poser k=k+1 et retourner au pas 2.

Ifig. 12]

- 24 .-



1,3.3 REMARQUES
Construction d'un polytope S'(au pas 1)

Pour initialiser 'algorithme, nous avons besoin d'un polytope s
contenant S={ x e T| clx < clx* } et de I'ensemble des sommets de S,
V(S1). Pour étre slr que s1 contienne bien S, nous allons le construire de
sorte qu'il contienne I'ensemble convexe compact T={ x e RN h(x)<0}.
Ce polytope sera décrit par un systéme d'inéquations . Nous allons essayer
de le construire avec la structure la plus simple possible, c'est-a-dire
de sorte que le nombre d'inéquations qui détermine le polytope et donc
le nombre de ses sommets soit le plus petit possible. Un tel polytope est

un n-simplexe dans R".

Si T se trouve dans R",_, nous pouvons choisir simplement

n
Sl={xe RMxj20 i=1,.n, & X <y}
i=1

ol y est un nombre suffisamment grand tel que

n
y2max{Y xjlxeT}
i=1

Le n-simplexe s1 posséde n+1 sommets, a savoir l'origine et n points ol
P

n

I'hyperplan { x| 3. x; =y} rencontre les axes.
i=1

Les n+1 sommets de s sont



Dans le cas général, un n-simplexe peut étre choisi comme suit :

n

Slo{xe RN x;2-yi=1,.n ¥ x <7}

i=1
ol y est un nombre suffisamment grand tel que

y > max { | min {x{x € Ti=1,...n}| ;Imax{_)j: xjlxe T} }

Les n+1 sommets de s1 sont alors :

(-7, =Y =Yy oo , =Y)
(nYr"Y, V') romeniyvswnsinmais u ,—'Y)
(_Y:nY,'Y, ........................ ,-’y)
(-'Ys Vo Yy vmviinsnnivivsivauninns ,—’Y)
(_Y! Yo =Y e ,—'Y)

Calcul de V(SK) . k>2
A chaque itération k = 2, le polytope sk est défini & partir du polytope

sk-1 auquel on ajoute une inégalité I(x) < 0 ou | est une fonction affine

définie par I(x) = cx-ctuk ou bien I(x) = (x-yK)tK+ 8h(yK). L'ensemble des
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sommets du polytope Sk, soit V(Sk) est alors calculé par une des méthodes

expliquées en détails au chapitre 2.

Calcul du point uk

Le probléme qui consisite a trouver un point uK, intersection entre le
segment [zk,xk] et 'ensemble { x| g(x)=0} se réduit & une équation d'une
variable A :

g(AZK+ (1-)xK) =0 0<A<
Il peut étre résolu par exemple par la méthode de dichotomie ou par la

méthode de Newton.

lcul -gradien
Pour calculer un élément t du sous-différentiel d'une fonction convexe
h en un point x, on peut appliquer par exemple, la méthode qui consiste a
choisir t sous la forme
h(x+ €) - h(x- €)

t= ol € > 0 est un parametre fixé.
2¢
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1.4 Modifications de ['algorithme

L'algorithme implémentable tel qu'il est présenté au point 1.3 est
certes efficace mais assez lent du point de vue de la convergence. Pour
remédier a cela nous allons introduire quelques changements en vue de

favoriser une convergence plus rapide vers la solution.

1.4.1 OPTIMISATION DU CALCUL DE zK

Lorsqu'a l'itération k nous effectuons une coupe suivant la fonction
objectif a partir d'un point ukde T, il n'est pas nécessaire , a l'itération
suivante de calculer zK+1 car Zk+1 = ZK En effet, plagons-nous a

I'itération k :

Nous disposons de zK solution de [~ minimiser clx  ainsi que de
s.c. xe V(SK)
uk = [ K xk 1n{x|g(x)=0}ou xK est solution defminimiser a(x) .
s.c. x e V(SK)
La coupe effectuée I(x) ~ctx-ctuk définit SK+1= Skn {x|1(x)<0}.

Dés lors comme ctzK < ctuk | zK sera toujours solution defminimiser ctx
s.c. x e V(SK+1)

1.4.2 RECHERCHE DE POINTS INTERIEURS A

Nous avons vu que si a l'itération k, un point uk tel que h(uk) <0et

g(uk) = 0 était disponible, nous pouvions effectuer une coupe suivant la
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fonction objectif du type I(x) = ctx-ctuk <0 . Ce sont les coupes les plus
intéressantes a obtenir puisque,contrairement aux autres coupes du type
I(x) = (x-yk)tk + h(yk) , elles réduisent I'ensemble des points admissibles
et ainsi favorisent la convergence de l'algorithme.

Dans le but d'obtenir & chaque itération de telles coupes, nous allons
essayer de trouver des points qui appartiennent & T et qui annulent g :
Pour ce faire, nous allons chercher un point pour lequel g est positive et
un autre pour lequel g est négative . Dans la mesure ou de tels points
peuvent étre trouvés, nous prenons lintersection du segment qu'ils
constituent avec la surface g(x) = 0 . Les points d'intersection ainsi
obtenus ne seront pris en compte que si ils appartiennent a T. Dans le cas
ol nous aurions retenus plusieurs points d'intersection, nous
sélectionnerons celui pour lequel la fonction objectif est minimale en vue

d'obtenir la meilleure coupe possible.

Méthode
A chaque itération, nous calculons zK solution defminimiser ctx et
s.c. xe V(SK)

xK solution de[minimiser g(x) (et ce dans tous les cas).
s.c. xeV(SK)

Nous allons essayer de trouver a partir de xK un point uq K correspondant

aux exigences définies ci-dessus, et d'autre part,un point u2k calculé a

partir de zK.

Recherche de u4K

Nous disposons de xKe gk pour lequel g(xk) <0. ll reste a trouver un
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t t k
H =cx-¢cz =0



point oll g serait positive . Pour cela , en partant de xK déplagons-nous
dans la direction opposée du gradient de la fonction objectif jusqu'a
rencontrer 'hyperplan passant par ZK et d'équation cix-ctzk=0 (on est sr
de le rencontrer car zX minimise clx surV(Sk)) . Notons pk le point

obtenu sur cet hyperplan (Il est a remarquer que pk n'appartient pas
forcément a SK ). Si g(pk) > 0 alors le point uq K est obtenu en effectuant
l'intersection entre le segment [xk,pk] et la surface g(x) = 0.

Si h(uq Ky <0, uq k est admissible : nous le retenons ainsi que la valeur

h(uik) . [fig. 13]

Recherche de upk

Cette fois nous partons du point zK pour lequel g(zk) est soit >0,
soit <0 . Nous nous déplagons dans la direction du gradient de la fonction
objectif jusqu'a rencontrer I'hyperplan passant par xK et d'équation
clx-ctxk=0 .
Notons pk le point obtenu sur cet hyperplan . Si g(pk) est du signe opposeée

a celui de g(zk) , le point u2k peut étre calculé en prenant l'intersection
entre le segment [zk,pk]_et la surface g(x) = 0. Si h(uzk) <0, u2k est

admissible; nous le retenons ainsi que la valeur h(u2k) . [fig. 14]

Dans le cas ou u4 K et u2k ont été retenus, nous sélectionnons celui
pour lequel la fonction objectif est minimale , notons le Pu . Si au cours de

I'algorithme, nous trouvons un point uk e T, nous choisissons de nouveau

entre uK et Pu celui qui minimise la fonction objectif avant d'effectuer la
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coupe . Dans le cas ol aucun point n'aurait été retenu, l'algorithme est

poursuivi normalement.

1.4.3 AMELIORATION DE LA PE SUIVANT LA FONCTION
OBJECTIF

Supposons qu'a l'itération k nous disposions d'un point uk appartenant
a T (c'est-a-dire h(uk) <0) tel que g(uk)=0 et qui ne soit pas solution
(ctzk< ctuk). Plutét que d'effectuer une coupe en uK, nous allons essayer &
partir de ce point d'en trouver un autre appartenant a T pour lequel la
fonction objectif aurait une valeur plus petite . En vue de diminuer le plus
possible la valeur de la fonction objectif sans pour autant sortir de T,
nous allons chercher un point sur la frontiére de T. Dans ce but, puisque
h(uk) < 0 nous allons essayer de trouver un point ou h est positive . Nous
prendrons alors l'intersection du segment constitué par uk et ce point avec
la surface h(x)=0 . Le point d'intersection ainsi obtenu engendre une coupe
qui réduit I'ensemble des points admissibles plus fortement que ne
l'aurait fait la coupe a partir de uk. De ce fait, la convergence de

l'algorithme se trouve accélérée.

Méthode
A l'itération k nous disposons de zK solution defminimiser clx et de
c. x eV(SK

uk= (2K xK] ~ { x| g(x)=0 } avec h(uK)< 0 ol xK solution defminimiser g(x)
s.c. x e V(SK)
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Au point uK, nous considérons la direction opposée au gradient de la
fonction objectif, projetée sur I'hyperplan tangent a g en uk. En partant de
uK, nous nous déplagons dans cette direction jusqu'a rencontrer I'hyperplan
passant par zK d'équation clx-ctzK=0. Soit le point pK obtenu sur cet
hyperplan .

Si h(pk) > 0, nous pouvons calculer nK le nouveau pointde T :
nk = [uk,pk] N {x|h(x)=0}. Nous effectuons alors une coupe passant par ce
nouveau point , soit I(x) = ctx-ctnk .

[fig. 15]
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CHAPITRE 2 :

Recherche des nouveaux sommets et

élimination des contraintes redondantes

aprés une Gcoupe.




2.1 Introduction.

Dans la méthode décrite au chapitre précédent, la partie la plus
coliteuse en temps calcul est sans aucun doute la détermination de tous
les nouveaux sommets du polytope sk+1 obtenus en coupant le polytope
sk par un hyperplan H.

Plusieurs méthodes ont été proposées pour résoudre ce probleme,
notamment par Falk et Hoffman [ Réf.1 ] et par Thieu-Tam-Ban [ Ref. 6 ] .
Leur inconvénient est qu'elles ne sont performantes que pour des
problémes de petite taille.

Récemment Horst, de Vries et Thoai [ Réf. 3 ] ont proposé une

nouvelle méthode pour ce probléme qui s'avére beaucoup plus efficace que

les précédentes.

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'exposer d'abord la méthode
de Thieu-Tam-Ban [section 3.] et sa facon d'étre implémentée dans le
code de Thoai. Ensuite dans la section 4 , nous décrirons la méthode de
Horst, de Vries et Thoai ainsi que la maniére dont nous l'avons
implémentée. Nous insisterons sur le cas ou il y a "degénérescence”. Dans
la section 5, nous indiquerons comment nous avons traité la redondance
des contraintes. Les résultats numériques feront l'objet de la derniere

section.

Avant de décrire les méthodes, commengons par formaliser le

probléme.
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2.2 Position du probléme

Considérons un polytope compact sK contenu dans RN et défini par
Sk-{xeRM:gj(x) =alx+bj<0,ie I}
ou I est un ensemble fini d'indices contenu dans N, ale RN et

bie R, ie j ¥
Considérons un hyperplan H défini par H= { x e R" : h(x) =ax+p =0}
ol e RNetpeR.

Soit P un des deux polytopes obtenus en coupant le polytope sk par

I'hyperplan H. Plus précisement on suppose que
P=SKkAn{xeR":h(x)<0}.

Supposons que les sommets de sk soient connus, et notons cet ensemble

v(sK) .

Notre probléme consiste donc a déterminer I'ensemble des sommets de P,

V(P).

Notons C = SKAH

vt(SK) = {ve V(SK :hv) >0}
v-(SK)y = {ve V(SK):h(v) <0}
On voit immédiatement que C est un polytope et que V(P) =V'(Sk) v V(C) .
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Comme V‘(Sk) peut étre facilement obtenu, notre probléme revient a

déterminer l'ensemble V(C).

Proposition 1.

Avec les notations définies plus haut, on a : w appartient a I'ensemble V(C)
si et seulement si m est ou bien un sommet de sk se trouvant sur H,ou bien

un point de la forme [uv] A H, obiue V°(SK) etve V*+(SK).

2.3 Methode de Thisu-Tam-Ban.

2.3.1. DESCRIPTION

Nous avons vu dans le paragraphe précedent, que le calcul de

l'ensemble des nouveaux sommets, V(P), se ramenait a déterminer V(C),
avec C = SKn H

L'idée de la méthode de Thieu-Tam-Ban est de former tous les
segments [u,v], oU U € V'(Sk) etve V+(Sk) et de calculer le point
d'intersection o de tous les segments [u,v] avec I'hyperplan H. Un test, base
sur le nombre de contraintes actives en w, détermine alors le rejet ou le
non rejet de @ comme nouveau sommet: si le nombre de contraintes

actives en chacun des o est plus grand ou égal a n-1, alors le point @ est

un sommet.
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2.3.2 EXEMPLE

Soit n = 2. Considérons le polytope sk et la coupe H représentés

ci-dessous.

On voit immédiatement que V(Sk) = { uq,un,ug,uy,us,ug }, que

V-(P) = { uq,up,ug,uq } et que v*(P) = { us,ug } .

Considérons tous les segments [u,v], obi u € V-(SK) et v e V+(SK) :

[uqg, ug ], [uq, usl, [ug, ug I, [uo, ug], [ug, ug ], [us, usl.[ ug, us], [ug, ug .
Nous avons donc huit intersections © jo 5...0g .Pour chaque point trouvé,

nous devons tester son admissibilité.

Examinons le point wq.

Il n'y a qu'une seule contrainte active en wq :la contrainte passant par les
sommets uq et ug. wq est donc un nouveau sommet.

En ce qui concerne le point o, il n'existe pas de contraintes actives en ce

point. wo n'est donc pas un nouveau sommet.
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Les autres points se traitent de la méme fagon.

Finalement on obtient V(C) ={ w{,wg } et V(P) ={ uq,us,ug,ug,0;,0g }

2.3.3 LIMITES DE LA METHODE

La méthode de Thieu-Tam-Ban s'avére efficace pour des probléemes

de dimension peu élevée. En effet, le calcul de lintersection de tous les
segments [u,v], olue V( sk) etve v+(SK), avec I'hyperplan H demande

un effort remarquable. Notons, par exemple, que pour # ( V7( Sk) ) =200 et

#( V+(SK) )=100, nous devons calculer 20.000 segments [u,v].

2.4 Méthode de Horst, de Vries et Thoai

2.4.1DESCRIPTION

Nous avons vu dans un paragraphe précédent, que le calcul

de l'ensemble des nouveaux sommets V(P) se ramenait a déterminer V(C),
ol C=PnH.
L'idée générale de la méthode de Horst, de Vries et Thoai

est basée sur les principes suivants :

Pour chaque sommet u appartenant a V'(Sk), notons par E(u) I'ensemble de

toutes les droites passant par u et contenant un cété de sk et notons par
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J(u) I'ensemble des indices des contraintes actives en u

je JU)y= {iel :gu)=au+b;j=0}
Par la proposition 1,nous avons que V(C) coincide avec I'ensemble des
points obtenus en prenant les intersections , appartenant a sk des droites

de E(u) avec I'hyperplan H ,et cela pour chaque sommet appartenant a
V~(P).

2.4.2 Exemple.

Soit n = 2 .Considérons le polytope sk et la coupe H représentés

ci-dessous.

Uy

On voit immédiatement que V(SK) = { uq,up,ug,ug,ug } ,que V7(P) = { uy,up}
et que v+(P) = { ug,uq ug}.
Examinons le sommet u4. Nous avons que E(uq) = { D1 ,D2 }. Les

intersections des droites D1 et D2 avec I'hyperplan H sont respectivement

-38 -



®q,0,. Comme le point w4 n'appartient pas au polytope skl ne peut étre
considéré comme un nouveau sommet.

De la méme maniére, nous pouvons dire que E(ug) = { D2, D3 },que les
points d'intersection sont wg et w3 et que le point ®, ne peut étre considéré
comme un nouveau sommet.

Finalement nous avons V(C) = { @q ,0 1} et V(P) ={uq,up, w 01 }

BEMARQUES

1. Comme on peut le constater, il arrive que I'on calcule plusieurs fois

les mémes intersections en partant de sommets différents dans un
probléme. Dans I'exemple considéré, on détermine deux fois le point w,.

Dans l'implémentation de la méthode, il faudra donc eéviter ce calcul

inutile.

2. Dans la méthode présentée ci-dessus, nous avons calculé V(C) a partir
de V7°( Sk). Nous aurions trés bien pu le faire a partir de V+(Sk) .
En fait, nous choisissons V-( SK ) si# V-( 8k ) <# vr(sK) et v+(sk)

autrement.
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2.4, MMENT DETERMINER LES INTERSECTIONS ?

Soit u un sommet de V'(Sk) (respectivement V+(Sk) )<

s o r

Premier : n it n Agenére.

Dans ce cas, J(u) contient exactement les indices des n contraintes
lindairement indépendantes g;, actives en u. De plus, I'ensemble des
inégalités  gji(x) = alk x + by < 0, ike J(u) (k=1..n) définit un céne

polyhédrique de sommet u.

Introduisons, pour chaque inégalité gji et pour la coupe

h(x)= ax+B < 0, une variable d'écart y;

Construisons le tableau du simplexe ci-dessous:

N S— Xg | Y, Yoo Yy Yyl Zind
Y, i‘ A J— all [ 10 o 0 0 | -b
Yo a.'12 ai22 ............. aff 4 1 ¢ QR 0 0 -bjo
YN a',N ai: ............. a': 00 .eens 1 0 by
Yau | %, K, o [0 0 e O -/3
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ol les n premiéres lignes correspondent aux égalités

gik(x) = alk x + by +y; =0, ike Ju) (k=1..n) etla (n+1)€Me 3 la coupe
h(x) = a x + B+Yn4eq1 = 0 . Cette derniére ligne représente les couts relatifs

aux variables X{ X.o ... Xp et yq Yo ... Yyhuq1 -En effet, nous pouvons

considérer la coupe H comme fonction objectif.

Effectuons ensuite n pivotages de telle sorte que toutes les

variables x; deviennent des variables de base en prenant soin de ne pas
faire sortir yn,q de la base.

Nous constatons que le dernier tableau du simplexe est de la forme

RHS

YN+] S

N R\\\\\\\\\\Z<

ou D1 représente l'inverse de la base, V le sommet u considéré et

S les colts relatifs.
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Notre but est de déterminer les intersections de chaque c6té
de SK passant par u avec la coupe. Il faut donc faire sortir la variable yy . 1
de la base et faire entrer la variable y; dans la base, yj étant la variable

associée au coté de SK passant par u. Nous répétons cette opération autant

de fois qu'il y a de cotés.

Le probléme est de trouver les variables y; qui doivent

entrer dans la base, c'est-a-dire de déterminer les éléments de S

surlesquels on va pivoter.

Supposons d'abord que nous travaillions avec V'(Sk) et soit

Uj appartenant a V'(Sk) :

Uy

h(x)>0

u
U5 4
Comme nous recherchons les intersections des cotes issus de

uj avec la coupe H, les cotés s'éloignant de H ne doivent pas étre
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considérés (par exemple, uquo ne doit pas étre pris en compte si nous

partons de uq).

Nous sommes donc amenés a examiner le probléme

maximiser h(w)
s.c. h(n)£0

gi(w)80, i e J (yj)

ol h(w) correspond a la coupe H et gj(w) aux cotés passant par uj, et donc

a4 regarder la derniére ligne du tableau comme une fonction objectif.
Par conséquent, comme nous savons que dans le tableau du

simplexe, les colonnes de la matrice représentent les directions des cétés
isssus de uj, nous n'effectuerons un pivotage que sur les éléments

strictement positifs de S.

Dans le cas ou on travaille avec V+(Sk), on peut montrer

par un raisonnement analogue que le pivotage doit se faire sur les

éléments strictement négatifs de S.

Deuxiem ¥ n ii néere.

Dans ce cas le nombre m de contraintes actives en u est

tel que m est strictement plus grand que n.
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Considérons tous les systéemes de n contraintes g; actives

—_ " M, :
en u, linéairement indépendantes. lls sont au nombre de C,'. Nous pourrions

alors regarder chacun des systémes et appliquer l'algorithme présenté
dans le premier cas. Nous trouverions ainsi I'ensemble de tous les
nouveaux sommets. Mais ce procédé présente un inconvénient majeur: un
sommet peut-8tre déterminé plusieurs fois. Nous nous trouvons donc

devant une éventuelle répétition de certains sommets.

Pour éviter ce genre de problémes, envisageons le moyen
suivant. Considérons la coupe H(x) et n-1 contraintes actives en u. Le tout
forme un systéme de n contraintes et ces systémes sont au nombre de CT,__T'
Dés lors notre probléme consiste a trouver la solution de chacun des
systémes et a vérifier son admissibilité. Dans le cas ol le point trouvé est
admissible, un test permettra de détecter s'il appartient déja a l'ensemble
des nouveaux sommets, auquel cas nous le rejetons.

Nous devons donc résoudre un systéme de n équations a n

inconnues. Pour cela, nous utiliserons la méthode de Gauss.

Plusieurs cas peuvent se présenter:
1. Le systéme considéré n'admet pas de solution. Géométriquement, ceci
signifie qu'il n'y a pas d'intersection entre la coupe H et les n-1 cotés de

Sk envisagés.
2. Le systéme considéré admet une solution unique. Géometriquement,

I' hyperplan H et les n-1 cbétés de SK envisagés se coupent en un seul

point.
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2.4.4 COMMENT FORMER LE SYSTEME QK A PARTIR DU SYSTEME
Q K-19

Soit u un sommet de V‘(Sk) (respectivement de V+(Sk) ). Soit
m le nombre de contraintes actives en u, avec m > n.

Chaque systéme QK est formé de n-1 contraintes actives en u

m
et de la coupe H. Ces systémes sont au nombre de Cp_q .

En outre, nous pouvons dire que le systeme QK differe du systeme QK-1

par une seule inégalité. Notre probléme revient donc a remplacer la
contrainte gj par g; (i #j) dans le systéme QK-1, en prenant garde a la

redondance éventuelle avec des systémes déja construits. Pour cela, nous
recherchons toutes les permutations de n-1 contraintes parmi m de telle
sorte que la permutation j differe de la permutation j-1 par une seule

contrainte.

EXEMPLE

Soit u un sommet de V'(Sk). Supposons que n=3 et supposons

qu'il y ait quatre contraintes actives en u: g4,92,93.94- Nous avons
immédiatement que les six permutations sont g4192, 9193, 9194, 9293,
0004, 9493. Nous devons alors les ordonner de sorte que la permutation |
différe de la permutation j-1 par une seule contrainte. Par exemple: g1gp
9193, 9194, 9294, 9293, 9493- Nous résoudrons donc d'abord le systéme

g492 h(x), puis g193 h(x),..., 9493h(x).
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Remarque.

Dans ce paragraphe, nous avons présenté une méthode pour

déterminer les intersections de chaque cété du polytope gk passant par le

sommet considéré u avec la coupe. Notons ® ce nouveau point.

Dés lors, nous devons vérifier si ® est admissible, c'est-a-dire
gilw ) = a o + bj<0,ie | D'un point de vue pratique, il faut définir un
seuil & partir duquel on accepte ® comme nouveau sommet, ce que nous

avons fait. Cependant si on veut déterminer cette précision avec rigueur,

une étude plus approfondie est nécessaire,mais ce n'est pas ici notre but.
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2,4.5 ALGORITHME

Nous pouvons diviser l'algorithme en trois parties. La premiere
porte sur le choix de V“(Sk) ou de V+(Sk). La deuxiéme détermine les
nouveaux sommets et la troisitme met a jour I' ensemble des sommets du

nouveau polytope P.

Premiére partie : choix de v-(sk) ou de V"’(Sk).

ETAPE 1 On calcule le nombre de sommets u; tel que premiérement

h(uj)>0, ensuite h(uj)<0 et finalement h(u;j)=0.

ETAPE 2_ Si les sommets u; de sk sont tels que ou bien h(u;)>0 ou bien

h(u;j)=0, alors la coupe H est un cote de sk. Le polytope reste

donc inchangé. Stop.

ETAPE 3 Si le nombre de sommets ujtel que h(u;)<0 est inférieur ou égal

au nombre de sommets u; tel que h(Uj)>0, alors on choisit

v-(SK) ,sinon on prend V+(Sk).
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Deuxiéme partie : recherche des nouveaux sommet.

Soit u un sommet de V'(Sk) (respectivement de V+(Sk).

ETAPE 1_ On calcule le nombre de contraintes actives en u.

ETAPE 2 On détermine si le sommet u est dégénéré ou non dégénéré. Pour
cela,on teste si le nombre de contraintes actives en u est plus

grand ou égal & n. Si le sommet est dégénéré, nous allons a

I'étape 5 ,sinon a I'étape 3.

A. Cas oU le sommet u_est non dégénéré.

ETAPE 3_ On calcule le tableau du simplexe aprés n pivotages

Au_depart
> Xo | Yy Yo o Yy Yo,.| Tind
11 i1 L
Y, & s a, [1 0 e, 0 0 -b;,
A .
LR £ Tll - hipoe— al*l 0 0 0 0 | -bie
Y, |a" a" ¢
v Y By a | 00 . 1 0 B
Voar | &, Ko Ky [0 0 e 0 1 -5




b
x
b
<
gl
<
><

RHS

NN

L/

»
N

N+

Remargue.

Pour transformer le tableau, on ne fait pas explicitement les n
pivotages. On utilise un autre procédé: on construit la matrice d
(voir ci-dessus). On recherche son inverse . On calcule la

variable d'écart,z,par z=-h(u). Enfin le vecteur S sera calculé:
(-2 — Sp) = - (@09, on) D-1. Le vecteur V

représente les composantes du sommet u.

ETAPE 4 On calcule les éventuels nouveaux sommets.

Pour chaque Sj>0,(respectivement Sj<0), on calcule le point

——

S,
j

d'intersection o par o, = 0, — ij £

= G



ETAPE 5

ETAPE 6

On teste I'admissibilité de o .

Y4

Formation du systéme Qk a partir du systéme Qk-1 .(voir 2.4.3)

Si le systeme Q-1 n'admet pas de solution unique alors on
détermine la solution de QK par le méme procédé qu'en A. On
teste ensuite son admissibilité et on vérifie que le point
trouvé n'a pas déja été déterminé. Il faut cependant faire
attention au fait que ici nous n'avons pas nécessairement une
matrice inversible. Si D n'est pas inversible, le systéeme Qk
n'admet pas de solution et nous retournons a I'étape 5. Dans le
cas inverse, on détermine la solution de QK en pivotant
sur tout le tableau du "simplexe" correspondant au systeme
Ok“1.(Pour la détermination du pivot ,voir rem. 1). Si toutefois
le pivot est nul, alors le systétme n'admet pas de solution et

nous retournons a l|'étape 5.

Troisiéme partie : mise a jour de V(P).

ETAPE 1

pour chaque sommet u;,on vérifie que h( u;)<0. Si ce n'est pas le

cas,on rejette le sommet.
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Remarque
Détermination W%

Nous sommes dans le cas ou le systéme QK-1 admet une solution unique et

nous voulons déterminer la solution du systéeme Qk par un pivotage.

Supposons connues la permutation correspondant a Qk-1,

(9Kk)ke {1<....<i-1<i<i+1<.....<n-1} €t celle correspondant a ak,

(OKke {1<....<i-1<j<i+1<.....<n-1}. Cette derniére permutation dera obtenue en

faisant sortir la variable associée a la i€M€ contrainte et en faisant

entrer la variable associée a la j[¢M€ variable.

2.5 ©@nitu’a:nft@s redondantes.

Dans ce paragraphe, nous proposons un critére pour éliminer

les contraintes redondantes.

Considérons SK un polytope défini par les inégalitées gj(x) < O,
ieloul est un ensemble fini d'indices contenu dans N. La contraintes

gk(x) <0, k € 1, est appelée redondante si et seulement si le polytope sK

reste inchangé losqu'on supprime cette contrainte.
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Critére d'élimination.

Considérons un polytope sK contenu dans RN et défini par les contraintes

gij(x) £0,ie L
La contrainte gi(x) < 0,k e 1, est redondante si et seulement si elle est

active en un nombre de sommets strictement inférieur a n.

Exemple.

Soit n=2. Considérons le polytope défini par les contraintes g4, 92, 93, 94

9e '
g Q

\

9

\

On voit immédiatement que les contraintes gs et gg sont redondantes.

En effet, g5 est active en un sommet ul et gg ne passe par aucun sommet.
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2.6 Exemples et résultats numériques.

2.6.1 CA E MMET EST NON DEGENERE

Considérons le probléme suivant:

soit S K un polytope défini par les contraintes

Di=xo0-4 <0
D2=xq4 +x0 <0
D3=xo0-1 <0
D4 = -xq-1 <0

et soit h(x) = - x4 + xo + 3 < 0 une coupe.

On peut voir facilement que I'ensemble des sommets du polytope S K est
V(S Ky ={ (1,1); (1,4 ); (4,4 ); (7,1) }. Le probléme consiste a déterminer

I'ensemble des sommets du nouveau polytope P = S KA {xe R2: h(x) <0 }.

Soient yq........ y5 les variables d'écart correspondant aux contraintes D1...D4

et h(x) <0.

Graphiquement,on a

Y%




RESOLUTION.

1. Déterminons V*(SK) ou vsk).

h(uq) 2 0; h(ug) > 0; h(ug) 2 0; h(ug) < 0. Nous choisissons donc v-(sK).

Soit ug (7,1), le sommet de  V-(SK).

2.Calculons le nombre de contraintes actives en ug.

D2,D3 sont actives en uy et donc ug est un sommet non dégénéré.

3.Recherchons les points d'intersection.

Pour cela,formons d'abord D (0 -1)
1 1

Nous pouvons dire que D-1 est de la forme (1 1)
-1 0
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Calculons Z et Sj (j=1,2) : Z=3 ; S4=2; Spo= 1

Pour le cas Sq= 2, nous obtenons un point d'intersection w4 de
coordonnées

x1=5.5 et xo=2.5. @{ est admissible, donc un nouveau sommet.

Pour le cas So= 1, nous obtenons wp de coordonnées xq=4 et xp=1. wp est

admissible, donc un nouveau sommet.

Nous avons finalement V(C)={ w4, wo } et V(P)={ ug , o1, 02 }.

2.6.2.CA LE MMET EST DEGENERE

Considérons le probleme suivant:

soit S K un polytope défini par les contraintes

M1= -12xp - X3 + 84 <0
12 =x4+ 2xg3 -12<0
I3 = -4x +14x0 +13x3 - 169 <0
M4 = -6xq- 5xg + 30< 0
et soit h(x) = - xg + 2 < 0 une coupe.

On peut voir facilement que I'ensemble des sommets du polytope S K est
V(S K ) ={ (0,6.5,6); (12,7,0); (12,15.5,0); (5,7,0); (5,13.5,0)}. Le probleme
consiste a déterminer I'ensemble des sommets du nouveau polytope

P=Skn {xe R3: h(x) <0 }. Soient y4........ yg les variables d'écart
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correspondant aux contraintes II1... I14 et h(x) < 0.

Graphiquement,on a

1. Déterminons V*(SK) ou V (SK).

h(uq) < 0; h(ug) > 0; h(ug) >0; h(ug) >0. h(us) >0; Nous choisissons donc
v-(sK).
Soit uq (0,13.5,6), le sommet de V'(SK).
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2.Calculons le nombre de contraintes actives en ug.

11,112, 113, 114 sont actifs en uq et donc uqest un sommet dégénéré.

3.Recherchons les points d'intersection.

A. Nous formons le 16" systéme: II1, I12 ,h(x).

Construisons la matrice D 0 12 -1 et le vecteur Tind
1 0 2
0 0 -
La matrice D1 sera /0 1 2
-1112 0 1/12
0 0o -

Le nouveau point ®; sera donc

0 1 2 -84 8
AM42 0 1112 12 =\ 41/6
0 0o -1 P 2
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Comme wj vérifie toutes les contraintes, il est un nouveau sommet.

Calculons et formons le tableau du"simplexe".

Yo Ys Yg Y7 Vg b
X1 o 1 0 0 2 8
Xo | 112 0 0 0 112 41/6
Y5 76 4 1 0 11956 238/6
Y o 6 0 1 7+ 28
X3 o 0 0 0 - 2

B. Formons le deuxiéme systéeme: II1, I13, h(x).

Le pivot correspond a I'élément (3,2) du tableau. Comme cet élément
(=4) est non nul,nous effectuons un pivotage sur tout le tableau. Le tableau

précédent devient alors:

X4 -7124 0 -1/4 0 7124 -71/6

Xo | -1/12 0 0 0 112 41/6

Yg 7/24 1 1/4 0 119/24 238/12

Y7 -7/4 0 -3/2 1 139/4 91

X3 0 0 0 0 - 2
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Nous avons ainsi wo de coordonnées  Xq=-71/6; Xp=41/6; Xg=2.

Comme ce point ne vérifie pas les contraintes, il n'est pas un sommet.

C. Formons le troisieme systéme: I11, I14,h(x).

Le pivot correspond a I'élément (4,3) du tableau. Comme cet élément

(=-3/2) est non nul,nous effectuons un pivotage sur tout le tableau. Le

tableau précédent devient alors:

% Ys Y Ve Y b
X{ | 0 0 0 16 7/6 206
Xo | 112 0 0 0 112 416
Xs | O 10  -1/6 -5/6 14/3
Xg | 76 0 1 23 139/6 1823
X | 0 0 o0 0 - 2

Nous avons ainsi w3 de coordonnées  Xq= 20/6; Xp=41/6; Xg=2.

Comme ce point vérifie les contraintes et est différent des points trouvés

précédemment, il est un nouveau sommet.
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D. Formons le quatrieme systéme: I12, I14, h(x).

Le pivot correspond a I'élément(3,1) du tableau. Comme cet élément est

nul, le systéme n'admet pas de solution.

E. Formons le cinquiéme systéme: I12, 13, h(x) .

Construisons la matrice D 1 0 2 \ etle vecteur Tind 12
-4 14 13 169
0 0 -1 -2
La matrice D1 sera 1 0 2
2/7 1114 3/2
0 0o -

Le nouveau point w4 sera donc

1 0 2 12 8
217 114 3/2 169 = 25/2
0 0 -1 -2 2

Comme w4 vérifie toutes les contraintes et est différent des points

trouvés avant, il est un nouveau sommet.
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Formons le tableau du"simplexe".

Xo 0 2/7 114 0 3/2 25/2

Yo | 1 247 &7 0 17 68
Y7 | 0 6 0 1 7 28
X3 | 0 0 0 0 4 2

E. Formons le sixiéme systéme: I13, I14,h(x).

Le pivot correspond a I'élément (4,2) du tableau. Comme cet élément

(=6) est non nul,nous effectuons un pivotage sur tout le tableau. Le tableau

précédent devient alors:

Y4 Ys Yg Y7 Yg b
X1 | 206
Xo 67/6
Y4
Y5
X3 2

._61._



Comme s vérifie toutes les contraintes et est différent des points

trouvés auparavant, il est un nouveau sommet.

4.MISE A JOUR DE L'ENSEMBLE DES SOMMETS.

Comme h(us),h(ug),h(ug),h(ug) sont positifs, nous devons les rejeter.

Nous avons donc V(P) = { uq,m1,w3,04,05 }

2.6. R | numéri S,

Nous avons implémenté en FORTRAN 77 sur VAX 8600 la méthode
de Horst, de Vries et de Thoai. Cette derniére ainsi que la méthode de

Thieu-Tam-Ban ont été testées sur plusieurs problémes .
Dans chacun des essais ,le polytope sk est représenté par un
polygone régulier & m cotés, la coupe est définie par la droite D d'équation

x-45<0.

Table des variables.

n -dimension de sk,
m - nombre de contraintes définissant sk,

V(Sk) - nombre de sommets du polytope sk.

V(P) : nombre de sommets du polytope P, obtenu en coupant gk par un

hyperplan H.
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T1 : temps cpu pour notre algorithme.

T2 : temps cpu pour la procédure de Thieu-Tam-Ban.

Comparaison de notre algorithme avec la procédure de Thieu-Tam-Ban.

m n V(S) V(S) T1[sec.] | T2 [sec.]
100 2 15 85 0.07 1.53
250 2 35 215 0.24 22.79
500 2 71 429 0.86 190.25
750 2 107 643 1.85 666.23
1000 2 143 857 314 | 1574.14
1250 2 179 1071 482 | 3113.85
1500 | 2 215 | 1285 690 | 544439

Par ces exemples, on constate aisément que la méthode que nous avons
implémentée donne lieu a de meilleurs résultats. En effet, la difference de
temps CPU entre les deux méthodes est considérable méme pour un nombre
élevé de sommets.
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CHAPITRE 3 :

Application & un probléme de découpe

de diamants.




3.9 Introduction

Le probléme de découpe d'une pierre brute pour en faire un ou plusieurs
diamants est un probléme trés complexe. La fagon de procéder dépend d'une
part des propriétés géométriques et physiques de la pierre brute et d'autre
part de la forme du produit fini désiré. La figure [1] ci-dessous donne les

formes de pierres taillées les plus courantes

o 0

LA MARQUISE

LE BRILLANT OU NAVETTE
la plus classique : c'est une taille taille oblongue : sa forme est gra-
ronde, a 57 facettes. ciense.
LA TAILLE EMERAUDE LA POIRE
rectangulaire et a degrés sur les ou ** goutte d'eau " dont les Jeux
cotés et les angles. sont aussi étincelants que ceny du
brillant.

1

LA BAGUETTE
taille rectangulaire longue et étroite
qui est une pierre d’accompagne-
ment de forme particuliérement
élégante.
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Trés souvent le produit fini désiré sera de forme "brillant". Cette forme
a été congue pour donner au diamant une diffusion optimale de la lumiére.
Les tolérances sur les différents angles et sur les dimensions relatives
sont extrémement étroites.

Comme la valeur de la pierre taillée dépend de son poids,de sa pureté
et de sa couleur, il est trés important pour la taille, de connaitre avec
précision la forme de la pierre brute.

Pour le moment, la taille des diamants est confiée a un expert qui ne
dispose pas d'assistance scientifique. Les méthodes utilisées sont
heuristiques et basées uniquement sur I'expérience et I'habileté de
l'expert. Cependant vu les sommes énormes qui sont en jeu, un outil
scientifique capable d'aider les experts dans leur tache serait le bienvenu.

Une premiére approche de ce probléme a été présentée dans [Ref.5 ]
Elle permet de trouver dans une pierre brute convexe ou non, le plus gros
diamant d'une forme spécifique donnée, l'orientation étant fixée a priori.
Dans ce chapitre on désire présenter une solution au méme prorbleme mais
ou l'orientation n'est pas fixée a priori. On se limitera toutefois au cas
simple d'une pierre brute convexe.

Aprés avoir modélisé le probléme sous la forme d'un programme d.c.
(section 3.2), nous présenterons dans la section 3.3 les résultats

numériques ainsi que les graphiques obtenus.
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3.2 Le probldme & deux dimensions

Le but étant de maximiser la valeur totale de la pierre taillée, le
probléme peut s'exprimer de la fagon suivante :
connaissant la forme d'une pierre brute, comment y tailler un ou plusieurs
diamants d'une forme spécifiée a l'avance pour que la valeur de ceux-Ci
soit la plus grande possible. C'est typiquement un probleme d'optimisation
a condition de pouvoir exprimer de fagon mathématique I'objectif a

maximiser ainsi que les contraintes a respecter.

En vue de réduire la complexité du probléme on considere dans une
premiére étude les simplifications suivantes :
- un seul diamant de forme spécifiée doit étre taillé dans la
pierre brute convexe.
- la valeur d'un diamant est uniquement basée sur son poids ou, ce
qui revient au méme, son volume.
- la pierre brute ne comporte pas d'impurete.
De plus on suppose pour l'instant que ce probleme est a deux dimensions.
En effet I'étude du cas bidimensionnel constitue une excellente
préparation

a l'étude du probléme général.
3.1.1 Position du probléme

Dans le plan R2 =xOy, on se donne un polygéne convexe Pg ( = pierre

brute). Soit r le nombre de ses "faces" (= cdtés). Ce nombre r est égal au

nombre de "points extrémaux" ( = sommets). Soit d'autre part un polygone
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convexe PR ( = pierre de référence) de forme donnée dans le plan. Soit s le

nombre de ses sommets.

1.2 ioh

Comment inscrire dans le polygone convexe fixé Pg un polygbne

convexe Pt le plus grand possible et de méme forme que PR ?

3.1.3 Solution proposée
1) Définitions et notations

Désignons par (xJ-R, ij) les coordonnées cartésiennes des sommets de
PR, j=1,...s numérotés dans le sens des aiguilles d'une montre. Appelons P
un polygbéne convexe de sommets (xj, yj) ol j=1,2,...s qui sont numérotés

dans le méme sens que PR .

On dira que P a la méme forme que PR si et seulement si on peut

trouverd>0,0 €]0,2n[,pe R,de R tels que

d coso d sin® 0
Vist2,s  (xpypl) = (68, yR 1) -d sin® dcosé 0 (1)

P q 1



ot d est le facteur de dilatation, 6 l'angle de rotation, p la translation le
long de l'axe des x et q la translation suivant l'axe des y. Ces facteurs sont

les mémes pour chaque sommet.

o\ Dagarigtion de (s fanshor aBjschit

Soit PT ( qui sera le diamant taillé) le polygbne de sommets (Xj,yj)
j=1,2,...s de surface S1, de méme forme que PR et inscrit dans Pp. Notons

Sg la surface de Ppy. Le probléme d'optimisation qui nous intéresse est

alors le suivant :

Trouver (x;, yl-) j=1,...s tels que la surface résiduelle
(Sp -ST) soit minimale.
Or comme Sg est donné, il suffit, pour minimiser (Sg - ST), de maximiser
ST.
La surface S est trés facile a calculer ; elle est donnée par la formule

suivante :

s
Sr=— L (X ¥ja1 = Xj41 Yj) (2)
2 =1

ol I'on a posé ( Xg4q » Ys41 ) =(Xq,Yq). Les sommets ont été numerotés de

fagon a ce que St soit positive.

3)contraintes

En ce qui concerne les contraintes, elles peuvent s'exprimer de la
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maniere suivante :
18re contrainte ; P1_est inscrit dans P :
Désignons par  ajx + bjy + ¢j = 0 (i=1,...r) , les équations des r
droites qui déterminent la frontiére de Py ; Supposons que Pg est
déterminé par les r inéquations :
aix + bjy +¢; <0 i=1,..r
Les contraintes s'écrivent alors

ajXj + biyj +¢c; <0 i=1,..retj=1,...s (3)

puisque Pq est convexe.

28Mecontrainte : P a_la_mém.e_tcme_qua_lin
Elle s'exprime par :
d cosoO d sind 0

Vv ij=1,2,...s ( xj,yj-,1) = xjH, ij,1) -d sind d coso 0 (4)

—

p q

En portant les valeurs de X; et Yj données par la relation (4) dans
I'expression (2), nous obtenons l'expression suivante
1 s

Maximiser — ¥ ( ij Yj+1 R. Xj+1R YjR ) d2
dssip:q 2 j=1

s
Or comme sa i ij Vi1 R. xj+1R ij )d2 = SR
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le probléme revient a | Maximiser d2
d,0,p,q

Portons maintenant les valeurs de X ety dans l'expression (2) :
Cij(d.6,p,q) =

(aixjR + bjy;P) d cose + ( (bix;P + ajyjR) d siné + ajp + bjq +c; <0

Le probléme d'optimisation est alors le suivant:

7

Maximiser d2
d,8,p.q

5.6 Cij( dopq)<0 i=1,..retj=,.58

0<6 <2r

C'est un probléme d'optimisation non linéaire a 4 variables et a rs
contraintes nhon linéaires, 6 étant une variable bornée.

Il serait intéressant d'avoir toutes les contraintes linéaires, car le
probléme serait plus facile a résoudre. Pour cela, posons u = d cosf et
v = d sing.

L'équation (4) devient alors :

u v 0
Vis12.s (xyph = (BB (v ouo0 (5) ,
p q 1
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et on a le probléeme de maximisation suivant a résoudre :

4
Maximiser u2+ v2

4 U,V:p;q

S.C. Qij(u,v,p,q) <0 i=1,.retj=1,.58

ol Qjj(u,v,p,0) =

(aiij + biij) u+ ( (biij + aiij) v+ ap + bjq +¢; <0

C'est un probléme non linéaire a 4 variables et rs contraintes linéaires.

Il reste & mettre ce probléeme sous forme d.c. convexe canonique pour
pouvoir le traiter par l'algorithme exposé dans les chapitres précédents.

Nous sommes alors amené a résoudre le probléeme suivant :

Minimiser -t
u,v,p,q, t

s.c. Qij(u,v,p,q) <0 i=1,..r et j=1,...s

t- U+ v2) <0

“

C'est un probléme d.c. car la derniére contrainte est anti-convexe.
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3.3 Résultats numériques

Nous avons implémenté en FORTRAN 77 sur l'ordinateur VAX 8600, la
méthode de recherche du diamant optimal pouvant étre taillé dans une

pierre brute donnée ( cfr. annexe ).

Un nombre assez important de tests ont été effectués avec succés. On
indiquera dans les pages qui suivent les résultats de quelques uns d'entre
eux avec les données correspondantes.

Pour donner une idée de l'efficacité des modifications que nous avons
apportées a l'algorithme de Thoai, nous allons comparer la version
originale avec la version modifiée ou nous calculons les sommets de fagon
différente en tenant compte de la redondance et ol nous cherchons d'autres

points pour favoriser de meilleures coupes.

Il est & noter que dans les tableaux qui suivront, S35 représente le

polytope engendré par l'algorithme qui a le nombre maximum de sommets

tandis que Sgng représente le polytope engendré a la derniére itération.

La dimension de I'espace dans lequel nous travaillons est toujours de

5 puique le probléme que l'on résout est donne par

{
Minimiser -t
U:V,p,q,t
S.C. QKU,V, ,q) <0 i=1,.F i=1,.5
£'- (u2+ v2) <0 ( voir § 3.2)

La variable d'écart t introduite pour linéariser la fonction objectif
entraine une convergence assez lente des algorithmes étant donné la

nature des coupes et le fait que cette variable t n'intervienne que dans la
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contrainte anticonvexe. Dés lors les variables u,v,p et q sont parfois
correctes bien avant que t ne soit ajusté. C'est ce qui explique d'une part
le nombre assez élévé d'itérations (quelques vingt itérations) pour les
tests assez simples et d'autre part que la méthode de Thoai n'aboutit a
aucune solution "compléte", le nombre de sommets dépassant parfois la

limite maximale prévue.
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TEST 1

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalités suivantes :
1.-025x+ y -5 <0
2. 025x + y -5 <0
3. 2x-y -4 <0
4, -2x -y -4 <0

B. Le diamant de référence PR (en noir) est déterminé par ses sommets :

1. ( 0,-2)
2. (-2, 2)
3.( 2 2)
C. Tableau des résultats :
Algorithme de Algorithme
Thoai modifié
Nombre d'itérations 16 15
Nombre de contraintes 21 11
Vs . ) 290 37
V(Smax) 290 37
Temps CPU (sec.) 2.81 0.38

L'efficacité de la nouvelle fagon de calculer les sommets en éliminant
les contraintes redondantes apparait ici nettement. Nous constatons par
ailleurs que le fait d'engendrer de nouvelles coupes fait gagner une

itération.

= T =



DILATATION = 2



TEST 2

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalités suivantes :

1. x-y

2. 2x+y-4<0

3.3x-y-6<0

4. -y-6<0

5.-2x-y-8<0

6.-2x+y-4<0
B. Le diamant de référence PR (en noir) est détermine par ses sommets :

1.

(0 ,-1.5)
(-1.5,-0.1)
7. (15, 0)

C. Tableau des résultat

;m @ & 0 Wb

Algorithme de Algorithme
Thoai modifié
Nombre d'itérations 15
Nombre de contraintes \ 15

V(S AW
S iival * \ 74
VS * % W
> max \ 75

Temps CPU (sec.) \ 1.29
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Dans ce deuxiéme test, le nombre de sommet final dépasse 25000 pour
la méthode de Thoai avant que la solution "compléte" du probléme ne soit
trouvée. En effet, comme nous l'avons signalé en débutant cette section,
les variables u,v,p et q sont correctes mais la variable t reste a ajuster.
Par contre l'algorithme que nous avons modifié conduit & la solution

complete assez rapidement.
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DILATATION = 2,26



TEST 3

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalités suivantes :

1.-1.75x +y
2. y
3. X

4. 05x-y
5. -1.75x-y

-7 <0
-7 <0
-5 <0
-7 <0
-7<0

B. Le diamant de référence PR (en noir) est déterminé par ses

C. Tableau des résultats :

sommets :

Algorithme de Algorithme
Thoai modifié
Nombre d'itérations 24 15
Nombre de contraintes 29 15
VS ar) 10282 48
Vs ) 10282 50
Temps CPU (sec.) 232.07 1.25
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DILATATION = 3.5



TEST 4

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalités suivantes :

1. -4 x +11y-202<0
y-18 <0

X + y-22 <0

7x + 4y-115 <0
X - 13 <0

7x -4y -91 <0
7x -6y -105 <0
-y -14 <0

-x -3y -44 <0
10. -6x -7y -132<0
11, -7x -2y -117<0
12.  -X -17 <0
13. -6x -5y -142 <0

o 0 N B o@a'E 0 M

B. Le diamant de référence PR (en noir) est déterminé par ses sommets :

1. (1,4)
2. (3,2)
3. (3,0)
4. (1,-4)
5. (-1,-4)
6. (-3,0)
7. (-3,2)
8. (-1,4)
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C. Tableau des résultats :

Algorithme de Algorithme
THOAI modifié
Nombre d'itérations 44
Nombre de contraintes \ 23
VE final \ 223
CH \ 223
Temps CPU (sec.) \ 15.7

Dans ce test, comme dans celui qui va suivre, l'algorithme de Thoai ne

trouve pas la solution (méme u,v,p,q ne sont pas corrects), bien

qu'il

semble s'en rapprocher lentement. Ceci est di a la taille des problémes

traités.
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DILATATION = 3,81



TEST 5

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalités suivantes :

i y-10<0
2. 10x+3y-70<0
3 X -7<0
4 x-y -11<0
5. 3x-5y -45<0
6. x-y -9<0
7. 3x-2y -25<0
8. -2x+ y -19 <0
9. -3x+2y-32 £0

B. Le diamant de référence PR (en noir) est déterminé par ses sommets :

1.(05, 2)
(1.5, 1.5)
3.(2.5,0.5)
4.(2.5 ,-0.5)
5. (1.5 ,-1.5)
6.(05, -2)
7.(-05, -2)

8.(-15, 15)

9. (-2.5 ,-0.5)
10.(-1.5, 1.5)
11.(-05, 2)
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C. Tableau des résultats :

Algorithme de Algorithme
THOAI modifié
Nombre d'itérations 38
Nombre de contraintes \ 35
VE finar) \ 228
V(B s ) \ 228
Temps CPU (sec.) \ 34.4
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DILATATION = 3.41



TEST 6

A. Le diamant brut Py (en rouge) est défini par les inégalites suivantes :
i -y -7 <0
2. 2x-y-11 <0
3 -X -5 <0
4, -3x+5y-40<0
5.025x+ y -6 <£0
6 7x+3y -49<0
7 7x- y -49<0

B. Le diamant de référence PR (en noir) est déterminé par ses sommets :

1. (
2. (
3. (1.5, 3.5)
4. (

5. ( 3.5, 2.5)

C. Tableau des résultats :

Algorithme de Algorithme
THOAI modifie
Nombre diterations \ 28
Nombre de contraintes \\ 23
\\\
V(S
Stinal’ 1 117
Vs ) \ 117
max \ |
\\.‘
Temps CPU (sec.) "\d 6.64
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CONCLUSION.



Le fait d'ajouter une seule contrainte anticonvexe a un programme
convexe ordinaire transforme celui-ci en un probleme relativement
complexe. Nous avons dans ce mémoire étudié l'algorithme de Tuy
permettant de résoudre un tel programme dit d.c. convexe. L'algorithme
implémentable découlant de cette approche n'était pas tres performant
mais les modifications que nous avons apportées ont permis d'accélerer
nettement sa vitesse de convergence. Grace a ces améliorations nous
avons pu résoudre des problémes de taille plus importante.

Cependant, pour le lecteur interessé, il reste quelques domaines de
recherche. Dans I'élaboration du calcul des nouveaux sommets, une étude
plus appronfondie de la précision numérique nous parait utile. D'autre part,
en vue d'obtenir de meilleures coupes, on pourrait imaginer différentes

fagons de mettre a profit I'information locale dont on dispose.
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