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Résumé

Dans ce mémoire, nous proposons une production didactique destinée & des étudiants de premiére
année universitaire en mathématiques, familiarisés avec les notions de base d’algebre linéaire. Elle
a pour but de faire découvrir le concept de module et de mettre en place une comparaison entre
celui-ci et celui d’espace vectoriel. Pour ce faire, nous commengons par rappeler les structures
algébriques que sont les groupes, les anneaux et les corps. Ensuite, nous introduisons une nouvelle
structure, le module, ainsi que quelques résultats fondamentaux. Enfin, nous présentons le concept
de base dans le cadre général des modules. Les théorémes d’existence et de caractérisation d'une
base nous permettent de différencier davantage les espaces vectoriels des modules. Afin de faciliter
la compréhension de ce travail auprés des étudiants, nous proposons des exemples et des exercices
résolus. Tout au long de ce mémoire, nous explicitons également les réflexions et les choix inhérents

4 la présentation du sujet, au travers de commentaires didactiques.

Abstract

In this paper, we present a didactic production intended for first-year graduate students in ma-
thematics, who have some basic knowledge in linear algebra. The aim of this production is to
introduce the concept of module and draw a parallel between vector spaces and modules. For
this purpose, we first remind the readers of algebraic structures as groups, rings and fields. Next,
we introduce a new structure, the module, along with some fundamentals results. Finally, we
bring forward the notion of basis within the framework of modules. Existence and characteriza-
tion theorems enable us to emphasize the difference between vector spaces and modules. In order
to make the students’ understanding easier, we suggest examples and solved exercises. Through
some didactic comments, we also formulate personal thoughts and choices that led to the way

the subject is presented in this work.



RIEHEE

Table des matieres

Introduction

1 Rappels des structures algébriques fondamentales
1.1 Notion de groupe . . . . . v v v v v v v e e e e e e e
1.1.1 Définition de groupe . . . . . . o o v e e e e e
1.1.2  L28lément Neutre . . v v v v v e e e e e e e e e e e e
1.1.3 Lasymétrisabilité . . . . .. . ... oo
1.1.4  Groupe commutatif . . . . . ...
1.1.5 Synthése des différentes notations . . . . . . ..o
1.1.6 Exemples de Groupes . . . « « « v v v v v e e e e e
1.1.7 Produit direct de groupes . . . . . . .. .o oo
1.1.8 Homomorphisme de groupes . . . . . . . .« e
1.2 Notions d’anneaul 86 COIPS . « v v v v v v v v v v o ot m e e e
1.2.1 Définition d’anneat . . . . . . . . . v e e e e e e e e e e e e e e
1.2.2 Homomorphisme d’anneaux . . . . . . . . . .o oo oo s e

123 Définition deCOrPE « s s 55 5 5 8 5 8 « v 5 v 5 o commmumun a » & 5 5§ 8

2 Introduction d’une structure algébrique nouvelle : le module

2.1 Modules et espaces vectoriels . . . . . ..o oo
21.1 Définitiondemodule . . . . . . . oo
2.1.2 Relations fondamentales dans un module . . . . . ... ... o000
9.1.3 Parallélisme entre modules & droite et modules a gauche . . . . . . .. ...
2.1.4 Définition d’espace vectoriel . . . . . . ..o
2.1.5 Exemples de modules et espaces vectoriels . . . . . .. ... ..o

2.2 Sous-modules et sous-espaces vectoriels. . . . . . ... e

2.3 Homomorphisme de modules . . . . . . ...

2.4 Exemplesillustratifs . . ... ... ... oo

3 Bases dans les modules et espaces vectoriels

31 Notiondebasedansun module . . . . . . . . .o e e
3.1.1 Contexte et notations . . . . . v v v v v e b e e e e e e e e
2.1.2 Combinaisons lNEAITES . .« « v« v v v v v v et v e e e e

3.1.3 Systémes générateurs et indépendance linéaire . . . . . ...

10
11
12
12
13
15
16
22
22
25
30

34
34
35
42
43
45
46
54
58
71



LALE

Table des matiéres

314 Basedun module . . . . . .. e e e e

3.1.5 Base et homomorphisme de modules . . . . .. . ... ...

3.2 Existence de bases dans les espaces vectoriels . . . .. . ... .o

3.2.1

Théorémes

dlexistence de bases . . . . . . v e e e e e e e

3.2.2 TIllustration des théorémes d’existence . . . . . . . . .« oo

3.2.3 Corollaires du théoréme d’existence . . . . . . . . . . oo oo

3.3 Notion de dimension d’un espace vectoriel . . . . . . . ... oo

3.4 Comparaison entre modules et espaces vectoriels . . ... ...

3.4.1
3.4.2
3.4.3
3.4.4

Conclusion

Bibliographie

Définitions

Sous-modules et sous-espaces vectoriels . . . . ..o

HomomorphiSmes . . . . v v v v v v v v v e e e

Les bases

92

96
105
105
107
109
111
119
119
120
121
122

127

128




A hak oo

LB |

Introduction

Le but de ce mémoire est de proposer un parcours qui permet d’élargir, au cadre général des
modules, quelques notions relatives aux espaces vectoriels de dimension finie. Nous mettrons en
place une comparaison entre ces deux structures algébriques.

Nous sommes conscients que les concepts abordés sont simples et maitrisés depuis longtemps par
Jes mathématiciens. Ce mémoire n’a donc aucune prétention d’amener quelque chose de nouveau
dans ce domaine. L'objectif de ce travail est tout autre : mettre en place une présentation a
caractere didactique. Les nouveaux concepts introduits ou les éléments distinctifs entre espaces
vectoriels et modules font 'objet d’une explicitation particuliere et sont illustrés par des exemples

ou exercices résolus.

Ce travail comporte deux lectures distinctes. La premiére, constituée de la matiere en elle-méme,
s'adresse & des étudiants de premiére année universitaire qui ont un premier bagage en algebre
linéaire. En effet, nous considérons qu’ils maitrisent déja les concepts d’espace vectoriel, de base
et d’application lindaire dans les espaces de dimension finie. La deuxiéme lecture est destinée
aux mathématiciens susceptibles d’enseigner le concept de module. Elle comprend des réflexions
personnelles relatives aux choix didactiques effectués et & la construction des exemples proposés.
Tout au long du mémoire, ces commentaires sont présentés dans des cadres ombrés afin de les

distinguer du corps de texte.

Dans un premier chapitre, nous rappelons les structures algébriques de groupe, d’anneau et de
corps ainsi quelques propriétés importantes, qui seront utiles pour la suite. Ce chapitre permet

dintroduire les notations et de partir sur des bases communes a tous.

Dans un deuxiéme chapitre, nous étudions le module & droite et le module & gauche. Nous ex-
plicitons ces deux définitions en symboles mathématiques et en langage courant. Ensuite, nous
présentons des relations fondamentales dans un module ainsi que le parallélisme existant entre
module & droite et & gauche et finalement, nous nous intéressons 4 un cas particulier de mo-
dule : ’espace vectoriel. Nous consacrons également des sections aux notions de sous-modules et

d’homomorphisme de modules.

(23
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Dans un troisieme chapitre, nous développons la notion de base dans les modules. D’abord, nous
présentons les familles de vecteurs, les combinaisons lindaires, I'indépendance linéaire, les systémes
générateurs et enfin les bases. La notion de famille nous permet d’envisager un nouveau concept :
celui des bases contenant un nombre infini de vecteurs. Ensuite, nous étudions I'existence des
bases et leur caractérisation et introduisons la notion de dimension dans les espaces vectoriels.
Enfin, une comparaison générale reprend les différences et analogies entre espaces vectoriels et

modules repérées tout au long de ce mémoire.
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Chapitre 1

Rappels des structures algébriques

fondamentales

Afin d’introduire la notion de module, notion centrale de ce mémoire, nous allons commencer
par présenter les différents concepts et mettre en place les outils préliminaires qui seront utiles
pour la suite. Dans ce chapitre, nous rappellerons les structures algébriques de base que sont les
groupes, les anneaux et les corps et nous énoncerons les résultats les plus importants concernant
ces notions. Ensuite, aprés chaque notion théorique, nous proposerons un exemple ou un exercice
résolu. Tls ont essentiellement pour buts de permettre une premiere manipulation des définitions
et d’attirer I'attention sur les subtilités qui se cachent derriere certains concepts.

Ce premier chapitre est essentiellement basé sur les syllabi de P. Toint [8] et de S. Thiry [7].

Remarque : Ce premier chapitre peut paraitre élémentaire & premiére vue
puisqu’il a pour but de rappeler aux lecteurs les structures algébriques de
base comme les groupes, les anneaux et enfin les corps. Nous sommes conscients
que les étudiants en premidre année de bachelier connaissent déja pour la
plupart ces structures. Néanmoins, il est important que ces bases, clairement
détaillées, soient communes a tous.

Ce rappel est aussi un moyen d’introduire en douceur les conventions de
notations et de vocabulaire utilisées tout au long du travail et de laisser

le temps aux étudiants de se familiariser avec elles. En effet, on remarque que
certains problémes de compréhension sont parfois dus aux notations spécifiques
utilisées et & une trop grande quantité d’éléments nouveaux qui sont présentés
simultanément. Dés lors, si les concepts sont connus, 1’étudiant pourra se

concentrer sur les notations et se les approprier avant d’aborder des notions

plus complexes, comme celle de module par exemple.
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1.1 Notion de groupe

1.1.1 Définition de groupe
Commencons par considérer un ensemble K non vide. Munissons cet ensemble K d’une loi de
composition *, interne et partout définie ! :

* KxK — K,

(z,y) +— z*y.

Dans la pratique, on rencontre souvent d’autres notations pour signifier une loi de composition,
comme le symbole + ou e . On aurait donc pu noter la loi de composition définie ci-dessus

comme suit :
+ : KxK — K,
(z,y) — z+uy.

Malgré la notation équivoque, le symbole + désigne une loi quelconque, sans rapport avec I’ad-

dition de nombres. On dit néanmoins que I’on utilise la notation additive.

On pourrait encore noter cette méme loi de composition de la maniére suivante :

o KxK — K,
(z,y) +— ze y=uzy,

dans ce cas, on dit que 'on utilise la notation multiplicative.

1l faut que le lecteur soit conscient qu’utiliser le symbole +, o , 'absence de signe ou encore *
pour décrire la loi de composition est uniquement une convention d’écriture et ne change en rien
la signification de la loi de composition en elle-méme. Dans un premier temps, nous avons choisi

d'utiliser le symbole * pour désigner une loi de composition sur K.

Remarque
Par la suite, sauf mention explicite du contraire, nous ne considérerons que des lois de composition
qui sont partout définies. Dés lors, lorsque nous parlerons de loi de composition sur K, il

sera sous-entendu que cette loi est partout définie.

1. Une loi de composition (interne) sur un ensemble K est une fonction de K x K dans K. Une loi
de composition est partout définie si c’est une application. En d’autres mots, une loi de composition interne et
partout définie fait correspondre & tout couple (z,y) € K x K un troisieme élément de K qui dépend de z et

de y.



aea s

1. Rappels des structures algébriques fondamentales 9

Remarque : Notation de la loi de composition.

Nous trouvons qu’il est utile dans ce paragraphe d’insister sur les différentes
notations que 1’on peut choisir pour indiquer une loi de composition. Il y a
plusieurs raisons a cela.

En premier lieu, utiliser différentes notations permet de faire comprendre a
1’6tudiant que les symboles utilisés sont uniquement des conventions d’écriture
et ne changent pas la signification de la loi de composition. Il est en effet
indispensable qu’il puisse en faire abstraction pour pouvoir comprendre en
profondeur les concepts de loi de composition, de groupe, d’anneau et de module.
Ensuite, introduire le symbole #* permet d’éviter les notations + et

utilisées habituellement dans la littérature. En effet, si on utilise
directement ces derniéres notations, 1’étudiant risque d’associer ces symboles
aux lois d’addition et multiplication usuelles, ce qui pourrait préter a
confusion.

Enfin, il est important qu’il soit capable de passer d’une notation & 1’autre,

c’est pourquoi nous insisterons sur ce point tout au long du paragraphe,

notamment avec un tableau récapitulatif.

Lorsque ’on considére ’ensemble K et une loi de composition (z,y) — ¢*y sur K, on les note

généralement sous forme de couple : {K,*}.

Avec cette notation, introduisons la notion fondamentale de groupe.

Définition 1.1.1 (Groupe)
Le couple {K,*} est un groupe s'il vérifie les conditions suivantes

1: ¥ zyyet K, Tx(yx2)=(z*y)*z [Associativité]

g e K, ¥z B, exT=T*xe=1 [Existence d'un élément neutre]

3. VzeK, JyekK, THY=e=YxT [Symétrisabilité]
Remarque

11 est important de constater qu’un groupe est constitué de deux objets : un ensemble et une loi
de composition. Néanmoins, en pratique, lorsqu’on parlera du groupe {K,*}, on le nommera

simplement le groupe K, par la méme lettre que I’ensemble qui en constitue P'une de ses données.
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1.1.2 L’élément neutre

Définition 1.1.2 (Elément neutre)

Tout élément e dont il est question dans la propriété 2. de la définition 1.1.1 est appelé élément
neutre de la loi de composition *. Autrement dit, un élément neutre de la loi * est un élément
e tel que

Vze K, exzx=x==x*e. {113

S'il y a une ambiguité possible concernant le groupe auquel un élément neutre appartient, on le

note eq si e est un élément neutre pour la loi * dans G.

Lorsqu'une loi de composition admet un élément neutre, elle n’en admet en fait qu’un seul, comme

le spécifie le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.1
Soit * une loi interne et partout définie sur Pensemble K.

Si cette loi de composition admet un élément neutre, alors il est unique.

Preuve
Supposons que ¢ et e’ soient des éléments neutres pour la loi * sur K. Ils vérifient donc
P p

les égalités (1.1).
Considérons le cas particulier ol & = ¢” dans I'égalité €'+ z =z, on obtient :

! 1
e e =¢€".

Considérons le cas particulier ot z = ¢/ dans I’égalité z * ¢’ = z, on obtient :

1)
exe =¢.

Et donc € = €". n

Remarques

1. Si l’on utilise la notation additive, I’élément neutre sera noté 0 plutét que e, tandis que si

la loi de composition est notée multiplicativement, le neutre est désigné par 1.

. . . iy 212 . 3 »
9. Dorénavant, si une loi de composition admet un élément neutre, on dira [’élément neutre

puisqu’on sait d’aprés le théoreme précédent que s'il existe, il est unique.
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1.1.3 La symétrisabilité

Définition 1.1.3 (Elément symétrique)
Si z € K, alors tout élément y € K vérifiant la propriété 3. de la définition 1.1.1 est appellé

symétrique de x . En d’autres mots, y € K est un symétrique de z € K sl zxy =e=y*T.

Qi élément z € K admet un symétrique, alors il n’y en a qu'un. Clest I'objet du théoréme

suivant.

Théoréme 1.1.2
Soient {K,+} un groupeet x € K. Sil'élément x admet un symétrique, alors celui-ci est unique.

Preuve : Supposons que y € K et 3 € K soient tous les deux des symétriques de z. Par

définition, on peut écrire :
zxy=ec=yxz et zxy =e=y *z
Par les égalités ci-dessus et par l'associativité de * , on obtient d’'une part
(xxy)xy =exy =y
et d’autre part
(wxy)xy =(yxa)xy =y*(zxy) =yxe=y.

Donc y =1y n

Remarque
Dorénavant, s’il existe, nous noterons le symétrique de 1'élément z € K pour la loi * par z'

afin d’insister sur le lien qui existe entre un élément et son symétrique.

Lorsqu’on utilise une loi de composition notée additivement, on prend comme convention de noter
le symétrique de x € K par —z plutét que par ', et on I'appelle opposé plutét que symétrique.
Enfin, Pélément = + (—y) du groupe K sera noté = —y.

Par contre, lorsqu’on a affaire 4 une loi de composition notée multiplicativement, on emploie le

mot inverse au lieu du mot symétrique et on note l'inverse de ’élément = € K parz~!. Par
q

convention, 'élément z - (y~1) ou z(y~!) du groupe K sera noté z - y~! ou zy~l.
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1.1.4 Groupe commutatif

On ajoute souvent une nouvelle propriété a la définition de groupe : la commutativité de la loi

de composition. On obtient alors la définition suivante.

Définition 1.1.4 (Groupe commutatif ou abélien)
{K,*} est un groupe commutatif ou un groupe abélien si

1. {K,*} est un groupe,
2. Vz,ye K, z*xy=y*x [Commutativité]

1.1.5 Syntheése des différentes notations

Le tableau ci-dessous est tiré de [7] et donne un récapitulatif des notations que nous avons
employées jusqu’a présent. Les notations addititive et multiplicative sont les plus fréquemment

utilisées dans la littérature, il est donc intéressant de pouvoir passer aisément d’une notation a

Pautre.
Notation de la loi Composé | Elément neutre | Symétrique de = Composé de ©
avec son symétrique
* T*Y e d T xx
Notation additive + z+y 0 —z (opposé) T—x
Notation multiplicative - | z -y ou zy 1 ! (inverse) xz~!
ou absence de signe

Remarque
Dorénavant, par convention, nous écrirons la loi de composition d’un groupe en notation additive,

et cela jusqu’a la fin de ce texte.
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1.1.6 Exemples de groupes

Tlustrons les différents concepts que nous avons vus jusqu’a présent par quelques exemples.
] q

Objectifs des ewemples 1.1.1 et 1.1.2 :

Le but visé par ces exemples est la manipulation de la définition de groupe.
Le premier exemple permet & 1’étudiant de faire le lien entre le concept
abstrait de groupe et les ensembles de nombres munis des lois usuelles, qu’il
manipule réguliérement.

Le deuxidme exemple permet d’étudier un groupe qui est muni d’une loi moins
intuitive pour les étudiants : la composition d’applications. Cette loi est un

peu différente des lois usuelles d’addition et multiplication, notamment parce

qu’elle n’est pas commutative. Elle incite donc plus a la réflexion.

Exemple 1.1.1
I’ensemble des nombres naturels N muni de la loi d’addition usuelle ne forme pas un groupe

puisque les éléments de N n’admettent pas de symétrique dans N. Par contre, I’ensemble des

nombres entiers Z muni de la loi d’addition usuelle forme un groupe commutatif?2.

Exemple 1.1.2
Soit K = {1,2...,n} l'ensemble constitué par les naturels 1,2,... jusque n, et considérons
les permutation53 de K. Soit S, l'ensemble de ces permutations, que I’on muni de la loi de

composition d’applications usuelle o.

La formule (f,g)— fog, ol fog estla composée des applications f et g, définit bien une loi
de composition interne et partout définie car Vf,g ESn, h=fog€Sy: la composée de deux

applications bijectives d'un ensemble dans lui-méme est encore une application bijective.
Le couple {Sp,0} forme-t-il un groupe?

Pour répondre a la question, nous proposons de résoudre ce probléme sur un exemple plus concret :

étudions le couple particulier {Ss,o}.

2. Parfois, Z est aussi appelé I'ensemble des entiers rationnels et {Z,+} est appelé groupe additif des

entiers rationnels.
3. On appelle une permutation de K toute application bijective de K dans K.
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Prenons done K = {1,2,3}. L’ensemble des permutations S3 comporte 6 éléments :

s1: 1,2,3 —1,2,3
s9: 1,2,3 —2,3,1
s3: 1,2,3 —3,1,2
sa: 1,2,3 —1,3,2
ss: 1,2,3 —3,2,1
sg: 1,2,3 —2,1,3

De cette maniére, nous avons répertorié tous les arrangements possibles des nombres 1,2,3. Le

nombre de permutations possibles de I’ensemble K est 3! = 6.

Vérifions une & une les propriétés de la définition 1.1.1.

1. T’associativité est vérifiée car 'opération qui consiste & composer des applications est une

loi de composition associative .

9. Peut-on trouver un élément neutre? La permutation s1 convient car c’est ’application

identité sur K. En effet, on peut vérifier que V s; € Ss, sio0s; =8 =s;081, i=1,...,6.

3. BEn ce qui concerne la symétrisabilité, il faut vérifier que

V 5 € S3, 85 €83:8;08; =81 = 8508, i,j=1,...,6.

On peut vérifier que s; 081 = 81, 84084 = 81, 85085 = 581, sg © s¢ = 81, et enfin,
$9083 = 81 = 830 82. Autrement dit, les éléments 1, 54, 55, 8¢ sont leur propre symétrique

tandis que la permutation sy est le symétrique de s3 et s3 est le symétrique de ss.

4. Enfin, on remarque que la loi o n’est pas commutative.

En effet, par exemple avec les permutations sz et s4 € K, sp084 # 84082,
=

=85 =86

En conclusion, {S3,0} est un groupe non-commutatif.

De maniére générale, on peut montrer que {Sn, o} est un groupe®, quel que soit le naturel 7.

Ceci cloture cet exemple.

4. Ce résultat ne sera pas démontré ici, mais une démonstration peut étre trouvée dans [3], pg 61.
5. Une démonstration de cette affirmation peut étre trouvée dans [3], & la page 114.
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1.1.7 Produit direct de groupes

Par la suite, dans certains exemples, nous utiliserons des ensembles produits® (R™, Z",... ).

La propriété suivante nous sera alors utile.

Proposition 1.1.1 (Produit direct de groupe)
Soient Gi,...,Gn, n groupes. Considérons sur Pensemble produit G = Gy X -+ x Gy, la loi de

composition donnée par :
(@1, > %n) + @15+ Yn) = (@1 + Y15, Tn + Yn)- (1.2)

Alors, le couple formé par I'ensemble G et cette loi de composition est également un groupe. On

Pappellera le produit direct des groupes Gi,...,Gn.

Ceci découle immédiatement du fait que Gi,...,Gn sont des groupes.

Remarque
Observons que malgré leurs notations identiques (notation additive), les lois de compositions

utilisées dans les deux membres de I'égalité (1.2) ne sont pas les mémes. Dans le membre de
gauche, le symbole + représente Ja loi de composition sur G. Dans le membre de droite, les
symboles + représentent les lois définies respectivement sur G, G, .. ., Gp. La notation additive
est utilisée pour chaque groupe rencontré mais elle peut cacher des réalités bien différentes de
I’addition usuelle.

Cette subtilité est illustrée dans I’exemple suivant.

Objectif de 1’exemple 1.1.3 :

Cet exemple a pour but d’illustrer la proposition ainsi que la remarque
précédente et de faire prendre conscience a 1’étudiant que les lois qui se
cachent derriére les notations additives des différents groupes ne sont pas
toujours la loi d’addition usuelle.

Cet exemple est présenté sous la forme d’un exercice résolu, comme beaucoup

d’autres dans la suite du texte. De cette maniére, 1l’étudiant peut s’exercer par

lui-méme et ensuite s’auto-contrdler.

6. L'ensemble produit X x Y est I’ensemble des couples (z,y) o z€X et y€Y.

De plus, si X est un ensemble, on pose

X" = XxXx...xX.
e g

produit de n ensembles identiques

===
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Exemple 1.1.3

Soit Gy et Go deux groupes définis comme suit :

e G1 = {S3,0} : Densemble des permutations de ’ensemble {1,2,3} muni de la composition
usuelle d’applications, présenté dans 'exemple précédent ;

e Gy ={Q,-}: l'ensemble des rationnels muni de la multiplication usuelle.

Considérons I’ensemble produit G = G1 X G2 = {(s,a) : s € S3,a € Q}, et munissons-le de la

loi de composition définie par

(Siaal) < (SjaQZ) = (S'i 084,01 " 052).

Questions
a) Le couple {G,+} est-il un groupe? J ustifie.
b) Calculer (s2,7)+ (84, —3). Cet élément appartient-il & G 7

Résolution

a) En premier lieu, vérifions que G et (G5 ainsi définis sont des groupes.
On sait par 'exemple précédent que G est un groupe, et on peut facilement vérifier que G
en est un également. De plus, la loi de composition sur G est définie selon la méme structure

que celle de la proposition 1.1.1. En effet,

(i, 1) + (85, 2) = ( 8; 0 8; ; aj - ag ).
\. - b\/_/ ) T—\,—/
Loi définie sur G Loi définie sur Gy Loi définie sur Ga

Par la proposition 1.1.1, on peut donc conclure que {G,+} est un groupe.

b) (s2,7) + (s4,—3) = (s2 084,77 —3) = (s5, —21). Par définition des lois de compositions sur

G et Gy qui sont internes et partout définies, cet élément appartient a G.

Voila qui cléture cet exemple.

1.1.8 Homomorphisme de groupes

Enfin, étudions maintenant la notion d’homomorphisme de groupes.

Définition 1.1.5 (Homomorphisme de groupes)
Soient K et L deux groupes. On appelle homomorphisme de K dans L toute application

f de K dans L telle que
Vae,ye K,  [lz+y)=Ff()+fy) (1.3)

Si I’homomorphisme est bijectif 7, on parlera d’isomorphisme de K dans L.

S existe un isomorphisme de K dans L, on dira que les groupes K et L sont isomorphes.

7. On considére que les notions d’application, d’injection, surjection et bijection sont connues. Des définitions

claires de ces notions peuvent étre trouvées dans [8], page 6.
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Nous pouvons de nouveau observer que malgré leurs notations identiques (notation additive), les
lois de compositions utilisées dans les deux membres de I'égalité (1.3) ne sont pas les mémes.
Dans le membre de gauche, le symbole + représente la loi de composition sur K, tandis que
dans le membre de droite, le symbole + représente la loi définie sur L. Ces deux lois peuvent

donc étre totalement différentes, comme I'illustre 'exemple suivant.

Objectif de l’exemple 1.1.4 :
Dans cet exemple, nous voulons attirer 1’attention de 1’étudiant sur le fait

que la définition d’homomorphisme de groupe implique deux groupes, un de départ
et un d’arrivée, qui peuvent &tre totalement différents au point de vue de leur
ensemble et de leur loi de composition. C’est pourquoi nous avons choisi pour

le groupe de départ, 1’ensemble des matrices 2 x 2 muni de la loi d’addition
matricielle usuelle, et pour le groupe d’arrivée, 1’ensemble des couples réels
muni d’une loi de composition & assez particuliére.

Cette loi différe expressément de la loi + usuelle pour mettre en lumiére

le fait que le symbole + peut cacher des réalités parfois inattendues. Par
exemple, la loi @ n’admet pas 1’élément (0,0) comme neutre, comme c’est le cas

pour 1’addition usuelle de couples, mais elle admet le neutre (—2,—2).

Exemple 1.1.4
Considérons I’application f définie par

£ MR+~ (R}

a b a

b
e I )=(a+d—2,c+b—2)

.

ou

o {My(R),+} est I'ensemble des matrices 2 x 2, & éléments réels, muni de la loi d’addition
matricielle usuelle®.

o {R2,®} est 'ensemble des couples réels muni de la loi & : R? x R? — R?
((z1,72), (y1,92)) — (w1t 1 + 2,22+ Y2 + 2), olt + désigne I'addition usuelle sur R.

8. On définit ’addition matricielle usuelle sur {M2(R),+} comme suit :

+ AJQ(R)XI\JQ(R) — A{[?(R)
(A,B) — A+B,

oll, si a; désigne I'élément de A qui se trouve a la i#me ligne et & la 7*™° colonne, on définit

(A+ B)ij = aij + by, 4,3=12
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Questions
a) L’application f est-elle un homomorphisme de groupe ?

b) L’application f est-elle un isomorphisme de groupe ?
Résolution

a) Vérifions que f est homomorphisme de groupe.
Pour commencer, remarquons que f est partout définie dans M>(R), c’est donc bien une appli-

cation.
Ensuite, nous vérifierons que {Mz(R),+} et {R?, @} sont des groupes. Enfin, nous montrerons

que f ainsi définie satisfait & I'égalité (1.3).

1) {M(R),+} est un groupe (commutatif)

En effet, Paddition matricielle est associative, commutative, ’élément neutre est la matrice

00 a b
nulle et enfin I’élément symétrique d’une matrice quelconque €
0 0 c d
—a —b
{M5(R),+} est la matrice opposée € (Ma(R),+).
—c —d

2) Le couple {R? @} est-il un groupe?
Détaillons les propriétés de la définition 1.1.1 les unes apres les autres.
. [Associativité] ¥ z = (z1,22), ¥y = (y1,42), 2 = (21, 2) € R?, (z@y)@z="zd(yD2)

QOui, car
(z@y)Dz=2® (YD 2)

& (@ 4yt 2,22+ +2) 0 (21,22) = (z1,22) ® (31 + 21+ 2,92 + 22+ 2)
& (m+y1+2)+21+2, (T2 +ya+2)+22+2) = (z1+(y1+21+2)+2, 22+ (yo+22+2) +2)
@($1+y1+21+4,w2+y2+zg+4)=(a:1+y1+z1+4,:cg+y2+zg+4)

. [L’é1ément neutre] 3 e = (e1,e2) € R2, Vz=(z1,22) ER?, cz@e=z=€cdz.

L’élément (e1,e) = (—2,—2) € R? est le neutre de cette loi car

V(ml,l‘g) S Rz, (:L‘l +e +2,L‘32+62+2) = (:L'l,mz) = (e1 + z1+ 2, €2 +.’L‘2+2)

. [Symétrisabilité] V x = (z1,22) € R2, 32/ = (z},25) €R?, zda' =e=2"Dz.

Soit (z1,22) € R2. Son symétrique est I'élément z' = (z},zh) = (—4 — z1, —4 — z2).

En effet, comme e = (—2,—2), on doit trouver z' tel que

@z =(-2,-2)=2'dz



LULY b

1. Rappels des structures algébriques fondamentales 19

<=>($1+$’1+2,m2+$’2+2)=(—2,~2)z(m"l+:1:1+2,a?'2+932+2)

& (), zh) = (-4 — z1, —4 — T2).

3) 1l reste & montrer que f vérifie la propriété (1.3).
a b a b
Soit et deux éléments de Mz (R).
c d d d

Montrons que

a b a b a b a b

I( + )= £ )@ f( ).
c d ¢ d c d d d

Par les définitions de I’addition matricielle et de f, I’expression précédente est équivalente
a
a+a b+l , ,
f( ):(a+d—2,b+c—2)@(a+d’—2,b+c’—2).
c+cd d+d
Par les définitions de f et de la loi ®, on obtient

(a+a +d+d —2,b+b +ct+d =2) = (a+d—2)+(d +d' =2)+2, (b+c—2)+ (b +c' —2)+2).

En simplifiant le membre de droite, cette derniére égalité est encore équivalente &
(a+d+d+d—2,b+b +ct+cd —2)= (@+d+d +d —2,b+c+b +J —2).

En commutant les termes adéquats, on trouve finalement que les deux membres de 'ex-

pression ci-dessus sont égaux. Donc f est bien un homomorphisme de groupes.

b) Vérifions que ’homomorphisme f est un isomorphisme.

D’aprés la définition 1.1.5, il faut montrer que f est bijective.

Pour ce faire, montrons que [ est

1. Surjective : par définition, f est surjective si et seulement si

a b a b
Y (z,y) € R?, 3 € My(R) tel que f( ) = (z,9)-
c d c d

Par la définition de f,
a b

f( )=(a+d—2,c—|—b—2)),
c d
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cela revient  se demander s'il existe une matrice dont les €léments vérifient le systeme

at+d=z+2
c+b=y+2,

quel que soit le couple (z,y) € R? choisi au départ.

On observe que c’est bien le cas, donc f est surjective.

9. Injective : par définition [ est injective si et seulement si

a b a v
v , € My(R),

b )= f( } =5 =

Par définition de f et par la définition de I’égalité de deux matrices?, cela revient & vérifier

que )
= ot

! ! / ! b:bl
(a+d—2,c+b—2):(a+df2,c+d#2):> )

¢ = i

Ld=d’

Cependant, on observe que le systeme
at+d—2=d+d -2
c+b—2=c=d -2

n’implique pas obligatoirement que

s

=
b="0
e=¢
kd,=d’

Donc, f n’est pas injective.
Par conséquent, f n’est pas un isomorphisme puisque cet homomorphisme n’est pas
une bijection.

Voila qui cléture cet exemple.

9. Soit A une matrice n X m et B une matrice 7 X p.
A et B sont égales si elles ont méme dimension (n=r et m = p) et si leurs éléments dont égaux deux & deux

(ai; = bij, Vi=1,...m, gr= Tysa);
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Terminons ce paragraphe sur les homomorphismes de groupes en explorant deux propriétés im-

portantes.

Propriétés des homomorphismes de groupes

Soient K et L deux groupes. On constate que si f est un homomorphisme de groupes de K

dans L, les propriétés suivantes sont toujours vérifiées.

Proposition 1.1.2 (Propriétés des homomorphismes de groupes)
Soient K et L deux groupes et f est un homomorphisme de groupes de K dans L.
1. Le neutre de K est envoyé par I’homomorphisme de groupes sur le neutre de L.

En d’autres mots,
f(0k) = Or.

2. L’image du symétrique de = dans K est le symétrique de f(z) dans L.

Autrement dit,

VzeK, f(—z) = —f(=).

(1.4)

(1.5)

Preuve

1. La premiére propriété est immédiate.
En effet, en choisissant y = Ok dans la relation (1.3), on trouve pour tout z dans K

flz+0g) = f(2) + f0x) & [(z)=f(z)+ f(0k)
& f(z)— f(z) = f(z) - f(z)+ f(Ok)
& 0, =0z + f(Ok)
& 0p = f(0K).

9. Démontrons la deuxiéme propriété.
En effet, en partant de 1'égalité précédente, on obtient pour tout = dans K :
0 =f(0x) & 0p=f(-z+72)
& 0y = f(-z)+ f(z) par (1.3)
& —f(z)=f(-z) + f(z) — f(z)
ol LR i

=0,

& —fl@)=[f(-2).

ce qui implique le résultat annoncé.

Ces propriétés cloturent le paragraphe relatif & la notion de groupe.
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1.2 Notions d’anneau et corps

1.2.1 Définition d’anneau

Soit K un ensemble non vide muni de la loi de composition suivante :

+: KxK — K,
(z,y) +— z+vy.

Pour définir un anneau, il est nécessaire d’introduire une deuxieme loi de composition sur I’en-

semble de départ.
Munissons donc K d’une deuxieéme loi de composition * interne et partout définie :
* KxK — K,

(z,9) = T*y.

Considérons le triplet {K,+,*} formé par I'ensemble K et les deux lois de compositions + et

% et présentons la notion d’anneau.

Définition 1.2.1 (Anneau)
Le triplet {K,+,*} est un anneau s'il vérifie les conditions suivantes

1. {K,+} est un groupe commutatif,

2. Yuwpz K, z*(y*2z)=(T*y)* 2z, [Associativité]
3. dJee K, VzeK, EXP =1 =1 ¥e, [Existence de I’élément neutre ] 1
4. Vz,y,z € K, zx(y+z)=(zxy)+(z*x2z) et (y+2)xz = (y*z)+ (2*2).

[Distributivité & gauche et & droite de * par rapport a +]

Comme nous ’avons fait avec la premiére loi pour définir un groupe commutatif, on peut exiger

que la deuxiéme loi * soit commutative. On obtient alors la définition suivante :
Définition 1.2.2 (Anneau commutatif)
Le triplet {K,+,*} est un anneau commutatif si

1. {K,+,#} est un anneau,

2. Vz,ye K, THY=Y*Z [Commutativité]

10. Certains auteurs omettent l’existence d’un neutre dans la définition d'anneau et parlent d’anneau unitaire

lorsque 1’élément neutre existe.
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Remargues

1. Pour introduire le concept d’anneau, nous avons besoin de deux lois de compositions sur K.
Dans la littérature, on trouve les notations et appellations suivantes, que nous adopterons
dans la suite.

a) La premiére loi est souvent notée additivement (+) et est appelée addition sur K.
Le neutre associé & cette loi est noté 0.

b) La deuxiéme loi que nous avons notée jusqu’ici par * est plutét notée multiplicativement
(par - ou par I'absence de symbole) et est appelée multiplication sur K. L’élément
neutre associé a cette loi est noté par 1 au lieu de e.

Rappelons que malgré leur notation et leur nom, ces deux lois peuvent n’avoir aucun rapport

avec les lois d’addition et de multiplication habituelles.
2. Observons que nous avons utilisé deux symboles différents pour les deux neutres : 0 pour
de la loi d’addition et 1 pour la loi de multiplication.
a) Le neutre pour I’addition est absorbant c’est-a-dire que pour tout élément z de 'an-
neau K, Oz =z0=0.

En effet, on vérifie que

z=1zr=(14+0)z=1zx+0z=z+0z.

il L

L’égalité =z = x + Oz obtenue permet de conclure que 0 = 0z. L’autre identité se

démontre de la méme facon.

b) Les deux neutres 0 et 1 peuvent-ils étre identiques 7

= Supposons que 0 = 1. Dans ce cas, on obtient, pour tout z dans K :
r=z-1=z:-0=0

ot la dernitre égalité s’obtient grace au fait que 0 est absorbant. On observe donc que

K se réduit & un seul élément, 0. Il est qualifié dans ce cas d’anneau trivial.

Tllustrons la définition d’anneau par quelques exemples.

LAYl

Objectifs de l’exemple 1.2.1

Nous introduisons ici 1’ensemble des matrices muni des lois usuelles d’addition
= et de multiplication. Cet ensemble est intéressant pour illustrer la notion
d’anneau, d’une part car les matrices sont des objets connus des éléves depuis
la 6% année de 1’enseignement secondaire, et d’autre part, parce que cet
ensemble muni de ces deux lois forme un anneau non commutatif, sans &tre un

corps. Pour ces deux raisons, de nombreux exemples ayant trait & cet anneau,

seront développés dans la suite du travail.
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Exemple 1.2.1
1. L’ensemble des nombres entiers Z muni des lois d’addition et de multiplication habituelles

est un anneau commutatif1t, On peut par contre vérifier que 'ensemble des nombres entiers
naturels N, muni des mémes lois n’est pas un anneau puisque {N,+} n’est pas un groupe

commutatif.

9. Soit K un anneau quelconque. Précisons quelques notations : on note par Mpn(K) Ven-
semble des matrices & m lignes, n colonnes et & éléments dans K, et par My (K) Den-

semble des matrices carrées d’ordre m & éléments dans K.

Considérons Pensemble des matrices M,(K) et munissons cet ensemble des lois de compo-

sition d’addition et de multiplication matricielles usuelles, définies comme suit

i Mn(K) x Mp(K) — Mq(K)
(A,B) — A+B,

oil, si a;; désigne 'élément de A qui se trouve & la #*m¢ ligne et a la jéme colonne, on

définit
(A+B)ij:aij+bij: L,i=1,...,n
oll ai; + bi; est obtenu grace & la loi de composition de + dans lanneau K,

et

Mn(K) x Mp(K) — My(K)
(A,B) — A-B=AB,

oll, si a;; désigne 'élément de A qui se trouve 3 la ®™¢ ligne et & la j®m° colonne, on
définit
i

(AB)ij = Zaz’kbkj: i =il ey e
k=1

ot aiby; est obtenu gréace 3 la loi de multiplication dans I’anneau K.

Alors, on peut vérifier que M,(K) muni de ces deux lois de composition est un anneau.
Le 0 de My,(K) est la matrice dont tous les coefficients sont égaux au 0 de K. Le 1 de My,(K)
est la matrice dont les éléments diagonaux sont égaux au 1 de K et dont tous les autres éléments

sont égaux au 0 de K.

11. On l'appelle parfois ’'anneau des entiers rationnels.
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1.2.2 Homomorphisme d’anneaux

Tout comme nous 1’avons fait pour les groupes, on peut définir un homomorphisme d’anneaux.

Définition 1.2.3 (Homomorphisme d’anneaux)
Soient K et L deux anneaux. On appelle homomorphisme de K dans L toute application

f de K dans L telle que
Voyek, flzt+y)=r@+f@), flz-y)=Ff) f@) e [f(lx)=1w

Si I’lhomomorphisme est bijectif, on parlera d’isomorphisme de K sur L.
$'i] existe un isomorphisme de K dans L, on dira que les anneaux K et L sont isomorphes.

Remargue
On observe que tout homomorphisme d’anneaux satisfait automatiquement la définition d’homo-

morphisme de groupes, puisque la premiere égalité de la définition 1.2.3 est la méme que dans la

définition 1.1.5.

Tllustrons cette définition par un exemple.

Exemple 1.2.2
Considérons Dapplication f de I'exemple 1.1.4 définie sur M, un sous-ensemble de Ma(R) (et

non plus sur Ma(R) tout entier) :

f : {er:"i'a'} = {R21®7®}
a a b
— f( )=(a+d,-2,c+b#2)
c d c d
ot les ensembles de départ et d’arrivée sont chacun munis, cette fois-ci, de deux lois de compo-
sition :
a b
o {M,+,:} ot M= , a,be R} est muni de la loi d’addition matricielle usuelle
b a

et de la loi de multiplication suivante :

e MxM-—M
( a b a b ) a b a v aa’  bb
) — ’ = )
b a Voo b a vod by ad

oil 'absence de symbole représente la multiplication usuelle sur R.
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o {R%,@,®} est l'ensemble des couples réels muni de la loi @ : R? x R? — R?
(21, 91), (T2, ¥2)) — (@1 +y1 + 2,22+ y2 + 2),

et de la loi ® : R? x R?2 — R?

((x1,22), (y1,42)) = (T1+ 1+ L 7y 4 yp + F42), ou + désigne 'addition usuelle sur R.

Question : 'application f est-elle un homomorphisme d’anneaux?

Résolution

Vérifions que f est un homomorphisme d’anneaux.

Pour ce faire, montrons que
1. {M,+,-} et {R* ®,®} sont des anneaux, ce que nous ferons en premier lieu.

2. f ainsi définie satisfait aux égalités de la définition 1.2.3 :

ott Ie M est le neutre pour laloi - et 1 € R? est le neutre pour la loi ®.

1. Montrons que {M,+,} et {R?,®,®} sont des anneaux en vérifiant les propriétés
de la définition 1.2.1.
a. {M,+,:} est un anneau.

. {M,+} est un groupe commutatif. Nous laissons cette vérification au soin du lecteur.

Elle se fait de la méme maniére que dans l’exemple 1.1.4.

a b a b a® b
. [Associativité] V ; , € M,
b a bl CL’ b!l Cb”
a b al bl \ " bh’ a b al bf a!.f bh’
b a ( b.f al bH al.f ) B ( b a bf al ) bl.f all
a b \ aa" bV aa’ bV a" v
= 4 — .
b a bf b" a.’ CL” bbl a al bl! all
a(afafl) b(b.fbh') ((I.CL’)O}” (bbn’)bﬁ
b(bfbﬂ) a(a’a") (bb!}bh' (aal)an’f

Par associativité de la multiplication dans R, on conclut que les éléments des matrices

sont égaux deux & deux. La loi - est donc associative.
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el € a b

2
. [L’élément neutre] 31 = eEM, V e M,
ey €] b a
a b e1 € a b e1 €9 a b
b a € €] b a ey €] b a
11 a b
TL'élément I = est le neutre de cette loi car V e M :
11 b a
a b 11 a-1 b-1 a b
b a 11 b1 a-1 b a

I'autre membre de Iégalité se montre de maniére similaire.

. [Distributivité de 4 par rapport a ]

a b CL"- bi a” bﬂ'
Y , ; € M,
b a booad v
a b a v a” b . [ a b a v a b a”
( + ) = +
b a b a b oo b a ¥ o b a '
et
a b a” v a b\, [d V a b a” b a
( = ) 2 . + .
bl CLI bl.’ CL” b a b! an’ b a bH (LH

Démontrons la premiere égalité, la deuxiéme se montre de maniére similaire.

Elle est vérifiée car

a b a b a! o a b a v a b a”
(D))
b a vV oad ot gl b a ¥ od b a i
a b a +a’ b+b aa’  bY aa”  bb"
& : = +
b a ¥+b" o +ad" by  ad by aa"
a(a'+a") bt +b") ad' +aa’ DY +bb”
= =
bt +b") a(a’ +a") by + b ad' + ad”

et par la distributivité de - par rapport 4 + dans R, cette égalité est toujours vraie.

bl.'

I

bh’
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b. {R?,®,®} est un anneau.
; {R2, @} est un groupe commutatif d’aprés 'exemple 1.1.4.

. [Associativité] V z = (z1,2), y = (y1,%2), 2= (21,22) ER?, (2®Y)®z="z®(yR2)
QOui, car
(zRY)Rz=z8 (y®2)

TRY)z Ty @2
@(m@y)+z+(——2£=m+(y®z)+—(‘}7—)
z Tz +yz+ 2 z zy+zzt+ 5BE
®$+y+—y+z+—y—i=$+y+z+y—+—yr——2
2 2 2 2
Ty TZ Yz  TYZ Ty TE Yz | TYZ
& Lot == e
m+y+z+2+2+2+4 3:+y+z+2+2+2+4

. [L’élément neutre] 3 e = (e1,€2) € R2, Vo= (z1,23) €ER? z®e=z=eQ®u.

L’élément (e1,ez) = (0,0) € R? est le neutre de cette loi car

0-xzo

:192'0
=

2

0 0-
V(a:l,scg) € ]RQ, ($1+0+§12—,562+0+ )= (331,332) = (0+$1+—2:C—1,0+272+

. [Distributivité de @ par rapport a ®]:
Vz = (z1,22), ¥y = (y1,%2), 2 = (21,22) € R%, z® (y @ 2)
T
(yoz)@z=(y®z)® (202

7
= (z®y) ®(z®2) et
La premiere égalité est vérifiée car

r@yd2)=(z®y)® (z®2)

@m+(y®z)+§(?"—;®z—)=(m®y)+($®z)+2

2
@x+y+z+2+ﬂ+i;u=m+y+%g+m+z+%+2
z T Tz
<:=>2:c+y+z+2+:—r2£+%:*2m+y+z+2+7y+?.

La deuxieme égalité se montre de maniere similaire.

2. Montrons que f ainsi définie satisfait aux deux derniéres égalités de la définition

1.2.3.
1. VA BeM, f(A+B)=f(A)+ f(B). Cette égalité a été vérifiée dans 'exemple 1.1.4
dans le cas général ot A, B € M(R). Comme M est un groupe et un sous-ensemble de

M;(R), cette égalité est vérifiée dans le cas ol A,Be M.
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a b a v
2. Soit , eM:
b a Voo
a b a v 5 a b a b
i - R )& 11 )
b a P b a [

Oui car, par la définition de f et par la définition de la loi de composition -, cette égalité

peut s'écrire comme suit

aa’ bV
f( ):(Za—2,2b—2)®(2a'—2,2b’—2)
bt  ad
Par la définition de f et delaloi ®, cette derniere égalité est équivalente a

(2a — 2,2b — 2)(24' — 2,2V — 2)
2

(2aa’ — 2,260 — 2) = (24— 2,2b— 2) + (24’ = 2,26’ = 2) +

ou encore, apres simplification du membre de droite, a
1 1
(2aa’ — 2,200 —2) = (2a+2a’ —4+ 5(4&@’ —da—4a’ +4),2b+ 20 —4+§(4bb' —4b—4Y +4))

& (2ad’ — 2,2b0 — 2) = (2aa’ — 2,206 — 2).

11
3. Si est le neutre pour la loi - sur M et e = (0,0) est le neutre pour la loi ®
1. 1
sur R?,

Oui car par la définition de f, on obtient

(1+1-21+1-2)=(0,0).

En conclusion, f est bien un homomorphisme d’anneaux.
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° {Rz, @, ®} l'ensemble des couples réels muni de la loi @ :R? x R?2 — R?
((331: yl)a (3"25 yZ)) = (1'1 ++ 2} z3+ Y2 + 2))
et de la loi ® : R? x R? — R?
((z1,72), (y1,92)) — (w1 + 11 + UL 79+ y2 + 752), ol + désigne I’addition usuelle sur R.

Question : {M,+,:} et {R%,®,R®} sont-ils des corps? Sont-ils des champs ?

Résolution

1. Commencons par le triplet {M,+,-} . Nous savons déja que ce triplet est un anneau par
I'exemple 1.2.2.
De plus, cet anneau est non trivial. En effet, le neutre de la loi d’addition (la matrice nulle

00 11
) est différent du neutre de la loi de multiplication (I = ).

0 0 11

D’aprés la définition 1.2.4, il reste a montrer que

a b 00 a v
Y eM \ ; © € M,
b a 00 d d
a b a v 11 a v a b
b a b od \ 11 vod b a
a b 00
Soit e M\
b a 00
11
On vérifie que le symétrique est donné par la matrice g & qui existe toujours puisque R
1 1
b a
est un corps et a,b # 0.
Tz Yy
De plus, cette matrice appartient bien & M puisqu’elle est de la forme , ou z,y € R.
y x

En conclusion, {M,+,} est un corps.
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(Pest également un champ puisque la loi de composition - est commutative. En effet,

a b a v
v , e M,
b a d d
a b a b a a b
b a d d d d b a

car par la définition de - cette égalité est équivalente a

aa’ b a'a b'b
by  ad Vb da

qui est toujours vraie car la multiplication usuelle sur R est commutative.

2. A présent, intéressons-nous au triplet {R?,®, ®}. Nous savons déja que ce triplet est un

anneau par l'exemple 1.2.2.

De plus, cet anneau est non trivial.
En effet, le neutre de la loi d’addition ((—2,-2) € R?) est différent du neutre de la loi de

multiplication ( ((0,0) € R?).

Il reste & montrer que
Vz = (z1,29) € R? \ {(-2,-2)}, 32’ = (27, 23) € R?,

(561, :EQ) ® ($’1> CCIZ) = (05 0) = (3315 m2) ® (312"1, m,2)
Or, Pexpression précédente peut s’écrire comme suit, par la définition de ® :
33’1271
2

SC’2:E2
5 )

! mimll / $233f2 . R ’
($1+$1+t,$2+$2+ )-(0,0)—(E1+$1+ , Ty + Tg +

2 2

ou encore
HA i
(21(1+ 5), (1 + 7)) = (21, —2).

Autrement dit, ¥ z = (z1,22) € R?\ {(~2,—2)}, il faut pouvoir trouver un élément

o' = (z}, zh) € R? tel que

;o T3 —I2
($1,$2) _(1+%1_7 1+x72)
Comme c’est toujours possible, sauf pour le couple (-2, —2), le triplet {R?, @&, ®} est bien un

COTpS.
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(Pest également un champ, puisque la loi de composition ® est commutative. En effet,

Vao=(z1,22), y= (y1,92) ER? z@y=y®z
car
'yﬂ:
2?

et Paddition et la mulitiplication usuelles dans R sont commutatives.

Y
a:-l—y+7=y+$+

Cet exemple cléture la section sur les anneaux.

Nous avons & présent tous les outils pour introduire, dans le chapitre suivant, la nouvelle notion

de module.
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Chapitre 2

Introduction d’une structure

algébrique nouvelle : le module

2.1 Modules et espaces vectoriels

Maintenant que nous avons mis en place les concepts de base, les conventions de notation et de
vocabulaire, nous pouvons entrer dans le vif du sujet et introduire la notion de module.

Pour commencer, nous détaillerons la construction du concept de module, en utilisant les notions
rappelées au chapitre précédent. Nous verrons alors comment relier cette nouvelle notion a celle,
déja connue, d’espace vectoriel. Ensuite, nous nous intéresserons aux théorémes fondamentaux
concernant les modules en général. Enfin, nous consacrerons deux sections particuliéres aux sous-
modules et aux homomorphismes de modules.

Pour permettre une premiére manipulation des nouvelles définitions et résultats, nous proposerons
quelques exemples et exercices résolus, et cela, tout au long du chapitre.

Ce chapitre et le suivant sont essentiellement basés sur I'ouvrage de R. Godement [3].

Commentaires didactiques : Un des objectifs de ce travail est de faire
découvrir aux étudiants la distinction entre un module et un espace vectoriel.

Méme si la comparaison entre ces deux concepts est exposée dans le chapitre

détailler abondamment ici.

Afin d’attirer 1’attention de 1’étudiant, chaque formulation en langage
symbolique sera suivie de son explication en langage courant. En effet, les
formules mathématiques paraissent assez simples d’un premier abord mais cachent

des subtilités dont il n’est pas toujours conscient. Nous faisons donc le choix

de « mettre des mots >» sur ces subtilités.

34

suivant, elle trouve sa source dans les définitions que nous allons présenter et
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2.1.1 Définition de module

Introduisons les concepts de module & droite et de module & gauche.

Commentaires didactiques

Des choix didactiques réfléchis se cachent derriére la manidre de présenter la
définition de module.

Dans un premier temps, nous commengons par introduire la notion de module a
gauche avec un symbole différent pour chaque loi de composition, afin que
1’étudiant repére bien la différence qu’il existe entre chacune d’entre elle.
Ces notations sont, pour la plupart, extraites du syllabus de P. Toint [8].
Ensuite, nous présentons avec ces notations le concept de module & droite, afin
que 1’étudiant puisse bien discerner la différence entre module & droite et
module & gauche et faire des paralléles entre les deux concepts. Enfin, nous

avons explicitons en language courant les différences qui distinguent les deux

définitions, pour aider 1’étudiant a les repérer.

Pour définir un module, deux ensembles, munis chacun d’un certain nombre de lois de composi-

tion, sont nécessaires :

e premiérement, un anneau {K,+,*} fixé une fois pour toutes et appelé anneau de base.
Nous y puiserons des éléments que nous appellerons « scalaires » et que nous noterons

dorénavant par des lettres grecques.

e deuxiémement, un groupe commutatif {M,#} . Nous appellerons les éléments de ce groupe

des « vecteurs » et nous les noterons par des lettres latines.

Enfin, il nous faut une loi qui relie ces deux ensembles : nous munissons le groupe commutatif M
d’une loi de composition externe et partout définie e, appelée multiplication scalaire, que

I’on définit comme suit :

°: KxM — M
(Az) +— Aew

Considérons le triplet {M,#,e} et introduisons les définitions de K -module & gauche et de

K -module a droite.
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Définition 2.1.1 (Module & gauche)
On appelle module & gauche sur 'anneau K, ou encore K -module a gauche, le triplet

{M,#,e} dont les éléments vérifient :

1. Vo,pe K, Yz €M, (axB)exz=ae(fex) [Associativité mixte]
2. Vx € M, lex==zx

3. Vae K, Vz,ye M, ae (z#y) = (aex)F#(aey) [Double

4. Ya,fE K, Yz M, (a+pB)ex=(axez)#(Bex) distributivité]

Définition 2.1.2 (Module a droite)
On appelle module & droite sur ’anneau K , ou encore K -module & droite, le triplet

{M,#,0} dont les éléments vérifient :

1. Vo,f e K, Yz €M, (axB)ex=Le(aex) [Associativité mixte]
2. Vx e M, lex==z

3. Vae K, Yz,ye M, ae (z#y) = (cez)F#H(aey) [Double

4. Ya,Be K, Yz e M, (a+pB)ex=(aez)#(Bez) distributivité]

On observe immédiatement qu’il n’y a que la premiére propriété de chaque définition qui différencie
un K -module & gauche d'un K -module & droite. Les trois autres propriétés des deux définitions

sont en effet identiques que l'on soit dans un module a gauche ou a droite.

Remarque

Si I'on suppose que K est commutatif, la premiere propriété de chaque définition est identique
que l'on soit dans un module & gauche ou un module & droite. Par conséquent, si K est commu-
tatif, tout K -module d gauche est automatiquement un K -module a droite et réciproquement.

Dans ce cas, on parlera simplement de K -module.

Traduction en langage courant des définitions.

Explicitons en frangais et une a une les propriétés qui caractérisent un K -module & gauche et

un K -module & droite.

1. Dans un module 4 gauche (définition 2.1.1), la premiére propriété signifie que

Prendre deuz scalaires dans K, un premier a et un deuzieme 3
- les composer entre eus par la deuwiéme loi sur K [a * 8]

- puis composer ce scalaire résultant avec un vecteur T par la loi externe [(cx % B) @ x]
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revient a
- multiplier scalairement le vecteur © avec le deuziéme scalaire 3 (B e x]
- puis multiplier scalairement ce vecteur résultant avec le premier scalaire a [ e (5 ex)

Dans un module & droite (définition 2.1.2), la premiére propriété nous dit que

Prendre deuz scalaires dans K, un premier a et un deuzieme [,

- les composer entre euz par la deuzieme loi sur K [ * 3]

- puis composer ce scalaire résultant avec un vecleur T par la loi externe [(a % B) @ x]
revient a

- multiplier scalairement le vecteur z et avec le premier scalaire o [ @ ]

- puis multiplier scalairement ce vecteur résultant avec le deuziéme scalaire 3 [Be(xex)

On remarque que ces deux propriétés ne sont pas équivalentes. Dans un module & gauche, le
vecteur z est composé d’abord avec [ puis avec a, tandis que dans un module & droite, le
vecteur z est composé d’abord avec le scalaire o puis par le scalaire 3. Comme nous n’avons
pas supposé que l'anneau K était commutatif, o * 3 n’est pas obligatoirement égal & B+ a et
donc les premiéres propriétés respectives des deux définitions sont fondamentalement différentes.

11 faut donc veiller & ne pas confondre les deux définitions.

2. La deuxiéme propriété signifie que, dans un K -module (& droite ou & gauche),

composer par la loi externe un vecleur T € M avec le neutre de l'anneau des scalaires ne

change pas le vecteur x.

3. La troisidme propriété dit que, dans un K -module 4 droite ou & gauche

- composer deuz vecteurs entre euz par la loi sur M [z#y]
- puis composer par la loi externe le vecteur résultant avec un scalaire a [ @ (z#y)]

donne le méme résultat que

- multiplier scalairement le vecteur = et le scalaire o [oc @ x]
- d’autre part, multiplier scalairement le vecteur y avec ce méme scalaire o [ @ y]

- enfin composer par la loi sur M les deuz vecteurs résultants enire eus [(a @ z)#(x @ y)]
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4. Enfin, la quatriéme propriété signifie que dans un K -module & droite ou & gauche

- composer deuz scalaires entre euz par la premiére loi sur K [ + B]

- puis multiplier scalairement le vecteur x et ce résultat scalaire [(x + B) ® 2]
revient a

- multiplier scalairement le vecteur z et le scalaire a [ @ x]

- d’autre part, multiplier scalairement le méme vecteur T avec le scalaire B [B e x]

- enfin composer par la loi interne sur M les deuz vecteurs résultants  [(c e z)#(B o x)]

Quelques améliorations de notations

Dans la littérature, on trouvera souvent les définitions de module & gauche et a droite présentées
un peu différement que ci-dessus. Pour des raisons que nous expliciterons, les conventions uti-
lisdes par les auteurs sont plus commodes 4 1'usage. (Vest pourquoi nous consacrons & présent un
paragraphe particulier pour introduire unes 3 unes les formulations des définitions qu’ils utilisent.
Nous attirons attention sur le fait que ces différences de formulation sont uniquement des conven-

tions d’écriture et ne changent en rien la signification des définitions.

Commentaires didactiques

Les conventions que les auteurs ont 1’habitude d’employer, bien que plus
commodes, auraient vraissemblablement été a 1’origine de confusions chez les
étudiants si nous les avions introduites directement. C’est pourquoi nous

préférons introduire progressivement ces changements d’écriture.

Le premier changement concerne 1a notation de la loi externe lorsqu’on définit
un module & droite. Les raisons de ce changement sont explicitées dans le texte
ci-dessous. Si nous avions introduit cette notation dés le départ, faire le
paralléle entre les définitions de modules & gauche et & droite aurait peut-8&tre

été moins évident pour les étudiants.

Le deuxiéme changement concerne les symboles utilisés pour noter les différentes
lois de composition. Les symboles gque nous avons choisis dans un but didactique
ne sont pas ceux utilisés habituellement. Nous opérons donc un changement de

notation en le précisant a chaque fois en frangais. Enfin, nous réécrivons les

définitions de module & droite et a gau

che dans ces nouvelles notations.
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Le premier changement de notation se situe au niveau de la définition de module a
droite uniquement.

Pour des questions de commodité, on choisit d’utiliser une notation différente pour la loi de

composition externe, lorsque I'on définit un module & droite.

Soit {K,+, *} l’anneau de base et {M, #} un groupe commutatif.
On munit le groupe commutatif M de la loi de composition externe et partout définie e, mais

cette fois, nous la noterons de la maniére suivante :

°: KxM — M
(Az) — zel

Dans ce cas, la définition de module & droite s’écrit de la maniere suivante.

Définition 2.1.3 (Module a droite)
On appelle module & droite sur ’anneau K, ou encore K -module a droite, le triplet

{M, #,} dont les éléments vérifient :

1. Va,fe K, Vz € M, ze(axfB)=(zea)ef

2. VzeM, e 1l = B

3. Vae K, Vz,ye M, (z#y) e a = (z e a)#(ye )
4 Va,feK, VoeM, zeo(a+f)=(zea)#(zep)

Nous n’avons donc pas changé le sens de la définition de module & droite, seulement sa notation.

En effet, la premiére propriété de la définition, dans un module & droite signifie que

Prendre deus scalaires dans K, un premier o et un deuziéme [,
- les composer entre eut par la deuziéme loi sur K [a * 3]

- composer ce résultat scalaire avec un vecteur x par la loi externe [z e (ax*f)]

est équivalent a

- multiplier scalairement le vecteur x et le premier scalaire « [z o o]

- puis multiplier scalairement ce résultat avec le deuxiéme scalaire 3 [(z o) e ]

La signification des trois autres propriétés de la définition de module & droite est également

inchangée.
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La raison de ce changement est simple : 1'écriture de la premiére propriété de la définition 2.1.2

est plus commode lorsqu’on choisit la notation x e a.

En effet, avec le choix précédent de la loi externe, notée avez, la premiere propriété qui consiste a
composer le vecteur z, d’abord avec le scalaire a, puis par le scalaire 3, s'écrivait en inversant
Pordre des scalaires d’un membre de 1'égalité & Vautre : (a x B)ex = ® (aex).

La notation de cette propriété est un peu contre-intuitive.

Ce probléme disparait lorsque I'on utilise la nouvelle notation de la loi de composition z e a.
En effet, cette propriété s’écrit maintenant : « e (o * B)=(xea)ef.
On observe que l'ordre des scalaires est gardé d’un membre de 1'égalité a lautre; il suffit de

décaler les parentheses, ce qui est plus pratique.

Par contre dans un module & gauche, dans la premiere propriété de la définition 2.1.1, c’est
le contraire, le vecteur z est composé d’abord avec § puis avec a. Avec le choix précédent
déeriture de la loi externe « e z, on garde l'ordre des scalaires d’un membre de 'égalité a
Pautre: (a*B)exz=ae(Bex).

(Yest done la notation de la loi externe aez qui reste la plus commode dans le cas d'un module

a gauche.

Le deuxiéme changement de notations se situe au niveau des lois de composition,

dans les modules & gauche aussi bien que dans les modules a droite.

En effet, en pratique, on constate que les notations # , e et * sont relativement lourdes & utiliser.
C’est pourquoi, dans la plupart des ouvrages traitant de ce sujet, on trouvera les changements

de convention d’écriture suivants.

e En premier lieu, on prend I'habitude de noter la loi de composition interne # sur M par
+ et on la définit comme ’addition des vecteurs. Il faut veiller & ne pas confondre cette loi
d’addition des vecteurs avec la loi de composition interne + définie sur ’anneau K que
I’on appellera dorénavant 1’addition des scalaires. En effet, malgré leur notation identique,

ces deux lois ne sont pas les mémes car définies sur des ensembles différents.

e En deuxiéme lieu, on choisit d’omettre le symbole * qui représentait la loi de composition
interne sur K. Cette loi, que I'on définit comme la multiplication des scalaires, associe a
deux scalaires un nouveau scalaire.

De la méme manitre, on prend la convention d’omettre le symbole e qui représentait la loi
de composition externe. Cette loi, que nous avons appelée la multiplication scalaire, associe

& un scalaire et & un vecteur un nouveau vecteur.
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Avec ces nouvelles conventions d’écriture, réécrivons les définitions de modules & gauche et de

modules & droite.

Définition 2.1.4 (Module & gauche)
Soient {K,+, '} un anneau et {M,+} un groupe commutatif.
On appelle module & gauche sur ’anneau K , ou encore K -module & gauche, le triplet

{M,+,-} ol la loi de composition externe est une application donnée par

KxM — M

(A\,z) = Az,
et dont les éléments vérifient :
1. Va,Be K, Yz e M, (afB)z = afx)
2. Vx e M, lx==x
3. Vae K, Vz,ye M, alz+y)=ar+ay
4. Vo,fe K, Yz e M, (a+ Bz =az + Bz

Définition 2.1.5 (Module & droite)
Soient {K,+,-} un anneau et {M,+} un groupe commutatif.
On appelle module a droite sur 'anneau K , ou encore K -module & droite, le triplet

{M,+,-} oulaloide composition externe est une application donnée par

KxM — M

(z,A) +— TA,
et dont les éléments vérifient :
1. Vo, € K, Yz €M, z(af) = (za)p
2. VzeM, zrl=z
3. Vae K, Vz,ye M, (z+y)o=za+ya
4. Vo, K, Yz €M, z(a+ f) =za+zp

Avec ces nouvelles notations, présentons maintenant quelques propriétés importantes des mo-

dules.
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2.1.2 Relations fondamentales dans un module

Les propriétés qui définissent un K -module & gauche impliquent les relations importantes sui-

vantes.

Proposition 2.1.1 (Relations fondamentales dans un module)

Soit M un K -module & gauche. Alors, les relations suivantes sont vérifiées :
1. VAe K, My =0p
2. VzeM, Ogz =0p

Nous pouvons bien siir démontrer les relations similaires dans le cas d'un K -module a droite.

Preuve

1. Soit A € K. Observons que, pour tout z dans M :

XNy +dxz =20y +z) & Npm+Arz=Az
& Ny+idxz—dz= -z

& A0p = 0pr.
2. Soit z € M . La deuxiéme égalité provient du fait que
Oxz+1lz=0x+1)z=1z =2z

et d’autre part
Oz + 1z =0z + .

Donc finalement, on obtient
Oz +z==x.

L’égalité précédente est équivalente a
Oxz+zrz—x=2—2
ou encore a
Oxz + Op = Ops-

Finalement, on obtient

Oz = Op,s

ce qui termine cette preuve. "
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2.1.3 Parallélisme entre modules 4 droite et modules a4 gauche

Le raisonnement qui suit est particuliérement important et intéressant car il illustre le fait que

les théories des modules & gauche et des modules & droite sont entiérement paralléles.

Considérons un K -module & droite M . Grice & quelques constructions spécifiques, montrons
que l'on peut envisager M comme un K% -module & gauche, ot K est I'anneau opposé de K

défini comme suit.

Définition 2.1.6 (L’anneau opposé de K)

Soit {K,+,} un anneau arbitraire et A/ un module a droite sur K.

L’anneau opposé de K est le nouvel anneau {K°,+,0} construit comme suit :

o les éléments de anneau K sont identiques a ceuz de Uanneau K. Autrement dit, les scalaires

de K% sont ceuz de K,
o la loi + d’addition des scalaires sur K est Uaddition sur K,

e par contre, la multiplication des scalaires o sur K°P est donnée par
aob = ba,
ot @ et b sont des scalaires de l'ensemble K = K et la multiplication utilisée dans le second

membre de cette égalité est la multiplication des scalaires sur K.

Vérifions, sous forme d’exercice, que le triplet {K°P, +, o} ainsi défini est bien un anneau.

Question : {K%,+,0} est-il un anneau?

Résolution

Vérifions que {K,+,0} est bien un anneau en examinant les propriétés de la définition 1.2.1.

1. {K%,+} est un groupe commutatif car {K,+} = {K,+} et {K,+} est un groupe

commutatif.

2. Associativité : V z,y,z € K,

zo(yoz)=zo(zy)= (zy)z = 2(yx) =z2(zoy) = (zoy)oz

par associativité de la multiplication dans K

3. Existence d'un élément neutre :
Jec K? Ve € K?, eox=xze=T=er=20e€.

On remarque immédiatement que si 1 est le neutre de I’annean K, alors il est aussi le

neutre de K°P,
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4. Distributivité de o par rapport & +: V z,y,2z € K,

zo(y+z)= (y+2)z = yz+ 2z =goy+tmwoz

N

distributivité de - par rapport a 4+ dans K

et (y+z)ox= z(y+z2) = zyt+zz =yoxr+zoz

~—
distributivité de - par rapport & + dans K

En conclusion, {K,+,0} est bien un anneau.

Construction d’un K -module & gauche
Définissons une loi de composition evterne comme suit :

0: KP?xM — M
(\z) = Aoz =2z,

ot la multiplication scalaire utilisée dans le second membre de cette égalité est la multiplication
scalaires sur K.
Dans ce cas, le groupe commutatif {M,+}, muni del ‘application ci-dessus, est un K -module

a gauche.

Vérifions, sous forme d’exercice, que le triplet {M,+,0} ainsi défini est bien un K° -module a
gauche.
Question : {M,+,0} est-il un K% -module & gauche ?
Résolution
Vérifions les propriétés de la définition 2.1.4 :
1. Vo, e K, Vz€EM,
ao(fox)=(foz)a= (zf)a = z(fa) = (Ba)oz=(acf)oxz,

~
Associativité mixte dans M

2. Yz e M,
loz=2l==,

3. Vae K, Vz,ye M,

ao(z+y)= (z+y)a = zatya =aoxr+aocy,

Double distributivité dans M

4 Ya,Be K, VzeM,

(a+pB)oz= z(a+p) = za+zp =qoz+fou.

—
Double distributivité dans M

En conclusion, M est bien un K° -module & gauche.
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Conclusion

Tout K -module & droite M peut donc étre considéré comme un K -module & gauche. Ce
raisonnement nous permet de montrer que, en passant par lanneau opposé, on peut appliquer des
résultats établis dans le cadre des modules & droite directement auz modules a gauche (et vice-
versa). Les théories des K -modules a gauche et des K -modules a droite sont donc totalement
paralleles. Pour éviter de refaire le travail inutilement, nous choisissons de travailler uniquement

avec des K -modules a gauche.

Remarque
Clomme nous venons de le montrer, les théories que I’on construit dans les K -modules & droite

ont leur équivalent dans les K -modules & gauche. Par la suite, nous choisissons de travailler dans
les modules & gauche plutot que dans les modules 3 droite. Il y a en fait une raison didactique
simple & ce choix.

Nous avons vu que, avec les conventions d’écriture de la loi externe choisies & la page 41 dans les
définitions 2.1.4 et 2.1.5, les notations sont plus simples et plus intuitives lorsqu’on est dans un
module & gauche. Par exemple, considérons un 7 -module contenant un vecteur = quelconque.
Nous avons I'habitude d’écrire 3z plutot que z3 lorsqu’on compose le vecteur x avec le scalaire
3 par la loi de composition externe. Or, ce choix d’écriture de la loi externe est celui que nous

avons convenu, par commodité, pour définir un de module & gauche.

2.1.4 Définition d’espace vectoriel

A présent intéressons-nous a un cas particulier de module en imposant que I'anneau K soit un

corps. Nous obtenons la définition suivante.

Définition 2.1.7 (Espace vectoriel & gauche (& droite))
Lorsque I'anneau de base K est un corps, un K -module & gauche (& droite) est appelé espace

vectoriel a4 gauche (& droite) sur K.

Remarque
Si K est un champ, un K -module est simplement appelé espace vectoriel sur K (puisque la
distinction entre espace vectoriel 4 gauche et a droite n’a plus lieu d’étre si K est commutatif).

On observe que le concept d’espace vectoriel, est en fait un cas particulier du concept de

module.
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2.1.5 Exemples de modules et espaces vectoriels

Dans les deux exemples suivants, nous nous intéressons aux ensembles de matrices et essayons de
construire des modules de matrices. Le premier, plus théorique, introduit des modules de matrices
en général. Le deuxiéme est un exercice résolu qui présente un exemple particulier de module de

matrices sur ’anneau des entiers muni de lois non usuelles.

Objectif de l’exzemple 2.1.1

Cet exemple permet & 1’étudiant d’accrocher le concept de module & des ensembles
rencontrés auparavant : les ensembles de matrices. Ainsi 1’étudiant ne doit pas
faire face & d’autres difficultés que celles liées au nouveau concept de medule.
Ensuite, si K est un anneau, les K -modules de matrices permettent d’illustrer
exclusivement le concept de module car ils ne peuvent généralement pas &tre
considérés comme des espaces vectoriels.

Dans cet exemple, nous considérons également le cas particulier oi K est
1’anneau des matrices (avec les lois matricielles usuelles). Cela permet de
montrer qu’il est indispensable de faire la distinction entre un K -module a
gauche et un K -module & droite car la multiplication matricielle n’est pas

commutative.

Comme les étudiants ont eu l’occasion de travailler des exemples semblables
dans le cadre des espaces vectoriels en premiére année de bachelier, nous nous
permettons de présenter 1’exemple qui suit de maniére plus théorique. Cela

permet de rester général et de couvrir ainsi un maximum de cas.

Exemple 2.1.1
Soit K un anneau arbitraire. Considérons My, »(K) l'ensemble des matrices & m lignes, n

colonnes et 4 éléments dans K.

Le groupe des matrices {Mmn(K),+}, ot + désigne 1a loi usuelle d’addition matricielle définie
dans I’exemple 1.2.1, peut étre considéré comme un K -module & gauche si on choisit comme loi

de composition externe I’application :
K X Mpn(K) — My o (K)

(A, A) = A4, 1)

oll, si a;; désigne I'élément de A situé a la i#me ligne et & la j®™° colonne, on définit

(ad)i; = aaij, i=1,...,n,j=1...,m etack.

Si K est un corps, le triplet {Mmn(K),+,-} est un espace vectoriel a gauche.
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Par contre, si on définit la loi de composition externe comme suit :
K X Mpn(K) — Mpn(K)

(A A) = A (2.2)

oll, si a;; désigne Pélément de A situé & la i*™° ligne et & la 4éme colonne, on définit
(Aa)ij:aijoc, i=1,..,n,5=L....m et a € K,
le triplet {Mmn(K),+,-} est un K -module & droite.

Si K est un anneau commutatif, comme par exemple 'anneau des entiers Z, alors, {Mmn(K),+,"
p 1}

est un K -module.

On peut particulariser la situation exposée ci-dessus en choisissant pour I'anneau K D’anneau

des matrices présenté dans I’exemple 1.2.1 et en définissant comme loi de composition externe

suivante :

(A4,B) — A-B=AB,

ot - désigne la multiplication matricielle usuelle. Cette définition permet de considérer M (K)

comme un M, (K)-module & gauche.

A Dinverse, si on choisit comme loi de composition externe l'application

My n(K) % Mn(K) — M a(K)
(A,B) +— A.-B=AB,

on considére M, »(K) comme un M,(K)-module a droite.

Comme la multiplication matricielle usuelle n’est pas une loi commutative, le triplet { M n(K),+, }

ne peut pas étre considéré comme un module sur My (K) ou Mp(K).

Ici, exiger que K soit un corps ne suffit pas pour que le triplet {Mpmn(K),+, } soit un espace
vectoriel & gauche sur My, (K) ou un espace vectoriel & droite sur Mn(K) .

En effet, pour avoir un espace vectoriel, il faut non seulement que K soit un corps mais aussi
que l’ensemble des matrices carrées muni des lois d’addition et multiplication matricielle usuelles
soit un corps. Or, ce n’est pas le cas en général, puisqu’il existe des matrices qui ne sont pas
inversibles dans K. Une manitre de faire de cet ensemble un corps serait donc de restreindre
Pensemble des matrices carrées aux matrices carrées inversibles et de munir cet ensemble des

mémes lois de composition (restreintes au nouvel ensemble).
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Objectif de l’exemple 2.1.2 :
Cet exemple contient deux parties distinctes et se présente sous la forme d’un
exercice résolu. Il permet & 1’étudiant de manipuler les définitions de module

et d’espace vectoriel de maniére plus calculatoire.

Dans la premiére partie, l’exercice proposé est une application plus concréte
de la premiére partie de 1’exemple précédent (exemple 2.1.1). Néanmoins, la
structure de la loi de composition externe a été consciemment choisie un peu
différente de cet exemple, afin de susciter la réflexion et la vigilence chez
1’6tudiant. De méme, l’anneau 7Z d’une loi de multiplication un peu différente

de la multiplication usuelle.

Le deuxiéme partie de cet exemple comporte une difficulté supplémentaire car on
ne considére plus le module formé de toutes les matrices & éléments réels, mais
seulement quatre ensembles de matrices particuliers, munis de la multiplication
usuelle. Il faut donc penser & vérifier que ces matrices munies de cette loi
de composition forme un groupe commutatif, ce qui est le cas. Par contre, on

découvre que les conditions de la définition de module ne sont pas vérifiées, ce

=

qui oblige 1’étudiant & &tre vigilant jusqu’au bout de 1l’exercice.

Exemple 2.1.2
1. Considérons dans un premier temps les deux ensembles suivants

e l'ensemble des entiers Z, muni de la loi d’addition usuelle des entiers (+) et de la loi

x:7 — 7, (a,f) — axf = %3 = % (ol . désigne la multiplication usuelle des entiers).

e Mj(R), I’ensemble des matrices 2 x 2 & coefficients réels. Munissons cet ensemble de la

loi usuelle d’addition des matrices (+).

Enfin, construisons une loi qui relie ces deux ensembles comme suit

o:  ZxMR) — M(R)
GuA) += )\oA:%AoA:%)\A.

ofl e est la multiplication scalaire définie en (2.1).

Question 1

Le triplet {M2(R), 4,0} forme-t-il un 7 -module & gauche ? Est-il un Z-module
a droite ?

Peut-on dire que le triplet {M2(R),+,0} forme un espace vectoriel (& droite
et/ou a gauche) sur Z ?

Sinon, que pourrait-on changer au niveau de I’anneau de base pour que le triplet

{M>(R),+,0} soit un espace vectoriel 7
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2. Considérons dans un deuxiéme temps les ensembles particuliers suivants

e Densemble des entiers Z, muni de la loi d’addition usuelle des entiers (+) et de la loi
% : 7 — L, (o, f) — “T’g = % (ol . désigne la multiplication usuelle des entiers), comme

dans I’exemple précédent.

e Un autre ensemble M muni de la loi usuelle de multiplication matricielle - ol

M = {A,B,C,D} avec

—a 0 0 b
A= , a €Rp , B= , beRg y
0 -—a -b 0
0 —c d 0
C= , c€ Ry , D= , deRy
c 0 0 d

Enfin, considérons la méme loi externe que dans I’exemple précédent

o: Zx M — M
1 1

oil e est la multiplication scalaire définie en (2.1).

Question 2

Le triplet {M,, 0} forme-t-il un Z-module a gauche ? Est-il un Z-module &

droite 7

Résolution
Question 1

Montrons que le triplet {M2z(R), +,0} forme un Z-module & gauche.

Pour ce faire, nous devons tout d’abord montrer que {Mz(R),+} est un groupe commutatif et
que (Z,+,*) est un anneau. Enfin, il restera a montrer que le triplet {Ma(R),+,0} vérifie les

conditions de la définition 2.1.4.

1. {M3(R),+} est un groupe commutatif : c’est immédiat.
En effet, on sait par 'exemple 1.1.4 que I'addition matricielle est associative, commutative, admet

un élément neutre (la matrice nulle) et vérifie la symétrisabilite.

2. {Z,+,*} est un anneau ot le neutre de la loi * est 2.

Cette vérification est laissée au soin du lecteur.
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3. {My(R),+,0} vérifie les conditions de la définition 2.1.4.

o [Associativité mixte] Vo,f € Z, YA€ M, (ax B)o A Lao (Bo A).
Qui, car

aff 1
oA = wolghd)

1ap 1 .1
Ay CalopA
<327 7 5A4)
1

af
p=4 —4‘A = ZﬂiﬁA.

e VAEM, 20AZ A

QOui, car
20A=A<:>%-2A:A.

e [Double distributivité]V a € Z, ¥ A,B€ M, ao(A+ B) L (@0 A)+ (a0 B).
Oui, car Pégalité

1 1 1
—al(A+ B) = —aA + =-aB
2 ( } 2 2

est toujours vérifiée dans Ma(R).
e [Double distributivité]V o, € Z, VA€ M, (a+pB)oA L (o A)+ (8o A).
Oui, car I'égalité
1 1 1
glat B)A = (5094) +(564)

est toujours vérifiée dans Ma(R).

En conclusion, le triplet {Mz(R),+,0} forme bien un Z-module a gauche.

Comme 7 est commutatif, le triplet {My(R), +,0} est aussi un Z-module & droite.

4. Le triplet {My(R),+,0} est-il un espace vectoriel sur Z ?

Pour montrer que {M3(R),+,0} est un espace vectoriel, il faut vérifier que I’anneau de base
{Z,+,*} est un corps (définition 1.2.4).
1. {Z,+,+} est un anneau non trivial puisque le neutre de l’addition (0) est différent du

neutre de * (2).

2. [Symétrisabilité]V z € Z\ {0}, Jy€Z, zxy=2=y*z
Or, cette égalité peut s’écrire comme suit, par la définition de * :

Ty yx
il O L.
2 2

& gy =4 = yz.

Donc, quel que soit z € Z\ {0}, son symétrique est I’élément y = %. Mais, on remarque

que y est une fraction, et donc n’appartient pas obligatoirement & Z. Il n’y a donc pas
Y Pp

toujours de symétrique pour z.
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En conclusion, {Z,+,*} n’est pas un corps et donc le triplet {M>(R),+,0}

n’est pas un espace vectoriel sur Z.

Une solution pour faire de {Ma(R), 4,0} un espace vectoriel serait de choisir comme anneau
de base 'ensemble Q, muni des mémes lois de composition + et * définies cette fois sur
Q. On peut vérifier facilement que Q est un champ et donc que le triplet {Mz(R),+, o}

est un espace vectoriel (& gauche et & droite) sur Q.

Question 2

1l faut montrer que le triplet {M,-,o} forme un Z -module.

Comme nous savons déja par la question 1 que {Z,+, ¥} est un anneau, il reste a vérifier que
{M,-} est un groupe commutatif. Ensuite, nous vérifierons si le triplet {M,-, o} satisfait aux

conditions de la définition 2.1.4.

1. {M,-} est un groupe commutatif
. [Associativité] C'est immédiat puisque la multiplication matricielle est associative.

. [L’élément neutre] 31 € M, VA€ M, A-I=A=1I-A

10
On vérifie facilement que la matrice identité I = est le neutre pour cette loi. De

01

plus, I est une matrice de M puisque elle appartient au sous-ensemble D.

. [Symétrisabilité] V A € M, 3 AeM, A A=T=A"A
Considérons une matrice quelconque de chaque sous-ensemble A, B,C,D et essayons de trouver

son symétrique dans M.

—a 0
1. Soit une matrice de A avec a € Rg.

0 -—a

Alors, on peut vérifier que le symétrique de cette matrice est la matrice

qui existe toujours puisque R est un corps et que a est non nul.

De plus, cette matrice appartient bien a M puisqu’elle appartient au sous-ensemble A.
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0 b
2. Soit une matrice de B avec b € Rp.
—-b 0
0 -1
Alors, le symétrique de cette matrice est la matrice " 1. Cette matrice, qui
1
z 0
b

existe toujours dans R puisque b # 0, appartient bien a M puisqu’elle est dans le

sous-ensemble C.

Pour les matrices des sous-ensembles C et D, on procéde de maniere similaire.

. [Commutativité] VA, Be M, A-B=B-A.

En choisissant deux matrices de M, dans des sous-ensembles différents, on peut montrer

quelles vérifient la propriété de la commutativité.

—a 0 0
Par exemple, en prenant une matrice dans A et une matrice

0 —a —b

B avec (a,b € Rp), la propriété de commutativité s’écrit :

—a 0 0 b 0 b —a 0
0 -a b 0 -b 0 0 -—a
ou encore
0 (—a)b 0 b(—a)

(—a)(=b) O (=b)(—a) O
Or, cette derniére égalité est toujours vérifiée puisque R est un corps commutatif.

Les autres cas se vérifient de maniére similaire.

dans



R

HBUIS S &

2. Introduction d’une structure algébrique nouvelle : le module 54

2.2 Sous-modules et sous-espaces vectoriels

Intéressons-nous & présent & des parties particulieres des modules que nous appelerons des sous-

modules.
Pour présenter la définition de sous-module, nous rappelons tout d’abord la notion de sous-groupe.

Définition 2.2.1 (Sous-groupe)
Soit {G,+} un groupe. Un sous-groupe de G est une partie de G qui est encore un groupe.
Traduisons cette définition en termes mathématiques.

Une partie H de G est un sous-groupe de G si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. Va,y€ H, z+y€H,

9. 1’élément neutre e de G est dans H,

3. Vae H, —z€ H.

En pratique, pour vérifier que H est un sous-groupe de G, on utilise souvent la propriété qui

suit.

Proposition 2.2.1 (Caractérisation d’un sous-groupe)
Soient {G,+} un groupe et H une partie de G.
Alors, H est un sous-groupe de G si et seulement si

1. H est non vide

2. Vz,ye H, z—y e H.

—

Cette proposition ne sera pas démontrée ici mais le lecteur pourra trouver une preuve a la page

118 de [3].

Nous pouvons & présent définir un sous-module.

Définition 2.2.2 (Sous-modules)
Soit M un K -module a gauche.
On appelle sous-module de M toute partie M' de M qui est encore un K -module a gauche.

i on traduit cette définition en termes mathématiques, on obtient la définition équivalente sui-
vante.
Une partie M’ de M est un sous-module de M si

1. M’ est un sous-groupe du groupe M ;

2. Vre M, VIEK, \xe M.

Lorsque K est un corps, M’ sera appelé sous-espace vectoriel de M .
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Si on considére un K -module & gauche M , alors tous ses sous-modules sont non-vides, car ils

contiennent tous le neutre de M . C’est I'objet de la proposition suivante.

Proposition 2.2.2
Soit M un K -module a gauche.
Le neutre de M, noté Oy, appartient & tous les sous-modules de M.

Preuve : Supposons que M’ soit un sous-module de M. D’une part, M " vérifie la deuxieme

propriété de la définition 2.2.2, a savoir
Vze M,V e K, \xe M.

En choisissant le cas particulier A = O (le neutre de K ), dans la propriété précédente, on
observe que le vecteur Oz appartient a M'. D’autre part, par la deuxiéme relation de la
proposition 2.1.1, on sait que

Ve M, Oz =0p.

Par conséquent, Ops appartient & M’ =

Tout comme pour les sous-groupes, il existe une propriété qui permet de vérifier rapidement si

une partie d’un module est un sous-module.

Proposition 2.2.3 (Caractérisation d’un sous-module)
Soient M un module 4 gauche sur un anneau K et M’ une partie de M.

La partie M’ est un sous-module de M si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes :
1. M’ est non vide?,

2. Va,feK, Vz,ye M, ar + By € M.

a. En pratique, pour vérifier cette propriété, on montrera souvent que 0e M.

Preuve
Tl est évident que la définition 2.2.2 implique cette propriété.
Inversement, supposons que les deux conditions ci-dessus sont vérifiées et montrons que M’
satisfait & la définition de sous-module.
En choisissant 8 = 0, on obtient la deuxiéme condition de la définition.
Tl reste & montrer que M’ est un sous-groupe de M, ce que nous allons faire en utilisant la
proposition 2.2.1.
Premi¢rement, Uensemble M’ est non vide par hypothése. Deuxiémement, si z,y € M, en
prenant o =1 et 8= —1, on obtient que z — 1y € M ’. Or, dans un module, ’égalité suivante
est toujours vérifiée

VyeM, —y = —(1)y.
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En effet, (—1)y+y = (—1)y+ (+1)y = (-1 + 1)y = 0y = 0, ot la derniére égalité est obtenue
par la proposition 2.1.1.
Donc, = —y € M/, ce qui cléture cette preuve. n

Remarques

1. Soit M un K -module & gauche. Alors, M posséde toujours au moins deux sous-modules :
{0} et M lui-méme.

2. Si on suppose que K est un corps, les deux propositions précédentes (propositions 2.2.2 et

2.2.3) peuvent étre énoncées et démontrées pour des sous-espaces vectoriels.

A présent, illustrons le concept de sous-module par un exemple.

Exemple 2.2.1
Considérons le Z-module & gauche {My(R),+,0} défini dans I'exemple 2.1.2 ot + est I'addition

matricielle usuelle et o est la loi

oii Z x Ma(R) — My(R)
1
(NMA) - )\OA:—;-)\OAzﬁAA.

Considérons également une partie particuliere M’ de I'ensemble Mjy(R) olt M’ est I'ensemble

des matrices diagonales & éléments dans R :

a 0
M = avec a,beR
0 b

Munissons cet ensemble de la loi d’addition matricielle usuelle et de la loi externe suivante :

o ZxM — M
1
O,4) A0A=%/\0A=§,\A.

olt e est la multiplication scalaire définie en (2.1).

Question

Le triplet {M’,+,0} forme-t-il un sous-module de {M2(R),+,0} ?
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Résolution

Vérifions que {M’,+,0} est un sous-module de {M3(R),+,0} en montrant que {M', 4,0}

satisfait aux conditions de la proposition 2.2.3.

1. M’ est non vide.

En effet, M’ est non vide puisque la matrice identité appartient a M.
01
a 0 a 0
2. Va,B€Z, VA= j A = eM', a«oA+pBoA € M.
0 b 0 v
En effet,
a 0 a 0 ontfd
[0 =+ ﬂ o] = @
b+8b'
0 b 0 v 0 o=

La matrice obtenue est également une matrice diagonale & éléments réels, elle appartient
donc & M’
En conclusion, {M’,+,0} est bien un sous-module de {M>(R), +, o}.
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Traduction en langage courant de la définition 2.3.1

Soient M et N des modules & gauche sur un méme anneau K.

Dire que f est un homomorphisme de M dans N signifie deux choses.

1. Additionner deuz vecteurs © et y de M [z + y] puis prendre l"image par f du vecteur
résultant [f(z + y)]

revient &

prendre Uimage par f des deuz vecteurs et y de M [f(x) et f(y)] puis additionner
leur image dans N [f(z) + f(y)].

Cette propriété est illustrée par le fait que le diagramme ci-dessous est commutatif.
Dire que ce diagramme est commutatif signifie que parcourir le chemin en trait plein (—)

revient & parcourir le chemin en traits pointillés (------ ), ou encore

fo +m=+4n o (fx[)

+M

M3 M oo vnvassnsnnisinnnivnmnsvaossvosse snaonss - M

(z,y) e B 9y
Fxf SR
fz+y)
(f(@), £ (y)) ~~r f(2) + ()

N x N N

+nN

Figure 2.1 — Si f est un homomorphisme de modules, le diagramme ci-dessus est commutatif.

1. Lorsque f: M — N, on définit f x f par fxf: MxM-—NXxN
(z,9) = (f(2), F())
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9. Multiplier un vecteur x de M par un scalaire o de K [az], puis prendre l'image par

f de ce nowveau vecteur [f(cx)]
donne le méme résultat que

prendre Vimage par f du vecteur z de M [f (x)], puis multiplier cette image par le
scalaire o de K [af(x)].

Cette propriété est illustrée par le fait que le diagramme ci-dessous est commutatif.
De nouveau, dire que ce diagramme est commutatif signifie que parcourir le chemin en trait
plein (—) revient au méme que parcourir le chemin en traits pointillés (-« ), ou encore,

si on note par - la multiplication scalaire et par idg 'application identité sur K :

fo ‘M ='N © (?,d}{)(f)

‘M
JC SEJME +nmmio v vnmpoin §F8 58 3 gy P - M
(Aa :E) ) > AT
idg X f f
fOw)
KxN N
‘N

Figure 2.2 — Si f est un homomorphisme de modules, le diagramme ci-dessus est commutatif.

En pratique, pour vérifier qu’une application f est un homomorphisme de modules, on utilise
q 1Y

souvent la propriété suivante.

Proposition 2.3.1 (Caractérisation d’un homomorphisme de modules)
Soient M et N des modules 4 gauche sur un méme anneau K.

Alors,

f est un homomorphisme de M dans N

)

Vaz,y€M, Y apeK, flaz+Py)=of(z)+Lf(y) (2.3)
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Preuve

Commencons par montrer la condition nécessaire. Supposons que [ est un homomorphisme
de M dans N et montrons qu'on obtient la relation (2.3).

Supposons que o, 3 € K et que z,y € M. Des lors, puisque M est un module, les vecteurs az
et By sont dans M. En utilisant successivement les deux conditions de la définition d’homomor-

phisme de modules, on obtient la relation souhaitée :

flaz + By) = f(az) + f(By) = af(z) + Bf(y).

Pour démontrer la condition suffisante, supposons par hypothese que la propriété (2.3) est vérifiée
et montrons que f satisait a la définition 2.3.1 d’homomorphisme de modules.

1l suffit de choisir dans la relation (2.3)

e a =/ =1 pour obtenir la premiére propriété de la définition 2.3.1,

e (3 =0 pour obtenir la deuxiéme propriété de la définition 2.3.1. u

Remarque
On peut noter que pour toute application linéaire f: M — N, Iégalité

f(On) =On. (2.4)

est vérifiée. En effet, pour vérifier cette affirmation, il suffit de prendre o = § = Ox dans

I’équation (2.3).

De nouveau, tout comme avec les groupes ou les anneaux, lorsqu'un homomorphisme est bijectif,

on l’appelle isomorphisme. On obtient la définition qui suit.

Définition 2.3.2 (Ismomorphisme de modules)
Soient M et N des modules & gauche sur un méme anneau K.
Un isomorphisme de M dans N est un homomorphisme bijectif de M dans N. S’il existe

un isomorphisme de M dans N, on dira que M et N sont isomorphes.

Remarque

En pratique, deux modules isomorphes sont deux modules totalement similaires. En effet, puis-
qu’un isomorphisme est une bijection de M dans N, on peut dire qu'a tout élément de M
correspond toujours un et un seul élément de N et réciproquement. De plus, puisqu’un isomor-
phisme est aussi un homomorphisme, & toute relation entre les éléments de M correspond une
relation entre les éléments de N et réciproquement (un homomorphisme étant caractérisé par le
fait qu'il conserve les structures d’addition et de multiplication externe).

Comme R. Godement Pexplique clairement dans [3], « [grice & ’isomorphisme, on va pouvoir]
traduire toute relation algébrique entre éléments de M en une relation algébrique analogue entre
les images par [ de ces éléments, et par suite transformer toute propriété de M en une propriété

analogue de N. >
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L’exercice résolu suivant propose de vérifier si une application f particuliere est un homorphisme

de modules.

Objectif de l’exzemple 2.3.1

Cet exemple a pour but de permettre & 1’étudiant de se familiariser avec la
définition d’homorphisme de modules sur un exercice résolu a caractére calculatoire.
Par ailleurs, 1’exemple porte sur 1l’ensemble des nombres complexes, ensemble qui a
déja été étudié dans d’autres contextes (en humanités et en premidre bachelier). Cet

exemple permettra donc & 1’étudiant de faire éventuellement certains liens avec un

ensemble qu’il a déja eu l’occasion de rencontrer.

Exemple 2.3.1

Considérons le Z-module & gauche {Ms(R),+,0} défini dans 'exemple 2.1.2 ainsi que 'anneau
(Z,+,*) muni de la loi usuelle d’addition et de la loi de multiplication * : Z — Z,(a,3) +—
axfl= O‘T’G = C‘Tﬁ (ot . désigne la multiplication usuelle des entiers), et enfin le triplet (C2,+,e)

.

ou !

- C2? est 'ensemble des couples de nombres complexes.

- Laloi + est la loi d’addition définie par + :C2 x C? — C?
((z1,22), (y1,92)) — (21 + Y1, T2 + y2), avec + qui est la loi d’addition usuelle sur C.
Rappelons que la somme de deux complexes x =a+1ib et y =c+ id est définie par x +y =
(a+c)+i(b+d) (oh i*=1)

- Laloi e est une loi externe qui relie C? & un anneau de base que nous choisissons égal & Z :

°: ZxC2 — C?

(M (a+ibd +ib')) — Xe(a+iba +ib) = ).

Ma+ib) A(d' +ib)
( 2 ' 2

Enfin, définissons une application f comme suit :

f: {Ma(R), +,0} — {C%,+, ¢}

a b a b
f—)f( )z(a+z’d,c+ib).
c d c d

Questions

1. Le triplet {((32,—1—,0} est-il un module &4 gauche sur le corps {Z,+,*} 7 Est-il

un module & droite ?

2. L’application f est-elle un homomorphisme de modules ?
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e par le point précédent, nous savons que (C?,+,) est Z-module.

Vérifions que f satisfait & I'égalité (2.3) de la proposition 2.3.1.

a b a v
Soit ; € My(R) et soit «, 8 € Z. Montrons que
c d d d
a b a v a b a v
f(ao + 8o ):aof( >+{30f( )
c d d d c d d d

Or, cette égalité peut encore s'écrire, par la définition de f et de la loi externe o sur Ms(R),

comme

1 a b 1 a v

f(—o: +§ﬁ )=a-(a+id,c+ib)+ﬁ-(a’+z’d’,c’—|—z’b’)
c d d d

ou encore, par définition de f et la loi externe e sur C?

(aa+ itad, joc + itab) + (38d’ + i1pd, 18 + 1Y)

_ (a(a;-id) , a(c;ib)) + (ﬁ(a’;-id’) , ,B(C';-ib’) )

Or, cette égalité est toujours vérifiée dans 2,

En conclusion, f est bien un homomorphisme de modules, ce qui cléture cet exemple.

A présent, considérons un cas particulier d’homomorphisme f: M — N en choisissant M = N.

Cela nous amene & de nouvelles définitions.

Définition 2.3.3 (Endomorphisme—automorphisme)

Soit M un K -module a gauche.

e Un homomorphisme de M dans M est appelé endomorphisme de M.
e Un isomorphisme de M dans M est appelé automorphisme de M.

L’ensemble de tous les endomorphismes sur M sera noté par
Endg (M, N) ou End(M, N)

¢’il n’y a aucune ambiguité sur ’anneau de base.
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Lien entre la notion d’homomorphisme de modules et celle de sous-module

Intéressons-nous & présent a ce que devient I'image d'un sous-module par un homomorphisme de
modules. Obtient-on automatiquement un sous-module du module d’arrivée ?
La réponse 3 cette question est contenue et démontrée dans le théoréme suivant, qui relie la

notion de sous-module & celle d’homomorphisme de modules.

Théoréme 2.3.1 (Image de sous-modules)
Considérons M et N deux modules & gauche sur un méme anneau K et soit f:M— N un

homomorphisme de modules.
Alors,

1. limage par [ d’un sous-module de M est un sous-module de N.

2. l'image réciproque® d’un sous-module de N est un sous-module de M.

a. Soit f une application de 'ensemble X dans ’ensemble Y, et considérons A une partie de Y. On appelle
umage réciproque de A par f lensemble {z € X | f(z) € A}

Preuve
1. Soit M’ un sous-module de M. Montrons que f(M’) est un sous-module de N, et cela
grice & la caractérisation d’un sous-module (proposition 2.2.3).
e L’ensemble f(M') est non vide car Oy, le neutre du module N appartient a f(M').
En effet, d’une part, on sait par la proposition 2.2.2 que le neutre de M, noté O,
appartient & M’. D’autre part, on sait que f (0ar) = On. Le vecteur Oy est donc dans

f(M").

e Supposons que u et v se trouvent dans f(M') et montrons que
Va,BeK, autPve f(M)

Comme par hypothése, u et v se trouvent dans f(M'), on peut trouver des vecteurs
z,y € M’ tels que u= f(z) et v = f(y).

D’autre part, on sait que le vecteur z = az + By appartient 4 M' vu que M’ est un
sous-module de M .

Comme [ est une application linéaire, on obtient

VaopfeEK,

f(z) = flaz+ By)
= af(z)+Af(y)
= au+fv

En conclusion, YV o, € K, au+ pv € f(M "), ce qui termine la preuve de la, premiére

partie du théoréme.
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9. Soit N’ un sous-module de N. Considérons I’ensemble M' défini comme suit
M ={zxe M| f(z)e N'}.

Autrement dit, M’ est ensemble des vecteurs de M dont les images par f appartiennent
au sous-module N'.
Montrons que I’ensemble M’ ainsi défini est un sous-module de M. Pour ce faire, utilisons

4 nouveau la proposition 2.2.3.
e M’ est non vide. En effet, comme N’ est un sous-module de N, il comprend le neutre

de N noté par Oy (proposition 2.2.2). D’autre part, f (0ar) = On, ot Ops est le neutre
de M. Donc, Op appartient & M.

e Supposons que a et b se trouvent dans M’ et montrons que ¥ o, 8 € K, aa+ b€ M.
Dire que a et b sont des éléments de M’ signifie que f(a) et f(b) sont des vecteurs
de N'. Comme N’ est un sous module de N, on obtient que

VaBeK, af(a)+Bf(b) e N

Comme 'application f est linéaire par hypothese, cette dernitre propriété peut encore
s’écrire :

Va,peK, flaa+pb) € N',
ce qui montre, par définition de M’ que le vecteur aa + b est bien dans M’.

Ceci cloture la preuve de ce théoréme. "

Appliquons & présent le théoréme précédent 3 deux sous-ensembles des modules M et N, ren-
contrés régulierement, & savoir : Kerf et Im f. Commencons par définir rigoureusement ces

sous-ensembles dans le cadre des modules.

Définition 2.3.4 (Noyau et image d’un homomorphisme de module)
Soient M et N deux modules & gauche sur un méme anneau K et f:M — N un homomor-

phisme de modules.
Le sous-ensemble de M, Kerf={z € M | f(z) =0} est appelé noyau de f.
Le sous-ensemble de N, Imf={y€ N |3z € M, y=f(z)} est appelé¢ image de f.

Enoncons le théoréme important suivant.

Théoréme 2.3.2 (Noyau et ensemble image d’un homomorphisme de modules)
Considérons M et N deux modules 4 gauche sur un méme anneau K ainsi que f: M — N

un homomorphisme de modules.

Alors, les ensembles Kerf et Imf sont des sous-modules de M et N respectivement.
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Preuve

e Montrons que ’ensemble Kerf est un sous-module de M.
En appliquant la deuxiéme propriété du théoréme précédent ( théoréme 2.3.1), on peut affirmer
que Kerf est un sous-module de M. En effet, il est I'image réciproque par f de {On}, qui

est le plus petit sous-module de N.

e Montrons que 'ensemble Imf est un sous-module de N.
On peut conclure, par la premiére propriété du théoreme 2.3.1, que I'ensemble image de f,

Imf = f(M), est un sous-module de N puisque M est lui-méme un sous-module de M. =

Remarque

Dans le cas ot M et N sont des espaces vectoriels sur un méme corps K, le théoréme 2.3.1 et
son corollaire peuvent étre adaptés.

Si f: M — N est un homomorphisme d’espaces vectoriels, alors I'image par f d’un sous-espace
vectoriel de M est un sous-espace vectoriel de N, et 'image réciproque d’un sous-espace vec-
toriel de N est un sous-espace vectoriel de M. Et donc, les ensembles Ker f et I'mf sont des
sous-espaces vectoriels de M et N respectivement.

11 suffit de prendre K qui est un corps dans les preuves du théoréme 2.3.1 et son corollaire.

L’ensemble des homomorphismes de modules
Pour terminer le paragraphe sur les homomorphismes de modules, présentons un résultat impor-

tant concernant I’ensemble des homorphismes Hom(M, N) du K -module M dansle K -module
N.

Théoréme 2.3.3
Soient M et N deux K -modules a gauche et f,g € Hom(M, N).

1. Alors, ’application
frg:M— N, zw—(f+g)(x)=[f(z)+g(z), (2.5)

ot le symbole + dans le second membre de I'égalité représente ’addition sur N,

est appelée somme des homomorphismes f et g et est aussi un homomorphisme de M

dans N.

De plus, I’ensemble Hom(M, N), muni de la loi de composition

+: Hom(M,N) x Hom(M, N) — Hom(M, N)

(f,9) — f+g, (2.6)

est un groupe commutatif, appelé le groupe des homomorphismes de M dans N .
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2.Si K est commutatif, le groupe {Hom(M, N),+}, muni de laloi de composition externe -

définie comme suit :
K x Hom(M,N) — Hom(M,N)

A f) = Af (2.7)

avec
M:M—N, z— (Af)) =X f(z) (2.8)

ol - représente la multiplication scalaire sur NV, est un K -module.

Preuve
1. Premiérement, montrons que l’application f + g est bien un homomorphisme.
Pour ce faire, posons h = f + g. En utilisant la caractérisation d'un homomorphisme

(proposition 2.3.1), on vérifie que h est un homomorphisme :
Vz,ye M, Va,B €K,

h(az+By) = (f+g)(az+fy)
= flaz+ By) +glaz+ Py) par (2.5)
= af(z)+ Bf(y) + ag(z) + Bg(y) car f et g sont des homomorphismes
= a[f(z) +9(@)] + Bl () + 9(¥)]
= al(f +9)(@)] +Bl(f + 9)(¥)] par (2.5)
= ah(z) + Bh(y)

Deuxiémement, montrons que ’ensemble Hom(M, N), muni de la loi de com-
position (f,g) — f + g (interne et partout définie par le point précédent) est

un groupe commutatif.

Pour cela vérifions unes & unes les propriétés de la définition de groupe commutatif (définitions
1.1.1 et 1.1.4) pour le couple {Hom(M,N),+}.

. [Associativité] V f,g,h € Hom(M,N): (f +g)+h=f+(g+h).
Oui, car 1’égalité (f +g) +h = f+ (9+ h) est équivalente a
Vo e M, [(f +9) + R () = [f + (g + W) (2)
o VeeM, (f+g)@) +h@)=f@)+ g+ par (25)
& Vae M, (f(z)+g(z) + h(z) = fz) + (9(z) + h(z))  par (2.5)

Or, cette derniere égalité est toujours vraie car {N,+} est un groupe commutatif (vu

que N est un K -module & gauche par hypothése).
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. [L’élément neutre] 3 e € Hom(M,N), V f € Hom(M,N), f+e=[f= e+ f.

L’application nulle qui & chaque élément de M fait correspondre le neutre de N :
0:M— N, z—0n

convient. En effet, V f € Hom(M,N), V € M, 'égalité

(f +0)(2) = f(=z) = (04 F)(z)
est équivalente, par la définition de la somme d’homomorphismes (2.5), &

f(2) +0(z) = f(z) = 0(z) + f(z)

ou encore, par la définition de 'application nulle, &

f(@) + 0y = f(z) = Oy + [f(2).

Cette dernitre égalité est toujours vérifiée par définition de I’élément neutre Oy dans

N.

. [Symétrisabilité] V f € Hom(M,N), 3 f'e Hom(M,N), f+f =0=f+{.

Soit f € Hom(M,N). Son symétrique est application qui a tout élément z de M fait

correspondre opposé de son I'image par f dans N :
(—f): M — N
z i (—f)(@) = - f(2).
En effet, pour tout élément = dans M,
(f + (=)&) = 0(z) = ((=F) + f)(2),

& f(z) + (=f)(x) = Oy = (=f)(@) + (=), par (2.5)
& f(z) — f(z) =0y = —f(z) + f(z), par définition de (—1)-

Cette dernitre égalité est toujours vérifiée puisque I'élément symétrique de f(z) dans N
est —f(z), V€ M.

. [Commutativité] V f,g € Hom(M,N), f+g=g+ [

Cela s'obtient directement par le fait que N est un groupe commutatif.
En effet, ¥V z € M, (f + g)(z) = (g + f)(z) car dans N, Vz € M, f(z) + g(z) =
g(z) + f(=).

{Hom(M,N),+} est donc un groupe commutatif.
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9. Montrons a présent que ’ensemble H om(M, N), muni de la loi de composition

(A, f) = Af est un K -module a gauche.
Pour cela, vérifions tout d’abord que f' = Af est un homomorphisme par la propriété

231:Vz,ye M, Va,f €K,

f'(az + By) = Af(az + By)
= Xaf(z) + A\3f(y) car f est un homomorphisme
= a)f(z) + BAf(y) car K est commutatif
= af'(z) + Bf'(y)
La loi de composition définie en (2.7) est donc bien une loi de composition externe sur

Hom(M, N), si l'on suppose que K est commutatif.

Enfin, montrons que le triplet {Hom(M,N),+, .} est un K -module & gauche.

Pour cela, montrons que ce triplet satisfait aux propriétés de la définition de module &

gauche (définition 2.1.4) :

. [Associativité mixte] V a,f€ K, V f e Hom(M,N), (aB)f L a(Bf)
Oui, car 'égalité (af)f = a(Bf) est équivalente, par (2.5) et par (2.8) & :

vz e M, [(aB)f](z) = [«(B)](z)

eV zeM, (ef)f(z)=a(Bf)(2)
&V aeM, (@f)f(z) = o(Bf()).
Or, la derniére égalité est toujours vraie vu que N est un K -module & gauche.

. VfeHom(M,N), 1f = f, ot 1 estle neutre de K pour la multiplication.

Puisque N est un K -module & gauche, c’est immédiat car

vaeM, (1f)(@) = 1f(z) = /().

. [Double distributivité] V a,f € K,V f,g € Hom(M,N), a(f+g) L af +ag et

(a+B)f = af + BF.

Démontrons la premitre propriété, la seconde se démontrant de maniére similaire.

De nouveau, c’est immédiat car

VzeM,

[a(f +9)] (z) = [af + ag] (z)
& off + g)(z) = af(z) + ag(z),
et cette derniere égalité est toujours vraie dans N puisque N est un K -module &

gauche.
En conclusion, le triplet {Hom(M,N),+,-} est un K -module & gauche, si K

est commutatif.

Ceci termine la preuve du théoreme 2.3.3. o
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Remarque

Qi M et N sont des modules & gauches sur un meéme anneau K, on peut vérifier que l'en-
semble des applications de M dans N, que I'on note App(M, N), muni des lois de composition
usuelles d’addition d’applications et de multiplication scalaire ? est aussi un K -module & gauche.
Dés lors, Hom(M,N) est un sous-module de App(M, N ).

En effet, Hom(M, N) est une partie de App(M, N) et est encore un K -module & gauche (comme

nous venons de démontrer dans le théoréme précédent).

2.4 Exemples illustratifs

Terminons ce paragraphe sur le concept de module et les résultats importants qui en découlent,

en donnant deux exemples récapitulatifs des notions vues jusqu’a présent.

Exemple 2.4.1
Pour tout anneau K et pour tout entier n > 1, I'ensemble

KE=K% KK
muni des lois de composition définies par

(511“'>§n)+(n1r"'nn) = (5l+7?1:---,fn+’fin)
}‘(517"'3671’) = (Agl)'- :/\gn}

peut étre considéré comme un K -module a gauche.
En effet, il vérifie la définition 2.1.4 : on sait que K™ est un groupe commutatif grace a la
proposition 1.1.1, avec comme neutre pour I’addition, I’élément (0,...,0). La vérification des

autres conditions sont laissées au soin du lecteur (on utilise le fait que K est un anneau).

On peut aussi évidemment considérer K™ comme un K -module & droite en notant la loi de

composition externe comme suit :

(51: cen :571))\ = (51)\1 s aé‘n)\)-

Enfin, on observe que lorsque n = 1, K lui-méme peut étre considéré comme un K-

module & gauche ou un K -module & droite.

D’aprés cet exemple, les ensembles comme R™ et Z™ munis des lois définies ci-dessus
b)
peuvent étre considérés comme des modules sur R et Z respectivement, pour tout

n dans Np.

2. Ces lois sont identiques & celles définies en (2.6) et (2.7), & ceci prés que leur domaine de définition n’est plus
Hom(M, N), mais bien App(M,N).



bl

BB 4 |

2. Introduction d'une structure algébrique nouvelle : le module 72

Exemple 2.4.2
Dans cet exemple ?, nous montrerons que tout groupe commutatif G peut étre regardé comme
un Z-module. Ensuite, nous nous intéresserons aux sous-modules de G et aux homomorphismes

entre deux groupes commutatifs considérés comme des Z -modules.

Soit G' un groupe commutatif quelconque.
Commencons par définir deux lois de composition sur G, pour en faire un Z-module & gauche.
1. Pour la loi interne, prenons la loi d’addition définie sur G, que l'on notera +.

9. Pour la loi externe, définissons l’application - : Zx G — G : (@,z) — a-& = az en posant

zt+4---+z (otermes) sia>1,
ar =40 sia=0,

(—a)(—z) sia<-—1.

Questions
1. Le triplet {G,+,-} est-il un Z-module & gauche?
2. Si oui, quels sont ses sous-modules ?
3. Considérons I et J deux groupes commutatifs et f : I — J un homomor-
phisme de groupes. Montrez que f est également un homomorphisme de Z-

modules.

Résolution

1. Vérifions que {G,+,'} est un Z-module & gauche.

Nous savons que Z muni des loi d’addition et de multiplication usuelles est un anneau et que
{G,+} est un groupe commutatif, par hypothése. Il nous reste donc & montrer que les quatre

propriétés de la définition 2.1.4 sont vérifiées.

[Associativité mixte] V o, €Z, Yz € G, (aff)x L o(Bz)
Comme les scalaires «, 3 sont pris dans Z, ils peuvent étre aussi bien positifs que négatifs.

Comme la loi de composition change selon les signes de a, 8, il faut distinguer quatre cas.

Casl: a>0et 3>0

On a
B termes
e ——,
a(fz) = aofz+z+...+2)
B termes [ termes B termes
- GGrzt. 10 +@tat. o)+ (@tzt.. . +a)

~

~~
« termes
=i @t D
N —
af termes

= (apf)z.

3. Cet exemple est inspiré de I'exemple (1.5) page 109 de [1]
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Cas2: a<0et 3>0
On a

3 termes
.

o(fz) = (o) ((—2) + (=2) + ...+ (-2))

[ termes 3 termes [ termes
—" - ~ -

o+ (Dt )+ D+ N+ (D DT+ ()

~
(—a) termes

"t

= (—z)+ (fm)v—i- oot (=)
—(a) termes

= —(af)(-=)

= (aB)s.

lecas3: a>0et B<0etlecas4: a <0 et 8 <0 semontrent de maniére similaire

et sont laissés au lecteur.

Yz €@, lz =, ou 1 estleneutre de Z pour la multiplication.

Cela découle immédiatement de la définition de la loi externe sur G.

. [Double distributivité] Vo, € Z, Vz,y € G, a(z+y) L az+oy et (a+0)z L az+ fz.

Démontrons la premiére propriété de la double distributivité, dans le cas ol a < 0, le cas ou

a > 0 est laissé au lecteur.

On a

a(w+y) = (-a)[-(z+y)]

(—a) termes

= ety @ty - —(e+y)

= —z—T—...—Tt=Yy—-Yy—...—Y
(~a) termes (o) tormes

= (~a)(-z)+ (—a)(-y)

= oaz+ay.

Démontrons la deuxiéme propriété de la double distributivité, dans le cas ot (a+ f3) >0, avec
a>0 et <0, les autres cas sont laissés au lecteur mais se démontrent de maniére similaire.
On a

(a+p) termes

(a+Bo = Trat. t2
= &4+ ATt—d~B—as— 8
a termes (=) termes
= o+ (=f)(-2)

= az+ fz.
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Le groupe G peut donc est vu comme un 7. -module & gauche. Comme Z est commutatif, G

peut étre vu comme un Z -module.
Notons que G ne peut pas étre considéré comme un espace vectoriel sur Z étant donné que

’ensemble des entiers n’est pas un champ mais seulement un anneau.

2. Montrons que les sous-modules de G sont ses sous-groupes.

En effet, si on suppose que H est un sous-groupe de G, alors la premiére condition de la définition

2.2.2 de sous-module est automatiquement vérifiée.
n termes

e e
De plus, par la définition de sous-groupe, I'élément z+z+...+2 € H et donc par définition
de la loi externe, Vn € Z, Yz € H, nx € H. La deuxieéme condition de la définition 2.2.2 est

vérifiée.
H est donc un sous-module du Z-module G.

3. A présent, considérons I et J deux groupes commutatifs et f : I — J un
homomorphisme de groupes et montrons que f est également un homomorphisme
de Z-modules.

Montrons que f vérifie la relation (2.3) de la caractérisation d’homomorphisme de modules
(proposition 2.3.1), pour tout a, 8 € Z.

Avec o, 3 € Z positifs et g,b € I,

o termes B termes
flag+b) = f@F Fgtbt D)
= flg)+ -+ flo+f)+- -+ f(b) car f est un homomorphisme de groupes
af(g) + Bf(b) car f(g) et f(b) sont des éléments du groupe o

Il

A présent, considérons le cas ou « est négatif. Cela ne pose pas de probleme puisque par la

relation (1.5), on sait que

f(—g) = —f(9).

Donc, par définition de la loi de composition externe lorsque n est négatif,

flaz) = [f((-e)(=))
— fra—a——)
= —f(=) - fl@)—-— flz)
= (—o)(=f(2))
= eflZ]

On peut donc conclure que f est un homomorphisme de I dans J, avec I et J qui sont

considérés comme des Z-modules.
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Maintenant que nous avons présenté le concept de module et découvert quelques-unes de ses
propriétés, nous allons nous concentrer sur les différences qu’il existe entre un module et un es-
pace vectoriel. Nous savons déja que par définition, un espace vectoriel est un cas particulier de
module, lorsque I’anneau de base est un corps.

Dans le chapitre 3, nous allons reprendre des concepts déja connus dans les espaces vectoriels de
dimension finie (concept de combinaison linéaire, de base,...) et les élargir afin de les considérer
dans le cadre général des modules. Certains résultats resteront inchangés, mais d’autres seront
modifiés, juste par le fait que pour définir la notion de module nous n’'avons pas imposé la

symétrisabilité & la multiplication des scalaires.
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Chapitre 3

Bases dans les modules et espaces

vectoriels

Dans ce chapitre, nous étudierons le concept fondamental de base. Bien connu dans les es-
paces vectoriels de dimension finie, il va étre €largi au cadre général des modules. Pour cela,
nous présenterons tout d’abord les notions de combinaison linéaire, de vecteurs linéairement
indépendanisetgénémﬁeum&Ehmuﬁe,nousdéﬁnhonscequkﬁtunebasedansunxnodub,etnous
présenterons des résultats importants & ce sujet. Enfin, nous étudierons 'existence des bases dans
un module, grice & quelques théoremes fondamentaux et nous introduirons la notion de dimen-
sion. Nous illustrerons des conséquences de 1'élargissement du concept de base grace a quelques

exemples et exercices résolus.

Commentaires didactiques : La notion de base et ses propriétés fondamentales,
ont pour la plupart déja été rencontrées par les étudiants dans le cours
d’algébre linéaire de premiére année universitaire, dans le cadre des espaces
vectoriels de dimension finie. Ce chapitre risque donc d’un premier abord

de leur donner une impression de « déja vu » . Cependant, il contient deux

nouveautés importantes.

La premigre porte sur le fait que nous allons travailler dans les modules en
général et non plus dans les espaces vectoriels uniquement. Des théorémes

qui étaient démontrables dans le cadre des espaces vectoriels ne seront pas
transposables dans le cadre des modules. Par exemple, si 1’on n’impose pas que
1’anneau de base soit un corps, l’existence de bases ne sera plus garantie.
D&s que possible, nous illustrerons les différences entre modules et espaces

vectoriels par des exemples concrets dans le but de permettre aux étudiants de

mieux cerner les enjeux de cet élargissement.

76
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La deuxiéme nouveauté concerne le fait que nous allons travailler dans les

modules qui peuvent admettre des bases composées d’un nombre infini d’éléments.
Or, jusqu’ici, les étudiants de premiére année n’ont étudié le concept de base
que dans le cadre des espaces vectoriels de dimension finie. C’est pourquoi,
noUS COMMENcerons par consacrer un paragraphe aux définitions de la notion
d’ensemble infini et de la notion de famille. Ces définitions vont nous

permettre d’introduire la notion de combinaison linéaire infinie.

Remarque préliminaire
Dans ce chapitre, tout comme dans le précédent, nous choisissons de travailler dans des modules
& gauche. Néanmoins, toutes les notions et théorémes que nous exposerons peuvent étre présentés

de maniere similaire dans des modules & droite.

3.1 Notion de base dans un module

Dans ce paragraphe, nous introduisons et étudions la notion de base dans le cadre des modules.
Nous envisageons le cadre le plus général possible pour construire une base : nous considérons

des bases qui peuvent contenir un nombre infini ou non de vecteurs.

Pour ce faire, nous commencons par présenter quelques conventions de notations et par définir

rigoureusement les notions d’ensemble infini et de famille.

3.1.1 Contexte et notations

La notion d’ensemble infini se définit & partir de celle d’ensemble fini comme suit :

Définition 3.1.1 (Ensembles finis et infinis)
Un ensemble X est dit fini s'il est vide ou s'il existe un naturel non nul n ainsi qu’une bijection

de X dans lensemble {1,2,...,n} %

Un ensemble infini est un ensemble qui n’est pas fini. Autrement dit, '’ensemble X est infini s’il
est différent du vide et s'il n’existe pas de naturel n tel que X soit en bijection avec ’ensemble
{12 ous 5105

Un ensemble est dit infini dénombrable s’il existe une bijection entre cet ensemble et N.

1. On dit aussi que X est finisi X # @ et 3n € No tel que X soit équipotent & l'ensemble {1,2,...,n}.
Par définition, un ensemble X est équipotent & un ensemble ¥ gl existe une bijection de X dans Y .
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Par la suite, nous utiliserons fréquemment la notion de famille pour parler d’un ensemble d’éléments

indexés. Cette notion peut se construire selon le raisonnement suivant.

Lorsqu’on veut présenter deux éléments de fagon & pouvoir distinguer leur rdle, on donne un
couple (a,b), de premier élément a et de deuxiéme élément b.

De maniére générale, si I'on veut donner un nombre fini n d’éléments et pouvoir dire qu’a la *me
place se trouve I'élément a;(i =1,..., n), on donne un n-uplet (ai,az,..., an).

Si I’on veut aller encore plus loin et donner un ensemble dénombrable d’éléments, on doit trouver
une technique pour préciser quel est le premier élément, le deuxiéme,... On peut procéder en

associant le premier élément & 1, le deuxiéme élément A 2, et ainsi de suite en donnant & chaque
fois un couple.

Ainsi, donner le quadruplet (a,b,c,d) revient a donner I’ensemble
G ={(1,a), (2,0), (3,¢), (4,d)}

c’est-A-dire un graphe fonctionnel.
De méme, pour donner un ensemble dénombrable d’éléments g, T1, %2, . . ., en distinguant leur

réle, on peut donner un graphe
G = {(0, zo), (1,21), (2, 22), .- - }» (3.1)
ce que ’on peut encore noter par
G = {(n,zn) | n € N}.

Plus généralement encore, si G est un graphe fonctionnel, on peut imaginer que sa premiere
y 1
projection ne soit pas N comme ci-dessus mais un ensemble I quelconque, fini ou infini.

On obtient la définition de famille.

Définition 3.1.2 (Famille)

Le graphe fonctionnel G = {(¢,z;) | i € I}, ol les éléments z; sont des objets quelconques
dépendant de i (pour chaque i € I'), est appelé famille indexée par I, famille d’index I
ou encore famille ayant I pour ensemble d’indices.

Si 'on note x; l'objet associé & I’élément ¢ de I, on désigne généralement la famille considérée
par (&i)iel-

L’ensemble I est appelé 'index de la famille et les 2; sont appelés valeurs ou membres de la

famille.
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Remarques

1. Tl faut veiller & bien distinguer la famille (z;);c; de I'ensemble de ses valeurs {z; |i € I}
qui en est simplement la deuxieme projection. Comme J. Mersch 'explique clairement dans
[4], < intuitivement, (zi);cy estl ‘ensemble {x; | i € I} muni d’un arrangement déterminé
par I. »

9. Au lieu de 'expression valeur d’une famille, on utilise parfois abusivement élément d’une
famille. Ainsi, une famille (zi);c; est appelée famille d’éléments d’un ensemble X si
Viel, z; € X.

De plus, si on applique a une famille une définition ou une propriété relative aux ensembles,
on sous-entend qu’on I’applique & I’ensemble des valeurs de la famille, et non au graphe

fonctionnel en entier.

Tllustrons cette définition par deux exemples qui s'inspirent de ’exemple 4B.5 et de 'exemple

4B.6 de [5], page 4.2 et 4.3.

Objectif de l’exemple Bid od 2
Cet exercice a pour but de permettre a 1’étudiant de se familiariser avec la

définition de famille. Etant donné que c’est une notion qu’il rencontre pour la
premi2re fois en algébre, nous proposons un exercice résolu ol la famille est
finie. Il permet d’insister sur le fait qu’une famille est un graphe fonctionnel

et que c’est un objet qui ne peut se restreindre & 1’ensemble des valeurs de la

famille.

Exemple 3.1.1

Considérons les ensembles A, B, C' définis comme suit :
A = {zeR:z2>5}
B = {zeR:z <100}
C = {zeR:7T<xz <8}

ainsi que les graphes F', G et H suivants :

F = {(1:A)1(23-B):(33 C)}
G = {(1,A),(2 B),(3,B),(40),(54)}
H = {(1,A),(2,B),(2,C),(3,0)}

Questions
1. Les graphes F, G et H représentent-ils des familles 7
2. Si oui, préciser quel est leur index et leur ensemble de valeurs.

3. Les graphes F, G et H représentent-ils la méme famille ?
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Résolution

1. Pour que ces graphes soient des familles, il faut qu'ils vérifient le caractére fonctionnel (&
un élément de I'index doit correspondre au plus une valeur). On observe que F' et G sont
des familles mais H n’en n’est pas une, car & 1'élément 2 correspondent deux valeurs
différentes B et C.

On remarque que la nature des objets A, B, C n’intervient pas danslorsqu’il faut vérifier

que F,G et H sont des familles. La notion de famille est totalement indépendante de la
nature de ses valeurs.

2. Index de F= {1,2,3} et ensemble des valeurs de F = {4, B,C}.
Index de G= {1,2,3,4,5} et ensemble des valeurs de G= {4,B,C}.

3. Les familles F et G, bien qu’ayant le méme ensemble de valeurs, ne possédent pas le méme
index. Elles sont donc différentes. On observe qu’il est indispensable, lorsqu’on s’intéresse

3 une famille, de ne pas se restreindre a I’ensemble de ses valeurs.

Objectif de l’ezemple 3.1.2 :

Dans 1’exercice précédent, les familles proposées pouvaient s’écrire

la sous-forme de n-uplet, écriture déja connue des étudiants. Elles ne
nécessitaient pas les conventions d’écriture utilisées pour noter une famille.
Dans 1’exemple suivant, 1l’étudiant est confronté & une famille contenant une
infinité d’éléments. Cet exemple est congu pour lui faire prendre conscience
que, dans le cas infini, la notion de n-uplet ne suffit plus. La notion de

famille et les conventions d’écriture de celle-ci deviennent indispensables pour

décrire le graphe proposé.

Exemple 3.1.2
Considérons les ensembles A, B,C, D, ..., AA, AB, ..., définis comme suit :

A = {zeR:z>1}
= {zeR:z2>2}
{zeR:z >3}
= {zeR:z>4}

O Q W
Il

AA = {zeR:z>27}

ainsi que le graphe F = {(1, A), (2, B), (3,C), (4, DY, con 5 (2T AAY e}
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Questions

1.

2. Si oui, préciser quel est son index et son ensemble de valeurs.
3.
4

. Pourrait-on écrire F de maniére plus concise ? Si oui, comment 7

1.

Le graphe F constitue-t-il une famille 7

Le graphe F représente-il un n-uplet ? Si oui, lequel 7

Résolution

Le graphe F est une famille car il est fonctionnel (3 un élément de l'index correspond au
plus une valeur).

L'index de F = {1,2,3,4,...} = Ng et 'ensemble des valeurs de F={A4,B8,6D, ...}
On se rend compte que si 'on essaie de représenter la famille F sous la forme d’un n-uplet
(A,B,C,D,...), il est impossible de déterminer la valeur de n. En effet, on observe que

dans ce cas n n'est pas fini. On ne peut donc pas écrire F' sous la. forme d’un n-uplet.

Comme l'index de F' est Np, la famille F' contient un ensemble dénombrable d’éléments.
On peut donc introduire le méme principe de notation que celui introduit pour G en (3.1).
Sionpose A1 = A, Ap=B, A3=C, As=D,..., le graphe F' peut s’écrire

F ={(1,41),(2,A2), (3, 43), (4, 44), .- .},
ou encore, de maniére plus concise
F={(n,As) | n € No}.
Si I'on utilise les conventions de notations pour une famille, F' peut encore s’écrire

F = (Ap)neno, avec Ap ={z €R:z>n}.

Cleci cloture cet exercice.

Les ensembles que nous rencontrerons le plus souvent dans la suite sont les ensembles utilisés dans
le cadre des modules. Nous en avons distingué deux types : les ensembles de scalaires (éléments
de Panneau de base) et les ensembles de vecteurs (éléments du groupe commutatif). Les familles

auxquelles nous serons confrontés seront donc presque exclusivement des familles de vecteurs ou

de scalaires.

Remarques

1. Dans le cas particulier ot I'ensemble d’indices I d'une famille est ’ensemble N, on dit que

cette famille est une suite, et on la désignera par la notation

(:Ei)iZO ou (mi)ieN~

2. Dans le cas particulier ot 'ensemble d’indices [ d’une famille est une partie

{a,a+1,a+2,...,b} del'ensemble N, on notera plut6t cette famille par

(wi)?:a ;
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Elargissons maintenant la définition de combinaison linéaire & un nombre infini de vecteurs. On

obtient la définition suivante.

Définition 3.1.5 (Combinaisons linéaires dans le cas infini)
Soit (a;);e; une famille de vecteurs d’un K -module M.
On dira que le vecteur z € M est combinaison linéaire des vecteurs a; (1 € I') il existe une

famille (A;);c; de scalaires presque tous nuls de K telle que l’on puisse écrire

T = Z)\iai. (3.2)

iel

On observe que cette définition a bien un sens puisque, par la propriété 2.1.1, les vecteurs Aja;
sont presque tous nuls et donc la somme (3.2) est en réalité une somme finie.

Si ’ensemble I est fini, on retrouve la définition 3.1.3.

Considérons & présent un cas particulier de combinaison linéaire, les combinaisons linéaires du

vecteur nul.

Définition 3.1.6 (Relation linéaire)
Soit (a;);c; une famille de vecteurs d'un K -module M.
Supposons que le neutre de M soit combinaison linéaire de ces vecteurs, c¢’est-a-dire qu’ il existe

une famille (\;);c; de scalaires presque tous nuls dans K tels que
0= Z /\zaz
il

Alors, la famille de scalaires (Ai);c; est appelée relation linéaire entre les vecteurs a; (i € I).

Remarque
Soit (a;);e; une famille de vecteurs d'un K -module M.
Dans le cas particulier ou I = {1,...,n}, une relation linéaire entre les vecteurs a; (i=1,...,n)

est un élément (A1,...,An) de K™ tel que l'on ait
Aa1 + ...+ Apan = 0.

Observons qu’il peut y avoir plusieurs relations linéaires différentes (c’est-a-dire plusieurs n-uplet
de K™) entre les vecteurs de la famille (G)ey »
Tl est évident que la relation linéaire (0,...,0) entre les vecteurs a; (i=1,...,n) existe toujours,

mais elle peut ne pas étre unique.

La relation linéaire particuliere (0,...,0) est dite triviale.
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Tllustrons par un exemple particulier les concepts de combinaison linéaire et de relation linéaire.

Objectif de l’ezemple 3.1.3 :

Dans cet exemple, nous avons consciemment choisi des fonctions comme vecteurs du
module M. Les étudiants n’ont pas 1l’habitude de considérer des fonctions comme
des vecteurs, ce qui permet d’insister sur le fait que des vecteurs d’un module
peuvent avoir n’importe quelle forme.

Ensuite, cet exemple permet la manipulation d’une famille infinie ainsi que la
construction de combinaisons linéaires et de relations linéaires dans le cas
infini.

I1 est assez général et sera & la base d’exercices résolus dans la suite de ce

chapitre.

Exemple 3.1.3 (Exemple de combinaison linéaire et de relation linéaire)
Considérons un R-module M ol M est I’ensemble formé de toutes les applications partout

continues
f: R—R

Des théoremes d’analyse permettent d’affirmer que les applications f+g et Af sont également
des applications partout continues. Ces applications appartiennent donc & M, quelles que soient
f, g dans M et A€ R.

Considérons le triplet constitué par 'ensemble M, l'application
+: MxM — M
(fig) — f+yg

et I'application

RxM — M
(M) = A f=Af
On peut montrer, en suivant les mémes démarches que dans la preuve du théoréme 2.3.3 que le
triplet {M,+,-} est un R-module. De plus, comme R est un champ, on constate que le triplet
{M,+, -} est un espace vectoriel.
Construisons des combinaisons linéaires dans cet espace vectoriel.

Soit (f;):., une famille d’applications de M. Alors, ’application f € M est combinaison linéaire
iel

de ces fonctions s'il existe une famille (\;);c; de scalaires presque tous nuls dans R tels que

F=> X

iel
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Alors, V A\, p € K, Az + py € M’ car

}‘$+#yi£1a1+---+§nan

£ = A +Hﬁ1y-v-:§n=/\an+ﬂﬁn

sont des éléments de I'anneau K.
L’élément Az-+py peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs a; (E=1y. eym)
et donc appartient a M’

n
i=

2. Montrons que M’ est le plus petit sous-module qui contient la famille (as)i=y -

Observons tout d’abord que les vecteurs a; (i = 1,...,n) sont des vecteurs qui appar-
tiennent & M’'. En effet, ils peuvent s'écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de la

famille (ai)?:l puisque a; = l.a; +0.a0+---+0.ap, ag= 0.1+ l.as+...+0.a, et ainsi

de suite pour as,...,an.
D’autre part, ¥V a1, ..., o, € K, tout sous-module de M qui contient les vecteurs aj,...,an,
contient aussi, par définition de module, les vecteurs aiay,...,0nan, et donc le vec-

teur £ = ajaq + -+ + ana,. Donc, tout sous-module de M contenant les vecteurs a;
(i=1,...,n) contient également toutes les combinaisons linéaires des vecteurs ay, ..., an,
c’est-a-dire M.

Donc, 'ensemble M’ est bien le plus petit sous-module & contenir la famille (a;);—,, puis-

qu’il est inclus dans tous les autres sous-modules qui vérifient cette propriété. "

Soit M un K -module & gauche. Par le théoréme précédent, nous savons que I’ensemble M’ des
combinaisons linéaires des vecteurs de la famille (a;);c; de M a un statut particulier : c'est le
plus petit sous-module qui contient la famille (a;);c;-

Donnons-lui un nom spécifique. C’est 'objet de la définition suivante.

Définition 3.1.7 (Sous-modules engendrés)
Soit (a;);e; une famille de vecteurs d’'un K -module & gauche M, et soit M’ l’ensemble des

combinaisons linéaires des vecteurs a; (i € I).
Alors M’ est appellé le sous-module de M engendré par les vecteurs de la famille

(a'i)z'eI ’

Remarque

Soit M un K -module & gauche et (a;);c; une famille de vecteurs de M.

Puisque M est aussi un sous-module de M, la définition précédente peut s’étendre a M lui-
méme : on dira donc que M est engendré par les vecteurs a; (i € I) si M est ensemble
des combinaisons linéaires de ces vecteurs ou encore si M est le plus petit sous-module qui

contient la famille (a;);c;-
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3.1.3 Systémes générateurs et indépendance linéaire

Le concept de base dans les espaces vectoriels est construit grace aux notions de vecteurs linéairement
indépendants et générateurs. Une base dans un module se définit de maniére similaire. Nous com-
mencons donc par étendre et présenter les concepts de systéme de générateurs puis d’indépendance

linéaire dans le cadre des modules.

Définition 3.1.8 (Module de type fini et systéme générateur)

Soit M un K -module & gauche et M’ un sous-module de M.

On dira que M’ est un sous-module de type fini 8'il existe une famille de vecteurs (a;);_; € M’
en nombre fini qui engendrent M.

Dans ce cas, on dira que les vecteurs de la famille (a;)j_; forment un systéme de générateurs
de M'.

Remarque

De nouveau, cette définition s’applique en particulier au module M lui-méme.

Donc, le module M est dit de type fini s’il contient des vecteurs as,...,a, en nombre fini tel
que tout vecteur  de M puisse s'écrire comme combinaison linéaire des vecteurs ax, ..., an.
Les vecteurs ai,...,a, sont un systéme de générateurs de M.

Lorsque I'anneau de base est un corps et que M est engendré par un nombre fini de vecteurs,

on parlera d’espace vectoriel de dimension finie, plutét que de module de type fini.

Définissons la notion d’indépendance et de dépendance linéaire dans un module.

Définition 3.1.9 (Vecteurs linéairement indépendants)
Soient M un K -module & gauche et (a;);c; une famille de vecteurs de M.

On dit que les vecteurs a; (i € I') sont linéairement indépendants, ou que la famille (a;);c;

ZAM =0

iel

est libre, si I’égalité

implique que Vi € I, X; =0, quelle que soit la famille (););c; de scalaires presque tous nuls de
K.

Dans le cas particulier ot I est fini, cela signifie qu’il n’existe pas d’autre relation linéaire que
la relation linéaire triviale entre les vecteurs a; (i=1,...,n).

Au contraire, les vecteurs a; (i € I') sont dits liés ou linéairement dépendants s’il existe des

scalaires A; (i € I) non tous nuls tels que l'on ait
Z )\iai =0.
el
Autrement dit, dans le cas oit I est fini, dire que des vecteurs sont linéairement dépendants

signifie qu’il existe une relation linéaire non triviale entre eux.
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Remarque
On considére que ’ensemble vide est libre car la proposition suivante

Val,...,ane(ﬂ, Val,...,OJHEKZ
n
Zaiai:0:>a1:...zan:0
i=1

est toujours vraie.

A présent, énongons un premier résultat qui différencie les espaces vectoriels des modules.

Dans un espace vectoriel E, dire que des vecteurs de la famille (a;)_, de E sont linéairement
dépendants est équivalent & dire que ’on peut exprimer un de ces vecteurs en fonction des autres.

C’est l'objet de la propriété suivante ®.

Proposition 3.1.1
Soient E un espace vectoriel & gauche sur un corps K et (ai)i_;, une famille de vecteurs non
nuls de E.

Alors, les vecteurs de la famille (a;);_, sont linéairement dépendants
=

II existe un naturel k compris entre 1 et n tel que ay soit combinaison linéaire des vecteurs

A1y« ey Of—1, Qlt1s -« v 5 Op

Preuve

Condition nécessaire

Supposons que les vecteurs a; (i = 1,...,n) soient linéairement dépendants et montrons que l'on
peut écrire 'un d’eux comme combinaison linéaire des autres.

Dire que les vecteurs a; (i = 1,...,n) sont linéairement dépendants signifie qu’il existe une

relation linéaire non triviale entre ces vecteurs. Autrement dit, nous avons I'égalité
(3
E a;a; = 0, (3.3)
i=1

ou les scalaires aq,...,q, sont non tous nuls.

Choisissons k comme étant le premier entier entre 2 et n tel que les vecteurs a; (t=1,...,k-1)
soient linéairement dépendants et considérons son coefficient scalaire ay.

Nous savons que ay est différent de 0, sinon les k — 1 premiers vecteurs seraient linéairement
dépendants, ce qui est contradictoire avec la définition de I’entier k. Dés lors, comme K est un

corps, nous pouvons considérer l'inverse de ay, le scalaire cugl.

3. Cette proposition et son corollaire sont présentés dans le cas fini, pour des facilités d’écriture, mais ils peuvent

&tre étendus au cas infini.
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Isolons le terme agay dans 1'égalité (3.3)
opar = @101 + ...+ 0k_108—1 t Qp410k41 oo+ Onln

puis multiplions les deux membres de cette derniere égalité par o:kfl

-1 -1 -1
ap =ap ajar +... + Qp Qp—10k—1 + o Q10K+l + .t aanty.
Nous avons donc réussi a écrire le vecteur ap comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

Condition suffisante

Considérons la famille de vecteurs (ai)i_; -
Supposons qu'il existe un entier k tel que le vecteur aj soit combinaison linéaire des autres

vecteurs a; (i =1,...,n, i # k) et montrons que la famille (a;)}; est non libre.

Par hypothése, nous avons que
ar = A0y + ...+ Ap—10k-1 + Mer1@pg1 + oo+ AnGn,

oit les scalaires Ai,...,An sont non tous nuls. Or, cette derniére relation peut encore s’écrire

comme
0=Maj+...+Me_10p-1 + (—1)ag + Aet10k41 + .- F Xialisi-

Nous avons trouvé une relation linéaire non triviale (A1,..., Me—1, =1, At 1, - - » An) entre les

vecteurs a; (i = 1,...,n). Ils sont donc linéairement dépendants. u

Tl existe un corollaire & cette proposition, que nous utiliserons par la suite.

Corollaire 3.1.1
Soient E un espace vectoriel a gauche sur un corps K et (a;)}_,, une famille de vecteurs non

nuls de E.

Alors, les vecteurs de la famille (as);—, sont linéairement dépendants
<~

il existe un naturel k compris entre 2 et n tel que ap soit combinaison linéaire des vecteurs

a,ag,...0p—1-

D’aprés ce corollaire, dire que des vecteurs sont linéairement dépendants est équivalent & dire que
lun d’euz peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs précédents.
La preuve de ce corollaire est fort semblable & celle du théoréme précédent. Nous ne la présenterons

pas ici, mais elle peut-étre trouvée dans [8], & la page 12.
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Remargue

Il est important de souligner que la proposition 3.1.1 est valable uniquement dans les espaces
vectoriels mais pas dans les modules en général. En effet, on constate que dans la preuve de
cette proposition, il est indispensable d’avoir I'’hypothése « K est un corps » pour pouvoir

considérer 'inverse du scalaire ay.

Dans l'exemple qui suit, illustrons le fait que dans un module, la proposition 3.1.1 n’est pas

toujours valable.

Objectif de l’exemple 3.1.4 :

Cet exemple a pour but d’illustrer le fait que la proposition 3.1.1 n’est
valable que dans les espaces vectoriels. Dans un module, dire que des vecteurs
sont linéairement dépendants n’implique pas obligatoirement que 1l’on puisse
exprimer un de ces vecteurs en fonction des autres. Ce résultat devrait étonner

les étudiants, étant donné qu’ils ont 1’habitude d’appliquer cette proposition

par réflexe, dans les espaces vectoriels.

Exemple 3.1.4
Considérons dans cet exemple le module @ sur 'anneau Z ot les lois d’addition, de multiplication
et de multiplication scalaire choisies sont les lois de composition usuelles sur Q et sur Z.
Choisissons deux vecteurs quelconques de Q , par exemple les rationnels % et “76.
Essayons de trouver une relation linéaire non triviale entre ces vecteurs. Il y en a une infinité.
Choisissons par exemple (a1, a2) = (8,14).
On vérifie que 8 et 14 sont bien des entiers et que
3 —6 3 —6
— - —_— ::-—-8 —‘—'14=0
5 + 7 273 + 7

Essayons & présent d’exprimer un des deux vecteurs en fonction de l'autre :

L[V

1?7 \n€EZ, %::/\-:; ou “TGzn-

Ces égalités seraient possibles si et seulement si les scalaires A et 7 valaient respectivement —‘f—
et '74. Or, ces scalaires n’appartiennent pas a Z.
Il est donc impossible de trouver des entiers tels que I’un des deux rationnels puisse s’écrire

comme une combinaison linéaire de 1’autre.

Si, au lieu du Z-module Q, nous avions considéré lespace vectoriel @ sur le corps Q, nous
n’aurions pas eu ce probléme. S’il existait une relation non triviale entre des rationnels, nous
aurions pu exprimer 'un d’entre eux comme combinaison linéaire des autres, comme 'affirme la

proposition 3.1.1.
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Montrons & présent la condition suffisante.

Supposons que les vecteurs a; (i =1,... ,n) soient linéairement indépendants, et montrons que
le n-uplet (A,...,A,) € K™, formé des coefficients de la combinaison linéaire du vecteur z, est
unique.

Supposons par l'absurde qu'il existe deux fagons différentes d’écrire @ comme combinaison
P q

linéaire des vecteurs donnés :
mz)\lal+"'+)\nan";£lal+“'+§nana
on obtient donc
()\1 - 51)011 o= o st ()‘n e gn)an =0.

Comme par hypothese les vecteurs a; (¢ = 1,...,n) sont linéairement indépendants, cette

derniére relation implique que (A1 — €1) = ... = (An — &) = 0 ou encore

()\1:--';)‘1'1) :(613"'1671)'

Le n-uplet (A1,...,A,) est donc unique. u

3.1.4 Base d’un module

Nous avons & présent tous les outils pour définir une base dans le cadre des modules.

Définition 3.1.10 (Module libre de type fini — Base)

Soit M un K -module a gauche.

Une base de M est une famille (a;);c; d'éléments de M qui est libre et dont les vecteurs
engendrent le module M.

Si le module M admet une base, on dira que M est un module libre.

De plus, lorsqu’une base de M est formée d’un nombre fini de vecteurs, on dira que M est un

module libre de type fini.

Remarque
On prend comme convention que, pour tout anneau K, le K -module réduit & 0 est un module

libre de type fini, et admet une base formée de 0 vecteurs.
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Enoncons une propriété fondamentale des bases.

Théoréme 3.1.3 (Caractérisation d’une base)
Soit M un K -module a gauche.
Alors, la famille de vecteurs (a;);c; est une base de M

si et seulement si

pour tout vecteur z de M, il existe une et une seule famille (Ai);c; de scalaires presque tous

nuls telle que

xr = Z)\iai. (3.4)

i€l

Preuve

En effet, d’une part, le caractére générateur de la famille (a;);c; signifie par définition (définition
3.1.8) qu'il existe une famille de scalaires (A;);c; tel que I'on ait (3.4).

D’autre part, par le théoréme 3.1.2, dire que la famille de vecteurs (ai);er est libre revient a

affirmer Punicité de la famille de scalaires (Ag);c; - n

L’existence et I'unicité des scalaires (A;);c; dans la relation (3.4) nous amene a la définition

suivante.

Définition 3.1.11 (Composantes)
Soient (a;);c; une base d'un K -module a gauche M et z un vecteur de M.
Les scalaires \; (i € I définis par la relation (3.4) sont appelés les coordonnées ou les com-

posantes de x par rapport a la base (ai);cy de M.

La définition précédente et la relation (3.4) nous permettent d’associer & chaque vecteur z de
M ses coordonnées de maniere univoque.
Nous pouvons donc construire des applications bijectives a valeurs dans K qui, & chaque vecteur

x, feraient correspondre ses composantes.

Cela nous conduit & définir les applications coordonnées.

Définition 3.1.12 (Applications coordonnées)
Soient M un K -module & gauche et (a;);c; une base de M.

Les applications
B M—K (iel)

z — file)=M (3.5)

oit les \; ( € I ) sont les composantes du vecteurs z, sont appelées les applications coor-

données du module M par rapport a la base (a;);cy -
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Par conséquent, les applications coordonnées peuvent également étre définies par la relation
z=Y_ fil)a,
i€l

pour tout z € M.

Présentons quelques résultats importants qui découlent de la définition des applications coor-

données.

Placons-nous dans le cas particulier oil [ = {1,...,n}, pour des facilités d’écriture?.

Supposons que (a;);, soit une base du K -module M.
¢ Dans un premier temps, essayons de caractériser les applications coordonnées.

Comme le vecteur aj € M (j=1,... ,n), il peut s’écrire de maniére unique comme combi-

naison lindaire des vecteurs de la base (a;)f_; de M. En effet, on peut écrire
a; :0-a1+--~+0-ajﬁ1—|—1-aj+0-aj+1+---+0-an, 1<ji<n.
Les composantes des vecteurs de base sont donc données par
(00,5 con Oy T 050 =), LEJER
jeplace

Nous pouvons généraliser ces résultats par les relations suivantes, qui caractérisent les appli-

cations coordonnées
1 sit =7,
filaj) = di5 = L, (8:5)
0 si ¥ 3= 4,

ot 8;; est le symbole de Kroenecker.

e Dans un deuxiéme temps, montrons que les applications coordonnées sont en fait des homo-

morphismes de modules, et cela, en montrant qu’elles satisfont & la définition 2.3.1.

Tout d’abord, remarquons que les ensembles de départ et d’arrivée sont des K -modules. En
effet, M est un K -module & gauche par hypothese, et K est lui-méme un K -module d’apres

I’exemple 2.4.1.

Ensuite, les identités suivantes sont vérifiées pour tout z,y € M

filz+y) = file) + fiy),  filhz) = Mfi(2). (3.7)

En effet, considérons le vecteur = +y, ot z et y appartiennent & M.

D’une part, les coordonnées du vecteur z +y sont données par la relation

YV x,y€ M, z+y=filz+y)a+...+ fol@z+y)an.

4. Tl est possible de faire le méme raisonnement dans le cas ol I est infini.
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D’autre part, pour z,y € M, on peut écrire par définition des applications coordonnées :

z=f@)ar+ -+ fa(z)an et y=fily)ar + -+ fo(y)an,

on obtient donc en additionnant membre & membre ces deux égalités

z+y=[fi(@) + fily)lar + - + [fa(2) + faly)lan.

Par unicité des scalaires dans ’expression d’un vecteur par rapport a une base, le scalaire
¥

fi(z+y), cest-a-dire la i*"® coordonnée de z+y, doit étre égale a [fi(z)+fi(y)], i=1,...,n

On procéde de maniére similaire pour montrer la deuxieme identité.

A présent, illustrons les notions vues jusqu’ici sur un exemple général : considérons le K -module

K™ et essayons de trouver une base.

Objectif de l’exemple 3.1.5 :

Cet exemple a pour but d’illustrer les notions de vecteurs linéairement
indépendants, générateurs ainsi que les notions de base et de composantes
par rapport & une base. Il est général et recouvre quelques cas déja connus

des étudiants comme le Z-module Z" et 1l’espace vectoriel R"™ sur R, c’est

pourquoi nous nous permettons de le présenter de maniére plus théorique.

Exemple 3.1.5
Soit K un anneau. Dans le K -module K™, on consideére les vecteurs

e1=(1,0,0,...,0), ez=(0,1,0,...,0), ..., en=1(0,0,0,...,1).

En multipliant ces vecteurs respectivement par les scalaires ai,...,an et ensuite en les addi-

tionnant, on obtient 1'égalité suivante :
ate] + ...+ onen = (01,. .., 0n).

On observe que tout élément de K™ peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs
e1,...,en. Le K-module K" est donc un K -module de type fini puisqu'il est engendré par un

nombre fini de vecteurs.

De plus, étant donné un vecteur z = (ag,... ,an) € K™, il g’écrit de maniere unique comme
combinaison linéaire des vecteurs ej, ..., ep puisque
z=(Q1,...,0n) =aie1 + -+ + pep.

Autrement dit, les vecteurs ey, ..., e, forment une famille libre de K™,
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En résumé, ces vecteurs forment une base de K™, qui est donc un module libre de type fini. Cette
base est appelée la base canonique de K".
Les coordonnées du vecteur z par rapport a la base canonique sont les scalaires a1, ..., an et

les applications coordonnées sont les applications
&z K" — K { E=1,0 oyl )

z — fi(z) = a.

De plus, les relations suivantes sont vérifiées

1 sii=j,

il = 0 sii# J,

pour t=1,...,7.

3.1.5 Base et homomorphisme de modules

A présent, intéressons-nous au lien entre le concept de base d’un module et le concept d’homo-
morphisme de modules. On peut se poser plusieurs questions.

Par exemple, si 'on considére I'image d'une famille libre du module de départ par un homor-
phisme de modules, obtient-on une famille libre du module d’arrivée 7 Et, si 'on consideére I'image
d’une base du module de départ par un homorphisme de modules, obtient-on une base du module

d’arrivée 7

Les réponses & ces questions se trouvent dans le théoréme et ses corollaires, énoncés et démontrés

ci-dessous.

Théoréme 3.1.4
Soient M un K-module & gauche, libre et de type fini®, ainsi que (a;)7_, une base de M. Soient
N un K-module & gauche quelconque et ci,...,cn des éléments de N.

Alors, il existe une et une seule application linéaire de M dans N qui vérifie
De plus, on a les équivalences suivantes :

1. f est injective <= Les vecteurs ci, ..., cp sont linéairement indépendants

2. f est surjective <= Les vecteurs ci,...,Cn engendrent N .

a. On peut étendre ce théoréme et sa démonstration au cas d’un module libre quelconque.
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Preuve
Commencons par montrer la premiére partie du théoréme & savoir qu’il existe une

seule application linéaire f: M — N telle que

fai) =ci, 1<i<n.

e Construisons une telle application f.
L’application f sera définie si pour tout vecteur z de M, on définit f(z).

Soit = € M. Comme les vecteurs ai,...,a, forment une base de M, on peut exprimer z de
la. maniere suivante

z=aia) + ...+ Qpan, (3.8)
ot les scalaires aj,...,a, sont déterminés de maniére unique.

Ces scalaires peuvent étre donnés par
a1 = fi(z),...,0n = fo(z)
ot les applications f; : M — N, z + fi(z) = a; sont les fonctions coordonnées du module M
par rapport & la base (a;)j—; -
Posons

f(z) = fulz)er + ... + falz)en.

e On vérifie facilement que f(a;) = ¢;.
En effet, puisque
1, i =
fila)=9q 7
0 si i # 7,
on obtient
flai)=0.c1+ ...+ 0.1+ 1c+0cp+... +0.0n =

e Montrons que f ainsi définie est bien une application linéaire.

Les égalités (3.7) et la définition de f permettent d’écrire :

FOz+py) = AQz+py)a + ...+ fu(dz +py)en
= MA@ +pfi@)e + .. 4 Ma(@) + pfa(y)len
Afi(z)er + -+ fal@)en] + plfilm)er + .-+ faly)enl

Il

= M(@)+pf(y)
o Il reste & montrer que f est Punique application linéaire qui vérifie f (ag) =iy, $=1ss 2058
Supposons qu'il existe une autre application linéaire g : M — N telque g(a;) =¢;, i=1,...,n

et montrons que Vo € M : g(z) = f(z).

Soit x € M . On sait par Dégalité (3.8) que z s’écrit de maniére unique comme

T =qaial + ...+ apan.
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On obtient, par la linéarité et la définition de g
g(z) = glarar + ... + apan) = argla) + ... + anglan) = aict + ... + ancp.
Comme les scalaires a1, ...,an sont uniques, on peut conclure par la définition de f que

g(z) = arc1 + ... + oncy = f(z).

Montrons a présent les deux équivalences.

1. Supposons que f est injective et montrons que cela revient a dire que les vecteurs ci,...,¢Cn

sont linéairement indépendants.

Tout d’abord, f est injective est équivalent & dire que [f(z) =0=z = 0].

Autrement dit, f est injective si et seulement si

[f(:c) =aici+...apcpn=0=zc=o0q01+ ...+ Qnln =O} (3.9)
Comme par hypothése, les vecteurs a; (i =1,... ,n) forment une base, ils sont linéairement
indépendants, c’est-a-dire aja;+...+anan =0 est équivalent & a1 = ... = ap = 0. Donc

Pimplication (3.9) est équivalente & I'implication suivante
[a1c1+...+ancn:0=:>a1 =0,...,an=0].

Mais cette implication est la définition méme de I'indépendance lindaire des vecteurs c,...,cn.

Donc, f injective & les vecteurs cj,...,cqn sont linéairement indépendants.

2. Montrons ’équivalence entre la surjectivité de f et le fait que N soit engendré par les
J g

vecteurs c¢i,...,Cn.

Comme
f(z) = flarar + ... anan) = a1f(a1) + ... + anflan) = a1 + ... anca,

on observe que f(M) est ensemble des combinaisons linéaires de c1,...,Cn.
Une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs ci,...,c, engendrent N tout
entier est donc que f soit surjective.

Ceci termine la preuve de ce théoreme. "
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Ce théoréme posséde deux corollaires particulierement intéressants, qui permettent respective-
ment de vérifier si un K -module est libre de type fini ou simplement de type fini.

Enongons et démontrons-les ci-dessous.

Corollaire 3.1.2

Soit M un K-module a gauche.

Alors,

M est libre de type fini <= 3n €N : M soit isomorphe a K LA
Autrement dit, si ci,...,cn sont des vecteurs de M et (ei)i, est la base canonique de K™,
alors
la famille formée par les vecteurs ¢y, ..., cp est une base de M
p===4
il existe un isomorphisme f de K™ sur M tel que fle:) =ciy = Lion oy

Preuve

On sait, d’aprés le théoréme précédent, qu'on peut toujours trouver un homomorphisme
f:K®™— M tel que f(e;) =c¢;, t=1,...,n, et que celui-ci est unique.

De plus, dire que f est bijective (autrement dit [ est surjective et injective) est équivalent & dire
que les vecteurs ci,...,c, sont linéairement indépendants et engendrent M , c’est-a-dire qu’ils

forment une base de M. "

Corollaire 3.1.3

Soit M un K-module & gauche.

Alors, ces deux propositions sont équivalentes.

o M est de type fini, c’est-a-dire engendré par un nombre fini de vecteurs ci,...,Cp.

o Il existe un entier n et un homomorphisme surjectif de K™ dans M tels que

f(ei)zcia i=1,...,m,

ol (e;)l, est la base canonique de K™.

Preuve

Commencons par montrer la condition nécessaire.

Supposons que M est de type fini et montrons qu’il existe un homorphisme surjectif, comme
décrit dans I’énoncé.

D’aprés le théoréme 3.1.4, on sait qu’il existe un homomorphisme f: K™ — M tel que f(e;) =
g, i=1,...,n.

D’autre part, comme M est de type fini, il existe des vecteurs ci,...,c, en nombre fini qui
engendrent M. Donc, toujours par le théoreme 3.1.4, 'homomorphisme f est nécessairement

surjectif.
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Démontrons & présent la condition suffisante

Supposons qu'il existe un homomorphisme surjectif de K™ dans M tel que

f(e;) =i, i=1,...,n et montrons que M est de type fini.

Pour ce faire, utilisons la propriété suivante.

Soit f: L — M wun homomorphisme entre deus K-modules a gauche.

Si f est surjectif et si L est de type fini, alors M est de type fini.

Comme on sait que K" est de type fini par I'exemple 3.1.5 et que f est surjectif par hypothese,
on peut conclure que M est de type fini.

1l nous reste donc & montrer que la propriété ci-dessus est vérifiée.

Pour cela, supposons que les vecteurs ai,...,an engendrent L et posons
flai)=b;, i=1,...,n

Considérons y un vecteur de M. Comme [ est surjectif par hypothese, on sait qu’il existe un
vecteur z dans L tel que y = f(z).
Comme z € L, on peut écrire z = a1a1 + ... + anln.

Comme f est une application linéaire,

flx)=y=oabi + ...+ anbn.

Par conséquent, vu que y est arbitraire dans M, les b; engendrent M.

M est donc de type fini. "

Exemples illustratifs

Terminons cette section sur la notion de base en illustrant ce concept par deux exemples récapitulatifs.

1ls se présentent sous forme d’exercices résolus et sont inspirés de [3].

Objectif de 1l’exzemple 3.1.6 :

Ce premier exemple a pour objectif de montrer 1’importance de 1’anneau dans
lequel on puise les scalaires pour construire un module. Des caractéristiques
fondamentales d’un module peuvent &tre modifiées si 1’on change 1’anneau de
base.

En effet, dans cet exemple, on considére le module des nombres rationnels Q

muni des lois usuelles. Ce module est de type fini si 1’anneau de base est Q

mais n’est pas de type fini si son anneau de base est Z.
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Exemple 3.1.6
Intéressons-nous au module @ sur un anneau K. L’anneau K sera dans un premier temps

l’anneau des entiers Z, et dans un deuxiéme temps I’anneau des nombres rationnels @ lui-

méme.
Les lois de compositions internes et externes choisies sont les lois de composition usuelles.

Questions
1. Le Z-module Q est-il un module de type fini?
2. Et qu’en est-il du Q-module Q 7

Résolution

a. Considérons Q comme un Z-module et supposons que ce module est de type fini.
Par définition, cela signifie que Q doit étre engendré par un nombre fini de vecteurs.

Supposons donc que Q est engendré par un nombre fini de nombres rationnels :

Y P
1 = ——y reey an:—n'
q1 an

Cela signifie que pour chaque vecteur z dans @Q, il existe une famille d’entiers (M)}, telle

que
z = Aai+-+ Apan
= )\1&+“'+/\n&
q1 n
On observe que tout nombre rationnel z de Q peut s’écrire sous forme d’une fraction ayant
pour dénominateur g - ...- ¢n. Autrement dit, cela signifie que 'on peut réduire au méme

dénominateur tous les éléments de @, ce qui est évidemment une absurdité.

Donc, comme il ne peut pas étre engendré par un nombre fini de rationnels, @ n’est pas un

Z-module de type fini.

b. Considérons & présent @ comme un Q-module. Dans ce cas, on obtient que Q est un module
de type fini.
En effet, en choisissant ’'anneau K = Q et n =1 dans Pexemple 3.1.5, on obtient que Q est
un Q-module de type fini. D’aprés ce méme exemple, la base de ce module est formée d’'un
seul vecteur ej, qui est le neutre pour la multiplication de 'anneau Q.

La base de @ est donc {1}.
Comme les scalaires sont choisis dans Q (et non dans Z comme le point précédent), tout

rationnel % de Q peut s’écrire comme une combinaison lindaire du vecteur e; =1 :
P =l
q

11 suffit de choisir A1 € Q@ qui vaut g.

De plus, puisque tout élément (excepté le neutre de 'addition 0) de Q@ admet un inverse dans
Q, autrement dit puisque Q est un corps, on observe que @ est un espace vectoriel de

dimension finie sur Q.
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Objectif de l’exzemple 3.1.7 :

L’objectif de ce deuxidme exemple est de montrer qu’il existe des bases
constituées d’un nombre infini de vecteurs. Pour ce faire, nous introduisons
1’espace vectoriel formé des applications polynomiales. Les polyndmes sont des
objets déja bien connus des étudiants dans le cadre des espaces vectoriels de
dimension finie. Cet exemple leur permet donc d’élargir leurs connaissances & ce
sujet.

Un intéret de cet exercice est de réaliser une synthése entre les notions

du chapitre 2 (comme la notion de sous-espace vectoriel) et du chapitre 3
(indépendance linéaire, vecteurs générateurs, base,.. ).

Cet exemple se base sur 1’exemple général 3.1.3.

Exemple 3.1.7
1. Considérons les applications 1, ¢, 2, ..., t"N :R > R ot N € N est un naturel fixé,

ainsi que l'espace vectoriel {M,+,¢ }, défini dans 'exemple 3.1.3, constitué par 'ensemble des

applications de R dans R partout continues, muni des lois usuelles.

Questions 1

a) Les applications 1, {t, t2, ..., tV (N € N) sont-elles linéairement indépendantes ?

b) Forment-elles une base de I’espace vectoriel M ?

2. A présent, intéressons-nous a un sous-ensemble® M’ de M ol M’ est ’ensemble des appli-
cations polynomiales de R dans R.

Un vecteur de M’ est donc une application

p: R — R

t —  pt)=ao+ait+- -+ ont" ol n peut prendre toutes les valeurs dans N.

Questions 2

a) L’ensemble M’ forme-t-il un sous-espace vectoriel de M 7

b) La famille d’applications (ti)ieN forme-t-elle une base de M’ ?

5. L’ensemble des applications polynomiales de R dans R est bien une partie de M puisqu’il est formé

d’applications R — R et partout continues.
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R.ésolution

Questions 1

Les N +1 applications 1, {, 2, ..., t" sont partout continues, & variables réelles et & valeurs

réelles, elles font donc bien partie de ’espace vectoriel M.

a) Une relation linéaire entre ces applications est une famille de nombres réels

b)

Ao, AL, Agy ..., Ay vérifiant
VieR, Ao+ t+ A2+ -+ Ant =0.

Or, cette relation implique obligatoirement que M= -=Any=0
Autrement dit, les applications 1, ¢, 2, ..., t¥ sont linéairement indépendantes dans

I’espace vectoriel M. La famille d’applications (ti)i‘il est donc une famille libre de M.

Pour que les applications 1, t, 2, ..., tIV forment une base de MM, il faut qu’elles forment
un systéme de générateurs de M. Autrement dit, il faut que toute application f de M
puisse s’écrire comme combinaison linéaire dg Uk 1% oy t¥. On peut montrer qu'il
existe des applications partout continues de R dans R qui ne peuvent pas s’écrire comme
N

une combinaison linéaire des applications 1, {, t2, ..., t", comme par exemple les ap-

plications t > cost, ¢ — e* ou encore I'application # — L,
En conclusion, les applications 1, 2, t2, ..., tIV sont linéairement indépendantes,

mais ne forment pas une base de M.

Questions 2

Considérons M’ Pensemble des applications polynomiales de R dans R.

a) Montrons que M ! est un sous-espace vectoriel de M par la proposition 2.2.2 (caractérisation

d’un sous-module).
Tout d’abord, M’ est non vide puisqu'il contient I'application nulle qui & tout ¢t € R fait
correspondre 0. L’application nulle peut en effet s’écrire sous la forme d’une application

polynomiale pg :

p: R — R

t +—  polt) =ao+aat+ -+ ant” ol ap=a1=...=ay,=>0

Ensuite, vérifions que VY o, €R, Vp,g€ M', ap+ g€ M.
Si on suppose que ¥t € R, p(t) =g+t +- -+ ant™, et gt) = +oqt+--+ at?,
olt n,n' €N avec n > n', on obtient V1t € R,

ap(t) + Bg(t) = alag+art+ -+ ant™) + Blao +art +- -+ awt™)
= agla+B) +ar(la+p)t+.. . +ap(at B + anprat™ ..+ agot™.

Autrement dit, I'application ap + ¢ peut aussi s’écrire sous la forme d’une application

polynomiale et donc appartient a M e
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b)

Puisque R est un corps, nous avons montré que M’ est bien un sous-espace vectoriel de

M.

La famille d’applications (ti)i N forme-t-elle une base de M’ ?

En suivant le méme raisonnement qu’a la question 1, on peut dire que les applications
1, t, t2, ..., t" (n € N) sont linéairement indépendantes.

D’autre part, il est évident que tout polynéme p € M’ de degré n peut s’écrire comme
une combinaison linéaire des fonctions 1, t, 2, ..., t" (Vn e N); il est donc engendré
par ces applications.

En général, on peut dire que la famille d’applications (ti‘)i . définie ci-dessus est non
seulement une famille libre dans M’ mais forme également un systéme de générateurs de

M. Cette famille est donc une base de M.
Les coordonnées d'un polynéme p € M' par rapport 3 cette base ne sont rien d’autre que
les coefficients du polynoéme p.

Remarquons que comme il existe un nombre infini dénombrable de vecteurs dans cette base,
M n’est pas un espace vectoriel de dimension finie. Cette exemple nous montre qu’un espace

vectoriel qui n'est pas de dimension finie peut aussi admetire une base.
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3.2 Existence de bases dans les espaces vectoriels

3.2.1 Théoremes d’existence de bases

Dans cette section, nous présentons quelques résultats fondamentaux qui vont nous permettre
de différencier davantage les espaces vectoriels des modules. En effet, les théorémes que nous
énoncons sont spécifiques aux espaces vectoriels et ne sont pas valables dans les modules.

Nous illustrons les conséquences de ces différences dans plusieurs exemples.

Le théoréme qui suit est de toute premiére importance.

Théoréme 3.2.1

Tout espace vectoriel sur un corps K admet une base.

Remargue

Il est important de savoir que les théorémes et propriétés que nous exposons ici sont valables
pour tous les espaces vectoriels, qu’ils soient de dimension finie ou non.

Néanmoins, nous ne les démontrerons que dans le cas particulier des espaces vectoriels de dimen-

sion finie, étant donné que les démonstrations générales depassent le cadre de ce travail.

Reformulons le théoréme précédent dans le cas fini.

Théoréme 3.2.2
Tout espace vectoriel de dimension finie sur un corps K admet une base.

Pour prouver ce résultat fondamental, nous utilisons le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.3
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K. Considérons G un ensemble fini
de générateurs de E et L une partie de G dont les éléments sont linéairement indépendants.

Alors, il existe une base B de E telle que

LCcBCG.

Dans un premier temps, nous réalisons la preuve du théoreme 3.2.3. Dans un deuxieme temps,
nous verrons comment le théoreme fondamental 3.2.2 se démontre presque immediatement a

partir du théoreme 3.2.3.
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Preuve du théoréme 3.2.3

Pour prouver ce théoréme, commengons par considérer toutes les parties de G. En particulier,

intéressons-nous aux parties de G qui sont libres et qui contiennent L 8,

Parmi ces parties, certaines possédent plus d’éléments que d’autres. Pour cette preuve, considérons
uniquement celles qui comportent le plus grand nombre d’éléments.

Posons B 'une de ces parties et montrons que B ainsi défini forme une base de E.

Par construction, nous savons que B est libre, donc, pour prouver que B est une base de E,
il suffit de montrer que les éléments de B engendrent L.

Par définition d’un systéme de générateurs, cela revient & montrer que tout élément y € F g'écrit
comme combinaison linéaire des éléments de B. Comme G est un ensemble fini de générateurs de
E, on observe qu’il est suffisant de montrer que tout élément z € G s’écrit comme combinaison

linéaire des éléments de B.

Soit z € G. Essayons d’exprimer z comme combinaison linéaire des éléments de B.

Pour cela, distinguons deux cas :
e Soit z € B.

Dans ce cas c’est évident.
e Soit z ¢ B.

Dans ce cas, on pose B’ = BU {z}.
I’ensemble B’ ainsi construit est contenu dans 'ensemble générateur G et contient strictement

plus d’éléments que B.
I’ensemble B’ n’est donc pas libre puisque B contient par construction un maximum d’éléments

linéairement indépendants.
Autrement dit, si on note 1, ..., Zn les éléments de B, on peut écrire 1'égalité suivante

Mz1+ ...+ Az + 2z =0 (3.10)

oil les scalaires A1, ..., Ap et A sont non tous nuls.
De plus, on sait que A # 0, sinon (Ag,... ,An) constituerait une relation linéaire non triviale

entre les éléments z; de B, ce qui contredirait le fait que B est libre.

La relation (3.10) peut encore s’écrire

—AMZ1 — ... — ApZn = AZT. (3:11)

Puisque A # 0 et que par hypothese, 'anneau de base K est un corps, A est inversible
dans K.
On peut donc multiplier les deux membres de 'égalité (3.11) par A1, linverse de A dans K.

On obtient
5 = e = K = N

6. On remarque qu'il est toujours possible de trouver une telle partie, ne serait-ce que L elle-méme puisque les
]

&léments de L sont linéairement indépendants par hypothése.



11| Sl

IANIIRIL

3. Bases dans les modules et espaces vectoriels 107

ou encore
—A_l)\lﬂ',‘l i W A‘l)\nazn =,

ce qui montre que x € G est bien combinaison linéaire des éléments de B.

En conclusion, B est non seulement formé de vecteurs lineairement indépendants mais ces

vecteurs constituent aussi un systéme de générateurs de E. Donc B est bien une base de E.m

Preuve du théoréme 3.2.2

Considérons E un espace vectoriel de dimension finie et montrons qu'il admet une base B.

Le théoreme 3.2.2 est en fait un cas particulier du théoréme 3.2.3.

En effet, choisissons, dans 1'énoncé du théoréme 3.2.3, L qui vaut 'ensemble vide @ et G qui
est un ensemble fini de générateurs de E.

I’ensemble vide est bien une partie de G dont les vecteurs sont linéairement indépendants par
la remarque de la page 88 et E posséde bien un ensemble fini de générateurs G, puisque que
¢’est un espace vectoriel de dimension finie. Avec ce choix particulier, on obtient qu'il existe une

base B de ’espace vectoriel E.

Remarque

Rappelons que les théorémes 3.2.3 et 3.2.2 sont valables uniquement dans les espaces vecto-
riels mais pas dans les modules en général. En effet, on constate que dans la preuve du théoréme
3.2.3, il est indispensable d’avoir ’hypothése <« K est un corps > pour étre certain de pouvoir

considérer l'inverse du scalaire A.

3.2.2 Illustration des théorémes d’existence

Les théoremes de la section précédente constituent une différence fondamentale entre module et
espace vectoriel. Alors qu'un espace vectoriel posséde toujours une base, ce n'est pas le cas pour

les modules, comme illustre I'exemple suivant.

Exemple 3.2.1
Nous avons vu dans 'exemple 2.4.2 page 72 que tout groupe commutatif pouvait étre considéré

comme un Z-module.

Soit G un groupe commutatif considéré comme un Z-module. Nous voudrions savoir si G peut

étre un Z-module libre de type fini et si oui, dans quels cas.

Supposons que G est libre de type fini. Par définition, cela signifie que G admet au moins une

base qui contient un nombre fini d’éléments.
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Cette base est une suite d’éléments de G (en nombre fini) a1, ..., an telle que Papplication de

Z™ dans G
(a1,...,00) +— aia;+...+Qnly

est bijective.

Or, nous savons que l’ensemble Z" est infini. Par conséquent, 'ensemble G est nécessairement
infini.

Autrement dit, nous avons l'implication suivante

G admet une base formée d’un nombre fini d’éléments = I’ensemble G est infini

ou encore,

G est un module libre de type fini = l'ensemble G est infini.

Prenons & présent la contraposée de cette derniere implication. On obtient
l'ensemble G est fini = le module G n’est pas < libre de type fini »
ce qui revient a dire

l'ensemble G est fini = le module G n’est pas de type fini ou le module G' n’est pas libre

—
impossible puisque G est fini
et donc

Uensemble G est fini = le module G n'est pas libre

On arrive donc & la conclusion suivante : un groupe commutatif fini considéré comme un Z-
module est donc un module de type fini (forcément, puisque G est fini) qui n’admet jamais de
base.

Il ne sera donc jamais libre de type fini.

Nous sommes donc en présence d'un module qui n'admet pas de base. De plus, nous pouvons
faire la constatation suivante :

ce n’est donc pas parce qu’un module sur un anneau est de type fini (i.e engendré
par un nombre fini d’éléments) qu’il posséde nécessairement une base (i.e libre de

type fini).
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3.2.3 Corollaires du théoréme d’existence

Ce théoreme posséde de nombreux corollaires. Nous en présentons deux qui nous semblent par-

ticulierement intéressants.

Corollaire 3.2.1
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (z;)7_, une famille quelconque de vecteurs

linéairement indépendants dans F.
Alors, une des deux propositions suivantes est vraie.
1. (=), est une base de E.
2. 1 est possible de trouver une famille de vecteurs (z:)2", de E tels que la famille de

vecteurs (x;) 1™ soit une base de E.

Ce premier corollaire nous dit que tout ensemble de vecteurs linéairement indépendants de £

peut étre completé pour former une base de E.

Preuve

Pour prouver ce théoréme, considérons deux cas.

. Les vecteurs de la famille (z;).., sont générateurs de E.
Comme, par hypothese, les vecteurs i,...,z, sont linéairement indépendants, ces n vecteurs
forment donc une base de F.

On obtient la premiere proposition du théoréme.

. Les vecteurs de la famille (z;)]_, ne sont pas générateurs de F.
Dans ce cas, nous voudrions trouver une base de E qui contient les vecteurs zi,...,Zn.

Pour ce faire, appliquons le théoréme 3.2.3 & des ensembles G et L particuliers :

_ G doit étre un ensemble fini de vecteurs générateurs de E. Choisissons
G=YU{x,...,zZa},

ot Y ={y1,...,Ym} est un systéeme fini de générateurs quelconques de E.

- L doit étre une partie de G dont les éléments sont linéairement indépendants. Choisissons
L={z1,..c;%n}.

Gréce au théoréme 3.2.3, on peut conclure qu'il existe (au moins) une base de E incluse dans
G et qui comprend les vecteurs {z1,..., T}
Notons B l'une de ces bases.

A présent, essayons de trouver une expression explicite de B. On procéde comme suit.

Observons tout d’abord que I'ensemble G = {z1,...,Tn, Y1, - ,Ym} est un ensemble de vec-
teurs linéairement dépendants. En effet, comme par hypothese les vecteurs yi, (i =100 0m)

sont générateurs de E, les vecteurs z; € E peuvent s'écrirent comme combinaison linéaire des

Yi-
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Soit z le premier vecteur de G qui est combinaison linéaire des vecteurs précédents (ce vecteur
existe toujours par le corollaire 3.1.1). Puisque par hypothese, les vecteurs x; sont linéairement

indépendants, il existe 1 < j <m tel que z = y;. Considérons maintenant le nouvel ensemble
G = G\ {yj} = {‘Tla"'amnayi:' o Y- YL - ':ym}'

Ensuite, observons que les vecteurs de G' sont encore générateurs de E tout entier.
(Pest évident puisque les vecteurs y; forment un systéme de générateurs de £ et que y; est
combinaison linéaire des éléments de G’.
Nous avons alors deux possibilités.
1. Soit les vecteurs de G sont linéairement indépendants.
Dans ce cas, nous avons trouvé une expression de la base B : il suffit de choisir les vecteurs
{x;}77P | égaux aux y; restant dans G' (avec p=m—1).
9. Soit les vecteurs de G' sont linéairement dépendants.
Dans ce cas, on recommence la méme procédure que ci-dessus en enlevant un nouveau
vecteur v; de 'ensemble G', pour obtenir un nouvel ensemble G” de générateurs de F
et ainsi de suite, jusqu’a obtenir un ensemble de vecteurs linéairement indépendants. On

aura ainsi obtenu une base B qui contient tous les vecteurs de départ {z;};_, ainsi que

les {9:1}?:5 41 qui sont choisis identiques aux vecteurs y; restant dans cet ensemble, =

Corollaire 3.2.2
Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

Alors, des éléments donnés de E font partie d’une base de E si et seulement si ils sont

linéairement indépendants.

Ce deuxiéme corollaire est intéressant parce qu’il nous donne une condition nécessaire et suffisante

pour que des vecteurs d’un module fassent partie d’une base.

Preuve : La condition nécessaire est évidente. En effet, s'il existe une base B de E qui
contient ces éléments, alors, par définition de base, ces éléments sont linéairement indépendants.
Pour la condition suffisante, supposons que les vecteurs {xi};_, soient linéairement indépendants.

Nous avons vu par le corollaire précédent, que dans ce cas, ils font partie d’une base. u

Ceci cléture cette section sur l'existence de bases dans les espaces vectoriels. Dans la section

suivante, nous caractérisons ces bases.
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3.3 Notion de dimension d’un espace vectoriel

Dans cette section, nous commencons par présenter un théoréme fondamental de I’algébre linéaire
concernant les bases des espaces vectoriels. Ce théoréme nous permettra d’introduire la notion

de dimension d’un espace vectoriel.

Théoréme 3.3.1

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

Toutes les bases de E possédent le méme nombre de vecteurs.

La preuve de ce théoréme est inspirée de [8].

Preuve

Soient X = (z;)7, et Y = (y)™, deux familles finies de vecteurs de E.
Supposons d’une part que Y soit une famille libre de E et d’autre part que X soit un ensemble
de générateurs de E, c'est-a-dire que tout vecteur de F est combinaison linéaire des vecteurs

de X.
Considérons ’ensemble

Al = {ym,:cl, ey scn}.

On observe que tout vecteur de E est combinaison linéaire des vecteurs de A; puisque les vec-
teurs z; sont générateurs de E par hypothese. En particulier le vecteur ¥, peut s’écrire comme

une combinaison linéaire des vecteurs z;. Donc, les vecteurs de A; sont linéairement dépendants.

D’apres le théoréme 3.1.1, on peut trouver un vecteur z € A; qui soit combinaison linéaire des

vecteurs précédents. Le vecteur z est dans ce cas-ci évidemment égal a I’'un des vecteurs z;.

Soit z = z; avec 1 < j < n et considérons maintenant Pensemble A; auquel on a retiré le

vecteur z. Appelons ce nouvel ensemble A :
)
Al = {ym,$1, ey Ti—1, T4l - e 7$n}'

Observons que les vecteurs de A} sont encore générateurs de F.

C’est évident puisque les vecteurs z; sont générateurs de E et que le vecteur enlevé z = x; est
combinaison linéaire des éléments de A].

Donc, en particulier, le vecteur ym—1 € E peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs

de A}
Construisons & présent ’ensemble Ay comme suit :

Ay = AU {ym-1} = {Um—1,Ym> T1s -+ -, T5—1, Tjt 1, -+, En}

On obtient que Ay est un ensemble de vecteurs linéairement dépendants et générateurs de F.
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On remarque que Ay est un ensemble de vecteurs de E qui a les mémes propriétés que A;.
On peut donc lui appliquer le méme raisonnement : par le théoréme 3.1.1, on peut trouver un
vecteur z € Ay qui soit combinaison linéaire des vecteurs précédents. Le vecteur z est égal a
'un des vecteurs z;, puisque nous avons supposé les vecteurs y; linéairement indépendants.
Par le méme procédé que précédemment, on peut ainsi retirer un des ; de As et lui rajouter

un des y; pour obtenir ensemble Az qui aura les mémes propriétés que As.

En continuant de cette maniére, on va incorporer tous les y; avant d’avoir épuisé tous les x;.
En effet, dans le cas contraire, les g; restant seraient combinaisons linéaires des y; se trouvant

dans 'ensemble, ce qui contredirait le fait qu’ils forment une famille libre.

On obtient finalement, aprés m opérations, un ensemble avec les mémes propriétés que A; mais
dont m =z; ont été remplacés par des ;.
Ceci démontre que

> M.

Supposons & présent que les familles X et Y solent toutes les deux des bases de E. Elles
satisfont a fortiori les hypotheses du début de la preuve.
De plus, on peut inverser les réles de X et V' : prendre comme famille libre la famille X et
comme ensemble de générateurs la famille Y. En effectuant le méme résonnement précédemment,
on déduit que

m > n.

En conclusion,m = n, autrement dit, les bases X et Y contiennent bien le méme nombre

d’éléments. m

Remarque

L’hypothése que E soit un espace vectoriel est indispensable pour montrer que les bases contiennent
le méme nombre d’éléments. En effet, dans la preuve de ce théoréme, on utilise plusieurs fois la
proposition 3.1.1 et son corollaire 3.1.1, qui nécessitent tous les deux I’hypothése que K soit un
corps.

Nous n’avons donc pas de théoréme équivalent dans le cadre des modules.

Remarque : Il aurait été intéréssant d’approfondir le sujet du nombre de
vecteurs dans deux bases distinctes d’un module. Nous aurions souhaité nous
pencher sur 1’existence d’un module qui posséderait deux bases contenant un
nombre différent de vecteurs et présenter, s’il en existe, un exemple d’un tel

module. Mais faute de temps, nous avons décidé de ne pas nous attarder sur ce

point.
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Maintenant que nous savons que toutes les bases d’un espace vectoriel ont le méme nombre
d’éléments, nous pouvons introduire la notion de dimension dans un espace vectoriel de dimension

finie.
Définition 3.3.1 (Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie)
Soit F un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K.

La dimension de E est le nombre de vecteurs dans une base quelconque de cet espace.
On dira que E est de dimension n sur le corps K ou encore que n est la dimension de E sur
le corps K si cette base contient n vecteurs.

On notera la dimension de E sur le corps K par

dimg (E).

$’il n’y a aucune ambiguité possible sur le corps de base, on dira simplement que E est de

dimension n ou que n est la dimension de E et on la notera par dim(E).

Remarque
Lorsque Despace vectoriel E = {0}, on convient de prendre dim(E) = 0.

L’exemple suivant est un exercice résolu qui illustre la notion de dimension.

Objectif de l’ewemple 3.3.1 :
Dans cet exemple, nous présentons un espace vectoriel F sur le corps des

complexes puis des réels, dans le but de montrer que la dimension d’un espace
vectoriel dépend du corps des scalaires. Cet exemple illustre sur un exercice
dill’lR(E) = 2di1n<C(E).

concret la propriété générale suivante

Exemple 3.3.1

Considérons I’espace vectoriel €2 sur deux corps différents et étudions sa dimension.

Questions

1. Quelle est la dimension de cet espace vectoriel si le corps des scalaires est C ?

2. La réponse a la question précédente change-t-elle si le corps des scalaires est R 7

Résolution

1. Dimension de ’espace vectoriel C3 sur le corps C.

Par Pexemple 3.1.5, nous savons qu'une base possible de ’espace vectoriel C? sur le corps C est
la base canonique (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).



AR e

3. Bases dans les modules et espaces vectoriels 114

Si le triplet (a + ib,c+ id,e +if) € C3, il peut s'écrire comme combinaison linéaire des trois

vecteurs de la base canonique :
(a +ib,c+id,e+if) = a(1,0,0) + 3(0,1,0) ++(0,0,1)

ol a,pf,v € C. On observe que o = a+ ib,f = c+1id,y = e+ if ; ce sont bien des scalaires
complexes.

Puisqu’une base de 'espace vectoriel C3 contient trois vecteurs, dimc(C?) = 3.

2. Dimension de 1’espace vectoriel C3 sur le corps R.

Dans ce cas-ci, les trois vecteurs (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) n’engendrent plus C3.

En effet, si le triplet (a+1b, c+id,e+if) € C3, il ne peut pas s’écrire comme combinaison linéaire
de ces trois vecteurs car les scalaires de la combinaison linéaire doivent étre puisés dans R. Les
parties imaginaires des nombres complexes constituant le triplet ne peuvent pas étre engendrées

par des vecteurs a composantes réelles uniquement.

Introduisons donc trois autres vecteurs linéairement indépendants avec des composantes com-

plexes. Le plus simple est d’ajouter les trois vecteurs (4,0,0), (0,4,0),(0,0,%) .

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que les six vecteurs
(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1), (3,0,0), (0,4,0),(0,0,7) sont linéairement indépendants.
A présent, le triplet (a+ib,c+id,e+1 f) peut g’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs

de la base :
(a+ib,c+idye +if) = a(1,0,0) + #(0,1,0) +7(0,0,1) + 8(5,0,0) +n(0,4,0) + (0, 0,7)

ol 05»»35%5:77,6 eR.
On obtient en effet que a=a, §=0b, f=¢, n=d, y=e et €= f ; les scalaires sont bien des

réels. Ces six vecteurs forment un systéme de générateurs de C3.
Puisqu’on a trouvé une base de C3 qui contient six vecteurs, dimg (C?) = 6.

En conclusion, la dimension de C? peut changer selon le corps de base.

De plus, la relation suivante est vérifiée :

dimg(C?) = 2.dim¢(C?).

Généralisons ce que nous venons de découvrir grice a cet exemple.

Un espace vectoriel E complexe (c’est-a-dire dont le corps de base est C) peut étre vu comme

un espace vectoriel réel (c’est-a-dire dont le corps de base est R).

On peut démontrer la relation générale suivante

dimg(E) = 2 dimg(E).
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Le théoréme suivant nous fournit plusieurs caractérisations utiles des bases d’un espace vectoriel

de dimension finie.

Théoreme 3.3.2 (Caractérisations des bases dans un espace vectoriel)

Soient F un espace vectoriel quelconque sur un corps K et (z;)%, une famille de vecteurs de

E.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes.
1) Les vecteurs de la famille (z;)i_, forment une base de E.
2) Les vecteurs 1, ...,%n sont linéairement indépendants et E est de dimension n.
3) Les vecteurs 1, ...,%n sont linéairement indépendants et toute partie libre de £/ comporte
au plus n éléments.
4) Les vecteurs Ti,...,%n engendrent E et E est de dimension n.
5) Les vecteurs Zi,...,%n engendrent E et tout systéme générateur de E comporte au moins

n éléments.

Preuve

Nous prouverons ce théoréme en montrant que 1) = 2) = 3) = 4) = 5) et enfin, nous termine-

rons en montrant que 5) = 1).

1) = 2) Evident

2) = 3) On sait par le corollaire 3.2.1 qu'une famille libre fait toujours partie d'une base. Une
famille libre contient donc au plus n vecteurs, étant donné que E est de dimension n par
hypothese.

3) = 4) Soit z € E et montrons qu’il peut g’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs

L1y yTn.
Par hypothése, nous savons que toute partie libre posséde au plus n éléments, donc il existe

une relation non triviale qui relie les n+ 1 vecteurs Zi,...,Zn, T
)\1$1+...+/\n:ﬂn—|—)\w=0

ot le scalaire X\ = 0. Sinon, on aurait une relation non triviale entre les vecteurs z;, ce qui
contredirait I'hypothese selon laquelle ils sont linéairement indépendants. On peut donc inverser

) dans le corps K, et par conséquent, on obtient
z= Az +...+ s

Le vecteur = s'écrit comme combinaison linéaire des vecteurs z;, ce qui prouve que les x;
forment un systeme de générateurs de E.
Comme ils sont linéairement indépendants, ils forment aussi une base de FE, qui est par

conséquent de dimension n.
4) = 5) Par le théoréme 3.2.3, on sait que tout systéme de générateurs de E contient une base
de E. Comme par hypothése, dim(E) = n, tout systéme de générateurs possede au moins n

vecteurs.
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5) = 1) D’aprés le théoreme 3.2.3, tout systéme de générateurs d’un espace vectoriel comprend
une base de cet espace. La famille (z;); contient donc une base de E.
Or par hypothése, tout systeme de générateurs comporte au moins n éléments. Par conséquent,

les vecteurs de la famille (z;)?, forment nécessairement une base de E et le théoreme est

démontré. i

De nouveau, on remarque que ’hypothése « E est un espace vectoriel » est une hypothese
indispensable pour démontrer le théoréme précédent. Ce dernier théoréme n’est effectivement pas

valable dans un module en général, comme l'illustre 'exemple suivant.

Objectif de l’exzemple 3.3.2 :

Le premier objectif de cet exemple est de montrer que le théoréme précédent
n’est pas valable dans un module. Dans un espace vectoriel, ce théoréme affirme
que n vecteurs forment une base si et seulement si ils sont linéairement
indépendants et 1’espace est de dimension 7.

Mais ici, nous considérons le Z-module 73, qui posséde une base de 3

vecteurs et montrons que 3 vecteurs linéairement indépendants ne forment pas
obligatoirement une base.

Le deuxiéme objectif de cet exemple est de montrer que, dans un Z-module 72,

des vecteurs linéairement indépendants ne font pas partie obligatoirement d’une

base de ce module. Cet exemple montre donc que le corollaire 3.2.1 n’est pas

valable dans les modules.

Exemple 3.3.2
Soit le Z-module Z3. Essayons de trouver trois vecteurs qui forment une base de ce module.

Question

Les vecteurs suivants forment-ils une base du Z-module AR
1. (2,8,1), (1,2,3), (4,5,—3)7
2. (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1)?
3. (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)?

Si non, ces triplets de vecteurs font-ils partie d’une base du Z-module Z® ?

Résolution
D’aprés la définition 3.2.3, des vecteurs de 73 forment une base du module Z3 s’ils sont
lindairement indépendants et s’ils engendrent i
1. Considérons les trois vecteurs (2,3,1), (1,2,3), (4,5,—3).
On vérifie aisément que ces trois vecteurs sont liés et ne forment donc pas une base de
73 Comme des vecteurs d’une base sont nécessairement linéairement indépendants, cet

ensemble de vecteurs ne peut pas faire partie d’une base.
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2. Considérons les trois vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1).
On vérifie que ces vecteurs sont linéairement indépendants. Par contre, ils ne sont pas
générateurs de 73. En effet, si on écrit tout élément de 73 comme combinaison linéaire de

ces vecteurs c’est-a-dire si
V(z,y,2) €23, (,9,2) = M(2,1,1) 4+ X2(1,2,2) + As(1,2,1),

on peut montrer que les scalaires A1, Az et A3 ne sont pas (en général) des éléments de
7.

Cles trois vecteurs linéairement indépendants font-ils partie d’une base du 7 -module Z3 7
Autrement dit, pourrait-on ajouter un vecteur (ou plus) & ce triplet pour que I’ensemble

des vecteurs forment une base?

Pour répondre & cette question, ajoutons a ce triplet un quatriéme vecteur quelconque
(a,b,c) de Z3, et considérons la combinaison linéaire suivante entre les quatre vecteurs
2,1,1), (1,2,2), (1,2,1), (a,b,¢c) :

(2,1,1) + B(1,2,2) +7(1,2,1) + 6(a, b, c) = (0,0,0), avec o,f3,7,0 € Z. (3:12)

Si lon trouve une relation non triviale entre ces quatre vecteurs, c’est-a-dire si on peut
trouver un quadruplet de scalaires (o, 3,7,0) # (0,0,0,0), cela signifie que les quatres
vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1), (a,b,c) sont linéairement dépendants.

Or, on peut vérifier que le quadruplet (a,f3,7,6) = (b — 2a,b+ a — 3¢,3(c — b),3) est
une relation linéaire entre les vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1), (a,b,¢) c’est-a-dire qu’il
vérifie ’égalité 3.12. De plus, cette relation linéaire est non triviale puisque
(b—2a,b+a—3c,3(c—b),3) est toujours différent de (0,0,0,0).

Les vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1), (a,b,¢) sont donc linéairement dépendants, et cela

quel que soit le vecteur (a,b,c) de Z.

Donc, les trois vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2,1) ne pourront jamais étre complétés pour
former une base.
Cet exemple montre que le corollaire 3.2.1, que nous avons démontré dans le cadre des

espaces vectoriels, n’est pas valable en général dans les modules.

3. Considérons les trois vecteurs (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0).
Dans ce cas, on peut vérifier que ces vecteurs sont non seulement linéairement indépendants

mais aussi générateurs de Z3. Par définition, ils forment une base de )

On constate d’apres cet exemple que trois vecteurs linéairement indépendants ne forment pas
toujours une base de Z3, ce qui est un résultat quelque peu déroutant si on le confronte aux
propriétés connues des espaces vectoriels.

En effet, dans un espace vectoriel de dimension 3 (c’est-a-dire dont les bases contiennent toutes
3 vecteurs), 3 vecteurs linéairement indépendants forment automatiquement une base. Ce n’est
pas le cas ici. On sait que les 3 vecteurs (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0) forment une base du Z-
module Z3 mais, les 3 vecteurs (2,1,1), (1,2,2), (1,2, 1) qui sont linéairement indépendants

n’en forment pas une.
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Enfin, nous terminons cette section sur la dimension d’un espace vectoriel en énongant un

théoréme qui permet de faire le lien entre dimension et isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme 3.3.3
Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur un méme corps K.

Alors, L et M sont isomorphes

<:>
dim(E) = dim(F).

Preuve

Si 'on suppose qu'il existe un isomorphisme f (c’est-a-dire une application linéaire bijective)

entre E et F, alors, par le théoréme 3.1.4, on sait que toute base de E est transformée par f

H

en une base de F. Donc, dim(E) = dim(F).

Inversément, si 'on suppose que dim(E) = dim(F) = n, alors, E et F sont isomorphes a
K™ d’aprés le corollaire 3.1.2.
Puisque F et F' sont isomorphes tous les deux a K™, ils sont isomorphes entre eux. m
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3.4 Comparaison entre modules et espaces vectoriels

Pour cléturer ce travail, nous proposons, en guise de synthése, une comparaison entre les concepts

de module et d’espace vectoriel. Pour ce faire, nous reprenons les différentes notions et résultats

abordés et mettons en évidence des similitudes ou des différences entre ces deux objets mathématiques.

Pour chaque théme, nous présentons la comparaison sous forme de tableau.

3.4.1 Définitions

La différence entre les définitions de module et d’espace vectoriel se situe uniquement au niveau

de 'annean de base, puisque, pour un espace vectoriel, on impose & cet anneau d’étre un corps

(définition 1.2.4).

Le fait que les scalaires d’un module ne soient pas toujours inversibles a d’importantes conséquences

dans la suite.

Espaces vectoriels

Modules

Un espace vectoriel [a droite] sur K
est un triplet {E,+,e } tel que
- {E, +} est un groupe commutatif
Va,peK,VzeE, (af)z=a(fr)

[ z(apB) = (za)B ]
-VYeeE lz==2
YaeK,Vz,ycE, alz+y) =ar+ay

-Va,peK,Vz€E, (a+f)r=azx+fz

o: {K,+, } x{E,+} — {E,+}
(Mz)—= e z=2Az

ol {K,+,} est UN CORPS.

et ol « représente la loi externe définie par :

Un K-module & gauche [a droite]
est un triplet {M,+,e } tel que
- {M,+} est un groupe commutatif
Ya,feK,VYzeM, (ef)r=aBz)

[ 2(af) = (wa)B ]
-VzeM,lz==
YaeK, Vz,ye M, a(z+y) =az+ay
Va,feK, Yz eM, (a+f)z=ar+fz
et ol » représente la loi externe définie par :
o: (K, +,} x {M,+} — {M,+}

(\z)—Ae z=2Az

ot {K,+, '} est UN ANNEAU.

La multiplication des scalaires de K
vérifie la symétrisabilité :

Vae K\{0}, IBEK, a-f=1=03 «
Tous les scalaires sont inversibles

(sauf le neutre de 1'addition sur K).

La multiplication des scalaires de K

ne vérifie pas obligatoirement la symétrisabilité.

1l se peut que certains scalaires (autres que le

neutre de I’addition sur K) ne soient pas inversibles.
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Espaces vectoriels (e.v.)

Modules

K n’est pas trivial.

K peut étre 'annean trivial.

Si K est commutatif, tout e.v. a gauche sur

K est un e.v. a droite sur K et réciproquement.

On parle alors d’espace vectoriel sur K.

Si K est commutatif, tout K-module
& gauche est un K-module a droite et

réciproquement. On parle alors de K-module.

3.4.2 Sous-modules et sous-espaces vectoriels

Les définitions ainsi que les caractérisations sont tout & fait semblables pour les sous-modules et

les sous-espaces vectoriels mis & part le fait que, dans le cas d’un sous-espace vectoriel, K est un

COrps.

Sous-espaces vectoriels (s.e.v)

Sous-modules (s.m.)

Soit F un espace vectoriel & gauche sur K.

Soit M un K-module & gauche.

Définition

Un s.e.v. est une partie de E qui est

encore un espace vectoriel sur K.

Un s.m. est une partie de M qui est

encore un K-module.

Une partie F' de E est
un sous-espace vectoriel de E si
- E' est un sous-groupe du groupe E

] !
_Vze M, ¥re K ,AxckE.
CORPS

Une partie M’ de M est
un sous-module de M si
- M’ est un sous-groupe du groupe M

! /
-VYzee M Vie K , A eFE.
ANNEAU

Le neutre de E appartient a

tous les s.e.v. de E.

Le neutre de M appartient a

tous les s.m. de M.

Caractérisation

La partie E’ est un sous-espace vectoriel de E <
- E' est non vide

VaBeK VYz,ycE,az+PycE.

La partie M’ est un s.m. de M <

- M’ est non vide

Ya,BeK,Vx,ye M, ax+ fy e M.
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3.4.3 Homomorphismes

Les notions d’homomorphisme de modules et d’homomorphisme d’espaces vectoriels sont totale-

ment semblables. En effet, le seul changement se situe dans la deuxiéme définition : K est un

corps dans le cas des homomorphismes d’espaces vectoriels.

De plus, on observe que la caractérisation d’homomorphisme ainsi que les théorémes cités ci-

dessous sont similaires que 1'on soit dans un module ou dans un espace vectoriel.

Homomorphisme d’espaces vectoriels

Homomorphisme de modules

Soient F et F' deux espaces vectoriels

a gauche sur le méme corps K.

Soient M et N deux modules

a gauche sur le méme anneau K.

Définition

Une application f: E — F' est un
homomorphisme d’espaces vectoriels

ou une application linéaire de E dans F' si
-Va,ye B, flz+y) =f(z)+ f(v)

-Vace \{(/,VmeE, f(az) = af(z)
CORPS

Une application f: M — N est un
homomorphisme de modules ou

une application linéaire de M dans NN si
-Va,yeM, flz+y) = f()+ )

-Vae \fg_/ VzeM, flar) = af(z)
ANNEAU

Caractérisation

f est un homomorphisme de E dans F' &
Vz,ye E, Va,p €K,

flaz + By) = of (z) + B/ (y)

f est un homomorphisme de M dans N <
Vz,ye M, Va,pB € K,

flaz + By) = af(z) + Bf(y)
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Homomorphisme d’espaces vectoriels

Homomorphisme de modules

Soient E et F' deux espaces vectoriels

4 gauche sur le méme corps K.

Soient M et N deux modules

a gauche sur le méme anneau K.

Théoréme 2.3.1 et son corollaire

Soit f un homomorphisme de F dans F
. L’image par f d'un s.e.v. de £ est un
s.e.v de F.

. L’image réciproque d’'un s.e.v. de F'
est un s.e.v. de E.

. Kerf et Imf sont des s.e.v. de E' et I

respectivement.

Soit f un homomorphisme de M dans N
. L'image par f d'un s.m. de M est un
s.m. de N.

. L’image réciproque d’'un s.m de NV

est un s.m. de M.

. Kerf et Imf sont des s.m. de M et N

respectivement.

Théoréme 2.3.3

Si K est commutatif,

{Hom(E, F),+,} est un espace vectoriel sur K.

Si K est commutatif,

{Hom(M,N),+,-} est un K-module.

3.4.4 Les bases

Dans le troisieme chapitre, on observe que les notions de combinaison linéaire, de famille de

scalaires presque tous nuls, de relation linéaire, de systéme générateur, d’indépendance linéaire

ou encore de base sont définies dans le cadre général des modules, et sont donc valables dans le

cadre particulier des espaces vectoriels.

Espaces vectoriels (e.v.)

Modules

Définitions

Soit E un e.v a gauche sur K,
et (a;);c; une famille de vecteurs de £,

z € E est combinaison linéaire des

de scalaires presque tous nuls de K

tel que = Y ;o1 Aia.

Soit M un K-module & gauche,

et (a;);c; une famille de vecteurs de M,

xz € M est combinaison linéaire des
vecteurs a; (i € I) si 3(\i);c;, une famille | vecteurs a; (i € I) si 3 (Ai);jer » une famille
de scalaires presque tous nuls de K

tel que z =) ;.1 Aiai.
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Espaces vectoriels (e.v.)

Modules

Définitions

Soit E un e.v a gauche sur K,

et (@;);c; une famille de vecteurs de E,

Soit M un K-module & gauche,

et (a;);c; une famille de vecteurs de M,

- E est engendré par les vecteurs a; (i € 1)
si FE est I'ensemble des combinaisons

linéaires de ces vecteurs

- M est engendré par les vecteurs a; (i € I)
si M est ’ensemble des combinaisons

linéaires de ces vecteurs

- un e.v. qui est engendré par

un nombre fini de vecteurs est appelé
e.v. de dimension finie.

Ces vecteurs forment un systéme

de générateurs de E.

- Un module qui est engendré par

un nombre fini de vecteurs est appelé
module libre de type fini.

Ces vecteurs forment un systeme

de générateurs de M.

- les vecteurs a; (¢ € I) sont linéairement
indépendants ou la famille (a;);c; est libre
sl, Dierhiai=0 = Viel, \i=0,

¥ (Ai);e famille de scalaires

presque tous nuls de K.

- les vecteurs a; (i € I) sont linéairement
indépendants ou la famille (a;);.; est libre
8, Eie[’\ia’i =0 = Viel, \=0,

V (Ai);er famille de scalaires

presque tous nuls de K.

La premiére différence entre modules et espaces vectoriels est donnée par le théoréme 3.1.1, qui

nécessite que K soit un corps pour étre démontré.

Espaces vectoriels (e.v.)

Modules

Dire que des vecteurs non nuls

sont linéairement dépendants...

... implique que 'on peut toujours écrire I'un
q e o )
eux comme combinaison linéaire des autres.

Proposition 3.1.1

... ”’implique pas obligatoirement qu’un de ces
vecteurs soit combinaison linéaire des autres

Illustration : exemple 3.1.4
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Le théoreme 3.1.4 ainsi que ses deux corollaires (3.1.2 et 3.1.3) ne nécessitent pas que K soit un
corps pour étre démontrés. Ils sont donc valables aussi bien dans les modules que dans les espaces

vectoriels. Nous ne présentons ici que le théoreme 3.1.4.

Théoréme 3.1.4

Soient M un K-module & gauche libre et de type fini ou un espace vectoriel a gauche sur K
de dimension finie ainsi que (a;);_; une base de M.

Soient N un K-module & gauche quelconque et ci, ..., ¢, des éléments de N.

De plus, on a les équivalences suivantes :

f est injective <> Les vecteurs ¢, ..., ¢, sont linéairement indépendants

f est surjective <= Les vecteurs ¢,...,c, engendrent N.

Alors, il existe une et une seule application linéaire de M dans N qui vérifie flai) =¢, 1Lign

Les théorémes d’existence et de caractérisation des bases nous permettent de différencier davan-
tage les espaces vectoriels des modules. Un autre critere de dissimilitude important entre ces deux

concepts est le nombre de vecteurs dans une base.

Espaces vectoriels (e.v.) Modules

Existence de base

Tout espace vectoriel admet une base. Certains modules n’admettent pas de base.

Théoréme 3.2.1 Illustration : exemple 3.2.1

Un ensemble de vecteurs linéairement indépendants...

...peut toujours étre complété pour former une base ...peut ne pas faire partie d'une base

Corollaire 3.2.1 Ilustration : exemple 3.3.2

Théoreme 3.3.1 : Nombre de vecteurs dans une base

Théoreme 3.3.1 : Deux bases d'un méme e.v. Le théoréme 3.3.1 n’a pas

contiennent toujours le méme nombre de vecteurs d’équivalent dans les modules

La dimension d’un e.v. est _

le nombre de vecteurs d’une base de cet e.v.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons réalisé une production didactique a destination des étudiants en
cours de premiére année universitaire en mathématiques. Un des objectifs de ce mémoire est de
les conscientiser & 'existence d’un cadre plus large que celui des espaces vectoriels de dimension
finie dans lesquels ils ont ’habitude de travailler : celui des modules. Ceci nous a conduits &
mettre progressivement en évidence les conséquences de cet élargissement de cadre.

La lecture de quelques ouvrages nous a permis de réfléchir & une structure didactique a mettre

en place pour faciliter la compréhension en profondeur de ces concepts.

Apreés avoir rédigé un premier chapitre de rappels sur les structures algébriques de groupe, d’an-
neau et de corps, nous avons introduit, dans un deuxiéme chapitre, la notion de module ainsi
que quelques résultats importants. Le troisiéme chapitre, consacré aux bases dans un module,
nous a permis de distinguer davantage les modules des espaces vectoriels et d’étayer la compa-
raison entre ces deux objets mathématiques, notamment grace aux théorémes d’existence et de
caractérisation des bases.

Ces différences, pouvant aller 4 ’encontre des conceptions des étudiants, ont été mises en lumiere
par divers exemples tout au long du travail.

Néanmoins, faute de temps, certaines différences n’ont pas été suffisament illustrées et inves-
tiguées, comme par exemple, le questionnement concernant le nombre de vecteurs constituant
deux bases distinctes d’'un méme module. Elaborer des exercices supplémentaires serait un pre-
mier prolongement possible. Une autre pespective serait de prolonger la comparaison en tra-
vaillant, dans le cadre des modules puis dans celui des espaces vectoriels, d’autres notions comme
la représentation matricielle d'un homomorphisme ou encore la dualité. Enfin, il serait intéressant
de proposer cette production aux étudiants et d’analyser leurs difficultés et leurs erreurs, dans

les exercices notamment, afin de adapter et de 'améliorer.
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