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Résumé

Ce travail comportera cing parties.

Dans la premiére, nous décrirons diverses sortes d’objets symboliques. Ces
objets permettront de représenter des données complexes mais aussi des classes
d’individus, des classes de classes, ... On les appellera encore atomes de connais-
sances. s se présenteront sous forme de conjonctions de propriétés. Celles-ci
seront définies & I’aide de descripteurs (applications) pouvant prendre des valeurs

multiples et pondérées par diverses sémantiques.

Dans la deuxieme partie, nous comparerons les objets symboliques aux objets
numériques et distinguerons les types d’analyse (en particulier celui que nous
utiliserons dans la partie quatre).L’étape suivante serait de parvenir a appliquer
certaines méthodes de 'analyse des données classique sur ces objets symboliques.
La troisieme partie comprendra des rappels concernant des outils de I'analyse

classique.

Au cours de la troisicme partie, nous tenterons d’utiliser ces techniques dans
le cadre symbolique (booléen). Il faudra, pour ce faire, construire une distance

entre objets symboliques booléens.

Nous terminerons en essayant de déterminer une distance entre objets sym-
boliques modaux probabilistes. Ce sera I'objectif de notre cinquieme et derniere

partie.



Abstract

This work is divided into five parts.

In the first part, different kinds of symbolic objects are described. These ob-
jects allow to consider complex data, clusters, clusters’groups, ... and are repre-
sented by conjunctions of properties. The applications, by which these objects
are described, are called descriptors and can take multiple values, weighted by

different semantics.

In the second part, symbolic objects are compared to numeric ones and va-

rious types of analysis are presented.
Classical analysis tools are described in the third part.

The aim of the fourth part is the application of classical technics to boolean

symbolic objects. For that, a metric between these objects is necessary.

In the last part, some trials are made to find a metric between modal proba-

bilist symbolic objects.



Introduction



L’accumulation de données de toutes sortes s’est intensifiée ces dernieres an-
nées. Extraire de ces données des informations utiles dans un but explicatif ou
décisionnel est 'une des préoccupations majeures auxquelles sont confrontées les
entreprises. L’analyse de données classique (développée principalement au début
des années 60) permet uniquement considérer des informations présentées sous
forme de tableaux numériques ot p variables en colonnes prennent des valeurs

sur n objets (individus) rangés en lignes.

Ce type de représentation ne suffit plus. En effet, la complexité grandissante
des données disponibles devient tres difficile a exprimer dans le carcan des ta-

bleaux de l’analyse de données classique.

(Pest dans ce contexte que l'on introduit la notion d’objet symbolique.
Ceux-ci permettront une adéquation plus grande a la réalité que les objets utilisés

habituellement en analyse des données.

I analyse des données aura comme objectifs principaux:

— représenter nos connaissances au moyen d’expressions a la fois symboliques

et numeériques;

~ pouvoir manipuler et employer ces expressions afin d’en extraire le plus
d’informations possible afin d’aider a la prise de decisions, ’analyse, la

synthése, 'organisation des ensembles de données dont on dispose.



Premiére partie

Présentation des objets
symboliques

(atomes de connaissance)



Introduction

I approche symbolique a pour objectif principal une meilleure représentation
de la réalité multidimensionnelle.
Le but de cette premiére partie sera une description claire des objets utilisés dans
le cadre de 'analyse des données symboliques ainsi que d’établir leur principales

propriéteés.

Dans le premier chapitre, nous définirons les divers types d’objets symboliques
booléens en allant du plus simple au plus complexe. Ges objets, comme leur nom
I'indique, ne pourront prendre que deux valeurs: Vrai ou Fauz. lls apparaitront
sous forme de conjonctions logiques de propriétés. Celles-ci seront décrites au
moven de variables de I’analyse de données classique et de sous-ensembles de va-
leurs auxquels nous les restreindrons. Nous désignerons encore ces variables par le
terme descripteurs. Elles seront de type qualitatif ou quantitatif. Notons que selon
leur type, elles auront des ‘ensembles images’ de formes différentes. Ainsi, en ce
qui concerne les variables quantitatives continues, ces ‘ensembles images’ seront
des intervalles de la droite réelle (ou méme une union d’intervalles). Par contre,
pour les variables quantitatives discretes ou qualitatives, il s’agira d’ensembles
discrets. Il faudra encore distinguer les cas quantitatif discret et qualitatif ordinal
du cas qualitatif nominal. En effet, en premier lieu, nous parlerons d’ensembles

discrets ordonnés et, en second lieu, d’ensembles discrets quelconques.

Nous commencerons par examiner le cas ou les objets sont décrits par une
seule variable. Dans ce cas, il s’agira simplement de constater si oui ou non la
valeur prise par la variable sur un individu de la population appartient a un en-

semble (ou intervalle) prédéterminé. Ce seront les évenements élémentaires.



Ensuite, nous complexifierons le probleme en travaillant, non plus avec une seule
variable, mais avec une conjonction de plusieurs. Nous parlerons alors d’objets
assertions. Par la suite, nous tenterons de prendre en considération plusieurs indi-
vidus simultanément ce qui nous aménera aux objets hordes. Et, finalement, une
conjonction de ces derniers objets conduira & la définition des objets de synthese.
La représentation s’affinera par 'introduction de propriétés liant les individus,
les descripteurs, et mémes les individus et les descripteurs.

Le chapitre 1 se cloturera sur 1'étude de quelques propriétés et qualités des ob-
jets symboliques booléens, de leurs classes et classifications. En particulier, une
propriété tres importante sera que tous ces objets pourront se mettre sous une

forme syntaxique équivalente.

Le chapitre 2 sera consacré a la présentation des objets modaux. Gréce a
ceux-ci, nous espérons obtenir une réponse (renseignement) plus nuancée que
simplement Vrai ou Fauz. Nous allons tenter d’atténuer cet aspect détermi-
niste. Pratiquement, nous attribuerons un mode ou jugement a l'ensemble de
valeurs de chacune des variables. En ce cas, les objets symboliques ne seront plus
qualifiés de booléens mais bien de modaux. La raison de cette appellation vient
de ce que le mode posé fait que 'objet symbolique ne prend plus ses valeurs dans
{Vrai. Fauz} mais bien dans un ensemble ordonné (en général [0, 1]).

Nous présenterons quelques exemples de modes:: l'intensité, la probabilité, ...
Ces modes permettront, en fait, de traduire la connaissance (dite aussi séman-
tique) du domaine étudié. Ils feront intervenir des notions telles que le vague, le

doute, l'incertain, ...

Les objets symboliques se rencontrent dans bon nombre de situations:

— lorsque, par exemple, un expert (chef d’atelier, banquier, médecin, bio-
logiste, ...) décide de décrire des connaissances issues de son expérience
(comportement d’une chaine d’usinage, type de clientele d’une succursale,

maladie, plante, ...);

— quand on désire décrire une classe d’objets classiques obtenue par une clas-



sification automatique plus riche et plus explicative qu’en donnant le centre

de gravité et la variance;

_ si les objets & étudier nécessitent 1'utilisation de variables complexes dont

Ja valeur prise peut étre soit un arbre, un graphe, d’autres objets, ...
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Chapitre 1

Les objets symboliques booléens

1.1 Définition 1: Evénement Elémentaire Boo-
léens (EEB)

1.1.1 Description générale

[’élément de base dans la construction des objets symboliques est appelé
dveénement élémentaire booléen.
Motivons-en la définition par un exemple:
Nous désirons exprimer le fait que le chien Charlie appartienne a I'une des races
sulvantes:

C'ocker. Claniche, Terrier, Berger Allemand

sans toutefois préciser de laquelle il s’agit exactement. Une idée serait de le faire en

employant une variable y (la race) d’argument chien et en disant que ’événement
e(chien Charlie) = Vrar
si et seulement si la race du chien Charlie est soit
Cocker, Caniche, Terrier, Berger Allemand.
Si, ensuite, nous nous donnons un ensemble de chiens :

{Poupette, Charlie, Murphy, Loly, Brutus}
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et que nous regardons dans ce groupe ceux pour lesquels e prend la valeur Vraz,
ils formeront un ensemble que nous appelerons extension de e. Nous constatons
ainsi qu'un évenement permet de désigner, non seulement un individu chten, mais
aussi Pensemnble des individus qui le vérifient (c’est-a-dire appartiennent a I'une

des races proposées).

1.1.2 Définition

Un événement élémentaire booléen représenté par lexpression symbolique :

e; = [y; = Vi] est défini par la fonction :
eyvi @ 8= {Vrai Fauz} tq eyv, = Vrai <= yi € % 0

oty : = 0; 1 < pet Q estlensemble des objets élémentaires (dits ausst
individus).

Chacune des variables y; sera de type soit quantitalif, soit qualitatif.

1.1.3 Extension

L'extension de I'événement € est | € |o = {w € Q1 yi(w) € Vi}

1.1.4 Exemple

Soit un ensemble d'individus @ = {w; ... ws}
et les variables: y1,y2,ys désignant respectivement la classe d’age, la nationa-
lité et la taille.

hn Yo Y3
wy, [1,15] espagnol 1.65
15, 30] belge 1.80
30, 45] belge 1.29
45, 60] sutsse  1.30
60, 75] espagnol 1.58

Wa
w3

Wy

i
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Considérons la premiére variable de ce tableau, I'événement élémentaire noté
e = [y = {[1,15],]30, 60]}] est défini par la fonction eyv, (W) = Vrai si
et seulement si y1 (w) € {[1, 15], |30, 60]} = V1.

Son extension est | e o= {wi,ws,ws}.

1.2 Objet Assertion Booléen (OAB)

1.2.1 Description générale

Supposons que le fait de savoir qu’un chien appartient a ’'une des races pro-
posées ne nous suffit plus parce que nous avons aussi besoin de savoir si la couleur
de son pelage est de 1'une des deux teintes: rousse, noire.

1l nous faudra alors exprimer ces deux conditions dans une seule expression. Pour
y parvenir, il suffirait simplement de faire la conjonction des événements élémen-
taires: e; et es, ou e serait ’événement e de I’exemple introductif précédent et
ey décrirait la couleur du pelage.

Nous dirons qu’un chien appartient a I’ensemble décrit par cette conjonction
(e; A €) si et seulement si les deux conditions (celle imposée par € et celle im-

posée par ;) sont vérifiées.

Un objet assertion est donc une conjonction d’événements €élémentaires.

1.2.2 Définition

Un objet assertion de représentation symbolique
« = [y, = VAiIA ... Aly, = V] avecVi C O
est défini par la fonction ayy : @ — {Vrai, Fauz} telle que
ayy(w) = Vrai <= Vi =1...¢q yi(w) € Vi

o y= (yfla"- y;)
avec ¥ € {y1...Yp}
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ety :0Q— O € {01...0p}.
Onnote V={V...V;} V, € 0.

1.2.3 Extension

Ilextension d'un OAB est |a o = {w €9 tq yi(w) € V; Vi = 1...q}
— ensemble des objets élémentaires

w € Q0 tq a est vérifié

1.2.4 Exemples

Soit 0 un ensemble de champignons décrits au moyen de deux variables
y1 el y, se rapportant, respectivement, 3 la taille du pied et & la couleur du
chapeau: il est alors possible de désigner grace a une assertion booléenne soit un

individu, soit un ensemble d’individus. Voyons cela & aide de cas particuliers.

1. Un objet élémentaire (individu) tel que y = 1 et y, = blanc pourra
s’exprimer sous la forme de I'objet assertion a ou a = i = 1] A [y2 =
blanc] .

9. L'ensemble des objets élémentaires (les champignons) de {2 dont la taille

est comprise entre 0 et 10 et dont la couleur du chapeau est soit marron,

soit noire s'écrira: @ = [y = [0.10]] A [y2 = {marron. noire}] .

3. Partons d’ un ensemble de champignons {} = {wi ,wq, w3} tel que
les individus w; sont décrits
wy par Yy = 3 ety; = noire;
wo par Yy = 2elyz = blanche et
wy par y; = 1 ety, = blanche.
A chaque w; , il est possible d’associer un objet symbolique, que nous no-
terons a; avec:
a1 = [y1 = 3 A ya = noire];
az = [jn = 2 A ya = blanche];
az =y =1 A y2 = blanche] .
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Cherchons ’extension de Iobjet symbolique

a = [y = {2, 3}] A [y2 = {noire, blanche}].

(1) (2)
Nous commencerons par récrire les événements (1) et (2) dont la conjonc-

tion donne @ sous forme de disjonctions:

(1) devient [y1 = 2] V [y1 = 3]
(2) devient [y, = noire] V [y2 = blanche] .

Ainsi, nous reformulons a comme suit:
a=y1 =2V =23 A [[ya = noire] V [y, = blanchel] .
Ce qui s’écrit encore

¢ =w Vw V iz V2

avec 21 = [y1 = 3] A [y2 = blanche] et z, = [y1 = 2] A [y = noire).
Et nous aurons finalement :
I a IQ: {wla w2} et
| a |gf: {wl. Wo, 21, 22}.

Nous remarquons que I'extension de a dans € ,| a |q ne contient pas les
individus z; et zo car ceux-ci n’appartiennent pas a {1 .
Par contre, nous les retrouvons dans ' et donc dans | a |o. Q' est

I'ensemble des objets élémentaires {w1, wa, 21, 22}

1.2.5 Cas particuliers

Etant donné que V; est une partie de O} , deux cas extrémes peuvent

survenir:

1. y/ prend une valeur quelconque dans O; clest-a-dire V; = {0:}

2. yi n’est pas défini (ce qui est admissible car y; est une fonction ) c’est-a-dire

V. = 0.
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Exemple

L’extension de

a= [existence chapeau= non]
A [couleur chapeau= {)]
A[ lieu de pousse= {Os3}]

est formée de I’ensemble des champignons sans chapeau sur lesquels la variable
couleur chapeau n’est pas définie (i.e ne prend aucune valeur dans I’ensemble

O, des couleurs possibles et V5 est vide) et dont le lieu de pousse est quelconque.

1.2.6 Objets Assertions Simplifiés

Lorsque V; = O}, nous pouvons dans certains contextes supprimer le terme
[yi = O] dans la conjonction.
Ainsi, par exemple, si yp = ‘couleur du chapeau’ ne peut prendre que deux va-
leurs (blanche ou noire) ; cela entraine que l'assertion

a = [in = 1] A [y2 = {blanc, noire}] devient a = [y = 1).

Cette démarche n’est pas toujours possible sans risquer de perdre de l'infor-
mation car ’emploi de la variable y; permet parfois de distinguer les objets
symboliques qui sont concernés par elle de ceux qui ne le sont pas.

Ainsi, par exemple, la variable rayon n’intervient pas dans la description d’un

losange mais bien la variable surface.
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1.3 Objets Hordes

1.3.1 Description générale

Si nous reprenons le tableau de données,

Y1 Yz Ys
wy [1,15] espagnol 1.65
wy |15, 30] belge 1.80
w3 30, 45] belge 1.29

wy )45, 60] suisse  1.30
ws )60, 75] espagnol 1.58

nous savons que pour les événements e; = [y1 = [1, 15]] et &2 = [ya = suisse],
nous arriverons & trouver des éléments w € €1 tels que ceux-ci solent vé-
rifiés; nous avons en effet que w; et wy conviennent c’est-a-dire que e(wy) =
Vrai et ex(wy) = Vrar.

Par contre. nous pouvons constater qu'il n’existe aucun individu satisfaisant si-
multanément e, et es.

Nous nous proposons alors de travailler avec un type d’objet plus complexe qui
permettra de décrire plusieurs individus dans une seule expression.

(Vest sur cette idée que repose la notion d’objet horde.

En voici un exemple:

h = [yi(w) = (1, 15]] A [ya(uz) = suisse].

Dans cet exemple, nous considérons les deux individus u; et uy en meéme temps.
Notons que, pour le cas ol nous traitions un seul individu & la fois, nous avions
volontairement omis d’écrire les arguments des descripteurs y;.

Cela ne s'avérait d’ailleurs pas nécessaire puisque 'argument était identique pour
tous les y;.

Avant d’en donner la définition formelle, signalons que: i, ¥; , O, Vi sont définis

comme pour les objets assertions.

1.3.2 Définition d’un objet horde

Un objet horde représenté par lexpression symbolique :
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ho=[yi(w) = Vi A oo A Typlup) = Vi

est défini par la fonction hyv : Q' — {Vrai Fauz} telle que V W =
(Wi, .. ywy) € Q, on ait : hyy(W) =V < Vi yi(w;) € Vi

Lorsque tous les u; sont égaux, nous nous trouvons dans le cas particulier ot
’'objet horde est un OAB.

1.3.3 Extension d’un objet horde

Soit A un objet défini sur 7.
I’extension de h est ’ensemble des éléments W € Q7 tq hyv(W) = Vras.
hyh (Vrai) =| hla= {W = (w,...,w,) € 2 tg yi(w)) € Vi}.

1.3.4 Exemple

Nous utilisons le tableau de données

n Y2 Y3
w, [1,15] espagnol 1.65
wy )15, 30] belge 1.80
ws |30, 45] belge 1.29
wy 145, 60] suisse  1.30
ws |60, 75] espagnol 1.58

et nous nous donnons l'objet horde & = [y1(u1) = [1, 15]] A [ya(u2) = espagnol].
L’extension de h dans {} est:

| h |51: {(Wl ywi), (Wi, ws)}'

Si nous considerons ’objet assertion @ = [y1 = [1, 15]] A [y2 = espagnol] , son
extension | a | est réduite a 'objet élémentaire w;.

Ce qui illustre bien quun OAB est un cas particulier d’objet horde.
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1.4 Objets de synthése booléens

1.4.1 Description générale

Les objets de synthése permettront de travailler non seulement avec des indi-
vidus différents simultanément mais aussi sur plusieurs populations comprenant
elles-mémes différentes classes d’individus.

Soient Oy, ..., Q% , k ensembles d’objets élémentaires avec

), défini sur 'ensemble des variables J ;

). défini sur I’ensemble des variables Jj ;

avec #(J;] = B

Soit H; l’ensemble des objets hordes que nous pouvons définir sur §}; .
(exemple: si Q; est un ensemble de chiens, il v aura dans H; les objets hordes
suivants:

h, = [ couleur(chienl) = beige] A [race(chien2) = {Lassie, Teckel}]

hy = [ poids(chienl) = [2. 4]] A [age(chien2) = {5, 8}

etc ....)

1.4.2 Définition

Un objet de synthése est la conjonction de k objets hordes respectivement

définis sur chacun des ensembles {1, ..., Q (et appartenant respectivement d
B ;o5 e 5 Hi):
Il sécrira sous la forme générale: s = hy A ... A h; avec h; € H,.

Les objets hordes et assertions sont des cas particuliers des objets de synthese

lorsque k=1.
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1.4.3 Extension d’un objet de synthese

L’ensemble des éléments de 0 = 0 % ... % Q. qui satisfont s constituent

I’extension de s notée | s |q.

1.4.4 Exemple

Nous choisissons 3 ensembles €7, Qq, Q3 avec {1y qui est I’ensemble des fe-
nétres, 0, celui des portes et {23 celui des toits.
Parmi les fenétres de ;, nous prenons les couples de fenétres (u,v) qui répondent

aux conditions exprimées par I’objet horde suivant:
h; = [forme fenétre(u) = ronde] A [type de vitre fenétre(v) = épais|

Nous prenons ensuite les couples (u,v) de portes de Q. satisfaisant a l'objet

horde:
h, = blindage porte(u) = acier] A [ matiere porte(v) = chéne]
A [ numéro porte(u) = 12].

Et enfin pour les toits (nous ne parlons pas de couple car il n'y a, dans ce cas,
qu'un seul individu étudié. il s’agit donc d’un objet assertion), nous prendrons:
« = [ type de toit = ardoise] A [surface de toit = tres grande |
Nous définissons alors notre objet de synthese type de maison par m = hy A

hy A a.

Un objet de 'extension de m dans Qf X Q% % Q5 est une maison vérifiant les
trois objets hordes h, ,hy et a.

Il s’agira de maisons possédant une fenétre ronde et une fenétre a vitre épaisse,

une porte en acier portant le numéro 12, une porte en chéne et un toit en ardoise

de trés grande surface.

1.5 Objets munis de méthodes et de propriétés

1.5.1 Introduction

Nous allons généraliser les objets qui viennent d’étre définis a des objets mu-

nis de méthodes et de propriétés.



CHAPITRE 1. LES OBJETS SYMBOLIQUES BOOLEENS 20

Pour ce faire, nous ajoutons par conjonction des événements décrivant, par exemple
des méthodes pour calculer une variable ou une fonction (des variables ou des ob-
jets élémentaires) ou des propriétés exprimant des liens entre les variables ou
entre les objets élémentaires ou encore entre variables et objets élémentaires.

Ces liens dépendent du type d’objets et seront de plus en plus complexes en allant
des objets assertions jusqu’aux objets de synthese.

Ils peuvent tous s’exprimer sous forme de fonction de plusieurs éléments qui

peuvent étre des variables et des objets élémentaires.

1.5.2 Objets assertions munis de méthodes et de proprié-
. tés
1.5.2.1 Introduction

Dans ce cas, les propriétés ne peuvent concerner que les méthodes de calcul
de chaque variable ou les propriétés qui les relient.
En effet, comme nous l'avons déja mentionné dans la description des objets
hordes, les descripteurs intervenant dans un OAB portent tous sur un unique
ot méme individu w € . Clest pour cette raison que nous nous étions d’ailleurs

permis d’omettre de noter les arguments de ces variables.

1.5.2.2 Forme générale

La forme la plus générale d'un objet assertion muni de méthodes et de pro-
priétés sera:
(1) (2)

N

ap=[th =Vi]A... A [y, = Vo] A ryi = methly .. .yk]TA .. A\ [methlyk. . .yl]]‘
(3)

—_——
Alyi Bi gl A ... A [y R Yn)

~ (1) nous donne la méthode pour calculer la variable y; en fontion de ¥ ... Yk ;

~ (2) est une information concernant, par exemple, la maniére de procéder

pour atteindre un objectif;
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— (3) donne la relation liant y; et y;.

Nous avons, par exemple, comme cela est décrit dans l'article [1] des dé-

pendances logiques (DL) entre variables.

1.5.2.3 Description des différentes sortes de dépendances logiques
Parmi les dépendances logiques, on distinguera:
— les dépendances conditionnelles (DC);

Q — les dépendances de corrélation logique (DCL).

Pour représenter des connaissances réelles, la description d’une classe d’individus
par un OAB doit tenir compte des différentes DL entre les variables. Ces DL sont,

en fait, décrites par des régles entre les variables.

1. les DC:

- une variable y; peut devenir inapplicable si une autre variable

y; prend ses valeurs dans un sous-ensemble 5; :

Vw e Q y;(w) € 55 € 0; = yi(w) est Non Applicable.

- Exemple:
1l n’est pas possible de décrire la couleur du collier d’un chien qui n’en

possede pas.

2. Les DCL:

- Un sous-ensemble S; C O d'une variable y; peut étre en
relation avec un sous-ensemble S; € O; d’une autre variable y; de

telle maniere que:

yj(w) € Sj [ Oj — yt-(w) e85 L U

- Exemple:
Vw € wsicouleur(w) = {brune} = race(w) = {Epagneul, Berger Allemand.}.
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1.5.2.4 Représentation graphique

Nous pouvons représenter ces DL graphiquement par un ensemble de graphes
connexes! Dans chaque graphe, les noeuds sont les variables (ou encore leur en-

semble de valeurs).
Ces graphes sont directs (leurs chemins sont de longueur unité: l’arc issu de la

variable prémisse de la régle conduit & la variable conclusion).

(Ces arcs sont étiquettés:
_ ils ont le label 1 s’ils représentent une DC;

_ ils ont le label 2 s’ils représentent une DCL.

4 Ya Ys

= e

2 Y3 Ye
Représentation de DC et DCL.

1.5.2.5 Extension

Finalement, 'extension d’un objet assertion muni de méthodes et de proprié-

tés sera:

| ap |o ={w € Q tels que y;(w) € Vi

1. Rappel

1. Un graphe G(X,U) conneze (ou X est ’ensemble des noeuds et U celui des arcs) est
tel que pour tout z, y appartenant a X (z différent de y), il existe une chaine dont les

extrémités sont z et y.

9. Une chaine est une séquence d’arcs (u1, Uz, .-y Uiy -+ -, ug) telle que pour chaque arc

u; est attaché & u; _, par une de ses extrémités et & u; 41 par 'autre de ses extrémités.

Cette définition est tirée de [14]
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et pour lequels les méthodes et propriétés décrites ci-dessus sont vérifiées. }

L'indice p du a signifie propriétés.

1.5.2.6 Exemple

Soit a, = [ couleur chapeau = {blanc, jaune}] A [ taille du pied = [0, 10]]
1)
A | taille du chapeau = [0, 15]] A [ taille du chapeau = Meth(c))
i) @
A [ meth(calcong) = f(I,¢)] A [ taille chapeau > taille pied |
@) @

avec Meth(c) qui donne la méthode de calcul de la taille du chapeau: on prend
la longueur de la plus grande lamelle; et f(l,¢) est la méthode qui permet de
calculer la longueur du champignon (qui n’est pas une variable ) en fonction de
celle du pied et du chapeau.

Si nous comparons avec la présentation théorique: (1) correspond & [y; = Vil;

(2) & Meth(y, ... (3)a meth(yy ... y1) et (4) a [y B yj)-

1.5.2.7 Remarque

Une propriété peut aussi s'exprimer sous forme de regle:
Ainsi. par exemple, sl nous savons qu'une anémone ne pousse qu’a partir de mars
([yr = mars]) au nord ([y2 = nord]) et a partir d’avril ([y1 = avril]) au sud

([ya = sud] ), alors:

a =[y = (mars,avril)] A [y2 = {nord, sud}|
Alys = nord] = [y1 = mars]|
Al [y2 = sud) = [y = avril]].

1.5.3 Objets Hordes munis de méthodes et de propriétés.
1.5.3.1 Introduction.

En plus des propriétés définies pour les objets assertions, il existe des méthodes

qui peuvent dépendre de plusieurs variables et objets élémentaires ainsi que des
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propriétés liant ces objets ou les valeurs prises par les variables sur ces objets.
Ceci était impossible dans le cadre des objets assertions qui ne disposaient que

d’un seul argument.

1.5.3.2 Forme générale.

La forme la plus générale que puisse: prendre un objet horde muni de méthodes

et de propriétés est donc:

(1) (2)

Ay (u) Rf ym(v)L/\ A lym(tu) R yk(t)l
(3) (4)

— (i) représente la forme générale d'un OAB muni de méthodes et de proprié-

tes;

~ (ii)est la forme habituelle d'un objet horde;

— (1),(3)et(4) désignent les propriétés reliant les objets élémentaires ou encore

les valeurs prises par des variables sur ces objets;

— (2) exprime la méthode et donne les objets élémentaires et variables dont

elle dépend.

1.5.3.3 Extension
Finalement, ’extension d’un objet horde muni de méthodes et de propriétés
sera:

by lo = {(u ... up) € O

tels que les méthodes et propriétés ci-dessus sont vérifiées }.
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1.5.3.4 Exemple

h, =[couleur(u;) = {gris,noir}] A [F(us uy)] A [ taille(us) < taille(us)]
A [vitesse vers 14h(ug) > vitesse vers 15h(uq)].

Et, F(u; us) affirme que u; est plus petit et plus léger que us.

En donnant une signification a uy, ug, u3, U4, NOUS POUVONS avoir, par exemple:

hy(chat, souris, chien, puce) = [couleur(chat) = {gris,noir}]
A [F(chat, souris)] A [taille(chat) < taille(chien)]

A [vitesse vers 14h(souris) > vitesse vers 15h(puce)].

1.5.4 Objets de synthése munis de méthodes et de pro-
priétés
1.5.4.1 Introduction
Soient k ensembles §2; ... ) associés respectivement a k ensembles de va-
riables J; ... Ji, un objet de synthese est une conjonction de k objets hordes

h; définis sur (€;, J;) munis de méthodes et de propriétés. Il est encore possible

d’ajouter des méthodes et propriétés liant ces objets hordes entre eux.

1.5.4.2 Forme générale

Finalement, la forme générale d’un objet de synthese muni de méthodes et de
propriétés est donc:
i ] l m
hep = ho A oo A RS A [meth(hy) ... (A)] A A [Bs R 17
| “ - N e

 pr—

(1) (2) (3)

— (1) exprime la conjonction de k objets hordes munis de méthodes et de

propriétes;

~ (2) et (3) désignent les méthodes et les propriétés reliant les objets hordes

munis de méthodes et de propriétés.
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1.5.4.3 Exemple

Si nous reprenons 1’exemple du paragraphe 1.4.3 concernant la description de
maisons, une méthode serait une maniere de situer les fenétres par rapport aux
portes et une propriété pourrait étre: [la taille d’une fenétre est plus petite ou

égale & celle d’une porte.]

1.6 Quelques propriétés des objets symboliques

1.6.1 Proposition 1

Les objets élémentaires assertions, hordes et de synthése peuvent
se mettre sous une forme algébrique équivalente.

- _ S E, A, H, S sont respectivement des ensembles d’objets (événements) €lé-

mentaires, assertions, hordes et de synthése

— EFECACHCS,;

— [l est toujours possible de trouver un ensemble d’objets élémentaires ¥ ,un
ensemble d'observations O et une variable y : QY — O tels que
tout objet symbolique appartenant a E, A, H, S soit considéré comme un

rd rd rd I .
événement élémentaire.

Conséquences : comme nous pouvons tout ramener sous forme d’événement élé-
mentaire, il est possible de compliquer la représentation symbolique indéfiniment.
Ceci permettra de représenter la réalité multidimensionnelle. Il résulte aussi que
toute propriété algébrique pour un type d’objet et non spécifique a celui-ci sera

satisfaite par les autres types d’objets.

1.6.2 L’ensemble des objets symboliques et l’extension

symbolique
1.6.2.1 Ensemble des objets symboliques

Supposons (pour simplifier) que nous ayons un ensemble S d’objets symbo-

liques définis sur un ensemble {} caractérisé par des variables y; : @ — O;.
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D’aprés la proposition 1, si nous choisissons correctement y; ,§; et O;, S pourra
aussi bien étre un ensemble d’objets élémentaires, assertions, hordes ou de syn-
these.

Nous prendrons comme convention de dire que S est un ensemble d’objets as-
sertions (ces derniers étant plus explicites que les objets élémentaires tout en ne

comportant pas la complexité des objets hordes ou de synthese).

1.6.2.2 Extension symbolique

Avant de donner la définition de 'extension symbolique, nous devons intro-

duire une autre notion: la bijection ¢ entre et S.

Soit 'application ¢ : © — S qui a fout élément (donc partout définie) w € Q

associe l’assertion

p(w) = [y = nw) Ao A fyp = yp(w)l.

Si nous posons ensuite la condition, deux éléments différents de {2 ne peuvent
pas prendre des valeurs identiques pour toutes les variables (intervenant dans la

formulation de ¢), alors nous saurons que
@+ = (i)

est une bijection.
En effet, la condition ci-dessus nous assure 'injection et le fait que nous ayons
réduit Pensemble d’arrivée de S de ¢ & son ensemble image ¢ (§2) entraine le ca-
ractere surjectif.
Nous noterons w® € S I'objet symbolique associé & w € §! au moyen de I'appli-

cation p (w* = @(w)).

Nous sommes en mesure maintenant de donner la définition de I’extension sym-

bolique::

L’extension symbolique d’un objet symbolique s € S sera notée s' avec

¢ = {p(w) € Stquw(€ Q) €]sla}.
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Exemple Soit le tableau de données

h Y2 Y3
wy [1,15] espagnol 1.65
ws 115, 30] belge  1.80
ws |30, 45] belge 1.29
wy |45, 60]
ws 160, 75]

SUISSE 1.30

espagnol 1.58
et prenons
s = [y, = {espagnol, suisse}] A [ys = [1.30, 1.60]],
nous trouverons alors
| s lo= {ws, ws} = &' = {wi, wi}.
s’ est constitué des objets symboliques

wi = [y2 = suisse] A [ys = 1.30] et
w3 = [y = espagnol] A [ys = 1.58].

Dans le paragraphe qui suit, nous nous baserons sur cette définition pour construire

un préordre partiel sur S.

1.6.3 Ordre, Héritage, Généralisation des objets symbo-
liques
1.6.3.1 Rappel

Nous supposons qu’en regle générale un objet symbolique est un objet asser-
tion (de toute fagon en vertu du théoreme ci-dessus, on peut facilement passer

d’un type a un autre).

1.6.3.2 Ordre symbolique

Vsi,8 €5 8 < 82 g C &}
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avec s' = {p(w) € S tels que w(€ N) €] s |a} est I'extension symbolique de s €8

ou ¢ est lapplication ¢ : @ — S
w = o) = [y = nWl A Ay = 3@

et S est Pensemble des objets symboliques définis sur § et caractérisés par

les variables y; : & — O..

Nous dirons alors que s; est plus général que s
ou de maniere équivalente que,

sy hérite des propriétés de ss.
1l s’agit d’une relation de préordre partiel entre objets symboliques :

— Préordre: car la propriété d’antisymétrie (deux objets ayant une extension

identique ne sont pas toujours égaux) n'est pas vérifiée;

_ Partiel: car linclusion est une relation partielle. Nous définissons notre

préordre au moyen d'une inclusion ensembliste.

1.6.3.3 Définition de 'union et de ’intersection symbolique

Union symbolique L union symbolique 51 U sy est la conjonction de tous
les objets symboliques de S dont Uextension symbolique contient l’ensemble des

objets de s} et .

Exemple Soit les données suivantes:

i Ya Y3

wr [1,15] espagnol 1.65
wy 115,30 belge  1.80
ws |30, 45] belge 1.29
wy 145, 60] suisse  1.30
J

60, 75] espagnol 1.58

ws
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Prenons

s1 = [y1 =]1, 15]U]45, 60]] A [y2 = {espagnol, suisse}] A [ys = [1.30, 1.65]]
et
sy = [y1 =]15, 45]] A [y2 = {belge, espagnol}] A [ys = {[1.29, 1.65], 1.80{].

Nous trouvons alors que
b = S ]
|51 o= {wi, wa} = s = {wi, wi}-
et
! 8 S 5
| 52 |ﬂ: {Wl-; Wa, L:.)3} = Ay = {wla Wa, wa}-
Ainsi
! b e 5 s s 5
sy U sy = {w], w3, w3, wi}
" L’union symbolique de s; et s3 sera
S1 U sy = {t]_, tz, t3, ...}
avec

= [yl = [1, 60]]
ty = [ys = {[1.25, 1.30], [1.65,1.80]}];
t5 = [yl = [L, 60]] A [y2 = {belge. espagnol, suisse}].

Intersection symbolique L ‘intersection symbolique s1 (1 sy  est la conjonc-
tion de tous les objets symboliques de S dont l'extension symbolique contient les

objets communs @ s et sy.

Exemple Nous reprenons les données du dernier exemple, nous obtenons alors:
s 0sh = fwi).
L’intersection symbolique de s; et s3 sera
81 N8y = {ry, T2, 73, .o}
avec

r = [yl =]1, 15]];
ry = [ys = [L.65]];
rs =Jya = {espagnol}] A [ys = [1.60, 1.65]].
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1.6.3.4 Conventions

Nous observerons deux conventions:

l. sAfi=0] = s
et

[yi = O1]A ... Ay, = O] = §° ol §l est lobjet symbolique plein ;

[yi =w) s w C VW

2. i = v Ay = V| =
[y v;) [y ] {y,-=@ si v;,NV,=10

et
(=0 A Alyp =0 = 0°.

Nous constatons donc que

! !
SsiNsy =0+ |silan|szlo=10
&= s, N s, est la conjonction de tous les évenements d’extension

vide dans €.

De méme, nous avons que

bgUb;:Q@\b:['QU'Sng:Q
= s, U s, est la conjonction de tous les évenements élémentaires
dont la conjonction est {1

— 51U52:[QUI:O]]/\.../\[yp:OP]:Qs‘

Si nous prenons (comme nous le ferons & partir de maintenant) des variables
yi © 0 — O; surjectives (au besoin en donnant des valeurs aux données man-
quantes et a celles qui n’existent pas), alors s; U s3 sera I’objet symbolique plein.

Nous résumons ce qui vient d’étre dit par la proposition qui suit.

1.6.3.5 Proposition 2

1. L'union (resp. lintersection) de 2 objets symboliques 51 et sz est la
conjonction de tous les événements élémentaires de plus petite extension

dont U’extension contient s, U s, (resp. sy N sy)
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9. L’union (resp. l'intersection) de 2 objets symboliques s, et sy est l'objet

symbolique plein (resp. vide)

—

s U sy = o) (resp.si N sy = D).

1.6.3.6 Exemple

Soit le tableau de données suivant :

Y1 Y2 Y3 Y4
W 1 0 0 0
wy, 1 0 1 0
w3 1 1 0 1
wg 11 1 1
Wy 0 1 0 0

Les variables y; sont des applications
yi + @ = {w,wy,wz.wa,ws} = O = {0,1}.

Nous avons que @(w;) = w! = [yn = 1] A [y2 = 0] A [ys = 0] A [ys = 0]
plw) =w) =y =10 A[p=0A[=1AI[=1]

De plus, par la définition de s et celle de | s |o. nous trouvons que
(@) U (@) = {wi, w3}
ce qui entraine, en tenant compte du point 1 de la proposition 2, I’égalité suivante:
WUw = [y =1Ay2 =0 Afpa =0l

Et, par application du point 2 de cette méme proposition, nous avons les impli-

cations ci-dessous:

=1 Ul =1 =@ = kh =1V [y =2 =
[111:0]'0[’94:1]’:@:‘,'[y2:0]ﬂ[y4=1]=®3.
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1.6.3.7 Proposition 3

1. Lounion et Uintersection d’objets symboliques sont associatives, commuta-

tives et existent toujours;

2.8 s = s Usy (resp.sp N sy)

ona: 8 D s Usy (resp. s = sy N 85)
— e ~ - —
(1) (2)

— (1) P'union booléenne est généralisante;
— (2) signifie (51 N s2)' = s} N 85

Conséquence: en définissant l'intersection symbolique de s; et s; (notée
(51 N s3)") comme la disjonction de tous les objets symboliques dont I’extension

symbolique est contenue dans
$3 N & (ie(sy Nsy) = {w €5 tg (W) C (8] N sy)}s

nous remarquons assez facilement qu’elle possede la méme extension que 81 M S2
car parmi les éléments de cette disjonction celui qui a la plus grande extension

est s; N s9. Ce dernier résultat vient de la proposition 3 qui affirme que
(51 U 82)" = 1 N 85
Ceci peut encore s’exprimer comme suit : puisque
st = {w € Stqw €]s1la} et sy ={w* €5 tquw €l sz lal,
nous aurons que

sinsy={w €Stqw € (|sila N |s2la)}

Et, par la proposition 3, cette derniere quantité est égale a:

(51 N s3) = {w' € Stqw €] s1 N 52 |a}
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1.6.3.8 Rappel

Un treillis est un ensemble muni d’une relation pour laquelle tout couple

d’évenements admet une borne supérieure et une borne inférieure.

1.6.3.9 Proposition 4

Muni de Uordre symbolique, I’ensemble S des objets symboliques est un treillis et
la borne supérieure de toul couple d’éléments est leur union symbolique;

la borne inférieure de tout couple d’éléments est leur intersection symbolique.

1.7 Qualités des objets

1.7.1 Complétude
1.7.1.1 Principe

Si je vois. dans ma rue, un groupe de chats noirs et que je dis: ‘Je vois des
chats. Ceette assertion ne fournit pas une description compléte de mon observation
puisque j'ai omis de dire qu’ils sont de couleur noire.

(est cette idée que veut traduire la notion de complétude d’un objet symbolique.
Formellement. cela revient & mesurer 1'écart entre ’ensemble des évenements
élémentaires dont la conjonction définit un objet symbolique s et I'ensemble de

tous les évenements élémentaires dont ’extension contient g’

— d(s) Définition est 'ensemble des événements élémentaires dont la conjonc-

tion définit s;

— ¢(s) Complet est ensemble des événements de plus petite extension conte-

nant s';

_ 5 est la conjonction de tous les éléments de c(s).
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1.7.1.2 Exemple

Nous reprenons le tableau de données du paragraphe précédent concernant

les données booléennes.

Yi Y2 Ys Ua
w 1 0 0 0
wpe 1 0 1 0
wy 1 1 0 1
wg 1 1 1 1
ws 0 1 0 0

Nous considérons I’objet symbolique
S:[ylzl]/\[y‘l:l])

nous aurons:

d(s) = {lyr = 1], [va = 11}

€1 €2 €3
e

e(s) = {lyi =1, vz = 1], [ya = 1]}

et par conjonction des éléments de c(s), on obtient:
$£=[=1UANy=1AF =1
En effet, nous savons que:
| s la= {ws, wi}
lerla= {wl.wg,wg,w4} ;e o= {w31w41w5} i |esla= {wg,w4}

1.7.1.3 Critere

La complétude d’un objet symbolique se calcule & l'aide de criteres.

En voici deux, mais il en existe d’autres:

—a = #(cls)\ ds))
~ o = #({(a) tg e € [c(s) \ d(s))]})-
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1.7.1.4 Exemple

Nous reprenons I’objet s défini dans I’exemple qui précede.

Nous calculons que

c(s) \ d(s)

Il

=10, [va = 2, lwa = W\ {ln = 1], [ya = 1]}
[”yz = 1]}

Il

ainsi
¢; = 1: car il ne reste qu'un seul événement dans la différence: e; = [y = 1]

¢, = 2: car I’extension de e; contient deux éléments.

1.7.1.5 Définition

Nous dirons que :

s est complet < c(s) =0 <= ¢s) = d(s)

Cette définition se base sur le critere 1.

1.7.1.6 Propriétés des objets symboliques.

Proposition 1

2. s est complet (i.e d(s%) = ¢(s°))
3. 8¢ = {Up(w) tqw €|sla}
4. ¢ = {Ne; tqg e € ci(s)}

ot s° est I'objet défini par la conjonction de tous les éléments de c(s)?.

2.1ci s est quelconque.
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Proposition 2

37

1. Si un objet symbolique s est l'union ou lintersection d’objets symboliques

alors s est complet.

Ce qui a pour conséquence que:

2, lensemble des objets symboliques complets muni de l’ordre symbolique est

un treillis.

1.7.2 Affinement d’un objet symbolique

1.7.2.1 Principe

Un objet symbolique est d’autant plus affiné que les événements élémentaires

qui le définissent ont une extension proche de I'extension de s.

1.7.2.2 Critere

Critére (mesurant ['affinement) — A(s) = #l Ue;ﬁb }2{(2;;;(8) o)

ot les ¢; sont les événements élémentaires

qui définissent s.

Un objet sera dit affiné st A(s)=0 (i.e. st U el(s) = Neils))

1.7.2.3 Exemple

Nous reprenons a nouveau le tableau :

Y1 Y2 Ys Ya
wp, 1 0 0
we 1 0 1 0
wy 1 1 0 1
wg 1 1 1 1
ws 0 1 0 0
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Nous trouvons que l’affinement de 'OAB

vaut :
A(S) = O\ fon, i) = §
En effet,
Q= {w, w2, ws, ws,ws}
et

| Uei(s) la=ei(s) U es) la
=y =1 Alyz=1la
= {Wl,wz,wg,w4} U {wg,w4}
= {wlaw21w31w4:w5}
= {1
et #(|Uel(s) o) = 5

l 06:(5) lQ: {wl s W2, LLJ3.,UJ4} N {w3) w4aw5}
= {ws. wy}
et #(| N€l(s) o) = 2

Si nous reprenons la définition du critere d’aflinement et que nous y remplagonsn
les termes #(| Nei(s) |a) et #(| Uei(s) |o) par les valeurs trouvées ci-dessus,

nous obtenons bien la formule *.

1.7.3 Simplicité d’un objet symbolique
1.7.3.1 Principe

Un objet symbolique est d’autant plus simple que ’ensemble des événements
&lémentaires qui le décrivent est proche d’un ensemble d’événements élémentaires
de cardinal minimun et dont la conjonction s, a la méme extension .

Exprimé autrement : plus le nombre d’événements élémentaires décrivant s est
proche du nombre d’élément de s, , plus 1'objet symbolique s sera simple; s, est

défini par le nombre minimal d’événements élémentaires tel que I’extension de s,
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soit identique & celle de s.

Il n’y a pas unicité de s, (plusieurs ensembles dévénements élémentaires conviennent).

Nous mesurons la simplicité de s au moyen de criteres.

En voici un noté S(s):

1.7.3.2 Remarque

Il est possible de regrouper simplicité et complétude d’un objet symbolique,
nous parlerons alors de redondance dont voici un critere:
| #(sp) — #(s°) |
——

N e’
(1) (2)

(1) traduit la simplicité (ce qui semble assez intuitif);

(2) représente la complétude.

Un objet & la fois complet et simple a une redondance nulle.

(Cest le cas d'un objet élémentaire p(w) = w®.)

1.8 Qualités des classes d’objets symboliques

1.8.1 Principe

Comme dans le cas des objets symboliques, si nous désirons étudier les qua-
lités d’une classe, il faut définir ce que sont 'ordre, I’union et 'intersection entre
les classes.

Une maniére simple de procéder serait d’associer a chaque classe un objet symbo-
lique la représentant (en prenant par exemple I’union ou intersection des objets
de la classe) puis & appliquer sur ces objets les différentes notions, propriétés et
qualités établies pour les objets symboliques.

Nous dirons alors qu’une classe est complete, affinée ou simple si son représentant

Pest.
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1.8.2 Extension

I’ extension d’une classe peut se définir comme 'union (ou ’intersection) des

objets qui la composent.

1.8.2.1 Ordre

Partant de cette premicre définition, nous dirons que I’ ordre symbolique

interclasse est déterminé au moyen de l'une des deux expressions suivantes :

1. La classe 1 est plus petite ou égale a la classe 2 pour l’odre symbolique inter-

classe si lextension de la classe 1 est incluse dans [’extension de la classe 2;

9. La classe 1 est plus petite ou égale a la classe 2 pour Uordre symbolique
interclasse si le plus grand élément de la classe 1 est inférieur ou égal au

plus grand élément de la classe 2.

1.8.2.2 Propriétés spécifiques aux classes

Il existe encore des propriétés spécifiques a la notion de classe. Citons, par

exemple. D'effritement et la stabilite.

1.8.2.3 Stabilité d’une classe

Nous la définissons comme la capacité d'une classe a étre représentée par 1’ob-
jet symbolique d’extension minimale et qui contient I'union des extensions des

objets de la classe.

Nous exprimerons le degré de stabilité au moyen d’un critere:

s(C) = #(|Ucila —Ulcila)
ot les ¢; sont les éléments de la classe C; ce sont donc des objets symbo-

liques.
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Ce critere a toujours un sens (i.e s; > 0 ). En effet, d’une part, nous sa-
vons que l'union de deux objets symboliques contient I’union de leur extension
(voir proposition 3 de 1.6) et d’autre part,

en utilisant Passociativité de 1'union symbolique, nous pouvons généraliser

celle-ci & plusieurs objets en disant que:

Ulcilgg]UC,‘IQ.

Définition Nous dirons qu’une classe C est stable si et seulement si
st(C) = 0.

En raison du caractere bijectif de ¢ , il est encore équivalent d’exiger que:

¢e(Ucila) = ¢(U]cila)

et donc que

Il
-
o

e)' = U(e(] cila)) \,i

(1) (2)

Il est bon de constater que
(1) est une union symbolique et

1
(2) est une union ensembliste.

On notera (; l'ensemble des classes stables constituées d’éléments de ¢({1) et

telles que Vw® € C' € C; , on ait (w®) C C (voir exemple 2).

Exemple 1 Nous nous servons du tableau

Y1 Y2 Y3 Y4
w 1 0 0 0
wy, 1 0 1 0
wsy 1 1 0 1
wy 1 1 1 1
ws 0 1 0 0
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ainsi que de la classe d’objets C' telle que

C={£,[y1 = 1]{1[9’3 = 1], [y = 1]}

c1 €3 C4q

pour laquelle, nous avons que
Ue; = [y1 = 1] puisque U | ¢; [ = {wi} U {wz, wa} U {ws, wa}
= {wlaw27w3}w4}
|Ucila =lwjUlyn=10A[y=1U[ =1l
= {wl,wg,W3,LU4}

ce qui entraine que

si(C)= #({wr, w2, ws, wat \ {wr, we, ws, wi})
= 1.

d’ot1 nous conlurons que C n’est pas stable.

Exemple 2

Sur base des mémes données, nous saurons que les classes
i 8 s _ s s
G = {‘-“31 QJ‘} et (3 = {""'43 Wz}

sont stables car constituées d’objets symboliques élémentaires.

Proposition 8

Il existe une bijection entre Pensemble des classes stables Cy et

Pensemble des objets complets.

1.8.2.3 Effritement d’une classe

Nous définissons cette quaiité comme le plus petit nombre d’objets symbo-

liques a € A C S dont la réunion des extensions est contenue dans 1’extension
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de Punion des éléments d’une classe (tout en s’en écartant le moins possible).

Etant données: une classe C C S d’éléments génériques ¢; ;
une classe A d’éléments génériques a; ;

nous utiliserons le critére suivant:

Ei(C) = min{[1+#(U|cila \U|aila)]#(4) t¢ AC S :JailaS|Vcila}

Si nous imposons a C de vérifier que U | ¢ |a= U | a; |a , nous obtenons le

critere Ky donné par:

Ey(C) = {#(A) tg Ulaila= Ulcila}

_ E, et E, sont minimales s’il existe un objet symbolique A tq A = Ug;
b q

A est alors complet et £, = Ey = 1;

~ F, est maximal lorsque A = C et vaut alors #(C).

Exemple Nous utilisons comme données le tableau

Y1 Y2 Ys Y4
w 1 0 0 0
w, 1 0 1 0
wa 1 1 0 1
wy 11 1 1
ws 0 1 0 0

Soit la classe d’objets symboliques

C={ws, wd,va=1A[ys =1]}.
—

c1 c2 c3

Leffritement minimun est donné par

A= {lya = 1]; w3},
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nous avons

#(4) = 2.
Puisque

Ulai|= {w2, w3, wa}
et

Ule|= {ws,ws,wa}

nous avons donc que #(U | a; |o) = #(U | ¢ |a), d’olt nous pouvons conclure
que

Ei(C) = Ey(C) = 2 %%
Si A = {w3}, nous avons:
(1 + #(U e lo —U Lo [a)#(A) = (1 +2)1 = 3.
La meilleure solution + n’est pas unique, nous aurions pu encore prendre
A={lps = 1],w}} > EC) = ExC) =2
car nous savons ici aussi que

U|(l;‘ |Q: {u)g,w,l} U{w3} = {wg,wg,w4} = U|C; IQ

1.9 Qualités des classifications

1.9.1 Définition

La classification d'une classe C' C S est définie comme étant un ensemble

de classes qui recouvrent cet ensemble C' d’objels symboliques.

Un recouvrement sera, par exemple, une pyramide, une hiérarchie ou encore une

partition.

1.9.2 Propriétés

Une classification pourra étre compléte, affinée, simple mais aussi avoir une
bonne stabilité et un bon effritement suivant que ses classes (ou leur représentant)

ont ces qualités.
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1.9.3 Qualités propres aux classifications

En outre, il existe des qualités propres aux classifications:

~ le degré de recouwvrement des extensions des classes de la classification ;

~ la qualité de I’héritage des classes entre elles.
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Chapitre 2

Les objets symboliques modaux

Introduction

2.0.4 Présentation générale

L’information véhiculée par les objets symboliques booléens est assez res-
treinte: ils ne prennent que deux valeurs (Vrai ou F auz). La représentation
booléenne est insuffisante pour une description acceptable de la réalité multidi-
mensionnelle. En effet. dans la pratique, on est souvent amené & faire intervenir
des jugements ou modes portant sur les évenements élémentaires et servant a
traduire la connaissance dont on dispose sur le modéle (on dit aussi sémantique).

En voici quelques exemples :
— la sémantique alétique: il se peut; il est certain;
— ]a sémantique déontique: il est permis; il est interdit.

Dans ces deux exemples, nous n’avons considéré que deux modes opposés, il
existe cependant plusieurs variantes. Pour celles-ci, les modes ne sont pas toujours
contradictoires. Ainsi, dans le cas de la sémantique de la certitude, on peut avoir

les modes suivants:

my = il est absolument vraz
mo = il est vrai sous conditions;
ma = il est faux sous conditions;

my = il est absolument fauz,
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qui permettent d’émettre des jugements plus nuancés.

1l serait intéressant de diversifier les valeurs prises par nos objets symboliques.
On introduit la notion d’objet modal. Ce type d’objet permettra de moduler les
valeurs prises par les descripteurs (exemple: un chat est rarement blanc et il
se peut qu'un chien soit roux) et ainsi de tenir compte des connaissances du
domaine étudié. Il sera possible, en les utilisant, d’exprimer des notions telles que

la variation, le doute, le vague, I'incertain...

2.0.5 Description des deux sortes d’objets modaux.

I existe deux sortes d’objets symboliques modaux qui ne sont pas logiquement
équivalentes: on ne passe pas de I'une a 'autre sans en modifier la signification.
Elles se différencient comme suit :
les modes portent soit sur I’événement élémentaire e; tout entier, soit simplement
sur ’ensemble de valeurs V; de la variable y; qui décrit e;.

Dans le premier cas, nous parlerons d’objet modal de Uextérieur pour désigner un
OAB qui est la conjonction d’évenements sur lesquels le mode porte entierement

et nous le noterons:

G = N Milyi = Vi

2.1.2.1 Exemple

1l est possible qu'une tortue aille vite et i arrive parfois qu'un lievre soit lent.

Dans le second cas, nous parlerons d’objet modal de Uintérieur afin de désigner
un OAB qui est la conjonction d’événements élémentaires pour lesquels le mode

porte sur I’ensemble de valeurs du descripteur. Nous noterons cet objet:
ar = Nilyi = MiVy).

2.1.2.2 Exemple

Une souris est rarement de couleur verte et souvent de petite taille.
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2.1.2.3 Remarque

1. L’indice z désigne la sémantique avec laquelle on travaille. Cette sémantique
est choisie en fonction de la connaissance du domaine étudié : on prend celle

qui semble le mieux convenir aux types de données dont on dispose.

9. Un objet modal prend ses valeurs dans un ensemble ordonné, le plus souvent
[0,1]. En d’autres termes, un objet modal est une application az(w) € [0, 1]
qui exprimera un degré de certitude compris entre 0 et 1. Ce degré qualifiera
le niveau d’appartenance de w a la classe décrite par a. Nous examinerons
uniquement les objets modaux de I'intérieur. Pour les mémes raisons que
dans le chapitre précédent, nous choisirons de ne travailler qu’avec les as-

sertions. On emploiera donc indifféremment les termes assertion et objet.

2.1 Objet modal de 'intérieur

2.1.1 Description au moyen d’un exemple

Supposons que P'on veuille utiliser un objet symbolique afin de représenter
un ensemble d’individus (objets élémentaires) satisfaisant a la proposition sui-
vante: leur poids est probablement compris entre 5 et 10 kg et leur couleur est
souvent brune el rarement beige. Cette affirmation contient deux évenements:
¢, = [poids= [5, 10]] et ez = [couleur= {brune, beige}] auxquels manquent
les modes probablement, souvent et rarement. Nous introduisons alors un type

d’évenement f; tel que:

fi = [poids= probablement [5, 10]};

f; = [couleur = {souvent brune, rarement beige}].

On voit que f; et fo contiennent des modes internes affectant les valeurs prises
par e; et e; respectivement.

On peut donc a présent décrire notre proposition de maniére informelle au moyen
de 1assertion modale notée a = fi Ay fa ol A, désigne une sorte de conjonction
définie en fonction de la connaissance du domaine.

Nous définirons aussi une série d’opérateurs Az, Uy... adaptés aux diverses séman-

tiques et qui permettront de généraliser, spécialiser, mesurer ... les assertions.
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En fait, nous calculerons la valeur az(w) = Aiolyi = @l @ P(Q)' — [0, 1] (qui
est le degré d’appartenance de w & la classe d’individus décrite par a)

€n

1. récrivant w sous la forme d’un objet symbolique w® = Ailyi = ril;

Exemple:

Si w est un chien peut-étre vieux et parfois sale, on écrira
w® = [4ge= r1] A | propreté= ry] avec

r1(vieux) = peut-étre et

ro(sale) = par fois.

2. comparant les ¢; et r; a Paide d’une fonction de comparaison gu;

Exemple:

Soit « = [Age= qi] A [ propreté= ] avec

q1(vieux) = pas du tout et

¢a(sale) = de temps en temps.

Une fonction de comparaison g, donnera, par exemple, comme résultats:
ge( peut-étre vieux, pas du tout vieux) = correspond pas;

g»(de temps en temps sale, parfois sale) = correspond.

3. faisant le bilan des résultats de g, sur tous les i en se servant d'une fonction

d’agrégation fy;
Exemple:

fo(correspond, correspond pas)= correspond Aq correspond pas

= correspond pas.

1. P(w) désigne V'ensemble des parties de Q2. Ceci signifie que a décrit bien une classe d’élé-

ments de Q.
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2.1.2 définition d’un objet modal de I’intérieur (objet mi).

Soient :

_ M?® un ensemble de noms ou de nombres traduisant les modes associés a

une sémantique (connaissance du domaine ) notée ;

Exemples:
M, = [0, l]a

M, = {jamais, rarement, par fois, souvent, toujours}.

= [y = {q;"}j2 I’ensemble des applications qf : 0; - MY

Exemple:

g/ est une mesure de probabilité.

— OP, qui désigne les trois opérations ‘ensemblistes’ définies dans Q;: Uz, Mg, Co
qui sont les opérations d’union, d’intersection et de complémentation ex-

primant la sémantique (on note parfois ¢,(¢:), @);

Exemples:

g U, ¢ = maz(q}, ¢);

g N, ¢ = min(g}, ¢);

¢ Up ¢ = gt + & — ¢ ¢?ol ¢! ¢}(v) = ¢} (v) ¢ (v);
@ Ny g = min(ql, ¢7)-

2. Remarque: L’indice j de qf est utilisé lorsque plusieurs modes portent sur une méme
valeur prise par la variable.
Par exemple, a = [ poids = par fois lourd, souvent lourd], on aura que ¢i (lourd) = par fois et
g% (lourd) = souvent.
Nous omettrons d’écrire le j lorsqu’il n’existera qu’un seul mode portant sur chaque valeur

prise par le descripteur.
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- g, une application dite de comparaison:

U i x @ &P

ot L? est espace d’interprétation, il est ordonné et parfois identique a M®.

Exemples:

g:(qh, @) = sup{min(q}(v), ¢(v)) tav € Oi} € M7

0.(qh, @) =< ¢}, ¢ > € [0, 1] si <,> est le produit scalaire classique et
M® = [0, 1].

— f. est une application symétrique dite d’agrégation :

f.: P(LF) o I
S——
parties de L™

Exemple:

VL C L* f(L) = min{L; tq L; € L}.

— On note par Y = {y;} |” ensemble des descripteurs et
vV ={V} = {(¢))}; € Qi un ensemble de parties V; de Qs.
2.2.2.1 Définition

Etant donnés OPy, gs, fs, un objet mi est une application ayy : Q — L7
notée ayy = Niglyi = {q'};] tel que siw € Q est décrit pour chaque i par
yi(w) = {ri} alors,

ayv(W) = fx({gz:(uj,ﬂ:qga Uj.frg)}i)'
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2.2.2.2 Exemple

Dans une anonce d’offre d’emploi, une entreprise indique qu’elle recherche une

personne parfaitement bilingue et de caractere tres aimable.
a = [langue = qi] A [caractére = gy].
avec

q1(bilingue) = par fastement;

gz2(aimable) = tres.

Une jeune femme se présente, elle est pratiguement bilingue et de caractere fort
peu aimable.
w® = [langue = 1] A [caractére = 73]

avec

r1(bilingue) = pratiquement;

ro(aimable) = fort peu.

La question est de savoir si elle convient ou non pour cet emploi.
1l nous faut donc calculer a(w). Si on suppose g, et f, connus (définis a I'aide de

tables), on pourrait trouver par exemple:

ge(par faitement bilingue, pratiquement bilingue) = convient

g-(trés aimable, fort peu aimable) = ne convient pas.

fz(convient, convient pas) = convient pas.

Ce qui signifierait que cette demoiselle n’est pas la personne adéquate pour

ce poste suivant les criteres de sélection employés.

2.2.2.3 Conventions

Nous noterons par A, I’ensemble des objets mi associés a la sémantique = et

par3

p(w) = W' = Aiglyi = wilw)]:

3. Rappel: la définition de ¢ se trouve dans le chapl 1.6.2.2.
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Nous pouvons induire sur A, les opérations OP, définies sur les ); en posant:
a1 %4 G2 = Niglyi = G % @]V %z (%4) € OF: (OPa).
De méme, on peut associer & { des opérations OFq grace 5 ! en posant:
P (W) *a w) = @7 (w]) *a ¢ (w5) YV *a (xa) € OP4(OFn).

Le choix des opérateurs ensemblistes, d'une part, et des fonctions de comparaison
et d’agrégation, d’autre part, nécessite une certaine cohérence. Certaines séman-
tiques particuliéres ont été étudiées en détail; c’est sur elles que ’on peut se baser

pour faire ces choix. Nous en examinerons quelques-unes dans la section suivante.

2.1.3 Extension d’un objet mi

Il y a au moins deux maniéres de définir 'extension d’un objet mi a.
La premiére consiste & considérer que chaque élément w €  est plus ou moins
dans extension de a d’apres la valeur de son appartenance donnée par a(w).

Dans ce cas, l'extension de a est définie par
| tr |e = {(w, a(w)) tqw € 0}

et notée | a |q.

La seconde nécessite la spécification d’un seuil a et est définie par
lalga= {v € Qtaaw) > o)

On l'appelle la a—extension.

2.1.4 Autres notions exprimées par les objets symboliques

modaux

Sur base des définitions ci-dessus, nous pouvons expliquer en détail les notions

précipitées en début de section: doute, incertain, variation, vague, imprécision.

1. L’incertain:

Les valeurs prises par les assertions sur les w € {2, ne sont plus uniquement
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Vrai ou Fauz, mals peuvent &tre une valeur quelconque dans un ensemble

ordonné
L= {1, Loy ves B}

Exemples:

(a‘) L = {13 2) 33 47 5}

(b) Ly = convient tout a fait;
L, = peut convenir;
Ly = ne convient pas;

L4 = ne convient pas du tout.

mais aussi si k est infini, nous pouvons travailler avec:

L = [0; 1}
2. La variation:
L’événement [y; = Vi] signifie que chaque élément de I'extension de
a« = Ailyi = Vi) est décrit par des valeurs des variables y; telles que ces

valeurs appartiennent aux V; correspondants. Ceci signifie qu’au sein de la
meéme classe. on peut retrouver des objets ne présentant pas exactement les
meémes caractéristiques.

Ainsi, par exemple, si « est une équipe de foot décrite par a = [taille=
[1.60, 2]] A [nombre enfants = {0, 1, 2}] A [ nationalité = {stalien, belge}].,
il pourra y avoir dans cette équipe un dtalien ayant 2 enfants et mesurant
1 métre 60 mais aussi un belge n’ayant pas d’enfants et mesurant I meétre
86. Nous constatons donc qu’il y de la variation dans les caractéristiques
(valeurs prises par les descripteurs) des membres de la méme équipe.

Dans le cas des objets modaux de 'intérieur, ces valeurs sont quantifiées
par un mode. (Ce mode traduisant, par exemple, de la possibilité ou de la

fréquence.)

3. Le doute:

On le rencontre principalement au niveau des objets élémentaires (c’est-a-

dire sur les éléments de ¢(Q)). Pour des objets de ce genre, chaque descrip-
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teur n’a qu’une seule valeur possible. §'il y en a plusieurs (c’est-a-dire que
Vi n’est pas réduit & un singleton), cela signifie que que I'on hésite entre ces
valeurs. Il y a donc un doute (pas une variation) parce qu’un individu ne

peut étre décrit que par une seule valeur pour chaque variable.

Exemple:
Soit w* = [y1 = 4,5] A [y2 = jaune, rouge] qui décrit une fleur. On re-
marque qu’il existe un doute quant au nombre de pétales (4 ou 5)'et ala

couleur (jaune ou rouge).

4. L’itmprécision:
Elle survient au niveau des valeurs prises par les descripteurs (c’est-a-dire

les éléments de V;).

Exemple:
[’événement [taille = 12 &£ 0.5,21 £ 1] exprime une variation ou un doute
entre deux valeurs imprécises de contours connus. Ainsi, la premiere de ces

quantités varie dans [11.5, 12.5] et la seconde [19, 21].

5. Le vague:
1l se produit au niveau des descripteurs lorsque les contours de I'imprécision
sont mal connus (contrairement au cas précédent ou ils étaient totalement

spécifiés).

Exemple:
Soit I’événement [y; = grand] ot grand est une application de O; dans [0, 1]
prenant une valeur un quand on atteint ou dépasse 1.95m et diminue si la

taille diminue & partir de cette limite.
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2.1.5 Exemple

La sémantique du domaine (z est ici noté 7 pour intensité) concerne les formes

données par
01 = { étalée, arrondie } et O = { lourde }
et d’intensités diverses
Mi = { tres, assez, peu, trés peu, nil}

On considére que, si nil(v;) = 0, cela signifie que le caractere v; n’intervient pas
dans la description de a.

Soit un objet modal de 'intérieur
a = [y1 = peu étalée, assez arrondie] A; [y2 = peu lourde]

qui décrit un ensemble de pices d’usinage dont la forme est soit peu étalée,
soit assez arrondie mais qui sont toujours peu lourdes.

Nous disposons d'une piece w décrite par
w® = [y = assez arrondie] A; [y2 = trés lourde, assez lourde ].

Ce qui signifie que cette piece est assez arrondie et qu’il existe un doute sur le fait
qu'elle soit trés ou assez lourde. On hésite entre ces deux modes pour le méme
objet w. Il y a un doute.

Définissons a présent pour a les applications g; : O; — M by

q1(€étalée) = peu,
q:(arrondie) = assez;

g2(lourde) = peu.
Exprimons de maniére semblable (pour w®) les applications r; : O — M

ri(étalée) = nil;

(
ri(arrondie) = assez;

ry(lourde) = tres;
(

1
1
1
1
1
2
2
Ty

lourde) = assez.
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Nous allons calculer la valeur de a(w) afin de voir si la piece appartient ou non a
I’ensemble d’objets décrits par a.

Pour simplifier, nous regroupons les éléments de M i trés et assez sous la déno-
mination plutot.

Des lors, nous avons

ri U; ra(lourd) = (trés, assez) = plutot.

Nous définirons ’ensemble ordonné L' = {Li, Ls, L3} ol

Ly = pas acceptable;
Ly = acceptable;

L3 = complétement acceptable.

Ensuite, nous nous servirons de l’application de comparaison g; et de celle
d’agrégation f;.

La premiére de ces fonctions est :
g+ Qi x Qi L.
Elle est spécifiée par une table Ty; de telle sorte que:

gilqu, 1) = Tyi((peu étalée, assez arrondie), (nil étalée, assez arrondie))

= acceptable

gi(qa, 3 U; 12) = Tyi(peu lourd, plutét lourd) = pas acceptable

Si on définit la fonction d’agrégation f; par:
fi(Ly) = Ming Ly,
en sachant que Ly < Ly < L3, nous trouvons donc que

a(w) = fi(gi(in '.‘"i), gi(Qéa Té Ui T%))
= fi(acceptable, pas acceptable.)

= pas acceptable.
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2.2 Objets modaux de l'intérieur associés a di-

verses sémantiques

2.2.1 Les objets possibilistes
2.3.2.1 Introduction

Les possibilités expriment une sémantique différente de celle des probabilités.
Par exemple, pour un dé, la probabilité qu’un lancé prenne la valeur 3 est de G
tandis ce que sa possibilité est de 1. Sile dé est pipé, cette probabilité peut étre

nulle et la possibilité correspondante faiblement positive.

Les objets possibilistes permettent de modeliser plusieurs sémantiques (connais-
sances) du domaine.

Parmi celles-ci, on trouvera:

1. Possibilité physique : aptitude (capacité) matérielle a réaliser une tache. Par

exemple: un chien peut courir, une souris ne peut pas transporter 250 kg.

0o

Possibilité en concordance avec une connaissance actuelle, Par exemple,
nous ne pourrons pas aller skier demain car la météo a annoncé le dégel

cette nuit.

3. Possibilité exprimant le non-étonnement : elle peut se construire a l'aide
d'une densité de probabilité de telle sorte que son mode (i.e I'évenement de
non étonnement maximal) ait une possibilité égale & un et que les inégalités
[[(A) > P(A) > N(A) soient satisfaites. Elle peut encore se décrire grace
aux typicicités c’est-a-dire par les termes typique, atypique ...Par exemple:

Ja couleur typique d'une plante donnée est jaune et brune.

Remarquons que 2 et 3 expriment un jugement qui engage plus ou moins son
auteur tandis ce que 1 est une possibilité indépendante de celui qui I’énonce.
Nous illustrerons plus loin la premiére de ces sémantiques.

A la notion de possibilité une autre notion est étroitement associée : la nécessité.

Nous les examinerons en méme temps.
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Avant de donner la définition exacte d’une assertion possibiliste et nécessitiste,

rappelons les axiomes de la théorie des possibilités et de celle des nécessités.

2.3.2.2 Rappel

— Une mesure de possibilité est une application
II: P — [0,1]
telle que les axiomes suivants soient vérifiés

1. II(Q) = 1 et I1(0) = 0;
9. VA, B CQ II(AU B) = maz(II(A), II(B)).

— Une mesure de nécessité associée & II est une application

N :Q —[0,1]

telle que

N(4) = 1 — I(A)

o A = ¢(A). le complémentaire de A dans (2.

On montre facilement que
1. N®) =0;
N(A n B) = min(N(A), N(B)).

2.3.2.3 Définitions

Soit (); un ensemble de mesures de possibilité (nécessité sur O;:

1. Une assertion possibiliste est une assertion mi qui prend ses valeurs dans

L? = [0, 1] et qui se définit par:

(a) OP, qui comprend les irois opérations sutvantes :

iV, ¢ e Qi gV, ¢ = mazlq, @)
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i Vq, ¢ € Qi g g = min(q}, ¢;);
. Vg € @ clg) =1—gq.

) go : V', & € O; golal, @) = sup{min(g{(v), ¢/(v)) tel que v €
O:};

(c) fo : VL C I? = [0,1] fo(Li) = maz{ltql € Li}.
9. Une assertion possibiliste est une assertion mi qui prend ses valeurs dans
L" = [0, 1] et qui se définit par:
(a) OP, qui comprend les trois opérations suwvantes :
i. Vi, g € Qi g Un ¢ = min(gi, q);
ii. Vqi, ¢ € Qi ¢ Nu ¢} = maz(qi, 47);
ii. Vg € Qi ca(q) = 1-q

(6) gu : Vi @} € Oi gulq, @) = inf{maz(q(v), ¢(v)) tel quev €
O,‘}.’

(C) fn : VLz (o * = [0, 1] fn(Li) = min{l tq[ € L?}

2.3.2.4 Remarques

1. On dit que les assertions mi qui viennent d’étre définies sont possibilistes

car

(a) elles se mettent sous la forme a = Ayplyi = {q'};] et que les ¢ sont

des mesures de possibilités sur O;;

(b) une assertion possibiliste est une mesure de possibilité sur I’ensemble
Q) dont les éléments, considérés comme des mesures de possibilités,

sont munis des opérations O P, idempotentes* sur les Q.

9. La remarque précédente reste valable si nous remplagons partout le terme

possibiliste par nécessitiste.

4. voir annexe
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3. Pour passer de la définition d'un objet possibiliste & celle d’un objet néces-

sitiste, nous pouvons procéder ainsi:
Voo € 0 an(w) = ¢ (") = (g™ (@) = e(w).

avec la derniere égalité qui découle directement de la définition.
Il en résulte que:

an(w) =1 — Nigp 9p(%5 1%)s

ce qui entraine que:

an(w)=1— Jolgp(ai, 7))
= 1 — mazi{gp(g, 7))

e ywdnlgs Tk

2.3.2.5 Exemple

Il s’agit d’un exemple concernant une possibilité physique.
Soit . un ensemble de repas. Nous allons chercher & savoir si ces repas satisfont
4 un régime. Celui-ci est décrit par la consommation en oeufs et sucres.
La variable

y13Q—>Q1:W_>y1(‘-°’)ZQI

donne pour chaque repas la quantité d’oeufs consommés: v! et la possibilité
q q ; p

o i 2 s ol
qi(v;) = mj associée a vj.
Et la variable
Yt = Q1w = Y(w) = @
donne pour chaque repas le nombre de sucres consommés: v? et la possibilité

2 o & 2
@2(vj) associée & vj.

Si le nombre d’oeufs ou de sucres absorbés au cours du repas est connu, nous
lui associons une possibilité égale & 1 ainsi qu’aux nombres inférieurs et 0 aux

autres. (P.ex: si le nombre d’oeufs est 3, nous donnerons une possibilité 1 au fait
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d’en avoir mangé 3, 2 ou 1. Par contre, nous donnerons a4, 5, 6 ... la possibilité 0.)

Un menu de régime peut s'écrire sous la forme d’une asssertion a, = Ajply: =
gi] avec ¢ qui est la possibilité se rapportant au nombre d’oeufs (i=1) et au

nombre de sucres (i = 2) consommables si on désire rester fidéle au régime.

'l y a un doute (P.ex: si le nombre de sucres= {4,5,6}), nous nous rame-
nons au cas précédent par la procédure ci-dessous:
Si on hésite entre plusieurs valeurs D = {v;} pour ce nombre, on remplacera,
par prudence, D par son v; de plus faible possibilité déterminée par le ¢; défini

par le régime.

Afin que a, soit bien une assertion possibiliste, il faut que ¢; soit une mesure

de possibilité sur O;. Ce choix traduit-il bien la connaissance du domaine? OUIL.

En effet,

— ¢;(0;) = 1 car la possibilité de manger un certain nombre d’oeufs ou de

sucres (y compris 0) est égale a 1.

— gi(vy Uy v9) olt 1, v € O; est la plus grande des deux possibilités. (P.ex
si la possibilité de manger un oeuf est de 1 et celle d’en manger dix est de

0, la possibilité d’en manger un ou dix est 1.)

Le calcul de a,(w) se déroule ainsi: si

ap(w) = [y1 = 1] A [y2 = @]
et
w' = [y1 = @] A [y2 = ol

avec les ¢; définis ainsi:
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a1(3) = 0.5 2=(4) = 0.4
qi(j) = 0sij > 35 qaj) = 0sig 23,

et les r;:

r(0) = (1) = r1(2) = 1 ro(0) = r2(1) = m2(2) = 1;
n(j) = 0sij 2 r(j) = 0sij > 3.

On a alors que comme:

9,(qi, 7:) = maz{min(g(v), ri(v)) Vv € 0;:}°

=

1 2
1A, 1

f(1,1)
= maz(l, 1)
= 1

a?(w) = gp(w)(qla Tl) Ap gp(QZ-; T?)
- ~ N /

Il

|

On a, en effet, étant donné que O; = {1, 2,3 ... }:
~ (1) vaut le maximun des valeurs suivantes
— v = 0 min(q:(0), r1(0)) = man(l,1) =1
— v = 1 min(q:(1), ri(1)) = man(1,1) =1

— v = 2 min(q(2), 11(2)) = min(0.5,1) = 0.5

63

On voit qu’il suffit qu'un des minima soit égal a 1 pour que gp(q1, 1) vaille

1

— Méme raisonnement dans le cas (2).

5. Pour chaque v € Oj, on prend la valeur minimale entre ¢;(v) et ri(v). Réitérant cette

comparaison pour chacun des v, on obtient ainsi un ensemble de valeurs dont on prend le

maximun.
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Nous pouvons ensuite calculer a,(w)

an(w) = galq1, 1) An gn(g2, T2)

avec les g; définis par:

] = 0.2;
qQj) =1sij =23 72(3) = 0.6;
72(3)2].Slj>3

On a alors que

an(w) = gnlq, T1) An gnla2, 72)
= A n min{maz(gi(v), ri(v)) v € O;}
= 0.8 Ax 02
= min(0.5, 0.2)
= {J.2.

La nécessité exprime 1’écart entre le bord de r (i.e ses faibles valeurs) et g¢. Ici, il
s’agira des faibles possibilités du repas et celles du régime.
Autrement dit. si le repas a suivi les possibilités du régime, la nécessité est d’au-

tant plus élevée que 'on a mangé ce qui était permis®

2.2.2 Les objets probabilistes
2.3.2.1 Introduction

Dans le cas probabiliste, mesurer dans I’espace des objets symboliques revient
3 étendre les mesures de probabilité & des ensembles d’objets symboliques munis
d’opérateurs d’union et d’intersection adéquats de maniere a retrouver les axiomes

de Kolmogorov (rappelés ci-dessous) sur de tels objets. En d’autres termes, on

6. En fait, la nécessité vaut le minimun du maximun de (1 — gi, r;). On commence donc par
prendre le minimun des deux valeurs 1 — g;(v) et r;(v) pour chaque v. On rassemble ensuite les
valeurs ainsi obtenues et on en prend le maximun. Dans le cas de la nécessité, on s’intéressera
aux faibles valeurs puisque 1’on termine avec la prise d’un minimun. Et, 14 ol ¢; et r;, on choisira

r;. Tandis que si ¢; et 7; sont petits, on sélectionnera la valeur de §;
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doit définir Punion et Pintersection probabilistes de telle sorte que les axiomes
soient vérifids. On doit donc étendre ’axiomatique de Kolmogorov a des ensembles
constitués de mesures de probabilité classiques, notées ¢! munies des opérations
archimédiennes (bien différentes des opérations ensemblistes habituelles). Nous
travaillerons donc avec des objets modaux dont les ¢ sont des lois de probabilité.
La théorie des probabilités modélise plusieurs sortes de connaissances et au moins

les trois suivantes:

1. La chance:
Les origines des probabilités se situent dans les calculs de chances au jeu.
Si on suppose que tous les éléments de {2 ont une probabilité identique de

survenir”, nous aurons la loi simple:

nombre de cas favorables

P(évenement) = , .
( ) nombre de cas possibles
Le calcul de la probabilité d’un évenement quelconque?® se fera par calcul

combinatoire grace a la loi simple ci-dessus.

2. La fréquence:
La probabilité d'un événement est la limite de la fréquence de ce résultat

lorsque que 1'on réitere un grand nombre de fois I'expérience.

7. Exemple: si on jette une piéce, la probabilité d’obtenir pile ou face est égale et vaut 37
8. Exemple: Un comité de 5 personnes doit étre choisi parmi les 6 hommes et les 9 femmes
d’un groupe. Si le choix est le résultat du hasard, quelle est la probabilité que le comité soit

composé de 3 hommes et 5 femmes?
. _ - 15 -
Solution: Admettons que ‘choix dii hasard’ signifie que chacune des " ) combinaisons

possibles a les mémes chances d’apparaitre. La probabilité cherchée sera donc égale a:

() G)
()

Cet exemple est tiré de [13].
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Exemple:

La probabilité d’obtenir pile est donnée par la limite du rapport

nombre de piles

nombre total de jets

lorsque le nombre de jets devient tres important.

3. L’incertitude:
Nous désirons mesurer un degré certitude de l'occurence d’un évenement
ne survenant qu’une seule fois.

Exemple :

(a) Le nom de cette personne est probablement Paul;

(b) La couleur de cet objet est probablement verte.

Dans le premier cas, I'incertitude provient d’un mauvais souvenir et, dans

le second, d'un éclairage insuffisant.

2.3.2.2 Rappel : Axiomes de Kolmogorov

Soit C'(£) une o-algebre d'événements sur {2

Une probabilité p sur (. C(Q)) est une application telle que:
1. p(Q) = 1 ot §) est l'évenement certain;

2. Pour tout ensemble dénombrable d’événements élémentaires e; d’extensions

disjointes A; =] e; |a, on a p(U; Ay) = Zp(Ai).

Les conditions 1 et 2 désignent les axiomes de Kolmogorov.

De cette définition, on tire les propriétés suivantes:

- AC B = P(A) < p(B),
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— p(AU B) = p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A) N p(B);
- p(3oA) < D p(Ai).

Voici la définition exacte des objets probabilistes.

2.3.2.3 Définition

Si chaque @; est un ensemble de mesures de probabilités sur O;:

Une assertion probabiliste est une assertion mi qui prend ces valeurs dans L*" =
[0, 1], elle se définit par:

1. OP,, qui comprend les trois opérations suivantes :
()Y @ € Qi gt Up & = qi + & —aidl
tel que g} ¢ associe & chaque v € O; q (v) ¢(v);

b)Va'. ¢ € Qi a Ny & = adf
tel que qF q¢ associe & chaque v € O; gt (v) ¢ (v);

(c)Vg € Qi clg) =1—¢.
2 o Va2 € Qi guldl, &) =<, @ >= D {qi(v)g(v) v € O:i};

3. for i for(Li) =moyenne des L;
avec L; € L.

2.3.2.4 Remarques

1. gi(v) vaut 1 — ¢; car ¢;(v) est la probabilité de ne pas obtenir v (P.ex: lors

d’un tirage).

2. 11 est possible de montrer que OF,, définit des opérations dites archimé-
diennes® Nous pouvons encore démontrer que les assertions probabilistes
sont des mesures satisfaisant aux axiomes de Kolmogorov sur 2. La seule
condition est que  soit muni des opérations archimédiennes induites des

opérations de OF,, sur les ;. Pour cette raison, nous dénommons parfois

9. voir annexe.



CHAPITRE 2. LES OBJETS SYMBOLIQUES MODAUX 68

les assertions probabilistes probabilités archimédiennes. Ainsi, dans le cadre
symbolique, les probabilités ne sont plus calculées avec les opérations en-
semblistes habituelles mais avec des opérations représentant la sémantique
du domaine. Ceci est assez intuitif: nous ne pouvons unifier des mesures de
probabilité comme nous unifions les parties d’un ensemble classique. No-
tons ainsi que, par exemple, 'idempotence'® n’est pas satisfaite par I'union

archimédienne.

3. Selon la sémantique désirée, d’autres choix pour g, et f,r sont admissibles.
Par exemple:
Définir f,. comme le produit des L; est un choix plus adapté que de prendre
la moyenne dans des problemes d’identification de piéces d’usinage ou d’es-

péces de plantes.

4. En ce qui concerne le choix de U,,, nous pouvons montrer par un contre-
exemple que g¢ U,, ¢; n’est pas une loi de probabilité.
Contre-exemple :
Soit deux pieces de monnaie lancées de maniere indépendante et de lois
de probabilité respectives g}, ¢?, nous avons alors que g; U, gi(v) est la
probabilité que le résultat v (pile ou face) se produise avec I'une ou (non
exclusif) I'autre de ces pieces. D’apres ce que nous avons dit ci-dessus, g sy
¢ = ¢} + ¢ — ¢ ¢} Cette formule n’est pas une mesure de probabilité car
les résultat v =pile et v =face sont compatibles. En effet, ils peuvent se
produire en méme temps, il suffit qu'une des pieces tombe sur le coté face
et I'autre sur le coté pile. Dés lors, la (probabilité de face) est différente de
1 - (probabilté de pile). Ce qui ne respecte pas une des conséquences des

lois de Kolmogorov.

2.3.2.5 Exemple
Soient

— un objet w décrit par sa couleur y;(w) = {rouge, bleu} et sa forme y»(w) =
{rond, plat};

10. voir annexe.
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= [yl = qlla Q?] /\pr [y2 = Q'2]

ou ¢} (rouge) = 0.9; ¢;(bleu) = 0.1;
¢*(rouge) = 0.5; ¢i(bleu) = 0.5;
g2(rond) = 0.2 et go(plat) = 0.8;

Il découle de ces choix que a décrit deux sortes d’objets:

1. souvent rouge et rarement bleu, parfois rond mais généralement plat;

2. rouge ou bleu avec une probabilité égale, parfois rond mais générale-

ment plat.

- W = [y = 11] Apr [Y2 = 73]

ou ri(rouge) = 1; ry(bleu)

ro(rond) = 1 et ry(plat)

Il

0
0.

1l

Nous pouvons, & présent, calculer le degré d’appartenance de w® & I’ensemble des
objets décrits par a.

En utilisant la formule:

C =@ Updi=a+d—ad,

nous obtenons que:

q3(rouge)= 0.9 + 0.5 — 0.9 x 0.5 = 0.95
gi(bleu) = 0.1 4+ 0.5 — 0.1 x 0.5 = 0.55

a(w) = fpr[gpr(qga Tl)v gpr((h: T’l)]
= fpr[(().95 x 1+ 0.55 x U), (0.2 x 14 0.8 % 0)]
= £,[0.95, 0.20]

1
= 510.95 + 0.20]
= 0.575.

0.575 est le degré d’appartenance de w a l’objet mi défini par a. On dit encore

que 0.575 est la probabilité archimédienne que w appartienne a I’extension de a.
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2.2.3 Les objets booléens

70

Bien que les objets booléens ne soient pas 4 proprement parler modaux, on

peut leur associer des objet mi.

Etant donnée une assertion booléenne

on lui fait correspondre I’assertion modale

@ = Nilyi = ai

ol ¢ est une fonction caractéristique de V; C O;.

Les opérations ensemblistes OF, = {Uy, Ny, ¢y} seront:

L. q Uy ¢ = maz(q, g2);
2. q1 Ny @2 = min(qi, @2);
3. alq) =1~ ¢
Les applications de comparaison et d’agrégation seront:
1. g(qss i) =< giy 1 >
2. fulgs(ai 7)) = min{l € L' = {0, 1}}
11 est aisé de démontrer que
ap(w) = 1 <= a(w) = Vrai;

et ap(w) = 0 < a(w) = Fauz.

Remarque

Dans le cas booléen, la seconde définition de I'extension

a = 1.

11. voir paragraphe 1.2.3

1

1 s’applique avec
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2.2.4 Tableau de synthese.

71

Voici un tableau reprenant les choix de OP,, gs et f pour les diverses objets

mi.
Objets Booléens Possibilistes Nécessitistes Probabilistes
ar = Niglyi = i
qi f.caractéristique mesure de poss. mesure de nécess. mesure de proba
71 Us g2 maz (g1, ¢2) maz(q1, 92) min(gi, ¢2) g1+ g2 — 9192
g1 Ne 2 min(q1, g2) min(q1, q2) maz(g1, g2) g1 42
Cq 1—g¢ 1—gq 1-g¢ 1—4¢q
9z (qi, 7i) < qiy Py > sup{min(qi(v), r:(v))} | inf{maz(G(v), ri(v))} < gi, Ti >
fr min max min moyenne

2.3 Propriétés des objets modaux

2.3.1 Propriétés générales

Toutes les propriétés des objets symboliques booléens (et celles de leurs classes

et classsifcations) peuvent étre généralisées aux objets modaux (complétude, al-

finement ...) et ainsi qu’a leurs classes et classifications.

Il est encore possible de généraliser les objets hordes et de synthése booléens a

des objets hordes et de synthese modaux.

2.3.2 Propriétés spécifiques

2.4.2.1 Caractéristique de I’union probabiliste et booléenne.

Définition

AU B > maz(A, B).

On dit qu’une union (A U B) est généralisante si

Application L’union probabiliste et booléenne est généralisante. En effet, puisque:

L qiUp 2= q1 + @ — (1 Q2

et q1(v), @(v) € [0,1]
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2. et que par définition:
@1 Uy g2 = maz(qu, ).

1.4.2.2 Indice de distance

Nous avons déja rencontré un indice de proximité entre OAB. Cet indice est

construit & partir de
1. la fonction de comparaison gy;
2. la fonction d’agrégation fs.
En fait, nous affirmons que:

1. gy est un indice de proximité basé sur une mesure positive appelée Potentiel

de Description d’un événement élémentaire booléen (a ne pas confondre avec

celui du OAB) 2.

9. f, est un indice de proximité basé sur la distance de Minkowski'? qui agrége

les resultat fournis par gs.

2.3.3 Espace dual
2.4.3.1 Introduction

Outre la généralisation de deux objets que I'on avait définie en ces termes:

Définition (rappel) On définit une relation de préordre partiel entre objets

symboliques en disant que:
a; < ay <= [eatension symbolique de a; est contenue dans celle de a,.

Dans ce cas, ay est dit plus général que ay.

12. Nous reviendrons sur ces notions dans la partie 3.

13. Nous reviendrons sur cette notion dans la partie 3.
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Objectif Nous allons maintenant suggérer une autre maniere pour généraliser.
Par le biais de deux théorémes, nous montrerons que ces objets peuvent étre éten-
dus afin d’exprimer des métaconnaissances (connaissances sur les connaissances).
Plus précisément, si nous disons que les ensembles classiques représentent des
connaissances de niveau 0; les probabilités, possibilités, .. des connaissances de
niveau 1 (en fournissant des mesures ‘portant sur des combinaisons algébriques
d’ensembles de niveau 0); ces théorémes affirmeront qu’il existe un niveau 2. A
ce niveau, nous trouverons des mesures sur des combinaisons algébriques d’en-
sembles de niveau 1. Celles-ci satisferont & des propriétés analogues a celles des
probabilités, possibilités ... du niveau 1.

Le niveau 2 contient des sortes de probabilités sur les probabilités, possibilités

sur les possibilités ...

2.4.3.2 Description

Notre but est d’étendre une assertion mia = Aiz[y; = ¢ (ot ¢; dépend du
choix de la sémantique et peut étre une mesure de probabilite, possibilité ...},
5 une assertion mi duale. On la notera «*. Elle sera définie sur les sous-ensembles
de @, qui est I'ensemble des assertions m1 associé a z. Nous donnerons ensuite,
deux théorémes affirmant que ¢* est elle méme une sorte de probabilite, possibi-

lité dépendant de z.
Plus précisément.

solent donnés

- A Cayg;

a} une mesure duale de a; = N [yi = qzj] et
- Qf, I’ensemble des qi tels que a; = Aiglyi = q:],

alors on posera que:

a(A) = f({g(d, {Uedl g € QN
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et, si %, € {Ug, Ny} alors
(A % B) = fol{oe(q, (o} ¢} € QFVTNN).

Cas possibiliste @y est ’ensermnble des assertions possibilistes, on étend leur

espace de défintion (qui était ) sur Gy en transformant
a : = [0,1]

en
ay :ap— [0, 1]

telle que
' &T(GZ) = fp({gp{qga (I?}}i)

ot aj = Aiply: = ¢ et les ¢ sont des mesures de possibilité sur O;. Le théoreme
suivant généralise les axiomes des possibilités a I'espace dual:

Théoreme 1
1) a*(G;p) =1, «(0) =0;

i) a*(A; Up Ag) = maz(a™(As, A2)),

Cas probabiliste = dyp est l’ensemble des assertions probabilistes, on étend

leur espace de définition (qui était ) sur Qpr en transformant
ay - Q — [0, 1]
en

at :alpr'__> [0, 1]
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telle que
aj(az) = fpr({gpr{qz'la q?}}:)

ou

a; = Nigrlyi = ] et les g/ sont des mesures de probabilité sur 0;.
Le théoreme suivant généralise les axiomes de Kolmogorov & ’espace dual:

Théoréme 2
1) a*(Qpr) = 1, a*(0) = 0;

H) CL*(Al Upr Ag) = a*(Al) -+ a*(Az) = G*(Al ﬂpr Az),

2.4.3.3 Autre généralisation grace a ’espace dual

Description Une autre maniére, plus précise, de généraliser plusieurs assertions
day, ... ,an par by, ... by k < n assertions, est obtenue en résolvant le probleme
suivant :
Soit

i) b = Uj.b,

maximiser 1 tel que

W(b) = I, b*(as).

On peut aussi choisir

i1) W(b) = min; b*(a;).

Dans ces deux cas, cela revient a chercher k assertions b; dont ’extension contienne
les ay, ..., a, au seuil le plus élevé possible.

b*(a) atteint sa valeur maximale lorsque les ¢ et les ¢’ sont les plus proches
possible ou si les ¢’ sont plus généraux que les ¢;.

Afin de maximiser les formule i) et iz), on devra maximiser tous les termes b*(a:)-
Il y a cependant une contrainte & satisfaire: b(b;) = 0. En d’autres mots, on

exige qu'il n’y ait pas de redondance entre les b;.
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Adéquation d’un objet symbolique avec un ensemble, par décomposi-
tion de mélanges de lois en lois Soit un ensemble d’assertions symboliques

A = {ay, ..., an}, il s’agit de trouver
b = Pby + ...+ Pb;

ot P; est proportionnel a l’extension de b} dans AMet T; P, = 1 tel que le critere
W (b) = II;*(a;) soit maximun avec des contraintes sur b et (ou) sur les b;. Ces

contraintes permettront d’éviter les solutions triviales.

Dans le cas particulier des assertions probabilistes caractérisées par un seul
événement ' suivant une loi donnée'®, on obtient un probleme dual par rapport
au probleme de probabilité classique en statistique de la décomposition de mé-

langes de lois de probabilité.

Exemple Soit 2, un ensemble de bébés nés dans une commune en 1992.
(Clette commune est représentée par 'événement probabiliste a; = [yi = g;] ou
gi est la densité de probabilité (de loi normale) définie sur 0;. O; est I’ensemble

des poids possibles des bébés a la naissance.

Si I'on associe & un bébé w I'événement w® = [y = r] ol

r: Qi = {0.1} ¢ r(v) = { 1 <= wv est le poids du bébé w

Nous avons alors

0 sinon.

a4 =< g, v >= B{g(v)r(v) v € Oi = G(v)}

ou v est le poids du bébé w.
Un ensemble de communes est une province.
Si
a; = B{g"(v) gi(v) v € Oi}
est “faible’, cela signifie que la commune est excentrée dans la province représen-

tée par af. Par contre, si a;(w) est faible, cela veut dire que le bébé est excentré

14. c’est-a-dire ’ensemble E = {a € A b} > al
15.i.e w® = [y; = 7] avec r qui est une mesure de probabilité.

16. P.ex, r suit une loi normale.
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dans la commune!” décrite par a;.

En probabilité classique de décomposition, un mélange, étant données k com-
munes, consisterait & décomposer la loi de probabilité dans chacune de ces com-
munes. Par opposition, le probleme que nous posons ici se situe & un niveau dual.
En effet, il s’agit ici de décomposer b* qui est une loi sur des lois.

Ainsi, la problématique augmente d’un niveau en passant des données aux connais-
sances sur les lois portant sur les données. Nous passons d’une distribution de
poids & une distribution sur les distributions des poids.

Nous pourrions passer a un niveau supérieur : les pays. Cette fois, il faudra orga-
niser en loi une distribution de distributions de probabilité sur des poids. Si nous
désirons compliquer encore un peu les calculs, nous nous intéresserons aux conti-
nents. A ce stade, nous devrons organiser en loi des distributions de distributions
de distributions de probabilité sur les poids et ainsi de suite pour les niveaux

supérieurs...

17. Un individu est dit excentré quand il décalé par rapport au centre (moyenne) de I’ensemble

des individus de la méme catégorie. On dira encore que ce centre est I'individu moyen parfait.
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Introduction

Dans ce qui va suivre, nous allons comparer I'analyse de données usuelles a
celle des objets symboliques. Nous commencerons par donner quelques propriétés
distinguant les objets de I’analyse de données symboliques de ceux de I'analyse

classique. Ensuite, nous examinerons les quatre types d’analyse de données.
bl
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Chapitre 1

Comparaison : données usuelles,

données symboliques

1.1 Introduction

Maintenant que nous avons précisé ce qu'étaient des objet symboliques, il se-
rait intéressant de les comparer (situer par rapport) aux données (numériques)

de ’analyse de données classique.

Nous allons présenter deux manieres de les distinguer.
La premiére se basera principalement sur des ‘définitions’ et la seconde sur la

description de propriétés.

1.2 Premiére méthode

Un objet (individu) est dit classique (numérique) s'il peut se représenter par
un point de P!,
Sinon, il sera dit symbolique.

Un ensemble de données classiques se présentera donc sous forme d’un tableau

1. BP est considéré comme un espace vectoriel muni des opérations usuelles.
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(n, p) olt p est le nombre de variables? quantitatives (et parfois qualitatives) ser-
vant & décrire les n individus® sur I’ensemble desquels porte 1’analyse.

Les objets symboliques ‘évoquent’ des données plus complexes. Comme nous
I’avons souligné dans la partie 1, ces outils sont bien adaptés pour la repré-
sentation de connaissances et s’écrivent sous forme de conjonctions de propriétés
décrites a 'aide de variables de I’analyse classique.

Il découle de ceci que I’analyse de données classiques traite (déja depuis long-

temps) des objets symboliques particuliers.

1.3 Seconde méthode

Nous nous proposons de différencier les objets symboliques des données clas-
siques au moyen de propriétés des objets symboliques. Nous les classerons selon

deux points de vue: la description et la manipulation.

1.3.1 Niveau de la description
Valuation des variables

Dans le cas des objets symboliques, chaque variable peut prendre des valeurs
multiples pour un méme objet symbolique afin de représenter soit des classes
définies en intension (exprimant ainsi de la variation parmi les membres de ces
classes), soit un individu (dénotant du doute & propros de celui-ci).

Ainsi, par exemple, [couleur = {rouz, brun}] exprimera que la couleur d'un
chien pourra étre rousse ou brune et [température = [38, 39]] signifiera qu’un
chien posséde une température comprise entre 38§ et 39 degrés.

Par contre, un objet classique ne prend qu’une seule valeur pour chacune des
variables servant a le décrire.

De facon équivalente, nous dirons que les objets symboliques sont définis en in-

tension plutét qu'en extension. Ce sont des objets qui unifient® contrairement

2. Les valeurs prises par chacune des variables sur ’ensemble des individus est un vecteur
colonne(n, 1).
3. Un individu est représenté par un vecteur ligne (1, p).

4. Ainsi, un méme objet désignera parfois plusieurs individus.
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aux objets de ’analyse de données classique qui caractérisent un seul individu a

la fois.

Voici deux exemples pour aider a la compréhension.

— Nous parlerons des habitudes des clients de mon épicerie a la place de décrire

les marottes d’un seul client bien précis.

— Nous décrirons toute une collection de portraits au lieu d’étudier unique-

ment la Joconde.

Liens logiques et liens entre individus

— 1l sera possible de traduire des liens entre les valeurs prises par les descrip-
teurs. En d’autres termes, si des implications logiques existent entre V; et
V;, elles pourront apparaitre dans I’expression de 'objet symbolique utilisé.
Par exemple, il se produit que certains descripteurs n’aient aucun sens si

d’autres en ont.

— Au moyen des objets hordes, des liens connus entre plusieurs individus

pourront s’exprimer dans un seul objet.

1.3.2 Manipulation

En utilisant des opérations d'union, d’intersection et de complémentation par-
ticulieres. les objets modaux permettent de prendre en compte des informations
sur le domaine d’application.

Ceci permettra, par exemple, d’éviter de généraliser un chien qui mange des ham-
burgers et du pain et un chien qui mange du jambon et du pain par un chien qui
mange du pain. Nous généraliserons plutdt par un chien qui mange de la viande

et du pain.
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Chapitre 2

Les différents types d’analyse de

données

Nous pouvons citer quatre types. Les frontieres entre ceux-ci ne sont cepen-

dant pas clairement définies.
2.1 Analyse de données classiques
Nous traitons des données quantitatives et qualitatives par des méthodes nu-

mériques utilisant 1'algébre linéaire et les outils statistiques usuels.

2.2 Analyse numérique de données symboliques

2.2.1 Principe

Une mesure est introduite sur les valeurs prises par les variables. La théorie

des probabilités et celle de la mesure deviennent alors utilisables.

2.2.2 Exemple

Utilisation des distances entre objets pour faire une classification ou encore

une analyse en composantes principales.
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2.2.3 Inconvénients

Comment tenir compte des connaissances supplémentaires (méthodes, pro-

priétés, sémantiques ...)7

2.3 Analyse symbolique de données classiques

2.3.1 Principe

Les tableaux de l’analyse de données classiques sont traités par I’approche
symbolique. Ainsi, on utilise sur ces données des notions telles I'extension, la
_généralisation ...

11 se peut encore que nous ne I’employons pas directement I'approche symbolique
sur les données initiales mais que nous commencions d’abord par leur appliquer
une méthode classique de I’analyse des données (ce qui est le cas dans 'exemple

qui suit).

2.3.2 Exemple

Extraire les variables les plus explicatives d'un axe factoriel et les deux classes
d’individus les plus contributifs a chaque extrémité de 1'axe.
Coonsidérer I'ensemble des objets symboliques associés a ces variables.
Déterminer dans cet ensemble des objets symboliques complets et d’effritement
minimun qui soient caractéristiques a chacune des classes.
Trouver les objets (toujours dans cet ensemble) de meilleure stabilité qui mini-

misent le recouvrement de la partition associée a ces classes.

2.4 Analyse symbolique des données symboliques

2.4.1 Principe

[ approche symbolique est usitée pour étudier des données qui le sont aussi.
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2.4.2 Exemple

Soient S un ensemble d’objets symboliques et S; C 5,
on demande de déterminer une partition de S; qui maximise la stabilité et mi-
nimise le recouvrement. On désire aussi une hiérarchie de classes stables et de
meilleure héritance ainsi que des assertions d’effritement minimun permettant de

recouvrir chaque classe.

2.4.3 Remarques

En réalité, il serait idéal de pouvoir utiliser les objets symboliques en entrée
comme en sortie des opérations ce qui permettrait de perdre le moins d’informa-
tions possible.

Cette perte est généralement causée par des modélisations ou codages arbitraires.
Par exemple, pour représenter ’ensemble des valeurs contenues dans un intervalle,
on choisit habituellement d’en prendre la moyenne et la variance.

De plus, les résultats exprimés sous forme symbolique ont un tres grand pouvoir
explicatif par eux-mémes (leur interprétation est assez facile). Les objets symbo-
liques utilisés tant en entrée qu’en sortie constituent les éléments de I'analyse des

données symboliques.

Tableau récapitulatif des quatres approches.

Données classiques symboliques
Analyse numérique 1 2
Analyse symbolique 3 4
‘Perspectives’

L’objectif de ces descriptions était de souligner que les techniques classiques
(PACP et les méthodes de classification) utilisées sur des objets symboliques dans
la partie 4 constitueront un exemple d’analyse de type 2.

Avant d’en arriver 13, il nous semble utile de rappeler les définitions de ces outils
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de I’analyse classique et de les illustrer au moyen de quelques exemples.

Ce sera ’objectif de la partie suivante.
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Introduction

Nous allons rappeler quelques techniques employées en analyse de données
classique.
Nous commencerons par la description globale de deux modeéles de classifica-
tion hiérarchique agglomérative. Ensuite, nous exposerons les grands principes
de ’Analyse en Composantes Principales (ACP). Ces techniques nécessitent la
définition d’une distance.
L’étape suivante (partie 3) sera la construction d’une distance sur les objets sym-

boliques (booléens) afin de pouvoir leur appliquer ces méthodes
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Chapitre 1

Méthodes de classification

1.1 Introduction

1.1.1 Probléme posé

Le probleme posé est de répartir une population donnée d’individus ou d’ob-
jets, décrite par un ensemble de caractéristiques (variables), en un nombre op-
timal de groupes homogenes. Ces groupes seront désignés par le terme classes.
Les membres de chaque classe ont en commun certaines caractéristiques qui les

distinguent des membres des autres classes.

Exemples

Voici quelques exemples de classes que 'on peut retrouver dans différentes

disciplines

— Psychologie :

classe des psychopathes;

classe des psychotiques;

|

classe des névroseés;

— etc ...
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— Zoologie

— classe des vertébrés;

— classe des invertébrés.

1.1.2 Utilité

Cette répartition en classes rend réalisable une synthese de I’information
contenue dans les données. De plus, I’appartenance d'un individu a une de ces

classes permet d’en préciser les caractéristiques, d’en prévoir le comportement ...

Exemples

~ Géologie :

classification d’un ensemble d’échantillons de roches dans le but de les dater;

— Enseignement :

classification des éleves afin de prédire leurs chances de réussite;

— Banques :
classification des différents types de clients pour savoir lesquels ont la plus

grande prédisposition a honorer leur prét.

1.1.3 Caractéristiques générales

1. But. Simplifier une réalité complexe par la constitution de groupes d’objets

ou d’individus semblables.

]

. Inexistence d’a priori. Il n’existe pas de classification & priori. Les classes

sont inconnues ainsi que leur nombre et effectif.

3. Attributs. Chaque objet ou individu est caractérisé par un ensemble de

variables ou attributs mesurables.

4. Structure. L’analyse des données essaie de rendre explicite la structure
interne des données avec le maximun d’objectivité et le minimun d’hypo-
theses. Il ne pourra pas y avoir d’hypothese privilégiant une variable aux

dépens des autres.
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5. Simplification. La structure mise a jour devrait permettre de formu-
ler des hypotheéses propres & simplifier une tache répétitive (ex: grands
groupes, grands échantillons, ...), & améliorer P'efficacité d’une action en-
treprise (exemples: statistique sur le nombre de réussites universitaires,

statistique sur la datation de roches, ...).

1.1.4 Etapes de la classification

1. Collecte des données sous forme d'une matrice reprenant les individus dé-

crits par des variables;

Tyl L1z .. .. Tip
g1 1722 e e Top
B TG ree wrs Drip
avec les lignes z; 1 = 1,2, ..., n désignant les individus et
les colonnes ¢ ; § = 1,2, ..., p désignant les variables (attributs).

o

Calcul de la proximité entre ces individus et construction d’une matrice de

proximité;
3. Constitution des groupes au moyen de la méthode sélectionnée;
4. Interprétation des résultats et description des groupes:

5. Validation des résultats: nous examinons les propriétés et qualités de la

classification obtenue (ex: tester la stabilité).

1.1.5 ‘Perspectives’

Les méthodes de classification étant assez nombreuses, nous nous pencherons
uniquement sur le cas des techniques dites hiérarchiques agglomératives et en
particulier la méthode du voisin le plus proche et celle du plus éloigné. Ce choix
se justifie par le fait que nous les appliquerons sur les objets symboliques booléens

dans la partie 3.
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1.2 Classification hiérarchique agglomérative

1.2.1 Description générale

On part du principe suivant :
Soit un ensemble B comprenant N éléments (ou classes).
A chaque étape de la classification, nous regrouperons les deux classes les plus
proches.

Ainsi, nous aurons:

N classes & P’étape 0 (chaque classe constituée d’un seul individu);

N-1 classes a I’étape 1;

1 classe (B tout entier) a I’étape N-1.

Etant donné qu’il existe plusieurs notions de proximité, nous utiliserons diffé-
rentes procédures. Parmi ces techniques, nous trouvons celle du voisin le plus
proche, du voisin le plus éloigné, du centroide, de Ward, ... Nous étudierons
plus en détail les deux premieres. Nous rappelerons les distances utilisées pour

quelques-unes des autres.

1.2.2 Voisin le plus proche
1.2.2.1 Distance
Soient les classes Cy, C;, la distance interclasse du Voisin le plus proche sera
de,,c, =mind(z,y) = € Ciy € G

ol d(z, y) est une distance (exemple: distance euclidienne, distance définie par

la norme infinie, ...).
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Ci C,

1

Distance interclasse du voisin le plus proche.

La distance (entr