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Résumé

En physique atmosphérique, géodésique de plasma, des mesures multi-points sont nécessaires.
Ces mesures simultanées peuvent étre effectuées en plagant les capteurs sur des satellites différents.
Dans le but de minimiser la consommation de fuel, il a été imaginé de relier ces satellites ad-
joints disposant de capteurs a un méme satellite (et non entre eux) au moyen de cébles. La
possibilité d’enchevétrement de cables est évidement présente, augmentant le risque de colli-
sions et la complexité du déploiement d’un tel systéme. Ce mémoire a pour but de modéliser
théoriquement le mouvement de ces satellites, d’en étudier ’équilibre, la stabilité ainsi que les
risques d’enchevétrement. Une présentation théorique et numérique du mouvement des satellites

le long des courbes de Lissajous est également proposée.

Mots-clés : satellites multi-cablé, courbes de Lissajous, mécanique céleste, dynamique céleste,

systeme dynamique

Abstract

In atmospheric physics, plasma geodesics, multi-point measurements are needed. These simul-
taneous measurements can be performed by placing the sensors on different satellites. In order
to minimize the consumption of fuel, it has been imagined to connect these auxiliary satellites
with sensors to the same satellite (and not to each other) by means of cables. The possibility of
entanglement of cables is obviously present, increasing the risk of collisions and the complexity
of the deployment of such a system. This master’s thesis aims at theoretically modeling the mo-
tion of these satellites, to study the interesting equilibrium, the stability as well as the risks of
entanglement. A theoretical and numerical presentation of the dynamics of the satellites along

the curves of Lissajous is also proposed.

Key-words : multi-tethered satellite, Lissajous curves, celestial mechanics, celestial dynamics,

dynamical system
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Introduction

Ce travail se penche sur la formation du satellite multi-cablé en trois dimensions avec les
satellites adjoints en mouvement le long des courbes de Lissajous. Dans le cadre d’étude en phy-
sique atmosphérique, géodésique de plasma, des mesures multi-points sont nécessaires. Encore
plus dans le cadre de 'interférométrie spatiale, des mesures simultanées peuvent étre effectuées
a ’aide d’un ensemble de sondes connectées par des attaches alignées le long de la verticale
locale. C’est afin de répondre a ce besoin que les satellites multi-cablés ont été introduits. En
effet, c’est parce que les différents capteurs doivent étre a des endroits différents et assez éloignés
les uns des autres, que 'idée de les placer sur des satellites différents est apparue. Dans le but
de minimiser la consommation de fuel, il a été imaginé de relier ces satellites disposant de cap-
teurs & un méme satellite dit ”corps principal” (et non entre eux) au moyen de cables. Aussi,
cela simplifierait les stratégies de controle et atténuerait la nécessité d’une grande quantité de
propulseurs actuellement requise par le systeme de controle d’un engin spatial séparé. De plus,
le vol de satellites multiples réduit le risque d’échec d’une mission entiere si un systeme ou un
instrument tombe en panne. La rotation et la force gravitationnelle ne suffisant pas, les satellites
adjoints sont tout de méme équipés de moteurs a faible poussée afin de garder les liens tendus
entre les satellites. Ils permettent de stabiliser la dynamique souhaitée du systéme. Ce modele,
comportant un bon nombre d’avantages, présente tout de méme certains désavantages, a savoir
que les cables peuvent s’entreméler ou se détendre, augmentant le risque de collisions mais aussi
que la complexité pour déployer un tel systeme de satellites n’est pas des moindres. Cependant,

ce systeme est, en ce moment, en développement pour un décollage attendu d’ici quelques années.

C’est en 1983 que Bekey [3] a, pour la premiere fois, discuté du satellite multi-cablé en
proposant une configuration en double pyramide. A partir de cet article, la dynamique du sa-
tellite multi-cablée a été intensivement étudiée. Pour obtenir un tel systeme, il est nécessaire
de déployer plusieurs attaches a partir du satellite principal jusqu’aux extrémités des satellites
adjoints. En 2008, Pizarro-Chong et Misra [6] désirent spécifier de maniére plus détaillée la
dynamique de ce systéme en introduisant le comportement dit ”hub-and-spoke” *. Ils étudient,
tout d’abord, les formations planes appelées ”centre et rayon” qui comprennent le corps princi-

pal situé au centre de la formation & partir duquel les attaches des cébles (rayons) ont chacune

1. traduction introuvable mais cependant proche de ”en étoile”



un satellite adjoint a leur extrémité. Un tel comportement dans différents environnements dyna-
miques est envisagé pour une orbite circulaire par Avanzini et Fedi [2] en 2014 et pour une orbite
elliptique par ces deux mémes auteurs un an plus tard. Le cas de l'orbite de halo (désignant
une trajectoire orbitale périodique qu’un objet céleste parcourt sans propulsion en un point de
Lagrange) est proposé par Zhao et Cai [10] en 2008. Enfin, Wong et Misra [8], en 2008, ont

étudié 'environnement dynamique proche des points de Lagrange.

Une nouvelle approche d’un systeme céleste peut étre étudiée en détail et sera ’objet de ce
travail. Le premier chapitre se penchera, d’une part sur la modélisation du satellite multi-cablé en
trois dimensions en suivant I'article ” Clohessy, W.H., Wiltshire, R.S., Terminal guidance system
for satellite rendez-vous” [5], afin d’en déduire les équations du mouvement. Ensuite celles-ci
seront appliquée a notre systeme décrit dans ’article de référence ” Yarotsky, D., Sidorenko,
V., Pritykin, D., Three-dimensional multi-tethered satellite formation with the elements moving
along Lissajous curves”[9]. D’autre part, les équilibres de cet ensemble d’objets célestes seront
envisagés. Le deuxieme chapitre présentera une linéarisation du systeme modélisé. Le troisieme
chapitre se penchera sur le découplage et le stabilité du systeme d’équations du mouvement
autour de I’équilibre obtenu dans le deuxieme chapitre. Le quatrieme chapitre proposera une
étude approfondie du mouvement des satellites adjoints le long des courbes de Lissajous. Tout
d’abord en décrivant les formations balancées évitant les collisions, ensuite en introduisant la
notion d’enchevétrement des cables. La notion de perturbation sera aussi brievement abordée.
Les figures présentées dans le cadre de ce mémoire ont été inspirées de celles des articles [5] et

[9] et ont été toutes réalisées au moyen du logiciel KEYNOTE dans sa version 7.0.5.



Chapitre 1

Modélisation

Sommaire

1.1 Calculdes accélérations. . . . . . . . ... i i i 8
1.1.1  Accélération relative . . . . . . . .. .. 10
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1.1.3  Accélération d’entrainement . . . . . . . . ... L. 11
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1.3 Equations du mouvement du systeme du satellite multi-cablé en
orbite autour dela Terre . . . . . . . . . . . o 0 oo 17
1.3.1 Modification du centre du repere . . . . . . ... ... 18
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1.4 Modele usuel viscoélastique de la tension . . . .. ... ... ..... 21
1.5 Equilibre dusystéme . . . . .. ... it 22
1.6 Valeur critique du coefficient d’élasticité ducable . . . . .. ... .. 25

Dans ce premier chapitre, la modélisation complete du systeme de satellites multi-cablé est
détaillée. Plusieurs outils de la mécanique classique peuvent étre utilisés. Pour le cas simplifié
du systeme de satellite ”dumbbell” composé de deux corps, une approche Lagrangienne est
privilégiée (voir Annexe A et B). Pour le cas du systéme de satellites multi-cablé, nous partons
des équations du mouvement d’'une masse en orbite autour de la Terre au moyen de la seconde
loi de Newton, décrites dans I'article [5]. Nous généralisons ensuite ces équations au mouvement
d’un corps principal relié a N satellites adjoints en orbite autour de la Terre. Nous retrouvons
alors les équations du systeme de satellite multi-cablé décrit dans l'article de référence [9] en
appliquant deux modifications : le centre du repere mobile devient le centre de masse du satellite
principal et des satellites adjoints et I’ordre des axes ainsi que leur sens sont modifiés. Pour finir,
nous détaillons le modele usuel viscoélastique de la tension totale, nous décrivons et calculons
les équilibres du systeme et établissons une valeur critique pour le cable d’extensibilité reliant

les satellites adjoints.



1.1 Calcul des accélérations

Dans cette section, nous détaillons les équations du mouvement d’une masse en orbite
autour de la Terre au moyen de la seconde loi de Newton, décrites dans article [5]. Soit
RS = {T,e,e3,e3} le repere inertiel, ot T' correspond au centre de la Terre. Le plan orbi-
tal dans lequel se déplace le satellite principal noté C correspond au plan e, es. Cette masse
est associée a un repere mobile Ré = {C,E},E, f?} placé au centre du satellite C' et a une
distance ||r¢|| du point T' (voir FIGURE 1.1). Le vecteur noté r¢ relie le centre de la Terre T'
au satellite C' et est orienté dans la direction de E Remarquons sur la FIGURE 1.1 que le plan

- —_— —> . 2’ .
f1, fo correspond au plan e, eq, ce qui permet de déduire que
—
—
e3 = f3.

Le demi-grand axe peut également s’exprimer comme a = ||7¢||. Le point C' se déplace selon
. . . . . 7 N e . 7’

une orbite circulaire autour de la Terre, dans la direction opposée a fi; avec une vitesse notée

— N . o . , N

vo et une vitesse angulaire wy. Le vecteur de rotation instantanée du repere Ré par rapport au

N e 7 — — 7 s
repere RY est alors donné par W = wpez = wp f3 ol

GmT
lre )1

wo —

FIGURE 1.1 — Repere fixe et repere mobile du satellite principal C'



FIGURE 1.2 — Moment cinétique

Le moment cinétique est dans la direction du vecteur es. Rappelons que le moment cinétique

classique est défini par

l

=m7r XU, (1.1)

le mouvement est représenté par un cercle & la FIGURE 1.2. Les vecteurs position 7 et vitesse

—> A ’ 7 BN .
v peuvent alors étre décomposés de la maniere suivante

7 = rlcos(wot)er + sin(wot)es ]

U = wor|[—sin(wot)er + cos(wot)es]

oll wg > 0 est la vitesse angulaire et 7 est le vecteur position de norme 7. Nous obtenons alors

que le moment cinétique est donné par

I =

=l

X

sl =

m
m

€

oT
~—~
>0

I1 en ressort alors que ! est dans la direction du vecteur es.

— —
Exprimons les composantes f1 et fo du repere mobile dans le repere fixe comme

—

fi = —sin(wot)er + cos(wot)és

fr = cos(wot)er + sin(wot)es .



.,
Pour le vecteur fs, rappelons-nous que celui-ci vérifie, dans un repere droitier, que

Décomposons le vecteur TC dans la base mobile et remarquons que
¢ = 7o
= rofs. (1.2)

Afin de modéliser les équations du mouvement de n’importe quelle masse m, prenons un
ensemble de coordonnées x1, x2, x3 dans le repere mobile Ré. Dans les sous-sections suivantes,
nous calculons I'accélération absolue composée des accélérations relatives, de Coriolis et d’en-

trainement,
aq = a; +ac +ac. (1.3)

1.1.1 Accélération relative

L’accélération relative représente ’accélération de la masse m dans le repere mobile Ré. Si

nous notons la position relative comme étant
N — — —
T = x1f1 +x2fo +23f3, (1.4)
alors la vitesse relative, dérivée de la position relative, s’exprime comme
— Rras . rad . -
v =21 f1 +Zafe +23f5.
L’accélération relative est alors la dérivée de la vitesse relative et s’écrit

— ..-> u-> u->
a, = 31f1 + Tofo + T3f3.

1.1.2 Accélération de Coriolis

L’accélération de Coriolis est un terme qui intervient lorsque ’on étudie un mouvement dans

le repere mobile Ré en rotation autour d'un repere fixe R%. Sa forme vectorielle est donnée par

— —
a: = 2WwW X v,

= —2woZ2f1 + 2woT1f2.

10



1.1.3 Accélération d’entrainement

L’accélération d’entrainement est ’accélération qu’aurait la masse C' si elle était fixe dans

Ré. Sa forme vectorielle est donnée par

_, &PTC de
Qe = F"‘ﬁx'f}‘i‘wx(w XTT).
Intéressons-nous, tout d’abord, au premier terme ng;QC de l'accélération d’entrainement. Ce

terme correspond a la cinématique de TC et dépend donc de la vitesse angulaire wg. Formelle-

ment, en partant de (1.2), nous obtenons que

E2TC  E(rof)
dt> dt>
dt? -

En utilisant (?7), il est alors facile de voir que

2TC d

o oo ( — wp sin(wot)er + wo cos(wot)e_g’)

—

= TC( — wi cos(wot)er — wi sin(wot)eg>

2 e
= —worcfz-
—
Ensuite, étudions le deuxiéme terme %} x 7, de l'accélération d’entrainement. Remarquons
que laccélération angulaire & = wpes est constante au cours du temps. Nous avons donc que
- —
dd—“; = 0. Le deuxiéme terme de I'accélération d’entrainement se simplifie donc, comme
s, =
— x7r, =0.
dt

Pour finir, étudions le troisi¢tme terme o x (W x r,7) de 'accélération d’entrainement, le terme

centripete, en remarquant que
— — — 2 s 2 s
wx(Wxr) = —wjr1fi —wjzrafa.
L’expression de I'accélération d’entrainement est alors de la forme suivante

2. 7 2 . 7 2 . 7
Qe = —worcfz —w0$1f1 —wo$2f2

— —
= —wiz1fi — (Wfre + wiz2) fo.

11



I1 suffit alors d’additionner les trois accélérations afin d’obtenir 'accélération absolue définie en
(1.3)

g = a +ac+ae
(21 — 2wor2 — wim1) fi + (22 + 2wort — Wire — wixs) fo + 23 f3. (1.5)

1.2 Calcul des forces

A présent, considérons la formation du satellite multi-cablé composé de N 4+ 1 corps. Les

N satellites adjoints sont notés S; et ont une masse m; pour tout ¢ = 1,... N. Ils sont reliés
au satellite dit ”corps principal”, noté C, de masse m¢ par des cables d’extensibilité similaires

et dont la masse sera négligée (voir FIGURE 1.3). Afin de décrire les équations du mouvement,

utilisons la deuxieme loi de Newton
Fr (1.6)

FIGURE 1.3 — Repere fixe et repére mobile du satellite principal C' et des satellites adjoints S;,

pour tout ¢ =1,...3

12



—
oll a, est Paccélération absolue dans le repere fixe RS et Fr la résultante des forces agissant

sur m. Pour chaque satellite S; de masse m;, nous avons alors que

.
miaa; = FRy;

= mia‘m = FTJ' + ?Z‘, (17)

ot F T, est la force d’attraction gravitationnelle de la Terre appliquée sur le satellite S; et ?Z
la force de tension entre le satellite S; et le satellite principal C. A présent, supposons que tous

les satellites adjoints S; ont la méme masse, notée m = m,.

Ensuite, repartons de la seconde loi de Newton énoncée en (1.7) dans le repére mobile Ré

et remplagons l'accélération absolue par son expression donnée en (1.5). Nous obtenons que

— —

Fri+T = m [(35'1 — 2wz — wiar) fi + (3 + 2wt — wire — wiws) fa + 953f3} (1.8)

)

ol nous omettons, pour l'instant, I'indice ¢ du satellite .S; sur =1, z9 et x3.
Développons, a présent, I’équation (1.8) afin d’en extraire les équations du mouvement. Pour

ce faire, rappelons que la force gravitationnelle est définie comme
Fr; = —GmMi. (1.9)
’ I755|*
Décomposons le vecteur TS ; dans le repere mobile Ré comme
TS, =TC+CS;. (1.10)
En utilisant 1’expression de TC donnée en (1.2), en identifiant cs ; comme étant la position

relative 7, et en utilisant son expression donnée en (1.4), remarquons que

—

TS; = rcfe+xifi +xafs +a3f3,

ol nous omettons, & nouveau, l'indice 7 du satellite S; sur z1, 9 et 3 pour l'instant .

La norme de ce vecteur est donnée par

D=

HT:S’:H = (x% + (x2 + rc)2 + x%) (1.11)

A présent, afin de simplifier les équations du mouvement, rappelons que la distance entre le
satellite principal et la Terre est bien plus grande que la distance entre le satellite principal et
les satellites adjoints. Cette hypothese est pleine de bon sens car le systeme du satellite multi-

cablé est envoyé suffisamment loin et les cables sont beaucoup plus courts que la distance du

13



”corps principal” a la Terre. Par rapport a notre modele, nous pouvons donc remarquer que

les coordonnées x1, x2, 3 de la position des satellites adjoints par rapport au satellite principal
sont petits par rapport a ro. Les rapports f—c{, f—; et f—é sont alors de l'ordre O(e).

Décomposons la force gravitationnelle 1? T,; du satellite S; selon les trois composantes x1, x2

et x3 dans le repére mobile R~ de la maniére suivante

Fri=Fri),, fi + (Fri),, f2 + (Fri),, fs.

Ré-exprimons (1.9) selon la premiére composante z, en utilisant (1.11) afin d’en simplifier 1’ex-

pression. Nous obtenons alors que

T

1y |OM|P?
- (Fr,i),, oM x1 .
m (23 + (w2 +10)? + a3)>

A présent, utilisons I’hypothese énoncée précédemment afin d’obtenir une simplification de la

force (Fr,),,. Pour cela, réalisons I'Hocus-Pocus suivant

Fr, 3 .
iy oy o g CC (1.12)
m (23 + (w2 +re)?+a)? "CTC
1
ro 1
¥+ (2 +710)? +23\2 C
2,

, T . . , .
Remarquons que le numérateur — est de 'ordre O(¢). Intéressons-nous, ensuite, au dénominateur :
rc

3
(a:% + 23 + r¢ + 2z9rC —i—x%)Q

3
(x% + (22 4 rc)? +x§) 2
2 = 2
rc rc
2 2 3
T T 2r9 x5\ ?
= <1+21+22++§’>
¢ T Tc 7o
N N N ; ;. % -T% .%'% 2 2x9
Grace a I'hypothese énoncée ci-dessus, —-, — et — sont d’ordre O(e”) et —= d’ordre O(e).
e e TE ro

Prenons uniquement en compte les termes d’ordre O(e). La force gravitationnelle F T, s’écrit

14



alors

Fr, 1
7( T’l)zl ~ —GMET+O(€2)
m ro T‘C
GM
= — x
3
= —wix. (1.13)

Ce raisonnement est similaire pour la composante en x3, nous obtenons donc que

(Fr,)
T‘”‘?’ = —wixs. (1.14)

Pour finir, intéressons-nous a la composante s, qui présente une expression légérement différente.
En effet, ré-exprimons (1.9) selon la deuxiéme composante x3, en utilisant (1.11) afin d’en sim-

plifier son expression. Cela nous amene a

(FT,i)m _ oM (xz + 7‘0)

5
m (m% + (z2+1rc)? + ar%) 2

Réalisons le méme Hocus Pocus qu’en (1.13), ainsi que la méme simplification d’ordre et obte-

nons que
2
Friley _ ooy ro 1
- = - ey
m <x%+(x2+rc)2+x§>2 el
7“2
C
2
= —GM e

‘ww

1
3 2
z?  x3  2xy  x3\2 "C
14222, 58

e ré e TE

En ne prenant en compte que les termes d’ordre O(e), la force gravitationnelle s’écrit sous la

forme suivante

B GM 32
Fridey | _ . <“+1—x2>+0(62)
m T'C rc 2 rc
>~ —wjrs — wirc + 3w, (1.15)
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Afin de connaitre les équations du mouvement, repartons de ’expression (1.8),

( .
ﬂ,xl (FTﬂ)a:l .. . 2
+ = I — 2wox2 — W1
m m
T; (Fr,i) . .
2 + 2 = To + 2woT1 — w%xz — UJ(Q)’I“C )
m m
T; (Fr;) .
by x3 &3
\ m m

et remplacons l'expression de (Fr;), , (Fri),, et (Fr;),, par (1.13), (1.14) et (1.15),

¢ T
Eis = l'"l — 20)01:2
m
T; .. .
D2 = gy + 2wpT] — 3wy - (1.16)
m
T; .
2 = @+ whes
\ m

Nous obtenons les mémes équations que dans Uarticle [5] page 657. Afin d’étre vraiment précis,

nous écrivons

S

1,T1

= T1; — 2wol2,;

S 3

1,22

= o, + 2wod1; — 3wWiTe, - (1.17)

= 3

»L3

s 2
= X3, tWiTs3,

3

Dans la section suivante nous allons adapter ces équations a notre article de référence [9] en

introduisant la notion de satellites adjoints.
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1.3 Equations du mouvement du systeme du satellite multi-

cablé en orbite autour de la Terre

A présent, appliquons les équations du mouvement du systeme développées précédemment
a larticle de référence [9)].
Pour cela, introduisons tout d’abord un référentiel vertical et horizontal localement V H L défini

par le repere RY, = {0, 91, 92,93} (voir FIGURE 1.4) constitué des trois vecteurs

- g1, tangent au mouvement orbital et est dans la direction du mouvement du centre de

masse du systeme, de vecteur unitaire,
- g2, orienté dans la direction de la normale au plan orbital,
- g3, orienté dans la direction de la Terre.

Reprenons également ’hypotheése que tous les satellites adjoints S; ont la méme masse, notée
m = m,;. Afin d’appliquer les équations du mouvement (1.16) & ce nouveau repere, il est impor-
tant de remarquer que deux changements sont nécessaires. Le premier correspond a modifier
le centre du repere mobile qui devient le centre de masse du satellite principal et des satellites
adjoints et le deuxieme nécessite de modifier I'ordre des axes ainsi que leur sens (voir FIGURE
1.5).

FIGURE 1.4 — Formation du systeme du satellite multi-cablé dans le systeme de référence V H L
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1.3.1 Modification du centre du repere

Il est tout d’abord important de modifier le centre du repere mobile Ré afin qu’il devienne le
centre de masse du systeme du satellite multi-cablé. Pour ce faire, nous notons le nouveau repere

Ré = {0, f1, f2, f3}. Repartons de la seconde loi de Newton appliquée au satellite principal et

aux satellites adjoints. Vi =1,..., N,
s TC - __ga TS,
meac = —Gmemr———, ma; = —Gmmp———.
|rc|? ' 17551

Notons 7o = TO et partons de I’équation du centre de masse

N
S mi; + meic = Mg, (118)
i=1

ou M = Nm + m¢ est la masse totale du sytéeme du satellite multi-cablés. Prenons alors la

dérivée seconde de I’équation du centre de masse et obtenons que

N

> mi +meic = Mro. (1.19)

i=1
En gardant pour hypothese que la distance entre le satellite principal et la Terre est bien plus
grande que la distance entre le satellite principal et les satellites adjoints, nous remarquons
qu’a l'ordre de troncature des équations du mouvement la distance entre la Terre et le satellite

principal C est quasiment la méme que celle entre la Terre et un satellite S;, ce qui peut étre

vu comme
TS| ~ | TC]- (1.20)
—
f2
—).
92
. Changement
—
C f1 ? g1 O
de repere
fs
3 —
93

Fi1GURE 1.5 — Changement de repere
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Enfin, repartons de I’équation (1.19)

N — —

. TS - TC

Mro = m| -Gmr—"— | + me | - Gmpr——
© Z ( THTSiH?’) C( THTC||3>

N — —

TS, TC

= —Gmp | m — +me—=
T( 2 IT5,? ||Tcu3>

=1

N — —

TS; TC

~ —Gmp | m —— + M ——
azo) ( 2 jzcp CIITC|!3>

=1

—GmT
1ro|?

12

Nous avons donc que

LN N —GWLT*>

17O

<
Q

Nous concluons alors qu’a l'ordre de troncature des équations du mouvement, 1’équation du
point O est similaire a celle du point C, tant la distance entre la Terre et le systeme du satellite
multi-cablé est grande par rapport a la distance entre le satellite principal et le centre de masse

du systeme.

1.3.2 Modification de ’ordre et du sens des axes

Il est évident qu'un changement de repere est nécessaire afin que les axes fi, fo et fs
respectent 'orientation des axes g1, g2 et g3. Les modifications & apporter peuvent étre vues

comme le changement de base

idgs : (R*,RL) — (R®, RY) (1.21)
avec .
g = —h
2 = —f3
g3 = —f

Afin de vérifier que ce changement de repere conserve les propriétés d’une base orthogonale
droitiére, assurons nous que
— —
g1 X g2 =
— —
g3 X g1

93
92
g2 x93 = g1
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Pour ce faire, calculons les trois produits vectoriels de la maniere suivante

g1 xgs = (=fi)x(=fs) = fixfs
g xgl = (—f)x(=fi) = faxfi ,
g2 <935 = (=f3)x(=fa) = f3x [
Ce qui peut étre simplifié comme
g xge = —f» = g3
Bxgl = —fs = @
g xgs = —f = g

Un tel changement de repere a donc du sens. Les coordonnées x; ainsi que les composantes de
la force de tension T; ., subissent alors une modification similaire pour tout ¢ = 1,..., N et

7 =1,2,3, a savoir que

T; = —T1; Tig = —Tix
yi = —w3; et Tiy = —Tias
Zg = —T2; T, = —Tig,

)

En appliquant ce changement de repeére a (1.17), nous obtenons tout d’abord pour la premiere

composante que

Tix
. . 3 1
T1, — 2wo; =
m
. . =T
& =3 —2wo(—2) = e
(1.21) m
. . T;
& X — 2wz = o
m
Ensuite, pour la deuxieme composante, nous avons que
Tog + 2(,00%17i — 3w§x27i = 2
m
. . 9 T
& —Z — 2woli 4+ 3wiyi = —
(1.21) m
. . T;
& Z 4 2wty — 3w(2)yi = 2E
m
Enfin, pour la troisieme composante, nous trouvons que
T
. 2 1,73
T30+ Wyr3; =
m
T
. 9. 1,y
<~ —Yi — Wl = -
(1.21) m
T.
. 2 . 1 y
< Yi +wpyi = =
m
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Les équations du mouvement, sont alors de la forme

(

T; = 2wz + UL
. T;
i = @iyt , (1.22)
T.
\ Z; = —2(,0.1'3@'—1—3&}(2)27;4- L

et sont appelées les équations de Hill-Clohessy—Wiltshire (HCW). Les composantes en z; et z;
sont similaires & celle de Particle [9] (page 311, éq. 1) mais I’équation du mouvement pour la
composante y; est différente de celle mentionnée dans l'article [9] (page 311, éq. 1) & un signe
pres. Cependant, a la page 312 éq. 7, lors de la linéarisation des équations du mouvement, le
signe change & nouveau. Nous concluons donc qu’il y a une erreur dans l’article [9] (page 311)

et que nous utiliserons les équations du systeme (1.22).

1.4 Modele usuel viscoélastique de la tension

Dans cette section, nous adoptons le modele usuel viscoélastique de la tension totale afin
de modéliser la force de tension des cédbles et nous détaillons deux cas différents : lorsque les
cables sont tendus ou détendus. Soit 7', la tension totale appliquée & une masse donnée m,
qui correspond a la masse du satellite C', notée m¢. Considérons .S; un satellite relié au corps
principal C' au moyen d’un cable. Ce cable est de masse négligeable, possede un coefficient

d’amortissement noté b et un coeflicient d’élasticité noté k. Notons

l; la position relative du cable entre la masse C' et .S,
lp  la longueur d’attache du cable détendu,

Al; Télongation de I’élément de cable entre C' et S;.

La position relative du cable entre C et .S; est définie par

i = |lre =il

1
= [(zc —z:)* + (yo — w)* + (2¢ — %)?]? (1.23)
et I’élongation de I’élément de cable entre C et S; est définie par

Al =1; — lp.
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Les vecteurs positions ¢ et r; sont tels que

g = OC
= zc g1 +yc g2 + 20 g3
o= 08,

= @i gl +vi g2 +2z g3

Un tel systeme du satellite multi-cablé peut présenter deux configurations différentes, a savoir

1. Le cable reliant les deux satellites C' et S; n’est pas tendu < Al; < 0.

Le cable ne transmet aucune force, il n’y a pas d’action présente entre les masses connectées.
Uniquement la force gravifique intervient dans leurs mouvements. La tension du cable est

alors nulle :
T; = 0.

2. Le cable reliant les deux satellites C' et S; est tendu < Al; > 0.

La tension dépend du coefficient d’élasticité k et d’amortissement b du cable. Son ex-

pression est alors donnée par

— dl; \ -
’I% = (ijll + bd;) €Cis (1.24)
ou E’qi = % est le vecteur unitaire dans la direction du cable.
rce —T;

1.5 Equilibre du systeme

Dans cette section, nous cherchons les composantes =, y et z de ’équilibre du systeme du
satellite multi-cablé. Dans le cadre de ce travail, nous suggérons de suivre le développement
de larticle [9] en développant uniquement ’équilibre sur lequel ce dernier se penche. Nous
n’excluons cependant pas la possibilité d’existence d’autres équilibres mais sans aucun interét
pour l'application voulue. Considérons alors S; un satellite adjoint de masse m = m; relié au
corps principal C' au moyen d’un cable. A Péquilibre, notons r¢* = r¢, 7" =71 et I¥ =1; > lo.
L’équilibre est atteint lorsque tous les satellites sont immobiles dans le repere mobile, ce qui
revient a considérer que

dr¢  dri = g dPr;

are _ 0 et 21¢ _ —0. 1.2
dt  dt ¢ @ =gz =0 (1.25)
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La position des cables est alors alignée le long de I’axe g3 du systéme de référence V H L comme
représenté sur la FIGURE 1.6. A présent, nous aimerions connaitre les composantes a 1’équilibre
de la tension T. Lorsque le systeme est a 1’équilibre, la position relative du céble entre C et .S;
ne varie plus, ce qui revient a considérer que % = 0. En repartant de ’équation de la tension

reprise en (1.24), nous avons alors que les composantes de la tension se simplifient de la maniére

suivante :
Tz*:p — kAlz-@
P U
Ty, = kAliz%f% . (1.26)
Ty = kALCE
1

A Téquilibre, les équations du mouvement en x; et y; sont données par

*

LE: = 20.}02': + R
m
T
2 % %Y
gi o= woyi +—>
% 094 m

FIGURE 1.6 — Formation du systéeme du satellite multi-cablé en équilibre dans le systeme de
référence VHL
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Par (1.25), &f = §7 = 0 et 27 = 0, ce qui nous permet de conclure que

Ty

2 _ 1.27

- (1.27)
wgy;wﬁ = 0 (1.28)

Intéressons-nous tout d’abord & (1.27) et remarquons que

T/, =0 & kAzi@:o
7
o Loty

= x5H =1

Par un raisonnement similaire, développons ensuite (1.28). Etant donné la présence du terme

2, % 3 4 : ’” * 5 : . .
wjy;, il est nécessaire d’imposer que y; = 0. Nous obtenons alors que :

Yo — Vi

=0
l;

T{fy:O & kAL
= yo=vy; =0.

Pour la composante en z;, le développement effectué en x et y ne peut étre appliqué, car
I’équation du mouvement en z est plus complexe. Partons alors de I’équation du centre de

masse reprise en (1.18) et exprimons-la selon la composante z,
N
mZzi + mezo = 0.
i=1
A D’équilibre, ’équation du centre de masse se réécrit comme
N
mz zi = —mozi. (1.29)
i=1

Une solution existe, et revient & prendre tous les z} identiques, I’équation (1.29) devient

mc

Nmz} = —mezy <z = ~ N 2O
m
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Nous trouvons alors 1’équilibre suivant :

;i =xgh
yi =yc=0 . (1.30)
Z’i = —N—mzc

1.6 Valeur critique du coefficient d’élasticité du cable

Dans cette section nous établissons la valeur critique du coefficient d’élasticité du céable &
pour laquelle ’équilibre est atteint. Considérons a nouveau un satellite adjoint S; en particu-
lier. Repartons tout d’abord de la position relative du cable entre S; et C' reprise en (1.23) et
appliquons-la & 1’équilibre donné en (1.30), afin d’obtenir la longueur du cable dans la configu-

ration d’équilibre

;o= e
1
= @ -+ e -y + -2
= zh—z (1.31)
mc
= a1+ 7) 1.32
(1.30) o ( Nm ( )
> lg.

Ensuite, reprenons ’équation du mouvement pour la composante z;. Par (1.25), nous avons vu
qu’en particulier 7 = ¢ = 0 et 27 = 0, ce qui nous permet de développer la tension du cable a

I’équilibre de cette maniere :

* *

: T
e 3wl =0
m

= —2woi; + Swgz;‘ + -

& Tr; = —3wizim. (1.33)

Développons la composante en z de la tension du cable d’'une autre maniere, en partant de
(1.26)

*

= kAl
(1.31)
— R =) (1.34)
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Enfin, en combinant (1.33), (1.34), nous obtenons

3 2
3watm =kl — ) o lo—%z;‘m:lf
3w?
i3y - TEm =
P 3wi Nm .
- —2z -z =2
(1.30) 0 E mg ' !
N Nm 3w,
= lo = —z; <1 + ﬂm) + Tozim (1.35)
N 3w 17"
e 2=l [(mc+m> _ wom} , (1.36)
mo k

Afin de trouver la condition pour le coefficient d’élasticité du cable k, remarquons que le

dénominateur de 1’équation (1.36) doit étre strictement positif, ce qui nous permet de dire
que

mc + Nm _?Ld%m S0 o mc+Nm>37w§m
mg k moe k

(1.37)

ce qui nous fournit une borne inférieure pour le coefficient k. les Les cables doivent donc étre
suffisamment rigides pour contrecarrer la microgravité. Pour conclure, remarquons que tous les

z; sont identiques, ce qui signifie que tous les [ également. Nous avons donc que Vi,

=0t T, =T;.
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Chapitre 2

Mouvements autour de I’équilibre

Sommaire
2.1 Equation vectorielle de la tension a I’équilibre . . . . ... ... ... 28
2.2 Equation vectorielle de la tension générale lors de faibles déplacements
des satellites adjoints et du satellite principal . ... ... ... ... 29
2.3 Equations du mouvement des satellites adjoints et du satellite prin-

cipal lors de faibles déplacements . . . . . ... ... ... ....... 33

Dans ce chapitre, nous introduisons la notion de déplacements du satellite principal et des
satellites adjoints autour de ’équilibre identifié afin d’obtenir un systéeme d’équations dérivées.
Pour ce faire, nous développons tout d’abord I’équation vectorielle de la tension a ’équilibre,
pour ensuite réécrire la tension générale du systéme en introduisant les faibles déplacements du
satellite principal et des satellites adjoints. Enfin, nous arrivons aux équations du mouvement

des satellites adjoints et du satellite principal autour de 1’équilibre identifié au chapitre 1 lors

de faibles déplacements pour chacune des trois composantes.
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2.1 Equation vectorielle de la tension a I’équilibre

Dans cette section, nous établissons I’équation vectorielle de la tension lorsque le systeme
global est a I’équilibre. L’équilibre envisagé est celui du chapitre précédent, a savoir lorsque tous
les cables sont tendus et alignés le long de 'axe g3. Considérons a nouveau un satellite adjoint
S; en particulier, développons tout d’abord I’expression suivante

I — 1o Ir — 1l
I* r

B % me Lk
(1.35) 25 — 27
Nm ey (14 Nm 3w8 .
R Z: — | — —Z'Mm
B mC (2 (] K3 mC k; K3
(1.30) _Nmz;k o
me
N N 3wd
4&-m—uﬂ+m—wo>
_ mo me k
N N
=)
me
_ 3w8 Nm 1 -t
N k me
_md mm
N E Nm+me’
afin d’obtenir les notations
Y A R T
N m mc . . N
ol m, = —— . Ensuite, remarquons que les forces de tension dans tous les cables de
Nm + mg

la configuration d’équilibre présentée sur la FIGURE 1.6 ont la méme valeur T" donnée par la
formule suivante

—>k

T =k(*—10)75.
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2.2 Equation vectorielle de la tension générale lors de faibles

déplacements des satellites adjoints et du satellite principal

Repartons de la formule (1.24) et développons-la de la maniére suivante :

T, = (szl +b) e

(72 =)
= [k\?"c—?%” lo—i—b ||?”c— z||]‘7?;_7;‘
1

HTC—TZH_ZO 1 —»:| — —
= |k +b ro—rill| (rd —r;). 2.2
T e @ - >
Soit @ un vecteur quelconque. Notons & présent ||| = (a + a +a ) 2 1 en ressort alors que
d, - 11
—t||a | = 3Tl (2a,a, + 2aydy + 2a.a)
1 . . .

= m (agay + aydy + azd.) . (2.3)

En posant d; =r¢ — 77, et df =rg" — ;" il est facile de remarquer que
—r% * *\ — * *\ — * *\ —
a; = (e —x7)gr + (e —vi) gz + (26 — %) g3

Etant donné que nous étudions de faibles déplacements autour de 1’équilibre, nous pouvons ici

considérer que

;=5
Yi =yo =0
m
Sl i
Ainsi,
a; = (a7 —2)) gl + W — ) g2 + (26— %) g3
= (2c—%)9s
Par (1.31), nous avons alors que
% l*—>
a; =l’e,

et est indépendant du <.
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Les composantes de a* = @, Vi sont alors les suivantes
i

ay =0
ar =0 . (2.4)
af =1*

Il est alors possible de réécrire la tension générale en combinant les équations (2.2) et (2.3) de

la maniere suivante

1 . . AN
+ bH8H2 (agay + aydy + aza)| a.

Introduisons de petits déplacements du systeme autour de ’équilibre. Il est alors possible de

réécrire le vecteur @ d’une autre maniere, en le décomposant par rapport a ’équilibre,
a=d"+ Ad,

ou encore

ay = a) + Ax

ay = ay + Ay

a, =ai+ Az
et en utilisant (2.4)

a; = Az

ay, = Ay ,

a, ="+ Az

avec la dérivée temporelle déterminée par les composantes

i, = Ai
iy = Aj
i, = Az
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Recalculons la norme de @ avec cette nouvelle définition en terme de petits déplacements du
systeme général autour de 1’équilibre,
@l = lla* + Ad||
2 2 2] 1/2
= {Ax +Ay* 4+ (1" 4+ Az) }
1/2

_ [A.rQ Ayt (1*2 T 2N+ AzQH

Az AZ? >} 1/2

_l’_

I Az?  Ay?
A A

+ +(1+2

A

En ne considérant que les termes du premier ordre, nous obtenons

+

Az 1/2
S

@) = 1 [1+2

A présent, développons cette expression sous forme de série grace a cette formule

1 55—
(1402 = 1+,5+M+_”
2 2!
1,1
= 1+-b—=b*+... 2.
+2 g + .., (2.5)

ce qui nous permet d’arriver a

1/2
[1 + 2?*’2 + ] = [1 + 2%?*2 + ] .

Cela nous donne

R . A
@l = 1 [1+ lf+...]

~ "+ Az,

A
)2 = [1+2lf+...]

~ ¥ + 21*Az.

Il est alors possible de développer la tension en ’approximant par

— S| =g+ Az 1 . . .
T, ~ k b AxA AyA A I")A . 2.6
a AL + l*2+2l*Az( rAL 4+ AyAy + (Az +17) z)} (2.6)
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A nouveau, nous prenons la décision de ne pas considérer les termes d’ordre 2. Ceux-ci ap-

paraitront lors de la multiplication des composantes de a et a dans (2.6), ce qui nous donne :

— N I —lp+ Az 1 .
T, ~ @k b A
o L Ty P I TN ( + + + Z)
A Az Az
~ @k k b
“ I l*+Az+ *+ Az + l*2+2l*Az]
A A\ A A\ FAs 9Az\ 7!
~od k2 (1+22) RS (1+22) 4t (14 =2
& I " E I "
L= Az Az FA: ol
~ @ |k 1- K2 g iy
AT ( 2 ) R T = i
~ @ [kl - —lb <1— ?Z> kz% bllﬁz} +

Remplacons @ par le triplet de ses 3 composantes,

k{*—1 k(-1 k b

= (A:U,Ay,l*—i—Az)[ (l* o) _ (l* O)Az+lAz+l*Az]

k(-1 k(" -1 k b

= [OOZ + (Az Ay,Az)][ (l* o) _ (l* )A —i—l Az+l*Az]
k(* =), k. b oo\

= 0,0, l — = lAz+l—*l Az—l—l—*l Az

k(1 ) k(I* —1lo) k
+ T A:L‘—liA Az—l—l A1A2+ ATAZOO

+ <0,k(l z: ZO)Ay— k(ll ) A yAz+ l]szAz—k AuAz, o)
k(I* = lo) k(1" = l) k b

k({*—1 k({*—1 k(l*—1 k{*—1
= (O,O,k(l*—lo))Jr( (l* O)Axv (l* O)Aya—(HO)AHkAHbAZ‘(Z*O)A%

*—1 *—

= k(" —=1ly)gs +k T Axr g7 + k T OAygg + kAz g3 + bAZ g3.
— N—— N——

=T =X* =A*

Notons a présent Axc, Ayc, Azc les composantes des déplacements du satellite principal C' et

Ax;, Ay;, Az; les composantes des déplacements du satellite adjoint S;. Rappelons que
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Az = Azc — Ax;
Ay = Ayc — Ay;
Az =Azo — Az

Nous pouvons alors obtenir une expression approximée pour les forces de traction en cas de
petits déplacements du satellite principal et des satellites adjoints par rapport a 1’équilibre
trouvé précédemment

=g o * — * — . . —
T: = T +k\N (Azc— Azi) g1 + kXN (Aye — Ayi) gz + [k (Aze — Az) +b(Aze — AZ)]gs.  (2.7)

2.3 Equations du mouvement des satellites adjoints et du satel-

lite principal lors de faibles déplacements

A présent, nous pouvons détailler les équations du mouvement des satellites adjoints et
du satellite principal lors de faibles déplacements selon leurs trois composantes. Tout d’abord,

repartons des équations du mouvement des satellites adjoints

i,x

T; = 2wz +

. T;

Yi = _W(2)yi + — ’ (2'8)
m

0,2

Zi = —2wor; + 3w(2)zi +

et du satellite principal

. : N T
To = 2wozc — Z :
i=1MC

. 2 N ﬂay
o = —wiyc — y, —= . (2.9)
=1 Mc

0,2

N
Po = —2wpic +3wize — Y
i=1"C

Adaptons les avant tout en termes de petits déplacements du satellite principal. Celui-ci subit
la somme des tensions des satellites adjoints dirigées dans le sens contraire de 'axe g3 comme

représenté sur la FIGURE 2.1, ce qui donne autour de 1’équilibre :
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( N T
Ao = 2wilAig — Z G
i=1TC
. N Tz'y
Ajo = —wilyo -3 (2.10)
i=1McC
N T
Aic = —2wolAic +3wilAze — > —2
i=1MC

Décomposons ’équation des forces de tension linéarisée (2.7) selon les composantes x, y et z,

Tiz = kXN (Azc— Ax;)
Tiy = kX (Ayc —Ay) : (2.11)

Ti. = k (AZC - Azz) +b (AZC — Az@)

et remplagons-les dans le systeme (2.10)

p

N
= 2woAzZc — )\*i > (Axe — Ax;)
me =1
5 kX
= —WiAyc — A > (Ayc — Ay) . (2.12)
mc =1

N N
= —2wolAic + 3wiAze — L > (Azg — Az) — b (Aze — Az;)
me i=1 mg i=1

5|

g1

C

FIGURE 2.1 — Tensions des cables des satellites adjoints subies par le satellite principal en

équilibre
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Ensuite, détaillons les équations du mouvement des déplacements des satellites adjoints. Pour

cela, repartons des équations du mouvement du systeme (2.8). A I’équilibre, ceux-ci subissent

chacun la tension du satellite principal dirigée le long de l'axe g3 comme représenté sur la

FIGURE 2.2, ce qui donne

"

AZ;
Ajji

AZ;

i,x

mg

QWOAZL' +

T
—w%Ayi + WZL";{

—2woAL; + BW%AZZ' +

(2.13)

1,2

ms

Enfin, utilisons les composantes de la tension linéarisée donnée par le systeme d’équations (2.11)

et remplagons les dans le systéme d’équations du mouvement (2.13) afin d’obtenir que

k
A%, = 2woAzZi + M— (Aze — Axy)
mg
k
Ay = —w%Ayi + )\*m— (Ayc — Ay;) (2.14)
S
k b
Az = —2woldy + 3wiAz + — (Aze — Az) + — (Aze — Az)
mg mg

FIGURE 2.2 — Tensions des cables du satellite principal subies par les satellites adjoints en

équilibre
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Chapitre 3

Découplage et stabilité

Sommaire
3.1 Découplage en trois groupes indépendants . . . ... ......... 37
3.2 Equation du mouvement du centre de masse du systéeme . ... .. 38

3.3 Mouvement relatif entre le satellite principal et le centre de masse

des satellites adjoints . . . . . ... ... . 0 oo o oo 40

3.3.1 Equations du mouvement . . . . .. ... ... ... ... ... ... 40
3.3.2 Stabilité du mouvement . . . . .. ... 42

3.4 Mouvement relatif entre les satellites adjoints . . . .. ... ... .. 46
3.4.1 Equations du mouvement . . . . . ... .. .. oL 46
3.4.2 Stabilité du mouvement . . . . . ... 48
3.4.3 Fréquence d’oscillation du mouvement enx et z. . . . . .. .. ... .. 49

Dans ce troisieme chapitre, le découplage et la stabilité du systeme d’équations du mouve-
ment autour de I’équilibre du chapitre précédent sont détaillés. Tout d’abord, nous découplons
les deux systemes d’équations proches de I'équilibre du satellite principal et des satellites ad-
joints de trois manieres différentes. Premierement 1’équation du mouvement du centre de masse
du systeme est calculée. Deuxiemement, nous développons les équations du mouvement rela-
tif entre le satellite principal et le centre de masse des satellites adjoints. Pour en étudier la
stabilité, nous introduisons le concept de critere de stabilité d’Hurwitz. Troisiemement nous
développons les équations du mouvement relatif entre les satellites adjoints afin d’en étudier la

stabilité ainsi que les fréquences d’oscillations en x, y et z.
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3.1 Découplage en trois groupes indépendants

Dans cette section, nous introduisons trois manieres différentes de découpler nos systemes
d’équations. Dans le chapitre précédent, nous avions trouvé les deux systemes d’équations

proches de I’équilibre pour le satellite principal C'

E N
Aic = QOJ()AZC — /\*7 Z (AJZC — AJZZ)
mg =1
.. E X
Ajic = —wiAyc —h— Y (Aye — Ay;) ;
mc ;=1
E N b XN
Aic = —2wolAic +3wdAze — — > (Azg — Az) — — Y (Aze — Az)
mc =1 me =1
et pour les satellites adjoints S;, ¢ =1,..., N
A% = 2woAzZi + M— (Azc — Axy)
mg
k
Aji = —wiAyi + h— (Ayc — Ay;)
ms
. . 9 k b
AZ; = —2woA; + 3wiAz + — (Azg — Az) + — (Azg — Az;)
\ ms mgs

Ces deux systemes peuvent étre découplés de trois manieres différentes. Pour ce faire, prenons
des combinaisons linéaires appropriées, séparément pour x, y, et z. Nous développons les trois

méthodes

- en prenant la somme de I'’équation du mouvement du satellite principal muni du poids
associé m¢ avec toutes les équations respectives des satellites adjoints munies des poids

mg. Nous utilisons le vecteur s dans la section 3.2, ol

N
1
R <mCA@ +ngAﬁ-) , (3.1)

Nmg 4+ mg P

ce qui peut également étre vu comme 1’équation du centre de masse du systeme tout entier.

- en prenant la somme des équations des satellites adjoints munis de coefficients % et en
y soustrayant 1’équation du satellite principal. Nous utilisons le vecteur s dans la section

3.3, ou
| N
3 AR - A, (3.2)
i=1

qui peut étre vue également comme la description du mouvement relatif entre le satellite

principal et le centre de masse des satellites adjoints.

- en prenant toutes les combinaisons linéaires d’équations pour des satellites adjoints avec
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des coefficients o; tels que

» oi=0 (3.3)

nous obtenons un triplet d’équations scalaires s que nous utilisons dans la section 3.4

L
s = NZ;@ATZ-. (3.4)

3.2 Equation du mouvement du centre de masse du systeme

Le mouvement du centre de masse du systéme est décrit par les équations de HCW. Dans
cette section, nous allons développer ’équation donnée en (3.1) afin de prouver que nous re-
trouvons bien les équations de HCW dont la partie de "tension” est linéarisée. Pour ce faire,

repartons de I’équation (3.1) et exprimons la de la manieére suivante

N
1
- - Are A | =3,
Nims + me (mc ro —i—mS; r2> S

N — . 7 .
ou le vecteur s exprimé dans la base e correspond aux trois composantes x, y et z
s = wey +yes + ze3.

Notons M la masse totale du systeme, ce qui revient a dire que M = Nmg + m¢. Développons

alors successivement les composantes &, 3 et Z. Tout d’abord,

N
C mgs
I'ZWAI( +ME;AI,
1=

Utilisons a présent la composante x des équations des petits déplacements du satellite principal

et des satellites adjoints donnés en (2.12) et (2.14) afin d’obtenir que

N N
.. me |, . k \ mg . k
= —|2woAZc — As—— Az — Ax; — 2000%; + A\ — (Axc — Ax;
Z % 0AZ e ,'2:1< v i) | + i Zz; { 0AZ; + s (Az X ﬂ
N N N
mo . . k mg . k

N
1 ) .
= QWOM (chzC —mg g Azi>

=1

= QWQZ.
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Ensuite, en suivant le méme raisonnement pour la composante y, nous avons que

N
. m¢, . | mg
y = ﬁAy(’—’_ﬁZAU‘

=1
. me 9 T mg al 9 k
o= | el = A - ; (Ayo = Ay) | + 37 ; [W(JA.%’ A By - A!/i)}
p Jmg & P
= _woiAyC i z; (Ayc — Ay;) + —Wo g Z; Ay; + i ; (Ayc — Ay;)
1 (] N 1= 1=
= —w%M (mCAyC —ms» Ayi)
=1
.

Enfin, nous avons pour la composante z que

2 — W.AN( + —— Z A
m I N N
.. mg
= —2woAd B3wiAzp — — zo — Az;) —
Y M 020 + Swpaze mc Zl - mc ;

mg . .9 k b
+ﬁ Z {2&JQA(L‘,; + dw(;Az; e (Azg — Az) + — (Azo — Az,-)}
= —2wpi + 3wz

Nous obtenons les équations de HCW suivantes

¥ = 2woz
i = —why
P = —2wpi + 3wiz

ou les composantes x et y sont couplées, ou la composante en y est effectivement autonome et

décrit des oscillations de fréquences wy.
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3.3 Mouvement relatif entre le satellite principal et le centre de

masse des satellites adjoints

Dans cette section, nous allons développer 1’équation donnée en (3.2) afin de développer les
équations du mouvement relatif entre le satellite principal et le centre de masse des satellites

adjoints. Ensuite, nous étudierons la stabilité d’un tel mouvement.

3.3.1 Equations du mouvement

Notons z, y et z les composantes scalaires de I’expression (3.2),

1
— E Ar; — Arg =5.
N <
=1
s — . 7 .
ol le vecteur s exprimé dans la base e correspond aux trois composantes x, y et z

s =wey +yes + ze3.

Développons successivement les composantes &, 4 et Z en utilisant le méme raisonnement que

celui présenté dans la section précédente. Tout d’abord, pour la composante x, nous remarquons

N N
1 k k ,
= — 200\ z; + s Azc — Az;)| — | 2woAZc — N\ Axc — Ax;
N;{ 0 | ‘mﬁ( 176 1 )} 0 A% m(';(\ e ri)
| N 1 N N 1 N N
= 2w | ;Az'l- — AZC> + Ak Vs (;Axc — ;Aazi> o (;Axc — ;Axi)
Sy — — — —
= z =NAzxc =NAzc
(3.2)
N N
1 1 N 1
= 2wz + Mk|— | Az — — Ax; — | Az — — Ax;
woz + ms ( xro N ; ZCZ> +mc ( xro N ; :m)
= —x = —
(3.2) (3.2)
1 N
= 2w+ A\kx < + > .
msg  mc

Afin de simplifier au maximum ’expression ci-dessus, utilisons ’expression de la masse

_ mmg
Nm + mg

my
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de la maniere suivante

Nous avons alors que

1 n N mgc+ Nmg 1
ms  mc  msme my
Nk
T =  2wyi— T
T
= Qw0 — 3wix.
311y 0 0

A présent intéressons-nous a la composante en y en suivant toujours le méme raisonnement.
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Pour finir, penchons-nous sur la derniere composante en z

AZ; — Aze

N
I
2| =

=1

I
2|~

, ) o k b
{2{,@‘()A.’I,‘i + Jw(jAM + p— <A;( — AZ’z‘) 4 - <A;( — A;J}
- S S

]

K
— | —2wpAdc + 3wiAze — 20— Az)) — — > (Azo —
{ - I me Z #) me Z

=1 1=1

N
= —2wp ( ZA@ Amc) +3w0 ( ZAZZ Azc> +k < + N> (Azc _ ;,ZA»%)
i=1

=1 mo

. b .
= —2wozx + 3w(2]z - —z— —2=z.
my my

Nous trouvons alors les trois composantes des équations du mouvement relatif entre le satellite

principal et le centre de masse des satellites adjoints suivantes

i = 2w — 3wz

i = —4wdy

. o b

Z = 2wt +3wizr— —z— —=%
my my

Comme prévu, ’équation pour y est indépendante des équations de z, z. De plus, elle décrit les
oscillations harmoniques avec la fréquence 2wy.
3.3.2 Stabilité du mouvement

Afin d’étudier la stabilité linéaire du mouvement, analysons les équations restantes pour x

et z en considérant le systeme de premier ordre suivant

" 0 1 0 0
d|#| —3wg 0 0 2w P .
dt |, | o 0 0 1 i (3:5)
k b
2 0 2wy 3wi-— ——] \z
my My
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Notons A; la matrice située a droite dans le systeme (3.5). Examinons a présent la propriété

de stabilité de ce systeme, en écrivant I’équation caractéristique det(A; — ply) ou Iy est la

matrice identité du 4°me

ordre. Afin de calculer ce déterminant, rappelons alors le théoreme de

Binet-Cauchy pour des matrices carrées de dimensions 4 x 4 et le calcul classique 3 x 3.

Définition 1 Le déterminant d’une matrice carrée A € R™*™ ot n = 4 est donné par

det(A) =

a22
= a11 |a32

a42

Définition 2 Le déterminant

méthode suivante

Nous avons donc que

det(A; — ply) =

a1l aiz2 ais
a1 Q22 Qa3
azr asz2 ass

a41 Q42 Q43

a4
a24
as4
(44
(23 Q24 az1 a3 A24 a24 az1 a2 a3
aszz az4| — @12 (az1 asz az4| T 13 |az1 a34| — A14 |31 a32 Q33
(43 Q44 41 Q43 Q44 (44 41 Q42 Q43
d’une matrice carrée A € R™™ o n = 3 est donné par la
—p 1 0
3w  —p 2wo
0 0 —p 1
2 k —b
0 —2wo 3wg— o TP
—p 0 2wo 0 2w
—p| 0 —p 1 —p 1 +0+0
_ 32k b 2_ kb _
2w 3wy — e P 3wg . my
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ol (G

3

r

T

k
— 4+
m

r

b
pt+ —p’ + (
my

b
P2 ot 4 4?3

—p) +4W§p+p<

k b
w—2p° + Ep2 + Swgpm— + p?3w — 9w§ +
T (s

2
4wy

)

3bw?
p? 4+ =Lp + 3w

2
3w — —

k

-b 9 9
m, p> “0 < 0T

)| e

)

r

3wik

T

2
— 3w}
.

( 7: ) | (3.6)

T

A présent, introduisons la définition du critere de stabilité d’Hurwitz ®.

Définition 3 Un polynome a coefficients réels est Hurwitz si et seulement s’il admet des racines

n .
a parties réelles strictement négatives. Formellement, notons ce polynome P(z) = > a;z"™",
i=0

avec ag > 0.

P(2) est Hurwitz < Yi=1...n, les mineurs principaux A; sont strictement positifs avec

a

as

as

ag 0 0
a9 al
ay as
ai—1
Ai+1 a;

Reprenons le déterminant obtenu en (3.6) et analysons les mineurs principaux afin de vérifier

qu’ils soient tous strictement positifs. Tout d’abord, remarquons que la masse relative m,. ainsi

que le coefficient d’élasticité k sont tous deux strictement positifs, ce qui nous permet de vérifier

que le signe des termes a;, Vi = 0, ... 4 est strictement positif sous les hypotheses de la condition

du coefficient d’élasticité du cable k donnée en (1.37) et que b > 0.

ao

a

a2

as

a4

1. Définition provenant de [19]

1>0

b
—>0
my

k
— +4wt>0

my
3bw?

My

>0

k
< - 3w§> >0
my
— ——
>0 par (1.37)

2
3wj
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Il est alors plus facile d’étudier la positivité des mineurs principaux A;, Vi =1,...4,

Al = a
b
= —>0
my
ai ag
Ny =
asz ag

= aijaz — apas
2
m

bk b b
= —+ 4—w% — S—wg

2 my my

Az = |az a2 ao
0 a4 as

= ajaza3+0+0—-0— a4a% — aoag

b k bw? k b? b’wg
= <+4w8>3w0—3w8<—3w8> e’

my \ m, my my m2 m2
O3 k3%, 30w k 4 b2 4 b2
= 5 3 4&)0— 2 7“‘9&)072—9(/\1072
my My T T r my m;
12b%w?
= =2 >0
m

T

apr ag 0 O
az az a1 ag
0 as az a
0 0 0 a4

= a4z

k
= 3wl < —3w§) Az >0
_T,_/
>0 par (1.37)

Toutes les valeurs propres p de A sont a parties réelles strictement négatives si, et seulement si,
la condition d’élasticité (1.37) donnée a la page 26 est vérifiée et si b > 0. Nous avons donc que
le mouvement tend a revenir a 1’équilibre sous la condition que la corde soit assez rigide.

Pour résumer, dans ’hypothese de stabilité (1.37) le centre de masse des satellites adjoints
oscille par rapport au satellite principal. Dans ’approximation linéaire, la dissipation d’énergie
dans les cables n’affecte pas les oscillations sur I’axe des y. Le centre de masse des satellites

adjoints effectue alors des oscillations indépendantes.
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3.4 Mouvement relatif entre les satellites adjoints

Dans cette section nous allons développer I’équation donnée en (3.4) afin de développer les
équations du mouvement relatif entre les satellites adjoints. Ensuite, nous étudierons la stabilité

d’un tel mouvement.

3.4.1 Equations du mouvement

Dans cette section nous allons développer 1’équation donnée en (3.4) afin de développer les
équations du mouvement relatif entre les satellites adjoints. Notons x, y et z les composantes

scalaires de l'expression (3.4),

N
i=1

ou le vecteur 5 exprimé dans la base e correspond & nouveau aux trois composantes x, y et
z. Développons successivement les composantes &, ¢ et Z en utilisant les équations des petits
déplacements des satellites adjoints donnés en (2.14). Tout d’abord, pour la composante x, nous

remarquons que

I
WE

o; AZ;
1

<.
I

Il
AMZ

k
O; [QCUAZ"i + Ae— (Axc — Al‘z):|

i=1 ms
N k N N
= 2wp o A% | FA— o; | Aze — 0;T;
(s v () 2 ()
S e —_——— —_————
@)’ )" Ea"
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Ensuite, pour la composante y nous avons que

N
jo= > ol
i=1
Y k
= Z o; [—w%Ayi + )\*m—s (Ayc — Ayl)]

)

= (Z aszl> + A —
—_———
¥ 0

=1
(3.4) 33) @a?

k
= —w%y - )\*migy'

Enfin, la composante en z peut s’écrire comme

N
z:ZAzi
N

= Z o; [ 2woAx; + SwOAzl + LE (Azg — Az) + b (Aze — Azl)]

i—1 mg mgs
N 1 N 1 N
= —2uwp (Z sz> +3w0 (Z a,Az,) +— (Z ai> Azg — — (Z aZAz,)
= i=1 ms \im ms \i=
—_——
= z =0 = z
(3.4) (3.3) (3.4)
N
(Z ) Azg — — <Z alAzZ>
=1 =1
—_——
=z
(3.3) (3.4)
b
= —2woi +3wizr— —z— —32.
mgs mgs

Nous retrouvons alors les trois composantes des équations du mouvement relatif entre le satellite

principal et le centre de masse des satellites adjoints suivantes

,

T = 2wpi—A—2T
ms
. k
j = —wpy—A—y
mgs
. b
;P = —2wpi+3wiz— —2z— —3%
\ mg mg

L’équation pour la composante en y décrit les oscillations avec une fréquence

k
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En reprenant la définition introduite au point (3.11)

A :% ms mc
* k' Nmg+mc’

il est possible de réécrire la composante en y de la fréquence en fonction des masses du systeme

uniquement

3w mgm k
— 2, Y% S o K
Wy \/w0+ k Nm+mgmg

3mc
= 2 (1
\/w()( +Nms+mc)
[dmc + Nmg
= . 3.7
wo mc + Nmg (87)

3.4.2 Stabilité du mouvement

Afin d’étudier la stabilité d’'un tel mouvement, analysons les équations restantes en = et z

en considérant le systeme de premier ordre suivant

. 0 1 0 0 .
dla| i 0 0 2wo | | 4 »
dt | .|~ 0 0 0 1 . (3.8)

ko —b

3 0 —2wy 3wpg—— — ) \z

msg mg

Notons As la matrice située a droite dans le systéme (3.8). Examinons a présent la propriété
de stabilité de ce systéme, en écrivant a nouveau I’équation caractéristique det(Ay — ply) de la

méme maniere que pour les équations de la section 1 page 43. Nous obtenons alors que

b A + 1)k kb NE [k
det(As — ply) = pt+ —p3+ <() + w%) P’ + 5P+ ( - SwS) (3.9)
mgs m mg ms \ms

En appliquant & nouveau le critere de stabilité d’Hurwitz, nous remarquons que le systéme (3.8)

est asymptotiquement stable si et seulement si b > 0 et
k> 3wims. (3.10)

Si la condition (3.10) est remplie mais que la dissipation est absente (b = 0), le spectre de As
est purement imaginaire.
Si la condition n’est pas remplie, la matrice As a une valeur propre positive. Notons que

cette condition de stabilité est plus forte que la condition précédente donnée en (1.37).
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3.4.3 Fréquence d’oscillation du mouvement en zx et z

A présent calculons la fréquence d’oscillation du mouvement selon la composante en x et z.
Pour ce faire, repartons du déterminant du systeme de premier ordre repris en (3.9) et supposons

que b = 0, dans la limite d’une grande rigidité k. Nous obtenons alors que

Ak k k2 3N kwd
p4+[ —i——i—wg]pQ—i-[ - 0] = 0
mg mg mg mgs
ou
3 2
Ay = %mr ou Mk = 3w8mr. (3.11)
Nous avons alors que
m k mek  9wd
p* 4+ 3wt — —I——i—w%} p?+ [3w§ TQ - m,| = o.
ms  mg mg mg
:;fB =C

La solution de cette équation d’ordre 4 est donnée par ’expression suivante
20> = —B++/B? — 4C, (3.12)
ou B et C peuvent étre réécrits comme

k k
B=—+a et C=—8-17.
mg mg

Afin de calculer la valeur de p, détaillons successivement B?, B? —4C, v/B2 — 4C

k2 2k
B* = — +ta’+—,
mg mg
k2 2k k
B2 —-4C = —+a2~|——a—4,8——47
2
mg mg ms
k2 k
= 724‘7(20[—45)4‘0424‘4’7,
mg  mg
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1
2

kE [. mg m%
B2 —4C = 1+ —=Q2a—-14 4
ms_+k( B) + (a+v)]
Kk _1+m( 4@ 2( +4)1 1/ 1 1m%(2 45
_mg_k TRl Tty Ty e
k m2
= 1+ —(a—2 4y — 487 +4
1+ 8 -2 + 3 (4 - 487+ dag)
avec
a = wp+3E—=w2+p
S
g = 3w8mr
mg
v o= 9w§mT
ms
Tout d’abord, intéressons-nous a la premiere racine
2pf = —B+ /B2 —4C
k k s1
20 = ——— — -2 — = — 462 +4
p=—,-tato —dta 5+k2(7 B3 +4ap)
1m
& 20° :—25+§TS(7—452+4@§)
mgs
= 0%2—54‘7(’7—52‘1'045)-

Cette premiere racine est de la forme
p1 = 1wy

Développons alors chaque partie de ’égalité en remplacant «, 8 et v afin d’isoler w,,

£ mg k
o wiszSZLL;—ﬂZS[Q gm;]
< w§:3w§;:’” —12w§m;%
& w323:3w(2):z; (1—4w(2]%)

3m, 1 ms
= 1— —4w? k™
S Wy =wp s ( 54— + +0( )>
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Afin de simplifier au maximum ’expression ci-dessus, utilisons ’expression de A* décrite en 3.11

afin d’obtenir que

mgs

2
wy = 1| 22F (1 - 2m2w0 + O(kz2)> .

Ensuite, intéressons-nous a la deuxiéme racine

202 = —B — /B2 — 4C

k k m m2 1
2__ % _ TS q — s - — 4832
2p5 = o +a e [1—1— 5 (o —28) + 2 5 (47 45 —|—4aﬂ)

k mg
& 2p=———a+B—-—>(y— B +af).
mg k
Cette deuxiéme racine est de la forme
p% =i‘w;.

Développons alors chaque partie de ’égalité en remplacant «, 5 et v afin d’isoler w,,

= i
2 2
& Wr; =03
k mg m
< wz = — +w8 + —12w§—r
mg k mg

k 21715 m% 4mr
= wzzw(1+w0k+k‘212w0ms

_JF (1 Lems -2
& wy = e <1+2w0 p + O(k )>

La dynamique linéarisée de Ax, Az se découple donc approximativement en oscillations indépendantes

de Az et Az avec des fréquences

«k 2

vy = /2 (1—27"3“’0 +(’)(k2))

mg k

3mc mswg 9
= 1-2 k

mc + Nmg < +OE) ) wo

wo = (14T o
= ms 2k '
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Chapitre 4

Mouvement des satellites adjoints le

long les courbes de Lissajous
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Dans ce quatrieme chapitre une étude approfondie du mouvement des satellites adjoints est
détaillée. Tout d’abord, la notion de courbe de Lissajous ainsi que le mouvement des satellites
adjoints le long de celles-ci sont étudiés. Ensuite, nous envisageons des formations équilibrées
évitant les collisions en détaillant les conditions nécessaires & de telles configurations. Nous
étudions également deux arrangements uniformes de satellites adjoints ainsi que leurs propriétés
associées. La preuve de cette proposition est également longuement détaillée. Apres, des simu-
lations numériques sont proposées afin de représenter le mouvement des satellites adjoints le
long des courbes de Lissajous selon différents jeux de parametres. Ensuite, la possibilité d’en-
chevétrement des cables selon ces derniers parametres est envisagée. Pour finir, nous étudions
les effets de non linéarité du mouvement des satellites adjoints le long des courbes de Lissajous

en nous interessant & la théorie du second ordre.
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4.1 Courbes de Lissajous

Dans cette section, nous étudions la possibilité que les satellites se déplacent de maniere a ce
que les éléments du systeme (satellites et cables) ne se heurtent jamais. Nous présentons alors les
courbes de Lissajous décrivant la trajectoire des satellites adjoints ainsi que leur fréquence. Etant
donné I’hypothese de faibles déviations par rapport a I’équilibre vertical que nous avons posée,
nous la reformulons ici comme ’exigence que les projections (x;,y;), Vi = 1,..., N des satellites
adjoints sur le plan V HL ne se rapprochent jamais les unes des autres, comme représenté sur
la Figure 4.1. Les résultats de la section 3.7 impliquent que la position d’un satellite adjoint par

rapport au centre de masse de tous les satellites adjoints donnée par I’expression

N
= = 1 AT
ry = Ty — N E Tk,
k=1

oscille avec une fréquence

dme + Nm
oy = g e+ Nims (@)
mo + Nmg
dans la direction y et pour des cables suffisamment rigides avec une fréquence

Smc (4.2)

Wy >~ Woy | —————.
v mo + Nmg

Comme mentionné dans la section 3.3.2 le centre de masse des satellites adjoints défini par
N
1 R
K

Ya

VHL

.Sl (xlayl)
.53 (x3,y3)
. >
X

FIGURE 4.1 — Projection du systeme du satellite multi-cablé dans le systeme de référence VHL
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effectue des oscillations indépendantes. Il est donc tout-a-fait envisageable d’ignorer les oscilla-

tions momentanément et de supposer sans perdre de généralité que

Par linéarité, pour chaque paire (i, j) de satellites adjoints, leur position relative r; — 7, oscille
également avec les mémes fréquences w, et w,. Si ces deux fréquences ne sont pas proportion-
nelles, c’est-a-dire si % est irrationnel, alors la trajectoire de l'oscillation est apériodique et
se rapproche de l'origine de facon arbitraire, c’est-a-dire que les deux satellites se rapprochent.
Afin de ne pas violer I'hypothese que les projections (z;,¥;), Vi = 1,..., N des satellites adjoints
sur le plan VHL ne se rapprochent jamais les unes des autres, nous sommes alors amenés a
considérer des oscillations commensuralles. De telles oscillations sont caractérisées par le fait

que
e _P (4.3)

ou p et ¢ sont des nombres naturels premiers entre eux.

Définition 4 Deux nombres naturels a et b sont premiers entre eux si et seulement si leur plus

grand commun diviseur est égal a 1.

p . 7 ..
Nous avons alors que = est rationnel. Dans ce cas, les deux oscillations ont une période commune
q

définie par

r o~

Wy Wy

Nous pouvons également introduire une variable temporelle adimensionnelle

T =

t
T
Le mouvement d’un seul satellite adjoint peut étre réécrit comme

xr = xosin (27pT + ¢¥y)
(4.4)

y = yosin (2mqT 4 1hy)

de période 1 avec 9, et 1), les phases initiales. La trajectoire d’un tel mouvement est connue sous
le nom de ”courbe de Lissajous”. La courbe de Lissajous est donc la trajectoire d’un point
dont les composantes rectangulaires ont un mouvement sinusoidal . A présent, intéressons-nous

aux valeurs que peuvent prendre p et ¢ dans le cadre de notre systeme de satellites multi-cablés.

1. Définition provenant de [18]
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Pour ce faire, repartons de I’équation (4.3) et remplacons le numérateur et le dénominateur par

leurs expressions (4.2) et (4.2) respectives.

" 3mgo
we _p  Nmg+Nms _p

wy ¢ " dmc + Nms ¢
0 mg + Nmg
3mc me + Nmg p2

& =5
me + Nmg 4me + Nmg g2

dmo + Nmg q>

<:>—7

3mc P2
4 N 2
AL
3 3mc  p?
N 2 4
o Nms g8 4
3mc  p? 3
N 3¢*
o Sy
mc p
——
>0
Nous avons donc que
3q> !
— —4>0 & =>-
p? p* 3
q 2
= > —
P V3
3
o PV
q 2

Cette condition sur le rapport de p sur g exclut alors le cas d’oscillations elliptiques (ou circu-
laires) on p =¢q = 1.
A présent, nous sommes capables d’exprimer les fréquences en fonction de p et ¢ uniquement.

Pour ce faire, repartons tout d’abord de ’expression de wy,

dmeo + Nmg
Wy = Wy
Y 0 mc + Nmg

1
= wo dmec + Nmg — 3me
dmc + Nmg
- 1
= wo 1 3mc
imc + Nmg
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4.2 Formations équilibrées évitant les collisions

Dans cette section, nous recherchons tout d’abord les conditions de formations de satellites
adjoints se déplacant conformément aux courbes de Lissajous et la position d’un satellite adjoint
pour les formations que nous qualifions de type I et type II. Ensuite, nous développons les
propriétés dont disposent ces formations de type I et II. Pour finir, nous simulons numériquement

le déplacement des satellites adjoints le long des courbes de Lissajous.

4.2.1 Conditions de formation de satellites adjoints le long des courbes de

Lissajous

Détaillons les conditions de formations de satellites adjoints se déplacant conformément aux

courbes de Lissajous. Ces formations son possibles sous réserve des conditions suivantes :

(A) la disposition des satellites adjoints doit satisfaire & la condition de balance

1 & 1 &
N Tk =N Zyk =Y, (4.5)
k=1 k=1

(B) les satellites ne doivent jamais entrer en collision, c’est-a-dire

(xi (t)a Yi (t)) e (xj (t)7 Yj (t))>

pour tout t et pour tout i # j

(C) facultativement, nous pouvons souhaiter nous assurer que

(@i(t), yi(t)) = (0,0)
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pour tout ¢ et t. Dans ce cas, un satellite supplémentaire peut étre ajouté au centre du

systeme ”en étoile” sans collisions avec ce systeme.

A présent, nous considérons deux types d’arrangements uniformes de satellites adjoints : le
type I et II.
4.2.2 Arrangement uniforme de satellites adjoints : Type 1

Le type I est un arrangement uniforme de N satellites le long d’une seule courbe de Lissajous.

La position du i-eme satellite adjoint est donnée par

(1) = mpsin [27rp <7‘ + ]ZV> + wx]

. 1 ’
Yo Sin [27rq <T + N) + 1/’4

ou 1, et 1, sont les mémes pour tous les satellites adjoints.

yi(T)

4.2.3 Arrangement uniforme de satellites adjoints : Type II

Le type II est un arrangement uniforme de N satellites le long de plusieurs courbes de

Lissajous. La position du i-eme satellite adjoint est donnée par

(1) = mpsin [27r <pT + ]if) + ww]

. { ’
yi(T) = wyosin [27r (L]T + N> + wy:|
ou 1, et 1, sont les mémes pour tous les satellites adjoints.

4.2.4 Propriétés des formations de type I et 11

Dans cette section, nous développons une proposition reprenant les propriétés des formations

de type I et II satisfaisant les conditions développées dans la section 4.2.

Proposition 4.2.1 Soit N =2,3,.... Notons g = w

7
1. Pour une formation de type I, la condition d’équilibre 1 est remplie si, et seulement si, ni

p ni q nest divisible par N.

Pour une formation de type II, la condition d’équilibre 1 est remplie pour tout N.

2. Pour une formation de type I, la condition de non-collision 2 est remplie si le nombre

Yo + pf; 4
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n’est pas un entier et si N est co-premier avec p et q.

3. Pour une formation de type II, dans le cas ot N > 3, la condition de non-collision 2 est
remplie si, et seulement si,
(1o25)

n’est pas divisible par le plus grand commun diviseur de N et g—p. St N = 2, la condition

2 est remplie si, et seulement si, 1y n’est pas un entier.

4. La courbe de Lissajous décrite par le systeme (4.4) passe par lorigine (0,0) si et seulement

st Yo est un entier.

Une formation de type I satisfait donc a la condition 3 si et seulement si 1y n’est pas un

entier.

Une formation de type II satisfait o la condition 3 si 1y n’est pas de la forme
q—p
2b
a+ ( N )

Preuve de la proposition Prouvons successivement les quatre propriétés de la proposition

avec a et b des nombres entiers.

des formations de type I et II. Rappelons que le mouvement d’un satellite adjoint k£ selon un

arrangement uniforme de type I est donné par les positions

T = xopsin <27rp7' + —k + %)

Y = Yosin (27Tq7' + —k‘ + ¢y>

et de type II par les positions

2
T = Tpsin (27Tp7' + Wﬁk + T/&)
. 2
Yr = Yosin | 2wqT + Wk + 1y
1. Prouvons les deux propriétés suivantes pour les types I et II :

e TypeI: BALANCE < ni p, ni ¢ n’est divisible par N,
e Type IT : BALANCE VN.

Rappelons que la condition de balance est formulée comme suit

WE
5

1 1
Ny
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e Type I : BALANCE < Ni p, ni ¢ n’est divisible par N.

Prouvons que ni p, ni ¢ n’est divisible par N = BALANCE. Commencons tout
d’abord par caractériser la notion de "non divisible par N” en terme de sinus et

cosinus afin de prouver la condition de balance,

Ni p, ni ¢ n’est divisible par N < % ¢ N et % ¢ N

™p Tp .
< — et — ne sont pas des multiples de
N N p p

& sin (%) # 0 et sin <%) # 0.

Ensuite, posons § = 2% et a = 2mpT + 1. Nous avons alors que la composante x du
mouvement du satellite k est donnée par z; = xgsin (a + k). A présent, retrouvons

la condition de balance pour la composante x,

N N-1
E T = T — 20+ TN
k=1 k=0

N-1

= xosin (a + kB) — xpsin () + xzosin (o + NJ) .

b
Il
o

Rappelons a présent la formule de la somme de sinus issue de [11],

(%)
s | —
2 )

sin (:U + %)

sin ()

N
Z sin (z + ky) =
k=1

et appliquons la au développement ci-dessus,

al sin (NT’B) N-1
———2sin (

xR = a+ 26) — zpsin () + xgsin (o + N3), (4.6)

k=1 sin (g)

Cette derniere expression n’a du sens que si p n’est pas divisible par N. En effet, dans
ce cas sin (g) =% 0, ce qui permet d’affirmer que le dénominateur de la fraction est

non nul. Remplagons alors  par %Tp dans (4.6) afin d’obtenir que

Zxk = —~ _Zgin R i) — g sin () + zg sin (o + N3)
sin (%32) 2 N
k=1 N
sin (7 . N —127 ) .
= sin((”gism <a + 2Np> — zpsin () + xo sin (a)
N
0 N-12
= 7 s1n<a—|—7Tp>
sm(w) 2 N
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Pour retrouver la composante y de la condition de balance, il suffit de suivre le méme
raisonnement en remplacant x par yi, To par yo, p par q et 1, par 1.

Prouvons que BALANCE =- Ni p, ni ¢ n’est divisible par N. Pour ce faire, prenons
la contraposée et prouvons que soit p, soit ¢ est divisible par N = NO BALANCE.

Etant donné que p est divisible par IV, on réécrit p comme

p=IN ouleN.

Dés lors, la composante en z de la position du k°™¢ satellite est donné par

2
T = xpsin <27rp7' + %k + wx)

= xosin | 2npr +  2wlk  +,
multiple de 27

= xzosin (27pT +¥y) .

En repartant de la condition de balance, nous remarquons que

N
1 1
N ; Ty = N ; xosin (27pT + )

= xosin (2mpT + 1) # 0.

Pour la composante y, il suffit de suivre le méme raisonnement en posant ¢ = [N ou

[ € N afin de conclure que
N
1
N Z Yk 7# 0.
k=1

e Type II : BALANCE VN. Pour prouver que la condition de balance est respectée pour
une formation de type II et pour n’importe quelle valeur de N, repartons de la composante
k.érne

en x de la position d’une formation de type II du satellite donnée par

2
T = xpsin <27rp7' + ka + %:)

2
= xgsin | 2npT + Y, + iy
————— N

= S~~~
=8
Remarquons alors que 8 = ~ Dest pas multiple de 7, ce qui implique que sin (%) est non
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nul. Soit N > 2. Reprenons le méme raisonnement que pour le type I,

N N—-1
Z:L’k = Zl‘k—ﬂio—i-l']v
k=1 k=0
: N 27
sin TW) . N —12n . .
= —=2Lsin|{x+ ——— | —axpsin (a) + zgsin (a + 27
sin(%) ( 2 N 0 (a) 0 ( )
= 0.

2. Prouvons la propriété suivante pour le type I
e Type I: NO COLLISION & 1y + %54 ¢ N et N est premier avec p et q.
Pour ce faire, prenons la contraposée et prouvons que COLLISION & soit ¢y + 5% € N

soit N est premier avec p ou avec ¢q. Soit ¢ # j. Ensuite, posons

2
ﬁ:%peta:%rpT—i-lbx

2
e:%etéz%rm'—i—l/}y.

La négation de la condition de non collision se traduit sous la forme suivante

COLLISION & z; =xj et y; = y;
& zosin(a+ fi) = xosin (a+ [7) et yosin (6 + €i) = yosin (J + €7)
< sin(a + Bi) = sin (o + Bj) et sin (6 + €i) = sin (6 + €j) -

Concernant ’égalité entre deux fonctions sinus, rappelons que

sing =sinb < a=0b+2kn

ou a=m—b+2kmw

X et Xo:x; =2 & sin(a+ fi) =sin (a + )

Vk €7 :
1¢" cas : X3 2°M€ cas : X9
rx+iy = x4+ jy—+ 2knw x+iy = w—(x+jy)+ 2knw
2 L
& (i—)FF = 2 & 20 = m+2kr— (i+])y
.27
p 2
& drpr = w+2km — 2z — (i + 7) ;p
1 S
< pT = §+k—%—(1+9)%
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Y1 eth:yi:yjﬁsin(é—i—ei):sin(d—i—ej)‘
VieZ:

1¢" cas : Y] 2¢M€ cas : Yy

IN 1
) — 1 = _— = — l—
(i = J) . gr = 5+

Yy

7—(i+j)

Afin de garantir une collision des satellites adjoints, quatre cas possibles s’offrent a nous.

Ils correspondent aux associations des quatre conditions X; et Y;, Vi =1,2:
COLLISION <« (Xl,Yl) ou (XQ,Yl) ou (Xl,YQ) ou (XQ,YQ).
(a) (X1,Y7)

Xi1etYT & EN=p(i—j)etIN=q(i—7j)

< N n’est pas premier avec p et ¢

(b) (X2,Y1)

1 z S .
XoetY: & p7':§+k—w7—( +j)%etl]\7:q(z—j)

< N et ¢ ne sont pas premiers

ou 7 indique le moment ou la collision a lieu.

(c) (X1,Y2)

by

1
XietYy, & kN:p(i—j)etq7':§+l—?—(i+j)

4
N
< N et p ne sont pas premiers

ou 7 indique le moment ou la collision a lieu.
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(d) (Xz,Y2)

XoetYy, & TXy = TY,

11 Ve D 11 Yy .. q
Bl e M A Pl 24— 4
< 2p[2+ 71' (Z+‘7)N] 2(;[2+ - Uy
11 v.] i+ 11 O
T AN L S By B N
< p[2+ 77} N q[2+ T N
1 (o 1 Py
S PR ) (NN R N )
o algra-Z|=rfpr-Y
1
& kg—pl=5p—a)+ (s —piy)
N—_———
=10
1
& kq—pl=(p—q)+ o
~—— 2
€7

1
Il en ressort alors que 5(1) —q) + o € Z.
3. Prouvons les deux propriétés suivantes pour le type I1

e Typell: N > 3, NO COLLISION < (wo + I)Q;q) N n’est pas divisible par le PGCD
de N et (¢ — p),

e Type Il : N =2, NO COLLISION < 1y n’est pas un entier.
e Type Il : N > 3, NO COLLISION & (¢ + 25%) N n’est pas divisible par le PGCD de

N et (¢ — p). Afin de prouver cette premiére propriété concernant la "non collision” des
satellites adjoints, prenons la négation de cette équivalence : COLLISION < (v + 25%) N
est divisible par le PGCD de N et (¢ — p). Soient i # j et N > 3. Ensuite, posons

2
ﬁ:%peta:%rpT—l-?Z}z

2
ez%etézQWQTer}y.

La négation de la condition de non collision se traduit sous la forme suivante

COLLISION & z; =xj et y; = y;
& xosin (a+ fi) = zosin (a4 55) et yosin (6 + €i) = ypsin (0 + €7)
& sin(a+ i) =sin(a+ Bj) et sin(d + €i) =sin (J + €7) .

Le raisonnement est alors similaire au point précédent. La seule différence vient de 5 et €

qui ne contiennent plus les facteurs p et g. Nous avons alors que
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X et X2:xi:xj@sin(a—l—ﬁi):Sin(@‘f‘,@j)‘

1 S
Vke€Z:1° cas : X1 = (i —j) =kN 2eme CaS:XQEpT:*“rk—%—(Z—’_‘])
2 7T N
YietYs:y =y; < sin(6+ €i) =sin (6 + €j)
1 C
VieZ:1" cas: Y1 =(i—j)=IN 2¢eme CaS:YQEqTZQ—f—l—%_(Zj\;J)
™

Afin de garantir une collision des satellites adjoints, quatre cas possibles s’offrent a nous.

Ils correspondent aux associations des quatre conditions X; et Y;, Vi =1,2:
COLLISION <« (Xl,Yl) ou (XQ,Yl) ou (Xl,YQ) ou (XQ,YQ).
(a) (X1,Y1)

XietY, & kN =(i—j)etIN=(i—j)

(i—j) ., (=)
N et | = N

& k=

Or, par hypothese k € Z. 11 est facile de remarquer que i — j € [-N, N]|. Il est alors
impossible que le terme % € Z. L’association de ces deux conditions ne comportent
donc pas de solution.

(b) (X1,Y2) Le raisonnement est similaire que pour les cas (X7, Y7).

(¢) (Xo,Y1) Le raisonnement est similaire que pour les cas (X1, Y7).

(d) (X2,Y2)

XoetYs & 7x, =Ty,

1 (1 Yy (147) 1]1 Yy (i+7)
Rt e
1 Ve (i+jg)] |1 Yy (i+7)
< q[2+k_7r_N}_p[2+l_7r_N}
& qk—pl—%(iﬂ')(q—p)=%(p—Q)+%(q¢z—pwy)
=g
& N(qk—pl)—(i+j)(q—p)=B(p—qwr@bo} N.

€Z €7

1 1
Il en ressort alors que [Q(p —q)+ wo] N € Z si §(p — q) + 1o est divisible par le
PGCD de N et p — q.
e Type II : N = 2, NO COLLISION < 1y n’est pas un entier. Afin de prouver cette

premiere propriété concernant la ”non collision” des satellites adjoints, prenons la négation

de cette équivalence : COLLISION < 1)y est un entier. Soient ¢ # j et N = 2. Supposons
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que i = 1 et j = 2. Nous avons alors que ¢ + 5 = 3. Les conclusions concernant les cas
possibles X1, X9, Y7 et Y5 sont similaires a celle du point précédent. Il en ressort alors de
la seule combinaison (X3, Y2) comportant une solution que

N (b pl) ~ i+ 3)a ) = |

;(p—Q)‘Hﬂo] N

2(gk —pl) —3(g—p) = B(p—(J)ﬂbo] 2
2(gk —pl) —=3(g—p) = (p—q) + 2¢o
2 (gk — pl) — 4(q — p) = 2o

(gk —pl) — (¢ — p) = vo.
€7

tr ¢ ¢ 3

Nous avons donc que g € Z.
4. Prouvons la propriété suivante : (0,0) € LISSAJOUS < vy € Z. Conséquence :
e Type I : pas de passage par (0,0) < ¢ ¢ Z,
q—p
N
Etudions alors le passage de la courbe de Lissajous par le point (0, 0).

e Type II : pas de passage par (0,0) < g # a + 2b ,oua,beZ.

xosin (27pT +1z) =0

3

yo sin (2mqT + 1) =0

i

2mqT + Yy = I

q (2mpT + ) = kqm
p (2mqT +1py) = lpm

=

{ 2mpT + Yy = km

En soustrayant les deux équations, nous obtenons que

0+ gz —pYy = (kg —Ip)7

. U N——
b €L
=%o

Il en ressort alors que ¥y € Z. A présent prouvons les deux conséquences sur le type I et
1I.

e Type I : pas de passage par (0,0) < 1 ¢ Z. Prouvons la négation de cette équivalence, ce
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qui revient a considérer que : passage par (0,0) < 1y € Z Suivons le méme raisonnement

que pour le point précédent,

7
q | 2mpT + 27rpN + ¢z> = kqm

i
p | 2mqr + QWQN + zpy) = lpm
En soustrayant les deux équations, nous obtenons que

0+ 0+ q¥eq — Yyp = kmq — lmp

s N—_——
w’ €Z
=%o

Nous avons donc que 9y € Z.

e Type II : pas de passage par (0,0) < 1y ¢ Z. Prouvons la négation de cette équivalence,
ce qui revient a considérer que : passage par (0,0) < 1y € Z. Suivons le méme raisonne-
ment que pour le point précédent,

q | 2mpT + 27r% 4+, | = kqm

p | 2wqT + 27r% +py | = lpm

En soustrayant les deux équations, nous obtenons que

0+27ri(q—p)+¢zq—p%:W(kq—lp)

N
1
92— (q — — kg —1
& N(q p)+ o =kq—Ip
o o= (kg —lp)+222;,
A TN
€z

Nous avons donc que 9y € Z.
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4.2.5 Simulations numériques

A présent, représentons les formations de type I et II au moyen du logiciel MATLAB en
fonction de parametres variables tels que le nombre de satellites adjoints, p, g et I'angle g
satisfaisant les conditions (A), (B), (C), (D) énoncées a la section 4.2.1. Le code correspondant
est présent en Annexe C.

Tout d’abord, a la FIGURE 4.2, nous représentons les courbes de Lissajous pour une formation
des satellites de type II. Pour le choix des parametres, 'auteur de l'article de référence [9]
détaille une série de valeurs admissibles renseignées a la TABLE 4.1. Les deux satellites adjoints
se déplacent sur deux courbes de Lissajous différentes. Remarquons qu’en fonction de la valeur
de p et g, les deux courbes sont soit symétriques par rapport a ’axe x soit par rapport a l'axe
y. Ensuite, a la FIGURE 4.3, nous représentons la formation de type I. Nous remarquons alors

que I'ensemble des satellites adjoints se déplacent sur une seule courbe de Lissajous.

p/q(= wg/wy) Nmg/mc N admissibles pour type I

1/2 8 3,5,7,...
1/3 23 2,4,5,. ..
2/3 11/4 5,7,11,...
1/4 44 3,5,7, ...
3/4 4/3 5,7,11...

TABLE 4.1 — Tableau récapitulatif des associations de parametres pour le type I

Type 2, p=1, q=2, N=2, ) =0.5 Type 2, p=2, q=3, N=2, 1=0.5

T T T 1

T T
0.8 ) B 08
)
A}
)
0.6 A b 0.6
.
v
Al )
0.4 . B 0.4 [}
. 1y
A )
’ 1y
0.2 . B 0.2 )
+ .
A A}
[y .
0 ® bt 0 ™
[ [y
. +
[} 1Y
-0.2 L) 3 0.2 L)
A A}
A A}
[y L
-0.4 ) B 0.4 v
. )
A}
.
-0.6 [y B -0.6
A
1y
)
-0.8 ) 3 -0.8
-1 1 1 I n 1 I I I - | | | L |
-1 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

FIGURE 4.2 — Exemple de formation de type II

67



Type 1,

0.8

0.6

0.4

0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

p=1, =2, N=3, 1;,=0.25

-0.4

Type 1

Il
-0.2 0

0.2 0.4 0.6

, =1, q=3, N=2, 1/J°=0-5

-0.4

Type 1, p=3, =4, N=5, 4=0.25

1 T

0.6 - ,

0.4 - ,

0.2- ~ 0

0.2 0.4 0.6

FIGURE 4.3 — Exemple de formation de type I
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4.3 Enchevétrement des cables

Dans cette section, nous nous intéressons aux éventuels problemes que de telles formations
pourraient engendrer. En effet, disposer des cables treés proches les uns des autres (leur épaisseur
ne peut étre négligée) et en ne les attachant pas au méme endroit sur le satellite principal
peut présenter de grands risques. Le mouvement relatif des satellites adjoints étudié dans la
section précédente peut alors engendrer des contacts, mais également un enchevétrement entre
les cables. Ces derniers peuvent s’enrouler les uns autour des autres, alors que d’autres pas,
et ces noeuds peuvent se produire dans un sens ou dans I'autre, de facon non symétrique. Les
auteurs de larticle [9] ont renoncé & I’étude mathématique de tous les cas possibles, mais donnent
une approche intéressante des cas les plus simples, a savoir les enchevétrements par paires de
satellites. Ils distinguent alors trois types d’enchevétrements, dont deux sont représentés sur les

FIGURES 4.4 et 4.5 :
- pas d’enchevétrement

- enchevétrement faible : enchevétrements pour toutes les paires toutes tordues dans le
méme sens, par exemple I’ensemble des satellites adjoints effectuent une rotation de 360°

et le satellite principal reste fixe

- enchevétrement fort : enchevétrements pour toutes paires, tordues dans des sens
différents ou pas tordues, par exemple un sous -ensemble de satellites adjoints effectuent

une rotation de 360° et le satellite principal reste fixe.

. *g “8

FIGURE 4.4 — Enchevetrement faible
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Soem S2
/@ = 5'3 @ 53

! 360°

C C

FIGURE 4.5 — Enchevetrement fort

La ou l'enchevétrement faible peut simplement étre annulé en effectuant une rotation du
satellite principal, ’enchevétrement fort ne peut étre résolu par une quelconque rotation du
satellite principal. L’intérét de travailler avec des paires de satellites est de pouvoir relier la

notion d’enchevétrement, faible ou fort, au nombre de rotation autour de ’origine.

Définition 5 Soit une courbe fermée (x(7),y(7)),cjo 1) qui ne contient pas Uorigine et telle que
les intersections de la courbe avec l’axe de la coordonnée x soient non dégénérées. Nous avons

alors que le nombre w de rotations sur l’origine peut étre écrit comme

w=3 3 sign(@(n)i(r).

Ty(7)=0

En appliquant cette définition a la différence de position entre deux satellites ¢ et j, n’entrant
pas en collision, on obtient alors un outil pour calculer les conditions d’enchevétrement de deux

satellites. Illustrons cette définition au moyen de quatre exemples repris a la FIGURE 4.6.
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y‘ yﬂ

(c) (d)
FIGURE 4.6 — Exemples du nombre de rotation w

1. Le premier cas représenté a la FIGURE 4.6a est une courbe fermée qui n’entoure pas

Iorigine. Le nombre de rotation est alors donné par
w=0.

2. Le deuxieme cas représenté a la FIGURE 4.6b est une courbe fermée qui entoure 1’origine
et qui intersecte deux fois 'axe des . Nous avons alors deux 7 tels que y(7) = 0. Le

nombre de rotation est donc calculé comme

(sign (z191) + sign (z2y2))

(DD + (=1)(=1))

= -1

N =N =

3. Le troisieme cas représenté a la FIGURE 4.6¢ est une courbe fermée qui entoure 1’origine

deux fois et qui intersecte quatre fois I’axe des x. Nous avons alors quatre 7 tels que
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y(7) = 0. Le nombre de rotation est donc calculé comme

w = = (sign(x1y1) + sign (xey2) + sign (z3ys) + sign (r4ya))

(DD + (EDED) + FEDED + (1))

NN~

4. Le quatrieme cas représenté a la FIGURE 4.6d est une courbe fermée qui entoure ’origine
une fois et qui intersecte quatre fois I’axe des z. Nous avons alors quatre 7 tels que y(7) = 0.

Le nombre de rotation est donc calculé comme

w = = (sign(wg) + sign (wayis) + sign (vagis) + sign (zays))

(DD + EDED) + FDED + (=1)(+1)

il A )

Le nombre w de rotations est donc égal au nombre de fois qu’on entoure l'origine dans une
courbe fermée. Il est aussi possible de définir un nombre d’enroulement. Celui-ci correspond
au nombre de rotation w mais dans le cas ou la courbe est donnée par une paire de satellites

adjoints.

Définition 6 Pour toute paire (i,j) de satellites adjoints, considérons le nombre d’enroulement
wij défini comme le nombre de tours que fait le jéme satellite dans le plan zy sur le i°™¢ satellite

au cours de la période :

wij:% Z sign(mij(T))sign@ij'(T)),

Ty (7)=0

ot (1) = xj(1) — zi(7) et yi;(7) = y; (1) — yi(7).

Il est aussi facile de remarquer que w;; = w;;. Nous sommes a présent en mesure de définir les

trois types d’enchevétrements grace a ce nombre d’enroulement.

Définition 7 Un configuration est sans enchevétrement si, et seulement si,
wij =0 Y(i,7).
Définition 8 Un enchevétrement est dit faible si, et seulement si,
wij = +1 V(i,7), ou wj=—-1 V(i,j).

Définition 9 Un enchevétrement est dit fort si, et seulement si, il coexiste des w;j = +1 et des

w;j = +1 parmi les paires.
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Tentons d’identifier de maniere intuitive les éventuels enchevétrements faibles et forts a partir

des simulations de formation de type I et II présentées aux FIGURES 4.3 et 4.2.

e Pour le type I avec p =1, ¢ =1, N = 3 (graphique en haut & gauche sur la FIGURE 4.3),

il existe un enchevétrement fort en forme de tresse,

e Pour le type I avec p = 1, ¢ = 3, N = 2 (graphique en bas a gauche sur la FIGURE 4.3),
il existe un enchevétrement faible,
e Pour le type Il avec p = 1, ¢ = 2, (ou p = 2, ¢ = 3), N = 2 (graphique a droite et a

gauche sur la FIGURE 4.2), il n’existe pas d’enchevétrement.

A présent, relions ces situations a la parité de p et ¢ dans la description des courbes de Lissajous.

Proposition 4.3.1 1. Considérons une formation de type I ou II se déplacant sans collision.
Si au moins p ou q est pair, alors w;; = 0 pour toutes les paires. Sinon, w;; = £1 pour
toutes les paires. Par conséquent, si les deux p, q sont impairs, il y a au minimum un

enchevétrement faible.

2. En outre, considérons une formation de type I et supposons que les deuz p, q sotent impairs
de sorte que wi; = £1 sur la propriété 1. Alors les deux valeurs +1 et —1 font partie des
nombres d’enroulement w;; si, et seulement si, ni ¢ — p, ni p — q n'est divisible par 2N.
En conséquence, si ni q — p, q + p nest divisible par 2N, alors l’enchevétrement est non

seulement faible, mais aussi fort.

Preuve de la proposition

1. Supposons une courbe fermée (z(7), y(7)) refo,1] qui ne contient pas lorigine et telle que les
intersections de la courbe avec ’axe de la coordonnée z soient non dégénérées. Reprenons

la définition 6 du nombre d’enroulement,

1 . . .
wij = 3 Z sign(xij)sign(ii;)

7213 (1) =0
z3(r) = a5(r) — ()
G = @) S u)

A présent, considérons séparément les deux types de formations. Type I : Tout d’abord,

calculons les coordonnées x;; et y;;

2 2
zij(T) = xgsin |:27Tp7’ + Yz + ;{ij} — zp sin [27rp7 + P, + ]7\?91]
. 2mq . . 27q |
yij(T) = wyosin |2mqT + 9y + ~ J| —yosin |2mqT + 1y + WZ
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Ensuite, posons 8 = %Tp, o = 2mpT + 1, et développons x;;

xij = xosin(a+ Bj) — zosin (a + Fi)
= 1z [sin(a) cos(Bj) — sin(a) cos(5i) + cos(a)a(B7) — cos(a) sin(B1)]

= 1z |sin(a) (cos(Bj) — cos(Bi)) 4 cos(a) (sin(5j) — sin(Si))

-~ -~

(1) (2)

Appliquons la formule de Simpson a (1) et (2),

r;j = 2xpsin <§(] - z)) [— sin o sin (g(z —i—j)) + cos a cos <§(2 —i—j))]
= 2x(sin <§ (j — i)) cos <a + g(i +j)> /

Pour la composante y;j, en posant € = %Tp, 0 = 27pT + 1, nous obtenons par un

développement similaire
. € . . € . .
Yij = 2yosin (5 (j— z)) cos ((5 + 5(1 +j)) .
Dérivons y;; par rapport a 7, et nous obtenons

. d
Yij = %yij

= —4mq ypsin (% (j— Z)) sin (5 + %(z +=7)>

A présent, nous pouvons développer le nombre d’enroulement

wij = B Z sign(zq; (7)) sign(9i; (7))
T*:yi5 (7%)=0
1 s

= §sign(x0)3ign [sin <Wp(j - z))] (—1)sign(yo)sign [sin (%q(j - z))]

.Zsign [cos <a + g(z —|—j)>] sign [sin (5 + g(z +j))} (4.7)
T*
Intéressons-nous ensuite aux valeur de 7% qui annulent y;;.

7" tel que y;;, =0 < 7" tel que 2ypsin (g (j— l)) cos ((5 + %(Z —i—j)) =0
< 7" tel que cos <5+ %(z —i—j)) =0

& 5+%(i+j):—g+s7r, Vse€Z telque s=1,...,2q.
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Nous pouvons alors remplacer cette valeur dans le sinus apparaissant dans ’équation (4.7)

sin(é—i—;(i—&—j)) = sin(—g—i—sw)
= (-1)% Vs=1,...,2q.

Remplagons alors cette valeur du sinus dans I’équation (4.7)

wij = %sign(azo.yg)sign {sin (%(] — z))} (—1)sign {(Sin %(] — z))}
.i(—l)ssign [cos (oz + g(z + ])ﬂ (4.8)

Remarquons que la partie
m m
sign(xo.yo)sign [sin (—p(j - z))] (—1)sign [(sin —q(j - z))] = +1.
N N
De cette maniere-1a, nous trouvons que
Wi = j:w*.
ol le nombre d’enroulement w, est celui de la courbe de Lissajous

x(T) = mocos (2mpT + Y,)
y«(T) = xgcos (2mqT + 1y)

et est donné par

o — ;i(_l)ssign [cos <a+ g(’i+j)>:| ;

ou encore

W = ;i(—l)ssign [cos <7qu5 + w)] . (4.9)

avec une phase constante 1.

A présent, considérons deux cas possibles; (a) p et ¢ sont impairs et (b) p ou ¢ est pair
(les deux ne peuvent pas étre pairs car ils sont premiers entre eux).

(a) Soient p et ¢ impairs. Interessons-nous a ’équation (4.9) de w.. En posant 6§ = %,

2q
W = % Z(—l)ssign [cos (s0 4 14)]
s=1
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S Expression du cosinus Signe du cosinus
1 cos (0 + 1) -

2 cos (26 + 1)) +

3

cos (30 + 1)) -

éq—l ;:os((2q—1)9+1/1*)) -
2q cos (2¢0 + 1))
= cos (2mpb + 1)) +

TABLE 4.2 — Tableau du signe des cosinus en fonction de s

nous remarquons que l’angle peut prendre 2¢q valeurs en fonction de la valeur de s,
ou v, est quelconque et situé dans le premier quadrant. Ces différents cas possibles
sont repris a la TABLE 4.2.

Il est alors possible de reparamétrer w, en fonction de t,

l\Dl—‘

2q—
= Z )esign [cos (0 + 4] .
t=0

Séparons cette nouvelle expression du nombre d’enroulement en deux,

g—1 2¢—1
W — % S (1)t sign [cos (0 + )] + 3 (=1)'sign [cos (40 + )] | .(4.10)
t=0 t=q

Définissons le changement de variable
t=t—q = t=1t'4q

et remarquons qu’en Pappliquant sur la deuxieéme somme de I’équation (4.10), nous

obtenons le changement de signe

(1" = (-

= — (1" car q est impair.

Nous obtenons alors que

q—1 q
Z )esign [cos (t0 + 1.)] — Z(—l)tlsign [cos ('8 + b + 1. ]
=0 =0
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Remarquons que g = pm ol p est impair, ce qui implique que
cos (t'9 + pm+ w*) = — oS (t’@ + 1/1*) .

Le nombre d’enroulement peut alors se réécrire comme

q—1 q
Wy = % Z(—l)tsign [cos (t0 + 1)) + Z(—l)t/sign [COS (tle + 7/’*)]
t=0 /=0
144
= 3 (—1)sign [cos (t0 + .)] .
t=0

Les angles possibles du cosinus

w*a ¢*+677w*+(q_1)0

se situent tous dans une demi circonférence et sont chacun équidistants (voir FIGURE
4.7). Remarquons également que cette valeur de w, revient a sommer ¢ fois, ou ¢ est
impair. Nous avons donc qu’il y aura soit un cosinus positif en plus soit un cosinus

négatif en plus. Ce qui nous permet de conclure que

wy = 1,
et donc que
Wwij = +1.
Ya
)y + 6
0
Ve + (¢ —1)0 P«

>x

FIGURE 4.7 — Angles équidistants
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(b) Soient p et ¢ et laissons I'un des deux étre pair. Sans perdre de généralité, supposons
que ¢ soit pair. De cette maniere, ¢ € 2N, ou encore % € N. De plus, p est automati-
quement impair car p et ¢ sont premiers entre eux par hypothese. Il est possible de
séparer I’équation (4.9) de w, en deux parties, une pour les s pairs et l'autre pour

les s impairs afin d’en simplifier I’étude par la suite,

W, = é zq: )21 sign [cos(?(zt—1)+¢*>]+zq:(;@sign {COS(?(%Hw*)]

t=1

t=1 -1 =1

_ % —tilsign [cos (Zp(%—l +w*)]+zszgn [cos (Zp(%)w*)]

=51 =S

1
= 3 [—S1 + S2].

Evaluons les termes S et Sy de 'équation (4.11) en les séparant chacun en deux a

nouveau. Intéressons nous premierement a Sp

Z Slgn[cos < (22_ D) =+ 1/&)]
:ﬁsign[cos ( (2t — 1) + %)] + Z SZgn[COS <7;p(2t -1+ 71&)} (4.12)

t=q/2+1

:=S11 =512
Développons le terme Syo,
! ™
Sis = Z sign [cos < (2t —1)+ 1/&)} )
t=q/2+1 I

en effectuant le changement de variable

t’:tfg out:t’+g, (4.13)
q—q/2 -
Si2 = Z sign [cos (p(2t' +q¢—-1)+ %)]
t=1 1
q—q/2 - -
= Z sign [cos <p(2t' -1)+ e 1/&)} ;
—1 q q

Le cosinus du terme ci-dessus a le méme argument que celui de 571, avec seule
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différence le fait qu’il y ait un nombre impair de = dans S13. Cela entraine donc un

changement de signe du cosinus. Nous avons donc que
S12 = =511

En remplagant dans 1’équation (4.12), nous obtenons que S; = 0.

Intéressons nous deuxiemement & So

Sy = Zq: sign {Cos <7Tp 2275) + w)]

t=1

q/2 q

:;sign {Cos <7;p(2t)+w*>] + > sign [cos <7;p(2t)+¢*)] (4.14)

t=q/2+1

:=S91 :=So9

Développons le terme Sos,

q
Syy = Z sign [cos <7Tp(2t) + 1/)*)] ,
t=q/24+1 q
en effectuant le méme changement de variable que celui effectué en (4.13),
q—q/2 P g
Soo = Z sign [cos <2t' +—+ %)] ,
q q

t=1

Le cosinus du terme ci-dessus a le méme argument que celui de S3;, avec seule
différence le fait qu’il y ait un nombre impair de 7w dans Sss. Cela entraine donc un

changement de signe du cosinus. Nous avons donc que
Sog = —S51.

En remplagant dans 1’équation (4.14), nous obtenons que Sy = 0.

Il en ressort donc que
1
Wy = 5(0—1—0) =0,

ce qui nous permet de conclure que
wij =0.

Type II : raisonnement similaire.
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2. A partir de la preuve du point (a), prenons le cas d'une type I et de p et ¢ impairs. Nous

avons donc que w;; = £1. Donc si tout les w;; = +1 ou si tout les w;; = —1, nous restons

dans un enchevétrement faible. Le cas de l’enchevétrement fort se produit dans le cas

ou les +1 et —1 apparaissent pour des paires différentes si, et seulement si, ni ¢ — p, ni

p+ g n’est divisible par 2IN. Afin de s’en convaincre, repartons de la définition du nombre

d’enroulement

oll nous avons que

wij = ws sign(zoyo) sign(fj-i)

fs =sin <%ps) sin

(a) Siq et p sont impairs alors ¢ — p est pair et est divisible par 2NV.

(%)

Nous avons donc que ¢ — p = k.2N.

[s

sin (%pS) sin (%s (k.2N —l—p))
sin (%ps) sin (27rs/~€ + %sp)
sin? (Lps>

N

0.

(4.15)

La conclusion est similaire pour le cas ¢ + p. Etant donné que f; > 0, nous aurons

que w;; est toujours de méme signe. Dans ce cas-la nous avons un enchevétrement

faible.

A Tinverse, si ni ¢ — p, ni p + ¢ n’est divisible par 2N alors nous avons un en-

chevétrement fort.
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4.4 'Théorie de perturbation de second ordre

Dans cette section nous allons étudier les effets de non linéarité du mouvement des satellites
adjoints le long des courbes de Lissajous. Nous ne prévoyons pas que le mouvement des satellites
adjoints le long des courbes de Lissajous soit stable. Ce mouvement est un phénomene subtil
qui est fortement affecté par les non-linéarités et qui peut étre maintenu sans action de controle
supplémentaire uniquement a des amplitudes d’oscillations relativement faibles. Nous allons
donc développer les effets de non linéarité en déduisant des corrections de second ordre des

équations d’évolution dans le cas ou > 1 lorsqu’on peut négliger 'extensibilité des

k
3wgms
attaches et choisir [g = [*. Ce cas vient de la condition d’extensibilité (1.37) de la section 1.6.

En identifiant la masse relative m,., il est facile de remarquer que

3w(2) mc mg
k> ———
mg + Nmg

& k> 3w m,

> My
Swgmg "

Nous étudions donc le cas ou m, > 1. Cela revient a considérer que

mc mgs

—>1
mc + Nmg
mo +Nm
N mc»M
mg
m
& me>-—C 4N
mgs
m
s mo——< >N
mgs
S mo > T
1_m7S

Remarquons alors que lorsque la masse du satellite adjoint mg augmente et tend vers 'infini,
la condition se résume a imposer que la masse du satellite mere soit beaucoup plus grande que
le nombre de satellites adjoints N.

Si nous supposons que le centre de masse du systeme reste a l'origine, alors la configuration peut
étre parametrée par les 2N coordonnées x;, y;, i = 1,..., N des satellites adjoints. Supposons

également que les satellites adjoints aient la méme masse mg. Nous obtenons alors le systeme

N
mere + Zmzﬁ =0
=1
N
& mere + (Zf:) mg = 0.
=1
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qui peut étre décomposé selon les composantes x, y et z

N
mcxo—l—(Zmi)mg =0

i=1

N
mCyC“‘(Zyi)mS =0

N
mczc-l—(ZZi) mg = 0

=1

Intéressons-nous plus précisément a la composante zo. Repartons de

lre — 7 |)?

t ¢ T ¢

Or nous avons que

mczc

4 mgaczc

& z2¢(mc + Nmg)

<~ zZCo
-~ zZC
<~ zZo
=4 zZCo

(zc — 21)* =
(zc — z)
zc

mczc

(4.16)

Q

%

l2
12— (xC - xz)2 (yC yz)
= /2= (ac -2 - (ye - v

zi + \/l2 — (wc —2:)* = (yo — vi)?

mez; + mc\/l2 —(zc —2)* — (yo — i)’

N

— > zimg

i=1
N

- Z; [ZC - \/12 — (zc —@i)* = (yo - yi)ﬂ ms

mg % \/l2 — (zc —2)* — (yo — ui)°

s 2 _ )2
mo + ng Z \/l xC xz) (yC yz)

my X [1 _ (zc — ZE¢)2 _ (yo — yi)2] :

mc ;=1 lg l2

my % In 11 1 (xC - xz) 1 (yC yz)

mc ;=1 0 2 l% 2 lg

my 1 X 2 2
Nip— — 3 [(@i = 20)* = (i —

2 i = o 3 [0 = a0)? = - wer’]
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Nous obtenons alors le systeme d’équations

( ms N
e = ——= > @
mc z; '
N
ms
yo = —— Yi
mc 2; ‘
— _ L 2
zc mCz zc)? — (yi — yo)
Nip— 5 [( P = (- v’
~ - = i —xo) — (yi —
\ mo 0 2l0@ ‘ i C Yi Yyc

La composante z; quant a elle, est donnée par

Zi = Ze— \/l2 — (= —JUC)Z — (yi — yC)2

3 2 2 1 (xC - 5(31')2 1 (yc — yl)Z
~ e lo—2mcl0;{(m—xc) +(yk—yc)}—lo -5 E -2 ]
S 1
~ mgc lo B 2mCZO Z [ LTk — :EC + (yk - yC)2} + 2710 |:(3’JC — xi)2 _ (yC _ yZ)Z]

k=1

~ —:Z; lo+ ;O{[(:cZ — xc)2 — (yi — } % Z[ T — JUC — (yr — Z/C)z}} . (4.16)

Remarquons que nous décidons de conserver systématiquement les termes jusqu’au second ordre
dans @i, yi, i, Yi, Tis Yi-

A présent, exprimons les composantes = et y de la tension agissant sur le i satellite adjoint
a travers la composante z. Pour cela, il suffit d’ajouter un terme recentrant la tension de la

manieére suivante

Ti — TCo T — To
Tz,z = Ti,Z ~— Ti,z
— ZC l()
Yi — Yo Yi —Yyc
E,y = ,Ti,z E,z
zZi — RC lo

En reprenant les équations du mouvement HCW suivantes

( 1,x

T; = 2wz +
mg
T,

.. 2 iy

Yi = —wy¥i+ )
mgs

. . T;

Zi = —2wol; + 3w82i 4 2E

\ ms
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en les appliquant a chaque satellite adjoint S;, et en isolant le terme z;z; nous retrouvons la

composante en z de la tension

T; . .
Y2 Quod; — 3wgzi
mgs
. m
~ QOJOJ,‘@' - 3(.08 L lo.
mgs

Les deux équations restantes de HCW donnent alors

.. . Ty — & . m
T, ~ 2wz — Lo 2wo; + 30.)3 "o
lo mg

(4.17)
, i — _ m
(TS _w(Q)yZ . Yi loyc <2(,L)03§‘,L + 3&)8 m; l0>
Ensuite calculons Z; en dérivant 1’équation (4.16),
. 1 . . 1 . .
A= (zi —zc) (& —2c) + T (yi —ye) (i — yo)
N
——— > [(xx — x0) (&% — ) + (ke — ye) (G — §o) - (4.18)
lome P

A présent, repartons tout d’abord de la composante en x du systeme (4.17) afin d’identifier

la notation w, introduite a I’équation (4.2).

2woz; — i ; re <2WQ1"Z' + 30.)3 Mt lo)
mg

0
2w 2w . .
~ 20 (3 —20) (F — i) + =2 (i — ye) (Wi — o)
lo lo
N
m’l‘ . . . . . 2 mr
—— (ke — 20) (@ — d0) + (ye — yo) (U — 90)) — (@ — w0) & § + 3 (2 — 20) wf—lo
mc 1 mg
2w m N
. 70_ L L - B T S L S L
@18) o { ic (zi = @c) + (4 —yo) i — go) s ; [(95] ic) (zj — xc) + (U5 — o) (y; yc)}

my

— (m; — 3wi —.
(z; —xc) WOmS

Or nous avons que

o — 3mc o — 3m,
v 0 mc + Nmg v mg
m
& w§:3w§m;. (4.19)
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Ce qui nous permet de trouver que

Jj=1
N

@féi—wﬁ(wi—wC):Q{—i?o(wi—l’C)Jr(y'—yc)( Yi — yo) —EZ[ ij — &) ($J—$C)+(yj—y'0)(yj—y0)] :

Ensuite repartons de la composante en y du systeme (4.17) afin d’identifier la notation w,

introduite & 1’équation (4.1).

. i — YC
Ui =~ —w%yi — (yzloy) <2w0:cz — 3w0 >
.. . \Yi —Yc m
< gi o= —wiyi— QWO%(ZZ) +3wg —(yi — yc)
0 ms
my 2w . m
& - Bw(%—yc = —be“z' (yi —ye) — wﬁyi - 3w87ryi
ms 0 ms
. m 2w . m
= Ui — Bngyc = ——I (yz - yC) —Yi W(% < T)
mg lo mgs
=Wy
. m 2w .
& Gitwiyi—3wi—yc = ——ii(yi—yo).
mg lO

Nous obtenons alors le systeme d’équations

. m'f‘ .
§i + wlyi — 3wi —yc & — = (yi — yc)
ms 0

Il nous manque cependant les équations de x¢ et yco. Les équations obtenues dans le systeme
(4.20) peuvent étre utilisées pour trouver des corrections non harmoniques a une petite oscilla-
tion harmonique particuliere. La procédure consiste a substituer I'oscillation harmonique dans
le coté droit et a trouver la correction, au premier ordre, en résolvant ’équation linéaire non
homogene résultante. Exprimons, tout d’abord, les équations homogenes du systéeme (4.20), tant

xo et yo font tous deux partie de la partie linéaire du systeme,

& — wi(z; — 20) =0
) m (4.21)
Ji +wyyi —3wg—yc = 0
mgs
Repartons de la définition de x¢
o = -8 (4.22)
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et dérivons la deux fois par rapport au temps,

N
.. mg ..
Witel = — Z ZT;
Lt
m N
S
= —— (—wixi + w%xc)
(4.21) mc
i=1
m N
= —Ssz i — —2Nw?zc
xX xX
mg 4

(4.22)
mgN
me
2
= —L (mc+ Nmg)zc
me
= —3wiz
(4.19) 0
= _w%’xxC’

indépendant de x; et ol woe = v/3wp. Nous avons alors Péquation caractéristique correspondant

a I’équation homogene suivante
zc(t) = Acgcos(wegt + ko) ,

ou Ac, est un terme totalement arbitraire. Ensuite, repartons de la définition de y¢,

N
ms
vo = —— > U (4.23)
Mr i3
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et dérivons-zla également deux fois par rapport au temps,

N
. mgs .
Yo = - Eyz
my ©
=1

N
m m
(4.21) me mg

me ms
= - —3wi—N
(4.23) “yYo 0 ve
Nm
2 2 S
= - 3
(wy + wo mo + ng) Yyc
- 9 4mc =+ ng 9 mg
= —\% “o Yo
(4.1) mc + Nmg mc + Nmg

2 dmeo +4Nmg y
0 mo + Nmg ¢

2
=  —dwyyo
= —WnyC’a

oll woy = 2wp. Nous avons alors ’équation caractéristique correspondant a ’équation homogene

suivante

yo(t) = Acgycos (2weyt + kcy) -

Nous avons donc que la solution du systeme est donné par

zi(t) = Agcos(wg + ky) + By cos (wegt + kgy)
yi(t) = Aycos(wy+ ky)+ Bycos (2w(;yt + k'cy) ’ (4.24)
solution homogene solution particuliere

ou Az, Ay, kg, ky sont les conditions initiales du syteme et ol les termes linéaires décrivent les
oscillations avec les fréquences w,, wy, woye, Woy. Les deux derniers termes correspondent au
mouvement du centre de masse des satellites adjoints ou, de maniere équivalente, au mouvement
du satellite principal. Les termes By, By, k., k’oy sont des constantes particulieres fixées, qui
satisfont I’équation non homogene en x;. Nous avons donc calculé une perturbation du deuxieme
ordre sur les équations &; et g;.

A présent, calculons la correction au deuxiéme ordre en considérant le mouvement d’une for-

mation de type I ou II avec une faible amplitude comme oscillation harmonique de base, que
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nous désignons x; 0, yio0. Réécrivons le systeme (4.20), identifions les fonctions F; et G; de la

maniere suivante

s 2 o . . . .

& —wi(x; —2¢) = F;(2i0,7c0,¥i,0YC,0, £i,0, £C,0, ¥i,0, YC,0)
. 2 2 my . . . . <425)
Ui + wyyi — 3wj mslC = Gi (210,00, Yi,05 Y00, 0,0, £C,05 Ui,05 YO,0)

L’idée est alors de remplacer dans les fonctions F; et G; les fonctions par leur solution de
I’équation homogene. De plus, en prenant en compte la condition de balance énoncée en (4.5),

nous avons que zc,o = yc,0 = 0. Le systeme (4.20) devient alors

$1 — w%(m, - xc) = Fl(t)
2000 . my N . s
= 0 [yi,o Yi,0 — — 3 (ffj,o Zj,0 + Y50 yj,o)]
0 mcg j=1
(4.26)
.. 2 o My
Yi +wyyi — 3w0m75yc = Gi(t)
2w |
= ——57Zi0 Y0
\ Iy

Bien que la correction du second ordre du mouvement soit évidemment présente pour chaque
satellite adjoint, quel que soit le choix des parametres du systeme, il est possible de choisir
des parametres de maniere a faire disparaitre completement la correction de second ordre du

satellite principal. Pour ce faire, regardons ce que valent Z¢(t) et yo(t) au deuxieme ordre,

N
. mg
_ 2
Bolt) = —wdac 05 YR
Equation homogene ~ 11C i=1
Correction 2°™€ordre

. ) ms 2("}0 [ N . N N . .
s To + —We, e = ———— > Yi,0 Yi,0 — Z Z (xj,o Zj0 + Y50 ?/J}O)
mc lo | i=1 me i=1 ;=1
.. mg 2w N . N my N, .
& o+ —u%zxc = T I > Yi,0 Yi,0 — Z xj0 xjo— —N > Y35,0 Yj5,0
me o | i=1 mec =1
[ N N
; mg 2w . mc Nmg )
2
<~ ro+ —Wwe, o = — Yi,0 Yi,0 - 5,0 4,0
Cx meo z; we moc+ Nmg mc+ Nmg j; I
N N
S . 9 2w mc Nmg
& — (v + —whH x = —|— - 0 Tin T
mc(c aze) o | e+ Noms Zyzoyz() +Nm52 5,0 T5.0
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jot) = —wg e  ——— 3 Gi(t)

Equation homogene

Correction 28™€ordre
N
. mg 20}0
A jo +—wi,yo = e o ——&i,0 Yi,0
=1
ms ( 2 ) 2wy X
s — (jo+-w = i
me Yyc nyC lO ZZ ,0 Yi,0-
Nous obtenons alors le systeme suivant
mc . 9 2wo mc N Nmg N
—— (Zotwhrro) o — | ———— _ Tig X
mg(c Eatc) lo <m0+Nm Zyﬂoy]o me —|—Nm5Z 0 23,0
[(4.27)
mc (.. 9 2wy &
Tns (yc +wcyyc) T > 50 Yj0

j=1

Nous remarquons alors que l'effet du second ordre fait intervenir de nouvelles fréquences. En
effet, les termes ;0 %0, ¥j0 Zjo et Tjo0 y;0 dans le coté droit engendrent des fréquences
2wy, 2wy, et wy = wy respectivement. Cela est dii a la multiplication de cosinus. Notez que le
terme Nmg a tendance a étre beaucoup plus grand que m¢ pour un systéme satisfaisant nos
hypotheses (voir TABLE 4.1), lorsque N est grand. La plus grande perturbation est alors dans
le mouvement de Zc. Autrement dit, le mouvement du satellite principal a tendance a étre
généralement affecté par des corrections de second ordre bien plus fortes que le mouvement
des satellites adjoints. Les yo, quant a eux, le sont beaucoup moins. Si le nombre de satellites
adjoints N augmentent beaucoup, il y aura donc un effet a rajouter sur z¢. Cependant, ici, les

contributions de différents j peuvent s’annuler.

Proposition 4.4.1 Considérons une formation de type I telle que ni 2p, ni 2q, ni ¢+ p ne soit

divisible par N. Alors il n’y a pas de correction de second ordre, ce qui revient a dire que

N
> dko(t) zro(t) Z@/ko Yr,o(t Zxko Yko(t) =0,
k=1

pour tout t, de sorte que les membres de droite des équations ci-dessus disparaissent a l’identique.

La preuve de cette proposition est élémentaire et donc n’est pas développée dans le cadre de ce
mémoire. Les différents jeux de parametres correspondant a I’hypothese de la proposition sont
N=5p=1q9g=2et N=5,p=3,q=4.
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Conclusion

Tout au long de I'étude de D'article [9], nous avons construit les équations du mouvement
d’un systeme de satellites adjoints en prenant en compte diverses étapes nécessaires a ’analyse
détaillée d’une telle configuration céleste. Tout d’abord en analysant la rigidité des cables, pour
en arriver a une étude approfondie des équilibres interessants du systeme, puis en découplant
notre systeme afin d’étudier les mouvements entre satellites principal et adjoints, puis entre
adjoints uniquement, ainsi que la stabilité du systéme. Nous avons ensuite constaté que, sous
réserve d’un choix approprié de parametres de systeme ”en étoile”, les satellites adjoints peuvent
se déplacer selon les courbes de Lissajous, de sorte que le systeme reste en mouvement libre
(c’est-a-dire qu’aucun carburant n’est consommé en mode de fonctionnement nominal). Le sa-
tellite principal est dans un état d’équilibre relatif sur la verticale locale, traversant le systeme
CoM. Notre analyse montre 'existence de relations plutét non triviales entre les parameétres du
systeme qui, une fois satisfaites, permettent d’obtenir un systeme bien équilibré, sans collision
entre les satellites ou les attaches. Certaines configurations déterminées par le bon choix des pa-
rametres permettent de placer un satellite supplémentaire au centre du systeme ”en étoile”, sans
collision avec les autres parties du systeme, ce qui renforce 'idée d’un test grandeur nature dans
I’espace. Cependant, le changement de position complexe des satellites adjoints est un défi pour
la mise en ceuvre technique. En particulier, les cables doivent étre attachés au satellite principal
pour ne pas s’entrelacer. L’analyse de I'enchevétrement de I’attache fournit un autre ensemble
de contraintes auquel les parametres du systeme doivent satisfaire. La totalité de I’étude de cet
article et la rédaction de ce mémoire ont entrainé de longues investigations au travers de divers
articles. L’entiereté des calculs effectués par 'auteur de 'article de référence ont été reconstruits,
en essayant d’apporter un raisonnement mieux expliqué, tant les justifications nous semblaient,
quelques fois, peu précises. Il est interessant de remarquer que la modélisation du systeme cablé
a été possible grace a des outils mathématiques tres simples et en particulier la seconde loi de
Newton. Peu de forces supplémentaires ont été ajoutées. Les résultats théoriques et numériques
et leur comparaison permettent de confirmer une certaine cohérence dans la conception des lois
du mouvement. Bien que nous sommes conscients que 1’éventuel envoi d’'un systeme de satel-
lites multi-cablés nécessite une étude numérique bien plus poussée, nous pouvons avancer 1’idée

qu’'une telle configuration spatiale est tout & fait envisageable.
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Annexe A

Propriétés de la dynamique
d’attitude du satellite ”dumbbell”

Lors de la premiere lecture de l'article de référence [9], il nous était venu 'idée d’utiliser
une méthode de modélisation similaire a celle de I’article [4] et de 'article [7] (voir Annexe B).
Finalement, nous avons décidé de suivre une autre voie, mais nous présentons tout de méme les

deux articles dans ces deux annexes.

Cette annexe se base intégralement sur l'article [4]. Le but de ce chapitre n’est pas de re-
développer les calculs effectués dans I'article mais de présenter une autre maniere de modéliser le
mouvement de deux masses en orbite autour de la Terre. Dans ce chapitre, nous développerons
la modélisation du satellite ?dumbbell” au moyen de la description lagrangienne en précisant les
expressions de 'énergie potentielle et cinétique. Le satellite ”dumbbell”, traduit littéralement
par satellite "haltere”, est composé de deux masses connectées par un cable non extensible, dont
la masse sera négligée dans la modélisation suivante. Celui-ci se meut autour d’une planete a une
distance plus grande que celle qui sépare les deux masses reliées. Cette hypothese nous permet
alors de traiter le probleme comme celui d’'un mouvement keplerien non perturbé. Dans cette
approche, nous considererons le mouvement elliptique et non circulaire du satellite ”dumbbell”
autour de la planete. La modélisation en 3 dimensions de ce systeme peut étre représentée par

la FIGURE A.l. Nous notons alors

d la distance entre les masses my et msy, considérée comme constante,

O le centre de masse des masses m et mao,

P la planete autour de laquelle le satellite ”dumbbell” tourne,

R la distance entre O et P,

v l’anomalie vraie (angle formé du vecteur PO et de la ligne du péricentre.

Le centre de masse O n’est pas nécessairement situé a équidistance entre my et mo, les deux
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masses pouvant étre différentes. Il est cependant en mouvement le long d’une orbite képlérienne
avec une excentricité e et un demi-grand axe a. Afin de modéliser au mieux le mouvement du

satellite "halteére”, introduisons les deux angles 6 et ¢ (voir FIGURE A.2), ou

0 est I'angle formé par 'axe z et la projection du cable sur le plan orbital,

1 est 'angle formé par la direction du cable avec le plan Oxz.

En mécanique céleste, plusieurs outils mathématiques permettent d’obtenir les équations généralisées
des angles. Dans cette section, nous choisirons d’utiliser la notion de Lagrangien, afin de calculer

les équtions hamiltoniennes.

En notant £ = F; + E5 I'énergie potentielle des deux masses my et mo, et T' = T 4+ T I’énergie

cinétique, définissons le Lagrangien comme suit
L=T-F.

Tout d’abord, exprimons 1’énergie potentielle comme

—Km;
Ei=—— 1=1,2
1 ’R + ’r‘2| b ) 9
ou r; est le vecteur radial de m;, R = Re,, est le vecteur radial du centre de masse O et K = MQT

le parametre gravitationnel.

FIGURE A.1 — Cadre du réferentiel orbital Oy,
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FIGURE A.2 — Angles utilisés pour définir la position du satellite ”dumbbell”

Les vecteurs radiaux sont définis de la maniere suivante :

J —cos) sinf
ma
= — " i Al
71 —— sin Y (A1)
—cos cosf
J cos sin@
m1
= — " —si A2
79 e —— sin Y (A.2)
cos cosf

Réécrivons a présent ’expression de 1’énergie potentielle comme
E=FEy+ E,,

ou Ey est indépendant de I'orientation du satellite. En définissant la masse réduite

mims
my=———"—,
mp + ms
nous pouvons exprimer Fy et F,. comme suit
E —-K ( T ) m0d2
= — | (mi+mo) —

0 R 1 2 OR3

3Km0d2 s
E’I‘ = —TRg(ez’ed)Q“l—....

ol (e;,¢eq) est le produit scalaire entre les deux vecteurs. Nous négligerons les termes d’ordre
supérieurs comme dans bon nombre d’études de dynamique d’attitude.

L’expression de ’énergie potentielle peut étre exprimée de maniere plus complete, en notant wy
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la fréquence orbitale, grace a l'introduction de la formule

K v n?(1 + e cosv)
0o il 7/ A3
R3 ~ 0 (R) (1—e2)3 (A.3)
Ensuite, développons I’énergie cinétique comme
/2
T; = mlz‘/l ) i = 1727

=g e — s . . — .
ouV; =V 4+ vi avec V} la vitesse du centre de masse du satellite et v; la vitesse par rapport
au centre de masse.

_
Notons (2 la vitesse angulaire associée au mouvement orbital, c’est-a-dire Q& = V(v)e,, avec

wo(1 + e cosv)?
(1—e2)3/2

V(v) =

A présent, exprimons la vitesse v; comme

a7

'Ui:f_ixﬁ—i- P

A\ . * ’ . ’ . 7’ 7 7 . . . ’ .
ol la notation % désigne la dérivée dans le cadre de référence orbital Oxyz non inertiel. Dérivons

les expressions (A.1) et (A.2) et obtenons

R zl}sind) sinH—écosz/J cos @
dri o med :
dt N mi + mso . wCOS'(.ﬂ
sinty cosh + @ cosy sinf

. —1/}sin1/1 sin9+écos¢ cos 0
dre __md :
dt a mi + ms . _,QZ}COS%’Z)
—siny cosf — O cosy sinb

De la méme maniére que pour 1’énergie potentielle, réécrivons ’expression de 1’énergie cinétique

comme T =Ty + 15, ou

(m1 + ma)V§
2

T, = nlgcp<¢2+(9+9)20082¢).

Ty =

Remarquons pour finir que les termes Ty et Eg ne dépendent pas des variables d’attitude. Lors
de expression des équations hamiltoniennes, ces deux termes seront constants par rapport a 6

et 1 et s’annuleront donc. Le Lagrangien peut alors se réécrire comme suit :

L=1T —E,.
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Annexe B

Un modele ?masse-ressort’” des

systemes de satellites cablés

Cette annexe se base intégralement sur l'article [7]. Le but de ce chapitre n’est pas de re-
développer les calculs effectués dans 'article mais de poursuivre la modélisation de deux masses
en orbite autour de la Terre en ajoutant un cable les reliant 'une a I’autre. Dans ce chapitre, nous
développerons le modele "masse-ressort” au moyen de la description lagrangienne en précisant
les expressions de I'énergie potentielle et cinétique. Le modele " masse-ressort” des systemes de
satellites cablés se base sur celui du satellite ”dumbbell” en omettant cependant I’hypothese que
la distance entre les masses est constante : le cable reliant m; et mo est extensible et peut donc
étre considéré comme un ressort. La modélisation du probleme ainsi que les différentes notations

seront similaires a celles utilisées dans l’annexe A (voir FIGURE B.1). Afin de caractériser la

z

F1GURE B.1 — Angles utilisés pour le modele "masse-ressort” des systemes de satellites cablés
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distance entre les deux masses, introduisions ’extension relative du cable

ou dy est la longueur du cable non déformé. Prenons pour hypothese que le cable est tendu et
droit, ce qui peut étre caractérisé par le fait que £ > 0 et d > dy.

A nouveau, calculons le Lagrangien du modele

L=T-FL.

Tout d’abord, intéressons-nous & ’énergie potentielle E. Celle-ci est composée de I’énergie po-
tentielle dans le champ gravitationnel, notée EY, a laquelle nous rajoutons 1’énergie potentielle

élastique notée E°. Nous avons alors que

E=E°+ EY,
avec
e _ CE
-2,

ou c est la rigidité du cable. L’énergie potentielle dans le champ gravitationnel est donnée par

Eg:Ef—i—Eg,
avec
—Km;
9= _"—""" ;=12
(2 |7€_'_,r‘ie|7Z » <

ou r{ est le vecteur radial de m;, R = Re, est le vecteur radial du centre de masse O et K le
parametre gravitationnel.

Les vecteurs radiaux sont définis sur base de (A.1) et (A.2) comme étant

Réduisons l'expression de I’énergie potentielle comme
E9 =Ej + EY,
olt EY est indépendant de l'orientation du satellite. En définissant la masse réduite
myms2

mo = )
mi + ms
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nous pouvons exprimer Ej et Ef comme suit

Ey = _f(mﬁrma)

Kmod?

O+ € eea)

E. =
ou nous négligerons les termes d’ordres supérieurs.

L’expression de I’énergie potentielle peut étre complétée, en notant wy la fréquence orbitale,

grace a la formule (A.3). Ensuite, remarquons que ’énergie cinétique se définit de la méme
Nt

maniére que pour le satelitte ”dumbbell”. La seule différence provient de ’expression d? de

la vitesse relative. Dérivons les expressions (B.1) et (B.2) et obtenons

N [ cos sinf Ysineg sinf — O costp cosl |
oo _md el +(1+9) '
p7a— —siny ' wcosz.p
cos cosf ¥sinty cosf + 0 costy sinf
- [ cos sin6 —@Z}sinq/) sin@+9cosz/1 cos 6
T _md el +(1+9) '
7 — —sin e . —wcosz.b
cos cosf —siny cosf — O cosyp sinb

De la méme maniere que pour I’énergie potentielle, réduisons ’expression de ’énergie cinétique

comme
T="1T+1,

ou

T, — (m1 + mg) Vi

2
mad? T - . .
To= TS [@ 4 A+ (¥ + 0+ ) eos?y) |
X = [x1,29,...,2,] ol z; est le i*™®échantillon et n est le nombre d’échantillon
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Annexe C

Codes Matlab

Dans cette annexe se trouvent les différents codes implémentés en MATLAB. Ces codes nous
ont permis d’illustrer le mouvement des satellites adjoints le long des courbes de Lissajous. Les

différents parametres envisageables ont été repris parmi ceux proposés par [9].

clear all

close all

%

%——Conditions initiales

Z o
I
oogw =

if (p==1)
if (q==2)

if (N==3)
phi0=1/4;
aphix=0.6;
type=1;

elseif (N==5)
phi0=1/4;
aphix=0.77;
type=1;

elseif (N==2)
type=2;
phi0=1/2;
aphix=0.92;
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end
elseif (q==3)
phi0=1/2;
aphix=0.05;
type=1;
end
elseif (p==2)
phi0=1/2;
aphix=0.95;
type=2;
elseif (p==3)
phi0=1/4;
aphix=-1.12;
type=1;
end

x_0=1;
y-0=1;
w0=1;

%

%——Discretisation du temps

t=100;

T = 0:.01:txpi;
len = size(T);
longueur = len (2);

%——1Initialisation de |’ angle en z et y %
phi_x = pixaphix;

phi_y = (qxphi x—pi*phi0)/p;
%——1Initialisation des vecteurs z et vy %
x = zeros (N, longueur );

y = zeros(N,longueur );

%——Calcul de la frequence et periode %
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w = (w0*p)/sqrt(q 2-p~2);
TL = (2xpixp)/w;

tau = T/TL;
%———Calcul des courbes de Lissajous %
if type==1

for i=1:N

end

x(i,:) = x_0xsin(2«pi*px(tau+i/N)+phi_x);
y(i,:) = y_-Oxsin(2xpixqx(taut+i/N)+phi_y);

elseif type==

end

%——Plot des courbes de Lissajous

a=0;
b=0;

figure

for i=1:N
x(i,:) = x_0xsin(2+pi*x(pxtau+i/N)+phi_x);

y(i,:) = y_-Oxsin(2xpix(gxtaut+i/N)+phi_y);
end

%

plot(x(1,:),y(1,:), linewidth’,3)
if (type==2)
hold on
plot(x(2,:),y(2,:), linewidth’,3)

end
hold on

plot(x(1,1),y(1,1),’0’, MarkerSize’,10, ’color’,’k”)
plot(x(2,1),y(2,1),’0", MarkerSize’,10, color’,’k”)
if (N==3||N==5)
plot (x(3,1),y(3,1),’0’, MarkerSize’ ,10, color’,’k"’)
if (N==5)

plot (x(4,1),y(4,1),’0’, MarkerSize’,10, ’color’,’k"’)
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plot(x(5,1),y(5,1), 0", MarkerSize’,10, ’color’,’k”)
end

end

plot(a,b,’0o’, MarkerSize’ ,10, color’,’r”)
plot ([a x(1,1)],[b y(1,1)],’—", linewidth’,2, color’, 'k’ );
plot ([a x(2,1)],[b y(2,1)],’— ", linewidth’,2, ’color’,’k’);
if (N==3||N==5)
plot ([a x(3,1)],[b y(3,1)],’—", linewidth’,2, color’,’k’");
if (N==5)
plot ([a x(4,1)],[b y(4,1)],’—, linewidth’,2, color’,’k");
plot ([a x(5,1)],[b y(5,1)],—’, linewidth’,2, color’,’k’);

end

end

title ([ 'Type.’ ,num2str(type),’,.p=",num2str(p),’,.q=’,num2str(q),’
N=""num2str(N),’ ,_\psi_0=",num2str(phi0)])
saveas (gef, 1.png’)

)
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