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RESUME.

Nous proposons une méthode théorigue permettant une é&tude
quantitative de la structure de bandes des systémes périodiques
conjugués.

Cette méthode, la méthode des orbitales cristallines, ré-
duit, grdce a l'utilisation du théoréme de BLOCH, l'ordre élevé

du déterminant séculaire des grands systémes périodiques.

Reposant sur 1l'approximation monoélectronique, ce procé-
dé exige la connaissance des é€léments de matrice de 1l'opérateur
du champ auto-cohérent du systéme considéré. Nous déduisons le
formalisme complet de la méthode LCAO-SCF-CO et son schéma de
calcul. En particulier, les phénoménes de divergence gul apparais-
sent si l'on sépare les termes d'interaction &lectronigue et les
termes de coeur de 1l'opérateur monoélectronigue sont examinés en
détail.

Deux applications sont décrites. Dans 1l'étude d'une chaine
polyénique infinie, nous reproduisons 1'alternance entre les lon-
gueurs de liailson. Notre procédé est le seul a& fournir ce résul-
tat sans référence a l'expérience. La structure de bandes nous
améne, de plus, & formuler une nouvelle thé&orie de 1l'é@évolution du
spectre é€lactronique des polyénes en fonction de la taille du sys-
téme. Dans 1l'étude du graphite, les caractéristigques électronigues
sont reproduites correctement et notre procédé permet de distinguer

les propriétés d'un plan de graphite de celles du cristal réel.



SAMENVATTING.

Wij stellen een teoretische metode voor, om kwantitatief
de bandenstruktuur wvan gekonjugeerde periodieke systemen te be-

studeren.

Dank zij het gebruik van de stelling van BLOCH, verlaagt
deze metode de hoge orde van de seculaire determinant in grote

periodieke systemen.

Gesteund op de mono-elektronische benadering, vereist dit
procédé de kennis van de matrixelementen van de self-consistent-
field-operator van het beschouwde systeem. Wij ontwikkelen volle-
dig het formalisme van de LCAO-S5CF-CO-metode, evenals haar reken-
schema. De divergentieproblemen, die optreden, indien men de
elektronen-wisselwerkingstermen en de core-termen scheidt, worden

bijzonder nauwkeurig onderzocht.

1j beschrijven twee toepassingen. In de studie van een
oneindige polyeenketen, wordt de afwisseling tussen de bindings-
lengten weergegeven. Ons procédé is het enige, dat dit resultaat
bereikt zonder beroep te doen op het experiment. Bovendien leidt
de bandenstruktuur ons tot de formulering van een nieuwe teorie
over de evolutie van het elektronisch spektrum van de polyenen in
funktie van hun lengte. In de studie van grafiet, worden de elek-
tronische karakteristieken korrekt voorspeld, en ons procédé laat
toe de eigenschappen van een grafiet-vlak te onderscheiden van

die van het werkelijke kristal.



INTRODUCTION,

Du point de wue théorique, un cristal ou un systéme
périodique infini est une molécule géante caractérisée par une

symétrie de translation.

Dans l'approximation du modéle indépendant, chaque
électron est décrit par une orbitale décrivant sa position et
son énergie dans le champ moyen des noyaux et des autres élec-
trons du systéme. En passant d'un systéme moléculaire & un
cristal, les niveaux monoélectroniques convergent l'un vers

l'autre et donnent naissance & une série de bandes d'énergie

caractéristiques du cristal infini.

La structure de ces bandes électroniques permet la
détermination de toutes les caractéristigues énergétiques. En
particulier, le premier potentiel d'ionisation et 1l'électro-
affinité peuvent &tre assimilés respectivement aux énergies de
la derniére orbitale occupée de la bande de valence et de la
premiére orbitale inoccupée de la bande de conduction et la dif-
férence 'entre ces deux guantités est une mesure de la premiére
énergie d'excitation du systéme. De plus, les populations élec-
troniques et les largeurs de bandes interdites sont fondamenta-
les dans l'interprétation des propriétés magnétiques et conduc-

trices des solides,

Le but du présent travail est de proposer une méthode
permettant une étude quantitative de la structure de bandes des
systémes périodiques conjugués. Aprés une étude critique des
différents procédés utilisés en physique de l1'état solide, nous
déduisons le formalisme de la méthode des orbitales cristallines
que nous appliquons ensuite & 1l'étude des propriétés électroni-
ques et des caractéristiques énergétiques d'une chaine polyénique

infinie et du cristal de graphite.
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BOHR expliquait remarguablement la structure du spectre de
1l'hydrogéne atomique, retrouvait la constante de RYDBERG et

ouvrait le domaine de l'atomistique moderne.

La théorie de BOHR a donné naissance & deux idées fé-
condes : le concept d'orbites électroniques définies et la
relation étroite entre la répartition des électrons dans les

atomes et la structure de la matiére.

Malheureusement, cette théorie n'est vérifiée que pour
les systémes monoélectroniques : l'atome d'hydrogéne et les
ions hydrogénoides. Cette limitation est due essentiellement
au fait que la théorie de BOHR est un mélange de notions clas-
siques et quantiques. Bien vite, il apparut nécessaire d'aban-
donner les notions classigues en .généralisant les conceptions
quantiques de BOHR. -

Cette généralisation fut accomplie indépendamment en 1925 par
SCHRODINGER, HEISENBERG et DIRAC dont les théories étaient
vérifiées expérimentalement dés 1926 par DAVISSON et GERMER.
Un des résultats importants de la nouvelle théorie quantique
fut 1'abandon de la notion d'orbite. Les relations d'incerti-
tude A'HEISENBERG imposent, en effet, 1l'impossibilité de dé-
terminer, a priori, la position et la vitesse d'un électron
et il nous est désormais impossible d'observer le mouvement
individuel d'un électron. Tous les renseignements possibles
sont contenus dans une fonction d'état du systéme, appelée
fonction d'onde. Le carré de son module nous renseigne sur

la probabilité de trouver le systéme dans une configuration
donnée. La notion d'orbite ou de trajectoire est remplacée
par celle de probabilité d'existence de certaines configura-

tions du systéme.



La fonction d'onde du systéme est solution d'une équa-
tion différentielle appelée "équation de SCHRODINGER" :

HY = E ¥ (I-4)

Dans le cadre de 1l'approximation de BOQRN et OPPENHEIMER et en
ne considérant que les interactions coulombiennes entre é&lec-
trons et noyaux, l‘'hamiltonien d'un systéme, dans un état

stationnaire, s'écrit :

n Z e?
H= § (-0 g2 _vZp ), Llyy _e
i=1  8:2m * p Yip 2§ v Tigo
% Z 7 et
I (I-5)
Pa pPq

m désigne la masse de l'électron,

Z_ le nombre de protons du noyau p,

r,  une distance noyau-&lectron,

r;; une distance électron-électron et
r

une distance noyau-noyau.

Les solutions exactes de l'équation de SCHRODINGER indépendante
du temps ne peuvent, & l'heure actuelle, &tre obtenues que dans
le cas des systémes monoélectroniques. Il est, dés lors, néces-
saire de recourir & des méthodes d'approximation pour détermi-
ner les fonctions d'onde des états stationnaires d'un systéme

polyélectronique.

Le procédé qui s'est avéré le plus utile repose sur le
théoréme des variations. Il est, en effet, aisé de montrer que
les énergies associées aux états stationnaires d'un systéme
sont des limites inférieures pour les valeurs moyennes de 1'é-

nergie obtenues & partir d'une fonction approchée. Il est pos-

sible, dés lors, d'introduire dans une fonction d'essai un ou



plusieurs paramétres variationnels gui peuvent, par minimisation,

faire converger la solution approchée vers la solution réelle.

Une forme d'essal généralement utilisée pour la fonction
d'onde est le produit de fonctions monoélectroniques appelées
orbitales par analogie avec les orbites de l'atome de BOHR. Cette
situation correspond, physiquement, & un modéle de particules in-
dépendantes et se traduit par un hamiltonien monoélectronique de

la forme :

hz Z e2
h, = - 72 = ¥ B 4 %, (I-6)
1 g2 L el A 1
S4m p ip

Vi peut s'interpréter comme le potentiel &lectrique moyen que
ressent 1l'électron 1i.

Ce procédé di a HARTREE[l]
cipe de PAULI. SLATERLZ!

chant la fonction d‘onde par un déterminant construit sur des

, he tient pas compte du prin-
a amélioré 1l'idée de HARTREE en appro-

spins-orbitales, produits de fonctions d'espace et de fonctions

de spins:
¥ = A4 @H(l)¢\l)¢l(2)8(2)....¢n(2n—l)1(2n—l)¢n(2n)6(2n)
(I=7}

Il faut remarquer ici gu'une fonction du type (I-7) n'est fonc-
tion propre de l'opérateur Sé que si 1l'on utilise deux fois la

méme orbitale associée a deux fonctions de spins différentes,

On peut obtenir les meilleures spins-orbitales de la
fonction (I-7), en résolvant la pseudo-équation aux valeurs
propres de HARTREE—FOCK[3J

h b, = . ¢, (I-8)
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HF & Z e
h'" (1) ¢,(1) = - Vi ¢l(l) = E ?E~— wiil)
‘ 81 %m p 1lp ‘
(T-9)
1-p
¢ 0T @) [——221p (2yav,s o (1)
3 A 12 J

Si les orbitales sont doublement occupées, on a explicitement:

HE h? Z e’
R (L) 6, (1) = - v 9, (1) - T B— ¢, (1)
3 2 i = T L
871 m p 1lp
F oo fu® g 4y @2 T o
+ ftIZ,mJ(Z) bJ(A) . dvzl ¢i(l)
J L2
- [:’ Y2 (2) &~ av,] ¢, (1)} (I~10)
Jq)j( Cpi I 2 j i
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SLATER[4]

a discuté en détail l'interprétation de 1'équation(I-10):
le troisiéme terme représente évidemment 1'énergie potentielle
électrostatique d'un électron dans un état i soumis au champ
moyen des autres électrons; le quatriéme terme, le terme d'échan-
ge, posséde une origine quantique sans analogie classique. Ce
terme réduit l'interaction électrostatique des électrons et re-
fléte le principe de PAULI qui interdit & deux é&lectrons de

spins paralléles de se trouver dans le voisinage 1l'un de 1l'autre.
Enfin, les énergies d'orbitales peuvent &tre reliées & des po-
tentiels d'ionisation par le théoréme de KOOPMANS[SJ.

Dans le déterminant de SLATER, la relation avec les orbites de
BOHR est devenue assez vague. Il apparait, en effet, que dans

les produits antisymétrisés, nous n'avons plus de correspondance
biunivoque entre électrons et orbitales. Par contre, nous gar-
dons la possibilité de visualiser la structure d'un atome ou

d'une molécule en utilisant des orbitales doublement occupées.



On peut d'ailleurs décrire le systéme périodigue des éléments sur
cette base.

Signalons, enfin, qu'il n'existe pas de correspondance univoque
entre fonction d'onde et orbitale. En effet, toute transformation
unitaire modifie les orbitales sans transformer les fonctions
d'onde. C'est ainsi gue, dans les molécules, on peut utiliser des
orbitales, soit délocalisées sur l'ensemble des noyaux, soit loca-
lisées autour des coeurs, des liaisons et des palres libres des

atomes constituants,

En conclusion, on peut dire gue 1'approximation du modé&-
le indépendant fournit un langage pour décrire le mouvement des
électrons dans les atomes, les molécules o4 les solides. Si on
veut obtenir des donnfes guantitatives, il est nécessaire de ré-
soudre les équations de HARTREE-FOCK,

Celles-ci sont trés difficilement solubles dans le cas des soli-
des et il est nécessiaire de simplifier la forme de 1'éguation
monoélectronique (I-10); nous montrons dans le paragraphe 2 les
procédés utilisés en physique de l'état solide.

Par contre, méme la théorie élaborée de HARTREE-FOCK ne calcule
que 99,5% de la valeur experlmentale de l'énesrgie de L1'état
fondamental. Si cet accord est satisfaisant, l'erreur est du
méme ordre de grandeur que les ditfférences énergétiques que l'on
peut mesurer. Ceci montre la nécessité de surpasser la théorie
originale de HARTREE-FOCK en tenant compte de la corrélation
électronique. Nous décrirons dans le paragraphe 3 les procédés

proposés dans ce but,.



I.2. La thféorie des bandes dans les systémes périodiques infinis.

I.2.1. Le théoréme de BLOCH et les zones de BRILLOUIN.

Avant d'examiner les méthodes d'approximation utilisées
pour résoudre 1l'égquation monoél« & ) il est nécessaire de
simplifier le probléme en tenant compte de la périodicité carac-
téristique des cristaux. Tout systéme périodigue infini posséde,
en effet, une symétrie de translation que l'on peut caractériser

a, et a, délimitant une maille primitive

par trois vecteurs a 5 3

ll
du cristal.

Le réseau cristallin est alors représenté par un ensemble de

noeuds définis par =z relation
An=n, a, + n, a. - a [T-11)
=1 By 3 By T Ry Hy :
avec n n ., entiers.
17 Bpr T3 €

L'expression (I-1l) peut se mettre sous la forme matricielle:

a a

1x "2x a3x\
aly a2y a3y’ &

. a, a
a.z 22 T 3%

A n = (I=12)

De plus, il est avantageux de considérer un réseau réciproque

construit sur trois vecteurs de base 51, 52, 53, remplissant
les conditions:
(3,, B.) = 21 ¢.. (£=13)

i o i 15

Le réseau réciproque posséde ainsi l'ensemble de noeuds:

B m = m Ev + m, E + m. b. (I-14)



qui s'exprime en langage matriciel de facon analogue a (I-12):

m,) | b b b. (I-15)

w5 (ml’ Myr My 2x 2y 27

A.B = 27 1 (I-16)

Les vecteurs de base du réseau réciproque peuvent, dés lors,

s'obtenir facilement & partir des vecteurs du réseau direct par

une inversicn de matrice.

En effet,
A B = 2% 1
A7t 4B =271 20 1
18 = 2% A" 1
B=2v A% (I=17)

A partir de ces considérations,on définit un opérateur de trans-
. e -) 3 [ £ %4 ]
lation T{4n) tel qu'il agisse sur une fonction f(r) en fournis-

sant la valeur de cette fonction au point (¥ + An):

T(An) £(¥) = £(r + An) (I~18)

-

- - s : P v - L ¥
Pour un systéme périodique, caractérisé par les vecteurs a a

l’

2!
33, l'opérateur de translation T commute avec l'hamiltonien

monoélectronique.



Soit:

T(An) {h(¥) ¢(¥); = h(r + An) ¢$(r + An) (I-19)
si on admet la périodicité du potentiel:

h(r + An) = h(¥) (1-20)
(I-19) s'écrit maintenant:

T(An) (h(£) ¢(£)} = h(¥) T(An) ¢() (I-21)

L'égquation (I-21) définit la condition de commutation des opéra-
teurs T et ‘h.

Il faut remarquer que la relation "cruciale" est 1'équation(I-20).
L'opérateur monoélectronique contient, en effet, des termes de
répulsion électronique et d'échange. On voit immédiatement que le
potentiel de répulsion électronigue est périodique gréce a la
périodicité de la densité électronique; le potentiel d'échange,

par son caractére non local, nécessite un examen plus approfondi.

En effet, si l'on associe l'opérateur de translation au

déplacement d'une seule coordonnée (1), par exemple, on peut
P

écrire:
T (A Tt (E) —L r.) dv,’ ) (I-22) .
( n) 1 %!Q‘j(r2) 1_)_ ¢ (rz) V2f ¢l(rl |
J 1¥12 ;
1
> > 1 >
= Vi " i -
= T(An) ¢ (rz) ¢i(r2) |§ Yy dvz} ¢j(rl) (I-23)
J 1 21
= {Y{¢*(r ) ¢.(r,) L dv (r,+An) (1-24)
20T PN T 1 2 ®3F1
3 |r,+An-r, |



_.lo_

En changeant l'origine de l'intégration sur les coordonnées (2)
de Kn, on ne modifie pas la valeur de 1l'intégrale, et on obtient

ainsi 1'équation (I-26):

= o b o > >
¢.{(r.+An) ¢. (r,+An) ) R
(1-22) = {Jf =lo=2 % 2 v, . (£ +An) (I-25)
j irl+An—r2—Ani <
&+ >
¢ (Es) 0. 4E,) R
w {3 —LE ot 2 dv,} T(An) 657 (I-26)
j | x 19 | ‘ -

gui vérifie les propriétés de commutation du potentiel d'échange

et de l'opérateur de translation.

Puisque 1l'opérateur monoélectronique h et l'opérateur de
translation commutent, ils admettent le méme systéme de fonctions
propres, et il est normal de choisir les orbitales parmi les

fonctions propres de 1l'opérateur de translation.

sLocHl ©]

s'écrire:

a montré que ces fonctions propres pouvaient

cIKAD 2y (I-27)

- >\ , ¥ --
o{(r + An) = T(An) ¢ (r) =
L'expression (I-27) peut encore se simplifier et 1'on peut
prendre pour fonctions propres de 1l'opérateur de translation

des fonctions de la forme:

g

R
o(k, ¥y = e F u(k, ¥ (1-28)

si u(i, r) posséde la périodicité du réseau.

L'&guation (I-28) montre cgue les orbitales cristallines ¢(E,?)
sont caractérisées par un vecteur d'onde k, défini dans 1l'espace
réciproque. En chague point de cet espace réciproque, on peut,
dés lors, définir une orbitale cristalline satisfaisant le théo-
réme de BLOCH (I-27) & laguelle est associ&e une énergie mono-
€lectrorique a(ﬁ) Nous verrons dans la suite comment préciser

n =
les valeurs de (k).



_ Le raisonnement ci-dessus concerne un cristal parfait,
iﬂfini dans les trois directions de l'espace. L'ensemble des
opérateurs de translation T(An) est d'ordre infini. En vue
d'étudier un cristal réel de dimensions finies, il est néces-
saire d'introduire des conditions aux limites. Toutefois, wvu
le faible nombre d'atomes en surface du cristal, il est normal
de penser que ces conditions aux limites ont peu d'influence sur
le comportement global du systéme et il est ainsi licite d'uti-
liser les conditions les plus commodes au point de vue mathéma-
tique. On utilise universellement les conditions périodiques de
BORN-=VON KARMAN L7] o
Leur interprétation physique se concoit le plus facilement en
examinant une chaine de N atomes identiques. Si le nombre d'ato-
mes N est trés grand, le comportement d'une chaine ouverte ou
fermée est identique. Les effets des limites ne s'étendent, en
effet, que sur quelques atomes, Ainsi, si l%on considére une
chaine ouverte, on peut traiter le probléme théorique comme une
chaine cyclique, en admettant que l'orbitale reprend périodi-
quement la méme valeur aprés N atomes. Ceci permet d'utiliser
un ensemble d'opérateurs d'ordre fini. Dans 1'étude des propri-
étés de cette chaine ouverte, 1l est nécessaire de prendre un
nombre d'atomes N suffisamment grand pour gue les résultats en
soient indépendants. Dans ces conditions, le probléme sera
traité correctement, excepté en ce qui concerne les effets de
surface, aspect important que nous négligerons au cours de ce

travail.

Dans le cas tridimensionnel, on définit par analogie

un domaine cyclique délimité par les arétes N

N.
2°3
domaine est suffisamment grand et posséde dans chagque direction

-> N - N-—>
1817 N2%2r T383
et contenant ainsi N = Nl‘N cellules unitaires. Si ce
des dimensions macroscopiques, plutdt qu'atomiques, nous pou-
vons étre slirs que les résultats physiques obtenus seront in-

dépendants de N.
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Au point de vue formel, l'application
limites de BORN-VON KARMAN revient & écrire:

¢(f + N,a, + N.a

13 58y T N,a,) = Q(E)

des conditions aux

(I-29)

De ces conditions associées au théoréme de BLOCH (I-27), dé-

coule directement:

(I-30)

(I-31)

les conditions (I-30) imposent automatiquement:

KlNl = ml ml . entier
K2N2 = m2 m, = entier
K3h3 X 3 m3 = entiarxr

et les seules valeurs possibles de k s'obtiennent immé&diatement:

m m m.
1 2 3
BF=e= b, + == B, + == b.
Nl 1 N2 2 N3 3
= N—1 (m b. + m.b. + m.b )
171 272 373

(I-32)

Les opérateurs de translation T(An) sont des opérateurs cycli-

ques d'ordre N.



En effet:
T(NA) = T {(A)

T(NA) ¢(¥) =T

= 1.0(r) (I-33)

(T =-1) =0 (I-34)
Pour ces oroupes finis, on peut définir aisément les oOpéra-
teurs de projection correspondant aux translations par la
technigue de LOWDEN[B’:

n
e T(—Kn) (I-35)

Il est aisé de moncrer gue les opérateurs de projection satis-

font les relations suivantes:

Ui = 0, (I-36)
Ok 01 = 0O si k # 1 (I=37)
Op 00, 0 si k # ¢ (1-=38)
¢ est un opérateur quelcongue
+ N —
Ok = By, (I-39)

Le formalisme trés simple des cpérateurs de projection permet
de démontrer plusieurs théor@mes nécessaires dans les appli-

cations pratiqgues.
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Une fonction de BLOCH s'écrit plus simplement sous la

forme:
o (k,r) = Os s (T) (I-40)

L'opérateur de projection (Ok) "sélectionne" dans la fonction
o (7) la composante qui obéit au théoréme de BLOCH avec le vec-
teur d'onde k.

~

Dés lors, les orbitales cristallines appartenant a deux

points différents de l'espace k sont orthogonales. En effet:

<o (k,7) o (k",7)>

If

<0, 6 (£) [0y 16 (E) >

> T H
<¢(T) |0, 0) v |0 (X)>
= <¢(F)|¢(F) >0 (1-41)
= <o (r) o (r)>Sppr
De plus, dans ces conditions, elles n'interagilissent pas:

>

<¢ (k,%) |h|¢ (k',E)>

<06 (E) [n]0y 0 (E) >

<¢(£) 0y h O (fe(x)>

<¢(r)|ok h 0k|¢(r)>5kk. (I-42)

Ce thécréme présente des conséquences impoitantes pour préciser
les probabilités de transition entre différents états ou pour

élaborer un procédé d'interaction de configuration.

Il est égalerent intéressant de préciser l'évolution des
énergies monoélectroniques ¢ (k) lorsque l'on passe d'un point &
un autre dans 1l'espace réciproque.

Les bandes d'énergie c (k) sont symétriques vis-a-vis du point
k = 0.



el

En effet:
> S e > & I o PR >
e(k) = <¢(k,r) |h|o(k,r)> = a¢(r)|uk h uk|¢(r))(I-43)
I~ > > > > > + -
e(-K) = <¢(-k,r) |hlo(-k,r)> = <¢(x) |0} h Op|¢(x)>
(I-44)
puisque
A+ — U
Yk T Yk
e (k) = e(-k) (I-45)

La courbe d'énergie e (k) est périodigque dans l'espace

réciproque.

2 + - ' 2 - - o
Si K représente une translation du réseau réciproque,

¢(ﬁ,f) = 0, ¢(f)

k

¢ (k+K,x) = 0, ¢(F)

35 =
_ a1 v ikAn _iKAn _7
Oy = N } T(-An)
n
S
= N7t : elk‘An T(-An) = 2%
< 4

on voit que

et

(I-46)

(I-47)

(I-48)

(I-49)

(I-50)
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L'égquation (I-50) nous apprend que les bandes d'érergie e (k)
sont périodiques dans 1l'espace réciproque et, dés lors, tout
volume Zgal & celui de la maille réciproque contient tous les
états monoélectronigques d'un électron évoluant dans un champ

de potentiel périodique. Comme il ressort de 1l'équation (I-32),
ce volume contient N états correspondant & N extrémités pos-
sibles du vecteur kK. BRILLOUIN a proposé de choisir ce polyédre
d'une facon bien particuliére. Dans le langage de bandes d'éner-
gie, 1l'équation (I-50) montre que deux points kK et k' séparés

par une translation du réseau réciproque sont équivalents.
k' =k + K (I-51)

En imposant la condition supplémentaire |k'|2 = |[k|2, BRILLOUIN
obtient les équations des plans qui bissectent normalement les
lignes joignant l'origine aux noeuds les plus proches du réseau.
Le polyédre compris entre ces plans est connu comme la premiére
zone de BRILLOUIN et sert & représenter tous les &tats mono-
électroniques possibles dans un systéme. Les équations de ces
plans sont:

k' 2 = |kj2 = |k +7K|2 (I-52)

ou encore
2(k,K) = (K,K) (I-53)

Il est remarquable de constater que l'équation (I-53) corres-
pond aux conditions de diffraction de BRAGG. En effet, la
représentation graphigue (I-1l) montre clairement que si

5 -

k'] = |k| et k' =k + ¥

K| = 2|k| sinso (I-54)
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Figure I-1,

Or, il est bien connu que tout vecteur du réseau réciproque

=

est relié & la distance d entre plans parallé&les du réseau
direct par la relation:

k= 48 (1-55)

en se rappelant que k-est un vecteur d'onde relié & la lon-

gueur d'onde:

% =& (1-56)
on obtient sans difficulté:

K| = 228 = 2 2L sing (I-57)

d'ol
2d sins = mA (I-58)

L'expression (I-58) est la condition de BRAGG.



En résumé, la symétrie de translation du réseau direct
permet de choisir les solutions de l'éguation monoélectronique
parmi les fonctions propres des opérateurs de translation.

Les énergies associées a ces orbitales se groupent par bandes
d'énergie, périodiques dans l'espace réciprogue. Si l'on se
choisit une c¢=llulz “i&mentaire,la premiére zone de BRILLOUIN
par exemple, et si 1'on fixe les conditions aux limites de
BORN-VON KARITAN, il est facile d'énumérer tous les états mono-
électroniques d'un électron évoluant dans un champ de forces
périodiques. Le probléme est de déterminer la fonction e(ﬁ)
dans la premiére zone de BRILLOUIN. Dans les paragraphes sui-
vants, nous résumerons les principales méthodes d'approximation

de 1l'équation monoélectronique de HARTREE-FOCK.

I.2.2. La méthode de 1'électron libre (Free electron Model : FE) -

Le procédé le plus simple de résolution de 1l'équation
monoélectronique (I-8), consiste a étudier l'en§emble des élec-
trons comme un gaz d'électrons sans interactiont9]. En effet, si
nous considérons, par exemple, un systéme infini constitué d'ato-
mes de carbone dans un état d'hybridation sp? comme dans les
longs polyénes, les deux électrons de la couche (ls) du carbone
sont fortement localisés autour des noyaux, trois autres élec-
trons sont utilisés dans les hybrides trigonales et, dés lors,
localisés entre les coeurs d'atomes. Le sixiéme électron ne
posséde pas de place définie dans la chaine et sera par consé-
quent délocalisé& sur tout l'ensemble du systéme. Ceci revient

a considérer un potentiel peu variable et & la limite constant.



Dans ces conditions, l'équation de HARTREE-FOCK devient:

hZ

= 7% $,(1) + v $,(1) = e, ¢,(1) (I-59)
8 Tm
avec 5
3'0a e V| 2 e < ) 1 .
Vo 95 (1) = {0110, (2) % z— dvy i 9, (1)
| - 12
* “ o5
+ (105 (2) 9y (2) ey )¢ (1Y ~3 = - Py
J J 12 - “ P Aip
(I-60)

Remarquons que, d'aprés 1l'équation précédente, et, contrairement

d ce qui est généralement admis, le modéle de l1l'électron libre

ne néglige pas les effets de répulsion et d'échange, mais les

considére implicitement dans un potentiel constant. On peut

ainsi admettre formellement qu'une partie de l'interaction élec-

tronique est introduite dans l'expression (I-59).
q p

Les solutions de BLOCH s'obtiennent aisément dans ce cas

et s'écrivent:

o 1 i(k+Kn) ¥

o E(k,x) = = © (I-61)

IV
en posant:

FE .

& = g, =V

i d. o)

o3 2 > e
eFE(n, k) = - -2 |R+&n|2 (T~§3)
81 %m

Dans le cas général, la méthode de 1'électron libre
présente un intérét considérable car elle permet de définir
aisément diverses notions intéressantes. Si nous considérons
un cristal de N maillies et de Z électrons libres par maille,

il est aisé d'obtenir le rayon de la sphére de FERMI, sphére



a l'intérieur de laguelle tous les états monoélectronigques sont

20

doublement occupés,
5 24
ke = (3n2zN) 17/3 (I-67)
et la valeur du anivzau de FERMI:
21,2
- h &F ‘
£ = mmm (I-68)
F 2
87 “m

Enfin, ce modéle perme

d'échange: le texrme d'

t d'obtenir une estimation des effets

°
.

échange peut, en effet, s'écrire

: 2
(Y1720 $.12) =—dv .~ .(1) (1-69)
-l s . a
j 12 =
avec it
i R
9. (1) = =— e
J 'V
ik.r
oy 1 174
¢i(2) = — e
YV
L'équation (I-6Y) prend alors la forme suivante:
S A e g
o2 o iR, PRy R
voL e = - . dv, = Ay (=70}
J 12 i A%
L'intégration est due a !IRAC[lOJ qui précise la constante A, :

A, = 0.306 %1
avec
o =
= kT
-
4”2 3
3= fg = V/N

&
 §

-rOn‘

o !

(2 + = (1-«?) log] ] (I-71)

k



Le terme de COULOMB correspond a une répulsion d'une densité
électronicue uniforme et constante contrebalancée par 1l'ensemble
positif des coeurs. On voit donc gue les solutions du modéle de
1'électron libre sont foncticns propres de 1'opérateur d'échange

et sont donc des solutions de HARTREE-FOUK possédant 1'énergie:

E—HF > - S 2 ~y2 i
sFE ﬁr{n,k} = n’ {k=Kni? - ezng}'Z * lji_ log itii}
g1°m ‘
(I-72)

De plus, il est bien connu gque la forme des orbitales dé&pend peu
du potentiel électrique du systéme. On peut donc admettre que
les orbitales de 1'é&lectron libre sont une bonne approximation
des orbitales de HARTREE-FOCK du systéme résl et 1l'on peut ob-
tenir une valeur de l‘énergie d'échange totale égale, d'aprés

l'équation (I-7i), & la moitié de la valeur moyenne de Ak pour

tous les électrons. D'aprés WLGNER[llj
- - e55 2, y
E. . = = 0,458 =— = - 4dre‘k. V
échange rg -

., 11 faut noter que le modéle de l1l'élec-
ron libre dévelcppé par SOMMERFELD et BLTHE pour 1'é@tude des
cristaux métalligues a été d'une importance particuliére dans

la compréhension des propriétés des électrons de valence dans
les systémes infinis. De plus, ce modéle fournit des expressions
analytiques simples pour certaines grandeurs intéressantes

comme le niveau de FHERMI,

Par contre, ce modéle n'est pas assez rigoureux pour
des études correctes mais, dans les théories plus élaborées,
il est utile pour estimer les effets d'échange et de corrélation.
SLATERll2J a méme proposé d'utiliser systématiquement ce poten-
tiel d'échange dans les molécules. Signalens, enfin, que dans la
théorie des systémes moléculaires conjugués, ce modéle a été

développé beaucoup plus tardivement par K“HN[13], BAYLISS[14]
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% 3 gt gL Ak, i ,
et gqu'un modéle ramifiel®> plus exact fournit de bhons résultats
tant en ce qui concerne les valeurs énergétigues que les den-

sités Electroniques,

Dans la théorie des é&lectrons libres, les spins-orbitales
présentent un spectre énergétique continu; la théorie des élec-
trons presque libres permet de rendre compte des mod.fications
de ce spectre lorsque le cristal posséde un potentiel pé&riodique

non constant.
Ainsi, i'éguation de HARTREE-FOCK peut s'écrire:

eff, . ,
h *’.:(J,-i' = £, ‘pl\l, =i g

Tf:-i + V‘l)} Q‘i(l)

(I-73)

et, en toute généralité, le potentiel périvdique se décompose en

série de FOURIER.

7 &2 [0X(2) (1-P. V6. {2)dy
V(i) = = § el 4 ¥ I¢J -Lz . :
p ‘-lp ] ri?.
-ikéi
=T u e (I-74)
K
~iKY,
=V_+ ' u, e = (I-75)
o) - K
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Si l'amplitude des composantes est suffisamment faible, 1'égua-
tion (I-73) peut étre résolue par la méthode des perturbations

& partir des fonctions non perturbéec, solutions de 1l'é&quation

ces électrons libres:

P . 2 N =~ E -
H ¢{(k,n) = {~ 5 V2 4+ v _} ¢rt(k,n)
() D @]
81 ‘m
= ¢ E(&,n) ¢ E(%,n) (I-76)

Les énergies du systéme perturbé sont, au premier ordre, identi-

cues aux €énergies de 1'électron libre.

3
E e E i «1Kr,; ,FE
NE(n,R) = <¢Ft(K,n)|Ho + ) u, e T (k0
: CI="1?)
FE ‘ FE
= <¢ “(k,n)|H o (k,n) -
E > ‘ FE s
+ <o E(K,n) [H o B (k,n)- (1-78)

= ¢ SE,n) + <o E(E,m) |H e B(E,n) - (T-79)

Tz = . A o ilon. ) -t . 4
L'élément de matrice &7 & 1la perturbation est n

.5.'3

NTEk,n) = "Rk, n) W=}

Les orbitales de la méthode de l'électron presgue libre corres-

pondantes sont:

FE = i FE >
o “tk,n) = ¢ “(kn) o+ 7 oL M Al 5 M . 714

(k,n)" k,n) ' - e(k,n)

(I-81)
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Les éléments de la matrice H' sont faciles a évaluer:

FE»" . ' FE" \
<o (k,n) ' [H'|¢ (k,n)>

+ N (3.+3.43.)
Z :Ll 2 3 . '+_~r'~ -5: s L l_—> -
a i(k=k")r & i{Kn*=Kn)r ar

|
<+

N - e -
= = {A,%FaFa,)
Z L 2 3 (I"82)

Si 1l'on tient compte de la périodicité, l'intégrale sur tout
l'espace peut étre remplacée par une intégrale portant sur

toute la maille, en faisant la substitution suivante:

> _ N (~-> +—'» f-» + -+ -3 P -5 . +
r = 5 (a;ta, a3) sjaq T $,a, * S3ay t op
on obtient ainsi:
. N N N i{k'-k) % (;1752*53)
(z-82) 2 5 1 ¥ Toe .
=) 8 = =0
Sl DZ (@] 53 C

> = + -> ->
-1(k'"=k) (s . .a.+s.
" 1(k K;‘Jlalrsza2+sja3)

¢

- Ty —s (Y =
fia i{k'=kjop Ht o 1(in Kn) p
M

dp (I-83)

L'intégrale est nulle si k'# k.

Lorsque k'= E, les éléments de matrice prennent la forme:

1 —i(in‘—zn)g
Bl H' e dp

M M
{I-84)

Il apparait ainsi que seuls les états appartenant au méme point
de la premiére zone de BRILLOUIN se combinent. Mousg l'avions

déja montré au paragraphe (I.2.1l.).
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De plus, 1l faut remarquer gque 1‘'équation (I-81l) gqui s‘écrit
maintenant:

i . FE = . FE & .
oNTEE, ) = o F i o § o Se UemIiRTle (Fun)»
n'#n cik,n%) - ¢(k,n)

(X~85)

n'est plus valable aux points de la premiére zone de BRILLOUIN

~

ou:
> FE ;2 i
S (k,n) = ¢ “(k,n") (I-86)

Sous sa forme explicite cette expression devient:

2 = o PR
B 1ReEnte? = |%+Kn |2 (1I-87)
81 %m 8+ %m

=~

L'égalité (I-87) correspond & l'éguation de définition des plans

délimitant la premiére zone de BRILLOUIN:

|k+Kn' |2 = [k+kn|?

On constate que l'on est devant un cas doublement dégénéré ol

l'on doit résoudre l'é@guation du second ordre:

FE = i 1. FE , & N NFE ,: FE .= te. 1 s PE ]
<¢ “(k,n) |h|¢ (k,n)y» - e |-E(E,n) <d t\k,n‘)!hl¢ (E,n)»

F (v FE & . FE 2 vy it .FE 2 o NFE
<¢"E(¥,n) |nle E(k,n")> <oFE#E,n9 inle" E(k,ny> - eNFE(X,n)

(I-88)

Grace au théoréme (I-42), on peut voir sans difficulté que:

FE & . FE = _. FE
<¢ (k,n)(H°+H';¢Ft(k,n)> = srt(k,n) (I-89)
<¢" E(k,n") [He+H' [ E(k,n")> = ¢ E(%,n") (I-90)
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H]

<¢rt(§,n){H°+h‘i¢rt(§,n‘)> ‘a¢bt(i,n)iH‘i¢rE(E,nL)>

= HY, it {I=91)

eNFE (%, n) 2*% {FE(X,n) + ¢ F(k,n")
FE > . FE g 4
(I-92)

Cette équation est la formulation générale dont 1l'expression(I-80)

P = L 3 ) . .
est un cas particulier pour e(k,n) - e(k,n®)pp F et 1l'on

.1
k'nn
remarque gqu'aux limites de la premiére zone de BRILLOUIN, on a
les relations:

NFE e FE 41> | 1
€

(kyn) = « “(k,n) & [H'y oo

(I~93)

et il survient une discontinuité dans les bandes d'énergie:

_NFE

Ae = aNFE(E

(% ,m) yn') =2(H" . (I-94)

SRR, < < ;|

Ce domaine d'énergie ol ne peuvent exister de niveaux mono-
électroniques est appelé "bande d'énergie interdite" ou
"bande interdite". Cette situation est illustrée dans la
figure (I-2) dans laguelle les courbes en pointillé représen-
tent les courbes de l'électron libre.

En conclusion, si nous considérons le comportement des
courbes aNFE(K,n), elles ressemblent aux covrhes d'énergie des
électrons libres, mais présentent des disccntinuités aux limi-
tes de la premiére zone de BRILLOUIN., Il apparait ainsi que
pour certaines valeurs énergétiques, le spectre présente des
bandes d'énergie interdites responsables des propriétés élec-

troniques des solides.



Fig.l.2. €




Afin que la méthode des électrons presque libres puisse
étre applicable, il faut que les composantes de FOURIER du
potentiel convergent rapidement. La présence des coeurs posi-
tifs d'atomes excliut cette possibilité; il y correspond, en
effet, des oscillations rapides de courtes longueurs d'onde,
qui sont reliées & des composantes de FOURIER d'ordre élevé.
Pour cette raison, la théorie originale des électrons presque
libres n'a guére servi en pratique et ne présente qu'un intérét
didactique. Nous reviendrons sur ce sujet dans la suite de

notre travail.

Signalons, enfin, que ce modéle a été appliqué en
chimie quantique moléculaire & 1l'étude du spectre électronique

des polyénesllG]c

I.2.4. Méthodes L.C.A.0. (Tight_ Binding_ Approximation_:_ TBA)

D ———————————————— —— . ——————— —— i ———————————

Comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, la
méthode des électrons libres converge si lentement gqu'elle ne
présente que peu d'intérét pratique. Au voisinage des coeurs
d'atomes, les orbitales devraient présenter un comportement
analogue & celui des orbitales atomicues. Ceci suggére un
principe nouveau pour construire les orbitales cristallines
en combinant les orbitales atomiques, chacune localisée sur
un atome, en une orbitale délocalisée sur tout le systéme,
Cette méthode a été historiquement, une des premiéres & étre
proposée, Flle porte généralement le nom que son auteur,
BLOCH, lui a donné: mé&thode L.C.A.O,[l7]

Approximation" dont la traduction francaise peut étre

ou "Tight Binding

"Méthode aux bases atomiques" ou "Méthode des é&lectrons d

quasi-atomiques".
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N [’ 8 4 s < %
Dans le cas ol il n'y a qu'une orbitale atomique x(r)
par maille, il est aisé d'obtenir,d'aprés la technique des
_ ; ; [1 ; : : g
opérateurs de prOjectlonL 8], une orbitale cristalline satis-

faisant le théoréme de BLOCH:

LCAO

o= (k) = oy x(T) (1-95)
=5
o ikA,

=N M2y et T(-Ay) «(x) (I-96)

& .

B ikA, N
= N~ /2 T e x(r=A,) (I-97)

i

Les orbitales atomigques sont fonctions propres de 1l'opérateur

monoélectronique atomique:

v2+ u(r) (I-98)

Ainsi, pour les orbitales de SLATER (S.T.0.=Slater Type Orbitals),

le potentiel a(r) prend la forme hydrogénoide d'un é&lectron

=

soumis a une charge positive:

u(¥) = - £8 (I-99)
irl
SLATER a montré comment obtenir la wvaleur de Z* [2J.
Pour les orbitales hydrogénoides, on obtient:
he x(¥) = =_ x(¥) (I-100)

O

Dans les systémes périodiques, l'opérateur monoélectronique

s'écrit:

h=-—" 792 4+ v(¥ (I-101)
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-

ol V(r) désigne un potentiel effectif, par exemple,le potentiel
de HARTREE-FOCK

Z_e? N |1=P, |
V(i) = = T =B— 4+ T 97(2) ==— ¢.(2) dv, (1-102)
LSl A g 475 r | 2
p Tip j 12
L'opérateur h peut ainsi se mettre sous la forme:
h = h® + V{£) - u(¥) (1-103)

et l'énergie associée aux orbitales cristallines s'obtiendra

par la relation:

TBA gy L ce DA |heTBAE) >
’ B > ;
9 TPA(R) | o TBA(R) -
iFR.
£ rZe JBQ
_ 3 J (I-104)
 ikR,
L e j Sj
3
avec
B, = «x(f-ﬁj;iV(f)—u(;)ix(z)f (I-105)
¥ e ) ;
8y = *x(r-Aj)lx(r)> (I-106)

Si 1l'on admet que les orbitales atomiques sont orthonormalisées,

l'express;ion(I-104) se simplifie et devient:

R ikR,
(k) = c* +B_+ | e 3 B. (I-107)

ETBA
°  j#0 J



Si nous considérons plusieurs orbitales atomiques par maille,
l'crbitale cristalline sera une combinaison linéaire d'orbitales

de BLOCH (I-97) étendues sur chaque type d'orbitales atomiques.

¢(K,n) = g Ckrp o0 (K (I-108)

Les coefficients et les énergies associées peuvent étre obtenues
en résolvant le systéme séculaire traditionnel de la théorie des

variations comme le fait LADIK[lg'ZO].

¥ : ) - - =
L Cknp Hog (K1 = e (Bym) s (R) (I-109)
ol
E = < VE . i E - I-110
Hyq (K b { )|h|¢q( ) ( )
K) = <4 _(K) ¢ (K)> I-111
5 pq (B 65 (B) 0 (R) ( )

La méthode LCAO permet de visualiser un important prin-
cipe reliant les niveaux atomiques aux bandes cristallines.
Si nous avons N atomes infiniment loin 1'un de l'autre, on ob-
serve des niveaux d'énergie atomiques N fois dégénérés.
Lorsque les atomes se rapprochent, la dégénérescence se léve
et les niveaux se séparent en donnant naissance & une série de
bandes électroniques. Citte situation est représentée sur la
figure (I-3) et permet de donner une justification simple a

e _ . :
l'origine des tandes €lectronigues dans ius £0i.ne

n

Récemment, un procédé analogue a« été proposé par ANDRE,
GOUVERNEUR et LEROlel]. En voulant conserver le formalisme de
la méthode LCAO-MO de la chimie guantique moléculaire, ces au-
teurs ont développé un procédé général (la méthode LCAO-HCO)
permettant 1'étude thforique des systémes périodiques et le
calcul de toutes les agrandeurs définies en chimie quantique,

dans le cadre des approximations de HUCKEL.



Fig.l.3: Origine des bandes d’'énergie dans les solides

Bandes

d'énergie

Niveaux des

atomes libres
N fois

dégénérés
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Si on considére la maille comme un ensemble, il est

normal d'y centrer des orbitales délocalisées dans la maille:
B 5 (I-112)

La combinaison de BLOCH s'obtient aisément grdce aux opérateurs

de projection:

HCO &+ . -1/
" Co(k,n) = 0, ¢, =N 72

(I-113)

Les coefficients sont calculés en résolvant le systéme d'équa-

tions séculaire:

ikA
'y PR\ h ,oh _ & . T o
) cknp 1) e Beg e (k,n) 8¢y ! 0 (I-114)
P h
otl:
oh _ _ (Fiinly (3-A
Bey = <xglriihix, (r 2k‘h)"

dont la condition de compatibilité s'écrit:

lkAh ,oh

Beyg — € 8 = 0 (I-115)

t!
Les intégrales bi?.sont évaluées dans le cadre des approximations
de HUCKEL. Nous verrons plus loin que le procédé LCAO-HCO peut
étre justifié dans le cas des systémes conjugués grdce & une

analyse des éléments de matrice de la méthode LCAO-SCF-CO.

On peut comparer les méthodes TBA et LCAO-HCO. Considé-
rons le cas ol il n'y a gu'un seul atome par maille, la forme de
la bande d'énergie sera:

Ty g } @ 8 (I-116)



avec

By, = ~x{x)|hix{x=Ag)-

Les relations (1-107}) et (I-116) sont formellement équivalentes
mais les paramétres gui y interviennent n'‘'ont pas la méme signi-

fication. En effet:

a = <x () inlx(r): # «x(¥) [h°|[x(F). = e (I-117)
en fait:
@ = e 4 (r)iv(r) - u(r)|x(¥) = £+ By (I-118)

D'autre part:

8 = sx (D) Ihjx(F-A) -

= wx(Edhe fx(x=-A ) s + o (2) [V(E) = ul®) [x(x-Ay)

= = ~x{E) ix (=R~ - By (I-119)
Bh = Bh (I=-120)

Il apparait, dés lcrs, qgue:

.

> HC
TBA () L. HCO

(k) (I-121)

La méthode LCAO-HCO est ainsi formellement identique &
la "Tight-Binding Approximation". Elle posséde l'avantage de
repréc.co: en physigue ¢c¢ 1'état solide la définition de gran-
deurs définies en chimie quantique, telles les charges et les

indices de liaison. De plus, Ies propriétés électroniques tels



les potentiels d'ionisation, les électroaffinités et les éner-
gies de transition, peuvent, en général, &tre exprimées analy-
tiguement en fonction des paramétres o et 8 , vu gque ces pro-
priétés correspondent a des orbitales appartenant aux points

de haute symétrie de la premiére zone de BRILLOUIN,

En touvte rigueur, la méthode LCAO pose plusieurs pro-
blémes importants dans son application aux solides: principa-
lement, le calcul des intégrales intervenant dans (I-114) et
(I-115). Pour le simplifier, on procéde souvent a de grossiéres
approximations, telles la négligence des intégrales de recouvre-
ment et des éléments de matrice de l'opérateur monoélectronique
entre atomes non voisins. Pour ces raicons, la méthode LCAO est

généralement sujette a caution.

Signalons, enfin, qu'il est vain d'espérer améliorer
les résultats en étendant la base des ¢ hitales atomiques. Le

problame a, en effet, &t& &tudié par PARMENTERLZZ]

qui a mon-
tré que les orbitales de BLOCH formées & partir d'orbitales
atomiques trop excitées devenaient identiques et ne modifiaient
plus les résultats. Ces orbitales s'étendent sur plusieurs dis-

tances internucléaires et leur résultante est pratiquement nulle.

Par contre, & cbté de ces limitations, la méthode L.CAO
fournit d'excellents résultats dans les systémes ol les propri-
étés de certains électrons peuvent étre représentées a partir
d'une base d'orbitales atomiques pas trop étendue comme dans les

métaux alcalins et les systémes conjugués.



Comme nous 1i'avons vu dans le paragraphe précédent,
la méthode TBA rencontre des difficultés pour reproduire des
orbitales correspondant aux états d'énergie élevée. Par contre,
la méthode des électrons presgue libres ne peut reproduire
valablement la forme correcte des orbitales auprés des coeurs
d'atomes, sans introdulre un grand nombre d'ondes planes de

courtes longueurs d'onde.

pour les états d'énergie les plus bas (jusqu'au pied de la
bande de valence), on utilisera des orbitales de BLOCH LCAO et
pour les états plus élevés (états de valence et supérieurs) on
choisira des orbitales de l1'électron presque libre convenable-
ment orthogonalisées aux orbitales de BLOCH.

Ce procédé a été proposé par HERRING en 1940{23].

Dans la fonction de départ, utilisant le procé&dé d'orthogonali-
sation de SCHMIDT:

¢0Pw.a . i(k-Kn)T

(k,n) = e = ¢T

T e ¢ 0 (K,n') (T-12%)
&

1=

La sommation sur n' est étendue jusqu'a la bande de valence.

Remarquons que, puisque les orbitales de BLOCH sont orthogonales,

TBA 3> TBA &

<¢ (k,n) |¢ (k,n')> = 6nn' (I-123)
la condition d'orthogonalisation:
OPM(k,n) 14" (&,n")> = 0 (1-124)



revient 3 écrire:

lQ.‘BA(.}E,n')»

el(xvnn)r S S ¢TBA(i,n")-

TBA

{el(K+Kn}r | TBA(K,n')> _ . “<¢TBA(E,n")i¢

el(kvkn)r ]¢TBA(E,n‘)> - Y" Ton" Snnt (I-125)

= <~

et permet de déduire la valeur des coefficients Tnn"

Tnn‘ " <e11K+Kn)r 1¢TBA(E,n')> (I-126)

De plus, si 1l'on constate que les fonctions (I-122)

forment une base compléte, on peut développer les orbitales de

la bande de valence en combinaisons linéaires:
v oP

OPW 2\ _ ¢ Woo
¢ (k) = ; Qp 0 (k,n)

(I-127)

les énergies associées aux états de la bande de valence et les
coefficients de la combinaison linéaire s'obtiennent en résol-

vant le systéme séculaire:

dét [H . = ¢ Ann,l =0 (I-128)

la forme des éléments de matrice d'un opérateur ¢ s'écrit en

toute généralité:
OPW 2 . OPW ¢
<¢ (k,n) [&|¢ (k,n')>

S =1 > > >
-i(k+Kn)r TBA > 31, i(k+Kn'

= <g TV n)r _ ) L (k,n") |2]e ( n L

= ‘

TBAMR A ys {T~129)

= ¥ =
""k,;',‘n'n"l(b
n 3

(ﬁ,n')>



i(§+ﬁn‘)f
e ’

(I-129) = <e ||
_ g"Tnn" -i(i+§n")%lQE¢TBA(§'nP))
_ ;"lTn‘n“‘ —i(i+ﬁn'5?ia§¢TBA(i’n".))
' ;1" ;"l Tn'n"' Tnn"(‘i’TBA(Eln") iQ;‘bTBA(EInM ) =
(I-130)

Il en découle normalement les expressions de Hnn“ et An Ll

n
> > T -5
- -i(k+Kn)r; i(k+Kn')r _ v g i
Hnnl = <e lh|e 5 g"Tn'n“Tnn"&(k’n )
(I-131)
= & = ¥
Ann‘ “nn' S Tnn" Tnn' (1-132)

La précision des résultats dépend du nombre de termes introduits

dans le développement (I-127) et l'on peut &tre certain gue
l'énergic d'un état convergera vers la valeur exacte a mesure
gue l'on augmente le nombre de termes dans (I-127). Les limi-
tations de la méthode des ondes planes augmentées proviennent
du calcul des orbitales de coeur et du développement (I-127)
aux voisinages des limites de la premiére zone de BRILLOUIN,
I1 faut, en effet, remarquer que le déterﬁinant (I-128) doit

étre résolu eén chaque point de la cellule réciproque.

Lnvin, l'examen des termes d'orthogonalisation d'une
onde plane augmentée suggére un potentiel répulsif, idée qui

est & la base de la méthode du pseudo-potentiel,
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En effet, si 1l'on regarde l'équation monoé&lectronique:

OPW

h ¢ "(k) = e(k) ¢ " (k) (I-133)

en tenant compte de (I-122),

i(k+Kn)r
a e =

0 TV
-0 kn L L 3n 'nn
nn

Wk =

o B s

Le premier terme représente les fonctions de l'électron presque

libre définies au paragraphe (I.2.3.) et on obtient ainsi:

OPW , NFE = TBA.2 o\ '
¢7 TR =0 TR = LY Ay Toowen Tk, (I-135)
nn
L'équation monoélectronique devient:
NFE 3. . TBA .
hi¢™ ~(k) - ) E'akn Tont? (K,n')}
n n
.  NFE 2 _ v ¢ TBA 7 _
= e(k) ¢ (k) L L @ Tont® (k,n") (I-136)
n n
d'ol
NFE 2 Ry - _TBA
h ¢ (k) ! b.akn Tnn' h ¢ (k,n")
n n
_ >y NFE . ¢ 7 F B
= e T® - L Lag Toae® o &y (x-137)
: n n
ou encore:
h ¢"TE®) + § T a T le(®-c(k,n) e PP (k,n
¢ kn Thn
n n
5 e(E)q)NFE >

(k) (I-138)



= 38, =

puisque les énergies e(k,n') correspondent-aux &tats-de coeur,

la différence entre :(k) et e(k,n') est positive et représente

un potentiel répulsif qui permettra une convergence plus rapide
du dévéloppement en ondes planes.

Si on écrit:

vo sNFE®) = T T T fe(®)-e(B,n") 16 BA(%,nY) (I-139)
nn

on aura une psewld -fquation mond&lectronique:

eff _NFE

hefE GNFE®) = e(®) oNTF

(k) (I-140)

L'équation (I-140) justifie l'utilisation du modéle des électrons
presque libres. Le procé&dé& décrit est & la bhase &e la méthode du
pseudo-potentiel proposée par PHILIPS et KLEINMAN[24]. Comme il
est montré ci-dessus, cette méthode n'est gu'un cas particulier
de la méthode des"ondes planes crihogonaiisfes. s wilsmplicite

clairement la filiation entre cette derniére et la méthode des

électrons presque libres.

Il est possible de classer les méthodes de résolution
de l'équation mconoélectronique en deux groupes. En premier lieu,
les méthodes satisfaisant rigoureusement lescconditions. aux limites
de l'éauation de SCHRODINGER, mais utilisant un potentiel cris-
tallin approché. En second lieu, les procédés résolvant exacte-
ment 1l'équation monoélectronique mais utilisant des conditions
aux limites approchées. La méthode celluiaire de WIGNER et SEITZ[25]

est un exemple de ce type de procédé, applicable essentiellement
aux métaux.

—
o
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On a vu que le théoréme de BLOCH pouvait s'écrire:

pre

6 (k) = o**F a, (%) (I-141)

ol uk(f) posséde la périodicité du réseau et satisfait la

relation:

h?2 ‘ . i
{= (v242ikV) + V} uk(r)
87 2m
5 1212 &
= {e(k) - 2-£3 a, (T) : (I-142)
.. 2
8 “m

Moyennant certaines hypothéses, il est possible de résoudre
l'équation (I-142' dans une cellule élémentaire. Il est licite
d'admettre que le potentiel ressenti par 1'é@lectron a une sy-
métrie sphérique. En effet, en premiére approximation, la den-
sité électronique au voisinage des atomes, possé&de la symétrie
sphérique. La contribution des atomes contenus dans les cellules
voisines est négligeable puisque, & ces distances, les atomes
sont neutres et le champ extérieur nul. La conséquence de la

périodicité implique gue:

¢(§p}+ﬁh) . elKAn¢(E,;) (I~-143)

£

et, dés lors, comme la fonction doit é&tre continue et réguliére:

G o B o = ikAn 3¢y, . _
'tvkn T T ) RS

Q
-

—

Q>
=

WIGNER et: SE1TZ remplacent & ce moment la cellule par une sphére

I s

de méme volume en imposant qu'd la surface de cette sphére, la
dérivation premiére s'annule, Vu la symétrie du potentiel,
l'équation (I-142) est soluble exactement. Dans 1o (oo mei-

ginal de WIGNER et 5E£1TZ, le potentiel utilisé& est un potentiel
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[26] dans une étude des

semi-empirique de€terminé par PROKOFJEW
orbitales de valence de l'atome de sodium. Ces auteurs obtenaient

] ] (] 2 ¢ T (] = e )
ainsi au point de sym&trie k=0, les solutions de l'égquation:

h 60,3 = M) M0, B . | (T=145)
avec la condition:
$(0,%) = ¢(0,r+An) (I-146)

Dans leurs premiers travaux, ils obtenaient unigquement 1'énergie
du point zéro de la bande 3s du sodium métallique. Ils utilisaient

pour les niveaux supérieurs, l'énergie obtenue & partir du point

z8ro en ajoutant 1'&nergie cinétique d'un électron libre:

£ (E) I '-4;(1) + | ) (I-147)

A partir de ces r&sultats, ils étaient en mesure d'estimer l'éner-
gie totale du cristal en fonction du paramétre réticulaire et

de tirer des renselgnements sur l'énergie de cohésion.

La méthode cellulaire de WIGNER et SEITZ a été générali-
sée en 1934 par SLATER127’28]
de WIGNER et SEITZ, il s'efforce de considérer la cellule é&lé-

mentaire de l'espace direct, Il importe, dés lors, que l'orbitale

. Plutbét que d'utiliser les sphares

soit continue en tout point de l'espace; en particulier, entre
deux plans paralléles de la cellule de WIGNER et SEITZ,la valeur
de l'orbitale doit &tre multipliée par l'exponentielle de BLOCH

correspondant & une translation du réseau direct:

¢ (k,r+An) = & s (k,7) (1-148)



Pour éviter les poincs angulaires, on a &galement:

(2ekpr) L L gmikAn 30y " (1-149)
axr r+A7N sk X

Afin de vérifier ces relations sur toutes les faces de la cellule
élémentaire, nous aevrons appliquer ces conditioans un nombre
infini de tois. Dans ce but, il est nécessaire de disposer d'un
nombre infini de constantes a préciser. Une solution générale

peut s'écrire en toute rigueur:

o L
u (r) = ; Y (A, _cosm¢+B _sinmé) P (cosg) R (e ?)
K - im Lm R : { A
L=0 m=-§%
(I-150)
T ¥ ~ , Fie ; -
" ¥ \ & & Yo )
i 4 Com RL( ed) Yzm‘e'*) (I-151)
4L m
ol R, veérifie l'éguation radiale:
A2 AR s ’
4 RJL L2 dNi _ 871%m . h? 2(e+1),
T "-E d" { £ \/ el ; 3 ) R = )
dr? . h? 8n°m r?
(T=152)

En principe, il faudrait utiliser un développement infini en 2%
pour préciser les constantes Cim gradce aux conditions (I-148) et
(I-150). En pratigue, on limite le développement (1I-150) et on
n'applique les conditions (I-148) et (I-149) gu'aux centres des
faces de la premiér= cellule de WIGNER et 5EITZ. On obtient ainsi
un systéme d'équations dont la résoluticn fournit les coefficients

- " = ‘. : i -
Crm et les énergies en fonction du vecteur d'onde k.

1\
.

Tronguer le développement (I-150) est certainement une
des limitations de la méthode. Il faut cependant remarquer que
la connaissance des fonctions radiales n'est nécessaire que pour
des distances &gales ou inférieures & celles définissant les

limites de la cellule de WIGNER et SEITZ. Lorsque & est grand,
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la fonction R, présente une faible valeur a ces endroits et les
termes' correspondants ont peu d'effet sur la valeur de l'orbitale.
Dans une certaine mesure, 1l est ainsi raisonnable de négliger

les termes supérieurs de la série (I-150).

Dans cette optique, on peut obtenir une estimation de
l'erreur introduite par la méthode cellu}aire en envisageant le
cas d'un potentiel constant. S-r—iOCKLE‘f’uyj a montré que la solu-
tion en ondes planes ne pouvait 8tre reproduite par la superpo-
sition d'un faiblie nombre de solutions du proonléme d symétrie
sphérique. Les sg-utions sont différentes de ia solution correcte
et il faut admettre gu'une erreur assez importante doit exister
dans les résultats obtenus & partir de la méthode cellulaire.

1 30]

et sAFFRenD3L

binaisons linéaires de solutions d'un probléme sphérique ne pou-

De plus, HAM ont montré que des com-
vaient converger vers les solutions exactes d'un probléme pério-
dique que pour les points compris & l'intérieur de la sphére.

e ——

inscrite dans le polyédre de WIGNER et SEITZ, En toute rigueur,

=

un autre procédé devrait &tre utilisé en dehors de ces points.

Un tel type de méthode est représenté par la méthode

: SR - .
des ondes planes augmantées proposée égalament paxr CLATER ‘}.

Elle consiste a envisager un potentiel 4 symétrie sphérigue dans
l'espace délimité par les sphéres inscrites dans les cellules de
WIGNER et SEITZ et constant & l'extérieur dz celles-ci. Dans ces
conditions, on obtient facilement une soluticn exacte de 1'Equa-

tion monoélectronigue.

L'idée essentielle est qu'a l'intérieur de chaque sphére

on peut utiliser 1la solution de la méthode cellulaire et a l'ex-

o

térieur une onde pliane. La différence avec la méthode des ondes

e

planes orthogonalisées réside dans le fait gue, au lieu de super-

poser les solutions de deux types, nous divisons 1l'espace en deux
régions ou l'on peut passer d'un type de développement & un autre.
La difficulté principale reste que l'orbitaie doit &tre continue

ikr

et que l'onde piane e doit correspondre & la solution en



harmoniques sphériques a la surface de la spnére définie ci-dessus.
Ainsi, la solution rigoureuse s'écrit:

APW

W !

i > ;7 . . q
¢ (k) = Coa'm (x) e - E y Com & (X} 2y {e,x) ¥yr(0,6)
L m
(I-153)

ol an = 1 si rg Rs

P = & -

= 0 si r> RS

aMC = 0 si rg
s
=1 si r> Rs

Afin de rendre compte de la continuité aux points r=R,, on déve-

loppe 1l'onde plane en fonctions de BESSEL (j{):
(20+1) i* P (cos6)d, (c,r) (I-154)

)
2

et on obtient aisément l'expression des coefticients Ckm du dé-

veloépement (I-153):

g dg(8eR) : , .
Clm = (22+1) CO i" x5 CPIN) 1 (8509g) (I—158)
L (=]
I1 faut remarquer que,méme si la fonction de ia méthode des on-

des plances augmentées est continue, sa dérivée présente des
discontinuités et elle ne peut donc servir, comme telle, pour
résoudre 1'équation monoé&lectronique. On peut, cependant, pro-
fiter du fait que la série (I-153) est compléte et définir
1'onde plane augmentée comme une combinaison linéaire de ces

solutions:

$PEN iRy = ] a oW (%, n) (I-156)

n
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Les inconnues du probléme scrtent de la rés« lution du systéme

d'équations séculaire:

et 2 o . T - - 9
[ (k=n) e] a1 + ﬁ' an. Ayt 0] (1-157)
Signalons le fait ¢« -eptionnel que les él&ments de matrice rnn'

font intervenir l'énergie ¢ par l'intermédiaire des fonctions
radiales R”(s,r) et les termes non diagonaux dépencd nt ainsi
implicitement de l'inconnue du probléme., Le systéme (I-157) ne
peut donc étre résolu par la diagonalisation =, En
praticque, on calcule la valeur du déterminant comme une fonction
de l'éneraie et les solutions correspondent aux valeurs énergé-
tiques recherchées au point ccnsidéré de la premiére zone de
BRILLOUIN.

Signalons que cette maniére de procéder minimise les
discontinuités qui apparaissent dans les dérivés au voisinage
de la sphére inscrite & la cellule. Remarquons, en outre, que
1'équation (I-157) est formellement semblable au systéme d'équa-
tions de la méthode des électrons presque libres. On a remplacé
les composantes de FOURIER Vnn' du potentiel par une expression
plus complexe rnn' gqui peut étre comprise comme la composante de
FOURIER d'un potentiel effectif. Nous sommes dans la situation
déja rencontrée dans la méthode des ondes plaies orthogonalisées.
Nous avons vu que le principal résultat &tait de permettre une
meilleure convergence du dé-eloppement (I-156). L'application
de la méthode reste cependant laborieuse. Citons plusieurs cas

étudiés par ce procédé, le cuivre par HCWARTHLJ3], le fer par

[34], le lithium et le sodium par SCHLOSSER[35]\

En conclusion, de tous les procédés issus de 1l'approxi-
mation du modéle indépendant, la méthode des &lectrons presque
libres est, en principe, la plus rigoureuse. Elle présente cepen-
dant, en pratique, peu d'intérét par suite de son défaut de
convergence, Les méthcdes des ondes planes orthogonalisées et

augmentées peuvent &tre considérées comme une généralisation
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de la précédente. Dans ces procédés, on rencontre des difficultés
pour préciser le potentiel effectif ou le pseudo-potentiel qui
apparait dans le formalisme. De plus, il faut remarquer gque méme
dans les conditions les meilleures, 1l reste une erreur impor-
tante due au type de fonction d'onde utilisée. Nous analysons
dans le paragraphe suivant cette erreur, dénommée généralement
"l'erreur de corrélation des fonctions d'onde du modéle indé-

pendant".

I.3. L'erreur de corrélation et les extensions du langage en

orbitales.

Le défaut caractéristique du langage en orbitales est de
ne pas introduire correctement la corrélation électronique entre
électrons de spins antiparalléles. Les procédés découlant de
1'approximation du modéle indépendant, comme la théorie de HARTREE-
FOCK décrivent le mouvement des électrons dans le champ moyen des
autres électrons, mais ne tiennent pas compte des interactions
instantanées., Ainsi, les électrons se repoussent électrigquement
et il est normal de ne trouver aucun électron, gquel que soit son
spin, au voisinage d'un autre électron., Il existe donc autour de
chaque électron une zone interdite ol ne peuvent évoluer d'autres
électrons. Cette région est appelée le "trou de COQULOMB". Le lan-
gage d'orbitales ne tient pas compte de cette corrélation entre
mouvements électroniques. Signalons pourtant que la corrélation
entre électrons de spins paralléles est partiellement introduite
dans le déterminant antisymétrisé. La probabilité de trouver
deux électrons de méme spin au méme endroit est, en effet, nulle
en conséquence des propriétés d'antisymétrie du déterminant de
SLATER. On rend compte de l'existence du trou de FERMI par ce
procédé. L'erreur introduite par.le.langage des orbitales molé-
culaires peut &tre comprise en considérant 1l'exemple de la
molécule d'hydrogéne.



Le déterminant de SLATER s'écrit pour 1l'état fondamental
singulet:

o (L)a(l) o (1)B(L)
1 4 1
\P(l,Z) e =
2 hl@a@ e 282

i
.|H
N

¢1(l)¢1(2)[a(1)8(2) - al2)B(1)] (I-158)

S. on utilise l'approximation LCAO pour préciser la forme des
orbitales moléculaires, on a:
1

b (1) = mmmmmme (x5 (1) * xa (1)) (I-159]
' /ZTFS) T .

Dés lors,

¥(1,2) = Y fxy (Mxq(2) +

- (L1ix,(2) + xq(1)x,(2)
Y2 (1+9)

X2
+ %q(2) x5 (1)} (I-160)

L'expression (I-160) implique que si l'on dissocie la molécule
d'hydroc®ne en ses deux atomes, on a autant de chances d'obtenir
les ions H' et H~ que les atomes neutres H®. Expérimentalement,
on sait que la différence énergétique entre ces espéces est de

8 eV. La thféorie des orbitales moléculaires n'empéche. pc: les
électrons de s'accumuler sur le méme atome malgré 1l'existence

du trou de COULOMB. '

En vue d'obtenir une mesure de l'ordre de grandeur de
l'erreur de corrélation dans le schéma de Hali LL~-FOCK, on

introduit la définition:

Ecorr.  Fexact ~ FHARTREE-FOCK (I-161)



e

Eexact est l'énergie de la valeur propre exacte de l'hamiltonien

; § ; _ . -
et EHARTREE—FOCK 1'énergie de HARTREE-FOCK correspondante.Dans
les états stationnaires fondamentaux, une étude de l'erreur de
corrélation dans la série des ions isoélectroniques de

yikh & 36 37]
1'hélium

la molécule d'hycrzogéne 1,06 eV, Il faut cependant remarquer que

donne une valeur constante de 1,1-1,2 eV, pour

l'erreur par paire électronique n'est pas constante; elle est
déja de 11 eV pour les ions ,jsoélectroniques au néon[37j.

Il semble que l'approximation de HARTREE-FOCK donne
l'énergie totale électronique avec une précision de 99 & 99,5%.
L'erreur de corrélation est importante lors de la mesure de
différences énerg#ftiques si l'on gc rappelle que 1 eV correspond
a 23 kcal., Dans les problémes d'intérét chimigue, 11 faut donc
dépasser la méthode de HARTREE-FOCK en introauisant explicitement
la corrélation entre les mouvements électroniques. Différents
procédés ont été& prorosés; le plus correct consiste & introduire
explicitement une fonction de corrélation dans la fonction
d'onde, D'autre part, on peut profiter du fait que les détermi-
nants formés par les spins«ofbdgiiies de #ZTEEE-FCCK forment une
baseAcompléte et effectuer une interaction de configuration
aussi étendue que possible., Enfin, une étude des propriétés de
symétrie permet de proposer diverses améliorations du schéma
monoélectronique. Dans le paragraphe suivant, nous décrivons

briévement les bases théoriques de ces procédés.

On peut montrer que les déterminants formés par des
produits deN spine-orbitales constituent une base compléte dans
l'espace N-dimensionnel. Dés lors, une fonction quelconque de

N-&lectrons peut étre développée en termes de cette base compléte:

LyCI

I (l’zlooootN) =

CIK DK (I-162)

A



"w 48 =

Les coefficients CIK s'obtiennent par le procédé variationnel et

il suffit de résoudre le systéme d'équations:

¥ w | B - -
! (Hye = Ejdp) G = O (I-163)

ce systéme d'équations ne possé&de de solution non-triviale que

| S

si la valeur du déterminant associé est nulle:

|Hes = E &5

1K =0 ; (I-164)

Si on augmente progressivement le nombre de termes du dévelop-
pement (I-162), les valeurs énergétiques convergent vers la
valeur exacte, Dans cette optique, l'erreur de corrélation pro-
vient de la limitation du développement (I-162) a un seul terme.
On appelle interaction de configuration "compléte", le procédé
ol tous les déterminants provenant d'une base compléte ont é&té
utilisés pour préciser la fonction d'onde. En principe, ce pro-
cédé serait excellent si l'on était en mesure de manipuler des
systémes d'équations infinis, D'autre part, on appelle inter-
action de configuration "totale", le procédé od l'on utilise
tous les déterminants provenant d'une base limitée. Cew o
méthode fournit évidemment les meilleures fonctions d'onde

dans la base considérée, mais les solutions peuvent étre en-
core assez &loignées des Véleurs exactes, De plus, méme ce
procédé est inapplicable pour des systémes de taille moyenne.
Par exemple, si dans le naphtaléne, on étudie le syséme &élec-
tronique n en Gsgdrant sur chaque atome une orbitale 2pn, le
nombre d'orbitales moléculaires obtenues est 10, soit 20 spins-
orbitales, et le nombre total de déterminants gue 1l'on peut
former est égal a 184.756, On comprend que le probléme soit
insoluble dans 1'état actuel des techniques de calcul,

En tenant compte de la symétrie, le probléme est simplifié et
le déterminant sécuiiire est faectorlséien biccs correspondant
chacun & une représentation irréductible et une valeur définie
de‘S2 et de S, Méme dans ce cas, les dimensions du systéme
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séculaire sont trop élevées, ainsi pour deux &tats spécifiques
du naphtaléne, lAlg et lBZu’ on a respectivement 4936 et 4874

déterminants. Il apparait ainsi que ce procédé est actuellement
inapplicable a 1'étude des systémes périodiques. Dans le cas de

petites molécuies, d'excellents résultats ont &té obtenus, en
[38,39,40] - K,NESSETl4l’42'43'44’45]

€ A5
L46] a Chicago.

particulier par E.CLEMENTI

au centre iBM de San José et par ROOTHAAN

I.3.2. La méthode des fonctions d'onde corrélées et les méthodes

Le procédé le plus élégant pour étudier correctement la
corrélation électronigue consiste & introduire explicitement une
fonction des distances interélectroniques dang la fonction d'onde.

On peut, par exemple, écrire la fonction d'cnde comme un détermi-

nant de S 7P multiplié par une fonction de corrélation:
g = WM £(r,.) = yMi gco (I-165)
i,3 -
HYLLERAASL?7) 2 appliqué cette méthode & 1'héiium odl il obtenait

des résultats excellents. De fagcon analogue, JAMES ( COOLIDGE[48]

1l'appliquaient & la molécule d'hydrogéne, Depuis lors, le procédé
a été perfectionn& particuliérement en ce qui concerne la forme
des fonctions d'onde corrélées. Citons les travaux de KINOSHITA[49]
et PEKERIS!C] pour l1'hélium et ceux de KOLOS & ROOTHAANL 1] pour
la molécule d'hydrogéne. Ces applications sont particuliérement
importantes car elles montrent la précision gue 1'on peut espérer
dans 1'étude de problémes chimiques par la m&canique ondulatoire.
Malheureusement, la méthode est inapplicable aux molécules de

plus de quatre atomes. Le principal obstatule est d'origine mathé-
matique; il est trés difficile d'intégrer des {. .ctions «<cnternant
plusieurs distances ihterélectroniqﬁe#;ia méthode des foactions
d'onde corrélées est ainsi-trés limitée quoique pouvant, en prin-

cipe, fournir d'excellents résultats.
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Il existe par contre une voie de développement de la
chimie quantique qui s'est révélée extrdmement importante au
cours des derniéres années et qui peut &tre comprise comme une
tentative d'introduction dela fonction de corrélation dans la
fonction d'onde. I1 est, en effet, possible de conserver le
formalisme habituel de la méthode du champ auto-cohérent en
considérant un hamiltonien effectif contenant les effets de
corrélation. En effet, en toute rigueur, on a:
CWF 11 yCWF,

E om @y (I-166)

=_*YMIifCHfC[WMI> = quIchorreé¥MJ}

si l'on se rappelle gque l'hamiltonien se décompose en termes

cinétiques, d'attraction nucléaire et de répulsion électronique:

e 7 Lyvy (e
H=F Ty +T v +51 1 vy (I~-168)
1 es Ly ij
avec ,
T e e i
. 8+%m
Z e?
Ve, = =7 B
Ni s oY,
p ip
- 82
ij rij

-

On aura a évaluer des intégrales cinétiques, d'attraction nuclé-

aire et de répulsion électronique:

“Ts = <WMI§fCTfC|wMI> - &WMIITEOKr' J(‘Mlt (I-169)

V. > = (WMl‘va fC“,MI> _ Q?Mlivcorr.inly (I-170)
N N N

<VE> — <YMI|fCVEfC|WMI> - <TMliv§orrciYM1> (1_171)



-

On voit ainsi gue 1'on peut conserver le formalisme de la métho-
‘@z orbitales moléculaires & condition de modifier la
valeur des intégrales moléculaires. Malheureusement, ces inté-
grales sont modifiées de fagon différente suivant la nature de
l'opérateur. En particulier, il est généralement admis que les
fonctions de HARTREE-FOCK fournissent de bonnes densités élec-
troniques. Il est, dés lors, normal de s'attendre & ce que les
intégrales d'attraction nucléaire soient peu modifiées par la
corrélation.D'autre part, d'aprés le théoréme de VIRIEL, il
existe une relation entre la modification de 1'énergie de
corrélation correspondant aux énergies cinétigues et aux éner-
gies d'interac%ion électronique. Ces conclusions ont été véri-
521

fiées par PARR dans une étude de 1l'atome d'hélium.

Enfin, s'il est impossible de calculer a priori toutes
les intégrales molé&culaires corrélées, nous pouvons imaginer
un procédé détourné pour les évaluer. Par exemple, il est pos-
sible d'obtenir des relations entre grandeurs énergétiques et
intégrales ou groupes d'intégrales. Certaines données expéri-
mentales peuvent étre utilisées pour préciser ces quantités et
les propriétés correspondantes peuvent ainsi &tre déterminées
pour d'autres molécules. La méthode de HUCKEL représente dans
cette optique une paramétrisation de la méthode de HARTREE, la
méthode de PARISER-PARR-POPLE ou de LEROY-JASPERS une paramé-
trisation de la méthode de HARTREE-FOCK et la méthode de
PARISER une paramétrisation de la méthode d'interaction de
configuration.

Le procédé semi-empirique est & la base de notre travail et

nous y reviendrons par la suite.
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Il a été prouvé que la résolution des équations de
HARTREE-FOCK fournit des fonctions reflétant la symétrie du
systéme étudié. Les fonctions de HARTREE-FOCK forment ainsi
un2 base pour les représentations irréductibles ¢ appartiennent
d un minimum de 1'énergie totale. La question importante est de

savoir si ces solutions correspondent au minimum absolu.

Le probléme peut étre explicité de ia facon suivante;
si 1l'on considére une constante normale du mouvement c'est-a-dire
une constante du mouvement dont l'opérateur commute avec 1l'hamil-

tonien, on a les relations suivantes:

HY = EY (I-172)

si A est une constante normale du mouvement et A, 1l'opérateur

correspondant:

HA AH (Z-17

et
AY = Y (I-174)

Exprimant la fonction d'onde comme un déterminant de SLATER, on
remplace 1l'équation aux valeurs propres (I-173) par la relation

issue du principe des variations:

.\"v o D>
g5 = SSE_IHID> . g (1-175)

<D*iD>

et il n'est pas prouvé qu'il s'ensuit normalement:

AD = AD (I-176)
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Cette relation apparait ainsi comme une contrainte augmentant

l'énergie au dessus du minimum absolu. Plusieurs preuve:z J¢ la

[~ W |

validité de ce raisonnement existent dans la littérature. Par
[343

exemple, PAUNLZ a montré que, dans le benzéne, certains

déterminants de symétrie D, possédent des &nergies plus basses

gue ceux de symétrie D6he gg voit que les propriétés de symétrie
doivent étre envisagées avec beaucoup de prudence si l'on uti-
lise des fonctions d'onde approchées. LOWDIN[54] a étudié en
détail ce probléme et sur cette base a proposé diverses amé-
liorations au schéma original de HARTREE-FOCK. On a vu ci-dessus
que si on léve la contrainte (I-176), la solution correspond &
un minimum énergétigque plus bas. La fonctionnelle D correspon-
dante a par contre perdu ses propriétés de symétrie vis-a-vis

de la cconstante normale du mouvement A, Il s'agit de la méthode

de HARTREE-FOCK non restreinte.

On peut montrer qu'en toute généralité le déterminant
est une somme uniquement définie de composantes de symétrie
différentes et peut étre exprimé avec l'aide des opérateirs de

projection associés aux consteéntes du mouvement:

D=7Y0,D=7D (I=177)

-

Fn considérant les valeurs énergétigues associfes aux composan-

tes Dy de D, on a:

D. IHID, > < D, > <D, |D, >
E = <D[HiD% - ¥ :E"Hsﬁi_ o ¥ \Pk H'Dk Dlek
<D |D-> E <D |D> i :Dlek; <D|D>

(I-178)




Fn écrivant:

E. = M—F—Tr~7— (I‘179)

~
A

et

<Dy D> .
k ~ "<DID> (I-180)

i
on obtient finalement:

En remarquant que oo est toujours positif et que E Wy = 1, 4l

apparait immédiatement qu'une des valeurs Ek est inférieure & E.
Une des fonctions Dk = OkD posséde, dés lors, une &nergie plus
basse vis-3-vis de l'hamiltonien. Ceci est la base du schéma

de HARTREE-FOCK projet&., Si l'on se rappelle gue l'énergie E a

été obtenue par minimisation de la fonctionnelle D, il est encore
possible d'obtenir un abaisgement ultérieur de 1'énergie en mini-
misant par zapport a la fonctionnelle D
HARTREE-FOCK étendu.

K* Il s'agit du schéma de

Une application intéressante consiste & eunvisager le
probléme de la corrélation dans cette optique. Il semble, en effet,
gue la contribution la plus importante & 1l'erreur de corrélation
provient du fait gue 1'on met deux électrons & spins antiparalléles
sur la méme orbitale., Comme nous l'avons vu, cette situation est
défavorable au point de vue énergétique en raison de la répulsion
coulombienne. Il est, dés lors, normal d'associer différentes
orbitales aux électrons de spins différents. Cette méthode est
appelée la méthode des "différentes orbitales pour différents
spins" (DODS). Dans ces conditions, le déterminant de SLATER n'est
plus un état pur de spin, mais il peut &tre résolu en composantes
pures par la technique des opérateurs de projection.

25+, _ 1y £ 3p + % 4+ L. (I-182)

mr--i



- 55 =

la composante de spEcificité désirée est sélectionnée au moyen

de l'opérateur de projection traditionnel:

25+1. _ P s2- g (K+1)

v ; 5{S+1) - K(K+1)

(X-183)

Cet opérateur élimine toutes les composantes du déterminant
excepté celile d'état de spin souhaité et 1 on peut y appliguer
le principe des variations, Il est évident qﬁe lesi ap »Lications
sont trés laborieusss et que la méthode ne peut étre utilisée
gue dans certaines formes simplififes., La méthode des orbitales
moléculaires alternantes est particuliérement simple si

‘ ~onsiste de deux sous-systémes (I) et (II), comme dans
les hydrocarbures alternants ol chagque atome peut étre carac-
térisé par un sigle + ou - et ol un atome margué + est toujours
entouré d'atomes marqués -. Dans ces conditions, il est possible

de remplacer les orbitales molécudaires LCAO

@ ¥ 0 A e
$ . L ep xp (I-184)

par deux séries d'orbitales moléculaires alternantes définies

par les relacions:

T II
b, = v2 [coss ¥ C + sing Y C._ x._1 (I-185
i = S < “ip X L “ip p ‘ )
P p
i : =
.- = /2 [sine6 ) x_  + cost ; C._  x_1] {I-186)
b 7 RS - *p ", dp ' !

il apparait immédiatement que si 6 = 45°, on retrouve la mé&thode
traditionnelle des orbitales moléculaires. Le paramétre 9 peut
étre déterminé par la théorie des variations. En toute généra-
lité, le déterminant de SLATER est construit en assignant le

aux orbitales de

551

spin a aux orhitales de type I et le spin

=10

typo II. Dans le benzéne, 1TOH & YOSHIZUMI ont obtenu une
valeur de 229 pour le paramétre 6 et une diminution de 1l'erreur

de corrélation de 8B5%.



Signalons enfin une derniére approche due également a
. 56]
Lowpint>6d,

S1 nous écrivens l'opérateur hamiltonien sous la forme:

H = H_ + V (E-=187)

C

ol l'on connait les fonctions propres de H°

i 1
-

ik
m

o %o o B | (I-188)

et ol V est une perturbation, on peut poser pour fonction propre
de H la forme:

¥ o= Wo. (I-189)
o
L'opérateur d'onde W transforme la fonction non percturbée en
fonction d'onde. La normalisation est choisie de telle facgon que
la fonction d'onde scit la somme d'un terme ¢, et d'un terme

orthogonal & Pge

On obtient ainsi:

E = E b !‘{/ (1—4_5."0)
o)
= <p_iH|Y: (I-151)
e
= <¢o|H FV|¥> {I-192)
- 1 I - < IRVEREY . T -
= (¢olhc'¢o’ i ¢O|J|Y {(I-133)

(I-194)

i)
T
',
=
G
<
=
-e-
0]
R
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si nous définissons l'opérateur de réaction t par la relation:
t = VW (I-194)

il vient:

E=E_ + <} _jtlo > = <¢_{H +t|s {I-195

o ol !¢o P [ A7 )
il est utile de rappeler ici le sché&ma de HARTREE-FOCK qui donne
une valeur énergétique Egp?

EL, — iH +V;$ & (I-1906)

gui est une limite supérieure de la valeur exacte. LOWDIN &
is¢ 1a ftorme des opérateurs d'onde W et de réaction t par

la technique de partition.,

On voit d'aprés la relation (I-196) gue 1l'on peut conserver le
formalisme du modéle indépendant, en particulier, 1'emploi d'un
déterminant de SLATER & la condition de rempliacer 1'opérateur
potentiel V par 1'opé&rateur de réaction t. Dans cette optique,
il est normal de travailler semi-empiriguement si 1'on est dans
l'impossibilité de calculer explicitement les intégrales molé-

culaires ol intervient l'opérateur de réaction.

En conciusion, il apparait clairement que 1l'on dispose,
dés maintenant, de procédés rigoureux corrigeant le défaut de
corrélation inhérent & l1'utilisation d'un déterminant de SLATER,
Si ces procédés fournissent th&oriquement d'excellents résultats
pour des molécules de faibles dimensions, ils sont inapplicables
aux grands systémes. Afin de sortir de cette impasse, la voie
la plus élégante consiste a paramétriser certaines intégrales
ou groupes d'intégrales en les adaptant sur des données expéri-

mentales. Cette idée est & la base des méthodes semi-empiricques

liées intimement au développement de la chimie gquantique molé-
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culaire depuis les travaux de HUCKEL et de PARISER & PARR.
Comme 1'a trés bien dit le Professeur PARR, au fur =t a mesur
jue se développeront les méthodes a priori et semi-empirigues
elles convergeront 1'une vers l'autre et deviendront identiques.
En partageant cette opinion, nous dirons de plus gue ces deux
modes d'approche sont actuellement complémentaires et que la
collaboration entre ces deux orientations de la chimie théorique
permet de lever la plupart des difficult@s rencontrées dans la

résolution de 1'é&gquation de 5CHRODINGER.
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CHAPITRE 11 : LA METHODE DES ORBITALES CRISTALLINES L.C.A.O,

IT.1. Introduction et position du probléme.

On peut considérer les systémes périodigues comme de
grandes molécules et, dés lors, en étudier théoriguement les
propriétés grace aux méthodes classigues de la chimie guantique
convenablement modifiées, pour tenir compte de la periodicité

caractéristique de ces &dificés,

La littérature fournit de nombreux exemples de 1l'utili-
sation de la méthode LCAD dans l'étude des systémes périodiques,
mais 1l ne semble pas que les approximations usuelles de la
chimie guantique aient &té applicuées systématiquement en physi-
gue de l'état solide.” C'est pourquoi, voulant conserver inté-
gralement le formalisme de la méthode des orbitales molé&culaires,
nous avons dévéloppé un procédé général permettant 1'€tude théo-
rique des systémes périodigques et le calcul de toutes les gran-

deurs définies en chimie guantique.

Dans ce travail, nous considérerons uniguement le cas
des systémes périodigues ol l'on peut admettie 1L'approximation =
et réduire ainsi la complexité des-calculs numérigques. Si 1'on
utilise les approximations de HUCKEL pour préciser la valeur
relative des éléments de matrice de l'opérateur monoé&lectroni-
que, on dénommera la méthode : LCAQO-HCO(Linear Combination of
Atomic Orbitals, Hiickel Crystalline Orbitals!; par contre, la

méthode LCAO-SCF-CO (Linear Combination of Atomic Orbitals

¥# Il est utile de se rappeler a ce sujet les excellentes revues
d'ensemble de P.0.LOWDINI®71(1961) et ae u.c.staterl”8](1965),
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Self Consistent Field-Crystalline Orbitals) utilise la techni-
que du champ auto-cohérent; l'extension de ces méthodes au cas
des systémes périodigues quelconques dépend, en fait, de la
possibilité d'évaluer les intégrales de recouvrement et les
€léments de matrice de l'hamiltonien monoélectronigue dans la
base des orbitales atomiques considérée, Comme la méthode
LCAO-HCO découle normalement de la méthode LCAO-SCF-CO, plus
générale, nous déduirons, dans les paragraphes suivants, les

équations de la méthode du champ auto-cohérent.

I1.2. Les équations de la technicue du champ auto-cohérent.

Dans le cadre de l'approximation de BORN et OPPENHEIMER,
les fonctions d'onde et les énergies des états staionnaires d'un

cristal s'obtiennent en résolvant l'éguation d'onde électronique:

e? L » 5 el,

2
Zﬁe ' 1
2

i PR L I
ij 13554

=
Clel~—]

oll 2n désigne le nombre total d'électrons du cristai, la som-

mation sur j est &tendue & tous les noyaux du cristal et r

désigne les distances électron-noyau (riﬁ) ou &lectron-&lectron
vl

i.). L'équation (II-1) est insoluble, par suite de la présen-

ce des termes biélectronigues rii" Si 1'on admet le formalisme

(ri

du modéle indépendant, les fonctions d'onde solutions de 1l'équa-
tion d'onde électronicue sont approchées par un déterminant de
SLATER qui dépend des trois coordonnées d'espace (xi, Yy Zi)

et de la coordonnée de spin (oi) de chaque particule:

—~
=
L]

I

N2

—

L 1 . ; . o
Y—Dv-—y,vin—'detl\yl\{‘z..o‘} i
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Puisgue 1l'opérateur électronigque (II-1) est indépendant des
variables de spin,ies spins=orbitales {Wij sont des vroduits de

fonctions spatiales et de fonctions de sgins:

‘\i')i(xir"f-rz{) = ®i(xi’yi’z‘) UL(V\.;;" (II-3;

=

¢

[
-

s s |
De plus, vu les propriétés de commutatzon.de 1l'opérateur hamil-
tonien et des opérateurs de spin S? et SZ, on admet générale-

ment gue:

2]
2
it

s(s+1; D (II-4)

La condition (IX-5) est facilement vérifiée si la fonction mono-
électronigue de spin Oi est fonction propre (a;8) de l'opé&rateur
de projection de spin sur un axe de réfé&rence avec les valeurs
propres {+ 5 e |

PLOE LA i T

La condition {1I-4) n'est satisfaite que dans d

%

e
premier lieu, l'état de parfait alignement de spins, tous les
spins "up" ou "down", ou, en second lieu, l'&tat
parfait appariement ol la fonction d'espace est
deux états de spins opposés. Dans les
la condition {(I1-5) est remplie, en admettant que chagque fonc-—
tion monocélectronigue ou urhitale (v;) est "peuplé&e" par une

paire d'électrons de spins opposés.,

¥y = W38y ¥yeByi0y) ® By (R Ppa2y) wl1)

@1 = Vo (Xa1¥p12910,) = &1 (Xy,¥, 05,0 £(2)

: ‘ , (IT-0)
wn - ¢2n~l(XZn-l'YZn-l'ZZn—l'GZn—l}

én(Xanl’yzn—l'Zzn_l) a(2n-1)

< |
|

= P, (x v 2 o = Koo oV a9 2.
n wzn‘ 2n'Yon?%on’ 2n) n "2n’Y2n’ Zn)



Le déterminant (II-2) s‘'écrit, dés lors, de facon plus simple:

Il est évident que le déterminant (II- ' n'est pas une solw
tion correcte de 1'8guation de SCHRODINGER., Une somme de
produits de term=s monoélectronigues n'est, en effet, jamais
la solution d'une égquation différentielle contenant des oOpé-
rateurs bi-&lectronigques. Le formalisme du modéle ind&pendant
peut cependant étre amélioré par la méthode des variations si

1'on se rappelle gue l'énergie moyenne définie par la relation:
PP g g Yy

DERSE > ,
B (D) = LD (L1=8)

el
~L"fu"

est une limite supérieure pour l'érergie exacte

‘-'.-

exact _ -y |H|p>
SRACE < by (13-9)

Appliquée au dé€terminant (II-7), cette méthode fournit une
n

éguation mono&lectronigue, l'équation de HARTREE-FOCK

h(l) @i(l) =, @i(l) (LZI-10)
ol l'opérateur monoé&lectronique h(l} décrit l'interaction d'un
€lectron avec les noyaux et avec le champ de potentiel "moyen",
coulombien et d'échange, des autres électrons du systéme.
L'équation (IIi-10) fournit les meilleures spins-orbitalss,c'est-
d-dire, les fonctions monoélectroniques (II-6)} qui introduites
dans le déterminant (II-7) minimisent la fonctionnelle E(D).
Dans le paragraphe suivant, nous déduisons rigoureusement les
expressions de 1l'énergie totale EHF, pour un déterminant de
SLATER, ainsi que l1'é@guation de HARTREE-FOCK {(II-10).
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L'énergie totale (II-8) d'un déterminant de SLATER

vis=3d-vis de 1'hamiltonien:

.5 VA .
2 s 2
i l ¢ ¢ .
A== f=Bm g - [T v 2T S 11-1
i gvnem ip "ip AR . )
ou He TN 4277 . (TT=13)
L 1 2 ¢ L ig? !
i i i '
o5 z,
avec h? = - 2 f% - gt g ;i" (II-14)
g7 2m p “ip

s'obtient facilement par application des régles de SLATER;

5 (D) = j = TN o 1 !
L\D) (2n1 det|®l®l."®nbn! ,%hi + _L. l’l‘-igl
] i (e
det;$1®lqwcin®ni' (I1I-15)
N , ,
=2 7 en + 7 ) (20,.-K. ) {1T-16)
5 L L q. i4
§ 4 13 4 :
avec N o= e, Ve, (II-17)
j 3 !
Je. = 10 3T(1)e, (1) _e? o*(2)0. (2)av, dv (IT-18)
ij Al . | iy ] 3 i 2 )
= {1 o%(1)e, (1) 2 ¥ (2)0, (2)dv, av (IT~19)
i3 ) 3 t i r i 3 kel | 2 '
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Par application du théoréme des variations, on minimise la fonc-
tionnelle E(D). Supposons que nous connaissions la série com-

- @ e o o @r.
17 72 N
Qj' o®j,peut se décomposer en termes de foncticns de la série
compléte

pléte et orthonormale ¢ Une petite variation de

en

oo n. .

$¢. = ) A . @. = ) A, 0.+ } .. o. (II-20)
e 2 el 17 J s - 3.7
= =1 i=n+l

Il s'ensuit une modification du déterminant de SLATER égale a

6D, = YV ALl 0,9,...0.0....9_0
L = N ¥
j PR 11 i nn 't
- !¢’5“'""5"@”"'@n5ni} (XI-21)
pour l'ensemble des variations 6@1, ¢¢2. .‘@N, on a globalement
n n ® _ _ _
SD = E ED" = Z Z }!iﬁ{;q)l@luue(ﬁ;@uoaa(bn@qi
i 3 3=1 i=n+1 HJ -4 :
b i¢l¢l.-o pi¢j°..®n@n‘i} \II_ZZ)

Il y correspond un changement d'énergie

SE = 2 <sD|H|D¥> (II-23)
= v Y X ! i 1] ) X t“ ) |
2 -['J IT »)i_i<|®l-oo@n‘Hlll@lehu®]ﬂ®jcvﬂyn¢ni
j i -
VLTI RRTE FLIPRRL MO D £ (IT-24)

Y 2 A, Fuo (I1-25)
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avec F.. = <¢3|hle,> = <®fihN|¢.>
17 o * 4 J L
iy o 186%8 5 = o, 18™e 5}
+ i12<¢j®j|¢k®k, QJQk 9 0471
(I1-26)
Si on définit 1'opérateur hermitique h:
N n
ho (1) = h' (1) + [ [2 Jp (1) = K (1] (I1-27)
k=1 "

oﬁ'uk et K, sont les opérateurs de COULOMB et d'échange,

k

2 f®]’:(2)®k(2)
i { P { - { i ~ 1 ¢ \ g

f¢;(2)®i(2)
- dv

» s v - 2 7 g -
Kk\l)¢i(l) = {e uk\l) (II-29)

1
J £, 2
la condition que §E soit minimisé impose, dés lors, que tous les
éléments de matrice Fij soient nuls ou, en d'autres mots, gqu'il
n'y ait pas d'éléments de matrice de l'opératsur h entre deux
orbitales ¢, et 0. Cecl est vérifié dés gque les orbitales éi
sont fonctions propres de l'opérateur monc&lectronigue h. Ces

conditions'établissent 1'équation de HARTREE-FOCK.

N

{h (i) + ; F2d, (1) - Kk(i)]} @j(i) = e, ®j(ij (£I~-30)
ou, en notation simplifiée:
el T (I1-31)

Les orbitales Qj solutions de 1'équation (II-3C) sont appelées
orbitales auto-cohérentes; l'énergie du déterminant construit

sur ces orbitales est 1l'énergie de HARTREE-FOCK!EHF)at corres-
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pond au minimum des la fonctionnelle E (D). Les valeurs propres -

s'expriment en fonction des opérateurs h, J_ et K,
A J

& = <@ !h{@ 5 ez :hN'(P_9 + } <9 é_:‘t’-'@ 2
J 3 L K 33 kk
- K ¢ '<.1 6>k3>3 (IT=32)
N Iy .
e sj T é \Zu:k—&jk} (II-33)

b p : _HF - o
Remarquons ici gue l'énergie totale E n'est pas égale a la
somme des énergies d'orbitales sj qui compterait deux fois
l'énergie d'interaction électronique. La relation exacte se

déduit aisément:

~HF
E

=2 ) g 4+ ¥ ¥ (2d..-K..) (I1-34)
, & 4 & k k
3 J 3k J J
= 3 V V'Y (24 g
= & } €, = } r (2J .. =K, . )
51 4k ik ik
= ¥ de, + &9 (II-35)
5 3 J

Dans la théorie des bandes, les orbitales sont caractérisées par
deux indices n et k relatifs respectivement au numéro de la bande
d'énergie et & la position du niveau dans une ix-ade d'énergie, et
on obtient ainsi:

E" =2 [ e(k,n) - } L2

dkn-kn'—Kkn—k'n’)

{LI~36)
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Le procédé le plus rationnel pour obtenir les solutions
de HARTREE-FOCK est d'intégrer numériguement l'&guation mono-
électronique. En- physigque de 1l'état solide, cette technigue est
3 la base des méthodes cellulaires.

En coute'rigueurp elle est cependant inapplicable et une simpli-
fication usuelle consiste & développer les orbitales cristal-
lines ¢, en combinaizons linéaires d'orbitales atomigues Xp cen-

trées sur les différents neyaux du systéme:

o, = ) c, _ (II-37)
j & T9p p

>

La relation (II-37) est rigoureuse si la base des orbitales y
est compléte.

De plus, si cette base est orthonormalisée, on a lesg relations:

\Xp;jp> = 1 (I1-38)
'ixpixq» = ﬁpq (II-39)

Si on limite le dé&veloppement (II-37) & un ncmbre fini de termes,
on peut construire les orbitales cristallines en précisa

coefficients cjp par la méthode des variations.

Dans le cas des systémes périodiques, le développement
LCAO est obtenu grdce a la technique des op&rateurs de projec-
tion; on sélectionne, ar ce procé&€dé&, les coiiras

faicsizt le théoréme de BLOCH., Ainsi:

,n k "n
..* -
ikA
=NHT e TRl ey (B (IT-40)
£ t f) np P
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Aprés normalisation correcte de l'orbitale cristalline, il
vient:
-172 ikA

t Ay SR e
cknp AP(L Al (TI-41)

Dans l'expression {II-41), n représente le numdro d'une bande
d'énergie, k, la position d'un niveau énergétigue dans la bande
considérée, N est le nombre de moilles du cristal et les som-
mations sur p et sur t sont &tendues respectivement aux orbi-
tales atomiques de la maille élémentaire «° aux mailles du
cristal. '
En vue de faire apparaitre les é&léments de matrice
caractéristiques de la méthode des orbitales cristallines, nous

déduisons le systéme séculaire fournissant les coefficients c

knp
L'énergie associée & une orbitale cristalliine s'écri ,selon la

relation classiqu;

<¢r |hle, >

e(k,n) = K? kn (IT-42)
. ! s

Pen | ®kn’

sclt, encore, en remplacant les orbitales &. prar leur dévelop-

kn
pement explicite en fonction des orbitales atomiques:
-1ikA . ikA )
Je et dinlle  “Te  x7
£ B knp*p' - o kngtg ‘ _
e{k,n) = %A - TRA s (II-43)
Ve tZC* xJiTe e 4%
L 1 L L7 lewy e
£ P knp®p ' g Rad
En posant:
5% = o Einiy% (IT-44)
e p 9
et
ST = xtlxgs (1T-45)

Pq P g



et,en prenant la maille

Btu - 8ot
fle] bpa
~tu _ .ot
D = D

pa pg

Appliquant le principe 4

ficients c, annulan

knp

(S)el
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u comme ré&férence, on pose u = O et:

(II-46)

(TX-47)

es variations, on calcule les coef™

= les dérivées de Y rarvnott

bt et

‘\‘/1) -

-~

aux différents vecteurs propres, on a:

s X
o, ikKA
pelk,n) ¢ - t
ot ‘;—'
i¥el t
Knp
+ = (K,n) 2
(Kp / ‘ K
© knp
ikA
= B t &
= L e *
t GY s
L -
knp
posant
PS4
gc (k’n) = O
A
e
knp

On trouve les relations

coefficients:

e (k,n)

H o oot
“knr kng rg

y
q

K~

O

S
knr “kng” pa

(1I-48)

(IT-49)

auxquelles doivent satisfaire les

1Bk
ik )
- £ T T cf o Sot
L L "knr-knq rg
g
NN * = pOt. T
; a cknrbknqprq (II-50)



Les sommations peuvent encore s'écrire:

T alkﬂt ¢ o % . .ot
L = L L “knrCeng’
* ¢ 5§ knroknapq
- lKAt, * ot v ¥ -0t
=L° “knpCknp pp T 4 SknpCkng”pg
28 74 o8
£ PP g#p :
+ U7 &F o 5Ot
oL L Ckar®kng’rg
r#p q#p s i g g
et P
v elkAt v oT ¥ . ot
£ L é “knr knq pq
e AR ot A ot
T L% Crnpknppp T 4 Sknp“kngpq
£ gfp ¢
e ¥ F w® o oty
+ P o o) h "}
& L knr “knar
r#p aFp o
de la relation (LI-50}, on déduit:
3 ez o
K 1RA .
e(K,n) | e t{z cknqSOt} =je t{z “kny Bcf
4 5 kmaTpa " g 5 ¥nd'pa
et, enfin,
» o
¥ @ 1% 1RRL ot - e 5% = n
L \.,-](nq L e (qu z oq J =
q et t -
p =1, 2,..,.m
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La condition de compatibilit& de ce systéme s'écrit:

iﬁﬁt - . R
|} e (8-~ - e{k) s_)| =0 (11-55}
£ pY e}

La r&solution de ce déterminant séculaire fournit les énergies
associées aux orbitales cristallines en fonction des inté&grales B.
Les énergies se groupent par bandes correspondant chacune 3 une

valeur donnée de n. Dans un systéme péricdique infini, les va-

leurs =~ S eyn forment une suite continue de niveaux & 1l'in-
térieur de chague bande. Ouant aux coeificients Cknq’ on en

obtient la valeur numériogue en ré€solvant le systéme séculaire,
compte tenu de la condition de normalisation des orbitales cris-

tallines:

. | (II-56)
/’an \*kn dr 1 (II 561
VB b
| ~ik(AL-A )y ‘
N 11 e 1B I c;n Ckna 3 xPar = 1(11-57)
jh gg T oh F R

Si la base d'ocrbitales atomiques n'est pas orthogonale, on a
en toute gé&néralité:

—-ikA, . o4
Ve J v oo spé =1 (T1-58)
3 P g o

qui se réduit a (II-59) si la base utilisée

-ikAL .
Ve 3 vy knpCkng Spq ! Cn knp = 1 (I1-59)
J P g L p ol

Dans le paragraphe (fI.4), nous verrons comment préciser diver-
ses propriétés électroniques & partir de la connaissence des
valeurs propres txn St des vecteurs propres cknp' Le tableau(II-1)

compare les expressions les plus importantes de la méthode des
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orbitales cristaliines 38 celles de 1ia méthode des corbitales
ol

moléculaires traditionnelle.

L'expression de 1%énergie totale peut se reformuler
dans le cadre de 1l'approximation LCAO.

En effet, nous avons dé&duit l'expression:

L ) e (¥,n) - 7 H (2dy )
’Se! kn k'n? o ’
= z e(i,n) + SN(E,H) (IT-60)
kn
avec i
A -ik (A _-A_ ) . y
c(F,m) = NFT T e C T o etine Pog  (TI-61)
+t u pq p i p.‘,
i
-iKR ]
=3I lef o e Fatl (11-62)
£ 5 & kapkng <
-iKA
¢
=Tet e a +i0fe Fofoc 8"
§ kopknp "p - ¢ 5 o knp kng" pg
(XX-63)
de méme: —iKA
eN(k,n) = y C:n N N T T T - noCkn T ok
§ knpknp p T & o & p kng' " 'pg

(I1-064)

L'expression e l'@nergie totale devient, en d&finissant les

charges qp et les indices de liaison & _ :

= l-' ) "‘.* e {(1T~565)
I =N |, ¢ “knpknp e
s )
-1ikA
%t =1y 2% ¢ % (II-66)
pa N % knp “kng



Tableau II.l: Le formalisme des méthodes LCAO-MO et LCAO-CO.

METHODE LCAO-MO

METHODE LCAO-CO

développement LCAO

équation monoélectronique

systéme séculaire

égquation séculaire

énergies associées aux
orbitales

h¢n=€n ¢n
- =0

é °np ¥pg ~ °pq’

= g8 1 w D
1y = whl
€ = ¢ = z 02 a. + Z z C c

n” £ np%p " L L “npng

= o + Mn B

avec M_ = g q;p Coefig

g

pq

_ . ; g

%%n = % %n = 7N Z ) cknp - Xp
ip
K = " Ykn
ikA
h .h

] o (] e B2 -~ _§ ) =0
& D Pq kn "pq

ikA
Te 2gh -cs | =0
5 Pq Pq
S Ekn _

ikA
=)c2 a +] ] c._c e Db
kn knp°k
= PP o qfp KOP KNq j
= o+ £ (k)8
Py 3 ikAy
avec f_(k) = c c e
knp°k
> p gfp P *Pd
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On trouve ainsi que l'éncrgie totale, est proportionnelle au
nombre de mailles du systéme pAriodique, en n'oubliant pas le

terme de répulsion nucléaire:

ok
b _q : . & "
g FLCAO (T —J;(apmg) + 117 B (2 - (") 2%
p . t p q - §
L e
+ ] B (1T-67)
N Op
L'énergie totale E ne dépend plus du vecteur k et elle s'c.._. e

. o i = N —_ . v g 4
en fonction des intégrales B et 8 précédemment définies et de
grandeurs aisément calculables, les charges et les indices de

liaison.

Dans le cas ¢= systémes pé&riodiques de dimensions in-
finies, la sommation sur k doit étre remplacée par une intégra-
tion dans la premiére zone de BRILLOUIN et nous obtenons comme
expressions des charges et des indices de liaison, dans les

systémes & couches complétes:

2k

L_‘{p S Vo ’cknpcknp dk (I1-68)
MR |
re 5 _i]_(’K
0t = 2. * o e t ax (IT-69)
oa v knp "kng
2 i MR %
\ est le volume de 13 maille ré&ciprogue du systéme périodique.

MR

Signalons ici que la méthode des orbitales cristallines est 7 -8
mellement équivalente & la mé&thode qui découle de 1l'approxima-
tion des électrons quasi-atomiques, mais el’«< est beaucoup plus
proche que cette derniére des procédés classiauas de la chimie

guantique moléculiaire.

En résumé, la connaissance des &tats monoélectroniq S
d'un cristal nécessite 1l'évaluation des éléments de matrice B

N = , ; =
et 8 de l'opérateur monoélectronique du systéme.
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Nous avons vu gque les éléments de matrice de l'opéra-
teur monoélectrecnigue dépendent de la base d'orbitesles atomi-
gues utilizée, Le calcul des énrergies et des fonctions d'onde,
d'un systéme d'électrons dans l'approximation utilisée, se
raméne d 1l'évaluation d'intégrales moléculaires entre orbita-
les atomigues. Afin d'évaluer ces intégrales, il est néces-
saire de préciser la forme. analytique des orbita
Ii vient naturellement & l'esprit d'employer les orbitales
atomigues de HARTREE-FOCK. Il s'acit des orbitales obtenues
en résolvanc l'@quation du champ auto-cohérent pour les
atomes libres, On dispose actuellement = la liste e crbiia~
les de HARTREE-FCCK pour de nombreux atomes. Leur défaut le
plus important est qu'elles ne possédent pas de forme analy-
tique et le calcul des intégrales moléculaires est ainsi

considérablement alourdi.

Pour ces raisons, on utilise souvent les ovrbitales de
SLATER (S.T.0., Slater Type Orbitals) qui sont de bonnes ap-
proximations des orbitales de HARTREETFOCK et qui possé&dent

la forme analytique hydrogénoide.

7 2 (7=0) n*+l/2 4 _—1/2 7 n*-1
Xpvogn = (—r';T—) [2n 1] exp (- 25; r)r Y (€r2)

m(e,i) est une harmonigue sphérique normalisée,Z est la charge
ot 05 g " , ; *
nucléaire, les quantité&s o (constante d'écran) et n (nombre

effectif principal)sont détermindes par les régles de SLATER:
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n est relié au nombre guantique principal par le tableau (II.ZzZ)

Tableau I¥X.2: Les valeurs des nombres guantiques effectifs,

n 1 2 3

J

3
e
Ji
(o

; . - p ; . . B )

Dans le cas gui nous intéresse (orbitales 7 du carbone) n = 2.
Les constantes d'écran sont obtenues =n divisant les électrons
en groupes:

)

\']-S} 7 7:25;2p: ok

a
W

s,3p) ,(3d), {4s,4p) , (4d) , (4£)

et ¢ présente aingi les contributions suivantes:
i) © pour les orbitales appartenant aux groupes
extérieurs & l'orbitale envisagée
id) 3.35 pour les orbitales du méme groupe, s'il n'est
pas le groupe (1s)
0.30 pour les orbitales du groupe (13}
iii) 0,85 pour les orbitales s et p des groupes de nombre
guantique (n-1) par rapport & 1 orbitale envisagée
1.00 pour les orbitales d et &
iiii)} 1.00 pour les électrons des couches les plus inté-
rieures.
Pour l'orbitale 2p de 1l'atome de carbone, on a ainsi la forme
explicite: .

o372 =218y

) - {3.18) _— v (o

Xepr APPSR ¥ 5 i M
’ (41)

X
~—

Cette forme anaiytigue permet de calculer les principales inté-
grales moléculaires intervenant en chimie guantigue. Il faut
cependant signaler gue les orbitales de SLATER ne sont, en

général, pas orthogonales entre elles et que les intégraies
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polycentriques ne sont pas calculables analytiguement dans cette
cette base. Pour corriger ces défauts, il est nécessaire
d'orthogonaliser les orbitales de base et d'utilise
des approximations, 30it une intégration numérigue labori-

euse pour calculer les intégrales polycentrigues.
g

Signalons eniin que, dans les calculs a priori, on
emploie les orbitalies gaussiennes (G,0. = Gaussian Orbitals

de forme analytigue:

ol ¢ =st un param&tre, Elies permettent l= calcul explicite
des intégrales polycentrigues. Par contre, on n'obtient une
bonne convergence LTAO gqu'a la condition d'utiliser plusieurs
orbitales gaussiennes par atome. Ainsi, il est nécessaire de
décrire une orbitale w du carbone par ¢ atre ou cing orbitales

gaussiennes.

FPour les raisons invogquées ci-dessus, nous avons

choisi comme base d'orbitales la plus pratique, les orbitales

)

atomiques de SLATER., De fagon purement thét

6]
e
®
@]
o

peut

(

rig
calculer toutes les intégrales moléculaires, excepté les
intégrales polycentriques pour lesquellszs on t urt & l'ap~

e
roximation de MULLIKEN cue nous justifierons par la suite.
Al J P
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de méme:
) 2
{ vt o ow= [ fgo % = Lt
Jxg kn“qd' = j,xp(l)an(l)rlz @kn(2)xq(2)dvldv2
(ITI-74)
T A i -i]?(A’ -A) * ou,tv
=N L LLL® v cknrckns(pr'qs)
uvezryrs
(II-75)
Dés lors, on obtient en toute généralité:
: (R -X )
/ . i ¥ c
BOt = (BN)Ot + T v Z v Cknr kns
- L L L L i
pa Pq k,h u ; r s N
ot uv, _ ,0u tv,, e
2(oalpe! — lorlqe (II-76)

Il apparait clairement ici que les éléments de matrice B dépen-

dent des inconnues du probléme, a savoir les coefficents cknp°
L'équation monoélectronique est donc une équations pseudo-
linéaire, Le procédé le plus courant de solution de ce type

~

d'ésuations consiste & partir de coefficients cknp approchés
et a4 calculer les éléments B. La résolution du systéme sécu-
laire fournit de nouveaux coefficients qui permettent d'obte-
nir les éléments de matrice du premier tour. Le processus est

répété jusqu'a la stabilisation des vecteurs propres cknp' A

1'auto-cohérence, 1l'équation monoélectronique =st une équation
aux valeurs propres. :
Les termes nucléaires peuvent se développer en une somme de

termes cinétiques et de termes d'attraction nucléaire.

N, ot

x5
Pq

(8 :

o e JxEth dr (IT-77)

il

}X°|TiXt dr + z E fK ———ixt dr (II-7¢;
P .q ur
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Comme en chimie quanticue moléculaire, 1l'évaluation de
ces intégrales peut se faire de facon non empirigue. Rane <e cag
les formules (II-76) et (II-77) sont ahsolument générales.
Malheureusement, on sai. que les calcuils non empiric 5 gont
impossibles a exécuter pour des systémes Ze guelgues atomes et
fournissent, de plus, des résultats peu satisfaisants a cause

du type de fonction d'onde utilisée.

Dans les systémes saturés, le rcrocéléd sari-cupiricue le
plus simple consicste & utilis=sr les crbicaizs e iiaison o dr
groupes. Cette mé&thole, analyzée en déta:l par Fﬂ‘t;rs !{39531
et kLoPMANL®CT (1963), a &t8 modifisa par LargueETL®M (1965).

NEL REI62' 1558 )a proposé une méthode, ~as€e sur 1l'inturtior

chimique et old tous les paramé&tres sont dé“erminés dz m.niele
auto-~ohérente. La caractéristigue principaie est le recouavre-
ment nual d'orbitales localis¢es qui interagicsent gréace aux

effets inductifs. Cette méthode a &été modirfl
PULLMANN'®31 (1965} et utilisée par DENIS et FULLMANN

i2e par BERTHOD et
4
L6847 (196

dans les systémes conjugués.

Les méthodes nabituelles de la chimic¢ quantique ont
aussi été appliquées aux systémes c¢. Ainsi, Tes approximations
de HUCKEL ont été& é&tendues par SANDORFY et D\UDEL;65](1954) ek
JANDORFYr66J(l958) aux hydrocarbures saturés. AnéliorZe, el'e
a aussi 32té appligu®e par YOSHIZUMI[67](1957;, FUKUI, KATO et
INEZAWAlGB](L963wl961), «LorMANL 9T (19621 1963, Horemant 791
(1963), POPLE et sanTRYF'1(1963).

KLOPMAN {1984) a établi un procédé semi~amoirique auvco-
cohérent. Des trava': similaires ~nt été décrits rar FOPLE,
L 7. 7 -
SANTRY et SEGAL*'2 Li9E3), KAUFMAN[ 31(1963;, KATACIRI et

%ANDORFY[74J(1966,



Quoiqu'il ¢ soit, il n'existe pas encore de procédé
semi-empirigue g&néral pour aborder avec succés l'é@tude des
systémes saturés notamment & cause du peu de données expéri-
mentales dont on dispose pour évaluer les multiples para-
métres mal calculé&s th&oriquement.

Il est dés lors né&cessaire de concentrer notre attention sur
un nombre plus restreint d'électrons. Dans les systémes conju-
gués,.on utilise 1'approximation n décrite dans le paragraphe
suivant. Pour ces raisons, notre méthode n'est provisoirement
applicable gu'aux systémes périodiques contenant des électrons

délocalisés.

ITI.3. L'étude théorique des systémes périodiques conjugués en

méthode LCAO-SCF-CO.,

Les systé&mes conjugués sont des hydrocarbures insaturés
et ils se distinguent des autres composés par une série de pro-~

priétés chimiqgues et physiques particulidres.

Il est bien connu.que ces molécules ne peuvent &tre re-
présentées par.une formule unique & liaisons simples et doubles
alternantes. Elles présentent par leur réactivité un comportemen
spécifique: en particulier,.dans les réactions de substitution
des cycles aromatigu-2. De plus, les régles d'additivité dans ie
calcul des chaleurs de formation tombent en dé&faut et 1'on cons-
tate que 1l'influence des substituants se prolonge & grande dis=-

tance. -



Les molécules conjuguées sont gé&néralement planes ou
présentent de lé&gé&res déviations par rapport 3 la planéité.
Les longueurs de liaison y sont 1ntermed1dlreb entre les lon=-
gueurs de liaicersiviiered es(l, 54A) et doubles {1. 34A;.

Leur spectre U.V, manifeste des effets bathochrome: et hyper-
chrome par rapport & leurs homologues saturés. C'est la rai-
son pour laguelle ces corps.'sont souvent colorés. De plus,

les transitions électroniques sont polaris&es dans le plan

de la moiécule. Enfin, des mesures de susceptibilités magné-
tiques et de grands déplacements de signaur de résonance
magnétique nuciéaire montrent que certains &lectrons "mobiles"
créent des courants &lectriques dans les cycles formé&s par

les atomes de carbone.

Théoriquement, ce comportement est expligqué en sépa-
rant les électrons en deux groupes: d'une part, les &lectrons
fortement localisé&s dans la couche interne des atomes (&lec-
trons de coeur) et entre les couches K de ces atomes (€lectrons
de liailson ou électrons g) et, d'autre part, les électrons dé-
localisés sur 1l'ensemble de la molécule. En mécanigue ondula-
toire, on associe aux électrons o des orbitales atomigues
symétrigues par rapport au plan de la molécule et aux &lectrons

m des orbitales antisymétrigues. Les orbitales o 1 appartien=

e
nent 38 des représentations irréductibles différentes wu groupe
de symétrie de la molécule, et le systéme sé€culaire se scinde
en deux sous-systémes, l'un fournissant les coefficients des
orbitales ¢ et 1'autre ceux des orbitales n dans le dévelop-
pement LCAO. L'approximation v, consiste & considérer la ré-
partition électronique ¢ comme fixe et on étudie le mouvement
des électrons w dans le champ des coeurs d'atomes constitués
par les noyaux, les électrons des couches internes et les
électrons de liaison
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En toute rigueur, la fonction d’oncde ctotale est un

produit antisymétrisé d'une fonction ¢ et d'une fonction =,
Y =P Y {(II-79;

ol Py et v désignent respectivement les fonctions donde o
et n. L'hamiltonien total du systéme peut Etre décomposé dans
cette optique et,si le systéme comprend 2n électrons répartis

en 2n_électrons o et 2n(T électrons n, l'hamiltonien s'écrit:
¥}

H=H + 1 + 57" (11-80)
avec 2nC 2 7 a2 : 2n o2
H o= T i = = ’i ) ;E—— + é — (II=81li
N i=1 814m p ip iy ~ii’t
2n 2 Z_e? e ”
H = y ;- _h V% o T B % ¥ ?E~“ (1L-82"
i=2n +1 8r°m ~ p “ip “ 4iF *iar
2nh 2n o2
aw T F L > (I1I-8.)
t - 9 0

L'énergie totale, en méthode de HARTREE-FOCK, devient:

EHF - .¢|le (11_845
. T ) 5 ) i i 0 (0] =
= ._‘pn!H + o + ]Y,ﬁ'H !w (IT-85)
= ol .
= oy |H" [w > + <y [H |y > (11-86)
= E + E (IT'B?)
r o
avec n_ 255 5
B =H + F v .- (LT-88)
m R X

L L -
i=1 i*¥=2n +1 "iji
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L'app oximation « revient & calculer l'éreryie 7 en supposan®

connue la forme des orbita es o; le terme £ peui &tre consid:ié

2

comme satisfaisant des wes d'additivicd. Dans l'é&guation mono-
&lectronique de HARTREE-FOCK, ce procédé =ignifie yue l'on con-
sidére comme fixes les orbitales ¢, ainsi gue leurs - .Zrateu:s

de " ' “MB et d'&change. L'hamiltonien monoélectronique peut

s'écrire:

N 3
h(i) = h (i) + | {2d,(i)-K.(i}]
j=1
2n 5
N h\J AT‘A
= h (1) + [ iLe<d (i)ij(L)] ; ] L2d, (Ay~K_{i1
=1 j=2n_+1 ’
(IT=89)
On définit un "opérat-ur de cceur":
2n _
(1) = a0 + T [2JL (1)K, (i) ] (II-90)
j=1

décrivant 1'interaccion du systéme &lectronigue r avec l'ensemb’n~

des noyaux entctourés de leurs.électrons o.

Dans ¢=2s con itions, la forme des élémantes de matrice d=

l'opérateur monoélectronique devient:

CALC & | . ; -
noo= (h‘ﬁ )OO = ;x°|hc + , (24, K )lx;
P PP P bn kP kn
—ik (A, =/ )
c.oo+ YU VY oe 1 a7 g
= (h )pp i i e g knr'kns
[2 (OI ‘(]'\' (Oll ‘] ‘ T.I"") N



et
oj _ ;.CAC,0j 0 1L C T "
8 = (h ) = € h™ + ) (2J, =K, Ylyx~ > (IT-93)
& Pq Xp| £ "kn Tkn''fg
: -ik (A, -A)
= (hc)oj + ‘; ¥ ¥ ¢¥Y % e 1 h E, c
pd in i‘ﬁ r s s kns
2C3110) - (0113 j(rr-94)
pg rs pr gs

Par la suite, afin de ne éas alourdir le formalisme, nous con-

denserons les indices (i,h) et (r,s) é&tendus respectivement aux
atomes de la maille et aux mailles en indices p et g relatifs a
tous les atomes. Ainsi, si i, h et r, s varient rapidement de 1
a Netdel am, pet g varient de 1 a mN.

En posant:

i
. iR
C, e = C
knr knp
.
et -i%A,
kns € = cknq

. CAC _ ..c L ¥ T v r

ap = Ty = (BT kit r 8 ee))
i CAC _ c AU R R, < .

Bog (h ’pq (h >pq + Lot CknrCkns

[2{pglrs) = (prlqs)](II—96)



Le calcul des termes (hc)_Oq est possible dans le cadre des ap-
i 75
proxims*+ions de cosur de GOEPPERT-MAYER et SKLAR['°] proposée
par ces auteurs, d&s 1338, dans leur étude de la molécule de
benzéne; ils précisent le potentiel de coeuvr par la relation:
U (II-97)

u._

+
p

3 e
T

T représente le-terme d'énergie cinZtigue
< T w - G o
u_le potentiel d'attraetion di au coeur positif p

et UH le potentiel d'interaction des atomes neutres du

systéme,

De plus, le potentiel d'un atome positif est exprimé
en fonction <du potentiel de 1'atome neutre dépouillé de son

orbitale w:

] 2
uf(l) = u, (1} - jx,(2) £ v, + termes d'échange
k k k r, 2
{(I1-98)
Enfin, on admet qus 1'orbitale atomigue np est fonction propre

de l'opérateur (T + u;) avec la valeur propre Wp:

+
(T + u = W s (I11-99
p! fp = ¥p Xp )

L'ensembla de ces approximations simplifie fortement 1'ampleur

des calcuis e’ dans ces conditions, on obtient:

_ o + .
ol = w_ - . (g :pp) - ) (H:pp) (II-100)
PP g H
en posant:
( +. ) 2= i u+ dT JII-lOl)
g :pp JXp Ug Xp & .
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Compte tenu de la relation (II-98), il vient encore:

af = W; - )} (pplaa) + % Y (pgipa) (II-102)
¥ 9¥p a#p
a condition de poser:
wr = w_ - ¥ (q:pp) - 7 (H:pp) (II-103)
PP o H
On obtient de fagon analogue, la forme développée de B;q;
S W
B W W . .
- B P e = .= T . " i LRPp— (TTI-10
qu = 5 qu 5 [(p :pq) + (g :pg)l (IT-104)
+ Bl (q:pp) + (prqa)] - [ (kkipg) + [ (kplkq)
k#p k#p
#q 79

(LI=105)

Ainsi, 1l'étude d'un systéme périodique conjugué se raméne a
1'évaluation des intégrales suivantes dans une base d'orbitales

atomiques:

w ’ ! + i 1 4 / }
W', (pplaq), (pplpp), (p :pg)., (p:gg), (Hipp).et.(pglrs)

licus montrons ci-aprés les différents procédés théorigques et

semi-empiriques utilisés en chimie quantique moléculaire.
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o — - = -

L

I1.3.2.a. Le calcul théorique des int&grales moléculaires.

Dans une base d'orbitales atomiques de SLATER, il est
aisé de calculer toutes les intégrales moléculalres a deux
centres. Des formules ont été é&tablies principalement par
MuLLIKEND 781 ot rooTHAAN! T

breuses tables donnant explicitement la valeur de ces inté-
B \ [78]

, et, de plus, i1l existe de nom-

[79]

grales: par exemple, les tabiés de KOTANI et de ROOTHAAN®" "7,

Nous donnonS'danstle?tableau.(IIOB) les expressions
théoriques des inté&grales courantes en chimie guantique pour
un systéme v, dé&finies en fon&tion des paramé&tres g et p de
ROOTHAAN . ‘

Tableau II.3: Les expressions des intégrales bicentrigues entre
’ orbitales de SLATER.

Intégrales de recouvrement: <y_ |

a'*p’
— -p B P 8 i 2 2 1—_ 3
Sab = e " (l-+'p + £ P + T 0 ) (I1.106)
Intégrales cinétiques: <y_|- s N
ques: <Xal= 37 SlXp
_ 4.2 =Py g - 2.4 3.1 -
Tab = = e € (- 1 o 15 pv 4 1% ‘) (LI-107)
VA
Intégrales d'attraction nucléaire: <xa(E~|xb~
a
\, = l 7 TP - _:E 2 -1
“ab =3 Zr e " (- 1 p + 3 0%} (IT-108)
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Tableau II.3. (suite)

Lo
X | XX
a“a 412 b*b

Intégralies de répulsion coulombienne: <y

| . T . 9 ane iame 14 2704 . ¥
(aalbb) = [35_|3s 1=f303s_|3D2y 1+ Z03D3,[30%, J+ 030813081

b
(II-109)
avec
[35,]35,1= £(1-(1+ 323 o+ 3302+ T35 0%+ 37 o'+ 35 0°* 35 °°
+ T3g5 ) e 2%) (II-110)
[BSa!BDZb]= %1 l—{l+20+2pz+ % 03+ % ot }gé 03+ %16 08+ %2— o7
S T%?B 09)e 2P (TI-111)
[307,]307, 1= 25i1-(1420+20%+ § 0%+ 2 ke 3l o 2335
'+ So735 °7* TI3%0 °** 535 °°* Tiowo P
* 17%10 pll)e %) (II-112)
[3DAa!3DAb]= %g{l-(l+2p+2p2+ % p 3+ % ok ggg p?d iézo p®
" %%6 o T §%§ 08+ 3%@# a¥re 4P (II-113)

Le calcul des intégrales polycentriques est simplifié par

[80]

1'approximation de MULLIKEN que nous discutons dans le

paragraphe suivant.



Le calcul des intégrales tri- et tétracentricues est
encore pratiquement impossible. Seule, 1'intégration numérigue
peut 2t:ro envisagée avec succés dans les molécules de petite
taille. Ce procé&dé devient, cependant, « 7> <. . . ..Zn pour

les systémes conusiiuat plus d'une dizaine d'atomes.

Dés 1949, MULLIKEN proposait l'approximation gui porte son nom:

X (D) x (1) = 5 i + x+(1) Ir-114;
X. (L)%, (L) 3 Sablx.a‘\l) Xb )i ( ]
Par un fait remexrguable, il apparait gue l'approximation de

MULLIKEN est excellente pour les orbitales de sym@trie 7, mais

est trés mauvaise dans les autres cas.

Diverses explications ont &té données & ce su et; RUEDENBERGLgl]

en 1951 développait les orbitales X4 et Xy en une base compléte
centrée sur a et b; il obtenait ainsi une généralisation de l'ex-

pression de MULLIKEN:

1‘°° 5 2 * TR
v v { ‘:-—-v v - ) S ’ 1 3 (4
“a(L)“b‘l) ZlQ.Sab'XbAb'(l) * gc‘a“bxak‘)Ka“\”
. (LT1-115)

Il est éviiient que si on limite la sommation aux seuls termes
b' = b et a' = a, on retrouve identiquement i'approximation de
MULLIKEN, gui serait ainsi un développement arré&té au wuremier

terme.,

Nous pensons gu'une interprétation plug rigoureuse peut &tre
donnée; si l'on part de 1'expression de RUEDENBERG et que nous
utilisons la base des 0.A. de SLATER orthogonalisée ccnvenable-
ment, nous obtenons les orbitales 2pn et 2pr en arrétant le

développement au nombre quantique {(n = 2): .
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1, . o R o
T -‘\"T \; :""_"’L’ s ) S {..‘ 5.
L("'b(l" ZJSH : D\l/lbb(L) + S s ra‘l}lbéfl\
a i a
+5r s nb(l)Zsb(l) + Sn o Fail)Zsa\l)
a b b a
+Sﬂ 5 wb(l)cb(l) + Sn s s ”’:
a b b a
+S = m ()7 § - : (
+ Ty Fbil)rb(l) + 35 ;. a(l) a‘l)
a 6] a
& i - ) . T (1Y = 1
+D'.!’ P ﬁb"l)'lb(l) + Sw’ ; Wax.l_/ a{l"
a b b oa
(IT-116}
et
g (1)e, (1) = S48 5, (1)1s, (1) + S s (1) 1s, (1)
a “b 2 70 s. b b 5. 8. ~a bt
a b b a
+S o, (1)2s, (1) + S . o_(1)2s, (1)
0q Zsb b b Iy 25d b
= ¢ ! 3. -
}JO' 5 Jb(l) b(l) + S & oa(l)fa(l)
a b b "a
+S - o, (1)%,_(1) + S = o_(i)w_(1)
oa "b b b oy Ta a a
: : (7 'y 1
+Sc . Lb(l)ﬁb(l) + SJ ; Ja\l)wa\l);
a b b "a
(ITI-117)

En remarquant que dans les développements (1I-116) et (IT-117)
beaucoup d'intégrales de recouvrement sont nulles par symétrie,

on obtient rigoureusement:

(1Y . 2 L2017 TT—
Wa\l)Jb(l) =35 S_ ﬂb[ﬂa(l) + ﬂb(l)j ) (II-118)
et 5 &
¢ (lie (1) = & & [62 (1) + o2(1)]
a b 2 “o_o a b
ab
+ i[5 15 (1) o (1) +S 1s, (1o, (1)1
2" 1s. o a a* " " ls e.h b'
b L Ta
l oo - V Y& . {- =
o+ E[sta sz::a(l)ua\l,l-rolsll a ZSb\l)ub(]J]

(TI~119)
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Il est clair gue 1l'expression (II-118) cerrespond & 1'approxi-
mation de MULLIKEN ainsi que le premier terxme de l'expression
(II-119). Ceci justifie le fait que 1'approximation de MULLIKEN
fournit de bons résultats pour les orbitales = et, de plus,
explicite les termes correctifs a ajouter po l'améliorer dans
le calcul d'intégrales faisant intervenir des orbitales de sy-
métrie. Afin de tester notre approximation, nous L avons appli-
quée, dans les deux ©as, a une intégrale "ionique" du type
(aaiab).

On a ainsi:

( T Vo= .-:E N l T | T SR T ¢
WaTal"a'n! ZSwanb‘(”a‘a’naﬂa‘ ‘ "aﬂalnb"b)‘
(II-120)
et
: 1 : .
(og_o . 0. ) = = {(o_o + {o_o_lo. o,
a’al°s%b 2 Scacb“aa’a!caoa) (0,941 a0
]
+ = § c_o_1ils. )
2 2 S, O ( aTall”bcb
, a
: ( | 2 j II-121
e ol (o (0] =
3 %25, o_'9a%! %5’ ( )
Dans le calcul de 1'intégrale (o o ! ), nous avons négligé

a

“br’ 7
le terme (Oagallsbob) gui n'exi ste pas

dans les tables de
chimie quantigue. Les tableaux (II.4 et II.5) montrent les
- * 5 %
résultats obtenus pour un Z  égal 3 3,18.
Tableau II.4: Les wvaleurs des intégrales ionigques entre
orbitales

R (A) 1.00 1.33 1.66 2.00

(nm lm ) 6.65122  3.71944  1.93736  0.95894
MULLIKEN

(m awalﬂ ) 6.60840  3.76831  2.03035 1.04848

A 0.04282 -0.04887 =-0.09297 -=0.08953
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Tableau II.5: Les valeurs des.intégrales icnicues entre

orbitales o.

R {A) 1.00 1.33 1.006 2.00

3.96599 6.08286 . 92104 3.,42055

oo

" y MULLIKEN

ab’

(6_o i" . )ce travail
‘a’a'"a’b’

2.43219 4,58712 4.285%10 3.15713

3.19952 233351 4.70434 3.37297

On voit que l'introduction d'un seul terme correctif
dans (II-121) 1é&ve la moitié de 1l'erreur introduite par 1'ap-

proximation de MULLIKEN dans 1'évaluation de.(naﬁaiﬁ;cb)=

Dans ces conditions, si 1l'on &value les intégrales
polycentriques par 1l'approximation: de MULLIKEN, les &léments

de matrice deviennent explicitement en désignant les intégrales

mono- et bicentrigques par at :
g P Ypp qu
.. .C T 2 T 2 .
o, =-a ¥ oot . ¥ L L 2G5 Y,
P P ip pp gFp 1 ip P
- % ) 20% 82 Uty v 2]
afp 1 g pg pPp 99 jele)
+ circislsrsﬁypr$Ypsj

a3
R A
o
Ui
*IN \ﬂ v \/)
Ll

)]

1
PN

Sprbps‘Ypp+yps+Yrs+Ypr

(LL-122)



B = Bc = S Cs. Cu Y + S C., . C; Siwiy +y. 42y )
pqd Pd i +P M4'pPd i g py PP 99 Pg
+ 3 7 ) e;e. [S_ s Ay +y__+y__+vy__)
: L L L 2 5 Bt X Ty 'vwg -Y,..', i

Q <

= __El:__‘_i_s { ; v o+
5 ‘qu+\pST{qr'Yrs)J

(II-=123)
“
On voit ainsi que l'utilisation d'une base d'orbitales atomigues
orthogonalisées simplifie les expressions (I 22) et (II-123)
si on évalue les intégrales polycentrigues grice 3 1'approxima-

tion de MULLIKEN et on obtient explicitement:

a =9~ T e y + T T 28y
P P § iPPP 4§ d4'pg
=c v ==y== _Ip === -
=0, + } a,ipplan) =3 (pPiPP) (I1-124)
qFp
8 =3 -7¢&, 5.y =8 -2 (Bpi3y (II-125)
pq Pda  § “ip id'pa  Pg ¢ pg

IT.3.2.c. Le calcul semi-empirique des intégrales moléculaires.

Comme il a &t& signalé par de nombreux auteurs, les
calculs purement th&oriques fournissent de trés mauvais résul-
tats. La raison en est imputée & l'erreur de corxé -tion inhé-
rente au langage du modéle indépendant. Comme nous l'avons
montré au paragraphe (I.3.2.), on peut corriger cette erreur
en modifiant la valeur des intégrales moléculaires gul appa-
raissent dans le schéma de calcul de la méthode LCAO-SCF-LO.
Devant 1'impossibilité de prévoir théoriguement comment tran-

former ces intégrales, on recourt aux procédés semi-empirigques
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consistant 3 &galer des expressions thécrigues de propriétés
électronigques aux valeurs expérimentales correspondantes et &
en tirer les valeurs numériques d'intégrales ou de groupes
d'intégrales mol&culaires.
On peut schématiser les procédés semi-empirigues comme suit:

i) Les intégrales monoélectroniques de l'op&rateur de
coeur sont adaptées semi-empirigquement., soit globalement (B;q),
soit par décomposition W;, (g:pp) et (p*:pq); en particulier,
si 1'on veut obtenir des grandeurs relatives aux énergiés des
orbitales, il est nécessaire d'adapter sur les potentiels
d'ionisation.
qul ,Tg) sont négligées.
Ceci est aisé&ment justifié si 1l'on utilise cxp¢1gltement une

ii) Les intégrales d'échange (r

base d'orbitales atomigues orthonormalisées.
iii) Les intégrales coulombiennes sont adaptées soit sur

des propriétés atomigues, soit sur des valeurs spectrales.

Nous n'entrerons pas dans la justification des procédés
semi-empirigques gui ont &té étudiés de facgon approfondie par de
nombreux auteurs. Nous adoptons ici le procédé semi-empirigue
de LEROY et JAspERs!82]

sont évaluées 3 partir de données empiriques d'origine molécu-

(1967) ol les intégrales moléculaires

laire. En particulier, il s'agit des spectres &lectroniques et
du premier potentiel d'ionisation de 1'éthyléne et du benzéne.
Nous résumons dans le tableau (II.6) les principales intégrales

ainsi évaiuées.

Tableau II.6: Les paramétres semi-empirigques du carbone.

wC = <Xp!T +Up xp = = 9,21 eV
(C:CcC) = - <xq!Ubixq> = 0.50 eV si a et b sont voisins

= 0,00 eV dans le cas contraire
(HsCC) = - <x |UHjxq> = 0.40 eV si H est proche voisin de a

0.00 eV dans le cas contraire

- BEE
(" :pa) = - < |UfIx > = 25,7082 & 11250 Tpg ey
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Pour le calcul des inté&grales coulombienns

o
),
fon
(0]
o
e
9]
m
=]
o
it
D
n
s
'—-.

existe de nombreux procédés de calcul. En premier lieu, 1
proximation des charges ponctuelles proposés par POPLE (1953),
ou son aﬂ@llOmeAP 1'approximation des spnéres unlformément

(1952) et PARISER =t PARR:8%41(1352),

ad ©

83
cnargées de PARRLES

Dans une amélioration de l’appxoximation desz charges
ponctuelles, MATAGA =t NISHIMOTO évaluant 1l°intégrale coulom-
bienne par 1'expressions

b

(pplgg) = e2(a + r) ~ (II-126)

[85]

Plus récemment, OHNO (1962) modifiait la reiation et posait:

-1 /9
e (IT-127)

{pplag) = e2(a? + r2)
Un autre procédé consiste a déterminer une valeux semi-empirique
de l'exposant ¢ dans 1'intégrale coulombienne et de calculer

=~

exactement les intégrales a4 deux centres par les expressions de

ROOTHAAN (1951) pour un exposant semi-empirigue Z*.

Enfin, une &valuation semi-empirigue de 1l'intégrale peut
étre menée gréce & une formule analytigue du second ordre; nous
utiliserons ce procé&dé ad. pté par LEROY et JASPERS pour les dis-
tances inférieures i 2.80 Ae Au-dela, l'intégrale coulombisenne
est précisée par les formules de PARISER &t PARR.

Ainsi:

(pplgg) = a + br + cr? 8L R q(A) < 2,80

= formule de PARISER-PARR si R __(A)-2.80



Signalons. ici que les grandeurs exp&rimentales utilisées par

LEROY et UASPERS dans l'adaptation empirigue sont le premier

-

triplet et les deux premiers singulets du benzéne situés res-

"\
(1))

pectivement & 3.8, 4.3 et 7 eV, la premiére transition singulet-
singulet de l'é&thyliéne (7.6 eV), les potentiels d'ionisation

de l1l'éthyléne et du benzéne déterminés respectivement d 10.5

et 9.24 eV par photcionisation.: . Si l'on utilise le potentiel
d'ionisation mesuré par impact.é&lectronigue (10.82 et 9.18 eV)
on observe une modification du W de l'ordre de 0.60 eV’ 86]

-

IT.3.2.d. Utilisation d'une base d'orbitales atomigues avec

recouvremenc ts

En possession des paramétres semi-empiriques, le cal-
cul des é€léments de matrice de.l'opérateur monoé€lectronique
est possible et 1lYon peut obtenir avec une bonne pirécision les
énergies de transition et les potentiels d'ionisation ¢ = sys-
témes conjugués. Dans l'étude des systémes périodigues infinis,
il faut cependant tenir compte de la divergence gui apparalt si
l'on sépare les termes de coeur et d'interaction &lectronigue.
On voit aisément que les valeurs. numérigues des expressions
(II-102) et (II-104) dépendent du nombre de termes introduits

dans les sommations:

. (ppiga)
p#q
et

k?p k#p
#q #q

S
! (kkipg) = &2 T (kklpp) + (kk|gq)
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A titre d'exemple, nous avons étudié les polyénes réguliers de
9

distances interatomiques &gales & 1.40 A et d'angle de valence

de 120°., -

. N ) ) . & 2
Le tableau {(Il.7) montre la divergence des &léments mp et 8

Pg
lorsgue 1le nombre d’atomes du systéme augmente.

Tableau II.7: Les va'eurs des termes h__{eV! en fonction de la
distance p-gq et .du.nombre d'atomes du systéme

périodique (n). .

., n 10 18 25 24

PI N\

") - 51,115 - 64,987 - 73,698 - 80,060
1,40 - 15,363 - 19,125 - 21,361 - 22,994
2,42 - 2,441 - 2,978 - 3,310 -~ 3,552
3,70 - 0,217 - 0,250 - 0,270 - 0,285
4,85 - 0,048 - 0,051 - ©,052 - 0,053
6,10 - 0,011 - 0,011 - 0,011 - 0,011
7,27 ) - 0,002 - 0,002 - 0,002

C'est la raison pour laguelle nous avons renoncé 3 utiliser

une base d'orbitales atomiques avec reccouvrement.

Notons cependant que les termes d4d'interaction &lecr
tronique divergent &€galement. Dés lors, comme ces termes sont
positifs, les &léments ap et qu tendent vers une limite finie
lorsque le nombre d'atomes du systéme tend lui-méme vers l'in-

find.



IT.3.2.e. Utilisation d'une base d'orbitales orthonormalisées.

11l est aisg& de construire un= base d'orbita!
. By

1
localisées satisfaisant la relation d'orthogonalité:

0

{{x) ()} = 2 {TI-128)

On peut passer de la base des orbitales atomigues avec recou-

vrement 3 la base des orbitales semi~localisées en utilisant
87 g
le procédé d'orthogonalisation symétrigue de LOWDIN' J, gui
se schématise comme suit:
(x) = () 7 (II-129)
sis (x) i)} = 8 (II-130)
¢ "2 o gaf2 . .
F=d vz d “ U {(TTI-131)
- ’ - v
et T 8P = 7 (I1I-132)
-1/2 . . , R, o e B e
d est la matrice diagonale dont les &léments sont &gaux

aux valeurs propres de S affectées de 1'exposzant -1/2.

U est la matrice des vecteurs prorres de ~.

Notons que l'on utilise souvent, au lieu de l'expres-
sion (II-131;, le Jdéveloppement en série de la matrice T,
limité au second orxdre en S. Ce procédé approché ne peut &tre
utilisé sans r&serve comme le montre le tableaun {TTL.8) gqui
réunit quelques éléments de la matrice 7 d'un polyéne de 10
atomes calculés par le procédé rigoureux (colonne 2) et par

le procédé approché (colonne 3).
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Tableau 1I1.8: Eléments de la matrice 7 d'un polyéne de 10

atomes.
qu Proc&dé rigoureux Procédé approché
Ts_ g 1,0533 1,0496
Te_6 ~ 0;1377 -~ 0,1202
T, 0,0063 20,0061
T5—8 00,0010 0,0060
Ty o - 0,0003 0,0008
ES“lO 0, 0000 00,0000

Dans la nouvelle base, si l1'on admet 1'approximation de MULLIKEN,
les intégrales polycentriques sont pratiguement nulles et les
éléments de matrice s'écrivent plus simplement sous la forme dé-

duite au paragraphe(II.3.2.b.):

5 = 2 4 by g [peoo 1 [on | v (TT~132
o = + ) | 'rr) + = { iopl (II1~-133)
p = % T i 9y (PPITT) 5 9 ‘PPIPP
- ~c i - == . .
= 8 - = 4 ( | ) (IT-134)
pqg  pqg 2 pg +r'9d
Il est aisé de montrer gue les termes a; + I qr(ﬁﬁ!fz), Ep,
Enq’ ggq sont indépendants de la taille du gystéme lorsgue
celui-ci comporte un certain nombre d'atomes.
En effet:
C x Ly == . r - . o
ar ) doleplag) =} ) T T 8-
p a¥p g9 ¢ g P- P8 X8
T L R O % . y 8
ol 9% L L oL oL Toylin Ty T (B8] E0)
k;y Kysta PT ku kt



(II-135'= § ¥ 7 Z8 ™ 5 WY -~ 2rtirs) + (sTirm) )
L=L I 4= / o Y G J = =i 2S5 - .
‘ ‘T L L ‘pripst Z r 2
r s
5ps 5.
b= - o T - -- 4_\.,“'\“, ,'_1 N
 ——z=—{ {riss) + (s:r ~ ¥V V3 = i(kk!ss)
Ty J )] Lo 'pr’ns[ RY. (
r s : k
Sut
+ (kklrx) - g [7 ¥V 7. T,. ——{(rrlet) + (rriuvu)
(kk|rr) AL L ‘gy'kt "2 ERd T Lk
13
{ oy
; - 1 “ksskr
+ (gsity) & (ssluwa)illi+ 5 ) ] Y T [ ) —===
© yr g PYPS iy d
#1
{(kkjkk) + (kklss) + (kkirr) + {rriss)}] (II-126)

T . T
pr s

correspondent & des atomes

Les é&léments et ne

f=]
=

De plus, les intégrales de
pratiquement exponentielle
Dés lors, le premier et le
cédente

d'atomes augmente.

e
“

sont importants gue lorsqgue et
voisins de l'atome p.
recouvrement diminuent de fagon
.en fonction de la distance.

dernier. terme de l'exprnssion pré-

tendent vers une valeur constante lorsgque le nombre

La derniére partie du second terme de la relation
(II-136) n'est importante que pour k = u = t et, puisque
Tﬁk = 1, on peut écrire, en premiére approximation:

S
) Tjew M I gt (rritt) + {xrluu) + f(ss|tt) + (ssluu)]
u t S
2.5
= KR e k) + 2(ss]ki) ] = (zxikk) + (sskk)
(TT-137)

Ainsi le second terme
S
‘\‘YTT rsr vy
pgoEres 2

s'éorit:
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Il cra donc égal & zéro si les populations électroniques des
orbitales atomiques sont unitaires .comme dans le graphite par

exempie, et il "endra vers une constante, dans le cas contraire.

- \ : 5 4.5 =G
Par une démonstration analogue, on montre gque les &léments “pq

et (55{&%} sont indépendants: de la taille du svst me pour un

nombre dfatomes suffisamment. &levé. Le raisonnement ci-dessus

relatif & des syst@mes carboni¢ pont étre géndrxralisé au cas d'un
s

cristal conjugué quelconque. Ces conclusions sont illustrées

numérigquement dans les tableaux (II.9), (II.10) et {II.l1l) ol
P -

sont réunis des r&sultats obtenus dans 1'étude des longs poly

énes linéaires,

Talbleau I1.S: L'é&volution de g en foncticn dn nombre d'atomes.

n o+ [ (pplaq!
g#p
s - 3.3192
1 ~ 33270
25 -~ 3.3524
34 = 3.3553
Tableau IT.i0:L'évolution de Ec en fonction du nombre d'atcmes.
e
RN 10 18 2 34
r__(A)™
pg A
1.40 - 271293 -~ 2. T28E - 2.7289 = 27280
2.47 0.1465 - 0.1405 0.1:c¢E 0.1379
3:70 - 10,0314 - 0.0318 - 041320 - 0.0316
4,85 = 0.,0332 = 00,0328 = 00,0325 - 0.0326
6.10 N.0008 - 0.0008 - 0,0008 - 0.0008
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Tableau II.1l: Evolution de (ppigg) en fonction du nombre

dfatomes.

b n 10 18 26 34
rpqu)'\\‘\
0.00 11.0656 11.0596 11.0597 11.0597
1.40 7.2185 7.2176 7.2172 7.2172
2.42 5.4410 = 5.4387 5,4388 5,4387
3,70 3.7285 3.7273 3.7273 3.7273
4.85 2.8985 2.8985 2,8985 2.8985
6.10 2.3146 2.3201 2.3201 2.3201
7.27 ©1.9569 1.95369 1.9569
8.40 1.6755 1.6755 1.6755
9.69 : 1.4745 1.4745 1.4745
10.61 1.3092 1.,3092 1.3092
12.11 1.1821 1.1821
13.38 1,0737 1.0737
14.53 0.9654 0.9098
15.80 0.9087 0.9087

L'utilisation d'une base d'orbitales orthagonalisée permet donc
de résoudre sans difficulté -le probléme de la divergence des

termes de coeur.

Signalons encore un procédé approch& pour calculer plus
simplement les intécrales (pp|qq) .

On peut écrire:

i s - 2 - =
(pplag) = [{x_(1 (2) £ 3 (Lyy (2)dv.,dv, (II-128)
= 5 v z % T T T T [ ang 1tu) (-[-t_l39)
L L L qouis ¥ g Mgy Nide ¥ (A
r sty PrFes 3t qu
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Comme nous 1'aveons indiqué précédemment, les termes T ne

ot

sont importants que si les orbitales p et g sont centrées sur
des atomes voisins.
Dés lors, l'expression: (II-139) peut s'écrire en premiére

approximation:

(ppigqqa} = |} ) T __trsitu) {(II-140)
pEigqqr = ) T {rsitu) |

r,s tfu pI ps qt qu

veisins voisias

de p de g

Le tableau (II.1z) permet de comparer les valeurs cbtenues par

d

le procédé correct (II-139) et par le procédé approché (II-140)

dans 1le cas d'un polyéne de 18 atomes de carbone.

Tableau I1,12: Les wvaleurs numériques des intégrales (ppxcq)

-

rpq(ia (pplau) =(1T.139) (eV) \5; ao)={:7.140) (V) Beart.
0.00 11.0656 11.0556 0.0060
1.40 7.2186 7.2172 0.0014
2.42 5.4411 5.4387 0.0024
3.70 3,7262 . 83,7273 0.0013
4.85 2.8996 2,8985 0.0011
6.10 2.3209 2.,3201 . 0008
7.27 1,9576 1.55639 0.0007
8.40 1.6761 . 0006

= O)
~i
(921
&

Q.
9,63 1.4750 0.

-

<
Y
(€3]
C:
&}
O
wn

Nous estimons que seules les deux premiéres décimales sont
significatives et, dés lors, nous adoptons l'expression (II-140)
pour calculer les intégrales (ﬁﬁiié)‘ Ceci nous permet de ré-
duire d'un facteur important le temps de calcul sur ordinateurs

électroniques.
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IT.3.3, La_méthode des_orbitales cristallines_ LCAO-HCO.

Dés 1930, HUCKEL proposait la série d'approximations
qui porte son nom. Dans une. étude des hydrocarbures conjuqués,

il &valuait les éléments de matrice de 1l'opérateur monoélec-

on

tronique en posant

R = P si p et g sont chimiquement 1iés

= O dans le cas c¢ontrailire (Tr=-141}

Introduites dans la méthode des orbitales cristallines, ces
approximations ont donné naissance a la méthode LCACO-HCO,
proposée en 1966 par ANDRE, GOUVERNEUR et LEROY. La méthode
LCAO-HCO peut étre comprise comme une approximation de la
méthode LCAO-5CF~CO. En effet, si nous &crivons la forne das
€léments de matrice de l'opé&rateur du champ autn-cohérent

dans une base d'orbkiitales orthonormalisées, on a:

a = (EC')O:O + 2 q (OCJIO(? <+ T v L"Q"O(zl(":-!f
P EP IAp 9 PP 949 i q ¢ PP g
q == o
iy (OO0, (TI~142)
< PP PP
pa pPag « P4 PP 49
et si l'on se rappella gue hS et &__ peuvent &tre assimilés
pad Pd

a des fonctions exporantielles décroissances de la distance, on
trouve la justification des approximations de HUCKEL dans le
cas des hydrocarbures conjugués ol les distances entre atomes

voisins “ont toujours du méme ordre de grandeur.
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les &lémentes da la matrice sont calculables par le procédé
s

crit, si 1'on comnait la structure géomé&trique du compo

Eavisageons, tout d'abord, le cas d’un systéme pério-
digue ol ias longueurs de liaison sont connues expérimentalement.
.Partant de dimensions de la maille et des coordonnées des atomes
gu'elie renferme, on &value. la matrice de recouvrement & partir
de laqueile on peut calculer la matrice d'orthogonalisation,

On évaliue laes termes de coeur et les lnte rales de répulsion

Electronigue dans la base des orbitales de SLATER et on les

exprime dens une base d'orbitales orthogonales gr8ce au procédé
[87]

d'orthogonalisation symé&trigque de LOWDIN .

En admettant un jeu initial de coefficients fournic par

la méthode I.CAO-HCO, on obtient les &€léments de matrice (II-142)
et (1I-143).

L

S5i la résolution analytique du déterminant est possible,

)

on obtient 1la courbe des énergies mono&lectroniques dans la

premiére zone de BRILLOUIN:

- © o ) lﬁﬂh
3 i) = ) -+ } ¥ ~ & L T
e, (k) ! Cknp®% F L L knpSkng ¢ 5h (II-147)
e & P4
et legs indices de liaison:
>
, ikA
29) - I n ic* e e (IX-148)
jole] non knp "kng

ol n o= 2 pour les bandes doublement occupé€es et C dans le cas

contraire.
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imagi-

(IT-149)

(IT-150)

sont constitugs par les éléments réels et imaginaires
50)

peuvent
aux va-

probléme

(TE=151)

apparait

ent seule-
fini par

de

BRILLOUIN, on peut obtenir les valeurs des vecteurs propres et

atteindre ainsi la valeur numérique des bandes d'én

et les indices de liaison (II-148).

ergie

(II-147)



indices de lizison chitenus en utilissnt lz mé&thode LCAO-HCY,
C. o
Le

on estime la valeur des €l&ments de matrios \hCA )g%. Ces
intégrales fournissent de nouvea indices de liaison guil
servent & leur tour i 1l'obtenticon de nouvaszux & Ements de
matrice. Ce processus @8t répété 'usqu': stabilisation des
indices de lialson d'ua tour d'itération & 1l'autre.

Lorsque les longueurs de liaison sont inconnues, on

peut les introduire <dans le. schéma itératif

{0
=

n exploitant la
relation bien connus. entre indice de liaison et distance inter-
atomigue. En fin d'itération, on peut calculer différentes pro-
priétés du cristal, tels, les potentiels d'ionisation, 1ltaffi-

nité ele‘“'oniqu&.

7
électroniques, gréc
LCAD-5CF-MD convensa

culables en méthode 1LLCAO-LO

L

IT.4. Les propriétés cal

Ui
¢}

Essentiellement, les résultats d'un calzul théorigue,

w

soit en méthode LCAO-HCO, soit en méthode LCAO-SIEF-CU sont les

vecteurs propres et les énergies associfes aux orbitales. La

a

)
ot

connaissance de la gstructure de bandes perm la détermination

{

de nombreuses grandeurs intéressantes. En particulier, le po-
tentiel d'ionisation et l'électroaffinité peuvent étre assimi-
lés & 1'énergie de 1a derniére orbitale cccupée et de la pre-
miére inoccupée, las différences d'énergie sont une mesure des
énergies de transition. De plus, les populations &lectroniques
et les largeurs de bandes interdites sont fondamental=es dans
1'interprétation des propriétés magnétigues et conductrices des
solides. Dans les pavragraphes suivants, nous précisons comment

accéder & ces grandeurs.



b

En toute g&néralité, la distribution €lectronique d'une

orbitale cristalline peut Stre décomposée en contributions dues

La densité &lectronigque totale sur un atome p est la

somme des densités &lectroniques apportées par chague orxbitale
= # Tel5
qp Lé N, @ C (I1-152)
t gque l'orbitale est oc-

a an
cupée simplement, doublement ou inoccupée. La différence entre
t

la charge g_ dé&finie par 1'équation (II-152) e

trons apporté€s par l'atome p au systéme 7 représente la charge
effective
De fagon analogue, l'indice de liaison & de la liai-

. Bg

son entre les atomes p et g est d&fini pax la relation:

?] 1 \ *.
' LB D, o8 c
k,n Tku Tknp kng

Si nous envisageons les forces agissant sux les dif-
férents noyaux, on observera une longuveur de lia:son plus

courte si la densité 21ln tronique et, dés lors, l'indice de

liaison sont importants. Dans cette optigue, on admet une

iy e
corrélation entre la longueur & 1'8&gquilibre, 1l'indice de
liaison z,q et la forxce de la liailson entre les atomes p et

g. On utilise g&né&ralement une relation lindaire entre 1'in-

dice et la longueux de liaiscn:

o= :
o pPq

if
’L'
E
v e}
?\\
[
H
r
;.. 3
(81
o
-~

le nombre d'&lec-
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Dans les +ravaux de LEROY et JASPERS, on fixe les constantes A

[<]
et B aux valeurs respectives de 1.49 et - 0.15 A.

I1.4.2. Les_éncsrgies_¢&lectroniques.

e
D'aprés le thécréme de KOOPMANS * 77, des énergies d'or-

bitales (les orbitaless frontiéres) sont assimiléc s & des poten-

0

=]

|J

tiels a'ionisation et & des affinités &lectroniques. Si dans le
il s'agit d'une approximation, ce théoréme
est vérifié pour lzs solides et les grands systémes périodigques
ol la forme des orbitales n'est pas modifiée si on enléve ou si
on ajoute un ‘éléctron. En particulier, l'énexrgie de la derniére
orbitale occupée est &gale au potentiel d'ionisation du systéme

dans 1'état considéra.

De plus, il est possible de préciser les différences
énergétiques entre las différents états excités et 1l'état fonda-
mental. Dans les thé€ories mol&culaires, ROOTHAAN a montré que
si 1l'on utilise les orbitales virtuelles de 1la technigue du
champ auto-cohérent, les énergizs de transition singulet et
triplet provenant de l'excitation d'un &lectron de 1l'orbitale

-

occupée ¢ a l'orbitale @j sont donn€es par la relation:

3 5
.L!J‘\E — ]'3E(®i’q}"’i = Eo = tj - g — ‘dij— JJ) : K i
- i J
{IX=155)

Dans l'expression (II-153), le signe + est valable pour le
singulet et - pour le triplet. Si 1l'on utilise les approxima-

tions de HUCKEL, 1l'éguation (II-155) devient plus simplement:
AE = g.'= g, (I1I-156)

et la méthode de HUCKEL ne distingue plus les &nergies de

trancition du singulet et du triplet.



Dans le cas de grands. systémes infinis, il est &vident
gque le retournement d'un spin ou d'un nombre fini de spins ne
peut influencer 1'é@&nergis et, dés._ lors, les énergies ‘de transi-

tion du singulet et du triplet sont &gales

On montre aisément que dans l'expression {II-155}), les

termes d'interaction électronique Jij et K,. entre les orbitales
: ij
vy et ¢, sont nuls., En effet:
2 . .
R I fan € IR : 1 : -
J.o. o= [{8.(1)e, (1) =—— &, (2)0, 2)dv,dv, v & (LI~157)
17 / 3 J rlz 1 ks : N
2
3 W - P e IS Lo 3 l 3 - 0
K,. = [lo (1ye, (1) = o, {2) ¢, (2)dvydv, ~ T (I1-158)
13 R | b2 ¥io 1 3 2 N

les expressions des énergies de ‘transition en méthode iLCAC-HC
t en méthode LCAC-SCF-CO sont identigues et les &nergiles dP
s . . 1

‘ansition du premier singulet (° et. du premier triplet ( AE)

E AE)
ont. assimilées 4 la longueur de bande interdite (AW):

Dans la théorie des solides, lorsque les &lecirons sont
dans des états mono&lectroniques de bandes larges, les transi-
tions Zliectroniques d'états doublement occupéEs & des &tats in-
occupés produisent de iarges bandes d'absorption. Pour de

s

S
transitions optiques, on peut négliger le vecteur d'onde du
phc con vis-3-vis de celui de 1'é&lect

S

ron, et les seules  cansi-
tions permises sont las transition

dane la premiére zone de BRILLOUIN,

On montre que le coefficient d'absorption, c'est—-a-dire

la fraction d'énergie absorbée lors du passage de la lumiére 3

travers un matériau d'épaisseur unité est &gal a:

4r’e? Vol
niw) = ilc w Niw) |[M{w)|?

=
l».i
!
—
[oxt
@)
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ol VN{w) désigne la densité des.niveaux sé&parés par 1'énergie
hv, et 'M{sx)|? est le moment de transition entre les orbita-

1

les 2 et ¢, séparées par cetteméme é&nergie. Remargquons ici

(-]

!

gque s'il n'y a pas de transition |[M{s)|? zreprésente le moment

dipolaire.

En méthode i.CAD, on a les expressions:

TP - =k > —— \

iMiw) | 2 = /T g) t_,knpck,n'p rp (ITI-161)
et

IM(w)]2 = v 7 & ¢ x II-162)

’ x p g kin'p p o

IM(s) ]2 = v3 § &* ¢ y (IT-163)

=5 v ' E knp k'n'p ‘p L -
11.4.3. Les propri€tés_conductrices.

En appliguant le principe d'empilement des &lectrons
sur les niveaux &nergétigues les plus bas de la structure de
bande, on peut digtinguer plusieurs types de systémes périodi-

ques.

Dans le cas des conducteurs électriques,; le remplissage
peut se terminer au milieu d'une bande d'énergia, ©u encore, si
lie,

la derniére bande est complétement remp il peut exister des

[

niveaux morcélectronigques inoccupés au zéro absolu et séparés
des niveaux doublement occupés par des &nergies extrémement
faibles. Le systéme est un. isolant lorsque 1a bande de valence
est séparée de la bande 'de conduction .par un intervalle énergé-

lectro-.

o

tigue, appelé bande interdite, ofi n'existe aucun niveau
nique. Dans ce cas, les électrons du sommet de la bande de va-~.
lence ne sont excités que si.llon. fournit au svsté&me, optique-

ment par exemple, une &nergie sufficante pour franchir la bande

Jinterdite. Enfin, dans les systémes semi-conducteurs, 1la bande



interdite est suffisarment étrecite pour que,par é&lévation de
+empé ature, des électrons, représentés au z&8ro absolu par des
&tats de la bande de valence, soient décrits par des états
situés dans la bande de conduction.

notion- théorigue de structure de bandes,
ets de corré stion é&lectroniqgue,

tion. dans ‘'ses rapports avec les phénoménes

-

Plus pré&cisément, on peut décrire la conductivité &lec-
on:

tronigque intrins@que d'un semi-conducteur par la relati

= = e'w.‘ + n ) 11—164
ot n,, 6 repr résentent res pectlvemént le nomb e des &lectrons
dans Ja bande de conduction et le nombre de =trous vacants dans
la bande de valence et ke Ot uy, désignent la mwoni . des élec-

1§

trons et des trous.

Physiquement, le nombre d'électrons doit &tre &gal au
nombre de trous et on peut l'évaluer par la statistique de
FERMI~DiRAC

Explicitement:

n = 2 (LIMET, 0T -aw/2kT (IT-165)

ol AW désigne la largeur de la bande interdite.

La relation (II-165) prend airci la forme compacte véri:

fiée par 1l'expé&ri=ance.
-EA

& EA/KT

9 (LI-166)
(]
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. 3/2
5 = 2e(2rmkT, G F ud (TI-167)
) h2 e h
et
£, = AW/2 (IT-168)

En principe, les calculs théocriques de bandes d'énergie
permettent d'évaluer L1'é@nergie d'activation du phénoméne de la

conductivité &8lectriqgue.

Signalons de plus, que grdce i 1'approximation des po-
tentiels de déformation, on peut calculer les mobilités He et

N et, dé¢ lors, le terme Coe .

IT.5. Discussion de la méthode LCAO-SCF-CO.

-

La méthode LCAQO-SCF-C{ est, en fait, la généralisation
d 1'8tude des grands systémes périodiques, de la mé&thode de
ROOTHAAN, développée originalement en Chimie Quantigque molé&cu-
laire. Les méthodes habituelles de la physique de l'é&tat solide
reposent sur 1'approximation monoélectronigue et, par suite de
cette limitation, elles se contentent scuvent d'expliquer la
nature des phénoménes sans s'attacher & calculer avec une pré-
cision suffisante les propriétés qui intéressent le chimiste.
C'est précisément le but de notre méthode LCAO-SCF-CO gue de
pouvoir calculer avec un maximum de slireté diverses grandeurs
et ainsi suppléer au manque de précision ou & l'absence des don-
nées expérimentales comme le cas se.prédsente souvent pour les
potentiels d'ionisation des.cristaux et méme d'atteindre des
grandeurs difficilement accessibles a 1'expérience directe com-

me l1l'électroaffinitéd,
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Malgré l'utilisation du langage. de la méthode LCAO ou "Tight
Binding Approximation", notre procédé corrige l'erreur de cor-
rélation par son caractére semi-empirique. Pour les raisons
invoquées au cours de ce chapitre,. la méthode LCAD-SCF-CO

n'est provisoirement applicable gu'aux systémes électronigues n.
p PP q

L'application pratique de la méthode reste laborieuse.
Le programme généralisé, congu au laboratoire, comprend deux
parties: d'une part, le programme de. calcul des &éléments de
matrice de l'opérateur morioélectronique a& partir de la géomé-
trie du systéme et, d'autre part, le programme d'itération sur
les éléments de matrice avec, en fin d'itération, l'obtention
des propriétés électroniques:du systéme périodiqﬁe. A titre
d'exemple, le calcul des propriétés électroniques d'une chalne
polyénique avec deux itérations sur les distances prend environ
quatre heures et demi sur un ordinateur IBM 350.
Quoi gqu'il en soit, la méthode LCAO-SCF-CO est un procédé semi-
empirique qui constitue un outil intéressant pour étudier les
propriétés électronigques des systémes périodigues conjugués,
comme lés cristaux moléculaires, les polym@res conjugués et les

molécules d'intérét biochimique.

lgw A

-y WO
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CHAPITRE III: ETUDE DE LA STRUCTURE ELECTRONIQUE D'UNE CHAINE

-

POLYENIQUE.

ITI.1. La théorie classique de la structure électronigue des

polyénes.

La méthode développée dans le chapitre précédent permet
d'atteindre sans difficulté les propriétés électroniques d'une
chaine polyénique infinie. Les résultats acquis sont particu-
liérement intéressants dans la mesure ol ils constituent 1'ex-

trapolation des propriétés de la série polyénique.

Les spectres électroniques de la série polyénique ont
été trés étudiés dans la littérature[ag’go’glj, Dans les dé-
rivés trans-, on observe des régles de sé&lection rigoureuses;
en particulier, seules sont permises les transitions entre
orbitales symétriques et antisymétriques vis=-a-vis du plan se
trouvant au milieu de la. chaine et pour tous les polyénes syn-
thétisés a ce jour, la longueur d'onde du maximum d'absofptiéﬁ
augmente avec la longueur de..la chaine et semble tendre vers
une limite finie qui correspondrait pour le systé&me infini

4 une énergie de transition d'environ 2,5 eV;

Les méthodes de HUCKEL et de 1l'électron libre ont été
appliquées pour étudier cette évolution. En méthode de HUCKEL,
on obtient explicitement pour 1l'énergie de la premiére transi-

tion singulet-singulet:

g o 4 g min 2(2g+1 0 B
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B représente 1l'intégrale de résonance entre atomes voisins et
N le nombre de doubles liaisons.
En méthode de 1'électron libre, on obtient directement:

- g T w2
AgFEMO _ _h? 4(N+1) _ _h L - (III-2)

8me2 (N+1)2 . 2me2 NI

% désigne la longueur de deux liaisons doubles.

Les deux théories surestiment la diminution de 1'éner-
gie de transition avec l'augmentation de la longueur de chaine
et, en aucun cas, elles ne peuvent rendre compte de la limite
non nulle pour le systéme infini. Au contraire, elles prévoient
un caractére conducteur qui semble en désaccord avec 1l'expé-
rience[l3].

De nombreux auteurs ont étudié la structure électro-
nigque des polyénes en utilisant soit la méthode de 1l'électron
libre, soit la méthode des orbitales moléculaires dans le cadre
des approximations de HUCKEL. Tous ces travaux ne peuvent ren-
dre compte des données expérimentales qu'en admettant a priori
une alternance des longueurs de liaison. Les auteurs qui étu-
dient le polyéne infini utilisent les mémes procédés et se
trouvent devant la méme incertitude quant & la structure géomé-

trique du systéme périodique.

En méthode de .1'électron libre, on observe, en effet,

un spectre énergétique continu:

|k + n 31[2 (ITII-Z)

E(E,n) =

i

ol a est &gal & la longueur de la maille directe. En calculant
par les formules traditionnelles de la physique de 1'état solide
la valeur du niveau de FERMI:

g (F) = > (ITI-4)
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on voit que, dans 1l'état fondamental, seule la premiére bande
électronique est doublement occupée par les &lectrons 1.

En méthode LCAO-HCO, on obtient de fagcon analogue les expres-
sions des deux bandes d'énergie 7:

e(k,l) = a + 2 cos %E B (III-5)
¢ ka
e(k,2) = o - 2 cos > B (IITI-6)

Les expressions (III-5) et (III-6) donnent comme résultat une
largeur de bande interdite et, dés lors, une énergie de tran-
sition nulles. On admet également que, dans le systéme infini,
la raison du désaccord théorie-expérience provient de l'alter-
nance périodique des longueurs de liaison d'un bout & l'autre
de la chaine conjuguée. En méthode de 1'électron libre, il
faut, dés lors, tenir compte d'un potentiel périodique, non
constant, et utiliser la méthode des électrons presque libres
tandis qu'en méthode LCAO-HCO, il faut modifier la valeur re-

lative des intégrales B entre atomes voisins.

En méthode de 1l'électron. presque libre, le potentiel
périodique peut étre représenté par une fonction cosinusoidale

du type:

i 21X -1 &
a

2 (e + e ) (III-7)

Vix) =
et fournit une largeur de bande interdite égale a Vo' estimée
a 2 eV par KUHN[13]. En méthode LCAO-HCO, si l'on désigne les
intégrales de résonance entre atomes voisins par B et y, on
obtient, pour la largeur de bande interdite, 1l'expression:
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On voit que le principal fait expérimental qui suggére
l'existence de longueurs de liaison carbone-carbone inégales
dans les longs polyénes est la diminution lente de la fréquence
d'absorption lorsqu'on augmente la taille du systéme. Les don-
nées expérimentales semblent établir que, dans le systéme in-
fini, l1l'énergie d'absorptioh est fausse si.elle est calculée
sur la base d'intégrales de résonance égales pour toutes les
liaisons. Au contraire, il doit exister une bande d'énergie
interdite non nulle entre la bande de valence et la bande de
conduction et le schéma des niveaux énergétiques devrait res-
sembler & celui d'un isolant ou d'un semi-conducteur plutdt ~

qu'a celui d'un conducteur.

Il est aisé de se rendre compte du caractére arbitraire
d'une telle étude théorique ol l'on force 1l'accord avec les ré-
sultats expérimentaux. Le but du paragraphe suivant est de cai—
culer les propriétés du polyéne infini sans faire d'hypothéses
sur sa géométrie. Dans le paragraphe (11133), nous discutons
1'évolution des propriétés électroniques dans la série polyéni-
que & la lumiére des résultats acquis dans l'étude du systéme
infini par la méthode LCAO-SCF=CO.
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IIT.2. La structure électronique du polyéne infini en méthode

LCAO—-SCF-CO,

Pour un polyéne linéaire infini dont la maille, de lon-

gueur a, contient deux atomes de carbone, on peut écrire les

orbitales cristallines sous la. forme:

- & 7 dkja . e o & ik
Y%e.n = T : g {Cyn1 X1 * Ckn2 X3! (LLIT~9}
avec n = 1,2
Les coefficients c et ¢ s'obtiennent en résol-
knl kn2

vant le systéme séculaire:

Cpny Pyt = e ()] + B0 Hyplk) = 0
‘ (III-10)
#* 1 - - -
Spn1 Hip (K} * €y DHyy (k) = e (k)] = 0O
ol
8 o, CAC ikja 7 ikja ,0j
Hpp (= oG Ih™ ] e™% x> = T e 877
J J
0,.CAC ikja _j. ikja _o]
Hip (k) = <x """ e J x3> = ; et™J bl% (III-11)
J J
~ ,O|RCAC ikja j. _ v _ikja ,0j
Hyp (k) = <xy|B™[] e X3> = L © P22
J 8
La symétrie du systéme impose les relations suivantes:
0] _ »9=J . 293 . L9077 -
B1l = Byy” = B35 = Bay (LLe=L30
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Hip (k) = o + 2 [ cos(kja)B]

11 350
= o + 2 Z cos(kja)ng = Hég) (ITI-13)
j>o
ol o = BO?
| 33

En séparant les parties réelles et imaginaires dans le(k), on

peut exprimer ce terme en fonction de sommes trigonométriques:

= | cos(kja)8(d + i | sin(kja)sJ (ITI-14)
] ' J
La résolution du déterminant séculaire:
i% Hll(k) - £(k) le(k) !
¥ | =0
bl % :
I! HI, (k) Hyq (k) - C(k)‘I

fournit les énergies associées aux deux bandes d'énergie g:

L SFF _ - i
= (k) = Hy (k) [Hy, (k) |

(ITI-15)
e (k) = Hy (k) + Ile(k)l

avec:

/%

1/9 ’
|H12 (k)l = {R:ZL.)(k) + Ii? (k) ™"~ (TTT-16)



Dans le cas d'un réseau unidimensionnel, il est bien
connu que les points de haute symétrie se situent au centre et
aux extrémités de la premiére zone de BRILLOUIN du systéme. En
particulier, les discontinuités apparaissent aux limites de
cette premiére zone.

On peut, dés lors, obtenir sans difficulté les expressions
théoriques correctes du potentiel d'ionisation et de 1'électro-
affinité, dans le cadre de l1l'approximation de KOOPMANS, de méme
que les largeurs des bandes d'énergie.

Le potentiel d'ionisation s'identifie * 1'énergie de la derniére

orbitale "occupée" dans 1l'état fondamental:

1] = et (H) = Hyqp (H) = [Hy, (H) ]
=7 COS(jW)Bii ] cos(jn)Big (TTI=1T7)
J ]
- Y =1 j i) ’Oj oj‘
X 1) 1843 * By5!

-

Quant & l'électroaffinité, elle est égale a l'énergie de la
premiére orbitale "inoccupée":
= ¢ = I
A = ¢ (H) Hyiq (H) + ,Hl2(H)i

o]

= Z cos(jﬂ)sgi + : cos(jn)ﬁl% (III-18)
7 ]

= B [l J oj _ ,03;
j: \ l) {Bll 512’

La largeur de la bande d'énergie interdite est égale a la dif-

férence entre e—(H) et a+(H):

(III—19).

- . - {5 T (—1yJe9]
bW, = ¢ (H) e (H) = 2|H12(H)1 = 2 3 (=1) -85
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La largeur de la bande de valence s'obtient en faisant la dif-

férence entre l'énergie de la derniére orbitale "occupée" et

celle de la premiére orbitale "occupée":

[
=
il

it

i

cTHY - e

Hyp (H) = [Hy, (H) |

Hyq (1) + H12(r)]

(ZI1-20)

j OJ °jq _ ¥ OJ

)
J
Tr(-1)3 - l][BOJ + e ]
3

Enfin, la largeur de la bande de conduction s'obtient grace a

la relation:

AW =
e

La largeur de

largeur de la

e (1) - ¢ (H) = Hyy (T3 + [Hyo €F)] = Hyy (H)
) |
| Hyp (HY |
T OJ - g%y - T ] - 393; e
J ]
Y oIL - (-1)j][5§{ - sﬁg]
3 ‘ :

la bande de conduction est donc différente de la

bande de valence.
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La résolution du systéme

relatives des coefficients c

La condition

kni

kn2

knl

kn

(TXII-10)

et cC

9>

fournit les valeurs

de normalisation permet dfailleurs d'écrire:

|
bl

(ITI-22)

Les populations électroniques et les indices de liaison s'ob-

tiennent grace aux

7

q;

oj
11

°j

19

(e]e]
%53

2l

Zl~

2

relations:

1, v 1 1 _N_
N2ievz7z Nt
1,7 1 [Hy, (k)| 1 [Hy, (k) |

L / (

N I V2 le(k) V2 Hiz(k)
_lzveikja 1 1 1 ¢ _ikja
- N L V2 VD T N G

N k V2 V2 N k
_ _1.q _ije
—Nﬁ e
ikja, +*
- e le(k)
ko IHpp
cos(kja)Rle(k)+sin(kja)IH (k)

12

2
[Rle(k) + IH

2
12

(k) i

+1/2

(ITI=23)

(ITI-24)

(ITI-25)
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Dans les systémes conjugués,

peuvent étre déterminées par la

a+ b ¢
Pg

o
Pq

Nous adoptons pour a et b les valeurs ci-dessous

1,49 A

(=]
- 0,15 A

Dans le polyéne infini,

tives sont inégaux:

les longueurs de liaison

relation:

(III-26)

[82],

les indices de deux liaisons consécu-

E elkhasig
OO0 _ v
.o =] R (ITI-27)
12 & |H12(k)|

et

v =—i(h-1l)ka_,oh

;] e B
o-1 _ yp h 12 (III-28)
2 =) : e
12 £ ]le(k)l

Dés lors, d'aprés la relation
LCAO-SCF-CO,

une alternance des longueurs de

contrairement & la

Rappelons en effet que, dans le
HUCKEL:

(III-26), on voit que la méthode

méthode LCAO-Hcol21]

liaison dans le polyéne infini,

, prévoit

cadre des approximations de

oo _ ,o-1 _ i pp "
812 = 812 = 1 (en unités B8) (III-29)
et . 5%
ika ika
o0 _ ¢ 1l + e _ ,0-1 _ e + 1 _
15 = ﬁ R A, () = 27, % R AT (III-30)
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C'est en fait la négligence des intégrales B entre atomes non
voisins qui conduit au résultat erroné tradu:t par l'expression
(IIX-30).

La méthode LCAC-SCF-CO permet ainsi de déterminer a priori la

structure géométrique d'un systéme périodique conjugué.

La résolution du systéme séculaire (III-10) nécessite
l'évaluation des é€léments de matrice de 1l'opérateur monoélec-
tronique du champ auto-cohérent dans une base d'orbitales ortho-
normalisées. En utilisant les résultats obtenus pour les charges

et les indices de liaison, on a explicitement:

00 _ ,70€,00 00 00, T v (00, 1l 00,00
811 = B3y + (4pla2) + 4 o (33lgg) + 3 (11l971)
J7o p

(I1I-31)
=07 - -0j = 15T 0] - I8 0]
B1i = B3 = (B7)13 = (B7)y5 (III-32)
=0j _ ,z¢,0j _ 1 =oj ,00,33 e
B2 = (B35 =35 413 (G1l33) ATLI=34

Dans les tableaux suivants, nous décrivons les résultats obte-

uns dans différentes étapes du calcul.

Tableau IITI.1: Les itérations sur les distances,

Itération 0 1 2 3

—— —

distance courte 1.4000 1.3683 1.3636 1.3629

distance longue 1.4000 1.4231 1.4292 1.4302
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Tableau III.2: Les intégrales de coeur entre atomes homologues.

itération O 1 2

- 8 0.0000 0.0001 0.0002
ol 0.0000 - 0.0002 0.0000
-6 0.0000 0.0000 0.0001
-5 0.0000 0.0000 0.0001
-4 0.0000 - 0.0001 - 0.0001
- 3 - 0.0010 - 0.0011 - 0.0011
-2 - 0.0326 - 0.0312 - 0.0307
-1 0.1379 0.1685, 0.1720,
0 - 8.8851" - 8.8518 - 8.8518

*+ Cette intégrale correspond & la constante pour un réseau

donné:
op | qq)
Ty (pplag

Tableau III.3: Les intégrales .de. coeur entre atomes non

homologues.

.itération 0 1 2
3 \~\
g N
- 8 0.0000 - 0.0000 0.0000
= 9 0.0000 0.0001 - 0.,0001
- 6 0.0000 0.0000 ©,0000
= B 0.0000 - 0.0001 - 0.0001
- 4 0 .0000 0 .0000 00,0000
= 3 - 0.0011 - 0.0011 - 0.0010
- 2 - 0.0316 - 0.0386 = 0.0399
= 1 - 2,7289 - 2.6821 - 2.6686

O - 2.7289 - 2.8386 - 2.8550
% 1 - 0.0316 - 0.,0398 - 0.0413
+ 2 - 0.0011 - 0.0008 - 0.0005
+ 3 0.0000 0.0000 : 0.0000
+ 4 0.0000 - 0.0003 “ 00,0000
+ 5 0.0000 0.0000 0.0000
+ 6 0.0000 0.0001 : 0 .0000
R 0.0000 0.0000 0.0000
+ 8 0.0000 0.0000 0.0000
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Tableau III.4: Les intégrales coulombiennes entre atomes

homologues.
\\\iifration O L
J
N e o

= 8 0.7407 0.7374 0.7363
= Y 0.8460 0.8432 0.8418
= 6 0.9863 0.9830 0.9814
= 5 1.1820 1.1782 1.1762
-4 1.4745 1.4696 1.4671
~ 3 1.9569 1.9504 1.9472
-2 2.8984 2.8889 2.8843
= 1 5.4387 5.4258 5.4196

0 11.0596 11.0637 11.0636

Tableau III.5: Les intégrales coulombiennes entre atomes non

homologues.
itération o) i 2

3
- 8 0.7891 OJT855 0.7840
= 7 0.9098 0.9053 0.9036
- 6 1.0737 1.0682 1.0660
= B 1.3091 1.3020 1.2993
- 4 1.6755 1.6654 1.6618
- 3 «32C1 2.3041 2.2986
- 2 3.7273 3.6956 3.6860
= T«21T1 21823 7.1729

0 7.2171 7.2696 7.2770
+ 1 B 1273 3.7416 3.7408
+ 2 2.3201 2:3225 2,3207
+ 3 1,6755 1.6752 1.6734
+ 4 1.3091 1.3080 1.3065
+ 5 1.0737 1.0722 1.0709
+ 6 0.9098 0.9083 D.9077
+ 0.7891 0.7876 0.7865
+ 8 0.6961 0.6947 0.6937
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Tableau III.C: Les intégrales B entre atomes homologues.

itération 0 1 2

3
- 8 0. 0.0001 0.0002
-~ 7 0. - 0.0002 0.0000
- 6 0. 0.0000 0.0001
= 5 O - 0.0001 - 0.0001
- 4 O 0.0002 0.0000
- 3 - 0.0010 - 0.0011 -~ 00,0011
- 2 = 0,0326 - 00312 - 0.0307
= 1 0,1379 0.1685 01720

0 - 33553 -.3,3200 - 3.3199

Tableau III.7:

Les indices de lialson entre atomes non

homologues.

itération

Méthode LCAO-SCF-CO

Méthode LCAO-HCO

i 0 1 2
-8 0.0012 - 0.0006 - 0.0005 - 0.0424
-7 0.0023  -0.0012 0.0011 0.0489
-6 0.0043 =- 0.0024 - 0.0022 ~ 0.0578
-5 0.0077. .0.0048- 0.0044 0.0707
- 4 0.0147 =-.0:0100 = 0.0093 - 0.0909
-3 0.0312 0.0231 - 0.0219 0.1273
- 2 0.0823 - 0.0668 - 0.0643 ~ 0.2122
-1 0.4457 0.4053 0.3984 0.6366

0 0.8108 0.8421 0.8472 0.6366
¥ 1 0.2990 - 0.2939 - 0.2925 - 0.2122
+ 2 0.1657 0.1512 0.1484 0.1273
+ 3 0.1025 = 0.0866 -~ 0.0837 - 0.0909
+ 4 0.0668 - 0.0521 -~ 0.0496 0.0707
+ 5 0.0448 - 0.0323 - 0,0302 - 0.0578
+ 6 0.0307 0.0203 0.0188 0.0489
+ 7 0.0213 - 0.0130 - 0.0118 ~ 0.0424
+ 8 0.0149 0.0084 0.0075 0.0374
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Tableau III.8: Les intégrales B entre atomes non homologues.

itération Méthode LCAO-SCF-CO Méthode LCAO-HCO

3 0] 1 2
- 8 0.0004 ©.0002 0.0002 0.
- 7 - 0.0010 - 00,0004 =~ 0.0006 O.
=~ 6 0.0022 0.0013 - ..0,0012 O.
= B - 0.0050 - 0.0033 - 0.0030 0.
- 4 0.0123 0.0083 0.0077 0
= 3 = 00,0373 .- ©,0278 ~.0,0262 0.
- 2 0.1219 0.0849 0.0787 O.
- 1 - 4,3374 - 4.1379 - 4.0770 B

O ~ 5.6548 -~ 5,8895 ~ B,9375 8
+ 1 0.5256 0.5101 0.5058 O
+ 2 - 2,1933 = D:1764 = 0.1727 0.
+ 3 0.0859 0.0725 00,0701 Q.
+ 4 - 0.0437 - 0.0344 - 0.0324 0.
+ 5 0.0240 0.0173 0.0162 O.
+ 6 - 0.0139 - 0.0090 - 0.0083 0.
+ 7 0.0097 0.0051 0.0C46 0.
+ 8 = 00,0058 -~ 00,0029 -~ 0.0025 0.

s — e

Tableau III.9: Les niveaux énergétiques du polyéne infini.

.

k Hllgﬁ) Ilefﬁ}E 5‘(E) e (k)
0O {r) - 3.,0392 - ©£.5965 - 12.6358 6.5573
m/10 - 3.0446 - 9.5030 - 12.5476 6.4583
2n/10 - 3,0608 - 9,2312 - 12.2920 6.1704
3n/10 - 3.0969 - 8.7821 - 11.8720 5 25852
4v/10 - 3.1632 - 8.1716 - 11.3348 5.0083
57/10 = 3.2588 - 7.4042 - 10.6630 4.1454
61/10 - 3,3770 - 6.4915 - 9.8686 3.1145
74/10 - 3.5041 - 5.4431 - 8.9473 1.9389
8n/10 - 3.6189 - 4,2814 - 7.9000 0.0025
9+/10 - 3.6951 - 3.1383 - 6.8334 - T« 2567
T (H) - 3.,7201 - 2.5347 - 6.2549 - 1.1854

La figure (III.1l) illustre les résultats réunis dans le
tableau (III.9)



Fig.lll.1 : Bandes d’'énergie des
Polyénes en méthode

LCAO-SCF-CO

- n /a 0 n/a



= 131 =

Tableau III.1lO: Les caractéristiques énergétiques du polyéne

infini.
Potentiel d'ionisation (I) 6.25 eV
Electroaffinité (A) - 1.18 ev
Largeur de bande interdite (éwl) 5.06 eV
Largeur de bande de wvalence (va) 6.38 eV
Largeur de bande de conduction (ch) 7.74 eV

IITI.3. Etude quantique des propriétés électroniques des polyénes.

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent
montrent qu'il est essentiel d'introduire dans T s as
intégrales B entre atomes non voisins. L'alternance des liai-
sons est une conséquence directe et, seul, un procédé intro-
duisant les interactions entre atomes non liés peut en rendre

compte sans hypothéses préliminaires.

En méthode LCAO-SCF-CO, on trouve ainsi que les lon-
gueurs de deux liaisons consécutives sont fortement inégales

comme le montrent &%Z338 les résultats acguis par la méthocde cde
LEROY et JASPERS dans le cas de polyénes de taille limitée.

Le tableau (III.1l1l) réunit les icnhyj:i:curs de iLiaison
calculées dans des polyénes de taille croissante; on _ me
le nombre d'atomes du systéme et les distances sont exprimées
en Angstroms. On observe une évolution réguliére vers les va-

leurs obtenues pcur le dérivé@ infini.

Le tableau (III:1l2) permet de comparer les résultats
de ce travail & ceux de la littérature. I1 faut signaler que,
dans les différents calculs cités, l'alternance des liaisons
est admise comme hypothése et les auteurs recherchent le mini-
mum énergétigue qui y est associé. Rappelons que, dans notre
procédé, nous itérons sur les distances interatomiques a partir

d'un polyéne infini & liaisons égales.
poly
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Tableau III.ll: Les longueurs de liaison dans des polyénes de

taille croissante.

Méthode LCAO-SCF-MO LCAO-SCF-=CO
n 2 6 10 14 oo

rpq de départ 1 4000 1.4000 1.4000 1.4000 L, 00

1.4000 1.4000 1.4000 1.4000
rpq de fin de 1.3400 1.3605 1.3651 1.3667 1.3683
premiére itér. 1.4332 1.4271 1.4250 1.4231
rpq de fin de 1.3400 1.3575 1.3613 1.3626 1.3636
seconde itér. 1.4377 1.4382 1.4304 1.4292

Tableau III.12: Les indices et les longueurs de liaison du

polyéne infini.

Auteurs Référence ,.iig Qigl rig rfgl
(A) (A)

LENNARD-JONES [92] - - 1.380 1.380
OOSHIKA [93] 0.938 0.249 1.346 1.463
LONGUET-HIGGINS et SALEM [94] 0.758 ©0.515 ' R87 1.422
TSUJI, HUZINAGA et +ASINO[95] = o 1.360 1.400
DEWAR (P.P.P.) [96] = o 1.352 1.454
DEWAR (S.P.O.}J [96] = = 1.347 1.463
ANDRE, GOUVERNEUR, LEROY [21] 0.636 0.636 - -

Ce travail 0.847 0.398 1.363 1.430

On observe les mémes régularités dans 1'évolution des propriétés
électroniques en fonction de la taille du systéme. Pour les po-
tentiels d'ionisation et les électroaffinités, les bilans ther-
modynamiques des réactions:

Polyéne - (Polyéne)+ + e - Qy
Q

Polyéne + e - (Poly&ne) = Q.
(=1
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sont repris dans le tableau (III.13). La figure  (III1.2).montre

la parfaite convergence vers les propriétés du polyéne infini.

Signalons, enfin, un résultat intéressant concernant
le spectre d'absorption du polyéne infini. On admet généralement
que la premiére énergie d'excitation singulet-singulet du poly
éne linéaire est de 2.5 eV,
Nous obtenons une valeur deux fois plus élevée. En effet, pour
le systéme infini on peut écrire les expressions théoriques de
13 premiére transition singulet-singulet (lAE)et singulet-triplet
(TAE) 2

i i

AE = ¢, = ¢ (IT1-34)

3AE = ¢ =g, = J (II1-35)

La différence (ii—;k) est égale & la largeur de bande interdite
AW . Les termes d'interaction électronique entre la premiére
orbitale inoccupée et la derniére orbitale occupée s'obtiennent
facilement & partir des coefficients des orbitales atomiques

au sommet de la bande de valence et au bas de la bande de con-

duction. On a, d'aprés les notations admises dans ce travail:

h, ihm _ _h ‘ ihn _ 1 , ..\h
CH+1 = CH+l e = CH+2 = CH+2 e = 7§N( 1)
(ITI-36)
h ~ _ ihey _ B s o ihe . 1 . . %
Chmy = Cym1 & =Cyp = Cyp & =731y
(III-37)
Dés lors:
‘ h | i5 1 hh,
J =J+-=TVTYICJ+‘2|C-|2 (]Jl )
k2 H'H L o & Gl H
3 P q q PP dg
_ 1 ryv,00/hh 1l yv.,00hh ooy hh, ,
N ﬁ(lllll) + IN ﬁ{‘zz‘ll) to(y1igp) !

(ITI-38)



|
'—l
(0]
S
1

' h h .44 .hh
o +—=TTTVC]+ CJ_ N C.— Jj
Kes, = Kyty ShLe R e HaH q(ppqu)
. . hh
I g{(§§|22‘ - (3703) W ElgRL
D'ol:
1 3 , _
AE = “AE = 5,06 eV (ITI-40)

D'autre part, l'expérience nous permet d'obtenir une valeur
"empirique" de 1l'intégrale K, égale a la moitié de la sépara-
tion triplet-singulet. D'aprés la théorie exposée ci-dessus,
cette séparation doit tendre vers zéro avec l'augmentation dua
nombre d'atomes de la chaine polyénique. Le tableau (III-14)
montre l'exactitude de ces conclusions. Nous y avons mis en
paralléle la différence énergétique entre les premiéres tran-
sitions singulet-singulet et singulet-triplet et la longueur
de la chaine polyénique. Dans la figure (ITI.3), nous repro-
duisons 1l'é&volution théorique des in.7jr-li=2¢ y et K en fonc-
tion du nombre d'atomes. Les va. ~1cs empiriques de 1l'intégrale

K sont en excellent accord avec la courbe thé&orique.

Le désaccord étonnant entre notre résultat de la pre-
miére transition singulet-singulet du polyéne infini et celui
admis dans la littérature nous améne a formuler une nouvelle
théorie du spectre d'absorption de la série polyénique.

En effet, nous remarquons que le terne (2Kk2_dk2)
décroit » 120 .z.2nt que la différence £, Dés lors, la
fonction "AE(n) passe par un minimum auquel correspond la va-
leur de 2.5 eV obtenue par une extrapolation des énergies de
transition expérimentales. La figure (III.4) reproduit les
courbes théoriques ¢ ¢ "fy ‘et (ZKkz—dk£)° Les points corres-

pondants & 2<n 14 et & n=x sont calculés par nos procédés.
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Fig.m.3 : Intégrales coulombiennes (J) et
d’échange (K) entre la derniére
orbitale occupée et la premiére
orbitale inoccupée

o Valeurs "expérimentales’ de K

eV

10

b

14 nb? d‘atomes

Fig.lll.2:Valeurs des Potentiels d'ionisation (I)
calculés et expérimentaux.

Valeurs des Electroaffinités théoriques (A)

— Valeurs théoriques
®  Valeurs expérimentales d'impact
électronique

o Valeurs expérimentales de photoionisation

~N
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[es valeurs comprises dans l'intervalle 14 n » sont interpnlées.

= . L.o & : 2o
On peut &galement comparer la courbe "AE & celle gui relie les

Li7]

points expérimentaux. L'acccrd entre les deux courbes ect tré

satisfaisant.

Tableau III.13: Les valeurs des - i d'ionisation dans
les polyénes de taille croissante et

électroaffinités,

n Potentbtiel Potentiel Electrcatrfinitcés
d'ionisation d'ioniation
théorique {eV) expérimentaux{eV)

Y3 (23}

b W N W T 48 e A AR WA WIS ¥ e e A A Vv S WS N W s o N e T 84 W RS WE e S S M W W — S——— o—— W

P 10,30 10.52(b) 10.80C(a) 2.51
% 9«18 9.07 (¢c) 9.18(aj | 1 B
) 8.33 8.26 () 2 0.30
8 7.98 7.80(d) - 0.08
10 1.50 - = - 0,38
14 ] .07 = = - 10

B 6.25 = = = 1 .18

()

T 0 o o 8 S T V. # B VB WA WSSOV WA N A D E R Mk S S WS S TS AT S 5§ R M O WA Y fa A Y v— o e -~

(1) mesuré par pho. sionlisation

{2) mesuré par impact électronique

Tableau III. 4:;Séparation triplet-singulet dans les polyénes

i il&ﬁ‘jﬂE)»h (iAE-°AEJexP -

£ S T 4 M A S A R W A LR KW TH W aw em T e We# Wk AT ek WE W ASMSAN ANE Mo VO¥ Cremer e me ame VNP WD Gme W WA S e bea——— ¢ T e v v

% R 3.0
4 2,7 , 2.8
2,3 2.0-2 .6
8 1 8 _ 1.9
10 1.7 1.8

B A 4 L 59 S S A W TR 0 R W Ve WS TESA AP WTA T AGe W e ok WIB NS e % o6 eEr wirame -~ - ma— - e .

5848, (1957)
547, (1955)

{a; J.COLLIN et F P.LOSSING, J.Amer.Chem.Soc.,79,
‘bt W.C.WALKER et G..L .WEISSLER, J.chem.Phys.,23,1
(ci K.WATANABE, J.chem.Phys.,26,542,(1957) -

{d! w.C.PRICE et A D,WALSH, Proc.Roy.Sec.,Al85,182,(1945)
te) D.F.EVANS, J.Chem,Soc.,1735, (1960) o
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Fig.lll.4: Energies de transition du premier
singulet des polyénes

— Courbe théorique calculée
--- Courbe théorique interpolée
o Points expérimentaux
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[TI.4, Conclusions.

L'originalité de notre travail sur les polyénes

réside dans la détermination a priori de la structure géomé-

T
~

lLgue des longs polyénes. Depuis les origines de la théorie
des orbitales moléculaires, ce probléme a été étudié par de

nombreux auteurs.

[92]

Dés 1937, LENNARD-JONES admettait gque si le nombre

d'atomes d'une chaine polyénigue augmente, les liaisons tendent

a = “raliser, au fur et & mesure que l'on s'éloigne des extré-
mités du systéme. Par sa définition de 1l'indice de liaison,

i- g 7 - - '] (] - | =
couLsont? ], en 1939, confirmait 1'hypothése de LENNARD-JONES.

En 1949, EBﬂN,modifiait 1l'opinion généralement admise
en montrant gque le spectre électronique des polyénes ne pouvait

&tre reproduit en méthode de 1l'électron libre que par un modéle

[98]

da liaisons alternativement simples et doubles. DEWAR en

1952, étendait <es conclusions & la méthode des orbitales molé-

culaires. En 1965, nous montrions la base théorique de 1l'équi-

[99]

valence entre ces deux méthodes . La plupact des autres

travaux s'efforcent de démontrer que la distortion a pour prin-
[931

4
AspkRTEE00T - onguET-HIGEINS et sAaLEmL®4), tsusl, HuzZInAGA et
HASINO[95], TOBIN[lOl], og§£wsK1[102], KUTZELNIGGIle], DINER

et MALRiEU[lo4J .

cii;;/effet d'augmenter la stabilité du systéme (0O0SHIKA
B

Citons également des travaux reposant sur des procédés

fondamentalement différents: les oscillations de plasma utili-

[105]

sées par ARAKI et la théorie excitonique développée dans

le cas des polyénes par SIMPSON[lOG] 'OPLE et WALMSLEY[lO?Q:
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Une idée intéressante a éte développée par PLATT[lOB].

I1 suggére qu'une interaction de configuration entre 1l'état
électronique fondamental et un. &tat excité peut étre responsa-
ble de 1l'alternance des liaisons. L'analoyie avec la levée de
dégénérescence que nous avons décrite dans 1l'étude de la méthode
des électrons presque libres est évidente. Ce phénoméne est

[109] dans le

absolument général et a été démontré par PEIERLS
cas de solides unidimensionnels. Dans cette optique, l'alter-
nance des liaisons peut étre comprise comme un pseudo-effet
JAHN-TELLER. On observe une distortion du systéme de telle

fagon qu'il y ait levée de dégénérescence de l'état fondamental
et un abaissement important de 1l'énergie totale. Il apparait

que nous introduisons cet effet dans notre procédé en tenant
compte des interactions entre atomes non liés. L'effet de cette
distortion est d'abaisser l'énergie des niveaux doublement oc-
cupés et d'augmenter celle des niveaux vides. Le résultat global
en est un accroissement de ‘la stabilité& du systéme, proportionnel
3 la densité des niveaux monoélectroniques au voisinage du niveau
de FERMI.

On peut donc s'attendre.'d ce gue les solides possédant
une densité électronique importante prés du niveau de FERMI
présentent un caractére isolant, paralléle & une structure
géométrique irréguliére. D'autre part, des solides a faible
densité électronique au haut de la bande de valence, comme le
graphite, doivent posséder une structure géométrique réguliére
ainsi qu'un caractére métallique. Dans le chapitre suivant,nous
étudions la structure électronique du graphite en méthode
LCAO-SCF-CO.
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CHAPITRE 1IV: ETUDE THEORIQUE DE LA STRUCTURE ELECTRONIQUE

DU GRAPHITE.,

~

Le carbone peut donner naissance a deux types de
cristaux. Dans le diamant, chaque atome est 1ié & ses proches
volsins par des liaisons covalentes, similaires aux liaisons
tétraédriques du méthane. Dans le graphite, qui présente une
structure lamellaire, les atomes sont disposés aux sommets
d'hexagones réculiers., Les liaisons sont semblables a celles
du benzéne. A ce point de vue, le cristal de or~nhite a sou-
vent été considéré comme une grosse molécule aromatique et
étudié, dés lors, par des procédés d'extrapolation. Sa pé-
riodicité permet également d'y appliquer les différentes
méthodes de 1'état solide. Le graphite est un métal mais il se
comporte presque comme un semi-conducteur. Il posséde des pro-
priétés spéciales dues & la position particuliére du carbone
entre les éléments métalliques et métalloides dans le tableau
de MENDELEYEV,

La structure électronique du graphite a été largement
discutée dans la littérature depuis les travaux de COULSON[llO]
et WALLACE[lll]o Les travaux théoriques ultérieurs utilisent
soit la méthode LCAO dans son approximation empirique, soit .
théorie des groupes, soit des procédés d'extrapolation. C'est

ainsi que le plan de graphite a été étudié en méthode LCAO par

CoULSON et RuUsHBROOKEL1121 garrioL et MeTZGER[IL3/1141 couison
f 7
et TAYLORIISD  consato' 118, peacock et mc weenyl1171,
[118,119] [ 20]

, ANNO et COULSON'
a précisé les dégénérescences des points de haute symétrie de
la zone de BRILLOUIN; citons les travaux de BRENNAN[lZII,

CARTER et KRUMHANSL[lzz], LOMER[123], dOHNSTON[l24],

PEACOCK La théorie des groupes
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[125] [126]

YAMAZAK I SLONCKEWSKI et WEISS Les résultats d'ex-

trapolation de la série polyacénique ont été décrits par

couLson et RUSHBROOKELT271 maTtsen[1281  courson, scHaar et

BURNELLE[lzgjet PULLMAN[13O]. L'article de WALLACE a, d= plus,
donné licu & de nombreuses confrontations expérimentales dues

a DUNCANSON et LOULSON[lBl], JOHNSTON[lBZJ, MC CLURE[133'134],
MROZOWSKllljS], HAERING et WALLACE[136J, HOARAU[ljll, ERGUN

¥ s
et MC cARTNEY L1381,

IV.l. La structure du graphite.

Le cristal de graphite est formé d'atomes de carbone
situés aux angles d'un réseau d'hexagones réguliers. Entre
deux plans successifs, il y a une rotation de 180°. Ces plans
sont distants de 3.35 i et sont liés par des forces de VAN DER
WAALS . Cette configuration.affecte les propriétés physiques
du graphite. Il s'agit d'un bon lubrifiant. Les couches "glis-
sent" aisément l'une sur l'autre; les. forces de liaison entre
atomes d'un méme plan sont, en effet, importantes mais les for-
ces entre plans sont faibles. Le groupe Spatlal est CgV(PG mc) ,
trés proche du groupe hexagonal compact D6h (P6. /mmc) Il y a
quatre atomes par maille primitive, comme nous le montrons sur
la figure (IV.1l). Dans la figure (IV.2), nous reproduisons la
premiére zone de BRILLOUIN, en gardant les notations classigues

de la théorie des groupes.

Vu la grande distance entre les plans, il est licite
d'étudier, dans certains cas,.la structure électronique d'un
plan de graphite. La symétrie du cas bidimensionnel est dif-
férente de celle du cas réel. Les deux types d'atomes du ré-
seau sont équivalents dans un plan de graphite mais différents
dans le cristal ol la moitié seulement des atomes d'un plan

ont pour proches voisins des atomes de carbone qui leur sont



Fig I¥.1. MAILLE PRIMITIVE

du Graphite tridimensionnel et projection sur le plan de base
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superposés dans les plans suivants. La zone de BRILLOUIN
bidimensionnelle est un hexagone similaire au plan de base

de la zone de BRILLOUIN tridimensionnelle représentée a la
figure (IV.2). Comme dans ce cas, nous désignons l'origine

par |, le centre des faces de l'hexagone par M et le coin

par K, Dans les paragraphes suivants, nous calculons ia struc-
tuare éle:s-.ronique d'un plan de graphite et du graphite tridi-

mensionnel par la méthode LCAO-SCF-CO.

IV.2. La structure €lectronique d'un plan de graphite en

méthode |.CAO-5LF-CO,

IV.2.1l. La structure de bandes.

La cellule élémentaire d'un plan de graphite contient
deux atomes. En utilisant la périodicité& caractéristique du

réseau, on peut définir la forme des orbitales cristallines:

3

5 -3
Lk +
ikl ay haz)_

: I A jh | Jhy o 1
@, = e g B e & S X5 J(IV-1}
K,n /N i h kn, 1 kn, "2
ol

jh = vyv_ | = ,’-‘* " 4 3

%] = XybF = 38y + hay)]

ih S5 > S y

xg = ler ERPEN + naz)] (IV-2)

a; et a, définissent les axes de la maille é€lémentaire,
i .Jh
2

SLATER centrées sur les atomes de type 1 et 2 du réseau de

les orbitales xih et sont les orbitales atomiques Zp- de

graphite défini ci-dessus.
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Les coefficients c et C

knl kn2
et peuvent &tre obtenus en résolvant le systéme séculaire:

sont .les inconnues du probléme

cknl[Hll(k) - en(k)Sll(k) + cknztﬁlzgk)
- ¢ (K)S (k)] =0 (1V-3)

cknl[HZlgk) - 5n(k)521\k)] + cknz'sz(k)

;n(i)szz(ﬁ)] = 0 (IV-4)

oﬁ - A, -3

T elkljal+ha2) . voojhiyjhf
e b RS i b i W 5

ik (a,+ha,) .
5 By = TOF 1 2° 003, dh
lekk, j E e Xy ;h,ﬂz H21\k)

> + -3

ik (ja,+ha.) .
: < T - 1 2 00, + Jh B
sz(k) = :j ];-i e Xo lh!"Z (IV-4)

et

iR(jg +ha.) P

- > N 1 2 oo, jh
J
ik (ja,+ha,) a
2y . BT L 2° _ oo, jh. * 3
Slz(k) = g ﬁ e C Xy X3 = SZL(k)
= 3 e lﬁ(jél*ha‘tZ) 00 | _}d. P, i
PR RIS (IV-3)
J

La résolution du systéme séculaire est possible s1 l'on dispose
du moyen de calculer les é&léments de matrice de 1l'opé&rateur
monoélectronique. On sait que cette évaluation est facilitée si

l'on utilise explicitement une base d'orbitales orthonormalisées.



- 142 -

Dans cette nouvelle base, on simplifie &galement la

forme de (IV-3) gui s'écrit:

cknlLHlliki = :n(k)] + ckn2 le(k; = 0 (IV-6)
cknl HIZ(K; + can[sz‘k) = en(k)] = 0
En définissant:
.00, jh _=00;, =jh
1 ‘l L1 !hIXl
200, Jh  -00;, 1 —-jh a
t'l i2 i 1 h~/(2 i (IV 7)
00: jh =00;, i=jh,
By I3 = “xp |hixy™
et en remarguant que:
.00 jh .00 jh -
By ll = 85 13 (IV-8)
Cir cbhtient le déterminant séculaire:
EHll(k) - en(k) Hl2(k)
; = 0 (IV-9)
1 w& P - Il )
Hyy k) Hyq (k) = ey LK)

dont la résolution fournit l'expression analytique des deux
bandes d'énergies 7 du graphite:

1

e (k) = Hy (RK) £ [Hy, (k)| (IV-10)

12(
Il est possible de simplifier les notations en tenant compte de
la symétrie du réseau. Un atome central est, en effet, entouré
d'atomes se groupant en entourages suivant leur distance. Les
atomes et les entourages sont caractérisés dans la suite de ce

travail par un chiffre romain décrivant une position relative.



On obtient ainsi:

I1
12

It

ITI
12 =
LIV
12

Aux points de haute symétrie de la

(67
;00 | -
Ll,
00,21
"1ty
;0002
"1 1
5ooioo
"1 2
ESoo{lL
l!
S<]>.o;lo
00,22
By 12
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.00;1lo _ ,00 01
1 %3 0 T |
B Aoo;ii - 8oo|l§
S A T L |
B poo]§2 _ 8ooi'z_o
i S g i
= g00jlo _ BOOIOI
i 1l 2

50011 Booll-l'
‘ 1 '2

2
,00,01 _ Booiil _
112 T F1 l2 T
Y1, 2 1L '2

on a les relations:

Hll(i')

-t

-1~

5o~

.00,jh _ _ T

By 13 o™ & % BRyy
- 00 jh, [ . -
54 |2 3812 + 38

(IV-11)
ooll . ,00ilo _ .00;0l1
=By l7T = B Iy =By 1y
_ Booizi . g00j11l _ Boo|I2
1 1 1 "1 1 '1
0002 00,22 0020
= B I = B I]_ — Bl Il
(IV=-12)
00,20 L RO a2 L0011
By 1™ = 81 iy By 13
00,22 _ 00,21 _ .00,12
By ig =Byl =By iy

premiére zone de BRILLOUIN,

II

o
11

+ 6 5 6“11 + ... (IV=13)

II , . IIX
ig ¥ 9Pyq

IV
+ 6812

+ se0

(IV-14)

L

iz IT1 i I
6(-1/2)8]; + 6(1)8]] + 6(-1/2)6; = + ...

(IV-15)

(IV-16)
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On obtient, dés lors, alsément les expressions théoriques du
potentiel d'ionisation, de l'électroaffinité et des largeurs
de bandes d'énergie:

1 = T (K) = 2 - Bail + 63{{ - 35{{1 % wee (IV-17)
A= 2T(K) = wo- 36T, + 681 - 3RI1T ¢ .. =1 (IV-18)
LW = T (K) = () = Ay (K) = TH (KD = Hy (0) + [H (1)
= - 98T - iy 4 38T, + 3B]p + 6815 + 681 4 ...
(IV-19)
AW, = T(K) - = (7)) = Hyq (K) [y, (K) ] Hiq (o) |H12(1),
= - 987, - 9iTyT - 3875 - 38, - 687, - 6615 + .
(IV-20)
Wy o= e (K) = 2 TR = H (K = THL (K] = H (K = (K
= - 2iH12(K)l = 0 (IV-21)

IV.2.2. Les_expressions_des_charges et _des_indices_de_liaison.

En résolvant le systéme d'équations (IV-6) et en tenant
compte de la condition de normalisation, on aura:

>
c = C le(k) —l
kn kn V2

— = (1v-22)
2 ]le (k)|
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les populations électroniques et les indices de liaison s'obtien-
nznt grace aux relations:

00 |00 1 @ 1 1
K
00,00 1N 1 lH T iR, G
00 | - A e 5 L (IV-24)
2 2 N Y2 %y Y2 uR (g
5 12 V% 12
> >
L ik (ja,+ha,)
00y jh _ 1 v M IS NN .
lll "Nﬁe 75‘,2-—0 (IV=-25)
ik (§a.+ha.) HY. (k)
= - Ja. ’ w
Mo It LI 5 T s (IV-26)
1 12 N 1
]

on obtient ainsi explicitement la forme des €léments de matrice

dans une base d'orbitales orthonormalisées:

- =g ¢y 00;LCC 1l ,00,00 e
My = By : (G1l33) + 3 1l 2t
—)L ~ =C, 3 = 3
i, = E54 (IV-28)
=L _ ,=c,. _ 1 L o0 LL .



1. Calew es distances interatomiques, des intégrales de

recouvrement, de cooeur et coulombienns,

oL

s = Ok

pg Al Ny

cL _ ”UXkC!VL

pa P g

Rl YR AR o L e’ o, i .

o Ti 7)) = (1) x_(2) —=— x_ (1) 27(2) dv.dv
Eb Q9 o R ES ' 1772
= ar? + br + ¢ sir 2.80°
= formule de sir = 2,80°

2., Calcul des élém'nts de la matrice d'orthogonalisation.

';L = ¥ TM M
P q P9 g
TLM - (S—l/Z’LM
Pg Pg

3. Calcul des grandeurs orthogonalisées.

= L Ty M M cM

B = YT T B

( )pq T S pPr gs Irs

pplag) = ' | | T . T . T (rsitu
(pplqq) it Tor Tps Tge Tqu ! )

4, Construction de la matrice de HUCKEL de premiére itération

400 00 _ (00 ol _ 8oolio
1l '2

1 ip = Bl |2 = 1 en unités B
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5. Calcul des sommes trigonométriques H.., (k) et ile(ﬁ)E

12(

oL

6. Calcul des indices de liaison 212

7. Calcul des intégrales 512

=1 - —cL 1 =t 00 L
Z

L L
f12 = B2 275 (41l1322)

8. Reprises des points 5 & 7 jusqu'a auto-cohérence des 299
9. Calcul de la structure de bandes
& (k) = ( |

Dans le paragraphe suivant nous décrivons les résultats énergé-

tigques obtenus.

Tableau IV.1l: Les intégrales dans la base des orbitales atomiques

avec recouvrement.

Type Entcurage Il ence Intdgrales 7 Tntégrales Intégrales
recoy et de coeur coulombiennes
1-2 I 1.42 0.2485 = 7.2404
I=1 I 2,46 0.0352 - 6.4893 5.3941
i-2 iI 2.84 0.0157 - 3.0826 4.8028
L2 IIT 3.76 0.0019 - 0.4239 3.7086
1-1 il 4,26 0.0006 - 0.1708 3.2930
1=1 III 4.92 0.0001 - 0.0564 2.8694

1=2 - Iv D0 A 0.0000 0.0431 2.7608
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Tableau IV.2: Les intégrales dans la base des orbitales atomigues

orthogonalisées.

Type Entourage Distance Elément de. Intégrales Intégrales

T de coeur coulombiennes
1=1 ¢} 0 ‘ 1.0768 11.1680
1.=2 i 1.42 - 0.1373 - 2.7645 12372
L=, I 2.46 0.0084 0.3212 5.4057
1-2 i 2.84 - 0.0060 - 0.3947 4.8109
1=2 i s 3.76 0.0003 -~ 0.0551 3.6917
1-1 E 4.26 0.0006 0.0050 3.2835
1=1. 2 s 4.92 - 0.0001 - 0.0153 2.,8630
1-2 v 5512 0.0000 = 01,0109 2.7477

Tableau IV.3: Les intégrales B entre atomes hemologues.

(-]

Distance (A) Entouviae B
0 0 - 2.6714
2.46 I 0.3212
4,26 IT 0.0050.
4,92 ‘ I1I = 0.,0183

Tableau IV.4: Les intégrales et indices entre atomes.non

homologues.

Distance Entourage Ihdicé.HUéKEL, Indice SCF B
1.42 I 0.5247 0.5246 - 4.6633
2.84 11 = 00,1857 = 0,1796 0.0376
3.75 II1 - 0.0510 = 0, 0570 0.0501

5.12 Iv 0.0641 0.0697 = 01141
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IV.5: Résultats énergétiques.

Tableau

1) =

A =
e (I') =
e (T) =
T (M) =
(M) =
Tk =
‘:.—(K) =

3.5501 ev
3.5501 ev

- 15.083647 ev
13.435590 eV

- 8.337257 ev
1.470009 eV

- 3.5501 ev
3.5501 ev

AW valence = 11.5334 ev
AW conduction = 16.9855 eV

AWI=O

Dans la figure (IV.4 , nous reproduisons les bandes d'énergie
le long du circuit
bandes d'énergie dans l'approximation de HUCKEL. Nous revien-

drons sur 1l'étude critique de ces résultats dans la discussion

générale couvrant les résultats obtenus dans 1l'étude du cristal

réel.

'-K-M-T. La figure (IV.3; représente les



Fig.Iv.3.Bandes d'énergie TT d'un plan de graphite
en méthode LCAO-HCO (circuit M-M-K-M

1A ()]

| I . |

W N -
ﬁ\/
y 4

K r
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IV.3. La structure électronique du cristal de graphite en

-

méthode LCAO-SCF-CO,

IV.3.1. L'évaluation des éléments de matrice entre orbitales

Le schéma que nous avons proposé ne couvre que e cal-
cul des éléments de matrice entre orbitales » de SLATER ayant
leurs axes paralléles et centrées sur le méme plan. Les orbi-
tales = appartenant & deux plans différents peuvent &tre dé-
composées en orbitales n et ¢ orientées différemment mais cen-
trées aux mémes points. On désigne les orbitales n appartenant

P
et n'q. Ces fonctions peuvent se .décomposer en orbitales FP et

d deux plans différents. et centrées aux points p et g par =

ﬂq d'une part Ub et ¢_d'autre part, respectivement perpendicu-
laires et paralléles a la ligne joignant les deux centres p et
g. Si o désigne l1l'angle formé par cette ligne avec sa projection

sur un plan de graphite, on a explicitement:

=
i

m_ cosSa + o_ Sina (IV=-30)
p P p

=
it

i cosa = ¢ 'sin: ‘ (IV-31
a g g Fe ( )

Les intégrales de recouvrement et de répulsion électronique

s'obtiennent directement:

S . o L} > ) IV"32
pg pl™'g ( )

i

<m_ cosa + o_ sina|7_ cosa - o _ sina>  (IV-33)
p P g g

2

cos“u n_|n > - sinZa<o_|o > (IV-34)
P q P g



Sl -

et

] ' ‘e2 | 1
" = =" ' > (IV-35)
P P Ty, a g

<%

(pplaq)

2

= <{7_cosa + 0© Sinu)zlg——i(n cose - o_sina)?>
p P ‘r q
12
(IV-36)
= costo(m 7 iﬁ 7 ) + sin“al o gdwd ) (IV~-37)
PP g9g9qg pp g
+ 2cos?asin?a(n « lo o) = 4sinoa (v o v o)
pPr gqq PP 99

Dans le calcul des termes de coeur, nous n'apportons pas
de modifications aux intégrales W, ni aux intégrales de pZnétra-
tion (p:qg) vu la grande distance entre deux plans successifs.
Seule 1l'intégrale ionique (p+:pq) doit étre modifiée pour tenir

compte de l'orientation des orbitales:

+ i TaFE g . . p
: = = <7 ] > (IV-38
(p :pq) L L \ )
= = <(cosa 7 + sinx o )iu+i(cosa 7 _ = siho ¢ )
P P P g9 g9
(IV=39)
= cos2a(p in_ 1) - sina(p :s_ o) (IV-40)
P g , P g
(p - o)
= (pT:n v ){cos?a - sin?a ——L U (Iv-41)
! (p“:ﬂ ™)
P Q
= Tirn ) f(a,r) (IV=-42)
p - p'q ’
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Nous admettons pour fonction angulaire, la fonction
théorique obtenue en remplacant les intégrales (p+:ﬂprq) et
(p+;3pcq) par leur forme analytique. En fonction du paramétre
de ROOTHAAN égal & la moitié de la charge effective de 1l'orbi-
tale multipliée par la distance entre les deux centres expri-

mées en unités atomiques, on a:

{=1=p%
2

(p+:pq) = (p+:npvq){cos a - sin?q

( 1l+p+

wl = wli—
©

Enfin, il n'a pas été nécessaire de modifier 1'approxi-
mation de MULLIKEN. A ces distances, le procédé plus rigoureux
décrit au paragraphe (II.3.2.b) ne fournit plus d'améliorations.
Les formules déduites ci-dessus permettent de calculer tous les
termes intervenant dans les &léments de matrice de 1l'opérate

monoélectronique du cristal de graphite.

" —————— ——— T —— ————————— o — " — o — —————————— o t—— o —

En adoptant la numérotation des atomes repris dans la

figure (IV.3), on définit la forme des orbitales cristallines:

. 1 e e o iﬁ(j§l+h$2+1§3)_ - i
¢(kyn) =5 1 7 [ e [cknlxi +ckn2x% |
3 h g )
' _jhi jhs
FCrn3X3  *TCxnaXa |
(IV-44)
ou
)2 S S P G £ S
X3 . xiLL (jal+ha2+£a3)]



- lo3 =

Si la base d'orbitales atomiques est orthonormalisée, on obtient

le systéme séculaire:

= e s = 2 1 .
Cxn1lHyy (K =ep (K 1+ey o5 Hyp (K)+ey, 3 Hyg K)oy, 4 Hyy(K)=0

+ 2 > a > > a —
Cxn1 M1 (KI+ep olH o (K)—ep (K) 1+ey 4 Hyg (k) ey, Hyy (K)=0
H* (k)4 HY(k [H,. (K)-¢_ (k) 1+ H, (kK =0
Cxn1 Hiz(kK)¥ey o Hyg(k)+ey, 3lHa5 (k) =g ( Cxna H3y (ko=
* o * > * > P
Cxn1 H1a(KI+Cp o Hyy(K)tey 3 Hyy(K)tey  IH,, (k) -e (K) =0
ik(ja,+ha,+%a,) .
avec H (k) =) ] Je 17727737 4000 | p| 43t
jele) ] h }z P gq

le déterminant séculaire est, en toute généralité, insoluble
analytiquement et, il est, dés lors, impossible d'obtenir 1l'ex-

pression des bandes d'énergie dans la premiére zone de BRILLOUIN,

Afin de ne pas alourdir le formalisme, nous caractéri-
serons, dans la suite de ce paragraphe, les &léments de matrice
par deux indices signifiant les types d'atomes intervenant dans
l'intégrale (1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 2-2, 2-3, 2-4, 3-4) et un chif-

fre romain décrivant leur position relative.
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(IV-47)

(IV-48)

(IV=-49)

(IV-50)
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Il est intéressant de dé&duire la forme analytique dans
certaines intégrales aux points de haute symétrie de la premiére
zone de BRILLOUIN. Ainsi le long de l'aréte HKH, on peut obtenir
les expressions des bandes d'énergie 7; on a, en effet, suivant

cette direction:

Hyp = a7 = 387 + 6877 + ..
Hyy = o, 3&%2 + 66%% + us
Hy1q = Pag = Hyy = Hyy = Hyy =.0
Hy = (1 +e™®) (el - 3811 + .0 (IV-55)
£ est un paramétre variant de - 7 & + 7 aux points H et possédant

la valeur O au point K.

Les expressions des quatre bandes d'énergie = sont, dés lors:

e1(8) = Hy,(8) = a, - 383, + 6827 + ... (IV-56)
e, (8) = sz(i) = a, - 38%2 + 68%% e
e3(8) = M (E) + [Hyg ()| = oy - 387) + 6B]
+ (VITZGOSE) (8], - 3873 + ...)
e4(8) = H] (&) = [Hy5(8)| = oy - 387, + 6877
- (/2%2c0SE) (8], - 3873 + ...)

On voit que les bandes de valence et de conduction se recouvrent le
long de cette aréte. On ne peut plus .atteindre le niveau de FERMI,

sans faire appel & la statistique quantique, et, en conségquence, il

est possible d'obtenir les expressions théoriques du potentiel
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d'ionisation, de 1l'électroaffinité et des largeurs de bandes
d'énergie. Nous reviendrons sur ce point dans la discussion

générale des propriétés électroniques du graphite.

Comme le déterminant sé&culaire de la méthode LCAO-SCF-CO
ne posséde pas de solutions analytiques simples, il est nécessaire
de recourir aux conditions de BORN-VON KARMAN. Aprés avoir cal-
culé les intégrales de recouvrement, les intégrales de coeur et
les intégrales coulombiennes, nous. avons évalué les éléments de
matrice de l'opérateur monoélectronique & partir d'indices de
liaison LCAO-HCO. La diagonalisation de la matrice ﬁermitique
d'ordre 4 x 4 (ou de la matrice réelle symétrique d'ordre 8 asso-
ciée) en 500 points de la premiére zone de BRILLOUIN fournit de
nouveaux indices de liaison qui permettent de recalculer les &lé-
ments de matrice. Ce processus est poursuivi jusqu'a la stabili-
sation des indices de liaison. Dans le paragraphe suivant, nous

décrivons les résultats obtenus dans différentes &tapes du calcul.
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Tableau IV.6: Les intégrales.dans .la base des orbitales atomiques

avec recouvrement.

Type Entourage Distance . Intégrales de Intégrales

A recouvrement coulombiennes (eV)
1-1 0 0 1.0000 10.8102
2=-2 0] 0] 1.0000 10.8102
1-2 I 1.42 ~ 0.2485 7.2404
1-1 B 2.46 0.0352 5.3941
1-2 TI 2.84 0.015%7 4,8028
1-3 T 3..35 - 0.0336 4.,9063
1-4 3.64 - 0.0161 4,3396
2-4 A 3.64 - 00161 4,3395
1-2 ITT 35 10 0.0019 3.7086
1-3 ITI 4.16 - 0.0042 3.6361
1-1 | i 4,26 0.0006 3.2930
1-4 I 4.39 - 0.0023 3.3984
2-4 LT 4.39 - 0,0023 3.3984

Tableau IV.7: Les intégrales dans la base des orbitales atomiques

orthogonalisées.

Type Entourage Distance Elément Intégrales Intégrales
°

A de T de coeur coulombiennes
1-1 ) 0 1.0777 11.2015
2=2 (0] 0] 1.0774 11.1878
1-2 i§ 1.42 - 0.1372 - 2.6975 7.2548
1-1 T 2.46 0.0087 0.3793 5.3947
1-2 II 2.84 - 0.0058 - 0.3665 4.7965
1-3 I 3:35 0.0124 1.2561 4,9715
1-4 I 3.64 0.0034 0.6298 4,3754
2-4 I 3,64 0.0045 0.6947 4,3742
1-2 III 3.76 0,0003 = 0.0551 3.6917
1-3 IT 4,16 - 0.0001 0.2036 3.6392
1-1 IT 4,26 0.0006 0.0050 3.2835
1-4 LT 4.39 - 0.0004 0.1060 3.3957
2-4 IT 4,39 - 0.0010 0.0703 3.3869
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Tableau IV.8: Les intégrales g et indices de liaisons.

o
Type Entourage Distance (A) Indices g (eV)
de liaison

1=1 0 0 0.9973 — 2+.2521
-2 0 0 1.0027 - 2.3400
1~2 1 1.42 0.5210 - 4.5860
1=1 z 2.46 0.0029 0.3714
252 I 2.46 - 00,0037 0.3894
1-2 £ 8 2.84 = 00,1930 0.0964
1~3 L 3433 - 0.0830 1.4624
1-4 I 3.64° 0.6314 - 0.0010
2-4 3 3.64 " - 0.0141 0.7257
1-2 ITI 3.76 = .,0570 0.0501
1=3 IX 4.16 0.0266 0.155Q
1-1 % § 4.16 0.0000 0.0050
2=2 IT 4.16 0.00G0 0.0050
1-4 II 4.39 0. 10600 00,0023
2-4 LI 4.39 0.0501 - Q.0150

Tableau IV.9: Les résultats énergétiques. (eV)

cl(f) = - 22,7269 ;I(A) = - 13.9141
fz(r) = - 4,7575 sz(A) = = 13.5461
e3(r) = 13.3968 :B(A) = + 13,3991

e4(r) = 13.8268 :4(A) = + 13.8594

el(M) = = B,3726 al(L) = - 8.5307

sz(M) = - 7.0579 az(L) = = §.3292

a3(M) = 1.9572 :3(L) = 2.5201

84(M) = 2.2750 54(L) = 2,6312

al(K) = - 1.3415 sl(H) = = 3.3363

ez(K) = - 3.4782 ez(H) = - 3.4782

e5(K) = - 3.4782 33(H) = - 3,4782

54(K) = = 5,3311 54(H) = « 33,3363

Les bandes d'énergie 7 du cristal de graphite sont représentées
suivant des directions privilégiées de la premiére zone de BRILLOUIN
dans les figures (IV.5, IV.6, IV.7, IV.8, IV.9).



Fig.IV.5 : Bandes d'&nergie 1T du graphite en mé&thode
LCAO-SCF -CO (circuit [-M-K-I")
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Fig.IV.7: Bandes d energie SCF-C
(Direction H-K-H)
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‘Fig. IV. 8: BANDES D'ENERGIE TU DU GRAPHITE EN METHODE LCAO-SCF-CO
( DIRECTION A-T-A)
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IV.4. Discussions de la structure de bandes du graphite.

Dans un plan de graphite, la symétrie du réseau hexagonal
implique la dégénérescence des deux bandes d'énergie = au point K
de la premiére zone de BRILLOUIN. Un plan de graphite i1isolé doit
donc posséder des propriétés métalliques dues & 1'absence de ban-
de interdite. Au zéro absolu, le niveau de FERMI est situé aux
points K; la bande de valence est doublement occupée et la bande
de conduction complétement vide. Par élévation de température,
des électrons de la bande de valence migreront vers la bande de
conduction. L'effet de 1'€lévation de température est ainsi d'aug-
menter le nombre d'électrons dans la bande de conduction et de
faciliter le processus de conduction électronique. En toute ri-
gueur, le plan de graphite est un semi-conducteur & bande d'éner-
gie interdite nulie et on devrait observer, contrairement a
l'ekpérience, un coefficient thermique positif. On remarque, par
contre, que la structure de bandes du cristal de graphite présen-
te des recouvrements de la bande de conduction et de la bande de
valence au voisinage des points de symétrie H. Dés lors, méme au
zéro absolu, certains électrons occupent des états de la bande
de conduction, laissant des trous dans la bande de valence. Cette
situation est caractéristique d'un métal et donne lieu & un coef-
ficient thermique négatif observé expérimentalement. De plus, on
peut évaluer aisément le nombre de porteurs libres a température
normale grace aux procédés traditionnels de la physique de 1'état
solide. En utilisant un développement limités aux plus proches
voisins et en introduisant nos paramétres, nous calculons un nom-
bre de 0.9 lO_5 électrons libres par atome. Dans un plan de gra-
phite & température ordinaire et de 0.93 _'LO_5 pour le cristal de
graphite. Des mesuressde susceptibilité magnétique fournissent

une valeur de 4.1 10 ° é&lectrons libres par atome.
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Nos résultats de largeur de bande de valence (1l1.5 eV
pour un plan de graphite et 19.2 pour le cristal réel) peuvent

[139] utilisant

étre comparé aux 15 + 3 eV obtenus par CHAKLIN
la seule technigue d'investigation des bandes é&lectroniques:

le spectre d'absorption des rayons X mous. Il nous est impos-
sible de calculer le spectre .complet sans préciser les probabi-

lités de transition et la densité des états de valence.

Enfin, le potentiel d'ionisation permet de déterminer
la position du dernier niveau occupé. Nous prévoyons un poten=-
tiel de photoionisation inaccessible & l'expérience de 3.55 eV
pour un plan de graphite et de 3.47 eV pour le cristal parfait.
Afin d'atteindre le potentiel d'impact électronique, il est in-
dispensable de modifier le paramétre W de 0.60 eV[86]. Il est
aisé de montrer gue cette variation n'affecte pas les intégrales
de résonance # mais modifie 1'intégrale monocentrique o d'une

valeur égale a ¢W.

En effet:
P =V T ) -_
*pq L ; .prqudsrs (IV-57)
(6Wi+éW§)
=11 T,T <Sre (IV-58)
r s pPr g 2
=W ) ) T TS (IV-59)
r g Pragsrs
= §W qu (IV-60)
d'ou:

[s2)
Q| ™I

i

(o]

(oF]
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Nous évaluons ainsi le potentiel d'impact électronique a 4.15 eV
pour un plan de graphite et & 4.07 eV pour le cristal tridimen*
sionnel. Les valeurs expérimentales sont de 4,0 & 4.3 eV, Il
faut remarquer, cependant, que l'effet des surfaces peut modi-
fier la structure locale des bandes d'énergie au voisinage du
niveau de FERMI.

La chaleur de sublimation du carbone graphite peut étre
estimée par notre procédé.Cette grandeur est définie comme la
différence entre l'énergie cristalline et la somme des énergies
atomiques. En séparant les contributions des électrons = et o,
on obtient l'expression:

- T il il
AH® = (R.C+ J e = ¥ Y (24,

- Ky ) }
o " '
Roh kn k.n k' n' kn -k'n' kn ~letn
= 'R;N + ? el - {‘ § (&u -k 4
ktn kn Kon k',n kn =k'n" kn k'n
- g_' o e F~':TC;’ - }
, L ",Z : kzukn -k'n’ Ken=k'n') ! Eat?
kK,n k' ,n
(IV-61)

La seconde partie de l'expression (IV-61) peut étre considérée
comme un terme satisfaisant les régles d'additivité. Si 1l'on
adopte une relation linéaire avec la longueur des liaisons, on
peut déterminer 1l'expression des contributions -C-C- & partir
des chaleurs d'atomisation de 1l'éthyléne, du benzéne et du
naphtaléne. La valeur du premier terme de l'expression (IV-61)
est directement calculable en méthode LCAO-SCF-CO. La chaleur
d'atomisation calculée est de 167 kcal/atome gramme.

Ce résultat ne peut, cependant, &tre pris pour une confirmation
de l'attribution de 170 kcal/atome gramme généralement admise
dans la littérature. Cette valeur intervient, en effet, impli-
citement dans les valeurs empiriques de chaleurs d'atomisation

utilisées pour préciser les termes relatifs au systéme c.
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Par contre, ce résultat confirme les possibilités de notre mé-
thode, tant en ce qui concerne le calcul de différences éner-
gétiques comme les énergies de transition, les potentiels d'ioni-
sation ou les largeurs de bandes électroniques que les valeurs

absolues comme .l'énergie totale du systéme électronique.

Enfin, il faut signaler 1l'importance des modifications
apportées par les interactions entre plans successifs, particu-
liérement en ce qui concerne la largeur des bandes w. Ajoutons
a ce sujet, gue la méthode LCAO-SCF-CO a montré l'instabilité de
deux plans de graphite infini. Ceci prouve gue la symétrie de
translation dans la direction perpendiculaire aux plans de gra-

phite est en grande partie responsable de la stabilité du systéme.
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CONCLUSIONS,

La méthode des orbitales cristallines décrite dans ce
travail est équivalente pour décrire la structure &électronique
des solides & la méthode des orbitales molé&culaires LCAO qui a
dominé le développement de la chimie gquantique moléculaire de-

puis les travaux de HUCKEL.

Utilisant le formalisme de 1l'approximation du modéle in-
dépendant, notre procédé exige 1l'évaluation des €léments de ma-
trice de l'opérateur monoélectronique du systéme considéré. Dans
les systémes conjugués, le calcul est simplifié par l'utilisation
des approximations de GOEPPERT-MAYER et SKLAR.L'erreur de corré-
lation des fonctions d'onde, inhérente au langage en orbitales
est corrigée par le recours au semi-empirisme. Il s'agit 1la du
seul moyen actuel d'obtenir aisément une estimation correcte des
propriétés électroniques et des caractéristiques énergétiques

des grands systémes.

La méthode LCAO-SCF-CO permet d'obtenir la forme analyti-
que des différentes grandeurs électronigques telles les énergies
associées aux orbitales cristallines, en particulier, le poten-
tiel d'ionisation et 1'électroaffinité du cristal. De plus, la
connaissance de la structure .des bandes électroniques est fonda-
mentale dans 1l'interprétation des propriétés magnétiques et con-

ductrices des solides.

Dans son état actuel, la méthode LCAO-SCF-CO a &té pro-
grammé pour un ordinateur IBM 360. Elle peut donc étre appliquée
a tous les systémes périodiques conjugués, comme les cristaux
moléculaires, les polyméres conjugués ou les macromolécules d'in-

térét biologique.



Les résultats acquis dans l'&tude d'une chalne nHo.vénique
et du cristal de crapnite montrent les pcssikbilit@s Ge cette
méthode. La comparaison des résultats thécriques et expérirchn
taux permet, en plus, de tirer d'utiles renseigncrents comme la

structure géométrique du polyéne iniini cu l'Cvolation du spectre

électronique dans la série polyénique.

Le domaine d'application de la méthode des crib:i:iales cris-
tallines se présente comme un procédé& général d'é+uce Ju la struc-
ture de bandes des systémes périodicues conju
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procédé, de suppiéer au manque de tricisici
nées expérimentales comme le cas ~& nUIsent scwreat rour les
tentiels d'ionisation et m@me d'arteindre dez grandel.o difficile-

ment accessibles a l'expfrience directe comne 1'Zlectroaii
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