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Résumé

Dans la nature, de nombreux organismes possedent des motifs pigmentaires. L’étude de
I’émergence de ces motifs constitue la base de la réflexion sur laquelle se fonde ce travail.
Notre but est de développer la théorie des instabilités de Turing, introduite en 1952, en
travaillant avec des systemes de réaction-diffusion sur des réseaux. Nous commengons par
développer la théorie en domaine continu pour pouvoir la transposer au domaine discret.
Pour chaque type d’espace, nous déterminons les conditions sous lesquelles apparaissent des
motifs. Nous illustrons les concepts sur un systeme de réaction-diffusion et nous effectuons

différentes expérimentations afin de confirmer nos résultats.

Mots-clés :

Modeles de réaction-diffusion, instabilités de Turing, réseaux.

Abstract

In nature, many organisms display pigment patterns. The study of the emergence of these
patterns forms the basis of the reflection on which this work is based. Our aim is to develop the
theory of Turing instabilities, introduced in 1952, by working with reaction-diffusion systems
on networks. We start by developing the theory in continuous domain to be able to transpose
it to the discrete domain. For each type of space, we determine the conditions under which
patterns appear. We illustrate the concepts on a reaction-diffusion system and we carry out

different experiments to confirm our results.

Mots-clés :

Reaction-diffusion models, Turing instabilities, networks.
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Introduction

Comment expliquer la formation de motifs sur le pelage des animaux, sur les feuilles des
plantes 7 Peut-elle étre modélisée, anticipée, provoquée ? L’émergence spontanée de motifs ou
de formes réguliéres est une manifestation de 'organisation dans la nature. En comprendre
les mécanismes a longtemps été et est toujours un des objectifs des mathématiques et de la
science en général. Il s’agit d’étudier la morphogenese, c’est-a-dire comprendre les proces-
sus qui déterminent la structure des organismes vivants lors de leur développement depuis le
stade embryonnaire. C’est dans son article de 1952, The Chemical Basis of Morphogenesis [1],
qu’Alan Turing propose un modele mathématique afin d’expliquer comment la formation de
rayures ou de taches sur le pelage des animaux peut survenir depuis un équilibre homogene.
Dans 'idée d’étudier la formation des différents motifs que ’on peut trouver sur les animaux,
il s’intéresse aux interactions des substances chimiques responsables de la pigmentation. Il
modélise le comportement de ces molécules a la fois du point de vue de leurs réactions lo-
cales et de leur propagation dans l’espace. Un systéeme de réaction-diffusion peut posséder un
équilibre homogene qui, apres perturbation, peut avoir une solution instable hétérogene, ce
qui crée un motif. Dans son article, Turing considere plusieurs types de topologies, réalistes
biologiquement ou non, et différencie les types de motifs pouvant étre observés tout en isolant
les conditions pour ’émergence de ces motifs. Ces conditions s’appellent encore aujourd’hui

des conditions d’instabilité de Turing. Cette théorie forme la base de ce travail.

Dans le premier chapitre, nous étudions brievement la formation de motifs en domaine
continu en nous basant sur le livre Mathematical Biology [2] de James D. Murray, qui se
base sur le travail de Turing. Nous définissons les concepts fondamentaux intervenant dans la
modélisation d’un systeme de réaction-diffusion et nous nous concentrons sur la détermination
des conditions permettant I'apparition de motifs. Nous introduisons un exemple qui servira

de fil rouge au travail et sur lequel nous effectuons les différentes expérimentations.

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a la formation dans un domaine non
plus continu mais discret, c’est-a-dire un réseau. Nous détaillons les étapes a suivre pour
représenter un systeme de réaction-diffusion discret, en nous basant sur différentes définitions

relatives a la théorie des graphes. Nous dérivons les conditions d’instabilité de Turing pour ce
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type de systemes. Ensuite, nous effectuons quelques expériences sur notre exemple, en nous

penchant sur deux cas possibles de diffusion.

Le dernier chapitre de ce travail est dédié a I’études des instabilités de Turing, toujours
sur des réseaux, mais avec la possibilité que la diffusion se fasse en fonction des concentrations
déja présentes sur le réseau. Pour ce faire, nous réécrivons le modele en tenant compte de la
dépendance de la diffusion par rapport aux concentrations. Nous introduisons des fonctions

possibles et nous les appliquons a notre exemple.

Toutes les figures présentes dans ce travail ont été générées a ’aide du logiciel Matlab [8],
sur base de codes présents dans la documentation [9] ou fournis par le professeur Timoteo
Carletti, promoteur de ce mémoire. Les différents codes utilisés ne sont pas placés en annexe

mais peuvent étre fournis sur demande a I’adresse marine.jamoulle@student.unamur.com.
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Chapitre 1

Diffusion en domaine continu

Il existe une branche de la biologie, appelée la morphogenese, qui étudie les mécanismes in-
tervenant dans le développement des organismes vivants. Cette discipline aspire, entre autres,
a expliquer la formation des motifs sur la peau des animaux, les ailes des insectes ou en-
core les feuilles des plantes. L’une des théories apportant des réponses a cette question est la
théorie des instabilités de Turing. Dans ce chapitre, nous introduisons la problématique des
instabilités de Turing dans un systeme de réaction-diffusion. Nous commencons par définir
un systeme de réaction-diffusion de facon générale en domaine continu. Nous particularisons
ce systéme a deux especes afin d’y appliquer un exemple illustratif tiré du livre de référence
[2]. Nous procédons ensuite a I’étude classique de la stabilité homogene et non-homogene du
systeme pour en dériver des conditions amenant a des instabilités de Turing. En parallele,
nous appliquons les résultats découverts a un exemple de deux especes, le Brusselator, que

nous aurons au préalable défini.

1.1 Introduction de la problématique

Les systemes de réaction-diffusion sont des modeles mathématiques représentant les concen-
trations de différentes especes, lesquelles sont influencées par leurs interactions locales (on
parle de réaction) et leur capacité a se déplacer dans ’espace (on parle de diffusion). Soit
X (z,t) la concentration d’une espece qui dépend de l’espace et du temps. Le terme ”espece”
est ici utilisé pour dénoter un agent chimique, une espéce animale ou autre. Le systeme de
réaction-diffusion est défini par

%)t( = F(X)+ DV*X

olt I est la fonction décrivant la réaction et D le coefficient de diffusion. Le symbole V?

désigne 'opérateur de Laplace.
Définition 1.1.1. L’opérateur de Laplace, ou Laplacien, est un opérateur différentiel représentant
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la divergence du gradient d’une fonction. Il s’agit donc de la somme des dérivées partielles de
la fonction par rapport d toutes ses variables indépendantes en coordonnées cartésiennes. Si

nous avons f(x1,...,Ty), alors

n a2f
2 — —_
Vf_;ax?.

Soit un systeme de deux especes A(z,t) et B(z,t), dont les fonctions de réaction sont
données respectivement par F'(A, B) et G(A, B) et dont les coefficients de diffusion sont D 4

et Dp. Le systeme d’équations représentant leur dynamique est le suivant

% = F(A,B)+DsV?A
B
%t = G(A,B)+ DpV?B.

L’idée d’Alan Turing, publiée en 1952 dans son papier The Chemical Basis of Morphoge-
nesis [1], est qu’en I’absence de diffusion (D4 = Dp = 0), A et B tendent vers un équilibre
uniforme stable et qu’ensuite, lors de l'introduction de la diffusion (D4, Dp # 0) et sous
certaines conditions, des motifs non-homogenes peuvent apparaitre. Pour comprendre cette
idée, nous l'illustrons & 'aide d’un exemple tiré de [2]. Considérons un champ d’herbe seche
dans lequel il y a beaucoup de sauterelles qui peuvent humidifier '’herbe en suant si elles
ont trop chaud. Supposons qu'un feu commence & se propager dans le champ. Le feu est
considéré comme un activateur de coefficient de diffusion Dg et les sauterelles comme un
inhibiteur de coefficient Dg. S’il n’y a pas d’humidité, le feu s’étend simplement a tout le
champ. Cependant, nous supposons que lorsque les sauterelles ont suffisamment chaud, elles
créent assez d’humidité pour que ’herbe ne briile pas. Supposons que Dg >> Dp. Alors,
les sauterelles humidifient suffisamment ’herbe et empéchent la propagation du feu sur toute
I’herbe. La zone briilée est réduite & un domaine fini qui dépend des coefficients de réaction et
de diffusion. Si, au lieu d’un seul endroit, le feu se déclarait a plusieurs endroits, nous aurions
la formation de motifs. Cela ne serait pas le cas si Dp = Dg = 0. Notre but est de déterminer
des conditions sur ces coefficients pour ’apparition de l'instabilité et donc la formation de

tels motifs.

Tout systeme de réaction-diffusion peut étre adimensionalisé avec les bons changements

de variables pour atteindre la forme suivante

= f(u,v) + D,V?u

(1.1)
b = g(u,v) + D,V?v.

Un systeme de réaction-diffusion a des instabilités dues a la diffusion, appelées instabilités de
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Turing, si ’état stationnaire homogene est stable pour de petites perturbations lorsqu’il n’y a
pas de diffusion mais qu’il ne I’est plus lorsque la diffusion intervient. Pour étudier la stabilité

du systéeme, nous commencons par considérer un point fixe du systeme, qui est de la forme

(u*,v*) tels que f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0.

1.2 Etude sans diffusion

Sans diffusion, le systeme (1.1) devient

= f(u,v)

0 = g(u,v).
Afin de linéariser ces équations, nous introduisons

ou=u—u"

ov=v—0*

Pécart de la position d’équilibre. Par un développement en série de Taylor d’ordre 1 en (u*, v*),

nous obtenons

5u—f(u,v)+8u(u,v)5u+8v( ,v")0v
=0

ov = g(u*,v )+8u(u , 0 )ou + (%(u ,v")ov,

)=

est la matrice Jacobienne du systeme, aussi appelée matrice de

=0

qui s’écrit, sous forme matricielle,

S <fu fv>
Ju YGv (w* v*)

stabilité, avec les notations suivantes :

of of
%_fua %_f’uu
g dg

%:gua %:gv
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Calculons les valeurs propres de J.

fu_>\ fv
Ju gv_)\
SN - r()+1]J] = 0

ou |J| désigne le déterminant de J. Nous avons
A = tr(J)? —4]J|

ou tr(J) désigne la trace de J, c’est-a-dire la somme de ses éléments diagonaux, et donc

tr(J) £ /tr(J)% — 4]J|

)\172 = 5 .

Nous avons la stabilité si et seulement si Re(\) < 0. C’est le cas si, en accord avec la classifi-

cation des points fixes se trouvant a la Figure 1.1.

tr(J) = fu+g, <0
et (1.2)

|J’ = fugv - fvgu > 0.

Puisque (u*,v*) sont des fonctions des parametres de la dynamique, ces inégalités imposent

des contraintes sur les parametres.
1.3 Présentation d’un exemple
L’exemple que nous utiliserons durant tout le travail est un systéme appelé Brusselator,

qui caractérise des réactions chimiques. Nous considérons les deux especes u(z,t) et v(x,t)

dont les équations de la dynamique, adimensionalisées, sont données par

u = f(u,v)
o= g(u,v),
avec
flu,0) = 1= (b+u+cu’v
g(u,v) = bu— cuv,

ou b et ¢ sont des parametres positifs.
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tr(J)%-4lJl = 0

Spirale
instable

Point
selle

(8]

Spirale
stable

MNoeud
stable

FicUre 1.1 — Classification des points fixes d’'un systeme en fonction de la trace et du
déterminant de sa Jacobienne, tirée d’une lecon de Steven H. Strogatz, Two dimensional
nonlinear systems fized points [3] basée sur le livre [4]. La zone verte correspond aux points
fixes stables.

Nullclines :

Nous commencons par calculer et représenter les nullclines de ce systeme. Il s’agit des
courbes correspondant a la croissance nulle des variables. Les points fixes du systeme se

trouvent aux intersections des nullclines.

fu,v) =01 — (b4 1u+ cu’v =0

b+ 1u—-1
B cu?
et
g(u,v) =0 & bu — cu?v =0
b
U= —.
cu

Les nullclines sont représentées a la Figure 1.2 pour le choix de parametres b = 8, ¢ = 10.
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3 T T
fu,v) =0
glu,v) =0
*  Point fixe
251 b
2 |- -
> 151 b
1k 4
0.5 b
0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
u

FIGURE 1.2 — Nullclines du systeme Brusselator avec b = 8 et ¢ = 10.

Points fixes

Afin de calculer les points fixes du systeme homogene, nous résolvons f(u,v) = g(u,v) =0
pour u et v.
flu,v) =1— b+ Du+cu*v =0
g(u,v) = bu — cuv =0

s 1-b—1+c’v+bu—ci>v=0

b
Le point (1, ) est le seul point fixe du systeme.
c
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Stabilité

Calculons la Jacobienne du systeme :
of of
T G
ou Ov/ |«

B —b—1+42cuv cu?
B b— 2cuv —cu?

_ (b_—bl _Cc) |

Nous avons la stabilité du systeme si la trace de sa Jacobienne est négative et si son déterminant

*

est positif, donc
tr(J) = fu+g, <0 Se>b—-1

et
|J|:fugv_fvgu>0 < c> 0.

1.4 Etude avec diffusion

Si nous considérons tout le systéme et que nous le linéarisons autour du point fixe

(u*,v*), comme dans la section précédente, nous avons

ou = (fu+ DuV?)ou + f,ov
ov = guou + (gy + DUVQ)(SU,

qui s’écrit sous forme matricielle comme
ou\ [ fu+ D,V? fo ou
) 9u 9o+ D,V? ) \ ov
ou encore, pour plus de facilité,
5:u:fufv 5u+Du 0 V25u
ov Gu  Gv ov 0 D, ov
T T
)
= (J + DV?) ( “) .
ov

Calculons les fonctions propres v(t) de J+DV? associées aux valeurs propres A\, ¢’est-a-dire
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que nous cherchons a résoudre

(J + DV?)v = \v. (1.3)

Supposons que w,, soit une fonction propre de lopérateur linéaire V2, associée & la valeur
K b

propre x et solution du probleme aux valeurs propre spatial défini par
Viw, = Kkwy. (1.4)

Par une propriété de 'opérateur Laplacien, ses fonctions propres sont orthogonales et forment

une base. Nous cherchons des solutions au probleme (1.3) de la forme

o(t) =) eMuw, (1.5)

K

ou A est fonction propre du systéme complet associée au vecteur propre v. En substituant
(1.5) dans (1.3) avec (1.4), nous obtenons

A Z eMw, = (J + DV?) Z eMw,

K
=J eMw, + D M V2w
D

=KWg
=J Z e)‘twn + D Z e”mu,.C
= (J+ kD) Z M,

A = (J + kD).

Calculer les valeurs propres de (J 4+ V2D) revient en fait & calculer les valeurs propres de
(J + kD), pour chaque « fonction propre de V2. Nous pouvons calculer les valeurs propres A

du systeme en calculant les racines du polynome caractéristique

|J+kD—1IX\;] = 0
u Du_)\n v
o |futr / -0
Gu gv+"€Dv_/\n

c’est-a-dire
22—\ (K(Dy + Dy) + (tr(J))) + h(k) =0

olt h(k) = DyDyt® + (fuDy + goDu)k + | J|.
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Les solutions de cette équation sont

A1, =

K

(K(Du + D) + tr(1)) + ) (52(Dy + D) + tr(J))? — 4h(x)
2

_ (s(Du D)+ 40()) — \((Du £ Do) + tr(0))* — ()
2k — 2 .

La solution Ay, ne nous intéresse pas car nous voulons que sa partie réelle soit positive or
K(Dy~+Dy)+tr(J) étant toujours négative, Aa I'est aussi. Nous travaillons donc avec Aq, 1= .
Pour avoir des instabilités dues & la diffusion, nous avons besoin de Re(A;) < 0 pour k =0
et Re(As;) > 0 pour k # 0. Si kK = 0, alors nous revenons au cas sans diffusion et nous avons
les conditions (1.2). Si k # 0, nous aurons Re(A;) > 0 si

((Du + Dy) + tr(J)) + \/ (5(Dy + D) + (1)) — 4h(x) > 0
& (K(Dy + Dy) +tr(J))? > (k(Dy + Dy) + tr(J))? — 4h(r)
< h(k) <0

Etant donné que, par (1.2) car nous voulons un équilibre homogene stable, tr(J) < 0 et
|J| > 0, la seule fagon d’avoir h(k) < 0 est que f,D, + g,D, > 0. Cette inégalité est
nécessaire mais pas suffisante pour garantir que Re(A;) > 0 Vk # 0. Nous aimerions que le
minimum de h(rk) soit négatif. Calculons-le. Tout d’abord, nous dérivons h(x) et annulons la

dérivée pour obtenir ki, qui minimise h(k).

dh(k)

=0
dk
& 2D, Dyk + (quv + gvDu) =0
D D
& R = _JuDv +goDu

2D, D,

Ensuite, nous évaluons h(kmin) qui donne la valeur minimale de h(k).

hmin = h(’{'min) <0

(quv+gvDu)2 f’LLDU +g’UDU

& DyD, — (fuDy + guDy) +1J] <0

4D2D? 2Dy D,
(fuDo +guDu)? — (fuDv + gvDu)? <0
4D, D, 2D, D,
(fuDy + guDu)?
& |J| = 0.
171 iD,D,

Pour résumer, les conditions pour la génération de motifs spatiaux dans un systeme de
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réaction-diffusion & deux especes de la forme (1.1) sont données par

Ju+gv <0,
Jugv — fogu >0,
fuDy + guDy > 0, (1.7)
et

(fuDw + gvDu)? = ADyDy(fugv — fugu) > 0.
1.5 Application a un exemple
Reprenons le systeme Brusselator en y ajoutant des termes de diffusion.

“w = 1—(b+ 1)u+cu2v + Dytge

0 = bu—cuv+ Dyvys.

Avec les nouvelles conditions (1.7), nous avons les inégalités suivantes.

futge<0 = ec>b—1 (1.8)
fugv_fvgu>0 = c>0
D,
fuDy + gDy >0 = c<(b— 1)D— (1.9)
(fuDy + goDu)?* = ADyDy(fugy — fogu) >0 = ((b—1)Dy — cDy)* > 4cDyD,.

Ces inégalités définissent un domaine dans ’espace de parametres (b, ¢), qui s’appelle I’espace

de formation de motifs (ou espace de Turing). Celui-ci est représenté en Figure 1.3 pour
D

différentes valeurs du rapport D—v Nous observons que 'espace se réduit lorsque le rapport
u

diminue, et que celui-ci n’existe plus lorsque le rapport atteint 1. En effet, par (1.8) et (1.9),

D
D—v doit toujours étre strictement supérieur a 1.
u

20



45F
s
35
o 3t
25f
ol
15+ —
4 s s s s ! .
2 25 3 35 4 45 5

D
F1GURE 1.3 — Espace de formation de motifs pour le Brusselator en fonction du rapport D—U
u

: . D ,
Les zones les plus claires correspondent a D_v > 1 et les zones les plus foncées correspondent
u

D,
a — N\ 1.
aDu\

21



22



Chapitre 2

Diffusion sur un réseau

L’objectif de ce chapitre est de transposer la théorie développée dans le chapitre précédent
sur des réseaux. Pour ce faire, nous commencons par poser un cadre théorique en fournissant
quelques rappels et définitions de théorie des graphes. Ensuite, nous décrivons la méthode de
Watts-Strogatz, qui permet de générer les graphes sur lesquels nous travaillons. Nous avons
alors tous les outils nécessaires a la définition d’un systeme de réaction-diffusion sur un réseau.
Nous effectuons une étude similaire a celle du cas continu, afin de trouver des conditions
d’apparition d’instabilités de Turing, en nous basant sur l’article [5]. Dans un premier temps,
nous travaillons avec une matrice de diffusion diagonale et présentons quelques résultats.
Enfin, nous étendons notre recherche au cas d’une matrice de diffusion contenant des termes

non-diagonaux et appliquons une fois encore nos résultats a ’exemple du Brusselator.

2.1 Rappels de théorie des graphes

Dans cette section, nous posons les différentes définitions et notations utiles a la création

et l'utilisation de graphes. Celles-ci sont reprises dans les sources [6] et [7].

Soit un graphe appelé G et possédant N noeuds et M arétes. Les noeuds du graphe sont

notés v; avec i = 1, ..., V.
Définition 2.1.1. Deux noeuds v; et v; incidents a la méme aréte sont dits adjacents.

Définition 2.1.2. Un graphe est dit simple s’il n’existe pas deux arétes reliant les mémes

noeuds, ni de boucle, c’est-a-dire une aréte ayant le méme noeud a chaque extrémité.

Nous travaillons avec des graphes simples et non-orientés, ce qui signifie que si il existe

une aréte entre les noeuds v; et v, alors il existe une aréte entre v; et v;.

Définition 2.1.3. La matrice d’adjacence d’un graphe G est une matrice carrée A de taille

N x N dont I’élément i, j est le nombre d’arétes existant entre le noeud v; et le noeud v;.
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Typiquement, dans le cas d'un réseau non-pondéré, A;; = 1 si il existe un lien entre les
noeuds v; et v; et A;; =0 sinon (i,j = 1,..., N, i # j). Etant donné que dans notre cas, G

est également non-orienté, sa matrice d’adjacence est symétrique.

Définition 2.1.4. Le degré d’un noeud est le nombre d’arétes incidentes a celui-ci. Le degré

du noeud i est noté
N

ki=Y A (i=1,.,N).

j=1

Le degré moyen d’un graphe correspond a la moyenne des degrés de ses noeuds.

Définition 2.1.5. La matrice Laplacienne d’un graphe G est une matrice carrée L de taille

N x N dont l’élément i,j est donné par
Lij = Aij — kz(gz] (Z,] = 1, ...,n),

ot 05 =1 sii=j et d;; =0 sinon.

La matrice Laplacienne d’un graphe simple et non-orienté est symétrique et les sommes
de ses éléments sur les lignes et les colonnes est nulle. Cette matrice correspond en fait a une
approximation du Laplacien en domaine continu V2, d’otl son nom et son utilisation dans
le contexte des réseaux. Elle est parfois définie par L;; = k;d;; — A;j;, ce qui la rend définie
positive et apporte certains avantages lors de son utilisation. Ici, nous gardons la définition
2.1.5. La matrice Laplacienne posseéde toujours une valeur propre nulle (associée au vecteur
propre (1,1,...,1)7). Dans le cas d'un graphe simple, A = 0 est une valeur propre isolée (c’est-
a-dire qu’elle est de multiplicité 1) et les autres valeurs propres sont telles que, avec notre

définition, \; < ... < An; < Any = 0. Les vecteurs propres de L sont orthogonaux.

Définition 2.1.6. Un parcours est une suile vgei1v1€3...6,U, 0U CoU1... SOnt des noeuds et

e1ez... sont des arétes reliant les consécutifs.
Définition 2.1.7. Un chemin est un parcours dont les noeuds sont tous distincts.

Définition 2.1.8. La distance d(v;,vj) entre les noeuds v; et v; d’un graphe est le nombre
d’arétes minimal d’un parcours entre ces deux noeuds. Si un tel parcours n’existe pas, d(vi,vj) =

Q.

Lemme 2.1.1. Le plus court parcours entre deux noeuds v; et vj est un chemin. Nous par-

lerons alors de plus court chemin.

Le nombre de triangles (trois noeuds connectés) dans un graphe est caractérisé par son
coefficient de clustering global. Pour le calculer, il faut utiliser le coefficient de clustering local

de chaque noeud.
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Définition 2.1.9. Le coefficient de clustering local d’un noeud v; est donné par

nombre de triangles contenant le noeud i

Ci= ki(ki — 1)/2

Définition 2.1.10. Le coefficient de clustering global d’un graphe est la moyenne des coeffi-

cients de clustering locauz de ses noeuds.

Définition 2.1.11. Une clique d’un graphe est un ensemble de neuds deux o deux adjacents.

Un exemple de clique se trouve a la Figure 2.1.

FiGUurE 2.1 — Exemple de graphe contenant deux cliques. Les noeuds d’'une méme couleur
appartiennent & la méme clique.

2.2 Création de graphes

Les graphes sur lesquels nous travaillons sont générés par la méthode de Watts-Strogatz.
Cette méthode permet de générer des graphes possédant des propriétés dites de ”petit monde”,
ce qui signifie qu’ils modélisent des réseaux réalistes (tels que des réseaux sociaux). Leurs
particularités sont les suivantes :

— Le plus court chemin entre deux noeuds est faible.

— Le coefficient de clustering du graphe est élevé.
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La procédure de construction d’un graphe par la méthode de Watts-Strogatz est la sui-

vante [9] :

Soit N le nombre de noeuds, 2K le degré moyen (un entier pair) et 5 € [0, 1]

la probabilité de recablement.

1. Créer un treillis circulaire de N noeuds et de degré moyen 2K.
Chaque noeud est connecté a ses K plus proches voisins de chaque
coté.

2. Pour chaque aréte du graphe, recabler cette arréte avec la probabi-

lité 3. L’aréte recablée ne peut étre un duplicata d’une autre aréte

ni créer de boucle.

En fonction du parametre 3, il est donc possible d’obtenir des graphes réguliers (Fi-
gure 2.2a), des graphes intermédiaires (Figure 2.2b) et des graphes aléatoires (Figure 2.2¢).
Ces figures ont été créées avec le logiciel Matlab [8], & l’aide d’un code basé sur le code
WattsStrogatz.m [9], qui génere des graphes par la méthode Watts-Strogatz en fonction des
parametres N, K et (3.

(a) 5= 0 (b) B=05 () B=1

FIGURE 2.2 — Graphes de 20 noeuds, de degré moyen 4 générés par la méthode de Watts-
Strogatz.

Distribution des degrés

Lorsque 8 = 0, nous avons un treillis circulaire parfaitement régulier car aucune aréte n’est
recablée. Le degré de chaque noeud est donc de 2K. Lorsque 8 augmente, la distribution des
degrés se change en une gaussienne centrée sur 2K . Plus § est grand, plus ’écart-type de la
distribution diminue. La distribution des degrés de graphes de 500 noeuds avec K = 25, pour

B # 0 est représentée a la Figure 2.3.
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FiGURE 2.3 — Distribution des degrés pour plusieurs valeurs de 5; N = 500 et K = 25,
source : [9].

Plus court chemin et coefficient de clustering

Tout comme les graphes purement aléatoires générés par la méthode d’Erdés—Rényi [7],
les graphes ”petit monde” présentent un plus court chemin relativement faible. En revanche,
ils possedent un coefficient de clustering plus élevé que ceux-ci, ce qui favorise ’apparition
de cliques. C’est pourquoi ils sont utiles pour modéliser des réseaux ”naturels”. Ala Figure
2.4, nous représentons la comparaison des deux types de graphes du point de vue de ces
deux quantités. Les graphes font tous 500 noeuds et ont un degré moyen de 50. Le coefficient
de clustering global des graphes de Watts-Strogatz est effectivement plus élevé que celui
des graphes d’Erdés—Rényi, jusqu’a 5 = 0.5, a partir duquel les graphes deviennent de plus
en plus aléatoires. Le plus court chemin moyen, bien que plus élevé que celui des graphes
d’Erd6s—Rényi, reste assez faible pour les graphes de Watts-Strogatz.
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FI1GURE 2.4 — Comparaison des caractéristiques des graphes générés par la méthode de Watts-
Strogatz et d’Erdés—Rényi, N = 500, (k) = 50.

2.3 Modélisation du systeme

Le but de cette section est de transposer la théorie du chapitre précédent sur des réseaux.
Tout d’abord, nous avons vu que la forme générale d’un systeme de réaction-diffusion en

domaine continu s’écrivait sous la forme :
Xa = fa(X) + DGVQXQ7 a = 1, ...,]\4—7

ou M est le nombre d’especes, X = (X1, ..., Xar), fa la fonction décrivant les relations entre les
différentes especes et D, la constante de diffusion intervenant dans le systeme. Pour transposer
ces équations pour des especes évoluant sur un réseau, nous introduisons la notation Xj,, qui
représente la concentration de l’espece a sur le noeud ¢ du réseau. La forme générale d’un

systeme de réaction-diffusion de M especes sur un réseau de N noeuds peut donc s’écrire sous
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la forme :
X0 = fa(X5)
N——

réactions entre espéces
sur un méme noeud

diffusion des différentes especes
sur les différents noeuds

ou XL = (X1, ..., Xinr) représente les concentrations des différentes especes sur le noeud i
et Dy est la constante de diffusion de 'espece a influencée par la quantité de b. Dans le
cas d’especes chimiques, la constante de diffusion ne varie pas, le déplacement des agents ne
dépend pas des autres agents. Dans un contexte écologique, il existe une dépendance entre
les diffusions des différentes especes. En effet, la concentration d’une espece en un noeud peut

influencer le fait qu’une autre espece se déplace vers ce noeud ou ait tendance a ’éviter.

De la méme fagon qu’en domaine continu, nous voulons linéariser le systeme pour en

étudier la stabilité. Soit le point fixe caractérisé par

Vi, X7, = X7 tel que fo(X7) = 0.
Il s’agit bien d’un point fixe de tout le systeme (Xm = 0) car les sommes sur les lignes et les
colonnes de la matrice Laplacienne sont nulles. Par conséquent, puisque les concentrations en

chaque noeud sont toutes identiques, > L;; X, = 0 Vb.
J

Les taux de réactions en un noeud dépendent uniquement des concentrations en ce noeud,
par conséquent, ils s’annulent lorsqu’elles sont dérivées par rapport aux concentrations dans
les autres noeuds. La dérivée des termes de réaction se fait de la méme maniere que dans le
systeme sans diffusion, c’est-a-dire que

0 fa(X:)

= 8. 6f“
X, | UoX,

(‘X?*) ‘= I gb-

)

La matrice P est en fait la Jacobienne du systéme sans diffusion et sa contribution au systeme
général peut étre représentée par une matrice 1 ® P, car elle intervient en chaque noeud du

réseau en considération. Le symbole ® désigne le produit de Kroenecker.

Définition 2.3.1. Soit A une matrice mxn et B une matrice pxq, leur produit de Kroenecker

est la matrice blocs de taille mp x nqg définie par

anB e alnB
A® B =

amB ... amnB
Pour ce qui est des termes relatifs a la diffusion, nous supposons ici que nous travaillons
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avec une diffusion linéaire par rapport a la concentration. Lors de la dérivation, nous obtenons

donc :
0
0Xjp

> DoaLirXka| =Y DaaLikGiroa = DapLij.
kd kod

Cette expression peut étre réécrite sous forme matricielle de cette fagon : L& D, ou D est, dans
notre cas, une matrice diagonale de taille n dont les termes sont les constantes de diffusion

des différentes especes. La Jacobienne du systeme général est donc donnée par
J=1Iy®P+L®D.

Cette matrice possédant une structure en blocs, il existe une structure similaire dans sa
décomposition en valeurs et vecteurs propres, que nous allons maintenant calculer. Nous

considérons les vecteurs propres structurés comme
w=vR(q

ol v est un vecteur de dimension N et g un vecteur de dimension M. Soit v un vecteur propre

de la matrice L associé a la valeur propre x, de sorte que
Lv = k.

Soit ¢ un vecteur propre de P 4+ kD associé a la valeur propre A. Alors, nous montrons que w

est un vecteur propre de J associé a la valeur propre A. En effet,

Jw=(1y®P+L®D).(v®q)
=(An®P).(ve®q+(L®D).(vaq)
=1yv® Pqg+ Lv® Dgq
=vQ® Pqg+ rv® Dq
=v®(p+kD)q
=v® A\
= Av®q)

= \w.

La spectre de la matrice J peut donc étre calculé de la facon suivante, en fonction des valeurs

propres de L :

sp(J) = U sp(P + kD). (2.1)
Kk€sp(L)

Puisque nous avons vu que la matrice Laplacienne L possédait une et une seule valeur propre

k = 0, le spectre de J y correspondant est en fait le spectre de P, ce qui signifie que le systéme
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possede toujours au minimum un mode stable.

2.4 Diffusion simple

Supposons que nous disposons d’un réseau dont la matrice Laplacienne est L, de taille N x
N. Nous nous intéressons au cas ou les especes ne peuvent se déplacer que par rapport a leur
propre espece, c¢’est-a-dire le cas ol la matrice D est diagonale. Afin de calculer analytiquement
les conditions sous lesquelles peut apparaitre une instabilité due a la diffusion, nous nous
restreignons a un systeme de deux especes, c’est-a-dire N = 2, avec X7 = u et Xo = v,

fi=1f, fo=g, D11 = Dy, et Dyy = D,,. Le systeme devient alors, pour i =1,..., N,

u; = f(ui;'Ui) + Dy ZLijuja
j

U = g(ui, vi) + Dy ZLU%
j

(2.2)

ou D, et D, sont les constantes de diffusion des deux espeéces. L’étude de la stabilité du
systeme est analogue a I’étude en domaine continu, a ceci prés que nous travaillons avec des
matrices et plus des opérateurs linéaires. Soit un équilibre du systeme, (u},v}) = (u*,v*) tel

que f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0. La matrice P du développement ci-dessus est la Jacobienne du

systeme sans diffusion, soit

af of

p— ou Ov — fu fo
@ @ Ju Gu
ou Ov’/ '«

et la matrice C' est donnée par

D:DuO
0 D,

Les instabilités que nous cherchons a étudier sont induites par la diffusion, ce qui veut dire

que nous voulons que le systeme soit stable sans diffusion, c’est-a-dire que

_of g
fu—au*>07 gu—au*<0,

_of _ Og
fv_av*>07 gv—av*<0

Afin d’identifier les conditions d’apparition d’instabilités, nous calculons analytiquement le
spectre de la Jacobienne du systéme avec diffusion selon la formule donnée dans (2.1). Soit

Kk une valeur propre quelconque de la matrice L, nous calculons les deux valeurs propres de
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P + kD de la maniére suivante :

Ju+ EDy — A fv —0
gu g’l)—‘rl‘ﬁDv_AK/ -
<~ (fu_'_HDu_/\H)(gv"i‘HDv_)\n)_fvgu =0
& N =\ (fu+ go + w(Dy + Dy))
+ fugv - fvgu + /{(quv + gvDu) + H2DuDv =0

D
Afin de déterminer des conditions sur les constantes D, et D,, posons d = —. L’équation
u
devient alors :

A2 — N\, (tr(P) + kDy(d + 1)) 4 |P| + kDy(dfu + gu) + k*D2d =0 (2.3)

Les valeurs propres )., , de P+ kD, associées a la valeur propre x de L sont alors :

Mg, = % (tr(P) 4 kDy(d+1) £ \/Z) (2.4)

ou
A = (tr(P) + kDy(d +1))* — 4 (|P| + kDy(dfy + g0) + £2D2d)

Une instabilité de Turing apparait lorsque, pour une certaine valeur de k, nous avons
Re(Ax) > 0. Il est possible de calculer une valeur critique de k, appelé k., a partir duquel des

instabilités peuvent survenir. Cette valeur critique est caractérisée par
Jk = ke t. . Re(As,) =0 et Re(As) <0 VK < ke

Afin de pouvoir appliquer ce développement & notre exemple, il est intéressant de calculer
le rapport d. correspondant a cette valeur critique. Re(\,) peut étre positif si le coefficient
de A\, est négatif ou si le terme indépendant est négatif dans I’équation caractéristique (2.3).
Puisque tr(P) < 0 par (1.7) et que kD, (d + 1) est toujours négatif, la seule fagon d’avoir
Re(\:) > 0 est que la quantité |P| — kDy(dfy + go) + k*D2d, que nous noterons h(k), soit
négative. Pour ce faire, il faut donc que h,,;, soit négatif. Différencions cette expression par

rapport a k afin d’en déterminer le minimum.

aah(/i) = Dy(dfu + gv) + 2D2d.
K

Alors,
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_ _dfu+gv

min 9D.,d .

et hmzn == ’P| — 4d

La valeur critique de d doit étre celle qui rend hyni, = 0, c’est-a-dire étre racine de d? f3 +

2d(fugv + 2fugv) + g2. Le rapport critique d. est donc donné par

_ fugv — 2fvgu + 2\/fvgu(fvgu - fugv)

de 12

. (2.5)
Le développement et le résultat sont identiques au cas continu.

2.4.1 Application a un exemple
Dispersion de A

Reprenons le systeme de 'exemple Brusselator. Nous gardons le choix de parametres b = 8
et ¢ = 10 qui nous permettent d’avoir un équilibre stable en (1,0.8). Rappelons que pour avoir

des instabilités de Turing, nous devons avoir f, > 0 et g, < 0, ce qui est bien le cas ici car

o <fu ﬁ) _ ( 7 10) (2.6)
Gu  fu -8 —10

L’équilibre est bien stable car les valeurs propres de P sont \; = —1.5 4+ 2.7839 et Ay =
—1.5 —2.7839i (nous avons un foyer stable [10]).

Pour analyser le spectre de la Jacobienne du systeme complet, nous commencgons par
générer un réseau aléatoire qui contient N = 50 noeuds par la méthode de Watts-Strogatz,

avec une probabilité de rattachement de § = 0.5 et un degré moyen de 2K = 4. Nous calculons

D
la valeur critique du rapport D—v, d. vaut 2.9912 par la formule (2.5). Nous fixons le parameétre
u

D, = 1 et nous faisons varier D, de sorte que le rapport d = % prenne les valeurs les va-
leurs suivantes : {1.5,2.9912,7.5}. La relation de dispersion est relf)résentée de facon continue
en calculant la quantité (2.4) pour chaque valeur k € [0, Kymqz] et la dispersion discrete en
affichant la partie réelle de la plus grande valeur propre de J pour chaque k, Re(Xg,,,.). La
courbe continue représente donc les valeurs que peuvent prendre les valeurs propres de J et
la courbe discrete représente les valeurs qu’elles prennent effectivement. Les résultats pour
les trois valeurs de d se trouvent a la Figure 2.5. Tout d’abord, nous remarquons que, peu
importe la valeur de d., le point correspondant a x = 0 est toujours négatif et prend la valeur
de la partie réelle de la plus grande valeur propre de P, a savoir ici —1.5. Nous observons
bien que la valeur d. entraine que I'un des modes est nul et, au-dela de cette valeur, un ou
plusieurs modes peuvent devenir positifs. C’est dans ces cas que nous voyons apparaitre des

instabilités de Turing.
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21 gpeeeeee d=75]

FIGURE 2.5 — Valeur de A\, en fonction de s pour plusieurs valeurs de d. Les traits continus
représentent la relation continue et les points rouges représentent la relation discréte.

Intégration du systeme

Nous intégrons maintenant les équations différentielles avec la méthode Runge Kutta 4
[11], avec pour condition initiale 1’équilibre légeérement perturbé, pour d = 1.5 et d = 7.5. Les
solutions u(t), v(t) sont représentées au cours du temps sur la Figure 2.6. Lorsque d = 1.5,
c’est-a-dire lorsque 1’équilibre reste stable, nous intégrons jusque ¢t = 20. Nous observons que
quand ¢ = 0, les concentrations de u et v sont un peu écartées de leur équilibre mais que
trés rapidement, elles tendent & revenir & I’équilibre. Au contraire, lorsque d = 7.5, nous
pouvons observer I'apparition d’instabilités. En effet, lorsque ¢ augmente, les concentrations
se stabilisent sur d’autres valeurs que celles de 1’équilibre. C’est 1& que nous pouvons voir
apparaitre un motif sur le réseau. Celui formé par 'espece u est représenté a la Figure 2.7.
Lorsque d = 1.5, les concentrations apres intégration sont identiques sur tous les noeuds
et valent 1, tandis que lorsque d = 7.5, les concentrations varient entre environ 1.7 et 2.7.
Remarquons également que lorsque le rapport d augmente, u(t) peut prendre des valeurs de

plus en plus éloignées de sa position d’équilibre, en témoigne la Figure 2.8.

Impact des parameétres de génération du graphe

Le degré moyen du graphe généré ainsi que la probabilité de recablement ont une impor-

tance cruciale dans 'apparition d’instabilité. En effet, ce sont ces valeurs qui déterminent la
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FIGURE 2.6 — Concentration des especes en chaque noeud au fil du temps.
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FIGURE 2.7 — Etat du réseau apres intégration

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

FIGURE 2.8 — Valeurs minimale et maximale de u(¢) au fil du temps en fonction de d.
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FIGURE 2.9 — Influence des différents parametres sur la répartition des modes. En rouge, les
modes instables; en vert, les modes stables. N = 50.

matrice L et par conséquent, la distribution de ses valeurs propres. Il est possible que, pour
certaines valeurs de ces deux parametres, la courbe continue de la dispersion de A\ admette
des valeurs positives, sans pour autant que ces valeurs ne soient effectivement atteintes pour
une ou plusieurs valeurs de . Une représentation des courbes obtenues lorsque 1'on travaille
sur des graphes générés différentes valeurs de K et § pour N = 50, se trouve a la Figure 2.9.
Nous remarquons que plus les parametres K et [ augmentent, plus les valeurs propres de L
ont tendance a ”s’étaler”. C’est pourquoi, lorsque ces deux parametres ont des valeurs élevées,

il est possible qu’aucun mode ne soit instable et donc qu’aucune instabilité n’apparaisse.
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2.5 Diffusion croisée

Nous connaissons désormais les conditions sous lesquelles des instabilités de Turing, in-
duites par l'introduction d’une diffusion simple, peuvent apparaitre. Nous allons maintenant
nous intéresser au cas ou cette diffusion n’est plus simple, c’est-a-dire que la matrice D possede

des éléments non nuls hors diagonale. Le systeme de deux especes est donné par

Uy = f(u“ Ui) + Dy Z Lijuj + Dy Z Lz‘j’Uja

J J
v; = g(ui, Ui) + Dy Z Lijuj + Dy Z Lijvj,
J J

et la matrice D est donc
D D
D — uu uv 7
D’U’LL D’LLU
ot Dyy,) est la constante de diffusion de I'espece u par rapport a l'espece v. Par un calcul
analogue a celui de la section précédente, et en considérant cette fois les termes non-diagonaux
de D, nous pouvons calculer analytiquement le spectre de la Jacobienne du systeme. Soit k

une valeur propre de la matrice Laplacienne L du réseau, nous avons calculons les valeurs

propres de P+ kD :

fu‘i‘/iDuu_An fU+HDuv
Ju + ’{Dvu 9v + '%Duv - >\/£

A2 — N (tr(P) + K tr(D)) + | P|
+K (quvv + goDyu + vavu + guDuv) + /412|D| =0.

=0

Les valeurs propres de P + xC' sont données par

A2, = % (tr(P) + Kk tr(D) + \/Z)

A = (tr(P) + £ tr(D))* — 4 (|P| + & (fuDwo + gvDuu + foDou + guDuw) + &% D)) .

2.5.1 Application a un exemple

Dans notre cas, il n’est pas possible de calculer un seuil critique a partir duquel survient
I'instabilité, comme nous avons pu faire dans la section précédente, car celui-ci serait un
nombre complexe. Nous allons plutot observer le comportement du systéeme pour certaines
valeurs choisies de D, et Dy, lorsque D,, = 1 et que D,, = d.. De cette facon, nous

pouvons voir dans quels cas le fait d’introduire une diffusion ”croisée” déstabilise I’équilibre.
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Les différents cas observés sont repris dans la Table 2.1.

Dy, < —1.1 Dy, € [-1.1,0] Dy, >0
Toutes les courbes continues | Toutes les courbes continues Pas de croisement
se croisent au dessus de 0. se croisent en dessous de 0.
= le systeme = il est possible d’avoir = il est possible d’avoir
est toujours instable, la stabilité ou l'instabilité la stabilité ou l'instabilité
peu importe la en fonction de la valeur de | en fonction de la valeur de
valeur de D,,. Dyw. Dyy.

TABLE 2.1 — Comportement de la dispersion de A selon les valeurs de C

Nous allons étudier un exemple de chaque cas.

Dyy<-11

Fixons, par exemple, D,, = —2 et faisons varier D,,. Les courbes obtenues se coupent
toutes en un point situé au-dessus de 0, ce qui signifie que pour cette valeur de D,,, le
systeme ne sera jamais stable. Les courbes de dispersion ainsi que le réseau apres intégration
se trouvent a Figure 2.10 et nous observons bien l'instabilité lors de I'intégration. Le motif
n’est pas tres marqué, la plupart des noeuds restent a leur concentration initiale et seuls deux

noeuds ont une grande concentration a la fin du processus.

Dy, € [-1.1,0]

Dans le cas ou D, € [—1.1,0], il est possible d’avoir I'instabilité car les courbes continues
de la dispersion de A se coupent en un point sous 0. Nous fixons D,,, = —0.5 et faisons varier
D, afin d’obtenir les courbes de la Figure 2.11. Celles-ci ressemblent fortement au cas de la
diffusion simple et I’état du réseau en fin d’intégration présente un état plutot nuancé sans

structure évidente.

DVUZO

Dans ce dernier cas, nous fixons D,, = 1 et nous faisons varier D,, afin d’obtenir les
courbes de dispersion de la Figure 2.12. Nous remarquons que les courbes ne se coupent plus,
ce qui signifie qu’il est possible d’avoir I'instabilité. Un exemple est également donné, sur
lequel on observe un motif plus régulier que dans les cas précédents (petits groupes de noeuds
abritant la méme concentration). Notons que cet exemple est choisi car il fonctionne bien,
mais il est également possible d’avoir des courbes qui restent croissantes. Dans ce cas, méme
si les valeurs A, n’atteignent pas l’endroit ou la courbe est positive, nous ne pouvons pas
affirmer que nous gardons la stabilité dans tous les cas. En effet, cela dépend de la structure
des graphes comme nous l'avons vu a la Figure 2.9. Un exemple de courbe de ce type se trouve

a la Figure 2.13.
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Fi1GURE 2.10 — Courbes de dispersion de A ainsi que I’état du systeme lorsque Dy, = —2 et
Dy = 3.
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FIGURE 2.11 — Courbes de dispersion de A ainsi que 1’état du systeme lorsque D, = —0.5 et
Dy, =0.
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FI1GURE 2.12 — Courbes de dispersion de A ainsi que ’état du systeme lorsque D,, = 1 et
Dy, = 2.
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FIGURE 2.13 — Exemple de cas ot la courbe continue croise la droite Re(\,) = 0 sans que les
valeurs discretes ne dépassent 0. Ici, Dy, = 5 et Dy, = 1.
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Chapitre 3

Diffusion dépendant des

concentrations

3.1 Réécriture du systeme

Nous avons étudié les cas ou les différentes concentrations sont des constantes. Nous nous
intéressons désormais au cas ou la diffusion dépend des concentrations en chaque noeud. Pour

ce faire, nous introduisons la fonction ¢,(X;) qui caractérise la fagcon dont l'espece a diffuse

en fonction de toutes les especes sur le noeud i. Le systeme s’écrit alors sous la forme

Xia = fa(Xi) + Y Lijpa(X)).
j

Différents choix sont possibles pour les fonctions (.

0
— Si nous choisissons 8% < 0, cela signifie que l'espece X, évite l'espece X} (compor-
b

tement antisocial).
— Si nous choisissons 6% > 0, cela signifie que P'espece X, suit 'espece X, (comporte-

b
ment social).

Tout comme dans les chapitres précédents, nous procédons a la linéarisation du systeme

afin d’en étudier 1’équilibre. Soit le point fixe caractérisé par
Vi, X = X tel que fo(X]) =0.

Ce point fixe est bien un point fixe de tout le systeme (Xm = 0), car, si 'on note )?Z* =

(X, X7), ces vecteurs ayant tous les mémes valeurs Vi, nous pouvons les noter X*. Nous
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avons donc bien que
Xia :fa X* +ZLij(Pa X*)

X +Z iy z ’Lj Soa()?*)

><¢

)+ Z Aijea(X*) =) Aijpa(X7)6;
J
= fa(X) +ZAij (PaX7) = (X))

=0 J ~

=0

Nous dérivons les termes de réaction et de diffusion par rapport aux concentrations comme

dans les chapitres précédents. Pour la réaction, le développement est identique :

0fa(Xi)
0X

Ofa
7oX,

=9

*

(X*) = L gb-

Pour la diffusion,
0pq
0X

0pq
TOX

Zszzs@a Xi) = 0k Lig 5 (Xr)

= Lij == (X))
= abLij'
La Jacobienne du systeme général est alors donnée, comme dans le chapitre précédent, par

J=Iy®P+L&®C

et son spectre se calcule comme

sp(J) = U sp(P + kC).

k€sp(L)

3.2 Application a un exemple

Nous appliquons cette idée a notre exemple du Brusselator. Pour rappel, le systéeme sans

diffusion est donné par

v = g(u,v) = bu — cu’v,

{u = flu,v) =1 — (b+ 1)u+ cu®v
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ce qui signifie que fy, fu > 0 et gy, 9, < 0. Nous pouvons représenter ces relations sur un
schéma, sous forme d’un graphe dont les noeuds sont les deux especes u et v et les relations
entre elles sont données par
— A—B : lorsque l'espece A croit, alors I'espece B croit aussi.
— A—B : lorsque l'espece A croit, alors 'espece B décroit.
sur la Figure 3.1. Voyons ce qu’il se passe si nous introduisons des fonctions de dispersion
dépendant des concentrations en chaque noeud. Nous pouvons écrire ces fonctions sous la
forme suivante
{gou(u, v) = exp(criu) + exp(ciav)
ou(u,v) = exp(ca1u) + exp(cav),

de sorte que

C = gu g‘v _ [ cuexpleniu)  Cr2erp(C12v .
L & corexp(caru)  cazexp(cav)
ou  Ov

De cette facon , en choisissant différentes valeurs pour ci1, ..., 22, nous pouvons modéliser des

comportements social ou antisocial.

Comportement social

Pour modéliser un comportement social, nous devons fixer les parametres c;; sur des
valeurs positives. Puisque nous nous intéressons au systeme avec instabilité, nous choisis-
sons des parametres qui rendent ces instabilités possibles, c’est-a-dire qui rendent les valeurs
propres de (P + kC') positives pour au moins une valeur k. Par exemple, si nous choisissons
ci1 = 1,19 = 1, c91 = 1 et coo = 3, le spectre de (P + kC') admet des valeurs positives
(Figure 3.2a). Les concentrations au fil du temps sont a la Figure 3.2b. Nous remarquons que,
dans le cas d’'un comportement social, les especes ont tendance a se diriger vers les noeuds
ou il y a plus d’individus, toutes especes confondues. C’est pourquoi, nous représentons en
Figure 3.2c, la concentration totale en individus. Le réseau est divisé en différentes zones
de haute concentration et de basse concentration. A titre complémentaire, nous représentons
également a la Figure 3.2d les noeuds pour lesquels la concentration de w est plus élevée que

la concentration de v. Les zones de hautes concentration correspondent a celles ou ’espece u

gu <0

T

fu>0Cu VO gy <0

\_/

fu>0

FIGURE 3.1 — Représentation du systeme Brusselator.

47



se trouve en plus grande quantité que l'espece v. Cela semble logique car nous sommes dans
le cadre d’une diffusion favorisant la sociabilité, les especes vont donc naturellement se diriger

vers les noeuds qui abritent déja une grande concentration d’individus.

Re(\

(a) Valeur de A\, en fonction de . Le trait continu
représente la relation continue et les points rouges
représentent la relation discrete.

(b) Concentration de u en chaque noeud au fil du
temps et état du réseau apres intégration.

) 0..\.. ) o‘.‘
o / ..

[ 0. ..
- l ¥ !
.\Q y .i /

. / W /

(d) Etat du réseau aprés intégration. Les noeuds
jaunes sont ceux ou la concentration de u est plus
élevée que celle de v.

(¢) Etat du réseau apres intégration. Les noeuds
jaunes sont ceux ou la quantité de u + v est la
plus élevée.

FIGURE 3.2 — Réultats d’un comportement social.
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Comportement antisocial

Choisissons maintenant un comportement antisocial, qui modélise le fait d’une espece
s’éloigne automatiquement de I'autre espece. Pour ce faire, nous fixons les parametres cj; =
1, c1o = —0.1, ca1 = —1 et co9 = d. comme calculé dans la section 2.4.1. Les valeurs de ¢y et
co9 sont laissées positives, considérant que les individus d’une méme espece ne s’évitent pas.
La répartition des A, se trouve a la Figure 3.3. Les concentrations de w en chaque noeud au
fil du temps se trouvent a la Figure 3.4, ainsi que 1’état du réseau a la fin de l'intégration.
Ici, nous ne représentons que les zones ou ’espéce u a une concentration supérieure a celle
de v. Cela nous montre que le réseau est divisé en deux zones : d’une part, les individus de
I’espece u et d’autre part, les individus de ’espece v. Cela est cohérent avec le fait que nous
travaillons avec un comportement antisocial : les individus d’une espece donnée ont tendance
a éviter les individus de 'autre espece et vice-versa, ce qui crée deux groupes distincts dans

la répartition sur le réseau.

Re(A

20}

25|

.30 L L L L L

FI1GURE 3.3 — Valeur de A\, en fonction de k. Le trait continu représente la relation continue
et les points rouges représentent la relation discrete.
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FI1GURE 3.4 — Concentration de u en chaque noeud au fil du temps et état du réseau apres
intégration. Les noeuds jaunes sont ceux pour lesquels la concentration de w est supérieure a
la concentration de v. Les noeuds bleus sont ceux ou ce n’est pas le cas.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes posé la question de la formation de motifs sur le
pelage des animaux. En partant de cette problématique, nous avons commencé par étudier la
théorie relative a la formation de motifs en domaine continu. Nous avons défini les instabilités
de Turing et déterminé des conditions sur les parametres qui engendrent de telles instabilités.
Ensuite, nous avons transposé cette théorie et ces résultats au cas des réseaux et nous avons

procédé a des expérimentations.

Dans le premier chapitre, nous avons étudié la formation de motifs dans un modele de
réaction-diffusion, ou la diffusion se fait en domaine continu. Nous avons effectué ’analyse
de la stabilité du systeme de sorte a en retirer des conditions pour 'apparition d’instabilités
de Turing. Ces instabilités surviennent lorsqu’un systéme possede un équilibre qui est stable

pour la partie homogene, mais qui devient instable lorsque I'on ajoute des termes de diffusion.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons utilisé le développement du premier chapitre afin
d’étudier des modeles de réaction-diffusion qui diffusent sur un réseau. Pour ce faire, nous
avons commencé par mettre en place les outils de théorie des graphes nécessaires pour réécrire
le systeme. Ensuite, nous avons effectué ’analyse de la stabilité du systeme afin d’en tirer des
conditions d’apparition des instabilités de Turing lorsque la matrice reprenant les constantes
de diffusion est diagonale. Nous avons également étudié le cas ou cette matrice n’est pas dia-

gonale. Enfin, avons testé ces résultats sur un exemple.

Dans le troisieme et dernier chapitre, nous nous sommes intéressés au cas ou la diffusion
des especes sur le réseau peut dépendre des concentrations sur les noeuds. Pour ce faire, nous
avons une nouvelle fois défini le modele et étudié sa stabilité. Nous avons modélisé deux types

de dynamiques de diffusion et les avons appliqués a un exemple.

Ce mémoire ne se veut pas exhaustif. D’autres themes, points de vue, dynamiques auraient
pu étre abordés. Nous avons décidé de nous concentrer trés peu sur la diffusion en milieu
continu pour nous intéresser plus rapidement aux réseaux. Le nombre d’espéces, la dynamique

du systeme et le réseau sont autant de choix que nous avons faits et qui pourraient tout-a-fait
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étre remis en question. Par exemple, il aurait été possible d’étudier un systeme avec plus de
deux especes. De cette fagon, la courbe de dispersion du spectre du systeme pourrait devenir
plusieurs fois négative puis positive, comme dans larticle [5]. D’autres comportements plus
complexes que le social et I’antisocial auraient également pu étre abordés. D’autres types de
réseaux (plus grands, présentant d’autres propriétés, composés de couches, ...) auraient pu
étre considérés, et bien d’autres choses encore. Le but de notre travail a principalement été de
comprendre et reproduire des résultats déja publiés. Comme dans toute discipline, scientifique
ou non, la recherche ne s’arréte jamais. Chaque nouvelle découverte arrive avec son lot de

questions dont les réponses a leur tour apporteront de nouvelles découvertes.
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