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CHAPITRE O

MOTIVATION

Considérons le probleme d’optimisation suivant

min f(a)

sous z € IR"

(P) =

ou f représente une fonction convexe deux fois différentiable, définie sur IR" et a valeurs
réelles. La méthode de Newton permet de le résoudre en remplacant la fonction par son
développement en série de Taylor, a I'ordre deux, au voisinage d’un point zo de IR". De

cette fagon, le probléme se réécrit
min  f(zo) + V f(z0)" (¢ — @0) + 3(x — 20)"V? f(20)(z — 20)
sous « € IR"

ou de maniére équivalente

min  Vf(zo)Td + 1dTV?f(2o)d
sous d € IR"

Notant sa solution dy, nous déterminons le point z; de I'itération suivante au moyen de la
relation @1 = @o + do. Si la condition d’optimalité, soit V f(z;) = 0, n’est pas satisfaite,
on calculera un second point z, suivant la méme procédure, jusqu’a obtenir finalement,
une suite (z;) répondant au critére de convergence locale. La vitesse de convergence est
quadratique et en cela, cette méthode est performante, donc désirable. Cependant, celle-

ci ne s’applique qu’aux fonctions deux fois différentiables et est, en ce sens, assez restrictive,

Pour généraliser la méthode de Newton au cas non différentiable, nous pouvons envi-

sager plusieurs possibilités :



- remplacer V? f(xq) par un ensemble de matrices appelé matrice hessienne généralisée.

Cette approche est détaillée dans [9].

- trouver un ensemble, noté §? f(z), jouant un réle similaire & celui de la dérivée du

premier ordre généralisée, 0f(zo).

A cet effet, nous introduisons la notion de dérivée directionnelle du second ordre de f au
point zg, soit f (zo; d), comme substitut du terme d7V?f(z¢)d dans le développement de
Taylor de f au point zg. Cette fonction de d n’étant en général ni convexe, ni semi-continue
inférieurement, ne pourra s’exprimer comme fonction d’appui d’un certain ensemble K
convexe, fermé, non vide. Des lors, nous définirons pour tout z}y dans 9f(zo), la dérivée

directionnelle du second ordre de f en (o, xy) dont la racine carrée satisfera ’équation

/S (w0, 255 )(d) = 6°(8°f (w0, 23) | d)

c’est-a-dire constituera, a 'opération de fermeture pres, la fonction d’appui d’un ensemble
K qu’Hiriart-Urruty appellera différentiel second de f en (zo,z}) et notera 9*f(zq, z}).
Considérant alors 'intersection de tous les 82 f(zo, z3)) pour af € 9 f(zo), nous générerons
le différentiel second de f en zg, soit 0%f(zo). Il s’agira d’un ensemble convexe compact,
contenant l'origine et représentant, dans le cas deux fois différentiable, ’ellipsoide de IR",

associé a la matrice hessienne V2 f(z,).

Cette définition du différentiel second de f au point zo pouvant, dans certains cas,
s’avérer difficile a appliquer effectivement, nous introduirons des régles de calcul permet-
tant de dériver ’expression du différentiel second d’une fonction f, construite a partir

d’autres fonctions f; dont les 92 f;(xo) sont plus faciles & calculer.

Nous présenterons ensuite les concepts de dérivée seconde intérieure et extérieure,
obtenues en associant & 92 f (o) deux matrices symétriques semi-définies positives V? f(xq)
et V° f(2q). Celles-ci correspondent, d’une part, a I'unique ellipsoide de volume maximal
centré en 'origine et inclus dans 9~ f(x¢) et, d’autre part, & I'unique ellipsoide de volume
minimal centré en 0 et contenant 8 f(zo). Dans le cas deux fois différentiable, ces matrices

ne sont autres que la matrice hessienne de f au point .

Finalement, nous procéderons & une comparaison entre le différentiel second 9* f(xq)
et la matrice hessienne généralisée au sens de Clarke, soit 82 f(z), ot f représente ici une

fonction convexe, différentiable, dont I'application gradient est localement lipschitzienne.



Notre approche s’effectuera dans un cadre relativement simple puisque nous ne con-
sidérerons que des fonctions convexes définies sur IR et valeurs dans IR. Une généralisation
des résultats se trouve développée dans [3]. On y considére un espace vectoriel général X
et des fonctions convexes & valeurs dans IRU {+oo}. Les idées de base restent cependant

les mémes.

Notre texte est organisé comme suit.

Chapitre I : Dérivées directionnelles du second ordre

1. Quelques rappels concernant le premier ordre
2. Le second ordre

2.1 Définition de f"(zo;d)

2.2 Propriétés

2.3 Développement de Taylor et méthode de Newton

2.4 Dérivée directionnelle du second ordre et fonction d’appui

2.4.1 La notion de fonction d’appui

2.4.2 Propriétés de la forme quadratique d — d¥*'V2f(zq)d dans le cas deux fois
différentiable

2.4.3 Dérivée directionnelle du second ordre et fonction d’appui

A) Comment convexifier y/f"(zo;d) ?

B) Comment rendre y/f"(zq, z}; d) semi-continue inférieurement ?

Chapitre IT : Différentiels seconds

1. Différentiel second de f en (zg, zj)
2. Différentiel second de f en zg
3. Résultats complémentaires et méthode de Newton

3.1 Diftérentiels seconds de deux fonctions comparables dans un voisinage de z

3.2 Développements du second ordre



Chapitre III : Reégles de calcul

1. La multiplication d’une fonction par un nombre réel positif (situé a gauche de la fonc-

tion)
2. La somme de fonctions

3. Le maximum de fonctions

Chapitre IV : Dérivées secondes intérieures et extérieures

1. Propriétés des ellipsoides

2. Dérivées secondes intérieure et extérieure, ou comment approcher 8% f(zo) au moyen

d’ellipsoides

Chapitre V : Relation entre le différentiel second et la matrice hessienne

généralisée d’une fonction convexe C!!

1. Définitions et résultats préliminaires

2. Comparaison entre 97 f(zo) et 8 f(zo).

Annexe



CHAPITRE 1

DERIVEES DIRECTIONNELLES

DU SECOND ORDRE

1 Quelques rappels concernant le premier ordre

Considérons une fonction f convexe définie sur IR" et & valeurs dans IR ainsi qu'un
point zo € IR".
Rappelons qu’on appelle dérivée directionnelle de f au point zy dans la direction d € IR",

le nombre £ Ad) — F(zo)
o o A% To + — J(Zo
f (ﬂ:‘o, d) - /\lhl_‘%l_!_ A
Puisque la fonction est convexe, le quotient

f(zo + Ad) — f(=o)
A

est une fonction croissante en A et nous pouvons écrire

w0;d) = inf LEeFA4) = f(2o)

A>0 A

Lorsque f est différentiable en x, elle peut encore s’exprimer comme
f'(@o3d) = V f(zo)"d

ou V f(wq) désigne le gradient de f au point zo. Par contre, lorsque f n’est plus différentiable

en o, le vecteur gradient n’existe plus et est remplacé par ’ensemble
af(.’l,'o) = {(E* € mn | f(’L) 2 f($0)+ < .’E*,.’E—".'EO = V’C € JR”}

appelé le sous-différentiel de f en .
En dimension 1, il représente I’ensemble des pentes des minorantes affines au graphe de f,

exactes en xg.
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Figure 1

On trouvera en annexe quelques propriétés fondamentales des dérivées directionnelles et

des sous-différentiels.

2 Le second ordre

Lorsque la fonction convexe f : IR" — IR est deux fois différentiable en x4, on peut

écrire son développement de Taylor & I'ordre 2 autour de zo :

Vde R", V>0

f(zo + Ad) = f(zo) + AV f(z0)Td + %Aszvzf(wg)d + o(A?)

ot V2 f(z,) désigne la matrice hessienne de f en .

Ce développement peut encore s’écrire

A"V f(zp)d = ,\I_i%lJr % floudt /\C)i\) —Hew) Vf(zo)"d



Lorsque f n’est pas deux fois différentiable, nous ne pouvons plus considérer la ma-
trice hessienne de la fonction et devons chercher une solution de remplacement dans le
développement ci-dessus. Plusieurs possiblités ont été soulevées dans le chapitre d’intro-
duction et nous avons opté pour le remplacement direct du terme d — d¥V2f(zo)d par la

dérivée directionnelle du second ordre de f en zo dans la direction d.

2.1 Définition

Nous appelons dérivée directionnelle du second ordre de f en zy dans la direction d,

I'une quelconque des deux limites ci-dessous :

2 | f(zo + Ad) — f(z0)

dm 3 o Ead) W
ou
1
Jim ~[f'(zo + Ad; d) — f'(zo; d)] (2)

Un résultat de Jessen (cfr [4]) nous permet en effet d’affirmer que la limite lorsque A — 0%
de la quantité (1) existe si et seulement si elle existe pour (2). Cette limite commune
sera notée f (zo; d). Nous constatons que dans le cas deux fois différentiable, nous retrou-

vons la forme quadratique df'V?f(z¢)d puisque la dérivée directionnelle du premier ordre
f'(@o;d) = V f(z0)Td.

Nous supposerons dorénavant que f  (zo;d) existe et est finie pour tout zo et tout d.
(Ces restrictions pourraient étre levées en considérant la
2 [ f(zo + Ad) — f(20)

. i _ ! .
,\Ii%l+ sup ) 1 f'(zo; d)

dans IR* U {4+o00}. Voir [3]).

= b ’ TR . . . "
Nous examinons a présent les caractéristiques principales de f (zo; d).



2.2 Propriétés de f (xo;d)

Proposition 2.2.1 :

f(20;0) =0 et f'(wo;d) >0V d

Preuve :

La premiere assertion se vérifie immédiatement. Concernant la seconde, nous savons

que

f (-’Eo;d) = ,\lif& i

2 lf(:co tAd) = flza) _ o S(@otpud) - f(wo)]

A u—ot 7

et en utilisant ’hypothése de convexité de la fonction f considérée, nous obtenons

im 2 [f(ﬂfo +Ad) — f(zo) . o F(®o+pd) — f(fCO)l

= am0t A A p>0 I

f"(ﬁ?os d)

ou 'expression

f(zo + Ad) — f(=o) of f(@o + pd) — f(20)

A p>0 o

est positive. u

Proposition 2.2.2 :

f"(zo;+) est positivement homogéne de degré 2
c’est-d-dire ¥ a >0 f"(zo;ad) = o® f*(zo; d)

Preuve :

Par définition,

[ (wojad) = lim 2 [{FetAad) = f(@o) o~ f(2o+ Nad) = f(wo)

A—0t )\ /\ M0t /\!

et en considérant les changements de variable p = o\ et g/ = a)’, nous établissons que



f”(ib‘o' ad) = lim = [af(wo + d) — f(o)

u—ot p H
T af (w0 + p'd) — f(fCO)l
p'—0t I
= Tim 20 [Off(mo + pd) — f(@o) af!(mo;d)]
u—0t p I
= a*f"(zo;d) 1

i " v i V ‘
Nous pouvons cependant regretter qu’en général f (zo;-) ne soit ni convexe, ni semi-

continue inférieurement comme nous le montre I’exemple suivant.

Exemple 1 : Considérons la fonction f: IR? — IR définie par
f(z) = max{0,2? + 22 + 22,} V z = (z1,)

On a que
23 4 22 4 22, <0

est équivalent &

(z;+ 1)+ 22 <1
Des lors, f(z) sera nulle sur le disque D de centre (—1,0) et de rayon 1, et vaudra
z2 + 22 + 21,

ailleurs.

Prenons o = (0,0) et d = (d,dz) et envisageons deux cas :

a) d1 <0:
On a ainsi f(zo + Ad) = f(Ady, Ady) ou (Ady, Ady) appartient au disque D pour A

suffisamment petit.
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Figure 2

Autrement dit, f(zo + Ad) = 0 pour A assez petit et, puisque
f(zo) = f(0) =0

nous obtenons

feod) = lim 2 |{(FotAd) = flzo)

A—0+ )\ /\
L ot pd) — £(zo)
p—0+ i
— lim 2{0—0]=0
= i 30-0=
b) dl 2 0:

Dans ce cas, f(zo + Ad) = f(Ady, Ady) ol (Ady, Mdy) ne se trouve pas dans le disque
D. Ainsi,

F(zo+ Ad) = X2 + 32d2 4 2)d;

10



Figure 3

Par conséquent,

o . 2N 4 N2+ 2)0d, -0
Flogd) = Jim A [ A
i MR A 2dy — O
u—0t ﬂ,
~ lm 2 Nd? + A2d2 + 20d; — 24,
- A—0t /\ /\
= Bt 4 %

Nous aurions encore pu obtenir ce résultat en constatant que
fa(z) ot z? + 22 + 224
constitue une fonction deux fois différentiable. Ainsi,
Vd >0 f(zo;d) = d'V2fy(a0)d

20 dq
= (dy d2)

0 2 dy
= 2(d}+d))
Finalement, nous obtenons pour la dérivée directionnelle du second ordre
0 si dl < 0

fu(mo;d) _
2(d} +d2) sid; >0

11

|



qui ne constitue évidemment pas une fonction convexe en d [cfr A.L8].

Vérifions encore que f" (zo;-) n’est pas semi-continue inférieurement aux points
d = (0,d;) avec dy # 0
Il nous faut donc prouver [cfr A.IL.1] que la propriété suivante est mise en défaut
VA< f(0;(0,d3)) 36>0t.q.||d—d|| <8= )< fo(z0;d)

ce qui peut se réécrire

Vi<2d2 36>0t.q

- 0 sidy <0
de B(d,§) = A<

2(d? + d2) sidy >0

ot B(d,§) représente la boule ouverte de centre d et de rayon §.

Représentons géométriquement f (zo;d) :

?"(xo;d) g demi

0

%)

8(d,d)
dy

Figure 4

Nous constatons alors qu’il nous suffit de prendre d = (dy, d;) avec dy < 0. Ainsi,

VA<2d? 36>0t.q.de B(d,§)% ) <0

12



Nous pouvons, a présent, nous pencher sur I’étude de deux cas particuliers pour lesquels

f"(x0;+) est convexe.

Proposition 2.2.3 : [Le cas polyédral]

Soit la fonction polyédrale définie par
(o) = pmax fase +b)

Nous avons que f (zo;d) =0 Vd € IR"
Preuve :

En vertu de (1), il nous suffit de démontrer que

f(zo+ Ad) — f(zo)
A

Considérons alors la fonction ¢ définie sur IRt et & valeurs dans IR t.q.
@(A) = f(zo0 + Ad)

et montrons que :
¢(A) — ¢(0)
A

ol ¢/, (0) désigne la dérivée a droite de ¢ au point 0. La theése s’en suivra.

d>0tqg. VA< A (,0;_(0) =

Puisque ¢ est polyédrale, elle possede un nombre fini de points de non différentiabilité ou,

d’une maniere équivalente, son épigraphe contient un nombre fini de points extrémaux.

Pr)

Vv

Figure 5
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Choisissons alors pour Ag, le premier point de non différentiabilité strictement positif. Deés

lors, f”(2zo;d) = 0 et f"(zo;-) constitue bien une fonction convexe. m

Proposition 2.2.4 : [Le cas différentiable]

. . . . " .
Lorsque la fonction considérée est différentiable, [ (xo;-) est convexe et continue.
Preuve :

Nous savons que

n ' . 2 f To + )\d — f Zr ’
f (2o d) = lim + [ (2 A) (20) —f(fﬂo;d)]
et, dans le cas envisagé, nous avons que
" . 2| f(zo+ Ad) —
f (o) = i [t 2D =IE) _ g pyr]

oit Vf(z0)Td est linéaire en d et

f(@o+ ) = f(=0)
A

constitue une fonction convexe.

En effet, en utilisant la convexité de la fonction f, nous avons V u € [0,1]

f(@o + Apdy + (1 — p)da]) — (o)

A
_ fls(mo+ Ady) + (1 = p) (w0 + Ada)] — pf(20) — (1 — p) f(20)
A
(@0 + M) + (1= 1) f (@0 + M) — i (20) — (1= 1) f(20)
- A
_ ’u[f(ﬂ?o t+2di) = flzo)] (1- #)[f(mo + Ady) — f(20)]
A A
Comme la limite de fonctions convexes reste convexe, nous obtenons la premiéere partie du
résultat.
La continuité de f" (zo;-) s’établit facilement grace au corollaire A.1.13. o

14



2.3 Développement de Taylor et méthode de Newton

Gréce a la dérivée directionnelle du second ordre, nous pouvons généraliser le développe-
ment de Taylor de la fonction f au cas non différentiable.

Nous obtenons ainsi par construction,
]_ "
VYA>0 f(2o+ Ad) = f(z0) + A (z0;d) + §A2f (zo;d) + 0(A?)

Deés lors, le probleme d’optimisation (P) exposé dans le chapitre 0 se réécrit

min  f'(z;d) + L f"(z0; d)
(Q) = ’ i
sous d € IR"

lorsque zy est pris comme point de départ.

La résolution du probleme (€)) nous donne la direction dy et le point de ”itération suivante

est déterminé par

r1 = 2o+ do

Cette fagon de procéder présente cependant quelques inconvénients comme la possibilité

de non-convergence de la méthode. Examinons ainsi I'exemple suivant.
Soit f(z) = max{}(z —1)%, 1(z + 1)}.

Prenons z¢ > 0 et représentons géométriquement la fonction ci-dessus

h
jm A F00) )

2 2 2 (x-2
-é-(xm) 2 )

I'igure 6

15



Pour obtenir le point z; de I'itération suivante, nous considérons I’approximation quadra-
tique £(z + 1)® de f. Celle-ci donne & zy la valeur —1. Nous répétons le processus et
obtenons successivement z3 = 1,23 = —1,z4 = 1,--+,2F = (=1)*,-++, soit une suite de

points oscillant entre —1 et 1. m

Un autre désavantage lié & cette méthode provient du fait que la fonction f”(z¢;-) n’est
en général pas convexe, conne nous ’avons souligné précédemment. Dés lors, le probleme
(@) devient difficile & résoudre ...

2.4 Dérivée directionnelle du second ordre et fonction d’appui

2.4.1 La notion de fonction d’appui

Soit un ensemble K convexe non vide inclus dans IR".
Nous rappelons que la fonction indicatrice de K, notée §(K|-) est une fonction convexe
propre [cfr A.L7] de IR" dans IR définie par

size K
§(K|) =

+o00 sinon

Elle constitue, en outre, une fonction semi-continue inférieurement lorsque K est fermé [cfr
4].
Considérons alors la conjuguée [cfr A.ITI.1] de I'indicatrice.

Nous obtenons ainsi la fonction §*(K|-) t.q.

Vye R §(Kly)= sup {<y,z>—-§K]|z)}
wEJRn
c’est-a-dire

8" (Kly) =sup <y,z>
zeK

Cette fonction définie sur IR"™ et & valeurs dans IR porte le nom de fonction d’appui (ou
support) de . Nous pouvons en donner une interprétation géométrique.

Nous savons que les vecteurs z; et z, de IR", représentés ci-dessous, donnent le méme
produit scalaire avec y. Des lors, en supposant que ||y|| = 1,8*(K|y) correspond & la

longueur du segment 07" ou encore, §*(K|y) =< y,z* >.

16



Figure 7

Nous avons immédiatement que,
K convexe fermé non vide
= §*(K|-) convexe, propre, semi-continue inférieurement, positivement

homogéne de degré 1.

Nous énongons & présent, un important théoréme de Rockafellar (voir [8, proposition
13.2.1)).

Théoréme 2.4.1.1 :

Soit g, une fonction convexe, propre semi-continue inférieurement, positivement ho-
mogéne de degré 1.
Alors g est la fonction d’appui d’un convexe fermé, non vide K inclus dans IR".

De plus, K = {z* € IR"| < z*,d >< g(d) V d e R"}.

1T



2.4.2 Propriétés de la forme quadratique d — dTV?f(xp)d dans le cas deux

fois différentiable

Nous savons que la matrice hessienne de f au point o, soit VZf(zg), est symétrique

et semi-définie positive. On peut dés lors lui associer un ellipsoide [cfr A. VII]
E = [V f(x0)]*(B)
c’est-a-dire
E={ [V*f(z0))7 b| b€ B}

B désignant la boule unité fermée.

Dans le cas oit V2 f(zo) est définie positive, donc inversible, on a aussi
E={yelR" |y [Vf(z0)] 'y < 1}

En effet, nous prouvons le résultat plus général suivant.

Proposition 2.4.2.1 :

Si A est symétrique, inversible
Alors A%(F) ={y|yTAly <1}

Démonstration :

Envisageons I'inclusion dans les deux sens.
1 hY

Prenons y = A%z ou ||z|| < 1.

Nous avons alors, griace au caractére symétrique de A,
1 1
yTAly = 2TA3A 'Az2
s il s 2
= zga=|lz*£1

Considérons maintenant un élément y t.q. y? A1y < 1

Nous cherchons donc a vérifier que

Jztuq. ||z]| S lety = A7z

18



Prenons alors z = A‘%y :
Nous obtenons ainsi
12117 = [|A~3y||? = yTA-E A5y

—= yTA--lySl

Nous établissons, & présent, le lien entre la forme quadratique d — d¥V2f(z,)d et la

fonction d’appui de lellipsoide E.

Proposition 2.4.2.2 :

Vd /dTV2f(zo)d = sup < e,d>
e€l

Démonstration :

Puisque E = [sz(mo)]%(ﬁ), nous avons
Vd sup <e,d> = sup < [V2f(xo)]2b,d >
cEl llell<1

= sup d7[V2f(xo)]3b

liBl]<1

Comme le produit scalaire de deux vecteurs vaut le produit de leur norme par le cosinus

de ’angle entre ces deux vecteurs, nous obtenons pour le vecteur b optimal,

B
’ [74400] "l

Hignrerd
O L 1)) LI P (G L
I (V2f (o) | JV2f(z0)d



sup < e,d > = dT[V? f(20)]2 [V f(20)]2d
c€B ATV f (wo)d

= \JITVf(z0)d

2.4.3 Dérivée directionnelle du second ordre et fonction d’appui

Nous souhaitons obtenir une propriété analogue a la proposition 2.4.2.2. dans le
cas ot dTV?f(zo)d est remplacé par f"(zo;d) (f n’étant pas nécessairement deux fois
différentiable). Pour ce faire, nous allons tenter d’appliquer le théoréme de Rockafellar
dont I’énoncé est repris sous le nom de théoréme 2.4.1.1.

Nous voulons exprimer +/f"(zo; d) comme fonction d’appui d’un certain ensemble K con-
vexe, fermé et non vide. Mais si 1/ f"(zo; d) est bien positivement homogéne et propre, elle
n’est en général ni convexe, ni semi-continue inférieurement.

D’ou les questions suivantes :

A) Comment convexifier /f"(xg;d) ?

Par définition, nous avons

A—0t

fzo+ A) — f(=o)
A

est

ou f'(zo;+) constitue une fonction convexe [voir A.IV.2] et
également convexe (puisque f Pest).
Comme la différence de deux fonctions convexes n’est pas nécessairement convexe,
nous allons chercher & linéariser f'(z¢;-). Nous savons [cfr A.IV.5] que
Flagd)= sup < zd>= 6(0f(zo)ld)
2€3(zo)
ou df(zo), sous-différentiel de f en g, est un ensemble convexe, fermé, borné, non

vide [voir A.IV.1].
Soit «* un point de df(zo) satisfaisant f'(zq;d) =< 2*,d >. Un tel point existe

toujours puisque df(zp) est compact.
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Inversément, nous nous posons la question de connaitre {d | f'(zo;d) =< a§,d >}
pour z3 fixé dans 0f(zo).

Dans le cas ol zf € intérieur de df(xo), seule la direction nulle convient.

Si zj, € frontiere de df(zo), I’ensemble des directions répondant a la question est le
cone normal [cfr A.V.1] N(0f(zo),x})

Figure 10
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Ainsi, f'(wxo;-) est linéaire sur N(0f (o), zg) et I'on peut définir pour chaque

g € 0f(x0)

[ (2o, 25;d) = < sid e N(d(xo),zk)
400 sinon

En attribuant le nom de paire associée & tout couple (zj,d) de IR" x IR" t.q.
d € N(0f(zo),xg), on obtient encore

F(zo;d) si (x3;d) est une paire associée

f”(mﬂa 5’33; d) =

+00 sinon

’ . . n
Nous présentons ci-dessous quelques propriétés de f (zo,zg; ).

Proposition 2.4.3.1 :

a) Sizh € intérieur de df(zo), alors f (zo,z8;+) = 6(0]")
b) Lorsque f est différentiable au point zo, f (2o, V f(20);*) = f (0 ")

Démonstration :

a) Quand z§ € intérieur de df(zg), seul le couple (zg,0) constitue une paire

associée. Comme f"(z0;0) =0,
., 0 sid=20
[ (o, 25 d) =

400 sinon

b) Puisque f est différentiable au point zq, le sous-différentiel 9f(xo) se réduit au

gradient V f(zo) [cfr A.IV.4]. Dés lors, le céne normal en z
N(8f(zo),5) = {d] ¥ 2° € 0f(z0) = {Vf(z0)} 02< dya" — Vf(s0) >}
autrement dit, le couple (23, d) est une paire associée quelque soit la direction

d envisagée. u
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Proposition 2.4.3.2 :

a) f(wo,5;") = f“(:ﬂo; )+ 6(N(9f (o), z5)|)
b) f(zo,25;0) =0
c) f"(zo,25;d) >0 Vd

Démonstration :

a) Il suffit d’envisager séparément les deux cas suivants :
d € N(9f(wo),p) et d & N(Of (o), xp)

b) preuve immédiate puisque (zj,0) est une paire associée [voir proposition 2.2.1].

c) Ce résultat provient du fait que f"(zo;d) est déja positive V d. =

Proposition 2.4.3.3 :

F" (2o, 2%;.) est convexe et positivement homogéne de degré 2.

Démonstration :

"

Attachons-nous tout d’abord & démontrer la convexité de [ (zo, ;).
En vertu de la proposition A.L9., il nous suffit de prouver que f" (z,z%;.) est propre,

que son domaine [cfr A.L.6.] est convexe, et que

Y dy,dy € dom f"(zo,25;.), ¥ p €[0,1]:

r

£ (wo, al; pdy + (1 — p)da) < pf (o, a85dr) + (1 — )

(%0, 23 d2)

Le caractere propre de f'(zo,2%;.) s"établit immédiatement puisque cette fonction
est positive et de valeur nulle en 0. Quant a la convexité du domaine, elle s’obtient
tout aussi facilement en constatant que ce domaine correspond au coéne normal
N(Of(zo), 7).

De plus, quand d € N(9f(z0), 2}),

I (o; d) =< x5, d >

de sorte que

" . BT 2 f($O+A)_f($O)
[ (zo,25;5.) = )\IH(% 3 |

— &L By >
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f(ﬂ’o + /\') = f(ﬂfo)

Puisque est convexe [cfr preuve de la proposition 2.2.4.],

" . . . . .
f (2o, ; .) le devient aussi comme limite de fonctions convexes.

Par ailleurs, puisque f"(2o;.) est positivement homogene de degré 2, la thése suit. m

Rassemblant toutes les caractéristiques de f "(:cg, xy; d) nécessaires a 'application
du théoreme de Rockafellar, nous observons que /f"(zg,z};d) est bien convexe,
propre, positivement homogene de degré un mais non nécessairement semi-continue
inférieurement. En effet, reprenons I'exemple 1 avec 2o = (0,0) et z§ = (0,0). Le

dernier point est bien un élément de 0f(zo) puisque

f(z) > f(0)+ <0,z > VazeR".

Nous savons que le couple (z},d) constitue une paire associée si
d € N(0f(z0),z3)

c’est-a-dire si
Flanyd) =< d5,d >
Or, pour d = (d1,d2),
0 sidi <0

f'(z0;d) =
2d1 si dl >0

done, (zg,d) = (0,d) sera paire associée pour d; < 0.

Dés lors,
0 sid; <0
Vd=(di,d) f'(zo,a8;5d) =1 242 sidy =0
| 400 sidy >0

puisque

0 sidy <0
f (‘T"U?;d) =
2(d? 4 d2) sidy >0

Ainsi que nous I’affirme la proposition A.1.12., f"(zo,z%;-) est continue, done semi-

continue inférieurement, sur I'intérieur de N(0f(zg), ;) mais, comme observé précé-
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demment pour f (zo;d), le caractére semi-continu inférieurement est mis en défaut

sur la frontiére du céne normal. m

B) Comment rendre {/f"(xp,x};d) semi-continue inférieurement ?

Nous rappelons que la fermeture d’une fonction convexe g : IR" — IRU {+oc0}
est la plus grande fonction semi-continue inférieurement qui minore g. On la note
cg.

D’un point de vue géométrique, ¢l g est la fonction dont Pépigraphe est epi g.

Nous illustrons cette propriété au moyen de ’exemple suivant.

Soit une fonction g : IR — IRU {400} t.q.

0 siz>0
g(x) =
+oo siz <0

Figure 11

Nous avons
eptg = {(z,a) € R" x IR|g(z) <a}
= IR % R,
et epig = IRt x IR*

Nous considérons a présent ¢l g : IR — IRU {+o0o} et obtenons
0 siz >0

cl g(z) =
400 siz <0
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avec epi cl g(z) = IR x IR*. n

Proposition 2.4.3.4 :

La fermeture d’une fonction conveze, positive, positivement homogene est conveze,

positive, positivement homegéne et semi-continue inférieurement.

Démonstration :

Grace aux propositions A.IL6 et A.IL.4, il ne nous reste plus qu’a prouver les ca-

racteres positif et positivement homogene de ¢l f olt f désigne une fonction convexe,

positive et positivement homogene de IR" dans f3.

a) f20=edfa20:
En effet,
f20 & epi(f)C R x R
& epi(cd f) =epi(f) CIR" x R" = R" x R*
& d(f)20

b) f positivement homogeéne = cl(f) positivement homogene :

De fait, par la proposition A.IL.7, nous avons V o > 0

c flaz) = lim inf f(y)

y—ar

= liminf f(az)

Z—T

= li_rginf af(z)

Pour cloturer la preuve, il nous suffit donc de montrer que nous pouvons per-
muter le scalaire « avec la limite inférieure.

Nous savons (cfr [8]) que

liminfaf(z) = lim ¢(e) = sup ¢(e)

3 e—0+ £>0
ol
o(e) =inf{af(z) ||z — 2| < €}
Puisque le scalaire o peut “sortir” de l'infimum et du supremum, le résultat

annoncé est maintenant prouvé. "
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Dés lors, ¢l 1/ f"(xo,z};.)(d) satisfait les hypotheéses du théoréme de Rockafellar et
constitue donc la fonction d’appui d’un ensemble convexe, fermé, non vide, que nous
noterons 92 f(zo, y).
Ainsi, nous avons

e \/f"(zo, x8;.)(d) = (0" f (o, 25)|d) (3)
Pour la commodité de ’écriture, nous admettrons dorénavant, ’abus de notation

suivant

cl \/f" (2o, 25; . )(d) = el \/ f" (20, 25; d)
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CHAPITRE 11

DIFFERENTIELS SECONDS

1 Différentiel second de f en (xo,x})

Nous savons déja, en vertu du théoréeme 1.2.4.1.1 et de 1’égalité (3), que

0 (w0,23) = {a3* € " | <ai,d >< ol /(w00 d) Vde B} (4)

Cet ensemble portera le nom de différentiel second de la fonction f en (zo, z3).

Nous pouvons en donner une définition équivalente :
0 f(o,27) = {a5" € R | < ag*,d ><\/f"(z0,253d) V d € IR} (5)

En effet, le sens (4) = (5) est immédiat par application «ea la propriété A.IL.6. D’autre
part, par définition de la fermeture [cfr AIL3.],

cl \/ (o, 28;d) = sup F(d)
F affine

F<r/ 1" (z0,235)

Or, < a3*,. > est une fonction affine minorant \/f"(zo, 2§, .) et donc,

<zf,.><  sup F() =cl\/f"(z0,28 d)
F affine

FS\/f”(:r:o,xg;.)

Proposition 1.1 :

02 f(zo, x}) = IR"™ lorsque o € intérieur de O f(xo).
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Démonstration :

Quand z € intérieur de 0f(xo), le céne normal & df(zg) au point zf se réduit a la

direction nulle. Des lors,

Y . 0 sid=10
f ($07$0; d) =
+00 sinon
et le résultat annoncé est ainsi prouvé, étant donné (5). o

Proposition 1.2 :

3 f(zo, ) est un ensemble convexe, fermé, contenant le céne tangent T(0f(zo),xy) @

df(xo) au point x;.

Démonstration :

Notons que les caractéres convexe et fermé de 9° f(zo, zj) sont implicitement réalisés
par définition (0?f(zo,2}) = K dans le théoréeme 1.2.4.1.1). Nous n’en faisons ici que la
vérification.

Prouver la convexité du différentiel du second ordre revient a considérer deux points

ay* et y3* € 8% f(zo,xy) et & vérifier que
Ve [0,1] Az + (1 - N € 0 (w0, )

c’est-a-dire
VAe[0,1] <Azg*+ (1 =Ny, d ><+/f"(z0,28;d) Vd
Ceci s’obtient par la propriété de linéarité du produit scalaire.
Etablissons a présent, le caractere fermé de 9% f(zq, z;). Pour ce faire, prenons une suite de
points (zX*),, dans 9% f(zg, z}), convergente vers un élément z** et montrons que ce dernier

appartient & 9% f(zo, xy). Autrement dit, vérifions que

<z, d>< /[ (zo,x8;d) YV d
<z, d></f"(zo,28;d) Vd

<z g, d>=<z;—2",d>+<z™,d>

Or,

et
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Dés lors, par continuité du produit scalaire,

0+ < z™,d >

< f'(zo,zh;d) YV d

< lim (2 —2*),d >+ <2™,d >

n—00

Montrons finalement que
T(9f(wo), z5) S 0* f (o, )

Nous avons

cl /[ (o, 25;.) 2 6(N(9f (o), 25) | ) (6)
et
§(N(0f(o)s20) |.) = & (T(9f(o),5) 1) (7)
= sup < LT >

2€T (8 f(z0)xf)
En effet, (6) s’obtient en séparant les cas :
(i) Si d € N(3f(zp),x5) c'est-a-dire (x§,d) constitue une paire associée. Dans cette
éventualité, le membre de droite de 'inégalité s’annule et le membre de gauche est

positif.
(ii) Sid € N(0f(zo), ), chacun des deux membres de I'inégalité prend une valeur infinie.
Nous établissons 1’égalité (7) en procédant de la méme fagon :
(i) Side N(9f(zo),x}), alors
VzeT(0f(xo),zg5) <dyz><0

puisque T'(0f(zo),z§)” = N(9f(z0),x§) V 2§ € 0f(xo) [cfr A.V.2]
Or, 0 € N(0f(wo),3), donc
sup < o, 5 =]
z€T (8 f(z0),x§)
(ii) Sid ¢ N(0f(xo),xp) cest-a-dire si d & T(0f(xo),x})~, alors Iz* € T(9f(z0), xp) tel
que < d,z* > >0,
Mais si * appartient au cone tangent, Az* y appartient également pour tout A > 0.
Des lors,

sup < d,Az" > < sup & o, B
A>0 I.'ET(Bf(z'o),.?;a)

ou encore

supA < d,z* > < sup £ ol 5 5
A>0 z€T(8f(w0),x5)
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Nous concluons au moyen de la proposition A.VIIL.1 appliquée aux deux convexes fermés

suivants :

azf(:CO?x;) et T(af(mo),fﬂa)

Penchons-nous & nouveau sur ’exemple 1 afin de constater que 0% f(zo,z}) n'est pas
nécessairement, borné.
Puisque, pour xp = (0,0) et 25 = (0,0),
0 sidy <0
f(zo,2g5d) = 242 sidy =0

+oo sid; >0

nous obtenons

0 Sid1<0

0 f(zo,z5) = {25" | <ag"d><{ \J2d? sidy =0 }

+oo sidy >0
.
Les deux premiéres conditions peuvent se réécrire

eidy < (2l V4 (9)

Wk (kK kK
avee 3= (28F, £53).

Nous observons alors que (8) implique
gy = 0et g, =0

(considérer respectivement dy = 0 puis, d; de trés grande valeur).
Ainsi, (9) est toujours vérifiée.

Finalement, nous pouvons identifier 9 f(zg, ) &
{zo" [ 251 = 0 et ag; =0}

c’est-a-dire 9% f (2o, x3) = IR" x {0} qui n’est évidemment pas borné. n
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2 Différentiel second de f en xg

Nous définirons le différentiel second de f en xo par

52f(330) = ﬂ 32f(m0, ) (10)
x5 €8f(x0)
En fait, puisque 82 f(zq, z}j) vaut I’espace tout entier lorsque z se trouve dans I'intérieur de
df(zq), seuls les = de la frontiere de 0f(zo) joueront un réle significatif dans la définition
donnée ci-dessus.
Nous pourrions également, restreindre I’ensemble sur lequel porte I'intersection en ne con-
sidérant que les points extrémaux de 9 f(zo).

En effet, il suffit de démontrer I’inclusion non triviale

N 3 f (o, 25) C 0% f(w0)

zJ€ Extr 8 f(zo)

Puisque df(zq) est I’enveloppe convexe de ses points extrémaux, tout élément z¥ de cet
q pp ) 0

ensemble pourra s’exprimer comme combinaison convexe des points extrémaux !, - -, x3*,
Ainsi,
* *1
1=1
avec

k
Za,-zletai>0Vi
i=1

Considérons maintenant d € N(9f(zo), z) de sorte que

k
2 Bhd e Z bty <iig ik 2= Fll#ni d)

i=1

Comme =¥ € 8f(z0) V i, nous obtenons [cfr A.IV.3)
<ay,d>= f(zo;d) Vi

ce qui signifie que o € N(9f(zo),z8) V 1.

Par conséquent, nous avons prouvé que
N(0f (o), 25) © N(9f(wo),z5') Vi

Des lors,

'

f(zorzy.) = f (o 255.) Vi
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ce qui implique par (5) que
8 f (w0, x3) 2 8 f(zo,z5) V4

L’inclusion annoncée est ainsi démontrée. |

Nous pouvons donner du différentiel second de f en zy une définition équivalente.

Proposition 2.1 :

?f(xg) = {a* € R"| <z*,d></f"(z0;d) V d}

Démonstration :

Par les définitions (10) et (5), nous savons que z}* € 9% f(z,) si et seulement si

< **}d >< : f 1" : *;d V d
o5, d>< _inf \/F (ao,25d)

D’autre part,

inf \/f"(z0, 28 d) = \/f" (w0 d)

zg €0 f(z0)

de telle sorte que

zg € 0 f(zo) & <apt,d><\/f'(z0;d) Vd

Nous prouvons a présent quelques propriétés fondamentales du différentiel second de f

en o.

Proposition 2.2 :

0% f(zo) est un ensemble convexe, compact, contenant ’origine.

Démonstration :

* %k

Considérons deux éléments de 9% f(x), soient z3* et yg5*.

Nous désirons prouver que Azg* + (1 — N)yg* € 8*f(xp), c’est-a-dire que
Voah € 0f(zo) Aaf®+ (1= Nys* € 8 f(zg, )
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Or, V5 € 0f(zo)
zg" et yg* € 0 f(wo, 5)

D’otli, par convexité de ce dernier ensemble [cfr proposition 1.2], la premiere partie du
résultat est obtenue.

Montrons & présent le caractére compact de 92 f(zo).

Il s’agit tout d’abord d’un ensemble fermé puisque défini par une intersection de fermés.
Prouvons maintenant que 9*f(zo) est borné. Prenons pour cela z§* dans 8 f(z,), nous

avons alors

[lzg*]] = sup <ap*,d>
lld]l=1

< sup /f"(20;d)
lldll=1

par la proposition 2.1.
D’autre part, au moyen de (2), nous pouvons écrire
Ve>0 dlg > 0 tel que

£ (203 d) - Aiu[f’(:co + dod; d) — f(zo; d)]| < €

c’est-a-dire

17" (203 )] < &+ 1 (20 + dods d)] + -1/ (205 )
0 0

Or, par la proposition A.IV.5 et le caractére borné de 9 f(zy), nous avons

"(z0;d) = < ap,d>
Flesd) = mpg, <=
< Kld|=K
De méme, nous obtenons
(2o + Xod;d) = max < Wy

23 €8 (w04 Aod)
< I{1 ”d” = I(l

Consécutivement,

1 (o3 d)] < e + %O(IKI 1K)

et ainsi 9% f(zo) devient borné.
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Prouver que Porigine est un élément de 9° f(zo) ne pose aucune difficulté puisque

V zh € 8f(xo) 0 € 02f(x0, ). "

Proposition 2.3 :

La fonction d’appui du différentiel second de f en zy est la biconjuguée de 1/ f"(zo;+).

Démonstration :

Montrons tout d’abord le résultat préliminaire suivant.
Sig: IR" — IRU {+00} est une fonction positivement homogene, alors ¢* = 0 sur
dom (g*).
En effet, pour tout A > 0, # 1 et tout y € IR™, nous avons

g (y) = sup {<z,y>—g(z)}
mean

et donc,

Ag*(y) = sup {A <az,y>-Ag(x)}
:cG.an

= sup {<Az,y > —g(\z)}
:I:EIRH

= sup {<zy>—g(2)}
zEan

= 9"(v)
D’ou,
. 0 si y € dom (g*)
9°(y) =
+o00 sinon
Nous pouvons déduire de cette propriété le caractére positivement homogene de la bicon-
juguée de +/ f"(zg; d).
De fait, notant

9(.) = f"(ff?o; 9|

il s’agit bien d’une fonction positivement homogene [voir proposition 1.2.2.2]), nous obtenons
g g

¢g(Az) = sup {<y,dea>—¢g"(y)} = sup <y, Az >
velR" yedom (g*)
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et

Ag™(z) = sup {<y,Az>—-Ag"(y)} = sup <y, Az >
velR" yedom (g*)

Par ailleurs, nous savons, grace a la proposition A.II1.2, que (1/f"(zo;.))** constitue une
fonction convexe, propre, semi-continue inférieurement.

Des lors, nous pouvons appliquer le théoreme 1.2.4.1.1 afin de déduire que

K={z e R*| <z*,d><(\/f (w0;.))™ ¥V d € R}

Ce dernier ensemble n’est autre que 9% f(xo).

En effet, nous pouvons facilement prouver que

{zg* € R" | < 3,d ><+/f"(z0;d) Vde R"} D K
en faisant appel a la propriété suivante :
L fvf [cfr 4]
L’autre inclusion s’établit ensuite, en considérant
<ggthd> < f(ze;)
= (<ag,. > < (VS (@05 )" [cr 4]

Nous pouvons alors conclure au moyen de la proposition A.IlIl.4 puisque < a3*,. > est

convexe, propre, semi-continue inférieurement. "

Proposition 2.4 :

82 f(20) + T(3f (o), 23) C O f(o, ).

L’égalité s’obtient lorsque f (xo;.) est conveze.

Démonstration :

Soit 2** € 9*f(wo) + T(0f(20),z)). Autrement dit, z** = 2}* + z3* avec

2" € 0°f(wo) et 23" € T(0f (wo), x5) = N(0f (o), 25)

o d 3L W (weyd) ¥Vd e RP
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et
< 2%,d >< 6(N(0f (o), z5)|d) V d € IR"

Additionnons maintenant membre & membre ces deux inégalités. Nous obtenons

<od> < P (ord) + 6N F (o), 25)ld)
= /f'(zo,zt;d) Vde IR

c’est-a-dire 2** € 9% f(zo, ) [cfr (5)].
Par ailleurs,

z5" € O(y/ " (w0;.) + 8(N(8, f(w0), %5)l-)(0)
& A f"(zo;3) + §(N(Of(20), 25)|2) = 04+ < 25",z > V =z € R

expression encore équivalente [cfr proposition 1.2.4.3.2.a.] a

<ay,z >< v/ f'(zo,28;2) Ve e R

c’est-a-dire z3* € 0° f(zo, x§).
Ainsi,
0 f (zo, z5) = 0(y/ f"(wo; -) + 6(N (8 f(0),z5)]-)(0)

Ajoutons & présent 'hypothése de convexité de f (zo;.) pour obtenir

0 f(wo, x5) C Oy f"(05.)(0) + O6(N(8f (o), 25)|-)(0) (11)

au moyen de la proposition A.IV.6.a. et A.I.13.

De plus, nous établissons que

f"(#0;)(0) + B6(N (8 (o), z5)(-)(0)

= {zp € R* | \/f"(z0,2) 2 0+ <z}, 2> Vo € R"} (12)
+N(N(9/(w0), 75),0)

par définition du sous-différentiel et du coéne normal.

Finalement, (11) et (12) permettent I'obtention de I'inclusion souhaitée, a savoir,

0 f (o, 25) C 8* f(wo0) + T(Df (20),25)

37



Proposition 2.5 :

Quand f est deux fois différentiable,
0*f(zo) = E = [V2f(20)]"*(B)

Démonstration :

Puisque @2 f(=zq) et l'ellipsoide E sont des parties convexes fermées, nous obtiendrons
la thése en prouvant I’égalité des fonctions d’appui [cfr A.VIIL1].

Nous savons déja, en vertu de sa proposition 2.3, que

60" f(ao)ld) = (v/F (o0 ) V d € IR"

Nous réécrivons alors cette égalité en tenant compte du caractére deux fois différentiable

de f

§"(0" f(=o)|d) = (/d" V2 (wo)d)™

Puisque d — /dTV2f(z)d constitue une fonction convexe, propre et semi-continue

inférieurement [voir proposition 1.2.2.4], nous pouvons déduire [cfr A.ITL.4] que
§* (0% f(zo)|d) = /dTV2f(z0)d) ¥ d € IR
D’autre part, nous avons déja établi [cfr proposition 2.4.2.2] que

sup < e,d >=/dTV2f(zo)d) ¥V d € R"
ecE

Ainsi,

6°(0° f(wo)|d) = &"(E|d)

Nous examinons maintenant quelques exemples .
Le premier reprend la fonction déja considérée dans I'exemple 1.
Soit donc f(z1,22) = max(0,z3 + z3 + 2z,).
Pour 29 = (0,0), nous obtenons, au moyen de la proposition A.IV.6.b., que

df (o) = Co{ |J 0fi(x0)}
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ol
I(zo) = {i = 1,2 fi(xo) = sup fi(wo)}
1<5<2
c’est-a-dire

0f(zo) = Co{ |J 0fi(zo)}

i=1,2

dfi(zo) = {V£1(0,0)} = (0,0)

et
dfa(zo) = {V f2(0,0)} = (2,0)

puisque f; et fy sont des fonctions différentiables.

Dés lors, nous envisageons les trois hypothéses suivantes pour le sous-gradient.

a) 25 = (0,0) 3

Ce cas a déja été étudié et nous recopions le résultat obtenu.

8% f(zo,z}) = R* x {0}

Figure 12

Nous remarquons que dans ce cas précis, nous obtenons I’égalité entre 9° f(zo, x};) et
le céne tangent T'(0f(xo), 25) [voir proposition 1.2].
b) 2% =12,0)

Nous avons établi précédemment que

Y 0 sid;y <0
/ (ﬁo;d) ==
2(df +dj) sidy >0

Par ailleurs, nous avons que
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(z},d) constitue une paire associée < < z5,d >= f'(20; d)
ou encore, grace a la proposition A.IV.7,
< &5‘;, d o= max(Vfl(sr:g)Td, sz(a?o)Td)

c’est-a-dire
2d1 + 0= ma.x(O, le)

Ainsi, (zy,d) sera paire associée pour d; > 0.

Comnsécutivement,
o 2(d?+d3) sidy >0
S (woegd) =4
400 sidy <0
et 4 3
V2(d? +d3) sidy >0
% (o, 23) = {23 < wg*id >< ) /242 sidy =0 ¢ Vda}
| +oo sid, <0 )

Nous réécrivons ces conditions pour a3* = (o1, Zo2)

.'on_dl + $02d2 S \/Qdf + 20?% sl dl >0 \7’ dg

Topdy < \/§|d2| V dy

D (g, 00) =1ag

Prouvons que ce dernier ensemble n’est autre que 'union disjointe
AjUA,

avec
Ay = {25 = (zo1,202) | zo1 < 0 et 2pedy < \/idz}

et
Ag — {(L‘S* - ((601,3)02) I To1 > 0 et ﬂfgl + .'73022 -2 S U}

Considérons premiéerement ’inclusion
82f(3:0, $;) g AluAg

Prenons z3* dans 0% f(zo,z}) et envisageons les deux possibilités suivantes
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10) To1 S 0:
Dans ce cas, z3* appartient & A; et donc & A;UA,.

20) To1 > 0:

Posons alors d; = xg; > 0 et dy = zg;. Nous avons

3731 + 3’32 < ‘/5 V x?n i 33%2
0 < yJad, +23, < V2

Ainsi, z3* € A, et donc & A;UA,.

c’est-a-dire

Démontrons & présent, 'autre inclusion.

Pour ce faire, considérons un élément z}* de A;UA;. Deux cas peuvent alors se

présenter.

10) oy <0
Sous cette condition, nous avons que z¥* € A;. Deés lors, nous trouvons déja
) 0 1 ) ]

que zoady < V2ds.

D’autre part,

V2 d,
V2 |do| = V2 1/

< V2 &+ d2

Cette derniere inégalité étant vraie V dy, le reste V d; > 0.

IA

zo1d + zoads < Toody

IA

20) Tor > 0:
Dans ce cas, nous pouvons affirmer que z2* € A, c’est-A-dire que a2* € v/2B.
) q 0 I 0

Considérons tout d’abord

<ag,d > =zords + 2oady < |[257(| ||

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Dés lors, puisque z2* € v/2B, nous avons que

zo1d1 + woady < V2 Id||

= V2 &+ &2
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Cette inégalité est vérifiée V dy et donc V d; > 0.

Par ailleurs, nous pouvons affirmer que
—V2 <z V2

en utilisant & nouveau I’hypothése z3* € v/2B.
De la, nous déduisons,

zoads < —V2 dy = V2 |dy]
(i1) Sidy >0

Zoady < \/5 dy — \/5 | d2|

L’égalité annoncée se trouve ainsi vérifiée,

Dés lors, nous obtenons la représentation géométrique suivante.

//

e

Figure 13
c) zf = (e,0) avec a €]0,2[ :
Sous cette hypothese, nous obtenons que

(25, d) est une paire associée & < ag,d >= f'(z¢;d) = max(0,2d;)
& ad; =max(0,2d,) YV a €]0,2]

=4 d1:0

Deés lors,

\/2d3 sid; =0
Y dy}

+oo  sidy #0

0 f(zo,75) = {ax*] < 2, d ><
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Nous explicitons la premiére contrainte pour z§* = (o1, Zo2)
Toady < \/ildzl
Nous pouvons ainsi conclure que ’ensemble

8 f(zo, zg) = {z* = (To1,Ta2) | — V2 < gy < \/5}

(0, 1<)

T 7
007,77

fO,-V-T")‘

A4

Figure 14

Consécutivement, nous trouvons au moyen de (10) que

9*f (o) = [0,v/2] x {0}

Exemple 2 : Considérons la fonction polyédrale f : IR" — IR définie par
f(=) = max (aix + b)

Nous savons déja [cfr proposition 1.2.2.3] que f"(zo;d) = 0 V d. Dés lors, pour
xy € Of(xo), nous aurons que f (zq,z5;.) est la fonction indicatrice du cone normal
N(0f(zo),z}). Nous prouvons & présent que 92 f(zg, z) se réduit au coéne tangent

T(9f(2o),z5)-
En effet,

f(mo,25.) = 8(N(3f(z0),28) 1)
= §(T(0f w0y | ) [voir (7)]
et

§*(0*(f(zo,2g) | ) = cly/f"(wo, 285 .)
£ Y (Sondlis) [cfr A.IL6]



Ainsi, nous obtenons grace a la proposition A.VIIL1,

9" f(zo, 25) S T(0f (o), )

[’égalité s’établit finalement au moyen de la proposition 2.4.
Quant au différentiel du second ordre f au point zg, il n’est rien d’autre que le singleton

{0} [cfr proposition 2.1]. m

Exemple 3 : Soient les fonctions fy, f : IR*> — IR définies au moyen des deux égalités

suivantes
filz1,22) = 2} + 229 + 223

fo(z1,22) = 222 + 22 + 22,

Nous posons f = max(f1, f2) et désirons calculer 8?f(zq) au point zo = (0,0).
Puisque f; et f, constituent des formes quadratiques, elles sont deux fois différentiables.

Des lors, la proposition 2.5 affirme que

8 fi(zo) = Er = [V2fi(z0)]'/*(B)
et O fa(o) = By = [V fo(wo)]VA(B)

ou encore [cfr proposition 1.2.4.2.1]

& fi(a0) = {(w,) | (w, ) hi(eol | | <1}
et
& fa(zo) = {(w,0) | (o) [V falwo)] | | <1)
Ml e ah e
P fileo) = {(wo) | 5 + 2 < 1)
P flan) = () | -+ 2 <1)

Par ailleurs, faisant appel & la proposition A.IV.7, nous établissons que
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f'(zo;d) = max_ fi(zo;d)

iEI(z‘o)

avec I(zo) = {i | fi(wo) = f(wo) = 0} = {1,2}.
Donc,
[(zo;d) = max (Vfi(zo)Td,V fa(z)Td)
= max ((2,0)7d,(0,2)7d)
= max (2dy,2d;)
= 2max (di,ds)

Nous avons aussi
[ (woid) = max f;(wo;d)
ol
I(zo;d) = {i€I(zo) | fi(mo;d) = f'(z0;d)}
( {1}  si d; > d,
== {2} si dy > d;

{1,2} si d]_ — d2

Par conséquent, comme

filwo;d) = dT[V?fi(zo)ld
2 0 d]

= ((lldg)
0 4 (lg

= 242 4+ 442
et

fz"(ﬂfo;d) = dT[V2f2($0)]fl
= 4d® 4 2d2

Nous obtenons

45



7% 3d) » *
#'t%0id)

A

7““0 :d) =
?tz“("“ )

Figure 15
Considérant & présent la propriété A.IV.6.b.,

df(xo) = Co{Vfi(zo),V fa(zo}
— CO{(Z,U),(O,Q)}

ce qui nous oblige, pour calculer 9 f(zo, z), z§ € 0f(x0), & distinguer les trois possibilités

suivantes

a) mf =(2,0):
Sous cette hypothese,
d € N(0f(zo),z5) & <uzg,d>= f'(zo,d) = max(2dy,2d,)
=4 2d1 = max(?dl,ng)

& dy>dy
Des lors,
Flamand) < 4 1 D= ileoid) = 2di+ddy sidizdy
:UO,QL'O; —]
+o0 sinon
et

3 f(zo, x5) = {x5*, (zo1, To2) | Tordr + Tozdas < \/2d3 + 4d3
v (dl,dz) avec dl 2 ({2}
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Il est admis que cet ensemble n’est rien d’autre que ellipsoide 9 fi(zq) translaté

dans la direction (—1,1), c’est-a-dire

2
2l

2
0 (20, a5)= {z+a(-1,1) |a 2 0et L + "1—2 <1Vz=(2,2)}

A 4

Figure 16

b) z% = (0,2) :

De fagon tout a fait analogue au cas a), nous obtenons

de N(Bf($o), CES) S dy < dg
" f(zo;d) = f; (z0;d) = 4d? + 2d% sidy < d;
f (3:05:33; d) =

400 sinon
O f(zo,25) = {ag*| < ap*,d >= /4d? + 2d2 V (d1,ds) = d avec dy < dy}

ce qui donne géométriquement,
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Figure 17

¢) z5=(o,2 — @) avec a €]0,2] :
Ici,

d € N(af(mo),.’lfS) =4 O{d]_ + (2 - Of)dz = rna,x(2d1, 2d2)
~ dl = dg

Par conséquent,

O f(zo,z5) = {zg*| < 25*,d >< \/6d} ¥V (di,d3) = d avec dy = d;}

Cette condition sur z§* = (¢, z02) peut encore s’écrire

(zo1 + zo2)d1 < \/é |di| ¥ d4

et ainsi

a2f(f~'30a$3) = {xg"| — V6 < Tor + Tz < \/6}
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Ny

A 4

Figure 18

Nous considérons finalement 'intersection des différentiels seconds de f en (zq, zj)
V 2 € 0f(zo) et obtenons donc pour 82 f(z)

v

Figure 19

|
Exemple 4 : Considérons f = || - || la norme euclidienne dans IR" et @ = 0. Nous
obtenons immédiatement que
Af(ze) = {ag€R]| ||z|| >2<afz> Vaell"}
= {ag € B" | |lag|l <1}
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A
W &
\_:a N( OV—f(v), 2" )
J,L
A\
70400 tus)= 8

Figure 20

Des lors, si ||25|| < 1, nous pouvons affirmer [cfr proposition 1.1] que 8% f(zo, z%) = IR".

Par contre, si ||zg]|| = 1, nous déduisons
v 2 [feat M) = (@)
Plaoid) = Jim, 5| L2292 TE) gy
o 2{IAd [V
= i 50 g,
=3
et
(20,25 d) = 8(IRy {«}}]d)
ou
Ry {zf} ={de R"|3IA>0 d=)z}}
Ainsi,
8 f(xo,zg) = {zb*| <2, d><0 Vd=Xe})}
= T(8f(xo), z5)
et donc

f(zo) = () T(df(z0),25) = {0}

ll=gll=1
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3 Reésultats complémentaires et méthode de Newton

3.1 Différentiels seconds de deux fonctions comparables dans

un voisinage de z

Soient deux fonctions convexes f et g de IR" dans IR telles que
(o) = g(2o)
f(z) < g(z) dans un voisinage de zg
Si f et g sont deux fois différentiables au point z,, nous savons que
Vf(zo) = Vg(zo) et < VEf(zo)d,d > < < Vg(20)d,d > V d
Envisageons a présent le cas ol ni f, ni g, ne sont différentiables en xy. Nous avons alors

df(zo) {z¥|f(z) = f(zo)+ < 2",z — 20> Vz € R"}

C Og(xo) = {2*|g(2) = g(zo)+ < 2",z — 29 > V2 € R"}

[l

La propriété suivante compare les différentiels seconds de f et de g.

Proposition 3.1.1 :

0" f(xo, 25) C 0%g(wo,x3) V aj € Of(z0) (13)

Do,

0" f(wo) C N 0%g(0, vp) (14)

xy € bdd f (x0)Nbddg(zo)

en prenant comme convention que (| représente ’espace IR™ tout entier.
0

Démonstration :

Soit z§ un point arbitraire de df(zq). Puisque df(z¢) C dg(xg), nous obtenons que

N(9g(z0),xg) {d|V 2" € dg(zo) 0 >< d,z* —af >}

S N(9f(z0), )
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Prenons d dans N(9g(zo),z}) ce qui correspond & prendre la paire associée (25,d). En
vertu de I'inclusion précédente, (zj,d) constitue encore une paire associée pour f. De

sorte que,

<$B’d> = f’(ﬂfg,d)

Ainsi, V d € N(9g(zo),z})

Flegd) = Tam 2 lf(woﬂd)—f(mo)_

Do,
f”(:co,:ca;d) £l g"(mo,a:(’;;d) Yd

L’inclusion (13) est alors prouvée.
Le résultat (14) suit de la définition méme de 9 f(zq) en se rappelant que seuls les points

frontieres jouent un role significatif pour l'intersection. u

3.2 Développements du second ordre

Nous fournissons maintenant des estimations du second ordre de f(o + Ad) en termes

de 8* f(zo, z) et 0% f(zo).

Proposition 3.2.1 :

VAi>0
a)
flzo+ Ad) > f(zo) + A < 25,d > +%[5*(82f(m0,:v3)|d)]2 + o(A?) (15)

V 5 € Of(zo) tel que (a2}, d) forme une paire associée.
Nous avons 1égalité quand f"(zo, ;) est semi-continue inférieurement en d.
b)
)\2
Flzo+Ad) 2 f(zo) + A6"(0f (wo)ld) + (870 f(zo)ld)]* + 0(A)  (16)

Légalité s’obtient lorsque [ (xo;+) est conveze.
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Démonstration :

Prouvons tout d’abord le résultat auxiliaire suivant

cl\/g \/clg (d)

pour toute fonction g convexe, propre et positive.

En effet, faisant appel a la proposition A.IL.7, il nous suffit de démontrer que
— ol "
(}Il_rgimf g(d) = (}}E}f inf 1/g(d")

= su inf d
up i, V(@)

Deés lors, il nous reste a établir que

3 Y e 5 l
Id,l_nd’rl”gs Vg(d) = |d’1—Ib,'i|‘ge g(d’)

(Un raisonnement similaire nous autorisera a permuter le supremum et la racine).

Nous avons premierement

\Vg(d) > inf g(d) Vd € B(de)

d'€B(d,¢)
et donc

inf 4/g(d") > inf
d’Elg(d,e} g( )_ d’Glg(d,c)

Ensuite, montrons que

v 0 3d € B(d d' inf
£>03d € Bld,e) old) < [ inf -

Comme l'infimum est le plus grand des minorants, nous obtenons

Vé6>0 3d € B(dye) g(d) < inf g(d)+6
' d'eB(d,e)

ce qui implique que

g(d") \/ inf g(d)+6
d'e€B(d,e)
inf  g(d')+ Vé
d'eB(d,)

Ceci cldture la preuve de ’égalité (17). Venons-en a 1'énoncé méme.
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b)

Nous savons déja, par définition de la dérivée directionnelle du second ordre de f en

o, que
flzo+Ad) = f(zo) + A (20id) + 5/ (w0id) +0(3?) ¥A>0  (18)

Puisque (z§,d) constitue une paire associée

fl(wo; d) =< .'Eg,d >

et
F' (@i d) = f" (2o, 23; d)
Or,
6°(0* (o, 25) | P = [ely/F" (o, w5)]
2
= [\/cl f”(:cg;a:d;d)] [cfr (17)]
= ol f"(wo,3; d)
donc,

F(woid) = (0,5 d)
cl [ (zo,z%;d) [cfr proposition A.IL6]
[6*(0% f (2o, 25) | d)]?

v

De cette fagon, 'inégalité (15) est obtenue.
Si l'on suppose en outre que f”(zo,z%; d) est semi-continue inférieurement, alors, par

vy I . s .
la propriété A.IL5, f(zo,ap; d) est fermée et nous pouvons écrire

" "

F(wosd) = f'(zo,2;d) = el f" (0,25 d)
= [8%(9*f(wo, ) | d))?

Ainsi, 'inégalité fait place a une égalité dans (15).

Puisque f'(zq;d) = §*(0f(xo) | d) [cfr A.IV.5], il nous suffit de montrer, relativement
a (18), que '

£ (zo; d) > [6*(8* f(wo)|d)]? = [ sup < z,d >J
z€9? f(xo)
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Iégalité remplagant 1'inégalité dans le cas ot f" (zo;.) est convexe.

Nous savons déja que
Vazedflz) <z,d><+/f"(z0;d) Vd

Donc, .
sup < a,d > /f(z;d) V d
z€02 f(zo)
comme 0 € 8 f(xo), nous obtenons

2
0< [ sup < m,d>J < f'(zo; d)
z€2 f(wo)

De plus, si f"(zo;.) est convexe

@I |F = [(/FGad)]
= |a f”(mo;d)r [cfr A.TTL3]
= [V FGad)] [efe(17)]
= cl f"(zo;d)

. " . . \ ’
Puisque f"(zo;d) est une fonction convexe de domaine IR" et & valeurs réelles, elle
est continue, donc semi-continue inférieurement. En se référant alors & la proposition
A.IL5, la these suit. m

Au moyen de cette proposition, nous pouvons généraliser la méthode de Newton décrite

dans le chapitre d’introduction en réécrivant le probléeme (P) sous la forme

min  f'(zo; d) + 3[6*(0*f(20) | d)]?
Q) = (20 d) + 31 )

sous d € IR"

A nouveau, nous prenons zy € IR" comme point initial et définissons le point de I'itération
3 0

suivante par @; = o + do. Le probleme (Q;) présente I’avantage d’&tre convexe.
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Nous pouvons envisager une interprétation géométrique dans le cas o1 f est différentiable.
(Q1) devient alors :

(
min  V f(wo) d+ 15" (8" f(zo) | )
(@1) = A
sous d € IR"
ot min F(d)
= &
sous d € IR®

Considérons une solution dj.
La condition nécessaire et suffisante d’optimalité du probleme convexe (Q) [cfr A.VI.2]
s’écrit ici '

0 € OF(dy)

c’est-a-dire, en vertu des propriétés élémentaires du sous-différentiel [cfr A.IV.6]
0 € Vf(z0) +6%(9°f (o) | d5) 88"(8"f(wo) | .)(dp)

Nous considérons que V f(zo) # 0 (sans quoi zq serait minimum puisque f est convexe).
Des lors, df # 0 et

§*(0f(zo) | dg) = melgﬂla}éo) << iy v 5= 0

lorsque ’on suppose 9% f(2o) non réduit a lorigine.
D’ou,
=V f(2o)
(9% f (o) | d5)

Nous appliquons maintenant le théoréme A.IV.8 & la fonction indicatrice 6§(9%f(xo) | .) qui

€ 06"(8*f(wo) | )(d3)

est bien convexe, propre, semi-continue inférieurement (puisque 9%f(xo) est un convexe
fermé).

Nous obtenons ainsi,

—V f(zo) )

dy € 98(9" f(wo) | .) (5*(azf(g;ﬂ) | d3)

ol
—vf(fﬂo)

§(02 f (o) | dp) € dom (0" f (o) | .) = 9° f(0)

Par conséquent,

d;eN(azf(:co) —Vf(zo) )

E (@ (wo) | )
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Comme df # 0, nous avons que

—V f(zo)
6*(92 f (o) | dt)

Nous représentons ci-dessous ’ensemble des directions possibles pour dZ.

= P?(’(a)

Figure 21
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CHAPITRE III

REGLES DE CALCUL

Nous désirons, a présent, trouver les expressions des différentiels du second ordre d’une
fonction f construite & partir d’autres fonctions f; dont les propriétés sont mieux connues.
P i prop
Il s’agira donc d’exprimer 9% f en terme des 92 f; plus faciles & calculer.

Pour ce faire, nous nous limiterons & trois opérations préservant la convexité, a savoir :

1 La multiplication d’une fonction par un nombre

réel positif (situé a gauche de la fonction)

Rappelons que la multiplication a gauche par le scalaire @ > 0, produit la nouvelle

fonction af :z — (af)z = af(z).

Proposition 1.1 :

Y a > 0, nous avons que
0¥ (af)(w0r23) = V@ 0% f(woya3) Y ah € O (o)

et

&*(af)(w0) = Va 9 f(z0)

Démonstration :

Constatons tout d’abord que

v o (@f)(@e + Ad) — (af)(2o) "
(af) (zo;d) = AILI}:? 5 Vde R
= af'(ze;d)
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et

(of)'(zsid) = lim [(af)(wo+ Ad; ) — (af) (w0 )
= Offﬂ(mo;d)

Deés lors, nous obtenons que

O (af)(wo,z5) = (o' <5, d >< y/(af) (w0, 5 d) V¥ d}
= (o' < a3, d >< /(@) (w0;d) Y d € N(9f(20),3)}

= (o] < f/i;,d o< /T (z0yd) ¥ d € N(3f(zo),3)}
= (Va7 € 8 f(zo )
= \/a Bzf(:co,sc;)

D’autre part,

P(af)(wo) = {ag*| < a5’ d ><+/(af) (vo;d) V d}
= {Vaz"*| 2" € 8 f(z0)}
= a 0% f(zo)

2 La somme de fonctions

Soient deux fonctions convexes fi et f;, définies sur IR" et a valeurs dans IR pour
lesquelles la dérivée directionnelle du second ordre existe et est finie pour tout xp et tout

d. Considérons la somme

fi+ farz— (fi + f2)(2) = filz) + fa(z)

Nous savons que

(f1 + f2) (wo; d) = fi(zo;d) + f(wo;d) YV d (19)

et

A(f1 + f2)(2o) = 0fi(20) + Ofa(zo) -~ (20)
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Proposition 2.1 :

S
zy = ol + o € Ay + f2)(wo) ¥ @3 € Bfi(wo) et ¥ a3l € Ofa(wo)

Alors
a) N(9(fi+ f2)(@0),25) = N(Ofi(wa),25") N N(3fa(0), x5°)
b) (fi+ f2) (ze;d) = fi (z0;d) + f; (w0 d)

de sorte que fy + fo = f constlitue bien une fonction conveze, définie sur IR" et telle que
f(wo; d) existe et est finie.

Démonstration :

a) de N(3(fi+ fo)(20),z8)

& (25, d) forme une paire associée pour f; + f,

& x5 € O(fi + fo)(zo) et <ag,d> = (fi+ f2)(wo; d)
= fi(zo;d) + fy(wo;d)  [cfr(19)]
Comme zj' € 8f;(z0) = 1,2 nous avons aussi
< x5t d >< fl(2o;d) [voir proposition A.IV.3]
Des lors,
< gy vl = filwoyd)

et ainsi d € N(9fi(zo),zy) et d € N(dfa(z0), z52).

L’autre inclusion est tout aussi immédiate, en vertu de (19) et de (20).

b) Ce résultat s’obtient aisément au moyen de la définition de (fi, f2)" (zo; d) [cfr(2)] et
de "égalité (19). u

Proposition 2.2 :

Sous les mémes hypothéses que la propriété 2.1, nous avons
1
E{azfl(woﬁvgl) +0” fa(zo,25°)} € 8*(fi + f2) (2o, ) (21)
C V2 Co {3 fi(zo, 25') U 8 falzo, z32)}
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et
_\}5{3215 (o) + 0” fa(wo)} € *(f1 + f2)(20) (22)

Démonstration :

Des résultats de la proposition 2.1, nous pouvons déduire que
(fr+ f2) (20, 25;d) = fi (0,355 d) + f3 (w0, 233 d) ¥ d (23)

De plus, nous avons

P+ L) @nay) = {a5'] <oy, d>< (i +£2) (0, 55) Y d)
= 0/t 12w )O)
= a\/flu(.’ﬂg, .'L'SI, -) + f;(iffoa $32; )(0)

en vertu de I’égalité (23).

Par ailleurs, nous utilisons 'inégalité générale

Va+b<v2 Max{y/a,Vb} Ya>0,b>0

de sorte que

O £ (w0, 25%5.) + f3 (w0, 23%.)(0)

= {z3*] < 28*,d >< £ (w0, 285.) + F5 (o, 23%.) V d}

C {ey] < #3",d >< V2 Max{\/fi (zo,23%;.),\/ f1 (20, 25% )} V d}
V2 OMax{y/fi (zo, z3";.),/ f3 (w0, 222 ) }1(0)

V2 Co [0/ f{ (w0, x5 )(0) U 8/ f5 (o, 252 .)(0)]

Il

la derniere ligne pouvant s’établir au moyen de la proposition A.IV.6.b.

Nous obtenons par conséquent

O*(fu + fo)(zo, ) € V2 ColdV/f] (2o, 25t .)(0) U 84/ f5 (o, 23%; )]
= V2 Co[0*fi(wo, x5 )Uazfz(lov’co )]

Concernant l'estimation inférieure de 9%( f; + f2)(xo, ), nous nous servons cette fois de
Y0

I'inégalité générale

_\/__|_\/_ <Va+b Va>0,0>0

S
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provenant du caractére concave de la fonction racine carrée.

Des lors,

Il

O\/(fi + f2)" (2o, 33 .)(0)
6\/f (zo, z5L;.) + fo (o, we%;.)(0) [cfr (23)]
5 8 (V£ (w0, 28%;.) + \/f3 (w0, 27 )] (0)

%wmm) + O/ F3 (0, 28% ) (0)]

1 2 *1
E[a fi(o, 25') + 0° fa(zo, 237)]

*(fr + f2)(@o, 23)

U

Il

Finalement, nous prouvons l'inclusion (22).
Soit
** € —\7—-_{8 f]_({l.o) + a fg(-’ﬂg)}

c’est-a-dire
f{a fi(@o, 25") + 0" fa(wo, 257)} V25t € 8fi(wo), 25" € Ofa(wo)
Il suit ainsi de la premiére inclusion de (21) que

2" € (fr + f2)(wo,a}) Vx5 € O(f1 + f2) (o)

donc,

2 € 0*(fi + f2) (o)

Nous donnons & présent des estimations inférieures de 8*(fi + f2)(zo, 2 et

O*(f1 + f2)(zo) du type enveloppe convexe.

Proposition 2.3 :

Considérons
25 =25 +ay € 0(fi + fa)(z0) ¥ a5 € 9filo), g’ € O fy(wo)
Nous avons alors
Co{d* fi(wo,25") U 0" fy(wo, 25%)} C 8°(f1 + fa)(o, 25)
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et
00{5 f1(20) U 8 fa(mo)} C 8*(f1 + f2)(w0)

Démonstration :

Au moyen de l'inégalité

VI (o, z3%5) < /(i + f2)" (20, 25 )

nous déduisons

Il

O\ Fi (2235 )(0)

{a37] < 23,d >< \JF (w0, 28 d) V d}
C /(i + f2)" (w0, 35;.)(0)

*(fr + f2)(wo, )

62f1(3705 3731)

Il

De fagon similaire, nous obtenons

9* fa(wo, z5%) C 0*(f1 + f2)(wo, xf)

Comme le différentiel du second ordre de (f; + f2) en (:r:o,a:o) est un ensemble convexe,
nous retrouvons la premiére inclusion annoncée.

Quant a la seconde, elle s’obtient en considérant 'inégalité

fi (zo;.) < (fi + £2)" (203

de laquelle nous tirons

O fi(zo) = O/ fi(20;.)(0)
_ (el < ard >< e d) V)
o + 7 (0 )O)

P(fi + f2)(wo)

Il

De maniere analogue, nous pouvons montrer que

9 fo(zo) C O*(f1 + f2)(wo)

Ainsi, 9*(f1 + f2)(x0), ensemble convexe, contient bien I’enveloppe convexe de

Udfi(ze) i=1,2 .
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Proposition 2.4 :

Si fi(x0;.) et f; (xo;.) sont des fonctions convexes, nous avons

& (fr + f2)(wo) C 8*fi(wo) + 8 fa(o)
O*(fi + f2)(zo) C V2 Co{* fi(wo) U 0° fa(wo)}

Démonstration :

En effet,

O/ (f1 + f2)" (20;.)(0)

5\/f (20;.) + f (205 -)(0)
A/ (wo; ) + v/ f3 (203 )](0)

OV £ (w05 )(0) + B/ f (w05 )(0)

= 8 fi(zo) + 8 fa(z0)

Par ailleurs, au moyen de I'inégalité générale,

\/a—}—bS\/ﬁmaX(\/E,\/g) Va>0,0>0

P(fr+ f2)(zo)

Il

N

Il

nous obtenons

(i + f2)(wo) = OIS (2o;.) + fa (203.)(0)
C V29 Max{\/f (zo;.), \/f (z0;.)}
V2 Co [0\/ f{ (z0;.)(0) U Dy f5 ( xo;-)(U)]

en nous référant a la proposition A.IV.6.b.

La these s’en suit. ]

L’exemple que nous considérons maintenant nous montre l'importance de I’hypothese
de convexité des f; (zo;d) i = 1,2 dans la proposition précédente.

Exemple 5 :

Soient fi, f2 : IR* — IR définies par

1 1

HilE) = Max{g:cf + 5:{:% + 24,0}
1 1

f2($) = M&X{ECL‘% + §Tg — Ty, 0}
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Pour éviter les calculs inutiles, reprenons les résultats de I’exemple 1 vu précédemment et
adaptons les a notre contexte au moyen des regles de calcul étudiées ci-dessus.

Nous avons considéré, dans I’exemple 1, la fonction
f: IR? — R
z = (u1,23) ~ f(z)=max{0,2? + 23 + 22}

Deés lors, nous obtenons, pour zo = (0, 0),

filwod) = (51 (o0id) = 5f(ao;d

0 sidISO

po| =

le si dl >0

0 51d1§0

di sidi >0

= max(0,d;)
1 L

Filgord) = (Ef)”(ﬂ’o;d)zif (zo; d)

11 2d?+2d2 sidy >0
2 0 Sid1<0

d?+d2 sidy >0

0 Sid2<0
P file0) = (50)w0) = 0 f(a)

1
ﬁmﬁMM}
= [0,1] x {0}

Calculons a présent le différentiel second de f; en aq.

1 1
fa(z) = Emax{rc% + 2k — 22,0} = '2—F('L)
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par notation.

Deés lors,
0 sur le disque (z; —1)2 +22 -1 <0
F(a:) _ ( 1 ) 2
2 4 2 — 22, ailleurs
Ao
Nd
o 7
(1,0) 2,
Figure 22

Nous avons

F(zo + M) — F(zo)

F'(zo;d) = lim

A—0t /\
= lim ———F(/\d)
A—0t A

a) Sid; >0:
Pour A assez petit, nous avons que (Ady, Adz) appartient au disque D dont I’équation
est reprise ci-dessus. Ainsi,
F(Ad) =0et
F s d)i= 0

b) Sid; <0:
Cette fois, (Ady, Ad;) ne se trouve plus dans le disque D et nous obtenons

A2 + \2d2 — 2Md,

Fzod) = ,\li,% A
= —2d;
Dés lors,
/ Lo 1
Blaard) = (EF) (mo;d)-—-§F(:co;d)
1

= & max(0, —2d,)

= max(0, —d;)
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De méme,

fa(@o;d) = (§F)”($0;d) = 5 F" (20; d)
ou
" . T 2 F(.I'O + Ad) i F(.’L'(]) ’ .
F (z0;d) = ll’r(IJl+ X{ 5 — F'(z0;d)
a) Sidy>0:
n 2
F(zo;d) = lim :\—[0 —0] =
b) Sid; £0:
" . 2 [NidE + N\dE — 2)d,y
= Alir£1+ 2[d? + d]
= 2d} +2d;
Par conséquent,
B d+d2 sid; <0
fa (205 d) =

0 si d1 >0
et
O fo(zo) = {zp| < afd ><y/fy(z0;d) V d}

d?+d% sidy <0
\ 4y + d3 1 v dy)

0 Sld1>0

= 4y £ &5, d ><

Py e ¥ o * %
Réécrivons ces conditions pour zf = (4, 24,;)
ahdy + ahedy < \JdE 4 d} sidy <0
xdydr + xfdys <0 sid; >0
La deuxiéme contrainte nous donne

th < 0etag, =0
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et la premiere nous permet d’obtenir finalement comme ensemble de solutions

0” fa(o) = [~1,0] x {0}

Il nous reste ainsi & trouver le différentiel du second ordre de (f1 + f;) au point zp.

Calculons donc

(fi+ f2) (wo;d) = fy(20;d) + f3 (o; d)

B+ + [ sidy >0
= 490 di+d: sidy <0
&2 &2 sidy =0

\ .

d? +d? sinon
de sorte que
\/Qd% sl dl =0
V dy}

Nous réécrivons ces conditions et finalement constatons que

(f1 + f2)(za) = {z] < z8,d ><

. Sﬁozdz = \/i |d2|
{z5" = (wo1, z02) | V dy}

wordy + Toady <\ fdE 4+ di Vdi £0
=B
En effet, considérons un point §* = (201, %02) de B et montrons la premiére inégalité
a) Si dg S 0:
Utilisons le fait que
T = —1 > -2
pour déduire

Toady < —\/5 dy = \/§ |(lz|

b) Sidy>0:

Le résultat s’obtient tout aussi aisément en constatant que

$02SIS\/§
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Concernant la deuxieme inégalité, nous avons que

le >0 VClg ﬂ?oldl-}‘a?ogdg = <5L's*,d>
< leg™[] 1]

par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Puisque z3* € B, nous obtenons alors

<apd>< |ld =& +&

A présent, établissons la seconde inclusion,

Soit un point xy* vérifiant les deux inégalités ci-dessus. Envisageons l’alternative suivante :

a) Si.’fg]_?l—‘O:

Choisissons dans ce cas di = g1 et dy = zg2.

2 2 /
Ty + T S -'Eczn + 3’%2
0<+/af +25, <1

w§1+x§2—150

Nous avons dés lors,
c’est-a-dire
ou encore

Ainsi, z§* € B.

b) SiIE(]l:OI

Prenons cette fois d; = xg;. Par conséquent,
25y S Vdi+di Vd #0
D’ou, par passage a la limite lorsque d, tend vers 0,
2oy < |20l

ce qui nous donne
|3302| %1

et donc, z3* € B. =
Nous observons donc bien que
& fi(zo) + 0% fa(mo) = [-1,1] x {0}
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et
V2 Co{6? fy(0) U 8 fozo)} = [-V/2, V2] x {0}

ne contiennent pas 6%(fi + f2)(wo). u

Remarquons encore que, méme dans le cas ot f; et f, sont des fonctions deux fois

différentiables, on n’a pas 1’égalité

O*(fr + f2)(wo) = 8° f1(zo) + 0% fa(zo)

De fait, le différentiel second 82(f1 + f2)(zo) qui n’est autre que l'ellipsoide
[V2(fi+£2)(0)]'/?(B) associé a la matrice hessienne V2( fy+ f)(2o) = V2 fi(z0)+V2 fo( o),
est inclus (généralement strictement) dans 1’addition

&* f1(w0) + 0* fa(wo) = [V2 fi(wo)]'*(B) + [V* fa(w0)]/*(B)

Le caractere strict de cette inclusion provient du fait qu’en général, on a

Va+b<a+vVbVYa>0b>0

au lieu de ’égalité, celle-ci se produisant dans le cas particulier ot a = 0 ou b = 0.
Ainsi, supposons que 'une des deux fonctions, soit f,, soit polyédrale.

Nous obtenons des lors que

P(fr + f2) (o) = 0*fi(zo) + 0 fa(wo)
= 0" fiwo) + {0}
= a2fl(l’O)

puisque

(fi + f2)'(z0,d) = \/f (zo; d) +
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3 Le maximum de fonctions

Considérons une famille finie fi,- -, f,, : IR® — IR de fonctions convexes pour lesquelles
la dérivée directionnelle du second ordre, en zy € IR" et dans la direction d, existe et est
finie.

Soit alors

f(z) = Max fi(z)

1<i<m

Nous savons que

f'(@o;d) = max fi(wo;d) et 8f(20) = Cof |J 0fi(wo)}
2 i€ (o)
olt I(wo) = {i] fi(zo) = f(w0)}.

Concernant la dérivée directionnelle du second ordre de f, il est aussi connu que

f'(z0;d) = max  f!(zo;d) (24)

i€l(zo;d)
ot I(ao;d) = {i € I(a0)]| fH(wo;d) = f(zo; )},
Des lors, f devient & son tour une fonction convexe [cfr A.1.10], définie sur IR™ et telle que
sa dérivée directionnelle du second ordre f"(zq;d) existe et est finie.
Nous donnons, a présent, une estimation inférieure et supérieure de 1’ensemble
9 f(z0) en termes des 8”f;(zo). Cette derniére estimation nécessite la convexité des fonc-

tions f;'(zo;.) lorsque 1 € I(x).

Proposition 3.1 :

Nous avons que

) 9*fi(zo) C 9% f(20)

iEI(EL‘())

De plus, si tous les f; (xo;.),s € I(x0) sont convezes, alors

P f(zo) C Cof |J 8 fi(xo)) (25)

iel(zg)

Démonstration :
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Au moyen de (24), nous établissons que

Fleaid) - \/, max [ (and) = max /7 (w0 d

i€l(wo;d) 1€1(zo;d)

2 f”(mﬂsd)

iGI(ﬂ:‘o id)

Comme I(zo;d) C I(zg), nous avons encore
) - > . ,” e
f(@osd) = min A/ f] (z0; d)

2 z(IETII(la{‘;) f; (370: ) Vd

Soit
vy € () 9 fi(zo)

iEI(Eo)

<zp',d >< /[ (zo;d) VAV ie ()

Nous obtenons alors

c’est-a-dire

< ? (5o;
< :’UO 7d> :gll(lg) ft (‘I:Uyd) Vd

D’ou,

<ot d>< /(20 d) ¥ d

ce qui signifie que z3* € 8% f(zp).

Reprenons a nouveau ’égalité (24) pour déduire que

f(@o;d) = o fi (w03 d)
< max Vfi(zo;d) ¥V d

Considérons alors les sous-différentiels au point 0 de chacune des deux fonctions situées de

{z*|\/ " (20;d) 2< 2*,d > V d}
fu¥| < 2*d K e, Vi (z0;d) ¥V d}

el (z

of it V i (203 d)}(0)
OO{ U 3\/ 'Bo,(l

i€l(xg)

= Cof |J & fi(wo)}

iE[(:L‘Q)

part et d’autre de I'inégalité.

0T (zd)(0)

Il n
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D’ou I'inclusion annoncée. m

L’exemple que nous considérons maintenant montre que sans I’hypothese de convexité

des f: (z0;.), I'inclusion (25) peut ne pas se vérifier.

Exemple 6 : Soit la fonction f = max{f;, f2} avec

1 1
Filz) = Max{gwf + 53:% + 1,0}
1

23:% + 37210}

1
folz) = Max{-z-:cf +
Nous avons déja calculé, dans ’exemple 5,
0 fi1(zo) = [0,1] x {0} et fi(zo;d) = max(0,d;)

ol = (0,0).
Nous obtenons donc de fagon similaire (observer le réle joué par z, et z; dans chacune des
fonctions fi(z)i=1,2)

82f2($0) = {0} X {03 1] et fé(.’ﬂo,d) = max(01d2)
Des lors, |

00[32f1($0) U azfz(wo)] = {(21,22) ~ 1R3_| 4 + Z9 S 1}

(0,1)

N

(1,0)

Figure 23

D’autre part, recherchons 92 f(zo).

Nous constatons que

I(zo) = {t] fi(zo) = f(z0) =0}
= {1?2}
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ce qui nous donne

Des lors,

c’est-a-dire,

f'(wo;d) = max fi(zo;d)

0 sidi <0 etdy <0
_ Jdg sidi <0 etdy >0
d; sid; >0 etdy <0
max(dy,d;) sid; >0 etd; >0

f”($0;d) = max) f;'(aco;d)

t€l(zo;d

sidy <0etdy <0, f (zo;d) vaut max(f, (zo;d), fy (zo; d))
sidi <0etdy>0,f (zo;d) vaut f, (zo;d)

sidy >0etdy <0, f (xo;d) vaut f; (o;d)

sidy >0etdy >0, alors f"(z; d) vaut

4

i (zo;d) dans le cas ot dy > d,

f2 (z0;d) dans le cas ou dy > d;

\ Max(f; (zo;d), f5 (zo;d)) dans le cas olt d; = d;

et, en reprenant les valeurs trouvées dans ’exemple 5 pour f| (z¢;d), & savoir :

nous déduisons

ef

d? 4 d% sid; >0
fi (zo;d) = 1o B
0 sid; <0

i d‘lq + d% Si dg 2 0
fz (m(}; d) =
0 sidy <0
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0 sidi<0etdy <0

d? sidi<0etdy,=0
f"($0§d)= d2 sidi=0etd; <0
0 sid1=Oetd2:0

d} + d3 sinon

Finalement, nous obtenons

[0 sidi <0etdy <0ou
sidy=dy=0
f(wo) ={2z| < z,d > <{ _4q, sidy <Oetdy=0}
—d, sidy <0etdy, =0
msinon

La condition (26) implique alors z; > 0 et z; > 0 avec z = (21, 2,).

Les conditions (27), (28) et (29) sont redondantes.

La condition (30) permet d’établir que (2z1,22) € B (preuve tout & fait similaire & celle de
Pexemple 5).

Deés lors,
0*f(xo) = {(21,22) € RY| 2} + 22 < 1}
Nous constatons ainsi que

Co[d f1(wo) U 8? fa(wo)] C 8 f(xo)

ou l'inclusion est stricte. "

De la proposition 3.1, nous déduisons immédiatement la propriété suivante.
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Corollaire 3.2 :

Supposons que toutes les fonctions f; pour i € I(zo) sotent deux fois différentiables au

point xo et notons E; les ellipsoides associés aux V? f;(xo). Alors, nous avons
(1 EiCdflxo) CCo{ |J Ei}
i€I(zo) i€I(xo)

Comme illustration de ce résultat, reprenons I’exemple 3 dans lequel f représente le
maximum de deux fonctions quadratiques convexes sur IR?.

Comme de telles fonctions sont deux fois différentiables, nous pouvons identifier

8 f1(zo) = [V f1(20)]'*(B)
et 8% fa(xo) = [V fa(20)]Y2(B)

Nous observons ainsi, au moyen de la figure 19, que 8 f(zq) contient 82 f,(zq) N 82 fy(20)

et est contenu dans I’enveloppe convexe de 9 f1(zq) U 8 fa(o).
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CHAPITRE 1V

DERIVEES SECONDES INTERIEURE

ET EXTERIEURE

Commencgons par rappeler quelques résultats fondamentaux concernant la géométrie

des ellipsoides dans IR".

1 Propriétés des ellipsoides

La notion géométrique associée a une matrice M symétrique, semi-définie positive, de
dimension n x n, est Pellipsoide £ = M'?(B) ot B désigne & nouveau la boule unité

fermée de IR". La fonction d’appui de 'ellipsoide est alors obtenue par

8 Eld) = sup £ ed>
ceER

= sup < MY*b,d>
llblI<1

= sup <bMY%d>
[lBll<1

< MY2d, MV?d >
|[M172d]|

= || MYd|| = /< MY/2d, MV2d >

= J<Mdd>Vde R (31)

Réciproquement, un ellipsoide £ de centre 0 € IR"® peut se représenter par F = N(B)

pour une certaine matrice N carrée de dimension n. Si N; et N, sont deux matrices

associées du méme ellipsoide, c’est-a-dire E = Ny(B) = N,(B), nous obtenons

NiN{ = N,N]
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FEn effet, commencgons par démontrer le résultat préliminaire suivant.
Vze R 2TN,Nz = 2T N, NIz (%)

Considérons ainsi un point = de IR". Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu’il

est non nul. Nous avons

3
&*(Ny(B)| z) = sup 2T Nyb = 2T Ny N @

e = [V |
beB |V | '

et de fagon identique

§*(Ny(B)| z) = ||Ny 2]

Dés lors, puisque N;(B) = Ny(B), nous obtenons

|IN{ 2] = ||N3 ]|
et donc

INT2|[* = [|Ng 2||”
c’est-a-dire a:TNlNlT:r: = $TN2N2T$.
De plus, notant les matrices symétriques

MNP = el

NoNi = [bigis
nous montrons

a) a; =b; Vi:

De fait, nous appliquons (%) avec & = ¢; ou ¢; représente le {®™€

vecteur de la base

canonique de IR", c’est-a-dire

61':(0,"',0,1,0,“',0)

avec le 1 situé A la i®™€ place.

Nous avons ainsi
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= (aila"':ain) 1

et de ma méme maniere

T NaNTw = by
Ce résultat est valable pour tout 7, 1 <@ < n.

b) a,-jzbij VZ-’,‘éJ

Cette fois, nous appliquons () avec

(o)

0)

= @y

r = (01"'31)07"'5(],1,03"':0)
ot les 1 situés & la €M€ et la jéme place.
Nous obtenons l
IETNlNEHi‘ = ((1;'1 + aj1,° s 8in + ajn)

= @i+ aj + ai; + aj;
= a;+a;+ Qa,-j

et a:TN1N2T$ =b; + bj;j + 25,'3'

en vertu du caractére symétrique de Ny NI et N, NQT.
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Consécutivement,
aij = bi;
puisque a; = b;; et a;; = b;; [voir a)] u
Ainsi,
E = MY*(B) ot M = M"*MY? = NNT
est déterminée de maniére unique.
Des lors, nous pouvons établir une bijection entre I’ensemble £ des ellipsoides de IR",

centrés en l'origine, et ensemble P, des matrices symétriques, semi-définies positives, de

dimension n X n.

£ P
E=N(B) — M=NNT
E=M"B) «— M

Lorsque M est définie positive, donc réguliere, nous avons déja noté [cfr proposition
[.2.4.2.1] que
E={z| <M z,2> <1}

Nous citons a présent un résultat établissant la connexion entre les propriétés géométriques

de Dellipsoide E et les caractéristiques algébriques de la matrice M.

Proposition 1.1 :

Le diamétre de E, c’est-a-dire la longueur du plus grand de ses azes, est égal & 2v/A ou
A désigne la plus grande valeur propre de M (positive puisque M est semi-définie positive).
La largeur de E, c¢’est-d-dire la longueur du plus petit aze, vaut 2v/X ot X est la plus petite
valeur propre de M.

De plus, les azes de symétrie de E correspondent aux vecteurs propres de M.

Consécutivement, si M est singuliere, E n’est autre que l'illipsoide “plat”.
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Figure 24

Nous énoncons une derniere propriété concernant le volume de Vellipsoide £, noté

vol (E).

Proposition 1.2 :

vol (E) = Vdet M - vol (B)

2 Dérivées secondes intérieure et extérieure ou com-

ment approcher 9°f(zy) au moyen d’ellipsoides

Un résultat dfi & Alexandroff (1939) affirme qu’une fonction f définie sur IR" est deux
fois différentiable presque partout. Ainsi, pour presque tout point zy de IR", f admet un
développement de Taylor du second ordre en ce sens qu'il existe une matrice symétrique,

semi-définie positive V2 f(xq) vérifiant

f(@) = flzo)+ <V f(zo),z — o> +% < V2 f(z0)(x — o), @ — 2o >
+o(||z — @ol[*)

Pour un tel point o, nous avons f (zo;d) =< V2f(zo)d,d > [cfr paragraphe 1.2.1] et
9 f(wo) = E = [V*f(0)]"/*(B)
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comme vu précédemment dans la proposition I1.2.5.

Par contre, lorsque 1’on considére un point zo pour lequel 9% f(zq) n’est plus un el-
lipsoide, il n’y a a priori, aucune raison d’associer a cet ensemble une unique matrice,
symétrique et semi-définie positive. Cependant, nous pourrons approcher le différentiel
second au moyen de deux éléments choisis respectivement dans 1’ensemble € des ellipsoides
centrés en 0 contenant 0?f(z,) et 'ensemble £ des ellipsoides de centre 0 contenu dans
9% f(zo). Le critére choisi pour prendre I’élément maximal dans £ et ’élément minimal

dans & est le volume. Nous prouvons & présent ’existence et 'unicité de tels ellipsoides.

Proposition 2.1 :

Il existe un et un seul ellipsoide de volume mazimal dans £, soit E et il existe un et un

seul ellipsoide de volume minimal dans €, noté E.

Démonstration :

Pour simplifier la preuve, nous supposons que 9*f(zp) est de dimension pleine (Si
ce n’est pas le cas, le méme raisonnement pourra s’effectuer dans ’enveloppe affine de
0 f (wo)).

Utilisant la proposition 1.2, nous observons que le volume de ellipsoide £ = M/2(B) est
proportionnel & (det M)'/2. Ainsi, en supposant les matrices associées aux ellipsoides £
et I/ définies positives (cas de dégénérescence écarté), nous sommes mis en présence des

deux problemes d’optimisation suivants :

Maximiser (det M)'/2

1l

(£)
sous contraintes M € P et {z | < M'z,z > <1} C 9%f(wo)

Minimiser (det M)'/?

(P

—

sous contraintes M € P, et 82 f(zo) C {2 | < M~ 'z,2 > |eql}

ot P, dsigne ici ensemble des matrices symétriques, définies positives, de dimension n x n,
Penchons-nous tout d’aboérd sur le probleme (P) et montrons la convexité de I’'ensemble
Po

En effet, considérons aA + (1 — a)B ot A, B € P, et a € [0,1]. Nous obtenons
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a) le caractére symétrique de cette expression car

(@A)T = aAT = aA
(A+ B =AT+BT"=A+B

b) le caractére défini positif puisque

<[aA+ (1 —a)Bld,d> = a< Ad,d>+(1—«a) < Bd,d >

> 0
De plus, si
{z] < M7'o,2 > <1} = M"*(B) C 9 f(x0)
et
{z| < N7'z,2> <1} = NY*(B) C 8" f(wo)
Alors
{z] <[eM+ (1 —a)N]'z,z2> <1} = [aM+(1— a)N]V2(B)

C 9 f(xo)

pour tout « € [0,1].
De fait, nous pouvons écrire
E = [aM + (1 —a)N]Y*(B)
= {z| <z,d><é6(E|d) Vd}

Prenons alors un point arbitraire e de £. Nous avons

<ed> < 6 (F|d)=sup <z,d>
reE

= dT[uM + (1 - @)N])d [efr (31)]
= ad™Md+ (1 —a)dNd

lwy]

Il

MY {z| <z,d>< & (M7A(B)|d) Vd}

{z| <z,d><VdTMd V d} [cfr (31)]
C f(xo) ={z| <z,d> <\ (z0;d) V d}

)
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en vertu de la proposition I1.2.1.

Donc,

VATMd < \/f"(ze;d) ¥V d

et, de facon identique
VATNd < \/f"(z0;d) V d

Des lors,

<ed> = \Jad"Md+ (1 - a)d"Nd

\/Off”("wf‘o;d) + (1 — @) f"(zo; d)
f'(zo;d) Vd

IA

et ainsi, e € 9% f(zo), d’ott I'inclusion annoncée.

Il suit que ’ensemble des contraintes (sur M) dans (P) est convexe.

Par ailleurs, maximiser (det M)? dans (P) revient & maximiser log(det M).

Nous montrons la concavité stricte de la fonction M — log(det M) afin d’en déduire I'unicité
de E.

Nous faisons, dans ce but, appel au théoréme 6 de [6, p. 63]. Celui-ci nous permet d’obtenir
det [AA + (1 — \)B] > (det A)M(det B)'™ ¥V A € [0,1]

puisque A et B constituent des matrices symétriques définies positives.
Ainsi,

log det [AA + (1 — A\)B] = Mog det A+ (1 — X)log det A V A € [0,1]
c’est-a-dire

log det [AA + (1 — A\)B] > Mog det (A) + (1 — X)log det (B) V A €]0,1]

lorsque A et B sont choisies distinctes.

Pour prouver l’existence de £, nous considérons une matrice M € P, telle que
{z| < (M) ‘2,z > <1} C 8 f(xo)

Une telle matrice existe car, 3 f(zo) étant de dimension pleine et contenant l'origine [cfr

proposition 11.2.2],
3r >0 B(0,7) C 9*f(zo)
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Or,
B(0,r) = {z] < (rzf)“lsc,a: - S

ou I désigne la matrice unité.

Nous pouvons des lors prendre M = r%I, qui constitue bien une matrice symétrique, définie

positive. En conséquence, nous avons
¢ —
a=det M >0

Ainsi, notre probléme (P) est équivalent &

{

Maximiser (det M)'/?
sous contraintes MeP,
{z| < M 'z,2 > <1} C 9% f(ao)

det M > «

\

Montrons que (P)* admet au moins une solution.

Nous savons tout d’abord que
M — (det M)*/?

est continue.

D’autre part, nous prouvons que
A = {M| M admissible pour (P)*}
est compact.

a) A est fermé :
en effet, considérons la suite de matrices (M, ) C ﬁ’n convergente vers M et telle que

[M,]Y3(B) C 8*f(z0) ¥V n

et
det M™ > «

Nous désirons montrer que M est admissible pour (P)*.
(i) M est symétrique car

MT = (lim M™)T = lim (M)T = lim M, = M

n—00 n—oo n—0oo



(ii) M est semi-définie positive puisque
< Md,d >= ?}Lr& < M,d,d>2>0

par continuité du produit scalaire.

(iii) Nous avons que
M'Y*(B) C 8*f(x)

De fait, soit z € M'/2(B). Nous pouvons ainsi écrire, pour b € B,

z = MYV(8) = (lim M,)"/*
= lim (M,)"?b

n=—00

Posons z, = [M,]'/?b € [M,])/*(B). Nous obtenons dés lors que

lim 2z, = 2
n—00

et puisque 0° f(zg) est fermé [cfr proposition I1.2.2], # constitue bien un de ses

éléments.

(iv) Comme M, — det M, est continue, nous avons

det M = limdet M,, > a >0

n—oo

D’ou, M est aussi définie positive.

b) A est borné :
Nous cherchons donc a établir I’existence d’une cons.ante ¢ > 0 tel que
VMeA ||M||<ec

Nous savons que

[|M|] = sup < Mz,z >
llell<1

= sup < MYz MYz >
llzll<1

= sup [|MYa|p
[l=]|<1

k2 =c

IA

puisque M'/?(B) < 9% f(xo) et que ce dernier ensemble est borné.
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Considérons & présent le probleme (P) et prouvons I'existence de F.

Pour ce faire, nous prenons une matrice M € P, telle que
O’ f(zo) C {z| < (M) 'z,z > <1}
Une telle matrice .existe car, en vertu du caractére borné de 92 f(zo),
dR > 0 tel que

& f(20) € B(O, R) = {a| < %Im,m > < 1} = (R*1)V/*(B)

Nous pouvons alors poser M = R2?I. 1l s’agit bien d’une matrice symétrique, définie

positive. Il s’en suit que
o™ det M >0

D’autre part, puisque 8% f(zq) est supposée de dimension pleine,
Ir > 0 tel que
E(O: 'r) C 82]((7:0)

Dés lors, pour toute matrice M admissible pour (P), nous avons
vol [B(0,7)] < wvol {z|] < M~ 'z,z > <1}
c’est-a-dire, en vertu de la proposition 1.2,

det I < det M

ol
detr' l=F" =01

Consécutivement, le probleme (P) est équivalent a
Minimiser (det ﬂ/f)1/2
sous contraintes M e ’Pﬂ

D f(zg) C {z] < M~ 'z,2 > <1}

0<f < det M <«

Montrons que (P)* admet au moins une solution.

Nous savons premierement que
M — (det M)'/?
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est continue.

Par ailleurs, nous prouvons que

B = {M| M admissible pour (P)*}
est compact.

a) B est fermé :

De fait, considérons la suite de matrices (M,) C P,, convergente vers M et telle que
[M,]'/2(B) 2 8 f (o)

et
det M,, > 3

Nous souhaitons prouver que M est admissible pour (P)*.

(i) M est symétrique car

MT = (lim M,))" = lim (M,)" = lim M, = M

n—00 n—o0 n—00

(ii) M est semi-définie positive puisque
< Md,d > :Jl_go <M,d,d>=>0

par continuité du produit scalaire.

(iii) Nous avons que

&”f(z0) C [M]'*(B)

En effet, soit 2** € 82 f(zo). Nous savons que
< (M) 2™, 2™ ><1 Vn

et donc
< M g™ 2" > <1

(iv) M, — det M, étant une fonction continue, nous avons
0<,6§nlinolo det M,, = det M < &

Ainsi, M est aussi définie positive.
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b) B est borné :

Nous avons déja établi que
B(0,r)C{z| <M 'z,z2><1} VMeB

et comme la racine carrée de la plus petite valeur propre de M représente la demi-
longueur du plus petit axe de I’ellipsoide [voir proposition 1.1], nous obtenons

VY M € B la plus petite valeur propre de M > r? > 0

Envisageons le raisonnement par I’absurde suivant.

Supposons que B ne soit pas borné.

Il existe dés lors une suite (My) dans B telle que
|| Mi|l2 — oo
c’est-a-dire
la plus grande valeur propre Ay de M} — +o0
Par conséquent, puisque

det M;, = le produit de ses valeurs propres
> (n—1)r’A;
nous obtenons que
det M, — 400

ce qui n’est pas possible car det M} < a.

Démontrons maintenant ’unicité de £ en faisant de nouveau appel & un raisonnement
par ’absurde.
Supposons donc que M et N sont deux solutions distinctes de (P) et formons la combi-

naison suivante
[aM™'+ (1 —a)N7'™ Vael,l]

Cette expression satisfait les contraintes imposées aux matrices de (P). En effet,
(1) cette matrice est symétrique :

(leM™" + (1= )N )T = ([aM™ + (1 - )N
= (oM + (1 -V
= [aM™ 4 (1 - a)N7Y™?

puisque les matrices M et N sont elles-mémes symétriques.
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(ii) cette matrice est définie positive :
car si une matrice est définie positive, son inverse I’est encore et
<leM'4+(1-a)Nd,d> = a<M'dd>+(1-a)<N'd,d>
> 0

(iii) {z| <[aM™' 4 (1 —a)N7lz,z > <1} D % f(=0) :
Soit un point z de 8%f(zq). Comme M et N sont des éléments du domaine de (P),
nous avons

{z| < M7'z,z > <1} D 8*f(20)

et
{z| < N7'z,z > <1} D 8*f(zo)

de sorte que

<[aeM™ + (1—-a)N7'z,z >
= a<M'z,z>+(1—a)< N'z,z >
< al4(1—a)-1
z 1

Par conséquent, ’'inclusion est bien satisfaite.

De plus,
log {det [aM~! + (1 — )N}
1
det [aM—1+ (1 — )N
= —log det [aM_l + (1 - a)N_l]

= log { }

et en utilisant le caractére strictement concave de la fonction log det (-), nous obtenons

—log detfaM~1 + (1 — a)N71]

< —alog det (M™) — (1 — a)log det (N™1)

1
o _(1—
adog a5 — L —a)log oo

= alog (det M) + (1 — a)log (det N)
Finalement,

log {det [aM™" 4+ (1 —a)N7'|7'} < «log (det M)+ (1 — a)log (det N)
= log (det M)
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puisque M et N sont solutions de (P) et que trouver E revient & minimiser la fonction

log (det M). D’ou la contradiction attendue. m

Les résultats précédents conduisent aux définitions suivantes.

Nous appellerons dérivée seconde intérieure (respectivement dérivée seconde extérieure)
de f au point zo, Punique matrice symétrique, semi-définie positive, notée V£ (o) (re-
spectivement v f(z0)) associée & 'unique ellipsoide de volume maximal (minimal), centré
en l'origine et contenu dans (contenant) 92 f(zo).

Ainsi,

E = [V* f(20)]*(B)
et

E = [V f(20)]'/*(B)

Aux points ot f est deux fois différentiable, nous obtenons évidemment que

V2 f(z0) = Y2 f (o) = V2 f(o)

[lustrons ces notions au moyen de ’exemple 1, étudié précédemment. Nous y prenions

en considération la fonction
f(zq,z3) = max(0,z? + z2 + 22,)

et avions établi que

*f(wo) = [0,v2] x {0}

pour zo = (0,0).

D%i (%)

————— ) S
[0.8) (Ve 0) %y

Figure 25

Calculons les matrices associées a £ et F.

Nous constatons que Dellipsoide de volume maximal, centré en lorigine et inclus dans
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9 f(z0) n’est autre que l'origine. Dés lors,

D’autre part, 'ellipsoide de volume minimal, centré en 0 et contenant 82 f(zo) est Iellipsoide

plat dont le diametre vaut 24/2. Ainsi, ses axes de symétrie sont les vecteurs

Comme les longueurs des axes fournissent (au facteur multiplicatif 3 prés) les racines
carrées des valeurs propres [cfr proposition 1.1 dans le cas particulier ott IR" = IR?], nous

obtenons

A1 = la plus petite valeur propre de sz(fcg) =0
Az = la plus grande valeur propre de V- flzo) =2

D’ou,

Nous cléturons ce chapitre en donnant une approximation quadratique de f(zo + Ad)

utilisant la dérivée seconde intérieure.

Proposition 2.2 :

Soit donné zf dans 0f(zq). Nous avons Yd € IR", ¥V X > 0
(w0 + Ad) 2 f(zo) + A < zf,d > +5 < V2 f(wo)d, d > +0()\?)
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Démonstration :

Nous savons, par construction méme de la dérivée directionnelle du second ordre de f

en zo [cfr (1)], que
Az "
f(zo + Ad) = f(zo) + M f'(z0; d) + ?f (z0;d) + o(A?)
En vertu de la proposition A.IV.3, nous déduisons
AZ "
f(:L‘g + /\d) > f(fﬂo) + A< :Ca,d > +?f (.‘L‘(); d) -+ O()\2)

En outre, par définition,

E = [V2f(20)]"*(B) C 6 f(0)

c’est-a-dire [cfr (31) et (32), ainsi que la proposition I1.2.1]

{e| <2,d>< /< YV?f(zo)d,d > V¥ d}

Cle| <a,d><\/f(wod) ¥ d)

ce qui implique
< V*f(zo)d,d > < f(20;d) V d

La these en découle. o
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CHAPITRE V

RELATION ENTRE LE DIFFERENTIEL SECOND

ET LA MATRICE HESSIENNE GENERALISEE

D’UNE FONCTION CONVEXE C'

1 Définitions et résultats préliminaires

Rappelons qu’on désigne par fonction C'!, une fonction différentiable dont I’application
gradient, V f, est localement lipschitzienne. Considérant une telle fonction, ’on définit, au
sens de Clarke, la matrice hessienne de f au point zq € IR" par
Co{M | 3z; — =z, tel que f est deux fois différentiable en @; et V?f(z;) — M}.

Cet ensemble est noté 92 f (o).

Proposition 1.1 :

9% f(z0) est un ensemble convexe, compact, non vide, constitué de matrices symétriques.

Lorsque f est deuz fois continiment différentiable, il se réduit a {V2f(z0)}

On peut également concevoir une généralisation de la dérivée directionnelle de f au

point zg, soit f°°(zo; d), définie par

<Vf(z+Ad),d> — <Vf(z),d>
A

Celle-ci est liée & la matrice hessienne généralisée au moyen de la propriété suivante.
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Proposition 1.2 :

— £00(,. .
Mé\/lagz})(cmo) <Md,d>= fP(z0;d) Vd

(pour la preuve des deux affirmations précédentes nous nous référons a [9]).
Nous supposerons pour la suite que f est C™' et convexe. Des lors, les éléments
de 82f(zo) deviennent semi-définis positifs (puisque limites de telles matrices) et nous

pouvons associer a chacun d’eux un ellipsoide F = M*'*(B) dont la fonction d’appui est

V< Md,d > [cfr chapitre 4, paragraphe 1].

2 Comparaison entre 82 f(zq) et 8f (o)

Nous établissons tout d’abord deux propriétés desquelles nous pourrons déduire la re-

lation souhaitée. La premiére compare entre elles les dérivées directionnelles du second
ordre f"(zo;d) et f%°(zo;d). La seconde fait de |/ f®(zo; d) une fonction d’appui.

Proposition 2.1 :

(@0 d) = \/1" (w03 d) = 6(8°(z0)|d) ¥ d

Démonstration :

Nous savons en vertu de (2) que

Plggd] = Ty L CotAd8) —J (Rod

A—0t ,\
— Im < Vf(zo+ Ad),d > — < Vf(z0),d>
o A—0t ).

lorsque f est différentiable [voir proposition A.IV.4].

Des lors,

r—TQ
A—07t A

= foo(fl’o; d)

par définition.

D’autre part, il résulte de la propriété A.IlL.4 que
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f"(z0; d) = 87(0"f(=o) | d)

puisque /f"(zo; d) est convexe (f est différentiable), propre et semi-continue

inférieurement. m

Proposition 2.2 :

FO (2 d) = sup cgd> Yd

zECo{ U M1/2(1§)}
Mea? f(z0)

Démonstration :

Grace a la proposition 1.2, il nous suffit de montrer que

max < Md,d> = sup <z,d>
Med? f(zo) 2€Co(P)

ol
pe \J MYXB)
Med2 f(zo)
a) VM € 9?f(zo), nous avons

V< Md,d> = \[< M1/2d, M1/2d > = ||AMY2d)||

M

= <MV _—_——d
< sy 7
avec M1/2
Ml/ZW/_?d_H e M'*(B)
Ainsi,

Max /< Md,d>< sup <z,d>
MED? f (o) = oy

zeCo(P)

b) Considérons un élément z arbitraire dans Co(P). 1l peut donc se représenter comme

P
2=3 MM N=0) Ni=1
i=1

i=1
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ott b; € B et M; € 92 f(xo) Vi=1,---,p.

Deés lors,

r
<zd> = <Y aM7b,d>

1=1

E 1/2
= S n < MPb,d>

=1
5 1/2
= 3 N <b,Md>

i=1

P
> A bl (1m3 7%

=1

IA

par 1’égalité de Cauchy-Schwarz.
Comme b; € B, nous avons encore

<zd> < 3 n|MYd)|

2

i=1
Ain/< Mid,d >

1

< V< Md,d >

- Mégga})({mo)

= < Md d>
B V< MO

sup < z,d>< Max /< Md,d>

z€Co(P) Med? f(zo)

NERANIE

Il
—

Ai

P
=1

T

Par conséquent,

Rassemblant les résultats des propositions 2.1 et 2.2, nous obtenons que

5(02f(20) | d) < 8*(Co{ |J M(B)}d) Vd

Med? f(zo)

Nous nous référons alors & la proposition A.VIIL.1 pour déduire que 9*f(xg) est contenu

dans I’enveloppe convexe des ellipsoides associés aux matrices de 07 f(xo) c'est-a-dire

0*f(zo) CCo{ |J M*B)}

Med? f(zo)

De plus, comme le membre de droite de cette inclusion est symétrique par rapport a

lorigine, nous avons en fait que
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Co{df(z0) U —0f(m0)} CCo{ |J M'*(B)} (33)

Med2 f(xo)
Nous considérons & présent un cas particulier de fonctions convexes C! pour lequel
I’égalité se produit dans la relation (33).
Il s’agit de la fonction f: IR" — IR définie par

ou g est une fonction deux fois continiment différentiable et convexe. Par la notation
g*(z), nous entendons max(0, g(z)).
Nous supposons que

3 7 tel que ¢(z) < 0

sans quoi f(z) = %[g(z)]? constituerait une fonction deux fois contintiment différentiable
et ’égalité serait trivialement vérifiée [cfr proposition 1.1 et I1.2.5].

Prenons un point zo € IR" tel que g(zo) = 0. Nous obtenons alors que le gradient
Vg(zo) # 0 puisque z¢ n’est pas minimum de g.

Nous avons que

Vf(z) =Vg(z) g*(z) et Vf(zo)=0 (34)
En effet,

a) Sig(z) >0, alors
f(@) = 5lo(@)
et
Vf(z) = g(z)Vy(z)
b) Sig(z) <0, alors
f() =0
et
Vf(z)=0

c) Sig(z) =0, alors nous devons vérifier que pour V f(z) = Vg(z) g*(2),

f(z +Ad) - f(2)
A

< Vf(2),d >=lim
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Or,
(gt (= + A — [g* (2)]*)

g A = )
2 _
— lim 1 ([max(0, g(z + Ad))]* — 0)
A—0 2 A
Envisageons donc ’alternative suivante.
(i) Sig(z+Ad)>0:
1[max(0,9(z + Ad)))* .. 1g*(z+ Ad)
M2 ) =
= 0

puisque g est continue.

(ii) Sig(z+Ad) <0:

Dés lors, nous obtenons

ZVHa)ds> = gt(s) < Vole)d &

= 0
o et~ f()
A—D0 /\

et le résultat (34) est démontré.

O

Ainsi, pour établir le caractere C*! de la fonction f, il ne nous reste plus qu’a prouver la

propriété locale de Lipschitz pour I’application gradient V f. Il nous faut donc montrer

que

Je > 0,3K > 0 tel que Y z,y € B(xq,¢)
IVf(y) = V@) < K [ly — ]

oll z; est un point arbitraire de IR".

Pour ce faire, envisageons trois cas.

L glei) =01

Sous cette hypothese, nous pouvons affirmer que
Je; > 0 tel que V2’ € B(zy,e1) g(z') >0
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Des lors, gt (2') = g(2') et V 2,y € B(z1,¢€), nous avons

llg(¥)Vg(y) — g(z)Vg(2)||

< lgIIVe(y) — Va()l| + lg(y) — g(z)| [[Va()l|
< M K|ly — z|| + Kslly — z|| M2

IVf(y) = Vi)

car g est deux fois continiment différentiable, ce qui implique

(a) Vg localement lipschitzien en z; :

Nous avons ainsi que

Jey > 03K, > 0 tel que V z,y € B(zy,¢€;)
IVa(y) — Va(z)|| < Ka [ly — ||

(b) ¢ continue sur B(zy,¢&;) :

Donc, g est bornée c’est-a-dire

I M, >0tel que Vye€ B(»’befl) lg(y)| < M,

(c) g localement lipschitzienne en z; :
D’ot, 3eg > 0 3K3 > 0 tel que V z,y € B(zy,€3)

lg(y) — g(2)| < Kz |ly — ||

(d) Vg continue sur B(z,&;) :

Par conséquent, Vg est bornée. Donc,
AM, > 0 tel que V 2 € B(zy,6,) ||[Vg(z)|]| < M,

Finalement, nous obtenons (35) avec
I( == ﬂ’[]_[(g + 1"[2[{3
et e=mineg; 1=1,2,3
2. g(z1) <0:

Cette fois, Je > 0 tel que V 2’ € B(z,¢) g(z') < 0.

Consécutivement, g*(z') =0 et V 2,y € B(z;,¢), nous avons

IVf(y) - Vi) = 0
< Klly—z| VK>0
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3. g(z1)=0:
Dans ce cas, e > 0 tel que pour z et y choisis arbitrairement dans B(z1,€), nous
avons
(a) g(y) <0 et g(z) <0 : cette possibilité a déja été étudiée en 2.
ou bien
(b) g(y) > 0 et g(z) > 0 : cette possibilité correspond au cas 1.
ou bien encore
(c) 9(y) > 0et g(z) <O
(Le cas g(y) < 0 et g(z) > 0 est similaire).
Sous cette hypothese, nous obtenons, au moyen du théoreme de la valeur intermédiaire

que

IVf(y) = Vi@l = [[Va(y)g(y) — 0l

= [IVg(¥)9(y) — Va(y)g(2)l|

Il

ou z € [z,y] est tel que g(z) = 0.

Ainsi,

V() = V@) = [IVa)ll l9(y) — g(2)]
< MsKs ||y — #||

puisque Vg est continue sur B(zy,e) (donc bornée) et g est localement lipschitzienne
en .

Comme z € [z,y], nous avons encore que
IVf(y) = Vi@ < MsKs [ly — =|
ce qui nous conduit a (35). 0

Montrons maintenant le caractere convexe de la fonction f au moyen des deux étapes

ci-dessous.

a) Sig est convexe, alors gt 'est également :
En effet, nous désirons établir que V A € [0, 1]

gtz + (1 = A)y) < Agt(z) + (1 = Ngt(v)
Nous considérons des lors les deux cas suivants.
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19) Sida+(1—XN)y>0:

Sous cette hypotheése, nous avons

gtz + (1= V)

g(Az+ (1= Ny)
Ag(e) + (1= Ng(y)
Agt(z) + (1 — Mgt (y)

IAIA

car ¢ est convexe et g < g*.

29) Sidz+(1—ANy<0:

Dans ce cas, nous avons
0 < Agt(e)+(1—Ng*(y)
puisque chacun des termes du membre de droite est positif.

b) Si gt est convexe, alors (g+)?* le devient aussi.

De fait, par la convexité de g*, nous obtenons

Tz + 1=y < Pot(@)+ (1 - Ng" ()]
= Mgt (@) + (1= N gT W) + 2201 — Vgt (2)gt (v)

Pour obtenir le résultat annoncé, nous devons donc prouver que

Ngt(@)]? + (1 = A?[gt (W)]* + 2AM(1 = A)g* (2)g™* (v)

Mgt (@) = (1= Vgt @) <0

c’est-a-dire

AA = Dot (@) + 1 =20+ 23 = 1+ A[g* ()]’

+2X(1 — N)gH(z)g*(y) <0

ou encore

AA =D ([t (@) + (gt @) + 2% (2)9%(y)) <0

Comme
[gF (@) + (g (v)])2 + 29T (2)gT (v) = [gF(z) + 9T (¥))* > 0

cette inégalité est bien satisfaite.
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Ayant ainsi vérifié les caractéres C''! et convexe de la fonction f, nous sommes en mesure
d’en calculer la matrice hesienne généralisée, au sens de Clarke, au point zo.

Nous savons, par définition, que

82 f(x0) = Co{M | Jz; — xo tel que f est deux fois différentiable en z; et V?f(z;) — M}

Envisageons les deux possibilités suivantes.

a) Sig(z:)>0:
Alors f(z;) = 1[g(x:)]? est deux fois différentiable et comme V f(z;) = g(z:)Vg(z:),
nous obtenons
V2 f(2i) = g(=i)V2g(@:) + Vg(:) V(i)
b) Sig(z;)<0:
Alors f(z;) =0et V2f(z;) =0.
Consécutivement, si z; — o, alors, comme g est deux fois contintiment différentiable,

nous obtenons

V2 (@) = g(wo)V2g(m0) + Vg(20) Vg(o)" cas a)
Vif(z;) — 0 cas b)

Puisque g(z,) = 0, nous avons finalement que

O2f(zo) = Co{0,Vg(wo)Vy(wo)"}
= {aVg(zo)Vy(zo)" | a € [0,1]}

Il suit de ce résultat que
F®(wo;d) = (< Vg(wo),d >)*

En effet, de la proposition 1.2, nous déduisons
f*(zord) =

= < aV Vg(zo)'d,d >
;2[%,}%] aVg(ze)Vg(ze) d,c

= < Vg(zo)Vy(zo)'d,d > s

= < Vg(z0)"d,Vg(zo)'d >
= <« Vglap)d > < Vylwg),d 55

< Md,d >

max
2re{aVg(wo)Vg(zo)T|x€[0,1]}

= < Vg(zo),d> . < Vg(xo),d >
= (< Vy(o),d >)?
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Nous calculons & présent la dérivée directionnelle du second ordre de f en zo dans la
direction d.

Dans ce but, nous considérons l'alternative suivante.

a) SiVg(zo)Td<0:
Alors, comme f est différentiable, nous obtenons

V f(wo + Ad)Td — V f(z0)7d

f(zo;d) = lim

A=0t A
. Vf(wo+Ad)Td _
= Alir(I]1+ 3 [cfr (34)]
= 0

car

Vi(zo+Ad)Td = gt(zo+ M) Vg(zo +Ad)Td

pour A suffisamment petit.

g(x):o

Figure 26

b) SiVg(zo)Td>0:

Dans ce cas,

V f(zo + Ad)Td — 0

f(wo;d) = lim

A—=0t A
_ Vyg(zg + )\d)Td g(:cg + Ad)
I v %

- r 1 glaot M) — glao)
= ,\li.r{% Vg(zo + Ad)" d ,\llféi \
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parce que g(z) = 0.

Deés lors, puisque g est deux fois contintiment différentiable, nous avons

f(zoid) = [Vg(zo)"d][Vg(zo)"d]
= (< v9($0)1d>)2

Rassemblant les résultats obtenus, nous pouvons dire que

f(w0;d) = [< Vg(20),d >*]? (36)

Montrons finalement que
0% f(z0) = Co{0,Vg(zo)}

Nous savons, par la propriété A.VIIL1, qu'il nous suffit de prouver I'égalité des fonctions

d’appui.
Gl
sup cePds = sup < aVylzg),d >
z**€C0o{0,Vg(zo)} 0<a<l
= [< VQ(Jlo), d >]+
=/ ["(x0;d) [cfr (36)]
Dés lors, en faisant appel & la proposition 2.1, nous obtenons 1'égalité souhaitée. O

Observons maintenant que Dellipsoide E, associé & M, = o?*Vg(z0)Vg(z0)T € 92 f(z0)
n’est autre que

Co{—aVyg(zo),aVg(z0)} (37)

En effet, pour simplifier I’écriture nous notons
u = aVyg(zo)

Ay Id ’ . ’
o, sans perte de généralité, nous pouvons supposer o # 0.

Nous devons donc démontrer que
Co{—u,u} = [wuT]"/*(B)

Pour ce faire, nous considérons la matrice R de similitude (composée d’une rotation de

centre 0 et d'une homothétie) telle que
Ru = €1
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oll e; désigne le premier vecteur de la base canonique de IR".

N

& ﬂ*‘;{
Rf_—| «
- AL

Figure 27

Comme R est inversible, il nous suffit de prouver que
R(uu®)/?*B = R(Co {—u,u})
Nous avons, d’une part, que
R(Co {—u,u}) = Co {—ey,e1}

et, d’autre part, que
R(uuT)1/2 = (Ru(Ru)T)U2
En effet, par l'unicité de la racine carrée d’une matrice semi-définie positive, il est suffisant

de montrer que les carrés coincident, c’est-a-dire
[R(uuT)Y*)? = Ru(Ru)”
ce qui revient a l’égalité triviale suivante :
R(uu®)?(uuT)?RT = Ruu” R"
Ainsi, il nous reste a avoir que
(Ru(Ru)")Y?B = Co {—ey,e1}
Ceci s’obtient facilement en constatant que

(Ru(Ru)T)I/ZF = (elef)”zﬁ

1 0 - 0

0 0 - 0| __
= B

00 - 0
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Consécutivement, nous obtenons que

Co{f |J M*(B}=Co(~Vy(wo), Vy(20))

Med2 f(zo)
En effet, la premiére inclusion (2) est immédiate. Nous démontrons la seconde.

Considérons tout d’abord un élément de la forme

. 6l <1
z = M"*b avec

M € 92 f(zo)
Nous avons que

z= MY = aVg(ze)Vg(zo)'b aveca € [0,1]
Vg(20)V(za)"b

VAN

Des lors,

z € (My)/*(B) = Co(—Vy(wo), Vg(20))

en vertu de 1’égalité (37).
Ainsi, pour

zeCo{ |J MYAB)}

Med? f(xo)
c’est-a-dire, avec

P
A>0 i:l,---,petZ)\;zl

P
2= N(M)V?; = Z)\z,

i=1
ol

€ (M;)'/*(B) C (M;)/%(B) = Co(~Vy(xa), Vg (o)) [cfr (38)]
Finalement, nous obtenons, par définition de I'enveloppe convexe,

Zp: Az € Co(—vg(fco),VQ(-TO))

t=1

D’autre part, puisque

& f(xo) = C0{0,Vg(zo)}

LOEF

(38)



nous déduisons que
Co(d” f(wo) U =0 f(20)) = Co{—Vg(o), Vg(zo)}

Ainsi, nous constatons que nous avons pu établir I'égalité dans (33). O
Nous remarquons, de plus, que les dérivées secondes intérieures et extérieures sont les

suivantes

V2 f(zo) = {0}
et V' f(zo) = V(o) Vg(wo)”
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ANNEXE

Nous reprenons ci-dessous quelques définitions et propriétés fondamentales de I’analyse

convexe du premier ordre.
I. Ensembles et fonctions convexes

I.1. Un ensemble C C IR" est convexesi Vz,y€ C VA€[0,1],0na

Az +(1— Ny € C

1.2. Proposition : Si F est une famille d’ensembles convexes de IR". Alors ) (' est un
CeF

ensemble convexe.

1.3. Soient un ensemble S C IR" et F, la famille de toutes les parties convexes dans /R"
contenant S (F est non vide car IR" y est inclus). On considere Co(S) = | C qu'on
ceF

appelle enveloppe conveze de S. 1l s’agit du plus petit ensemble convexe contenant

S.

Proposition : Supposons S non vide. Nous avons que

k
z€Co(S) e Iz; € S,3N; >0 1=1,---,kavec ) A\ =1

1=1
k
tels que =y Ny
=1

I.4. Soit C' C IR™, un ensemble convexe non vide dans lequel on considere un point x. Ce

point est dit point extrémal de C si

VyzeC YAel0,1]
z=M+(1-Nz=>ez=y=2
Considérons dorénavant la fonction f : IR* — IR.
I.5. On appelle épigraphe de f, noté epi (f), I'ensemble

{(z,a) C R" x IR| f(z) < a}
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1.6. On définit le domaine de f par

dom f={z e R"| f(z) < +o0}

1.7. f est dite propre si et seulement si

dom f #0Qet f(z) > —c0 VzelR"

1.8. f est une fonction conveze si et seulement si epi (f) est un ensemble convexe de TRt

1.9. Proposition : Si f est propre, alors

’

dom f est convexe et

f convexe < { Va,yedom f VAe|[0,1]

| fQz+ (1= A)y) SAf(2) + (1= A)f ()

1.10. Proposition : Soit F une famille de fonctions convexes sur IR".
Considérons f(z) =sup g(z) Vz € IR".
9EF

Alors f est convexe.

1.11. L’intérieur relatif d’'un ensemble est I'intérieur de cet ensemble relativement a la

variété affine engendrée par cet ensemble.

1.12. Proposition : Toute fonction convexe est continue sur 'intérieur relatif de son do-
P :

maine.

1.13. Corollaire : Toute fonction convexe de domaine IR™ & valeurs dans IR est continue.

II. Semi-continuité inférieure et fermeture
IL.1. La fonction f : IR® — IR est semi-continue inférieurement en xo € IR" si
VA< f(xe) 36 >0 tel que Ve IR”
[le — zol] <6 = A < f(x)

11.2. Proposition : Soit F une famille de fonctions semi-continues inférieurement sur /R".

Considérons

f(z) =sup g(z) Vzel"
9EF

Alors f est semi-continue inférieurement.
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I1.3. On définit la fermeture de la fonction convexe propre f : IR" — Rparecl: R — IR
telle que

(cl f)(z) = sup F(z)

F affine
F<f
Nous remplacerons dorénavant (cl f)(z) par ¢ f(z) (abus de notation).

I1.4. Proposition : cl f est semi-continue inférieurement et

epi (cl f) = epi (f)

I1.5. Proposition : Soit f : IR" — IR convexe propre.

Alors on a ’équivalence entre les propriétés suivantes

(i) f est semi-continue inférieurement
(ii) epi f est fermé dans R™'
(iii) V a € IR, 'ensemble niveau {z | f(z) < a} est fermé dans IR".

(iv) ¢l f = f clest-a-dire f est fermée
11.6. Proposition : cl f est convexe et ¢l f(z) < f(z) V=

IL7. Proposition : Soit & nouveau f : IR® — IR convexe, propre. Nous avons que

(cl f)(z) = lim inf f(y)

y—x

11.8. Proposition : La fonction f : IR* — IR est semi-continue inférieurement si et seule-

ment si

f(z) = lim inf f(y)

y—a

La continuité engendre donc bien la semi-continuité inférieure.

II1. Fonctions conjuguées

Soit une fonction f : IR® — IR propre.

IT1.1. On appelle conjuguée de f, la fonction de IR" dans IR, notée f*, définie par

fy) = sup {<y,&>—f(2)}
R

z€
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II1.2. Proposition : f* est convexe, propre, semi-continue inférieurement.

II1.3. Proposition : Si f est convexe, la biconjuguée de f, soit f**, satisfait I'égalité
f** - Cl f

II1.4. Proposition : Si la fonction f est convexe, propre et semi-continue inférieurement,

alors f** = f.
IV. propriétés de la dérivée directionnelle et du sous-différentiel

Considérons la fonction f : IR* — IR convexe et un point zg de IR". Les définitions
ont été rappelées dans le chapitre I paragraphe 1. Nous citons ici quelques propriétés

intéressantes.
IV.1. Proposition : 8f(zo) est un convexe fermé, borné, non vide.

IV.2. : d > f'(zo;d) est convexe et positivement homogene de degré un (ce qui signifie :

Ya>0 f'(zo;ad) = af(zed)).

IV.3. Proposition : z* est un sous-gradient de f en zq, c'est-a-dire «* € 9f(wo) si et
seulement si f'(zo;d) > <2*,d> Vde IR"

IV.4. Proposition : Si f est différentiable, alors
f'(wo;d) =< V f(wo),d > et df(zo) = {V[(20)}

IV.5. Proposition : Nous avons que

fl(zo;d) = 6*(0f(zo) |d) = sup <2, d>
z*€8f(xa)

Pour la définition détaillée de la fonction d’appui, nous nous référons au chapitre I

paragraphe 2.4.1.
IV.6. Proposition : [Calculs concernant le sous-différentiel]
a) Soient f,g: IR" — IRU {400} convexes. Alors
O(f +9)(z) 2 0f(2) + Dg(z) Vo€ I

Si, de plus, f est continue en un point, alors nous obtenons I’égalité pour tout

Z.
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b) Soient les fonctions f; : IR® — IRU {400} convexes i = 1,---,p et un point z de

IR™. Si f; est continueen z ¢ =1,---,p alors

d(sup fi)(z)=Co |J 0fi(z) VaeeR"

1sisp i€l(z)
ou

I@@)={i=1,"-,n| fi(z) = sup fi(2)}

1<i<p

c) Si k: IR — IR est continiiment différentiable, alors
9 (ho f)(=) = W(f(2))0f(z)

IV.7. Proposition : Si f(z) = _max fi(z) olt les f; : IR® — IR constituent des fonctions
t=1Lynp

convexes, alors pour o, d € IR", nous avons

f'(zo; d) = max f;(zo; d)

I(zo0) = {1 | fi(zo) = f(20)}

IV.8. Proposition: Soit f : IR* — IRU{+oco} une fonction convexe, propre, semi-continue

inférieurement. Alors
2" € 0f(x) & = € 0 (")
V. Cones normaux et tangents

V.1. Soit un convexe K C IR" et un point z € K
Le céne normal & K en z, noté N(K,x) est défini par

N(K,z) = 06(K | .)()

ott §(K | .) désigne la fonction indicatrice de K [voir chapitre I paragraphe 2.4.1].

Ainsi,
e*€08(K | ) a)e VzeR*§(K |2) 2 6K |z)+ <a’,z—a>
et, puisque ¢ € K

t*€06(K | )z)& Vze RV 6(K |2) 20+ <" z—a>
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c’est-a-dire
€K |)z)e VzeK 02<z"z—x>

I.2. Le céne tangent & K en z est défint par

T(K,z)=J %(K —z)

h>0

TIK , x)

Nous avons T(K,z)” = N(K,z) Vze K
ot A" ={z€e R"| <z,6a><0 Vac€A}

VI. Propriétés extrémales des fonctions convexes

Considérons le probléme suivant
Min f(z)
sous w € IR"

lorsque f: IR — IRU {+o00} est une fonction convexe.

VI.1. Proposition : Si f est propre et si zp est un point minimum local de f sur IR", alors

zo est un point minimum global de f sur IR".
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VL.2. Proposition : Soit xo € IR". Nous avons que f atteint son minimem sur /R" en
zo < 0 € Of(zo).

VII. Les ellipsoides

Les définitions et propriétés fondamentales, liées & la géométrie des ellipsoides dans IR",

ont été rappelées dans le chapitre IV paragraphe 1.

VIII. Compléments théoriques

VIIL.1. Proposition : Soient A, B deux parties convexes fermées de IR"
Si Vde R"

gup <z, d><sup <a’,d>
z*€eA z*eB

Alors A C B.
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