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d'un nouveau systéme d'inéquations, qui différe aussi légérement que pos-
sible du systéme initial. Il est donc intéressant de "relaxer les contrain-
tes" en les modifiant le moins possible. Ce sera notre critére d'optima-
1ité pour une "relaxation". Le chapitre IV introduit ce concept de rela-
xation et propose deux algorithmes. Le premier, basé sur 1'intuition

seule, servira de référence pour le second qui s'appuie sur une démontra-
tion de convergence. Ce second algorithme consiste & appliquer itérative-
mernt 1'algorithme de Schhabel 2 un systéme d'indquations modifié& légére-

ment 3 chaque itération. Quelques résultats théoriques y sont présentés.

Le chapitre V expose quelques résultats numériques significatifs
de 1'algorithme de Schnabel et des deux algorithmes proposés au chapitre
précédent. Quelques commentaires & leur propos seront exposés en guise

de conclusion.




Chapitre I

PRESENTATION DE LA METHODE

DE ROBERT B. SCHNABEL



§ 1. Notations et présentation du probléme

i i n ; . . 1 i
Soient D un domaine de R et Css 1 <i<m, m fonctions continues a
valeurs réelles définies sur D. Le probléme est de déterminer si le systé-

me d'inéquations

® ci(x) <0 15 1, sesg H

est compatible, c'est-d-dire si il existe un point x de D satisfaisant cha-
cune des inéquations. Dans le cas contraire, on dira que (P) est incompa-

tible.

Avant de décrire la méthode, il est intéressant de préciser ce concept

de compatibilité et de 1'illustrer par quelques exemples.

§ 2. Définitions

Définition 1: Soit y > 0. Le systéme d'inéquations (P) est dit strictement

y-compatible si il existe un point x € D tel que

ci(x) < - v i=1, ... m

Définition 2: Le systéme d'indquations (P) est dit strictement compatible si

i1 existe un nombre y > O pour lequel il est strictement

y-compatible,

TIllustrons ces deux définitions par un exemple simple (contraintes

linéaires).



: 12

Exemple: Soit D la boule fermée de R2 centrée en 0 et de rayon Y2 et consi-

dérons le systéme

'x2=%<0 %
| )

D V2,07

|

(Pl) est strictement compatible car il est par exemple strictement-% - compa-
tible. Il suffit de prendre X = I et x, = 1. Par contre, (Pl) n'est pas

strictement 3/2-compatible.

Définition 3: Le systéme d'inéquations (P) est dit exactement compatible si

il est compatible mais pas strictement.

ﬁ(O, Y2) et considérons

|

Exemples: 1) Soit D

- X +1 <0

- X, +1 <0

%)

(Pz) est exactement compatible. En effet, le point {} est compatible,
cependant, ¥ y > 0, le systéme
—‘x1+]<—'y

- %, + 1 <=

2

est incompatible,
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2) Soient D = R et le systéme d'inéquations

3

: L .
(P3) cl(x) 12 X 0
cz(x) =x"-1=<0
(P3) est compatible en 1 mais, ¥ y > 0
1—x3<—y
xz—lé.-'y

est incompatible,

Définition 4: Soit 4 > 0. Le systéme d'inéquations (P) est dit compatible

3 y-prés si (P) est incompatible et si le systéme

ci(x) -y <0 Bom ol oo

est compatible.

Définition 5: Le systéme d'inéquations (P) est dit strictement incompatible
si il existe un nombre y > 0 pour lequel (P) n'est pas compa-—

tible a y-prés,

Définition 6: Le systéme d'inéquations (P) est dit exactement incompatible

si il est incompatible mais pas strictement ou si (P) est in-

compatible mais pout tout y > 0, le systéme

ci(x) -y <0 i=1, ..., m

est compatible.

B(0, V2). Le systéme

I

Exemple: Soit D

%

1
b
—_—
+
wn
~

4
- %, t 5/4

: & 5 s . . . 4
est compatible & 7 = pres mais strictement incompatible car (P )

n'est pas compatible 5-56 - prés.
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Proposition 1: Si D est fermé et borné&, le systéme d'inéquations (P) ne
’ y q

peut pas &tre exactement incompatible.
Exemples: a) (utilité@ du caractére fermé)

Soit D, la boule ouverte de R2 centrée en 0 et de rayon V2.

Le systéme

6
(B") xl::»letx1>1

est exactement incompatible.

b) (utilité du caractére borné)

"Soit D = R2 et considérons le systéme

<0

RIS
) Xy ¢
(") 1

qui est également exactement incompatible.
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Démonstration de la proposition 1

Supposons par 1'absurde que le systéme (P) est exactement incompati-

ble. Par définition, pour tout entier j, le systéme

<0 i=1, ..., m

i_l.l bt

Ci(x> -

est compatible, Par conséquent, pour chaque j, il existe % € D satisfaisant
chacune des inégalités précédentes. Comme D est fermé et borné, il existe
une sous-suite de (xj)j convergeant vers un point x* € D. D'autre part, cy

étant continu, on obtient par passage d la limite sur j que
Ty < -
Ci(X ) <0 15 Ly oongmm
c'est-a-dire le systéme (P) est compatible. On obtient ainsi une contradiction

et la propriété est démontrée.
O

§ 3. Une méthodevde pénalisation

3.1, Notion fondamentale

La méthode de pénalisation de Schnabel, comme son nom 1'indique, est

basde sur 1'utilisation d'une fonction pénalisante.

Définition: Une fonction pénalisante est une fonction w € C
w: R—R

qui vérifie (i)——(iv)

(1)'w (0) =
(i1) w'(y) > ¥yeR
(iii) o"(y) > ¥yeR
(iv) 1lim w(y) =L avec L > — o«

Yoo
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De plus, (i)— (iv) nous donne

(v) lim w(y) = +o
Y+ +oo

Voici le graphe type d'une fonction pénalisante

3.2. Exemples de fonctions pénalisantes

1) oF -1 ¥ veR
ey—] yéa'
2)1 2 o o o
-z—(y-a) e + (y=-a)e + (e =1) v > a

avec o paramétre strictement positif
= y <8
3)

2
G-8° , G-8 ,_ 8
] y> 8B
-3 a-p2 B

avec R-€] 0, I[

Toutes les notions utiles dans 1'algorithme ont été définies. Voyons

dés lors la méthode proprement dite.
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3.3. Idée de base

Formulons de fagon générale le probléme que 1'on se propose de ré-

soudre.

Soit D € R" et soient cy ¢ D —R i=1, ..., m
; 2 s L o
des fonctions que 1'on suppose de classe C°. Considérons le systeme d'iné-

guations suivant:

(1.0)

Hu
I
-
.
B

(p) ci(x) <0

et définissons pour chaque valeur de p = 0 la fonction

¢(x,p) = w(p.c; (%))

1T ™B

1
Py

oli w est une fonction pénalisante.

La méthode consistera & calculer pour un certain nombre de valeurs

du paramétre p, la solution du probléme

min ¢(x,p) (1.1)
xe D
Les valeurs de p seront choisies de telle sorte que 1'on trouve un point

compatible ou que 1l'on puisse affirmer que le systéme est incompatible.

En augmentant la valeur de p, les contraintes violé&es vont E€tre de
plus en plus pénalisdes dans la minimisation de ¢(x,p). Pour cela, il-suffit
de considdrer les propriétds (i) a (iii) de la définition de w. Par contre,
les contraintes satisfaites vont &tre "récompensées" mais nettement moins
car, de toute fagon, w est bornée inférieurement par une constante finie L

en vertu de (iv).

Nous sommes maintenant en mesure de décrire 1l'algorithme.
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3.4, Algorithme I

INITIALISATION. Déterminer Py = 0, P° > 0 ainsi que X point de départ,

Poser p = p_, X = X, et aller & 1'étape principale.

ETAPE PRINCIPALE

# 1 Rechercher le minimum de ¢(x,p) sur: DC R". Noter ¢*(p) la valeur op-
timale et X" (p) la solution optimale obtenue.
8i ¢, X (p)) <0 51 s 0 aller en # 2

sinon aller en # 3.

# 2 Le systéme d'indquations (P) est compatiﬁle: %7 (p) est un point compa-
tible.
STOP

#3 8i¢"(p) >0 aller en # 4

sinon poser p = p + p et aller .en #.1

# 4 Le systéme d'inéquations (P) est incompatible.

STOP

Remarque l: Dans la suite de ce chapitre, x*(p) est considéré:comme &tant
le minimum théorique (i.e. global) de la phase de minimisation en # I.
L'obtention d'un minimum local peut provoquer certains problémes: ce sera

entre autres l'objet du chapitre III.

Remarque 2: Si ¢* (p) est strictement positif, on détecte 1'incompatibilité
du systéme (P). En effet, supposons le systéme (P) compatible. Il existe

donc X € D tel que
ci(xo) <0 1 & 1y wwwy MW

et dés lors, la fonction ¢(x,p) €valuée au point X sera négative
$(x,, P) <0< ¢*(p)

ce qui contredit le caractére optimalc&t¢*(p).
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"
Remarque 3: La méthode consiste donc & incrémenter le paramétre de pénalisa-
tion p jusqu'd ce que l'on détecte soit la compatibilité& du systéme (P)
ainsi qu'un point compatible, soit son incompatibilité. Intuitivement,
nous voyons que si le systéme (P) est strictement compatible, alors " (p)"
va avoir tendance a vérifier toutes les contraintes car celles qui resteront
positives vont &tre pénalisées de plus en plus en incrémentant le paramétre
"p". Si, par contre, le systéme (P) est strictement incompatible, & cha-
que minimisation, au moins une contrainte restera strictement positive et
ce terme, en augmentant le paramétre de pénalisation, prévaudra face aux

autres et dés lors, ¢"(p) sera strictement positif.

Voici quelques résultats théoriques correspondant aux remarques pré-

cédentes :
a) ¢"(p) est une suite croissante pour p croissant;

b) si le systéme d'inéquations (P) est strictement compatible, alors, lors-
que p atteint ou dépasse une valeur'critique" finie, tout ¥ (p) fourni

par 1'algorithme est compatible;

¢) si, par contre, le systéme (P) est strictement incompatible, on montre
que lorsque p atteint ou dépasse une valeur finie, la valeur ¢¥ (p) de-

vient positive et le reste en vertu du premier résultat.

Restent cependant deux cas possibles, 1l'exacte compatibilité et

1'exacte incompatibilité&, qui seront traités: plus tard.
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§ 4. Résultats. théoriques

Pour démontrer ces résultats, voyons d'abord un lemme de la théorie

des fonctions convexes.

. p 1 .
. Lemme 1: Soit w : R—R, une fonction de classe C strictement convexe
telle que w(0) = 0.
. + P
Soit, de plus, p > p > 0. Dés lors, pour tout réel y, on a

w(pﬂpy);;2 w(py)

+
P P

avec 1'égalité ssi y = 0,

Démonstration: De deux choses 1l'une :

y =0 et 1'on a trivialement la thése
ou y # 0.
+ . N .
Dans ce cas, prenons t = p/p et donc t appartient d 1'intervalle

10,1[. La définition de la convexité strictée nous donne :

w(p.y) = wltp’y + (1-£).0) < tw(p'y) + (1-t) (0)
= p/pt w(p'y)
4

Etablissons maintenant la croissance des valeurs ¢#(p).

Théoréme 1: Soit  : R— R, satisfaisant les hypoth&ses du lemme l. Soient
de plus, p et p+ tels que p+ >p > 0. Considérons le probléme (1.0)
et gardons les notations habituelles de l'algorithme I. Alors

+ Y .
(") > ¢" (p)

z 5 o . : + . .
avec 1'égalité seulement si ci[Qﬁ(p )1 =0 1 Ty wony Ma



Démonstration: En vertu du lemme 1,

(@’ e, G () w(p.c; " ("))
> i

p* k£

inégalité valable pour i = 1, ..., m et avec 1'égalité ssi
+ . -
ci(k*(p )) =0 i=1, ..., m. Sommons sur toutes les contrain-

tes pour obtenir

R ERICHCER))

avec -8galité ssi éi(x*(p+)) =0 1=1; ceey M.

Mais par définition de ¢" (p), nous obtenons la thé&se puisque

&N = oG G, = ¢ ()

Venons—en maintenant aux résultats concernant la convergence de 1'al-
gorithme face a des systémes d'inéquations strictement compatibles ou

strictement incompatibles.

Théoréme 2: Soit w vérifiant les conditioms (i), (ii) et (iv) :d'une fonction
pénalisante et considérons le probléme (1.0). Si le systéme d'iné-
quations (P) est strictement compatible, alors il existe p1> 0 tel
que, pour tout p = Pys le point x*(p) fourni par 1'algorithme est

compatible.

équivaut & dire qu'il existe y > 0 et X, € D tels que ci(x) < - v

-

1 8 dy ewsy M

Choisissons ¥y < 0 tel que

w(y) g_('_“:;ln_)_ﬁ

et posons p; = - yl/y



Supposons par l'absurde que pour p = P> X" (p) ne soit pas compati-

ble. Il existe alors au moins une contrainte violée 1i.e.

J i, tel que cy (kﬁ(p)) > 0

et donc, en vertu des propriétés (i) et (iv) des fonctions pénalisan—

tes, on a les inégalités suivantes:

m(p.cib(xﬁ(p))) >0

¢y (P) > —(5%1‘)‘1: (1.2)
D'autre part,
§Gx op) < m 2RV (1.3)

P

et par la monotonie de w

(m-1)L

wl=py) < UJ(-PI'Y) = m(yl) < -

majorant w(-py) par 522522 dans (1.3), nous avons

(m-1)L

P o) & <
¢ (P) ¢(X‘ll P) <. P

en contradiction avec (1.2).

Le théoréme ! nous montre donc que, face @ un systéme (P) strictement
compatible, 1'algorithme détecte un point compatible. Etablissons maintenant

un résultat concernant 1'incompatibilité stricte du systéme (P).

‘Théoreme 3: Soit w : R — R une fonction pénalisante et considérons le pro-
bleéme (1.0). Supposons le systéme d'inéquations (P)strictement in-
compatible. Alors il existe Py > 0 tel que, pour tout p = Pys @ﬁ(p)

est strictement positif,
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Démonstration: Par définition de 1'incompatibilité stricte du systéme (P),

il existe § > 0 tel que (P) ne soit pas compatible & ce d-prés.
(1.4)
Soit Yo >0, choisi tel que

w(yy) > - (@)L

et posons p, = yz/ﬁ. La thése revient donc & montrer que poui tout
P > Py ¢*(p) est positif.

Or, (1.4) nous donne:
¥xeD3Jitel que ci(x)‘? 8

d'oli, par (iv) et (ii) d'unme fonction pénalisante

[@-DL + 6(p.8)]
P

+* (p) >

De plus, par définition de p, et la monotonie de w,

w(p8) > w(p,®) = wlyy) >- @=L (1.6)

Combinant (1.5) et (1.6), nous avons la thése:

$"(p) > 0

Nous venons donc de voir que dans le cas de la compatibilité@ stricte
ou de 1'incompatibilité stricte, 1'algorithme est fonctionnel puisqu'il
détecte et peut affirmer la stricte compatibilité ou incompatibilité dés
1'obtention d'un paramétre p plus grand que le "picritique" qui est fini

en vertu des théorémes 2 et 3.

De plus, on a vu précédemment que 1'on pouvait &viter 1'exacte incom-
patibilité avec des conditions sur D. Reste donc a envisager la compatibi-
1it& exacte. Or dans ce dernier cas, on peut montrer que, pour tout § > O,
lorsque p atteint ou dépasse une valeur Ps finie, chaque ¥ (p) est compa-
tible 4 ce 6-prés. Un critére d'arrét est donc nécessaire mais démontrons

-

d'abord cette propriété.



Proposition 2: Soit w une fonction pénalisante et considéroms le proble-

me (1.0) ol le systéme (P) est suppos@ exactement compatible.
Alors, pour tout § > O, il existe une valeur finie Ps telle que,

pour tout p = Py k&(p) est compatible a ce §-prés.

Démonstration: Soit § fix&, 6§ > 0 et considérons

s tel que w(yg) > - (m-1)L
posons pg = y6/6 et, par 1'absurde, supposons que pour p = Pgs
¥ (p) n'est pas compatible & ce § prés. Il existe donc une contrain-
te violée de plus de §, i.e.

1 i tel que ci(x*(p)) > 68

et donc

(oL | w(p) : (1.2)
P P '

¢ (p) >

Or, par la monotonie de w,
w(ps) = wlpg 8) = wlyg) = - (m-DL
Minorant w(pa) par - (m-1)L dans (1.7), nous avons
¢ (p) > 0 . (1.8)
D'autre part,r(P) dtant exactement compatible, il existe X

tel que ci(xo) <0 i=1l,.0s, m

et donc
¢ (p) < ¢(x_,p) <O

en contradiction avec (1.8). O

Un critére d'arr8t est cependant nécessaire pour 1'utilisation sur

ordinateur de cet algorithme.



§ 5. Algorithme général

5.1. Algorithme II

INITIALISATION Déterminer P, 20 et X point de départ.
Choisir un € > 0.
Poser x=x , P =p et aller & 1'étape principale.

ETAPE PRINCIPALE

# 1 Rechercher ¢¥(p) et * (p).
Si¢*(p) > 0, aller en # 2,

sinon si max c.(xﬁ(p)) <g, aller en # 3
1<i<m

sinon aller en # 4.

# 2 Les contraintes sont incompatibles.
STOP
# 3 Les contraintes sont compatiblés. (¥)
STOP
# 4 Incrémenter le parémétre de p€nalisation p.

Aller en # 1.
Voyons que le critére d'arrét choisi fonctionne bien puisque, sans

aucune condition sur la compatibilité du syst@me d'inéquations(P), on est

assuré de 1'arrét de 1'algorithme par le théoréme suivant:

(*) Remarquons que 1'algorithme peut sortir le message de 1'&tape # 3
pour des contraintes compatibles & un §-prés,§ < e.



Théoréme 4: Soit w: R—— R une fonction pénalisante et considérons le pro-
bléme (1.0). Alors, étant donné un e > 0, il existe Py = 0 tel
que 1l'on ait soit éﬁ(p) > 0, soit un point x*(p) compatible & un

e-prés pour tout p = Py-

Démonstration: Soit Yy ? 0 tel que w(yz) = - (m-1)L.

Posons

Yy
£ - 2
6._._.. et p3__6._ %

Si le systéme des inéquations (P) n'est pas compatible & un é-prés,
le sy q P P P

la démonstration du théordme 3 nous assure 1'in€galité suivante:

¢ (p) >0 pour p > pj.

Considérons maintenant 1'autre possibilité&: (P) est compatible ou

compatible & un é-prés. Il existe donc un point Xq € D tel que
ci(XS) <6 i Ty geey m

et dé&s lors, pour tout p = 0

¢(X33P) <m w(p.é) /P (1.11)

Supposons par 1'absurde que pour p 2 pj, ¥* (p) n'est pas compati-
ble & e-prés. Dé&s lors, par définition des fonctions pénalisantes,

(ii) et (iv), nous avons

" (p) > (m“l)Lp+ w(p.e) (1.9)

De plus, par le lemme 1

w(p.e) = (m+l) wq.g—;f—) = (m+1) w(p.s)

ce qui, dans 1'inégalité (1.9) nous donne

N [(m-1)L + w(p.§) + m w(p.s§)]
¢ (p) > (1.10)
P
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et par la monctonie de w

w(ps) > w(pyd) = uly,y) > - (DL

que 1'on remplace dans (1.10) et 1'on obtient

w(ps) =
B ¢" (p)

m.

en contradiction avee (1.11).
O

Nous avons donc démontré que l'algorithme, face & des contraintes
quelconques de type indgalité peut décerner la compatibilité ou 1'incompa-
tibilité de celles-ci, pour autént que 1'on puisse calculer £ (p) qui doit
gtre un minimum global. Or, on est assuré de ce caract@re global de 1'op-
timum seulement si les contraintes sont convexes. De plus, la majorité
des routines de minimisation nécessite une fonction objectif de: classe
CI (ou Cz). C'est pourquoi, on imposera des hypothé&ses supplémentaires
sur les contraintes suivant les exigences de la sous-routine de minimisa-

tion utilisée,

§ 6. Résultat intéressant

Dans la plupart des problémes pratiques, il est intéressant de trou-
ver un point vérifiant les contraintes avec '"une marge de sé&curité aussi
grande que possible". Traduisons cette notion mathématiquement. On consi-

dére le probléme (1.0) que 1l'on suppose strictement compatible.

Notons K = - Min Max c. (%)
; xeD |1<i<m *

c'est-i-dire K est la plus grande valeur de "k" pour laquelle le systéme

(P) est strictement "k'"-compatible.



Un résultat fort int@ressant consiste & montrer que, pour certaines

valeurs de k, k < kﬁ, 1'algorithme peut trouver un point x € D tel que
ci(x) < -k i=1, ..., m
A ce propos, on verra 1'importance du choix de la fonction pénalisante.
Théoréme 5: Soit w: R —R, une fonction pénalisante et définissons
8(y) = w(y) - L. Considérons le probléme (1.0) oli le systéme (P)
est supposé strictement k¥-compatible. Soit, de plus, k tel que

0 <k <K,

Faisons 1'hypothé&se supplémentaire qu'il existe p, = 0 tel que
yP P 4 q

¥ p>p,, md(- pk¥) <B8(- pk) (1.12)

Alors, pour tout p = Py chaque xﬁ(p) est strictement k-compatible.

Démonstration: Par 1'absurde, supposons que, pour p = Py > ®¥(p) n'est pas

strictement k—compatible. D&s lors, une des contraintes au moins

a une valeur supérieure & (-k). On peut donc &écrire :

(m-1)L + wo(=pk) _ m.L + ®(-pk) (1.13)

¥
o7 (p) > = =

Parallzlement, puisque le syst@me des inéquations est strictement
K*-compatible, il existe X, € D tel que ci(x4) < —kﬁ, i=1, ..., m.
C'est pourquoi, en vertu de la monotonie de w, nous avons

.. e o el
§ () < ) < Re0CR) Bl 20D Cpe) (1.14)

et 1'on termine la démonstration en remarquant que (1.13) et (1.14)

sont en contradiction avec 1'hypothése (1.12).



Corollaire 1: Soient w(y) = e’ = 1 pour y < 0 et k tel que 0 < k < B,

Supposons que le systéme (P) du probléme (1.0) est strictement
K*-compatible. D&s lors, il existe Pg tel que, ¥ p = Ps» xw(p)

est strictement k-compatible.

Démonstration: Regardons pour quelles valeurs de "k" 1'hypothése (1.12)

du théoréme précédent est vérifiée. Or,

ay) = &

et donc 1'hypothése (1.12) se récrit :

—pk¥ i
1 prg tel que, pour p = Pg, m e P < e P

et nous voyons que, quel que soit k, k < k*, en choisissant Ps

comme suit,

In m
(k* - k)

on a 1'inégalité (1.12), ce qui termine la preuve en vertu du théo-

PS_

réme précédent.
O

‘Remarque: Si, par contre, w(y) = 15 pour y < 0
alors
" ' 1
m(y) B gt
=7

et donc, 1'hypoth&se (1.12) nécessite

m 1
(14pk*) (1+pk)

N

ou encore
(1) < p. (K" - mk)

: r . . N .
qui est possible seulement si k < - Dés lors, avec cette fonction



de pénalisation et face & un systéme d'inéquations strictement
k"-compatible, le théor&me précédent garantit seulement que, pour
p suffisamment grand, les points fournis par 1l'algorithme sont

strictement (K*/m - €)-compatibles.

§ 7. Et sur ordinateur...

Schnabel présente quelques résultats obtenus sur ordinateur. Il a
implémenté cet algorithme avec la fonction de pénalisation el - 1, en trai-
tant séparément les contraintes linéaires (lq(x)) et non linéaires (ci(x)).

La séquence des sous-problémes de minimisation devient

Min ¢(x,p) = — Z (e -1
x€ D P

sous les contraintes

1q(x) <0 qg=1, ..., t

La sous-routine d'optimisation utilisée est une variante de 1'algo-
rithme de Fletcher et Goldfarb qui contient une stratégie de "restart"

pour "augmenter", dit-il, "les chances de trouver un minimum global.

I1 est en effet trés important de trouver le vrai minimum pour le

bon fonctionnement de cet algorithme.

Restent cependant deux problémes (plus ou moins arbitraires) :
1) le choix du paramdtre de pénalisation de départ;

2) son incrémentation.

Schnabel propose d'initialiser p & 0 car on montre facilement par 1'Hospi-

tal que



¢ (x,0) g lim ¢(x,p) =
pro i

B

c; (%)
1
et il incrémente le param@tre p suivant une méthode non explicitée dans
cet article. Il précise cependant que la nouvelle valeur du paramétre

appartient & 1'intervalle [2p,10p] sauf si p = 0 bien sfir.

I1 présente les résultats de son programme face & des contraintes
relativement simples. On peut trouver ceux—ci pages 145 et 146 de la

revue

§ 8. Modifications possibles

Une amélioration de cet algorithme a &té proposée: elle consiste a

changer le sous-problé&me de minimisation en

m
i Z A (p) wlp.cy(x))

i=1

o |-

min
x€D

modifiant 1'estimation du multiplicateur de Lagrange A(p) par la formule

: +y ' Yr
N (") =A@, w'kp.c; & ()]
pour 1'itération suivante. (Réf. [4]).

Cette tentative d'amélioration provient trés vraisemblablement des
méthodes du Lagrangien augmentd. Mais, 1'utilisation des Ai(p)", esti-
mations des multiplicateurs, est moins justifie vu 1'absence de fonction
objectif. De plus, 1'utilité@ premiére des méthodes de pénalisation est
de ne plus devoir faire tendre le paramétre p vers 1'infini; propriété
que 1'on a justement pu démontrer dans le cadre de notre probléme.
Schnabel ajoute qu'il n'est pas évident que les propriétés démontrées

dans cet article resteront valides pour ce changement.



Chapitre II

PRESENTATION D'UNE CLASSE

DE PROBLEMES PRATIQUES



Un type de problémes de minimisation fréquemment rencontrés par le
laboratoire d'adronautique de 1'université de Li&ge peut se formuler de

la fagon suivante :

N
[N
=
VAN
(¢}
[
1}
=]

Ces problémes sont des approximations successives d'un probléme de minimi-
sation trés cofiteux 3 résoudre directement., En effet, une &valuation de
la fonction objectif nécessite une recherche par &léments finis.

(Pour plus d'informations, consulter [6] et [7]).

La résolution de cette classe de problémes est assez simple. En effet,

. . - 5 3 T T
aprés avoir effectué le changement de variables ty = 1= 1, «..y 1,
; ) I

z . o e : ; i e .
ces problémes reviennent a la minimisation d'une fonctlon linéaire en GE—)

i
sous contraintes lindaires et, dés lors, la détermination d'un point admis-
sibme de départ est aisée (Simplex). Mais 1'addition de contraintes linéai-
res a rendu plus difficile la résolution de ces problémes. En effet,

ceux—-ci sont devenus .:

. n
Min Z o. X,
: o] i
X € Rn o
n a..
S.C., b. < Z 2l c.
LR T i T
n
< i <
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Remarquons que le :changement de variables utilisé auparavant n'est plus
efficace. Il est dés lors intdressant de vérifier si ces contraintes sont
compatibles. De plus, si c'est compatible, 1'algorithme de minimisation
utilisé par aprés nécessite un point de départ admissible., Dans le cas

contraire, une relaxation des contraintes est nécessairew

C'est 4 ce type de problémes que je ferai référence dans les chapi-
tres suivants. La résolution numérique de certains d'entre eux est pré-

sentée au chapitre V.




Chapitre III

COMMENTAIRES ET CRITIQUES



§ 1..Quant & la non-convexité...

Tout 1'article de Schnabel est basé sur 1'obtention d'un minimum glo-
bal x*(p) de la fonction objective ¢(x,p). Malheureusement, si 1l'on doit
déterminer le caractére compatible ou non d'un ensemble de contraintes non
convexes, on n'est plus assuré du caractére global de 1'optimum et cela,
quelle que $oit la sous-routine de minimisation employée. A ce propos,
Schnabel dit qu'il utilise une sous-routine avec procédure de "restart", pour

"augmenter les chances" de trouver un minimum global.

On comprend facilement 1'importance de trouver le vrai minimum. En
effet, la sortie "Incompatibilité" de 1'algorithme est tout & fait faussée
si le minimum détecté x** est local puisque 6 (™™ ,p) peut Btre positif alors

qu'il existe des points compatibles, par exemple < sut ce graphe :

¥




Ce probléme semble insoluble mais remarquons que celui-ci n'est pas
propre & notre algorithme puisque, face @ un ensemble de contraintes non
convexes, les autres méthodes de résolution rencontrent le méme type de
difficultds. Sur 1'exemple “suivant, les méthodes dites "Minimax" partant
d'un point voisin de % décerneraient 1'incompatibilité (pour ces méthodes,

consulter par exemple [5]).

Soient les courbes de niveau de Max(ci(x))
' 1i=1,2

Heureusement, dans certains problémes pratiques tel celui exposé au chapitre
II, on a dés le départ une idée de la région dans laquelle devraient se trou-
ver des points admissibles, si il y en a, bien évidemment. Dans les autres
cas, 14 seule issue possible me semble &tre celle préconisée par Schnabel,
c'est-a-dire 1'emploi d'une sous-routine avec proc&dure de restart. Malgré
cela, la sortie "incompatibilit&" reste incertaine si les contraintes ne

sont pas convexes. Cependant, considérons le théoréme IV du premier chapi-
tre. Dans un but pratique, démontrons-le sans utiliser le caractére global
de chaque Xﬁ(p), c'est-a-dire vérifions que le critére d'arr@t reste valable

méme si les contraintes ne sont pas convexes.
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£ .

Proposition 3: Sous les hypothé&ses et notations du th@oréme IV, le critére

d'arrdt proposé reste fonctionnel méme si les contraintes ne sont

pas convexes.

Rappel : Critére d'arrét utilisé: $*(p) > 0 ou Max ci(ﬁﬁ(p)) < e
1<i<m

Pour p = Pgs VOyons que 1'algorithme s'arréte. En effet, de deux cho-
ses 1'une: soit
Max ci(x*(p)) < ¢

I<i<m

et 1'algorithme arréte en vertu du critére, soit
Y
Max ci(x (p)) > ¢
1<i<m

et, dans ce cas, voyons que ¢ (p) > 0. En effet :

# (m-1)L 1
¢ (p) > =n + 5 w(p.€)

Or, par la monotonie de w

w(p.e) > w(pg.e) > - (m-1)L

et donc, ¢ﬁ(p) > 0, Ceci termipe la démonstration puisque 1l'on est

assuré de 1'arrét de 1'algorithme dé&s quep atteint ou dépasse pg.

O

On peut donc employer cet algorithme face & des contraintes non conve-
xes sans craintes de cyclage mais en &émettant des réserves chaque fois que

1'algorithme décrétera 1'incompatibilité.
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§ 2. Diversification du paramétre de pénalisation

Une premidre tentative d'amélioration serait de considérer non plus
un paramétre de pénalisation global, mais bien un paramétre particulier pour

chacune des contraintes. Dés lors, la fonction de pénalisation deviendrait

0" (x,p) = > Lowps o el (x))
’ =1 Py 11

S n = « = m
que 1'on minimise sur x € D€ R avec p, vecteur des paramétres, p € R .

L'incrémentation des "pi" se ferait en fonction des valeurs de la

-~

.éme . . S : : P o i
i contrainte aux minima déjd obtenus. Lés résultats théoriques, & pre-

midre vue, semblent pouvoir tenir face a cette modification, avec cependant
certaines conditions sur 1'incrémentation, mais les ré&sultats obtenus sur

ordinateur se sont avérés infructueux face a ceux de 1'algorithme initial.

§ 3. Non invariance face.a une .prémultiplication des.contraintes

Remarquons d'abord que, face aux systémes d'iné uations
s )

(P) c.l(x)~<40 i=1’. ceey, M
et

I, ..., m

P
1

' <
(P") aici(x) 0

avec o, > 0, la démarche de 1'algorithme est différente alors que (P) et

(P') sont &quivalents.

Lorsque l'on traite un proﬁléme oti 1'on a dés le départ une idée sur
1'allure générale des contraintes, il est parfois intéressant de prémulti-
plier les contraintes avant de lancer 1'algorithme. Cette pondération des
contraintes serait effectuée en vue d'éviter des proﬁlémes d'erdre numéri-

que sur ordinateur.
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§ 4. Traitement sur ordinateur

4,1, Overflow...

Les résultats numériques présentés par Schnabel proviennent d'un pro-
gramme utilisant comme fonction pénalisante 1'exponentielle, c'est—-a-dire

e - 1, y e R.

a) Gardons 1'exponentielle comme fonction pénalisante puisque c'est
celle qui, intuitivement, pénalise le plus. En effet, sur les exemples pré-
sentds par Schnabel, 1'algorithme donne la solution aprés deux ou trois in-
crémentations du paramétre de pénalisation. Mais dés que 1'on ex&cute ce
programme sur des exemples plus complexes, tels ceux présentés au chapitre II,
on se trouve trés vite face & des problémes d'overflow qui provoquent des
incohérences dans les données nécessaires & la sous-routine de minimisation.
Un premier probléme est le choix du paramétre de départ. En effet, initia-
liser celui-ci i z8ro n'a pas de sens étant donné la particularité de ces
contraintes. De plus, son incrémentation nécessite quelques précautions
également. Voici celles utilisées dans le programme que j'ai mis au point.

Notons "wsup'" la plus grande valeur réelle de y telle que

w(y) <M

oii M est la valeur numérique maximale de l'ordinateur. Une démarche possi-
ble pour fixer P> paramétre initial, comsiste a calculer en x point de
départ,

] Max {ci(xo)} =c
i=l,...m

Heo

et prendre pour paramétre initial

_ wsup
o o° ;
i

oli ¢ est une constante strictement plus petite que 1.
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Dés lors,

m(po.ci(xo)) <M 2 lywesy W

ce qui assure la cohérence des données initiales rentrées dans la sous-routine
de minimisation.

Dans la méme optique, on peut incrémenter le paramétre de pénalisation comme
suit

p' ¢ [ap, Bpl

ol 0 < o < B. Comme précédemment, on calcule

Max i{ci(xﬁ(p))} = cq

i=l,...m

ol xﬁ(p) est 1'optimum & 1'étape correspondant au paramétre p. Appelons

_ wsup

Pp =75 -
C.
i

- ]

oli @ > 1. 81 p; € [op, Bp] , on choisit pour nouveau paramétre p+ = py, si
p; < ap, on choisit p+ = qp et si P> BD, p+ = gp. On utilise la borne infé-
rieure ap pour &tre assuré de la convergénce, car ainsi 1'incrémentation du
paramétre ne peut tendre vers zéro. Par contre, la signification de "g"

est plus subjective. Elle dépend en fait de la sous-routine de minimisation
utilisée. En effet, certaines sous-routines poss&dent un mode d'exécution
que 1'on utilise lorsque la fonction objective ne différe que légérement

d'un appel a 1'autre.

Malgré ces précautions, 1'utilisation de 1'exponentielle comme fonction
pénalisante provoque souvent des problémes 3 moins d'avoir une sous-routine

de minimisation trés robuste.

b) Gardons cependant le caractére exponentiel dans la région négative

mais "adoucissons la fonction pénalisante' dans la région positive par une



fonction du second degré, c'est-a-dire prenons

]
)
1
i
[45]
'—Ib
o
A
e

w(y)

w(y)

|

2 o o .
(y-a) e + (y-o)e + e’ = sinon
avec o > 0.

Remarquons que le résultat théorique du § 6 au premier chapitre reste
valide. De plus, on remarque expérimentalement que cette nouvelle classe

de fonctions de pénalisation convient nettement mieux d&s que les ensembles

de contraintes deviennent plus complexes.

4,2, Gain de temps CPU

a% I1 me semble intéressant de faire le test de compatibilité des
contraintes & 1'intérieur de la sous-routine de minimisation. Ce n'est en
fait que le calcul d'un maximum de m réels mais cela peut faire arréter plus

tdt une procédure de minimisation inutile.

b) Un gain de temps majeur correspond & 1'utilisation d'un test supplé-
mentaire interne i la sous-routine de minimisation. Ce test consiste & sor-
tir de cette sous-routine dés que la fonction objectif est négative et que
le maximum des contraintes ne diminue plus assez vite., Dés lors, on augmente
le paramétre et on appelle & nmouveau la sous-routine, ceci afin d'atteindre
beaucoup plus vite le paramdtre critique. Une variante de ce test consiste
3 tenir compte du mode d'ex&cution de certaines sous-routines indiquées pré-

cédemment en exigeant un nombre de pas fixé dans chaque appel de la sous-

routine.




Chapitre IV

RELAXATION DES CONTRAINTES



§ 1. Présentation du probleme

Considérons le systéme

ci(x) <0 T P

(P)
lj(x) <0 j 1, +..y q

—
1

oll s est non linéaire et lj linéaire. Lorsque ce systéme est incompatible
on a vu au premier chapitre que 1'algorithme de Schnabel s'arrétait (étape

# 2 de 1'algorithme II). Cependant, dans la plupart des problémes pratiques,
si 1'on décerne 1'incompatibilité, il semble intéressant de "relaxer" les
contraintes dans le but d'obtenir un ensemble de contraintes compatible.
Relaxer les contraintes reviendra i trouver des nombres positifs 61, ees O

m
tels que le systéme

]
—
-

ci(X) - 8 S0 i s by

I

lj(x) <0 k| eesy 4 .

appelé systéme relaxé, soit compatible.

Le probléme est d'effectuer cette relaxation "le mieux possible".
Ceci n'est pas simple car le concept de relaxation optimale est tout a fait
subjectif. Un crit@re parmi d'autres est de "toucher le moins possible aux
contraintes". Mathématiquement, cela pourrait se traduire de la fagon sui-
vante:

Etant donnés m facteurs de pondération des contraintes non linéaires,
Yis Yy €el]0,1 [, i=1, ..., my la relaxation Gﬁ = (6?, o'e v 6;) est estimée

optimale si elle est solution du probléme
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] m
Minimiser Z y. 6.
m i=1 *
§ €ER
< x €D
S.C. ci(x) - éi <0 i=1, ..., m
lj(x) <0 i=1, ...y q
L 6i =0 i=1, ..., m.

Remarquons que ce type de relaxation garde les contraintes linaires intac-
tes. Trés souvent, on désire n'effectuer la relaxation que sur les contrain-
tes non linéaires. C'est par exemple le cas du probléme présenté au chapi-

tre II.

Le but de 1'algorithme qui suit (Relaxation I) est de fournir des ré-
sultats sur une relaxation possible (et non la meilleure au sens de notre
critére !) pour pouvoir tester 1'efficacité de 1'algorithme (Relaxation II)
présenté plus loin. Ce premier algorithme n'est cependant pas dénué de tout

sens intuitif.

Commencons par alléger les notations en notant par "Schnabel ((P),p,x)"
1'appel de 1'algorithme de Schnabel pour un systéme d'inéquations (P), avec
pour paramétre initial "p" et comme point de départ "x". A la sortie, p!
sera la valeur finale du paramétre et "x" le point optimal trouvé dans la
derniére minimisation. Notons (PB) le systéme des inéquations initiales re-

laxées de § 1i.e.

I
—
-
.
.
.
-
=]

(P.) ci(x) - Gi <0 i

1j x) <0

§. =20 i
i

§

[
1]
—
-
.
.
.
-
Nal

i}
—
-
o
g
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§ 2. Algorithme Relaxation I

2.1, Algorithme

INITIALISATION Choisir P, paramétre initial et X, point de départ.
Choisir € > 0, pasmin > 0 et o > 1.

Poser x = xo; p = p, et e = 0, i=1, ..., m

et aller a 1'étape principale.

ETAPE PRINCIPALE

# 1 Appeler la sous-routine Schnabel ((PG)’ p,x), noter p et ¥ les para-

métres a4 la sortie et aller en # 2.

# 2 Si le systéme est incompatoble, aller en # 3
sinon ¥ est un point admissible du systéme ci(x) - 8. < 0, 1=1,uagie

1. x) <0 1 =:1,...,0.
STOP L (%) d =5 s wrd]

# 3 Noter io 1'indice de I = {1,2,...,m} tel que

c. () -8, = Max [c (&) - 8.1
lo 1o ke T k k

et noter jO 1'indice de I \ {io} tel que

e
c. (x)-6.,= Max [c ) -6, 1]
Jo Joo ke N\ {io} k &

Calculer
144 ¥ .

§:. = Max {(¢. - c% ). a, pasmin}

o 1o Jo

L ow %y % Y
oii cio c.o(x ) 610 et C.o. Cjo(x ) Gjo
Poser §. = 6. + ST et aller en # 1.
1o lo 1o
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2.2. Explications et justification intuitive

Cet algorithme consiste & relaxer une seule contrainte chaque fois
que 1'on détecte 1'incompatibilit&. Le choix de cette contrainte est justi-
fié plus loin. Elle est en fait celle qui est la plus violée au point x*

sorti par la sous-routine de Schnabel.

Si 1'on considére notre critdre d'optimalité d'une relaxation avec
pour facteurs de pondération Yy = l pour i =1, ..., m, on peut justifier
intuitivement la démarche de 1'algorithme. A chaque ité&ration, pour tenter
de vérifier ce critdre, on va allouer une relaxation "AS" supplémentaire &
la contrainte qui va provoquer une diminution maximale de la violation des
contraintes et cela, bien sfir, "en moyenne'", c'est-d-dire que, pour une méme
relaxation "AS", le but va &tre de chercher quelle est la contrainte qui, en
la relaxant de "A8", provoquera une diminution maximale de cette "moyenne"
des contraintes. Mais trés vague est cette notion de moyenne. Cependant
une diminution d'une contrainte déja satisfaite est superflue; par contre,
plus une contrainte est violée, plus il semble intéressant de la pondérer
fortement dans cette moyenne. Remarquons qu'd la sortie de 1'algorithme de
Schnabel, nous disposons justement d'une moyenne des contraintes "ci"
satisfaisant notre intuition: c'est la fonction objective ¢(x,p) que 1l'on
notera dorénavant ¢(x,p,S) Bien que les "Gi" n'apparaissent pas comme va-
riables dans la sous—routine de Schnabel mais bien comme paramétres que 1'on
ajuste en dehors de celle—ci.

m

Cherchant a minimiser _Z §;, on va allouer une relaxation "AS" & la

contrainte qui va, au premierlggdre, infliger une diminution maximale de la

. . ; o in . g
fonction objective. Pour cela, calculons les dérivées au point X

#
o0(x ,6 .
_i?rgi_iﬂl i=1, v.., m

et considérons la plus négative. On a immédiatement
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99 ", 8, p) _ D ! )
> = ﬁﬁg [7; o w(p.(ci(xﬁ) - Gi))h

N ™B

]

- m'(p.(ci(xﬁ) - di)) 1= L, wwms M

Comme w' est positive et croissante en vertu de la définition d'une fonction

pénalisante (ii) et (iii), on a que 1'expression numérique

3 ¢(x*, 68, p)
B B,
1

est la plus négative pour io tel que
ﬁ — = ﬁ —
cio(x ) 6i° max (ck(x ) Sk)
keI

A chaque sortie de la sous-routine de Schnabel, il semble donc inté-

ressant d'accorder une relaxation supplémentaire d la contrainte de (PG) la
plus violée en x*,

Le probléme est alors de choisir "A8" car les justifications précéden-

s + 5 .
tes ne sont valables qu'au premier ordre, donc pour "AS" = 61 trés petit.

o

Remarque 1: Une contrainte que l'on vient de relaxer ne va pas diminuer

dans la minimisation suivante.

Preuve: Pour montrer céla, introduisons les notations suivantes et rappelons

que x* est un minimum de ¢(x, 6, p). Notons ci(xﬁ) = Cuy i=1,...,m

et i, 1'indice tel que

c. - 6., = Max (¢, = 6)
keI i k
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61 x) - 6i va donc étre relaxée et devenir

o [+]

c.(x) - &' =c, - (8. + 6 .

o ) lo 1o ( lo o)

8 8
v vl
1 1

Soit 6§ = ’ et noton ' = ! &
é & & é, c'est-a-dire seule la
yio 'io
1
' }
L] 1
§ §
m m

i composante §'. différe : &', > &,

ls) lo lo le

Considérons un déplacement Ax tel que ¥* + Ax soit encore admissible
par rapport aux contraintes linéaires, lj(x) 0, 121, seoy gy &t
notons

r At "
ch = cj(x ) - cj(x + AX) ; j=1, ..., m

ou encore

¥ .
cj(x + AX) = cy = ch j=1, «..y m

Ecrivons la fonction objective en séparant le terme intéressant:

au point X, on a

m
7 =1 - &t 1 -
6 (x*, 8, p) S jil w(P-(Cj 6j)) + > m(p-(cic 610))
.J¥10
et en xX* + Ax
% i - ' 1
d(X+ Ax,8,p) = — Z w(p.(c.— 6.)) + M + = w(p.(c; = 8. ))+ AB
P j=1 J J P lo 1,
j#i

o}
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m m
|

oli A == Z w(p.(c.- Ac.- 8§, -— Z  w(p.(e.— 8.
Z (p.( ; 3 J)) P (p (cJ J))
J 1=
j#ie j#ie

ol BB = o i, ~ B, = B XJ = alp.Goy, — 8, 3)
P i i, 1s p iy ie
¥r i i
or x est un minimum de ¢(., 8§, p) et donc

AM = - AB 4.1)

Considérons les mémes équations pour la nouvelle fonction objectif

$(., ', p) aux points x* et ¥~

et AB',

+ Ax et prenons des notations simi-

laires AA' Le méme déplacement Ax provoquera pour la nouvel-

le fonction objectif ¢(., &', p) un "AA'" égal & "AA" (car les (m-1)

termes de la somme sont inchangés) mais par contre, un AB' tel que

|aB'| < |6B|. En effet, voyons le graphe du terme en question ol

1'on considére un déplacement Ax provoquant une diminution de la
iéme

o contrainte (analogue dans 1l'autre cas)

+

' w(p.y)

N
AB ;

]

[}

R

Lo V. e
c; ~ 61 ci.—.ﬁi v
o | o o o o
1, cio Gio Acivo Ci = (Si""AC.
' - — e —— e —— e —— s — o] o o
] P
on a bien
| aB'| < [ aB | (4.2)
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Pour démontrer la remarque 1, montrons que pour tout x du domaine D
(x) < e, (),
° lo

nous avoms ¢(x, 8', p) > ¢(¥*, 6', p). Notons x = ¥ + Ax et

vérifiant les contraintes linéaires et tel que c.
1

c. (x* + Ax) =c. - Ac, oii’ Ac, > 0. Pour ce déplacement Ax, on
lo o 1o o

a successivement par (4.1) et (4.2)

AB < 0
A = - AB =0
AA' = AA = - AB > - AB'

et donc AA' + AB' > 0 i.e. ¢(x, &', p) > o(x", 8', p).

O

Remarque 2: Diminution "en moyenne" des contraintes non relaxées durant la

minimisation suivante.

Preuve: Gardons les notations de la démonstration précédente et appelons

% la solution du nouveau probléme de minimisation

min ¢(x, &', p)
xeD
sc lj(x) <0 I =1, cees 4
(S 20 i=], ...,m

En vertu de la remarque précédente, x*% = M+ Ax est tel que
c; ) B c; (x*) et donc AB' est positif ou nul. Or
o F

[+]

o, &', p) < o(*, &', D)

Al

pulsque % est minimum de ¢(., 8', p) et donc AA'" + AB' <0, c'est-a-

-dire
AA'" < - AB' SO
ce qui traduit une diminution en "moyenne" des autres contraintes

G#i).
O



4.9

" ; +
Ces deux résultats nous montrent que si 1'on prend Gi = A§ trop
o

petit, aprés une nouvelle minimisation, (c:.L =) - Gi ) sera encore la
[+] o

contrainte la plus violée et on la relaxera & mouveau. On peut donc d'em—

o . s 4 = i = P
blée choisir 6i plus grand. Les résultats précédemment démontrés m'ont

Q
poussé a choisir

8. = Max [{(c. -6. )= (e, - 6.)} * o , pasmin]

lo 10 J

ol io et j0 sont définis comme dans l'algorithme et o est une constante &
déterminer, o > 1. L'utilisation de la constante positive "pasmin" a pour
seul but d'assurer la convergence de l'algorithme puisque 1'on relaxera a

chaque itération d'une quantité supérieure & cette constante.

2.3. Conclusion

Ce premier algorithme a, bien entendu; de gros inconvénients, le pre-
mier d'entre eux étant 1'absence totale de résultats théoriques quant a 1'op-
timalité de la relaxation. Mais de plus, on ne relaxe jamais qu'une seule
contrainteiichaque itération, ce qui provoque une hausse trop grande du
temps d'exécution d&s l'utilisation de 1'algorithme face i un probléme avec

plus de contraintes.

Par contre, un avantage considérable me semble 8tre le fait que, dans
chaque appel de la sous-routine de minimisation, le nombre des variables est
et reste le nombre des variables initiales. En effet, les "Gi" ne sont mo-—
difiés qu'en dehors de la sous-routine. De plus, @ chaque appel de la sous-—
routine de Schnabel, on réutilise toute 1'information ﬁrécédente: le parame-
tre de pénalisation critique ainsi que le dernie; point trouvé. Mais cet
algorithme est basé sur 1'intuition seule et a pour unique but la comparai-

son avec 1'algorithme Relaxation II qui suit.



§ 3. Algorithme de Relaxation II

3.1. Motivation et démarche intuitive

Rappelons que notre probléme est un probléme de mimimisation & (n+m)

variables avec m contraintes non linéaires de la forme:

-~

m
Min z ' 8.
seR®  i=1 i
xeD 5
<w s.c. c;(x) - 6§, <0 i=1, souy, m (4.3)
1j(x) <0 Jo= Lg snwe G
§. =0 i=1, ..., m
L 1 ] 3
ol les 1j(x), j=1, ..., q, sont linéaires.

Comme ce probléme peut &tre trés cofiteux a résoudre directement, une *
démarche possible est d'essayer de ramener sa résolution & une suite de pro-—
blémes de minimisations sans contraintes non linaires. Ce sont les mé&thodes

dites de pénalisation.

Dans cet ordre d'idée, nous allons essayer d'adapter la méthode de
Schnabel & notre cas, c'est-&-dire travailler par pénalisation pour &liminer

les contraintes non linaires en les pénalisant dans la fonction objectif.

Plus précisément, la résolution du probléme (4.3) va étre remplacée
par 1'application itérative de 1'algorithme de Schnabel 4 des systémes d'in&-

quations que 1'on modifie l&g&rement & chaque itération.
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Le premier d'entre eux, (P')

ci(x) - 6i <0 s VAR .

@®"H 1j(x)<0 i=1, .0y q
. a'izo i=1, ooy m
m
<

.E Yy 'Si 0

i=l
est équivalent au systéme initial (P)
(®) ci(x i=1, ..., m

y <0
1.(x) <0
]
La derniére contrainte de (P'), bien que linéaire, sera traitée comme non
linBaire dans 1'algorithme de Schnabel en ce sens qu'elle apparaitra dans

la fonction objectif ¢(x,8,p). Dés lors, le probléme de minimisation de la

méthode de Schnabel appliquée a (P') s'écrit :

. ] = 1 :
Min ¢(x,8, p) = 5-'2 m(p.(ci(x) - Si)) + E-m(p [.E Yy Gi])
xeD i=1 1=1
(4.4){ seR"
s.C. 1j(x) <0 i=1, ..., ¢q
6'20 i=1, veey MM
1

Ayant appliqué 1'algorithme de Schnabel au systéme initial (P) (sup-

posé incompatible), on obtient 1'information suivante :

1. Un paramétre de pénalisation critique qui a décrété 1'incompatibi-
1ité de (P) et
2. un point xﬁ(p) qui va servir comme point de départ en initialisant
Gi i zéro, 1 =.1, e M
C'est pourquoi, appliquant par aprés l'algorithme de Schnabel a (P'),
on détecte trés rapidement son caractére incompatible. Notons par (xﬁ(p), s (p))

le dernier minimum de (4.4) trouvé. Soit "R" la valeur optimale du probléme
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(4.3), c'est-a-dire la valeur de la fonction objectif du probléme (4.3) cor-

respondant 3 la meilleure relaxation au sens de notre critére.
“ Yr 344
Posons, si (ci(x (p)) - Si(p)) <0

1 oW
§'. = 6,(p)

et, dans le cas contraire

. o B % L _ %
§', = 8.(p) + c;(x (p)) - &, (p) c; & (p))
m
Notons Bsupr = X Y G'i. Bsupr est une borne: supérieure pour la relaxation,

=1 i ;
En effet, on est assuré que R < Bsupr car, en vertu de l'expression des
6'1, iﬁ(p) vérifie

o~

ci(x) - ﬁi <0 i=1, ..., m
lj(x)‘é 0 j=1, ...s ¢q
<ai>0 i=1, ..., m
m
Y vy. 6, = Bsupr
: i
[ i=1
en §, = 6",
i i

De plus. on est assuré de 1'incompatibilité de (P) et a fortiori de
P ’ p
(P'). Par conséquent, R est strictement positif. Initialisant Binfr a zéro,

on obtient

Binfr < R < Bsupr (4.7)

Il s'agit ensuite d'appliquer 2 nouveau 1'algorithme de Schnabel mais sur un
probléme 1égérement modifié. Une premi&re id&e serait d'utiliser une méthode

de dichotomie, c'est-a-dire appliquer 1'algorithme de Schnabel au systéme (P")



’

ci(x) -8 <0 i=1, ..., m
1.(x) <0 3 ==l8 ieiy 4
(P") J .
4 §. 20 i=1, ..., m
i .
o Bsupr = Binfr
<
f vy 63 7

et dans le cas contraire

Binfr Bsupr - Binfr

et ainsi de suite...

Mais cette méthode est fort primaire et trés cofiteuse si 1'on désire
une précision suffisante.
De plus, aprés avoir appliqué 1'algorithme de Schnabel a (P'); il n'est pas
intéressant d'initialiser Binfr & zéro: on peut le vérifier expérimentalement,

R se trouve souvent trés prés de Bsupr.

En ce moment se posent les problémes suivants :

1) Comment estimer Binfr plus valablement dés le départ (i.e. aprés
avoir appliqué 1'algorithme de Schnabel a (P').

2) Comment obtenir & chaque itération de 1'information sur Binfr et

Bsupr en méme temps.

Pour répondre i ces questions, utilisons un indice, "k", pour diffé-
rencier chaque itération. Initialisons-le :
k=1
et posons
Binfr(k) = 0.



Au lieu de procéder comme avant, considérons la suite des systémes

'4
e (x) - 8, <0 = Ly wes, 0
E n
(k)k lj(X)\<-.0 J=], on-,q
< 8. >0 i o aeag M0

m
Z . 61 < Binfr(k)

auxquels nous appliquons itérativement 1'algorithme deSchnabel avec comme pa-
ramdtre de pénalisation le dernier obtenu. Le probléme est de mettre d& jour

Binfr (k) de sorte que
Binfr (k) < Binfr(k+1) <R
pour tout k, i.e. d@ chaque itération.

Remarquons qu'en utilisant Binfr(k) dans la derniére inéquation du syste-
me (Pk), nous savons dés le départ que (Pk) est strictement incompatible.
Remarquons de plus qu'en modifian; (Pk)en‘(Pk+l) par une incrémentation de
Binfr(.), les "di" vont en moyenne augmenter dans la(les) minimisation(s) in-
terne(s) 4 l1'algorithme de Schnabel appliqué & (Pk+1)' Donc, d'une itération
i 1'autre, les m premiéres inéquations vont avoir tendance a &tre viol&es

de moins en moins et parallélement, le dernier terme de la fonction objectif

de 1'algorithme de Schnabel refldtera de plus en plus la minimisation de

"



3.2. Algorithme (Relaxation IT)

INITIALISATION Choisir P, paramétre initial,xo e D point de départ
Choisir gy €y 0etp =1.

Poser p = p_, X = x_ et aller i 1'étape principale

ETAPE PRINCIPALE
(# 1) # a Résoudre le probléme

. oy M
Min 6(x,p) £ = 2 a(p.c; ()
x€eD LT |

Sl lj(x) <0 1% by wess 'Q

Noter ¢ (p) la valeur optimale du probléme et x*(p) le

minimum.,

#b Si¢%(p) > 0 aller en (#2)

sinon aller en # c

1

#c Si Max c.x"(p)) < g, aller en (#3)
“ i 1
1<i<m :

+
sinon p =p + p et aller en # a,

L}

(# 2) Incompatibilité du systéme (P) = ci(x) I, ..., m
1.
i (%)

<0 i
<0 Ly wasy o

[
I

Si ofr veut utiliser la procé@dure de relaxation aller en (#'4)

sinon STOP

(# 3) Comptabilité& en x*(p) STOP
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(# 4) Choisir i facteur de pondération de la i contrainte tel que

0 < vy < 1 i=1,
Poser k =1
Binfr(k) =0
Bsupr(k) = 10.D30
= i =1
Gi 0 i 2

et aller en (# 5)

(# 5. # a Résoudre le probléme

m+1 -
z w(p.ci(x, 8))
i=1

Min ¢(x, 8, p) &

5.C. lj(x, 8) =1j(x)€0 il

8§, =0 is=1,
1.
oii cz(x, 8) = ¢, (x) - &, i=1,

m
r iy Sy = Binneli)
el (X 8) =

. B

ey M

.16

Noter ¢*(p) la valeur optimale du probléme et (=% (p),6%{p)) le

minimum.

#b sSi ¢ﬁ(p) > 0 aller en (# 6)

sinon p = p + p+ et aller en # a.

(#6) Calculer
D, S ) - % w(P-C;H & (), & (P)))

Si Dk > 0 aller en (# 7)
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Sinon poser p = p + D
Binfr (k+1) = Binfr (k)
k = k+l

et aller en (# 5) .

(# 7 Poser

Binfr(k+1) = Binfr(k) + Bc;+1(3ﬁ(P), 8% (p))

Soit
0 si c;(xﬁ(P), §(p)) <0
k
o
ci(k*(p),é “(p)) dans le cas contraire
Poser
2 k
Bsupr(k+1) = Min (Bsupr(k), Z \ 61)
i=1
Si [Bsupr(k+l) - Binfr(k+1)] < e, STOP °

Sinon poser k = k+l et aller en (# 5).

Remarques: 1) 1'utilisation de "B" dans la derniére inéquation de chaque
systéme (Bk) ne change rien & celle-ci puisque B est stricte-

ment positif. On montrera plus loin son utilité.

2) Pour le bon fonctionnement de cet algorithme, il y a trois ré-

sultats a démontrer; c'est 1'objet du paragraphe suivant.
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§ 4. Resultats théoriques de 1'algorithme (Relaxation II)

4.1, Résultats @ obtenir

1. La mise & jour de Binfr(k) (voir (# 6,7)) est correcte. Ce qui

revient & dire, avec les notations précédentes, que

Binfr (K+1) <R

ou encore, en vertu de la définition de R, que le systéme

-~

ci(x) - Gi <0 i Bl wmas W
1j(x)€0 j=1, v.ey @
(B ) .
k+1 45120 i=1, ..., m
m
‘E e 6i < Binfr(k+l)
Ll=1

est strictement incompatible.

2. Lorsque ”Dk" est négatif, (Dk est défini dans 1'algorithme), on

n'a aucune information sur Binfr(k+l) et, dé&s lors, on relance 1'algorithme

il

de Schnabel sur le m@me systéme ((Pk+1) (Pk)) mais aprés avoir incrémenté

le paramétre de pénalisation. Il faut cependant s'assurer qu'en augmentant
ce paramétre p, Dk deviendra positif.

3. Remarques quant & la convergence.

4,2. Notations de 1'algorithme

Soit (Pk) le systéme d'inéquations

4 i
ci(x) - Si <0 i=1, ..., m
(Pk) lj(x)€0 j =1, e s ey q
{ Gi_>ﬁ0 o Ly weey M0
m
STy 8- Blnfr(k)
i¥l < 0
\ )




Comme 1'indice k est incrémenté d'une unité & chaque entrée dans (# 5), on
notera p, le paramétre critique pour le probléme (Pk), c'est-a-dire le para-
métre de pénalisation qui détecte 1'incompatibilité de (Pk)' "pk" est domnc
le paramétre sortant de 1'é&tape (# 5). Dans la suite de ce chapitre, on uti-

lisera aussi les notations suivantes :

* ¢ (x, 6, pk): fonction objectif de l'algorithme de Schnabel avec pour parame-

tre de pénalisation, Pis paramétre critique du systéme (Pk). C'est donc

"M sortie de 1'&tape (# 5) .

la fonction objectif minimisée juste avant la
* ¢ﬁ(pk) : sa valeur optimale

* (Xﬁ(pk), Gﬁ(pk)): un minimum de ¢(x, 6, pk)

r ;
* = . - . = .o
ci’k(x,ﬁ) cl(x) 61 i=1, , m

B

: Yiai - Blnfr(k)

x g
Cm+1,k(x’(S> -

B

*

D, = #(pp) -.;};w[pk. ST CUCRNICLCIN

Oou encore

_ 1 el r e
D = 5; izltﬂ[pk. ci,k (x (Pk)s Gﬁ(Pk))]

Voyons maintenant qu'ad chaque itération, le systéme (Pk) est stricte-

ment incompatible.

4,3, Résultat 1

La mise 4 jour de Binfr(k) (voir (# 6,7)) est correcte, c'est-a-dire

Binfr(k) < R pouf tout k.
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Démonstration: Etant donné la remarque faite au paragraphe 4.1, il suffit de

montrer par récurrence que (Pk) est strictement incompatible pour

tout k.

a) Pour k = 1, il est immédiat que (Pl) est strictement incompatible,

((Py) est équivalent au systéme (P)).

b) Supposons par récurrence que Binfr(k) < R, c'est-a-dire que (Pk)
est strictement incompatible ou encore que ¢ﬁ(pk) > 0: Montrons que

Binfr(k+1) < R.

De deux choses 1'une., Si Dk < 0, alors Binfr(k+l) = Binfr (k) (# 6))
et donc Binfr(k+l) < R, Si Dk > 0, alors on a (# 7)) :

Binfr (k+1) = Binfr(k) + B~c;+l’k(xﬁ(pk),6*(pk)).

Supposons par l'absurde que Binfr(k+l) = R. Par définition de "R", 1l existe

. ; ' 1| PR . o Boes e
un point (™, §") de D x R vérifiant les contraintes linéaires et tel que

ci(x*ﬁ) - 6?ﬁ <0 i=1, +4s, m

o 7 (4.8)
z v af < R < Binfr(k+l) i
i=1 B

Par les inégalités (4.8) et par la définition d'une fonction pénalisante,

nous avons alors 1'inégalité suivante:

DG, &, b)) < o= ey O E)) (4.9)
k & ’

D'autre part

m
Iy
25 8T - Binfr(k)
¥ i 5{&&)% i=1
m+l,k ’ B
iy Yrie
Majorant, dans cette égalité, X ] §i par Binfr(k+l) en vertu de (4.8), nous
i=1

obtenons

T % gty < Binfr(k+1) - Binfr(k)
cm+1,k(xﬁ > §7) B
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et donc, par définition de Binfr(k+1l),

§ et 0Py 8% (py))
8

. (&% §T) < (4.10)

Par ailleurs, la définition de Dk nous donne :

Y 1 %
o) = D + - u lpy Cpel 1K ()5 6% (p )]

et Dk étant strictement pbsitif,
| r
e o Ry
ACRE T ERCIC IS RE D
Or, w est strictement croissante et donc (4.10) et (4.9) nous donnent succes-
sivement les inégalités suivantés.:}

o (o) >ka 6Py ehyy 1 G, 88))

= ¢(xﬁ‘i‘r’ ‘Sﬁﬁ: Pk)

ce qui ne se peut en vertu de la définition de ¢*(p, ). Notre hypothése est
P P y

absurde et donc Binfr(k+l) < R.

4.4, Conséquence du Résultat 1

(Binfr(k))k est une suite croissante (4.11)

(Bsupr(k))k est une suite dé&croissante (4.12)
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Bsupr (k) ((# 7).

Démontrons (4.11), i.e. Binfr(k+l) = Binfr(k) pour tout k.
Si Dk < 0, c'est &vident. Considérons le cas ol Dk > 0. Remarquons
d'abord qu'en vertu du résultat 1, (Pk) est strictement incompatible

et donc, en (x*(p,), &% (p,)), il existe i tel que
k k o

ety k& (o), 87 (p)) >0

Si io = m+l, on a la thése puisque
a & . 8 r wr Sid
Binfr(k+1) = Binfr(k) + B cm+1,k(x (Pk)’ 8 (Pk))

oli B est une constante strictement positive., Sinon, on a, par le carac-

tére optimal du point (k*(pk), 6*(pk))

55—3‘— ‘b(xﬁ (Pk)s _6#(131{): Pk) = 0

-]

Qou encore
Yie

1) w0 Toyeey o G (R, 8 (py))] "'T'E“"EPk'Ciu,k(x*(Pk)’Gﬁ(l’k))]]%

Yy
or 0 < —Eg-< 1 et donc

; r r 1 o ot r bl 1
w'lpy Cio,k(x (p),8" (p )] < w [Pk'cm+l,k(x (p)s 8% (p))]
w' 8tant positive et croissante par définition d'une fonction pénalisante,
on obtient
r r v r & e
o cio,k(x (py)» 87 (P ) < epyy 1 ()5 87 (py))

et donc Binfr(k+l) » Binfr(k) E
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4.5, Résultat 2

Plagons-nous A une it&ration quelconque, "k ", et montrons que (D ) _
¢ k kgko

-~

ne restera pas négatif ou nul & partir de cette itération (car s'il le res-

tait, on ne remettrait plus & jour Binfr(.) et dés lors 1'algorithme bouclerait).

Démonstration: Par 1'absurde, supposons qu'a partir de 1'itération k_, i.e.

pour k = ko’ Dk reste négatif ou nul. L'algorithme dans ce cas incré-

mente le paramétre de pénalisation p. Supposons donc que, pour

tout k = ko

Dk <0 (4.15)

a) Montrons d'abord que

Ve > 0 3p; tel que ¥ k >k_ tel que py =P, ona
| Max ey G (p ), ()] <€ - (4.16)
l:l <3 < i,k k*? k 1

Remarquons que 1l'on prend le minimum sur les indices correspondant aux inéqua-

tions du probléme initial (P). Pour démontrer (4.16), choisissons p; comme

suit: soit y, tel que w(y,) > -(m-1)L et posons p, = ZL. Supposons par 1'absur-
1 1 P 1 ¢

de que, pour k = ko tel que Py = Py, on ait 1

Or, par définition,

m
D, =L 3

£ e
P 1 w [Py ci,k(x (), 6% (py))] -

1

Dés lors, par (4.13) et les propriétés d'une fonction pénalisante, entre

autres [ch. I, (ii) et (iv)], nous avons

m(P .E )
D, » L (m-1)L + —X 1

k" op Py
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D'autre part, Py € = Py g =¥ et donc utilisant @ nouveau [ch. I, (ii)],

on obtient la minoratiom :
' 1 1
D > = (@-DL +=[ =@DL] =0
Py Py
ce qui contredit 1'hypothése (4.15).
b) Voyons qu'en vertu de (4.16), nous avons

= =
¥oe, >0, 3 P, tel que ¥ k ko tel que p, = p,, on a

r hi g 11
Cm+1,k(x (Pk), 8 (Pk)) < 52

(4.14)

Nous nous limiterons i faire la démonstration pour la classe de fonction

de pénalisation suivante:

wly) = e’ - 1 vy <a

avec o = 1.

e

Notons y = min v. et considérons Py tel que
1 <i<m
0.2 B

Py >
3 YoE‘z

Soit de plus P, tel que ¥ k = ko tel que p, > P,

=

. . .YE

r ; 2

Max fec, [x%(p), &FI| < 5— = ¢
Léiém 17 R K B >

ce qui est possible en vertu de (4.16) démontré en a).

suit
P2 = Max (p3’ P4)

(4.17)

(4.18)

Choisissons p, comme

(4.19)
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et supposons par 1l'absurde qu'il existe k > ko tel que Py > P, et

°;+1,k<x*(Pk)’ §5(py)) > ey (4.20)

il existe donc io tel que 6? (pk) > 0, Pour cet indice, calculons
(8]

_g% [x*(p ), 8% (P ol = (1) w'[vk-cio 1 O ) 8 ()

lo '

i o e i e
B . w Pk.cm_l_:[’k[‘x (pk)’(s (pk)]

+

Or w' est positive et croissante en vertu de[ ch. I, (ii), (iii)].

Comme p, > P,> on a, utilisant (4.17, 4.18, 4.19), la minoration

5. % % : A
aaf @ (), 6 (s B > (1) 0 (ppeeg) + =22 L w' (pyeey)-
o
Explicitons w'(y)
w'(y) = )& siy<a
(y = a)e* + & siy=a

Comme Py > Py et ¢, > €35 ON @ Py €3 > o et P € > o

Dés lors, on obtient successivement

E Y Y:o
Toe O 28 )P0 > = (g edef e =2 (preym e ¥ o e
lo
.. E Y Y
= =l 2 = el % in - g)ed 4 Lo o0
= (kaTB' a)e — e+ 5 (pe,™ ade” + o=

Y P
Oy - 1) - o Lo (o k - X
e (o 1) e 2 (o 1) + z ez(yio _.2)

1l

Yie Py 1 A
) ¥ Epre g =

aux > 0.
B B

> e%(g - 1).(1 -
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Il reste donc v

99

08,
1o

Cxﬁ(Pk), Gﬁ(pk), pk) >aux > 0

ce qui contredit le caractére optimal de ( xﬁ(pk), Gﬁ(pk)) puisqu'aucune contrain-
te linéaire fonction de Gi n'est saturée car 6? (pk) > 0.
o [+]
¢) Les résultats (4.16) et (4.14) démontrés respectivement en a) et
b) nous donnent

= k =
¥ €g > 0 3 Pg tel que ¥ k ko tel que P> Ps

T
Max [e:  ((p), %(p, )] < e
1<i<m+l 1 k * @

ce qui apporte une contradiction puisque le résultat 1 nous assure la stricte
incompatibilité des systémes traités (Pk)' '

O
Ce dernier résultat nous montre qu'il existe une sous-—suite de la suite des
indices (k)k’ sous—-sulte notée (kl)1 telle que, pour tout 1 :
et donc
y - r . o
Binfr (k +1) Binfr(k,) + B cm-i-l,kl[‘x (Pkl), 8 (pkl)]

Conséquence du résultat 2: Avec ces notations, la suite des valeurs numériques

et K¥(p, ), 6" (p, )]
[ m+1,k1 kl kl
1

tend vers zéro.
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Démonstration

a) Remarquons que, pour tout k,

r h4 "
el k (X )y (g )= 0

En effet, supposons par 1'absurde qu'il existe k  tel que 1'inégalité n'est pas

vérifiée, Or, en vertu du caract&re optimal de [xﬁ(pk), 6ﬁ(pk)], nous avons

3 ' . :
35—‘1){ [xﬁ(Pk): 5ﬁ(Pk)» Pk]>0. i=1, ..., m

ce qui nous donne (raisonnement déja fait dans la démonstration de la consé-
quence du ré&sultat 1)
r # % r v P
ci’k[x (p ), & (p )1 < cm+1’k[x (p)s 8 (p)] (4.21)
pour i =1 m. Donc si on suppose que et [xﬁ(p ), & (p,. )] est
L m+1,ko | P ko .

négatif, (P, ) est compatible, ce qui est impossible en vertu du résultat Il.
o

b) La sous-suilte (kl) a 8té choisie tel que Dk > 0 et donc
1 1

ol [ETe ), a*<pkl>1

Binfr(kl+ 1) = Binfr(kl) + B. ¢C
1 1

c
m+1 1 1

Si [ r K fx*(pk ), Sﬁ(pk )]_( ne tend pas vers zéro, (Binfr(k).)_k qui est
b &5
L 1
une suite monotone va tendre vers l'infini, ce qui est impossible puisque

(Binfr(k))k est bornée par Bsupr (2) qui est fini,

4,6, Résultat 3

La suite des valeurs numériques [Bsupr(k) - Binfr(k)]k tend vers zéro.
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[Bsupr(k) - Binfr(k)]k est une suite positive décroissante. Dés
lors, il suffit de trouver une sous—suite de celle-ci convergeant
vers z&ro et on a la thése, Avec les notations précédentes, consi-

dérons la sous-suilte

[Bsupr(k1+1) - Binfr(kl+1)}
1

D

k. est strictement positif pour tout 1 et donc
1

i B _ N r geingy B0 ooy
B1nfr(k1+l) = Blnfr(kl) + B cm+],k5(x (pkl) 8 (pkl)]

Or, par définition de et

il ik (x, 8) au point [x*(pk Y S*(pk )1, on
1

1 1

obtient:

. - ot
Blnfr(k1+l) Yi (Si(pk )

1 1

n.-t4 8

i
De plus, si 1'on note

J={ i [k*(pkl), & (p, ] = 0}

cr
i,k ’

1

il vient (# 7) que

m
r % e
< . O . C.
Bsupr (i, +1) < = v, §i(p, ) + T v; e p [ (P )58 " (p )]
i=1 1 ieJ 1 1 1
et donc
_ ” , r b d Ve
Bsupr(k1+1) Blnfr(k1+1) < mE Yi ci,k [x (pk ), & (Pk )]
1e J 1 1 1

En vertu de 1'inégalité (4.21) de la démonstration précédente

; r
Bsupr(k1+l) - Blnfr(klfl) < m Cm+l,k1 [xﬁ(pki), Gﬁ(pkln
et 1'on a la thése en vertu de la conséquence du résultat 2.

O
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Conséquence du résultat 3: La suite [ Bsupr (k)]k converge vers R.

Démonstration: Le résultat 3 nous donne trivialement la:thé&se puisque, pour

Binfr (k) < R < Bsupr (k)

4,7. Remarques

1) A chaque mise i jour de Bsupr(k), on a un point xﬁ(pk) vérifiant

le systéme d'inéquations (Pi), systéme relaxé de (P) :

k 4

T ci(x) - 61 <0 i=1, ..., m

@)

1j(X)€0 j=13 +eey 4

avec 6? tels que
m k ‘
Z Y. Gi = Bsupr(k+l)

Or, la suite [Bsupr(k)]k converge vers R et donc la suite des

relaxations
k k
(61, P Sm)k

va tendre vers la relaxation optimale au sens de notre critére.

2) L'utilisation de la constante positive "B" se justifie ainsi:
choisissant cette constante petite, les mises a jour de Binfr(.)
seront fréquentes mais les pas de cette mise & jour seront petits.
Inversément, plus grande sera choisie la constante, plus souvent

Dk
tes seront les mises a4 jour de Binfr(.) (bien que moins fréquentes).

sera négatif i 1'étape (# 6) et parallélement, plus intéressan-
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e
§ 5. Conclusion

Contrairement & l'algorithme Relaxation I, cet algorithme repose sur
une démonstration de convergence. Leurs résultats numériques respectifs se-

ront présentés au chapitre V.




Chapitre V

RESULTATS NUMERIQUES



RESULTATS NUMERIQUES

§ 1..Introduction

Les résultats numériques présentés dans ce chapitre ont &té obtenus
sur un ordinateur DEC 2060, au moyen d'un programme utilisant deux sous-rou-

tines de minimisation (au choix de 1l'utilisateur) :

a) VEO3AD de la biblioth&que HARWELL
b) GRSG  implément&e par A. BIHAIN.

Les notations utilisées dans ce chapitre seront célles des algorith-

mes des chapitres T et IV,

§ 2. Résultats numériques.de.1'algorithme.de.Schnabel

2.1, Systémes d'inéquations quelconques

Ex: 1) Nombre de variables : 2
Domaine : R
Sans contraintes linéaires

Contraintes non linéaires :

cl(x) sin (xf + X§> + X
4 =5 2 2
cz(x) = ;;—(xl + E'ﬂ) * X, - 1



o s 15 I

Point de départ (4,6)

: NomBre d'évaluations oy
;Valeur de p de 6(.,p) ¢ (p)
0,00 — 8 -0,6718

Dés la premiére itération, on détecte la compatibilité du systéme par
1'obtention d'un point admissible (-3,7825, -0,1269). En ce point,
CMax  [c, (& (p))] = -0,6334,
1<i<2 ¢

Ex: 2) Nombre de variables : 5
Domaine : R5
Sans contraintes lindaires

Coniraintes non lindaires :

(c; (%)

2

.+2x3—]

1 .
GE X - 3) X + 2. x 1

cz(x) = -3) x

»
x
i
~~
Nl

*2 2
{ c3(x) = Ry F = Xy = 3) Xy * 2 X, = 1

c4(x) = X + (= X, - 3) X, * 2 Xg = 1

\CS(K) = 5+ Gf Xg = 3) Xg = 1

Point de départ (6,6,6,6,6)

Nombre d!é&valuations : ﬁ
: ¢ (p)

Valeur de p de.$(.,p)
_ HC.,p). ..

0,00 : 6 S -3,6117

0,37 ' ' P . _; o =4,1227
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", Le point 1,5050 est admissible: en ce point,
044950
0,0000
0,0179
0,5050
Max [e. (% (p))] = -0,0434.
1<i<5 *

2.2. Exemples concrets de la classe des problémes présentés au chapitre II.

Ex: 1) Nombre de variables: 38
Nombre de contraintes lin&aires: 1

Nombre de contraintes non lin8aires: 10

Point de départ: X, = 100 i=1, ..., 38,

E ; Nomﬁre d'évaluations ; % © . Max [c.(kﬁ(p))]
Valeur de p | @ 4 "o oy o o L R | ciqo '
~ 0,005 ‘ 38 -775,50 |- . 29,80

0,05 ' 38 ~ 44,13 : 21,84

0,50 | 41 - 12,32 |- 0,6811
5,00 ; 40 - 1,124 : 0,2558
49,97 : 46 - 0,0558 | 0,0415
499,67 20 R ‘ -0,00377

et 1'on détecte la compatibilité du systéme par 1'obtention d'un point

admissible.
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Ex: 2) Nombre de wvariables: 10
Nombre de contraintes linéaires: 1

Nombre de contraintes non linéaires: 12

Point de départ: X, = 10 i=1, ..., 10
. LF3 1
“valéur de p Nombre d'évaluations ¢ﬁ(p) e [c. (% (p))]
. de ¢‘(-’p> l-~<..i<12 1
0,20 ) 7 -38,718 -0,304

Dés la premiére itération, on obtient un point admissible. Remar-

quons cependant que, partant du point X, = 0,1 i=1, ..., 10; 1'algorith-

me détecte 1'incompatibilité du systéme., Ceci est dli au caractére non conve-

xe des contraintes de cet -exemple.

2.3. Exemples numériques du méme type.

Ex: 1) Nombre de variables: 3
Nombre de contraintes linéaires: 2
Nombre de contraintes non lin8aires: 4
Point de départ: (1,1,1) -

' Nombré d'évaluations ' e
‘Valeur de p ¢ (p) Max [c. G (p))]
, de ¢(.,p) =28 s e n e
0,20 4 | -0,6596 | 2,00
22,00 - 25 2,046 1341 -

On détecte 1'incompatibilité du syst&me puisque ¢ﬁ(p) > 0.
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Ex: 2) Nombre de variables: 10
Nombre de contraintes linéaires: 5

Nombre de contraintes non linéaires: 20

Point de départ: X, = ) (o i=1, ..., 10
“Valeur de p Nombre d'évaluations ¢ (p) . Max [ci(xﬁ(p))]
de ¢(.,p) L1<i<20
0,20 : 10 =41,42 1,589
2,00 i 11 - 1,186 | : 1,170
20,00 ; .72 | -0,5064 | - 0,111
200,00 LT 40 1,875 | o - 0,08309

De nouveau, incompatibilité du systéme.

Le reste du chapitre consiste & présenter des exemples pour lesquels
1'algorithme de Schnabel détecte 1'incompati$ilité. Dans une seconde phase,
on essaie de trouver une "bonne relaxation" en employant parall&lement les
algorithmes Relaxation I et Relaxation II. Le critére d'optimalité d'une
relaxation utilisé est celui présenté au paragraphe 1 du chapitre 4 en

prenant pouf facteurs de pondération Yy = 1 i=1; ..., m.

§ 3. Résultats.numériques des.algorithmes.de.relaxation. (I et II)

Ex: 1) Nombre de variables: 3
Nombre de contraintes linéailres: 2
Nombre de contraintes non’ linéaires: 4

Point de départ: (1,1,1)

Appliquons 1'algorithme de Schnabel pour détecter 1'incompatibilité:
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Valeur de p Nombre d'évaluations % (p) Max [ci(x*(p))]
de ¢(.,p) ; 1<i<4
0,20 4 ' -0,6595 2,00
2,00 25 2,046 1,01

La procédure de relaxation de l'algorithme Relaxation I nous donne

leg résultats suivants,

Valeur de p Nombre d'évaluations Bsupr
de ¢(.,p)
2,00 ' 3
20,00 | 4
200,00 7
200,00 8 1,03

oli Bsupr est une borne supérieure sur la relaxationm, c'est-a-dire

Bsupr > R défini au paragraphe 3, chapitre IV,

Comparons ces résultats avec les résultats de 1'algorithme Relaxa-

tion II présentés ci-dessous:

a) avec pour paramétre B = NV : nb, de contraintes violées,

Valeur de p Nomﬁrérd'évaluations D _ Binfr Bsupr
de ¢C.,p) . .
2,00 4 (¢(.,p) <0)
20,00 14 + 0,8080 1,030
20,00 7 - 1,021
200,00 9 $ 0,9678 1,021
200,00 13 + 1,006 1,018




45,7

et augmentant une fois de plus le paramétre p, on obtient une précision

de 0,001, c'est-a-dire

Bsupr - Binfr < 0,001.

b) avec pour paramétre B = 10.NV

Valeur de p- :Nombre.d'évaluations: D | Binfr Bsupr
| de ¢(.,p)
2,00 4 (9G,p) < 0)
20,00 16 (4(.,p) <-0)
200,00 < B9 - , _ ' 1.018
2000,00 " + | 1,016 | 1.017

et donc, aprés quatre incrémentations de p, on obtient une précision de 0,001.

Ex: 2) Nombre de variables: 6
Nombre de contraintes linéaires: 5
Nombre de contraintes non lin&aires: 10

Point de départ: X, = 1 I31, ..., 6.

Appliquons d'abord 1'algorithme de Schnabel pour finalement détecter 1'incom—

;5

patibilité
‘Valeur de p  Nombre d‘éValuatioﬁs ¢ (p)
: de ¢(.,p)
0,05 ' 8 négative
0,48 ; 7 négative
4,81 , 143 positive

puisque ¢* (p) > 0. Appliquons ensuite 1l'algorithme de Relaxation T :



" Valeur de ﬁh":NomBré d'évaluations | Bsupr
: i g de ¢(.,p)
4,81 : 7

48,11 : 46
48,11 : 47
48,11 : 47
48,11 : 54

- 48,11 : 54 ,

- 48,11 = 54 | .0,6975

Nous pouvons remarquer que 1'emploi de 1'algorithme Relaxation I devient
fort cofiteux dés que le systéme traité a plus d'inéquations.
De plus, il est moins précis que 1'algorithme Rélaxation II dont voici

les résultats:

a) avec B = NV: nombre de contraintes viol&es.

‘Valeur de P ZNombre d'évaluations | D Binfr * Bsupr
' . de $(eyp) ... : _
48,11 f 97 4+ | -0,5458 0,6482
48,11 f 11 '
481,06 - 133 + | :0,6120 0,6245
481,06 : 14 o ] o 0,6245
4810, 64 ; 364 ' + | o,6197 10,6212

g AT X v B Lo i
A la premiére 1itération, l'estlmatlon'Bsuprﬂest déja meilleure que
celle trouvée finalement par 1'algorithme Relaxation I. A la cinquiéme ité-

ration, la précision est déja de 0,002,



b) avec B = 10.NV,

Valeur de p Nombre. d'évaluations D Binfr Bsupr_-'
de ¢(.,p)
48,11 60 - 1,633
481,06 121 - 0,6228
4810, 64 41 ¥ 0,6202 0,6212

et on obtient donc, aprés trois itérations,

une précision de 0,001.

e 9

Les exemples qui constituent le reste de ce chapitre ont plus de

contraintes non linéaires et dés lors l'utilisation de l'algorithme Rela-
. g

xation I serait trop cofiteuse,

que les résultats de 1'algorithme Relaxation IT.

Ex: 3) Nombre de variables: 6

Nombre de contralntes 11nea1res' 3

Nombre de contraintes non 11nealres. 10

Point de départ: (1,1,1,1,1,])

Appliquons l'algorithme de Schnabel:

Valeur de p Nombre d'évaluations o (p) Max {ci(kﬁ(p))]
de ¢(.,p)
0,01 10 ~4, 475" 4,027
0,12 6 -1,988 4,014
1,20 122 5,764 1,691

et 1'on détecte 1'incompatibilité puisque & (p) > 0.

Utilisons 1'algorithme Relaxation II:

C'est pourquoi, ne seront présent&s ici
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a) avec B = NV : nombre de contraintes violées

‘Valeur de p Nombre d'évaluations D © Binfr ~ Bsupr
; de ¢(.,p) : '

1,20 : 110 - | - 5,322

12,04 L 58 o+ | 2,190 3,322

12,04 : 56 JEE" & 3,295

120,41 - '50 -+ | 3,086 | 3,285

- 120,41 L 120 4 |0 3,249 - 3,285

Co1204,12 | 138 % B 3,285

et il suffit d'une augmentation supplémentaire du paramétre p pour avoir

une précision de 0,001.

b) avec B = 10,NV,

;Valeur de'p ﬂémﬁre d'évaluations E'D E Binfr E Bsupr
. S e () oot | '
1,20 .10 (¢(.,p) < 0)
12,04 L 32 (eCe,p) <0) |- . :
120,41 " 89 TR 3,286
. 1204,12 T 43 | o+ | 3,268 3,285

. . 0 ] .. - . . -
et il suffit d'une mise & jour de Binfr supplémentaire pour avolr une

précision de 0,0001,

Ex: 4) Nombre de variables: 10
Nombre de contraintes linéaires: 5
Nombre de contraintes non lindaires: 20

Point de départ: x, = 1 1.5 L, weeg 10



o

Appliquons 1l'algorithme de Schnabel

Valeur de p | -Nombre d'évaluations ¥ (p)

: de ¢(.,p) .
0,07 : 10 -
0,77 : 18 -
7,69 ; 62 -
76,92 o 239 ¥

qui détecte 1'incompatibilité du systéme pour p = 76,92. Appliquons ensuite

la procédure de relaxation de 1'algorithme Relaxation II.

a) avec g = NV: nombre des contraintes viol&es

Valeur de p ZNombre.d'évaluations f D‘ E Binfr : Bsupr
; T T ) BTN N ;
76,92 12 (¢(.,p) < 0) : :
769,23 66 ~+ |- 0,07759 0,0886
© 769,23 .16 (Ca,p) < 0) | f
17692,32 . 55 4+ | 0,0856 0,0867
1769232 26 (¢(.,p) < 0) e
76923,17 72 "+ | 0,08646 0,08649

On obtient une précision de 0,0001.

b) avec g = 10 NV :

‘Valeur de p ‘Nombre d'évaluations D’ Binfr ~ Bsupr
: de ¢(.,p)°
769,23 21 ‘ % . 0,1188
7692,32 i | - - 0,0866
76923,17 42 ' + 0,08646 0,08649

et on remarque la méme précision.
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§ 4. Conclusion

Les résultats de 1'algorithme Relaxation I nous montrent que cet
algorithme n'est pas fonctionnel, mais tel n'était pas son but. Par contre,
1'algorithme Relaxation II fournit des résultats int&ressants puisqu'on ob-
tient une précision assez grande aprés quelques mises a jour de "Binfr" et
"Bsupr". Malheureusement, le paramétre de pénalisation devient vite trés
grand: en effet, les systémes auxquels on applique 1'algorithme de Schnabel
tendent, d'une itération & 1'autre, vers 1'exacte compatibilité et, face a
ces systémes, l'algorithme de Schnaﬁel doit incrémenter de plus en plus le
paramétre de pénalisation. Par -conséquent, face a ce type de probléme, la
modification de 1'algorithme de Schnabel proposée au paragraphe 8 du chapi-
tre I me semble fort intéressante. En effet, sur tous les exemples suffi-
samment "critiques" testés, cette modification diminue le nombre d'incrémen-
tations du paramétre., C'est pourquoi, adapter 1'algorithme Relaxation IT

en tenant compte de cette modification ne me semble pas 8tre sans intéreét.




