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Loi de Pouillet généralisée et applications
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Résumé. En électricité, la loi de Pouillet exprime que la résistance d’un conducteur droit de section
constante est directement proportionnelle a sa longueur et inversement proportionnelle a 1’aire de sa
section droite. Cette loi est ici généralisée a n’importe quel systeme de coordonnées curvilignes
orthogonales pour des géométries qui, dans 1’espace des trois coordonnées curvilignes, se
représentent par un parallélépipéde rectangle. Diverses applications de cette nouvelle formulation
sont illustrées.

Abstract. Pouillet’s law of electricity states that the resistance of a conductor having the shape of a
right prism is directly proportional to its length and inversely proportional to the area of its cross
section. This law is here generalized in any system of orthogonal curvilinear coordinates to
geometrical objects that, in the curvilinear coordinate space, are represented by a right rectangular
parallelepiped. A few applications of this new formulation are illustrated.

1. Introduction

La loi de Pouillet est une des plus vieilles lois de 1'électricité [1]. Elle exprime la résistance
électrique R d'un conducteur prismatique droit en fonction de sa longueur L, de l'aire S de sa section
droite et d'une propriété intrinseque du matériau qu'est sa résistivité po : R = po L/S. L'objet doit étre
un prisme ou un cylindre droit homogene et isotrope pour que cette formule soit correcte.

A priori, la résistance électrique d'un conducteur homogéne ayant une forme plus complexe
que celle juste décrite est plus difficile a relier a ses parameétres géométriques. Si le conducteur reste
droit, mais présente une section variable sur la longueur, Lévy [2] a proposé au XIXeéme siécle de

ZZ
définir la résistance par R = p, _]fl/S) dz ou z est la coordonnée longitudinale. Dans le cas ou
“1
I'aire de la section droite S est le carré d'une fonction linéaire de z, cette formule conduit au résultat
simple suivant

R=p L
°.J/S,S, 1)

qui généralise la loi de Pouillet au cas d'une pyramide droite tronquée ou d'un tronc de cone droit
[3]. Dans cette expression, S; et S, désignent l'aire des deux bases terminales. Cette formule n'est
cependant qu'approximative, car la définition de Lévy suppose implicitement que la densité de
courant dans la direction longitudinale soit uniforme a travers chaque section droite du conducteur.
Or, cette hypothése n'est compatible avec les conditions aux limites sur la surface latérale (le
vecteur densité de courant doit y étre tangent) que si le conducteur est un prisme ou un cylindre
droit.

Comme montré dans cet article, la loi de Pouillet peut étre généralisée, tout en conservant sa
simplicité intrinséque, pour certaines formes pourvu que celles-ci puissent étre décrites simplement
dans un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales. La loi de Pouillet généralisée est 'éq. (5)



dérivée ci-dessous. Quelques exemples sont illustrés et commentés dans les sections suivantes. On
s'intéresse avec quelques détails au cas d'un tronc de cone dans la section 6.

2. Généralisation de la loi de Pouillet

L'objectif de cette section est de déterminer la résistance électrique d'un objet dont la forme peut
étre décrite simplement dans un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales. Ce systéeme est
caractérisé par trois parametres géomeétriques qi, G», s reliés de maniere biunivoque aux
coordonnées cartésiennes x, y, z de l'espace Rs. Ces relations sont telles que les équations qi(x,y,z) =
gipouri =1, 2, 3, ou le second membre est une constante, représentent trois surfaces dans I'espace
R; dont l'intersection est un point, dénoté P [4]. Le repére du systeme de coordonnées curvilignes
orthogonales au point P est formé des trois vecteurs unitaires e; normaux aux trois surfaces juste
évoquées (voir Fig. 1). Si I'on modifie les parametres g; d'une quantité infinitésimale dg;, le point P
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, . or .

se déplace der = Zhidqiei dans l'espace, ou les A, =|£| sont les facteurs d'échelle, encore
i=1 | il

appelés coefficients de Lamé, du systeme de coordonnées curvilignes orthogonales. Ils
interviennent dans I'expression des opérateurs de dérivation.

Figure 1. Volume limité par 6 surfaces qui se coupent a angle droit, correspondant a des valeurs constantes
des coordonnées curvilignes orthogonales qi, q», gs. Dans I'exemple illustré ici, les surfaces q; = Cte sont de
courbure gaussienne positive (portions d'ellipsoide), les surfaces q» = Cte sont de courbure gaussienne
négative (portions d'hyperboloide) et les surfaces qs; = Cte sont de courbure nulle (portions de plan). Pour le
calcul de la résistance de ce volume conducteur, les faces supérieures et inférieures sont supposées étre des
équipotentielles.

L'objet qui nous intéresse, illustré en Fig. 1, est un conducteur de résistivité p, délimités par
les six surfaces, appelées faces,

q(x,y,2) = qi1 et qx,y,2) = Q2> qapouri=1,2,3.

Via des contacts électriques extérieurs, on suppose que la face g, est une équipotentielle portée au
potentiel V; de méme que la face "opposée" q.. est portée au potentiel V, < V. Ici, a désigne un des
trois indices 1, 2, ou 3, les deux autres indices étant notés 3 et y. Les quatre faces "latérales" gg1,
ds2, Gy €t gy sont supposées étre en contact avec un isolant (I'air).

A l'intérieur du conducteur, la densité de courant j est un vecteur orthogonal aux faces
équipotentielles et tangent aux faces latérales. Ces conditions aux limites seront automatiquement
satisfaites si I'on pose que j est un vecteur partout aligné avec vecteur de base e,, pour autant que
cette hypothese soit compatibles avec les équations de I'électrocinétique.

La premiere équation exprime la conservation de la charge électrique sous la forme V-j = 0.

[hﬁhyj ] =Oqui s'intégre

Sous l'hypothése j = je, cette loi de conservation devient

[e 4

. 1
directement sous la forme J = 7=~ ¢ (q B ’qy) ou c est une fonction arbitraire de gg et g,. Le courant
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qui traverse n'importe quelle section du conducteur, d'équation q«(x,y,z) = qu aVeC gu,1 < qa < qo2, €St
alors donné par

I=]f jechsh dasda,= J| c(a)dasda, ot D= [qs1,qsel¥(qa Gy @

Comme il se doit, I'expression trouvée ne dépend pas de la section considérée, caractérisée par la
valeur particuliére de g.

La seconde équation est la loi d'Ohm écrite sous la forme poj = -V'V. Sous I'hypothese j = j e,
cette relation prend la forme
rov_
h oq. Pl
En multipliant les deux membres par le facteur d'échelle h,, en remplacant j par I'expression trouvée
plus haut et en intégrant les deux membres par rapport a gq, on trouve

qo{,Z
Vi-V,=p, Jl < C(Q3’qy)dqa- (3)
a1 Bhv

Cette expression n'est compatible avec les conditions aux limites que si le membre de droite est une
constante. Il faut donc que l'intégrand soit indépendant des coordonnées g et q,. Ceci implique deux
choses :

(1) que le facteur impliquant les trois facteurs d'échelle se factorise en

h, _ flg,)
hh,  glq,.q,) @

(2) que l'on choisisse c(qg,q,) = g(gsqy,) a un facteur multiplicatif pres. Ce facteur peut étre
déterminé en imposant la valeur de V;-V; par I'éq. (3). L'éq. (4) est une condition nécessaire pour
que la variable g, se sépare des deux autres variables dans l'expression de l'équation de Laplace
écrite dans le systéeme de coordonnées curvilignes utilisé. Si ce n'est pas le cas, I'hypothése j = je,
ne peut pas étre posée.

En remplacant c(qg,q,) par g(qsq,) dans les égs. (2) et (3), on obtient une expression
mathématique pour la résistance électrique (Vi-V,)/I

qa,z( |

flq,)dq,

qa{ ()
[ §la,.q,) dq,da,

Ra:pO

ou l'indice o rappelle que le courant est injecté par la face go = qa,1.

Cette équation constitue une généralisation de la loi de Pouillet. C'est le résultat central de cet
article. En coordonnées cartésiennes, les facteurs d'échelles sont tous égaux a 1. Dans I'éq. (4), on
peut alors poser f = 1 et g = 1 (ou n'importe quelle constante). Le numérateur de 1'éq. (5) donne la
longueur du conducteur dans la direction du courant et son dénominateur est l'aire de la section
droite de ce conducteur.

Intéressons nous un instant a un systeme de coordonnées curvilignes a deux dimensions dans
le plan (x,y), notées ici u et v, que 1'on complétera par la coordonnée cartésienne z perpendiculaire.
Pour rendre ces coordonnées orthogonales, on peut prendre u(x,y) = Re w(x+iy) et v(xy) =
Im w(x+iy) ou w(T) est une fonction analytique de la variable complexe T = x+iy dont la dérivée est
supposée ne pas s'annuler. Dans le plan (x,y), les courbes u(x,y) = Cte et v(x,y) = Cte sont



orthogonales a leurs points de croisement [5]. Si la fonction w et son domaine de définition sont
choisis de telle sorte que la correspondance (x,y) < (u,v) soit bi-univoque, alors u, v et z forment un
systeme de coordonnées curvilignes orthogonales a trois dimensions (plus précisément 2+1
dimensions). Les facteurs d'échelle h,, h, et h, sont tels que h, = 1 (trivialement) et h, = h, en vertu
des conditions de Cauchy-Riemann que vérifie la fonction inverse w™(u+iv). Dans les notations de
ce paragraphe, le conducteur de la Fig. 1 est un prisme droit dont les bases sont situées dans les
plans z = z; et z = z, et sont délimitées par 4 courbes d'équations u(x,y) = ui, u(x,y) = Uz, v(x,y) = vi et
v(x,y) = vu. Si les électrodes sont les deux bases du conducteur, la loi de Pouillet élémentaire
s'applique. Si les électrodes alimentent les faces u; et u, ou les faces v, et v,, un des facteurs
d'échelle h, ou h, est au numérateur du membre de gauche de 1'éq. (4) alors que l'autre est au
dénominateur. Ils se simplifient et I'on peut choisir f = g = 1. L'éq. (5) donne alors R, = po(u2-u1)/
[(vo-vi)(z2-21)] ou R, = po(v2-v1)/[(uz2-u1)(z2-z1)]. C'est un résultat remarquable, car dans 1'espace des
trois coordonnées u, v, z, le conducteur est représenté par le parallélépipede rectangle [uo-u;]x[vo-
vi]X[z2-z1] et la résistance trouvée est précisément celle donnée par la loi de Pouillet ordinaire pour
ce parallélépipede rectangle. Cette sorte d'invariance conforme de la résistance est un peu plus
compliquée pour un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales réellement tri-
dimensionnelles, a cause des facteurs métriques f et g qui interviennent dans les intégrales au
numérateur et au dénominateur de 1'éq. (5).

A titre d'illustration non-triviale, considérons le cas des coordonnées de 1'ellipsoide aplati &, n,
. Ici, & est une variable sans dimension positive, | est un angle variant entre —1/2 et +1/2 et ¢ est
angle (azimut) variant entre 0 et 2. Comme en coordonnées cylindriques, la surface ¢ = Cte est un
demi-plan contenant l'axe z et d'angle azimutal ¢@. Les surfaces définies par § = Cte et n = Cte
définissent un demi-ellipsoide de révolution aplati et la moitié d'une nappe d'hyperboloide de
révolution, d'équations

XZ +y2 N ZZ _ 1 ot XZ +y2 ) ZZ _
(Fcosh&)®  (Fsinhé&)? (Fcosr])2 (Fsinr))2

1 (6)

respectivement [6]. F est une constante positive dont le double est la distance entre les foyers de
l'ellipse et de l'arc d'hyperbole obtenus en coupant I'ellipsoide et I'hyperboloide par le plan (x,z). Les
demi-axes de 1'ellipse sont

a=Fcosh§etb=Fsinh{. (7)

La demi-branche d'hyperbole a retenir dans le plan (x,z) est celle qui est asymptotique a la demi-
droite issue de l'origine et faisant un angle n avec l'axe x positif. Les ellipses et les demi-branches
d'hyperbole correspondant a différentes valeurs de § et de n sont confocales.

Les facteurs d'échelle de ce systéeme de coordonnées curvilignes orthogonales sont

h, =h,=F \/sinhZE +sin’n , h, = Fcosh& cosn .

Conformément au cadre général de cette étude, le conducteur est ici un volume possédant deux
faces planes verticales correspondant a @ = @, et ¢ = ¢, deux portions d'ellipsoide correspondant a §
=& et £ = & et deux portions d'’hyperboloide correspondant a n = n; et = 1. Le volume de la Fig.
1 illustre cette géométrie.

Lorsque les surfaces équipotentielles sont les faces ellipsoidales, la coordonnée g, désigne la
coordonnée &. L'éq. (4) fait alors intervenir la facteur hg/(h, h,), qui est égal a 1/(F cosh § cos1). On
peut donc choisir f = 1/cosh § et g = cosn| dans I'éq. (5) pour obtenir



S,

j(l/coshf) dé
R = & _ Z[arctan(eéz)— alrctan(eé1 )‘ 3
¢~ Po n, ?, Po F (sinn, - sinn g, - @) ®)
F fcosn dn fdgo
n %1

C'est un résultat remarquablement simple alors que la géométrie ne I'est pas. Un cas limite est celui
d'un conducteur creux délimité par les ellipsoides complets & = &; et & = &,. Pour cela, il faut fermer
le volume de la Fig. 1 en posant ¢, =0, ¢, — 2m, n; — -W/2 etn, — /2. Plus intéressante peut-étre
que la résistance du conducteur ainsi obtenu, la capacité d'un condensateur délimité par les deux
ellipsoides confocaux peut étre déduite de 1'éq. (8). En effet, dans le cas ou les électrodes sont des
surfaces fermées, 1'une étant contenue dans I'autre, la résistance R du conducteur creux et la capacité
C du condensateur obtenu en remplagant le milieu conducteur (résistivité po) par un milieu
diélectrique (permittivité absolue €) vérifient la relation RC = poe [7]. A partir de 1a, on obtient

_ 2neF
arctan{F /(a1 + bl)J . arctan[F /(a2 + bZ)J

aprés avoir exprimé &; et & en fonction des demis axes des deux ellipsoides par 1'éq. (7). Cette
formule généralise a la géométrie de l'ellipsoide de révolution 1'étude du condensateur sphérique
dont on retrouve la capacité en prenant la limite F — 0.

3. Coordonnées cylindriques

Cette section est consacrée a quelques applications de la formule générale (ég. 5) en coordonnées
cylindriques p, ¢, z. Les facteurs d'échelle sont h, = 1, h, = p et h, = 1. Le conducteur est une
portion de secteur cylindrique circulaire définie par p; < p < py, 91 < @ < @, et z; <z < 7, (voir Fig. 2
et Fig. 3).

Courant radial

Les électrodes sont les faces cylindriques de rayon p; et p,, voir Fig. 2. La coordonnée de référence

étant g, = p, on tire facilement de 1'éq. (4) que f(p) = 1/p et g(9,z) = 1. L'éq. (5) donne
B ln(p /p )
R, = p, ~-E P ©

ou L = z,-z; est la hauteur du conducteur et ® = @,-¢;. A la limite ou ® - 2m, on obtient la
résistance électrique d'un tube cylindrique dans la direction radiale.

Figure 2. Portion de secteur cylindrique circulaire dont les faces cylindriques intérieure et extérieure sont
des équipotentielles. La densité de courant est un champ radial.



Courant azimutal

Ici, g« = ©, les électrodes sont les faces rectangulaires d'azimut @, et @,, voir Fig. 3. En suivant le
méme raisonnement que ci-dessus, on posera f(¢) = 1, g(p,z) = 1/p, d'ou

(€)]
f (J:/ p) dpdz (10)

D

R, = py

ou @ = @,-¢; comme ci-dessus. Pour la géométrie considérée ici, D désigne un rectangle de largeur
p>-p1 et de hauteur L = z,-z;. L'intégrale du dénominateur vaut alors L In(p»/p:). La résistance
obtenue est celle d'un anneau fendu de section rectangulaire.

Figure 3. Anneau fendu de section rectangulaire dont les deux faces verticales sont des équipotentielles. La
densité de courant est un champ azimutal (circonférentiel).

L'éq. (10) reste valable tant que le courant est azimutal, ce qui est le cas quelle que soit la forme de
la section droite de I'anneau. On s'intéressera ici a un tore (anneau fermé, ® — 2m) de section
circulaire. D désigne alors un disque dans le plan (p,z), de rayon (p,-p:)/2 et dont le centre est situé
a une distance p = (p2+p1)/2 de l'axe z. L'intégrale du dénominateur de I'éq. (10) peut étre calculée
analytiquement, conduisant au résultat suivant

1
p2+p1)/2' \/plpz )

Rtore = pO (

Il n'est pas possible d'injecter le courant par une source de tension extérieure dans un anneau fermé
(spire). Cependant, le courant peut étre induit par une variation du flux d'induction magnétique
embrassé par le tore, lequel présente alors une résistance R au courant induit.

Revenons un instant au cas général d'un anneau fendu de section droite quelconque (ég. 10). On
appellera p. le rayon courbure de l'anneau, défini comme la distance du centre de gravité
géométrique de la section droite a 1'axe z. Si p. est nettement plus grand que la largeur radiale de
section droite, on développera 1/p = 1/[p. + (p-p.)] en série de puissance de (p-pc)/p.. En se limitant
a l'ordre 3, on obtient

— Dp. N _ _ 2
RD—POW ou I, = ]J;(f? p.)dp dz

ou S est l'aire de la section droite. Si on néglige le second terme proportionnel a I, (le moment
d'inertie géométrique de la section droite par rapport a l'axe z), on retrouve la résistance d'un
conducteur droit de longueur @ p.. Le terme proportionnel a I, est une correction de l'aire de la
section droite due a la courbure du conducteur. Ce n'est que le premier terme d'un développement
perturbatif.



4. Coordonnées sphériques

En coordonnées sphériques r, 0 et ¢, les facteurs d'échelle sont h, = 1, hy = r et h, = rsin8. On
s'intéresse ici a une portion de couronne sphérique définie par r1 <r<r,, 8; <8 <0, etp; <@ < >
(voir Fig. 4a).

Courant radial

La coordonnée de référence g, est la coordonnée radiale r, les électrodes sont le calottes sphériques
de rayon r; et ro. Les facteurs d'échelle et 1'éq. (4) permettent de définir f(r) = 1/r? et g(6,¢) = sin 6.
La résistance de 1'objet découle directement de 1'éq. (5)

n-n

R =
Fo CDrlrz(cos 0, - cos 62)

r

ou @ = @,-¢;. En prenant les limites 8; — 0, 8, — m et @ — 2m, on obtient la résistance radiale
d'une calotte sphérique de rayons intérieur r; et extérieur r,.

(@) (b)

Figure 4. (a) Portion de couronne sphérique limitée par deux cones coaxiaux d'angle 0, et 0 et par deux
plans verticaux d'angle azimutal ¢, et @,. Les faces sphériques sont des équipotentielles, la densité de
courant est un champ radial. (b) Cas limite d'un tronc de céne limité par deux calottes sphériques
concentriques. La face supérieures est concave, la face inférieure est convexe et toutes les deux sont des
équipotentielles.

Le cas d'une portion de cone de demi-ouverture angulaire ® délimitée par les calottes sphériques r;
et r, s'obtient facilement en faisant 6, — 0,0, = et ® - 2m :

R. =p L-n =p L-n
e = Py sin2(@/2) P s, (1)

ou S, et S, désignent l'aire des deux calottes sphériques terminales.

6. Résistance d'un tronc conique droit

La résistance d'un tronc conique dont les bases sont planes peut étre approximativement
calculée par 1'éq. (11) pourvu que I'angle ® soit petit de maniére a pouvoir négliger la courbure des
calottes sphériques servant d'électrodes. Dans ces conditions, S; et S, s'identifient a 'aire des deux
bases planes et r»>-r; correspond a la hauteur L du cone. La formule ainsi obtenue reproduit I'éq. (1).

Nous avons testé la validité de 1'éq. (1) par une mesure expérimentale de la résistance d'un
conducteur conique. Pour ce faire, nous avons utilisé un entonnoir en plastique. La partie évasée de
I'entonnoir a la forme d'un tronc de cone de 28 mm de hauteur et dont les deux bases ont un
diametre de 6 et 35 mm. Ce cOne est prolongé par un tube cylindrique, qui a été scié pour ne
conserver que la partie conique. Ce volume a été rempli d'eau distillée dans laquelle 10 % en masse



de sel (NaCl) avait été dissout. Du papier aluminium a servi d’électrodes planes aux deux
extrémités du tronc conique. Ce papier, tendu, a été fixé sur le bord des ouvertures a l'aide d'un
mastique au silicone. La résistance entre les deux électrodes a été mesurée a I’ohmmetre. Sept
mesures de la résistance ont été effectuées et moyennées pour éliminer autant que possible les effets
du contact des sondes de I’ohmmetre avec le papier aluminium. La valeur moyenne de la résistance
mesurée est Regne = 13,7 Q.

Pour déterminer la résistivité de 1’électrolyte, la méme solution d’eau salée a été introduite dans un
tube cylindrique en plastique de 45 mm de hauteur et de 12 mm de diametre intérieur. La résistance
de la colonne d’eau salée a été déterminée en suivant la méme procédure que ci-dessus, ici par 12
mesures indépendantes. La valeur moyenne obtenue est R, = 29 Q. Nous en avons déduit p, =
0,073 Qm. Connaissant la hauteur du cone et le diametre de ses deux bases, 1'éq. (1) a été utilisée
pour donner Rene = 12,5 Q. Cette valeur est de 10 % inférieure a la résistance mesurée
expérimentalement. La différence provient de deux sources: (i) l'ensemble des erreurs
expérimentales, principalement sur po, et (ii) le caractére approximatif de 1'éq. (1) pour un cone dont
la demi-ouverture angulaire (® = 27,4°) n'est pas tres petite. En effet, il a été démontré
numériquement [8] que 1'éq. (1) sous-estime la résistance réelle d'un tronc conique mais,
curieusement, 1'éq. (11) donne un résultat plus proche de la valeur vraie. Sachant que le rayon de
courbure r; de chaque calotte sphérique (i = 1,2 voir Fig. 4(b)) est reliée au rayon p; de la base i du
tronc conique par la formule r; = p/sin®, I'éqg. (11) donne Rene = 13,2 Q, qui se rapproche
effectivement de la valeur mesurée.

7. Conclusions

Les expressions obtenues dans cette étude sont, pour la plupart, connues depuis longtemps.
Cependant, elles ont toutes été dérivées de 1'éq. (5), qui est une généralisation de la loi de Pouillet
écrite en coordonnées curvilignes orthogonales. Cette équation est valable sous la condition de
séparation des variables g; imposée par 1'éq. (4). De nombreuses applications en découlent,
lesquelles peuvent intéresser ceux qui enseignent ou étudient 1'électrodynamique classique et les
mathématiques appliquées. La portée de 1'éq. (5) déborde du cadre strict de 1'électrocinétique. En
électrostatique, la capacité d'un condensateur fermé peut étre obtenue en remplacant le milieu
conducteur par un milieu diélectrique (voir section 3). Aussi, 1'éq. (5) peut étre utilisée pour calculer
la résistance thermique d'un objet par conduction de la chaleur. II suffit de remplacer p, par I'inverse
de la conductivité thermique et de supposer que la conductivité du milieu extérieur (I'air) est
beaucoup plus petite que celle du matériau.
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