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Loi de Pouillet généralisée et applications
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Lambin1,2,*

1. Département de Physique-Technologie, Institut Supérieur Pédagogique de Bukavu, République 
Démocratique Du Congo

2. Département de physique, Université de Namur, 5000 Namur, Belgique
* Auteur à qui la correspondance doit être adressée. E-mail : philippe.lambin@unamur.be

Résumé. En électricité, la loi de Pouillet exprime que la résistance d’un conducteur droit de section 
constante est directement proportionnelle à sa longueur et inversement proportionnelle à l’aire de sa 
section droite. Cette loi est ici généralisée à n’importe quel système de coordonnées curvilignes 
orthogonales pour des géométries qui, dans l’espace des trois coordonnées curvilignes, se 
représentent par un parallélépipède rectangle. Diverses applications de cette nouvelle formulation 
sont illustrées.

Abstract. Pouillet’s law of electricity states that the resistance of a conductor having the shape of a 
right prism is directly proportional to its length and inversely proportional to the area of its cross 
section. This law is here generalized in any system of orthogonal curvilinear coordinates to 
geometrical objects that, in the curvilinear coordinate space, are represented by a right rectangular 
parallelepiped. A few applications of this new formulation are illustrated. 

1. Introduction
La loi  de  Pouillet  est  une  des  plus  vieilles  lois  de  l'électricité  [1].  Elle  exprime  la  résistance 
électrique R d'un conducteur prismatique droit en fonction de sa longueur L, de l'aire S de sa section 
droite et d'une propriété intrinsèque du matériau qu'est sa résistivité ρ0 : R = ρ0 L/S. L'objet doit être 
un prisme ou un cylindre droit homogène et isotrope pour que cette formule soit correcte. 

A priori, la résistance électrique d'un conducteur homogène ayant une forme plus complexe 
que celle juste décrite est plus difficile à relier à ses paramètres géométriques. Si le conducteur reste 
droit, mais présente une section variable sur la longueur, Lévy [2] a proposé au XIXème siècle de 

définir  la résistance par   
2

1

0 d/1
z

zSρ=R
z

où  z est la coordonnée longitudinale.  Dans le cas où 

l'aire de la section droite S est le carré d'une fonction linéaire de z, cette formule conduit au résultat 
simple suivant
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qui généralise la loi de Pouillet au cas d'une pyramide droite tronquée ou d'un tronc de cône droit  
[3]. Dans cette expression,  S1 et  S2 désignent l'aire des deux bases terminales. Cette formule n'est 
cependant  qu'approximative,  car  la  définition de Lévy suppose implicitement  que la  densité  de 
courant dans la direction longitudinale soit uniforme à travers chaque section droite du conducteur. 
Or,  cette  hypothèse  n'est  compatible  avec  les  conditions  aux  limites  sur  la  surface  latérale  (le 
vecteur densité de courant doit y être tangent) que si le conducteur est un prisme ou un cylindre 
droit. 

Comme montré dans cet article, la loi de Pouillet peut être généralisée, tout en conservant sa 
simplicité intrinsèque, pour certaines formes pourvu que celles-ci puissent être décrites simplement 
dans un système de coordonnées curvilignes orthogonales. La loi de Pouillet généralisée est l'éq. (5) 





qui traverse n'importe quelle section du conducteur, d'équation qα(x,y,z) = qα avec qα,1 ≤ qα ≤ qα,2, est 
alors donné par 

I  = ∫∫
D

 j· eα hβ hγ dqβ dqγ =  ∫∫
D

 c(qβ,qγ) dqβ dqγ où D = [qβ,1,qβ,2]×[qγ,1,qγ,2] . (2)

Comme il se doit, l'expression trouvée ne dépend pas de la section considérée, caractérisée par la 
valeur particulière de qα.

La seconde équation est la loi d'Ohm écrite sous la forme ρ0 j = -∇V. Sous l'hypothèse j = j eα, 
cette relation prend la forme

jρ=
q
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En multipliant les deux membres par le facteur d'échelle hα, en remplaçant j par l'expression trouvée 
plus haut et en intégrant les deux membres par rapport à qα, on trouve
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Cette expression n'est compatible avec les conditions aux limites que si le membre de droite est une 
constante. Il faut donc que l'intégrand soit indépendant des coordonnées qβ et qγ. Ceci implique deux 
choses :

(1) que le facteur impliquant les trois facteurs d'échelle se factorise en 
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(2)  que  l'on  choisisse  c(qβ,qγ)  =  g(qβ,qγ)  à  un  facteur  multiplicatif  près.  Ce  facteur  peut  être 
déterminé en imposant la valeur de V1-V2 par l'éq. (3). L'éq. (4) est une condition nécessaire pour 
que la variable  qα se sépare des deux autres variables dans l'expression de l'équation de Laplace 
écrite dans le système de coordonnées curvilignes utilisé. Si ce n'est pas le cas, l'hypothèse  j = j eα 

ne peut pas être posée.

En  remplaçant  c(qβ,qγ)  par  g(qβ,qγ)  dans  les  éqs.  (2)  et  (3),  on  obtient  une  expression 
mathématique pour la résistance électrique (V1-V2)/I 
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où l'indice α rappelle que le courant est injecté par la face qα = qα,1.

Cette équation constitue une généralisation de la loi de Pouillet. C'est le résultat central de cet 
article. En coordonnées cartésiennes, les facteurs d'échelles sont tous égaux à 1. Dans l'éq. (4), on 
peut alors poser f = 1 et g = 1 (ou n'importe quelle constante). Le numérateur de l'éq. (5) donne la 
longueur du conducteur dans la direction du courant et son dénominateur est l'aire de la section 
droite de ce conducteur.

Intéressons nous un instant à un système de coordonnées curvilignes à deux dimensions dans 
le plan (x,y), notées ici u et v, que l'on complétera par la coordonnée cartésienne z perpendiculaire. 
Pour  rendre  ces  coordonnées  orthogonales,  on  peut  prendre  u(x,y)  =  Re w(x+iy)  et  v(x,y)  = 
Im w(x+iy) où w(ζ) est une fonction analytique de la variable complexe ζ = x+iy dont la dérivée est 
supposée  ne  pas  s'annuler.  Dans  le  plan  (x,y),  les  courbes  u(x,y)  =  Cte  et  v(x,y)  =  Cte  sont 



orthogonales à leurs points de croisement [5]. Si la fonction  w et son domaine de définition sont 
choisis de telle sorte que la correspondance (x,y) ↔ (u,v) soit bi-univoque, alors u, v et z forment un 
système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  à  trois  dimensions  (plus  précisément  2+1 
dimensions). Les facteurs d'échelle hu, hv et hz sont tels que hz = 1 (trivialement) et hu = hv en vertu 
des conditions de Cauchy-Riemann que vérifie la fonction inverse w-1(u+iv). Dans les notations de 
ce paragraphe, le conducteur de la Fig. 1 est un prisme droit dont les bases sont situées dans les 
plans z = z1 et z = z2 et sont délimitées par 4 courbes d'équations u(x,y) = u1, u(x,y) = u2, v(x,y) = v1 et 
v(x,y)  =  v2.  Si  les  électrodes  sont  les  deux bases  du conducteur,  la  loi  de  Pouillet  élémentaire 
s'applique.  Si  les  électrodes  alimentent  les  faces  u1 et  u2 ou les  faces  v1 et  v2,  un des  facteurs 
d'échelle  hu ou hv est  au numérateur  du membre de gauche de l'éq.  (4) alors  que l'autre  est  au 
dénominateur. Ils se simplifient et l'on peut choisir f  = g = 1. L'éq. (5) donne alors Ru = ρ0(u2-u1)/
[(v2-v1)(z2-z1)] ou Rv = ρ0(v2-v1)/[(u2-u1)(z2-z1)]. C'est un résultat remarquable, car dans l'espace des 
trois coordonnées  u,  v,  z, le conducteur est représenté par le parallélépipède rectangle [u2-u1]×[v2-
v1]×[z2-z1] et la résistance trouvée est précisément celle donnée par la loi de Pouillet ordinaire pour 
ce parallélépipède rectangle.  Cette sorte d'invariance conforme de la résistance est  un peu plus 
compliquée  pour  un  système  de  coordonnées  curvilignes  orthogonales  réellement  tri-
dimensionnelles,  à  cause  des  facteurs  métriques  f et  g qui  interviennent  dans  les  intégrales  au 
numérateur et au dénominateur de l'éq. (5).

A titre d'illustration non-triviale, considérons le cas des coordonnées de l'ellipsoïde aplati ξ, η, 
φ. Ici, ξ est une variable sans dimension positive, η est un angle variant entre –π/2 et +π/2 et φ est 
angle (azimut) variant entre 0 et 2π. Comme en coordonnées cylindriques, la surface φ = Cte est un 
demi-plan contenant l'axe  z et d'angle azimutal φ. Les surfaces définies par ξ = Cte et  η = Cte 
définissent  un  demi-ellipsoïde  de  révolution  aplati  et  la  moitié  d'une  nappe  d'hyperboloïde  de 
révolution, d'équations 
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respectivement [6].  F est une constante positive dont le double est la distance entre les foyers de 
l'ellipse et de l'arc d'hyperbole obtenus en coupant l'ellipsoïde et l'hyperboloïde par le plan (x,z). Les 
demi-axes de l'ellipse sont 

a = F cosh ξ et b = F sinh ξ . (7)

La demi-branche d'hyperbole à retenir dans le plan (x,z) est celle qui est asymptotique à la demi-
droite issue de l'origine et faisant un angle η avec l'axe x positif. Les ellipses et les demi-branches 
d'hyperbole correspondant à différentes valeurs de ξ et de η sont confocales. 

Les facteurs d'échelle de ce système de coordonnées curvilignes orthogonales sont

ηξF=hη+ξF=h=h φηξ coscosh   ,  sinsinh 22  .

Conformément au cadre général de cette étude, le conducteur est ici un volume possédant deux 
faces planes verticales correspondant à φ = φ1 et φ = φ2, deux portions d'ellipsoïde correspondant à ξ 
= ξ1 et ξ = ξ2 et deux portions d'hyperboloïde correspondant à η = η1 et η = η2. Le volume de la Fig. 
1 illustre cette géométrie.

Lorsque les surfaces équipotentielles sont les faces ellipsoïdales, la coordonnée qα désigne la 
coordonnée ξ. L'éq. (4) fait alors intervenir la facteur hξ/(hη hφ), qui est égal à 1/(F cosh ξ cos η). On 
peut donc choisir f = 1/cosh ξ et g = cos η  dans l'éq. (5) pour obtenir 



 





 



de  sel  (NaCl)  avait  été  dissout.  Du  papier  aluminium  a  servi  d’électrodes  planes  aux  deux 
extrémités du tronc conique. Ce papier, tendu, a été fixé sur le bord des ouvertures à l'aide d'un 
mastique au silicone.  La résistance entre  les deux électrodes  a été  mesurée à  l’ohmmètre.  Sept 
mesures de la résistance ont été effectuées et moyennées pour éliminer autant que possible les effets 
du contact des sondes de l’ohmmètre avec le papier aluminium. La valeur moyenne de la résistance 
mesurée est Rcône = 13,7 Ω. 

Pour déterminer la résistivité de l’électrolyte, la même solution d’eau salée a été introduite dans un 
tube cylindrique en plastique de 45 mm de hauteur et de 12 mm de diamètre intérieur. La résistance 
de la colonne d’eau salée a été déterminée en suivant la même procédure que ci-dessus, ici par 12 
mesures indépendantes. La valeur moyenne obtenue est  Rcyl = 29 Ω. Nous en avons déduit ρ0 = 
0,073 Ωm. Connaissant la hauteur du cône et le diamètre de ses deux bases, l'éq. (1) a été utilisée 
pour  donner  Rcône =  12,5 Ω.  Cette  valeur  est  de  10 %  inférieure  à  la  résistance  mesurée 
expérimentalement.  La  différence  provient  de  deux  sources :  (i)  l'ensemble  des  erreurs 
expérimentales, principalement sur ρ0, et (ii) le caractère approximatif de l'éq. (1) pour un cône dont 
la  demi-ouverture  angulaire  (Θ  =  27,4°)  n'est  pas  très  petite.  En  effet,  il  a  été  démontré  
numériquement  [8]  que  l'éq.  (1)  sous-estime  la  résistance  réelle  d'un  tronc  conique  mais, 
curieusement, l'éq. (11) donne un résultat plus proche de la valeur vraie. Sachant que le rayon de 
courbure ri de chaque calotte sphérique (i = 1,2 voir Fig. 4(b)) est reliée au rayon ρi de la base i du 
tronc  conique  par  la  formule  ri =  ρi/sin Θ,  l'éq.  (11)  donne  Rcône =  13,2 Ω,  qui  se  rapproche 
effectivement de la valeur mesurée. 

7. Conclusions
Les  expressions  obtenues  dans  cette  étude  sont,  pour  la  plupart,  connues  depuis  longtemps. 
Cependant, elles ont toutes été dérivées de l'éq. (5), qui est une généralisation de la loi de Pouillet 
écrite  en coordonnées curvilignes  orthogonales.  Cette  équation est  valable  sous  la  condition de 
séparation  des  variables  qi imposée  par  l'éq.  (4).  De  nombreuses  applications  en  découlent, 
lesquelles peuvent intéresser ceux qui enseignent ou étudient l'électrodynamique classique et les 
mathématiques appliquées. La portée de l'éq. (5) déborde du cadre strict de l'électrocinétique. En 
électrostatique,  la  capacité  d'un  condensateur  fermé  peut  être  obtenue  en  remplaçant  le  milieu 
conducteur par un milieu diélectrique (voir section 3). Aussi, l'éq. (5) peut être utilisée pour calculer 
la résistance thermique d'un objet par conduction de la chaleur. Il suffit de remplacer ρ0 par l'inverse 
de  la  conductivité  thermique  et  de  supposer  que  la  conductivité  du  milieu  extérieur  (l'air)  est 
beaucoup plus petite que celle du matériau. 
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