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INTRODUC TION

Le fonctionnement de trés nombreux dispo-
sitifs mécaniques, électriques et autres est décrit par un systé-
me d'équations différentielles; le pendule en est un exemple.
Souvent, un mouvement stable (le sens doit &tre précisé) intéres-
sera davantage l'utilisateur. Ainsi, la position du pendule au
repos est stable : pour toute perturbation le pendule reste dans

un voisinage de la position initiale.

La continuité par rapport aux conditions
initiales signale que deux solutions voisines au départ restent
proches pour un petit intervalle de temps. Cependant, elles peu-

vent s'écarter indéfiniment quand t-—» e2.

Liapounov proposa deux méthodes pour étu-
dier la stabilité : la premiére présuppose connue une solution

et est basée sur 1l'analyse des valeurs propres de la matrice du
systéme normal associé.

La seconde, appelée méthode directe, ne requiert pas la connais-
sance d'une solution; elle exige la construction d'une fomction de

Liapounov.

Dans ce travail, nous abordons quelques

ques tions relatives & la stabilité de mouvements.

Nous considérons trois types de forces,

a4 savoir les forces potentielle, gyroscopique, dissipative.

Notre étude se divise en deux parties;

la premiére regroupe les quatre premiers chapitres.




Au chapitre 1, nous présentons le con-
cept de force gyroscopique en nous basant sur les travaux clas-
siques de Thomson et Tait (1879). Nous analysons plusieurs
types de systémes pour lesquels ces forces apparaissent.

Plusieurs exemples illustrent les résultats développés.

Dans le chapitre 2, nous étudions la sta-
bilité d'un systéme soumis & l'action de forces gyroscopigues,
et ensuite, gyroscopiques et dissipatives. Nous considérons aus-
si des systémes soumis & des forces potentielles sur lesquels
agissent soit des forces gyroscopiques, soit des forces dissipa-
tives, soit des forces gyroscopiques et dissipatives ensemble.
Une question importante envisagée ici concerne la stabilisation

d'une position instable.

Le chapitre 3 envisage les équations
"simplifiées". En général, le mouvement est décrit par des équa-
tions différentielles du second ordre. Parfois, on peut simpli-
fier ces équations et se ramener & des équations du premier ordre.
Ces derniéres sont appelées équations simplifiées ou équations de
précession., C(ependant, les résultats tirés de ces derniéres sont

souvent non admissibles.

Nous définissons d'abord les équations de
précession et précisons le sens du mot "admissible". Ensuite, en
suivant le schéma du chapitre 2, nous énongons des critéres d'ad-
missibilité des solutions des équations de précession et analysons
les questions de stabilité & partir de celles-ci., Ce chapitre est

basé sur 1l'ouvrage de Merkine [9]

L'étude développée dans le chapitre 4 ne

s'inscrit pas directement dans la ligne des précédents.




En effet, 1'étude de la s+abilité du gyroscope dans la suspension
de Cardan soumis a des forces dissipatives du type Coulomb agis-
sant sur l'axe de l'anneau intérieur (chapitre 5) ne peut se fai-
re & partir des équations de précession.

Nous utilisons ici la méthode directe de Liapounove.

Ce quatriéme chapitre s'inspire d'un article de G.K. Pogharitskii
qui décrit une méthode de construction d'une fonction de Liapounov

sur base d'intégrales premiéres.

Dans le chapitre 5, nous analysons aussi
1a stabilité du gyroscope dans la suspension de Cardan sur lequel

n'agit aucune force dissipative.

Tous les résultats signalés sont valides
pour des systémes linéaires. Certains s'appliquent également a

des systémes non linéaires; nous les avons indiqués.
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CHAPITRE 1




Chapitre T : TFORCES GYROSCOPIQUES.

Dans ce premier chapitre, nous introduirons

1as forces gyroscopiquen ct nous montreronn que certainesr for-

ces, apparaissant dans lon systémos contenant des c«ordonnees

cycliques, dans les sys témes rhcéondmes et dans les équations

différentielles du mouvement perturbé, peuvent &tre interpré-

tées comme des forces gyroscopiques.

De nombreux exemples illustreront les résul-

tats obtenus.



1e

§ 1 -1 : Définition et structure des
forces gyroscopiques.

Définition (11

On appelle "force gyrescopique" une force dont le tra-

vail sur les déplacements réels est nul.

Soient denc M see oM n points matdriels repérés par
18 T'n
A = = =
les vecteurs positions Tyy seey T et F1,

ferces agissant sur ees n points.

—
ey r‘n d.es

Le travail da ces forces sur les ddplacements rdels
—ty iy

dr seny G nBE1 8

1 T

I Y —_ —>

-_y 5
r‘1dr1 + r‘2dr2 + coe + r‘ndrn

ou sous forme vectorielle :

L i
. ar
iy sy —
ou r" = ]—'1 (_i_:_; A dr 1
2 s
r; dr

—
Les forces r& (i =1, «sey, n) sont des forces gyrosco-

piques ssi

—y -—y

1T 08 =57 (1__1_1)

Cn peut formulgr la définition d'une autre fagon ;

ar,
; — kK : :
seit v, = % (k = 1. «eey n) la vitesse du point M .

En divisant 1'égalité (1 - 1 - 1) par dt nous obtenons




—p
.

— — b 1
V3 v mitio oih Vv = y (1 -1 ~-2)

.;‘-5

n

donc

—y
les forces [, (i =1, ¢eey n) sont des forces gyros-

copiques ssi 1la somme des puissances de ces ferces

est nulle.

2 Structure dees forces gyroscopiques.

Seient Qg ooy Qg les coordonnées généralisses 4'un sys-
téme mécanique et [, (i =1, eesy 8) des forces gyrosco-
piques agissant sur lui.

— — "
En général, ona :[ = r'(qj, 2y t)

Mentrons que les forces gyroscopiques dépendent bien des
vitesses a

en effet, dans la relation

r‘1 q1+o¢. +r‘S qs = o (1_1_3)

9 .
les vitesses q, (i =1, «ouy, 8) sont lindairement indépen-

dantes .

-— —y @ g
si N+ M(q) , pour que 1l'équation (1 — 1 - 3) seit véri-
— -
fiée, i1 faut que I' = o
Donc les forces gyrescepiques dépendent généralement des

vitesses,

Dans teut ce travail nous suppeserens que les ferces gy-

roscopiques dépendent linéairement des vitesses, c'est-

3-dire :




. °

By SRS T B0 he TR By

My = 83494 + 8505 + «o0 + 8540
(1-1-4)

0 et gs1q1 * 8yglp t e * &9

Les coefficients gij sont appelés "coefficients gyros-

copiques" et la matrice G formée de ces derniers

"matrice gyroscopique".

Sous forme matricielle les égalités (1 - 1 — 4) s'écri-

vent

—

Mae Ol 0§53 ™2 5 54

€51 8s2 *°° &g
(1 -1-5)

. Propriété.

Les forces Fi (i = 1, ...ys) sent des forces gyroscepi-
ques ssi les coeffieients gij vérifient les rela-
tiens d'antisymétrie :

gii = (o] (i=1’ eosy s)

iy = ~ 853 (=1 ooy 85 5=, conpsy i £ 3)

démons tration :

— —— — — —— — —

a) cendition nécessaire.

Dans les expressiens (1 - 1 - 4), mul tiplions F& par q.



et sommons

° e

. . . 2 Fir
F1q1 +r‘2q2 + el +("qu = g11q1 E g22q2 [ R

*9 = e o
8osls * (810 + €39) 1495 + (83 + &3,) 9493 +

e+ (B,  * 8 Foag el

yS S,s-1
(1-1-5)

Le membre de gauche de cette équation est nul.

Nous avons donc :

02 L) e
By q0y + +oe + & A (h12 * g21) A, + oee +
) a.
T + ( ( - (8]
(hs~1,s gs,s-1 141

(4 % % 2a7)

Cette égaliti doit &tre vérifiée quelles que soient

L L]
les vitesses généralisées Qyy eeey dge

Considérens quelques cas particuliers
. ] ° “ @
- soit q, £ o Qo PHOTE, . = o W g e T
e D
la relation (1 - 1 - 7) devient : g11q; A

elle est virifide si = 0

o
[ 1 1
de fagon analogue on montre :

g - {’; = “o e = g = (o)

- soit a1 # © é2 % (e} é3 = &4 ol T A R

la relation (1 - 1 - 7) devient
e o

(815 + 829) 4y9y= ©
elle est vérifiée si 840 = ~ 8oy

de fagon analogue cn montre

gj = —8 Vhk Jdk (-1 ~-9)

Les formules (1 -1 - 8) et (1 - 1 — 9) dénontrent

la condition necessaire.




b) condition suffisante.

suppesens que les coefficients gij vérifient les rela-

tiens d'antisymétrie

S e ORAVE

ng " - ng VJ’ k J ¥ k-

dans ce cas 1'égalité (1 - 1 - 6) devient :
F1q1 + ses + r"sqs = 0
par définition les forces . (i = 1, ..., s) sont des

forces gyrescopiques.

Ceci achtve la démonstration de la propriété.

. Censéquence

la matrice G =s'écrit :

e} g12 ese g1s

(6] a0 e

gZS

-818— gzs DO (¢]

C'est une matrice antisymétrique.

Notons par | G| son déterminant

par une prepriété d'algébre [2], en a
gt “» O

Gl = 0 si & est impair.

Neus allens illustrer ces notions par un exemple.




Eiemple.

Considéroens le mouvement relatif d'un peint.
; —>
Nous allons montrer que la force de coriolis d'inertie JC

est une force gyroscopique.

—
La ferce Jc est donnée par la formule [ 237]

— — —
J =" 2 BV W
Cc b 5 i
- "x T =
ou W = v = y
W T a
o - 2
w
2z

e Mav i e il 58 - §
Si i, j, k sont des vecteurs unitaires dirigés respective-

ment le leng des axes mebiles x, y, z,on a :

-y — —
i 3 k
5_" 2 ¢ ° .
& = 2l X y 2
W w w
X ¥y Z

—>
seient F1, Pz, r3 les prejections du vecteur Jc sur les

axes X, Y, 2

on a.
L] [
p1 = 2 m i 4 -2 mn w& z
e R 2 m w,ox + 2 n L Z
L] [ ]
P3 = 2 m wy X -2 n wxy

. les forces Fi (i =1, 2, 3) dépendent linéairement

des vitesses

« la matrice des coefficients de ces vitesses est antisy-

mé trique

i
donc la force Jc est bien une force gyrescepique.




§ 1 - 2 : Présence de forces gyrescepiques
dans les systémes contenant des
poordonnées cycliques.

Nous allons veir dans ce paragraphe que les équatiens du mouve-
ment d'un systéme contenant des coordennées cycliques peuvent
8tre trasnformées en une forme qui fait apparaltre des forces
zyroscepiques. Nous en déduirens un théoréme important, celui
de Thomson. [ 1]

Jous naterons par p1, eeey P
q, les coordonnées non cycliques ou déterminantes.

les coordonnées cycliques et par
q1, ceey

1. BEquations du mouvement et fonc tion de Routh.

Considérons un systéme Sclérondme.

Dans ce cas on peut grouper les termes de 1'énergie ciné-

tique de la fagon suivante G

S S n S
IS 1?;:132-:1 k] akaj+ 2 k¥1jz-1bkj iy B *
= a e o
*3 kZ;1jE=:11 ki P P
(1 -2-1)
ol 4 bkj’ ?kj ne dépendent que de Qqy ey 9

en effet, par définition, T ne peut centenir les coor-

decnnées cycliques p1, essy Py

Montrons que le premier et le troisiéme terme de T

ccnt des formes quadratiques définies positives.

Pour cela considérons par exemple
n n

GEN-5 0 T

kST 3= 1

(]
xj Px ®j

(1 -2-2)




e
supposons qu'il existe D, (Bim Viinistyold)

et pOSQIlS 6.‘ = qj =0 (j‘ 1, evey s)

e p (k= 1, 00y n)
dans ce cas
e e 4 al al
T(a;p) =¢(sp)é0
ce qui est absurde.

Une démonstration identique peut 8tre faite pour la

premidre forme quadratique.

Analysons maintenant éen détail la présence de coordonnées

cycliques dans un tel cystdme; on obtient les résul tats

suivants (appendice 1 - 2)

d T 3 R
¥ = ] (1—2-3)
39 Y 4y A

: (j=1’ ce ey 8)

LR qu
A £ 1 4 n .
ot R = T - Z e p

b il R | -

La fenction R est appelée "fonction de Routh's

A 1l'aide de R 1les dquations du mouvement pour les coor-

données déterminantes s'écrivent :

a d R AR .
at ;aj Ty o, AT S EIRGE s)
(1 -2-5)

Les mouvements dans les coordonnées cycliques sont donnds

par la formule



10.

t

d R

P, = P, —tf g;- dt ‘r A5 sy B
' 4

(@]

2. Structure de la fonction de Routh.

Bn transformant la fonction R nous aflenu faire apparaltre
dans les équations du mouvement (1 - 2 - 5) des forces gyros-—
copiques.

En reportant (A - 1 - 2) dans (1 - 2 - 1) on obtient :

P, o
. kz; 3_;1 M 9 9y +
okl n ¢ s
T::_l'kz; :ﬁ;—-1 by 8 mz_:1 e o hi;1 Pap )
ors i 2 :
‘ 21|cl kZ1 j¥1 s mz1 Z an %)

Z C 'c Z bir qT)

i =1 : r =1

changeens les index des sommes

dans le 2ene terme, remplagons par k et k par h

h
éme
dans le 3 terme, remplagons k par h et h par k
3

par j et J par r

nous obtenons :



11.

n n
Z Z (ay ‘|%|hZ1 g; Can Png P *

k-1
n n
1 ¢
ICI'Z E E b § E hr mh )qk J
m-1i=1 = I =
5 O n n n
1
"’2'0!22 z ®alfi Z ; °ye %an % ¢+
m=131i=1 h=1r=i
s n n
L gy )
a— / q Cc
lcij=1h-1m-1 mniE hiSg oo
s n n n n
1 L]
2|012 } > bij qj cmZ Z ®nr th clr
j=1m-1i'1 h‘1r-1
s s s n n
1 .
2 10|12 L > B % 0y Z Zchr Con Cip
k-1ma1i-1 h.1r-1
or
n n n
= > O S B " E Can (Cpy Cyq + Cpp Cip =
h=112=1 h = 1
...+chllcin)
.|c|c
on a aussi
n n n
e ZZ
) e[ 2 P P53 » O O
m=1i=/1 h=s 1%
n n
1
.ICI 2 § E LI I [
m-1i-1
n n
o et Pk Pu3t S




J o3 1 m 1
S n n n n
’ S Y R IR
2'0’2_3§1m§1 i§1 TP TS R X ke Tl
S n n r n
1 g
b .
2lcl® kg‘l m§1 '1’7;1 mk °i %k h§1 TZ hr “mh
S n n
: 0 it il
]?;T jE;:1 hz;:1 mE;:1 M e
S n n
1 R
21cl ,;é: m¥1 121 bEL, e, Tons
.S n n
1 ;
2fe] k§1 mgj ig1 "k % %1 Cma
S n n
1 y
et jZ1 hZ1 m§1 “ma %nj %m %
S n n
1 ’
2l<':ljg1 hZ,=:1 mg1 AL
S n n ; 1
|1c Z Z ¢ celg
[ i ity BTy hm “hitem s

car les mineurs sont symétriques c'est-a-dire

th = Chm

d'oll nous avons :




13.

2 o)
il S S n n
S O '
R i (8, . - = ik D S T T
2 2k_1j=1ak3 |c'nz1m , mh hy mk’k

Remarques

R2 est une forme quadratique des vitesses non cycli-

ques q,

IF ne contient pas de termes linéaires en qi

- Ro est une forme quadratique des constantes d'inté-

gration c.1

R2 et -~ Ro sont definies positives par rapport aux Q

et s respec tivement.

Ces développements nous donnent une forme intéressante pour

T! et donc pour R.

CGréce aux equations du mouvement exprimées & 1l'aide de la
fonction de Routh R, nous allons mettre en évidence un sys-

téme ol interviennent les torces gyroscopiques.




14 .

Jous avons @

r 1 i
n n s
1 5
. i B [cl rZ1 °r mZ;1 “mr (cm A hz:‘l mh ay,)
1 n
5 R2 o eel 2:: Cmr °n “r

DonoR=R2+R1+RO (1 - 2 -28)
ol
ol SN
By = %uad, o X ("= a= 37

n n
Cc C . b (k = 1’ ceoey S)
r.Z1 mZ1 z mr mk
Transformons les equations du mouvement (1 -2~ 5) en te-

nant compte de (1 - 2 - 8)

d ‘O(R +R +R) a(R2+R1+Rol
dt d 4 X d 9 i %

(K"', ceey S)

(1 - 2 -10)
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En notant [ ™ (E_ & By i bf% ) et en remarquant
dt 3% I

que

3 R
——— = 0 (k= 1; ..4 8J)ynous pouvons écrire :

d 9 ’

%_E-—a—f—z- . a R2 = Qk -a—-R-o_""p (kﬂ 1, eoay S)

d 9y d % el

(1 - 2 -11)

Interprétation de ce résultat :

Comme R2 est une forme quadratique derinie positive aes
vitesses Qp (etw AR .04 s), les équations (1 - 2 -11)
Peuvent &8tre interprétées comme les équations différen-
tielles du mouvement d'un systéme réduit dont 1l'énergie

cinétique est R2.

Les forces généralisées comprennent trois termes :
R S
’ ’
Qk i ay k

% Q est la force généralisée correspondant au

sys téme initial.

o ] peut &tre interprété comme une énergie po-

tentielle. 3 R

(=]

Les forces comservatives Bk = 3 é sont

~




16.

appelées des forces centrifuges généraliseées.
L'exemple qui termine ce paragraphe illustre bien
ce Tait.

.) montrons que les forces " sont des forces gyrosco-—

k
piques. En utilisant les formules (1- 2 - 9) on ob-

" tient successivement :
s
by R1 d é
Y4, Vi f—, kK g

Ay Z_Eik-_ g
d 1, e T Aar g™ B
‘ PIRUR . 875 =4

= i 3.
s Wk Tl Jt= 1
d'ou
S
a .
3 E (B Bk ) i
. D9 394 J
J=
~ .
AL gy 4y
J =t
avec
a. o
Jk 3 9y ¥4

Les forces (ﬂk dépendent linéairement des vitesses.
~
La matrice G est antisym3trique.

Donc on a bien des forces gyroscopiques.
Cenclusion
si les équations du mcuvement d'un systéme contiennent des

coordonnées cycliques, elles peuvent &tre transformées

sous la forme (1 - 2-11) avec
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- les forces gyroscopiques Fk

-~ les forces conservatives dérivant de l'énergie po-
tentielle - R

- 1les forces généralisées Qk

- 1'énergie cinétique R2

Cas particulier.

I1 peut arriver que le systéeme (1 - 2-11) ne centienne pas
de forces gyroscopiques.
En effot, si le second terme de 1l'exprescion de l'énergie

cinétique ( 1 = 2 - 1) est nul, R, sera nul et par le fait

1
néme les forces f‘k (k = 1, «.s, s) seront aussi nulles.
Dans ce cas, on dit que le systéme n'est pas 1ié gyrosco-

piquement et les équations (1 - 2 -11) prennent la forme :

a 3 R, 3 R, ¥ R
e S O S
39 3 Y 3 9

(k=1’ ey S)

(1 - 2 -12)
Si en plus on suppose que le systéme se meut par inertie,
c'est-a~dire Q =0 (k = 1, «esy 8) les équations

(1 = 2 =12) deviennent :

d 3 RZ 2 RZ 3 Ro

dt }qk o )qk = bqk (k = 1, coey S)

(1 =2 -13)

Dans le cas ol le systéme n'est pas 1ié roscopiquement
’

R2 ost 1'énergie cinétique des mouvements explici tes
Qe (c'est-a-dire le wouvement par rapport aux coordennées

explicites).
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On a aussi que - Ro est 1'énergie cinétique des mouvements
cachés pk
n n
1
en effet, Ro b Sl z _;_ th o 5

m=1h=1

par l'équation (1 -2 - 2) ony &

=)
]

S > n .
(ST s (R c P

i G [ Sy uy

s d

IR Rt

J=1

8

AR

K=1 i i &

) n 8
y ,2;, mZ*I hZ1 “un (kg‘l Cuic P
(.Z ®nj i)j)

Jd = 1

S S n n
1 ¢ .
- elel kZ1 3-},:1 S S <h7;(m2_:1cmh chj)chk)

o b
Z Cn f; O . 8i 8N d
m =
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donc 8 S 2

1
5y
o
]
INIES
o
)
5y
e
"
"3

o 1 J o= 1 v J

tx3
it

n

o |-s

ol
O .
~
0o
i

Rappelons les équations ordinaires du mouvement d'un sys-
téme dont l'énergie potentielle est V et l'énergie ciné-

tique est T,

d 7 § m 3 v
d* -ST " .—:T = - aq (k = 1’ s ey S)
i K e Sk K
Remarquons l'analogie de cette équaticn avec (1 - 2 -13).

On en déduit un théoreme fondamental, celui de Thomson [ﬂ

Théoréme de Thomson.

Si un systéme n'est pas 1ié de fagon gyroscopique et
se meut par inertie, il peut &tire interprété comme

ur. systéme soumis & l'action de forces conservataves
dont l'énergie potentielle est égale & l'énergie ciné-
tique des mouvements cachés.

L'énergie cinétique de ce systéeme est 1l'énergie ciné-

tique des mocuvenments explicites.

En vertu de ce théoréme, toute l'énergie potentielle peut
8tre considérée, dans ce cas, comme l'énergie cinétique de
certains mouvements cachés non observables.

Cette idée appartient & Her tz Eﬂ

Les résultats de ce paragraphe sont importants.

Voici un exemple simple les illustrant.
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o

Txemple. Houvement d'un point matéricl dans un systdme

de coordcnnses sphirigues

z A Supposons que le point matériel
est bien détermir3 par les coor-
données sphdriques @ , W , ¢

Lcs coordonndes cartésienncs

sont déterminées par les forau-

Ay

%)

es @

-

X = @ cos P cos
V. = e oo W 8An W

sin ¥

N
i
n

Ir. considirant @ , ¢ , w comme “onctior du temps, 1'snergie

eiritique s'écrit [ 4

8
A

. 2 iy 2 2 v 2
Tumig (&% re P ey ooa® e ) (1 =2 =143

31 la tcrece géniralisns@ correspondant & la cocrdonnéoc
3t nulle, alers nar délinition, \y est une coordeonnée cycli-
que. Dunc ce cas, elle peut &tre iliminde des gquations de

mcuvement par la fonction &2 Routh,

Rsmarque.
L ——— =
Cn peut dire & l'avance que les dquations 3du mouvement peur

les coordonnses € et ¢ ne feront pus apparaltre de forces

l'expressionide 1l'énergie cinétigque ne cqntient

. .
pagr le termes prodult des vitesses @ et V¢.

Crn a2 1l'intégrale premiere

C est une constante.
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rorll S O S R
e C‘/ £ "a —_—

il
re
mn

-+
5
s
no -

c'es t-a~-dire

ﬂ.* T
"= Ry - R
s i "
oh- R, = m (e” +@ ¢ °)
5
2
g cE-=
o be4 4 2

"xe cos ¢

(1 - 2%= B) o R1 = ( nous pouvons écrire :

)
<
&
cr
fol
Fon
L4 ]

=@ 2 §2, 501
2 rmiEnEe T B ViNT 2

2
m e cos “ ¢

es équations (1 - 2 -11) nous donnent les éguations du

mouvement pour les cocordonnées e et ¥

.. “2

Lo {
me - me P - ———— =
¢ ¥ me‘j’coszke N

: Sl SR g M 0T wim
me-._\(-‘_mee\f ES ———2-—%-= Q\(
m e 03 \f

cu Q(_, et Q‘{ sont les forces générzlisdes correspondant
c

respectivement aux coordonnées non cycliques @ et .

b

3i le point se¢ meut dans un plan, les coordonnées: sphériques

deviennent dec cocrdennédes polaires.
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nojE o

> 2 2

(e" + ¢~ ¢7)

si la force généralisée correspondant & la coordennse ¢
est nulle (c'est le cas des forces centrales (4] )

alers @ sera une coordonnée cyclique et en aura l'intégrale

suivante

T 2 >
;1; = mg Y= C C = constante.
C'est 1'intégrale des aires [4]

On a successivement :

$ C
\{ 3 R 2

3 i 5 1 02
7?7 = -2'€ +—2-----“12
m . 5
R, = 3 €
p TSl LE
0 2 m€2
R =RZ+R
R1 = 0
e noRoe
A . =y
d'ol R = 5 e 2 - el

L'équation du mouvement pour la coordennée @ est denneée par :

2
s c
me -~ —m— = Q
€ HE e
R
& mé=QQ+Z; EY -2 %157
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Triterprétation :

(1 = 2 -15) représente 1'équation du mouvement d'un peint

sur une droite (suivant le rayon vecteure')
'bRO C2
lia. ferce "B . = = - est dirigée le leng du rayen

¥ meB

vecteur et tend & éloigner le peint M du point O appelé
pdle.

B est donc une force centrifuge habituelle

Q

est une force généralisée.

¢

»R o
B = 2 = m ¢
y e [, -

~N-
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e
—_—

—~ 3 : Pr3sence des forces gyrcsccpiques

S

dans les systémes rhéonlmes.

Considérons ur systéme de n points matériels dont le mouvemart

est soumis & des liaisons holondmes.

Les équations de liaison s'écrivent

o W s b

1, "0y n)

"

o (x., JyF B t) =o (r
it

n

Si la position du systéme est bien déterminée par 3n coordon-

néeg, le nombre de coordorndes gdncralisdes est o = 3n - h,

Cn peut donc exprimer Xi9 Yoo 2 (il < 4 Pastn) tedla fagon

suivante :

Xy LT (q1’ Evay g s t)
Y4 oSS (q1: Sl S t) (i=1 eoey n)
Z = B (q17 Sesye Do s t)

o Stin " e

Cn en déduit

2 S W 4 ¥
X, = + —
i kz; 5 R <k E
4 S > Iy N4
e LU B0
i k=1 Bq}: qk - ¥
* k] £ ¥k
- EE;:1____;L a + 2 &y
e >
L'énergie cinétique du systéme :
n
1 -2 -2 .2

m A T, X

3 2 152:1 . . Al Zi)
s'écrit




SRS v 1 s e
ou Iy = -2-k2311 j2=:=:1 akj 9, qj

S

i =k§1 " %

n » X 2 Su¥. & (B 2
AomL s (Cr BT RS B
3 By AT R Ay XN By

n
L3 m. ( - + e e

)

. S CWE AT AN N

a = wm, ( + +
§ S Mt 9 31 29, 3t

Conséquence
Dans un systéme sclérondne : T1 - TB = 0

dans ce cas T = Té

par censéquent T2 est définie positive,

Les équations du mouvement d'un systéme rhéendme s'écrivent :

s
‘_i_ )T2 L )T2— +BTO i Z & (.1 )ak
dt - ) q > S Y, e s S S AR
(k= 1’ ceey S)
(1 -3-1)
D dl a.
(‘fl s = —“1- : <
vk > >

S
6 .
ol E;: oy qj sont des forces gyroscopiques.

Conclusion :

Dans le cas général, nous voyons que les équations différen-
tielles du mouvement d'un systéme rhéonlme coitiennent des

forces gyroscopiques linéaires.




Les forces B, = g (k = 1, ...y s) sont aussi appelées
n"forces centrifuges ganéralisées'.

Les équations (1 -3 - 1) se distinguent des équations

(1 - 2 -11) par les termes

a,
¥ M

2t

B 1 v s 8)e



Txemple : douvement relatif d'un point.

Yous allons montrer que certains termes appraraissaunt dans les

dquations du mouvement relatif d'un point peuvent &ire inter-

yroscopiques cu des forces certriiu-

v

prétés comme des forces g

zes géndéralisées.
8 g ~NZ

~

Soient O, X, Y, Z un repére absolu d'origine 0, fixe dans l'es-

pace et 0, x, y, 2z un autre repére, de méme origine O, tournant
: s 1 -
par rapport su premier & la vitesse constante w.

T est le vecteur position de l'objet M et m sa masse.

-— — —
i, j, k représentant des vecteurs unitaires suivant les axes

X, ¥y 2 respectivement.

I3

—p
BSeit vr la vitesse relative le A

—-— - —
vV = V. 4+ V
2 >
) -~ - —
cu' V. = Wix. T
e
-— —y
T WP (X T o)
q 1 —p —
= = m V.V
2
1 (—32 > iy Jpe —"2)
= — m v + v v v
2 5 ) r e e
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§ 1,02 e2 42 . .
=z (x" +y % 27) +-n1«wsz - wzy) x4+ (Lz = wxz) Y o+

T 2 2 2
(wxy - wyx)z)+ > m ((wyz oW, y) + (sz - sz) 4 (ny o wyx) )

T peut denc €tre mis sous la forme T = Tb + T1 + TB

s 1 o2 2 2
ol Iy = 7@ (x" +y +2)
- Py ° o)
T, = m ((wyz - wzy) X + (wzx - wxz) v+ (wxy - wyx) z
oia dom ((w zZ - W y)2 + (wx-w 2)2 + (wy-w x)2)
o 2 y z z X > ¢ Wi
Nous tirons des équations (1 - 3 - 1) :
(X BTO L ] L
mx = X+ 3 +2mW y-2nW_ 32
X, 2 ¥
(X o3 } To ® 2 L4
m;r=;+by-2mwzx+ R W Z
I N S e L e
oe 7 2 ° 2 °
mnz =24+ e + m wy X - m Wy

o . X, Y, Z sont les forces généralisées.

Cn a
= e g
r'x 2mw y - 2mW 2
Z ¥
L] " L ]
r = =2 mwWw X 4+ 2mW_ 2
¥y Z x

e ®
r = 2R W X=-2mMW Y
Z ¥y x

Ces forces dépendent linéairement des vitesses et la matrice des
coefficients de ces derniéres est antisymétrigue.

On se trouve donc en présence de forces gyroscopiques.

—
Montrons & présent que la force 3 dont les composantes sont
‘)TB 8 To 8 Tg
YE TN, AR

est une force centrifuge.



T
o)

m(w W X—-W_ W 2 -W_W + W_W_ X+
'(zz X5 2 xyy e g

o
]

WD = SN
P D XX)

[ 2 - -
3T = ° (w* x - (w.r) wx)

de m&me
b To — -
= L - W.I W

5 - (W.7) w.)
S T

(€] 2 -y -
i n (v 2z~ (W.r) wz)

- ) TO - b To -> B TO :—5

B = i : LR P M+ 3z k

- &) LR

B= m (wz T - (W.T) w’)

- w
pesons W =
-y a g iin.
ona v Blis mw2 (r,— W .T) W
. = WWwl .uT N cosa

= r.cos<

CN

PO =ny =0 ———
W .r) w = ON

) =0 way =50 ooy
r = (w .T) w = NM

B = mw2 N-‘ﬁ
IBl = mwze

3 est donc bien une force centrifuge [ 4]

29.
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§ 1 - 4 : Présence de forces gyroscopiques
dans les équations différentielles
du mouvement perturbé.

Soient Uy weer G les coordonnées généralisées d'un sys téme

sclérondme.

Son énergie cinétique s'écerit [3]

S S
1 8
L J‘i-:1 kZ;1 kg e Y

ou les coeificients akj ne dépendent pas explicitement du

temps .

Zerivons les équations de Lagrange

iy i qu=Qk(k=1,...,s) (1 -4-1)

Suppesons que l'on veuille étudier la stabilité du meuvement
par rapport aux coordennées ay (i=1, seey 8) ot aux vites-

®
S28 qi ( ig 1, o0 a0y s)

Soit q = aj (t) (j =1, eeey s) une solution particuliére
des équatiens (1 -4 - 1).

Pour obtenir les équations aux variations nous perturbens la
solution q:j (t) en q'j =4 (t) + Xj de sorte que q'j res te

J
une solution de (1 -4 - 1),

xj est appelé "perturbatien".

Nous obtenons

& 2 - o o
4 d7(F+X, T+ %) _aT7(T+ X, T+ X N R
dt by > 9 = Q.(t,qa + x,3° + X)

(1 -4 ~2)
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N

ou

e - 25 .3 l »
I‘(q+x,q+x)-2§ ZJ & (q1+x1, R qs+xs)

(q, +1)(q3+x)

- - 8. L] . i . °
QIt, T+ T+ %)= Qift, Qq + Xgy eeey Qo+ X5 Ay + Xy eesy G+ X

N akJ (T + %)
3 9,

Aot o & ] 2, -
en série par rapport & x et X et en reportant ces valeurs dans

Qk(t) q + ;,-&»“' 3%‘)

En développant 2 5 (T + X),

1'équation (1 - 4 - 2) nous ebternons

- e ba'k' (Ef) 1 ba*'(-(i') ') )
8 ' I AR RS K T
ij(q)qj+2}_§—_(bq« F R )q_,qj
(1 -4 -3)

o0 ° 2 - ¢ e -
+ Z(ak,] xj + bk;j xj + €k j xJ. * ij xj) Qk (%, 485 ) + %

N - -> & VRS -
ou Xk représente les termes en x et X de puissance supsrieure a

un.

o ol Z ) a‘kj (q) a 1 ? Qk (:t’ qy Ef)
kJ = d aq M Ly
da , (@) YAy, (3) 3
g =3 (—E— o ARl NG
kJ Z ) qJ 3 qk o
3 akn (.q—.,) ' b akﬁ(q) 1 b a’.”; (a,) S .

2
> 8 (4, a’, Y

d Clj
Btablissons les équations du mouvement dans les coordonnées Qe
d ) T ('a.)’ .(.i,) B T (.q; m d B
a8 3 g . "
it > Gy : % Qk (ty, @ T)

o Q. (=1, ... s) sont les forces généralisées.
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Btant donnée la forme particuliére de T, les équations du mouve-

ment dans les coordennées 9
. Lar (g SN yuds B = 2
4 \ s » %
prennent la forme
- -
i B 2 (D) igen s 0(d) A
- %) P L d 7 ©
- . -
3% (@) 9, E: g > a, 27y q ) 9 9
J il e
R
Q‘k (t, q; ?)
ol QK (k = 1, +4., o) sont les forces généralisdes.
En vertu des équations (1 - 4 - 3) on peut écrire :
s L3
CACERRC Y ot cotler . X, ) -
_>(akJ J < S ng J ckJ 3) Xk
J =1 :
(k: 1, cecey S)
(1-4-4)

ce sont les équations aux variations ou équations du mouvement

perturbeé.

Dans (1 - 4 - 4) considérons plus particuliérement le terme
Y BCE
gah. X
— k
3 ar %

"1 peut &tre interprété comme une force dépendant linéairement
les /itesses et dont les coefficients forment une matrice anti-
symé trique.

Il s'agit denc, par définition, d'une force gyrescepique.



Conclusion :

Les forces gyroscopiques apparaissent dans les équations aux va-

riations.

Dans l'exemple suivant les équaticons du mouvement »ne contiennent
pas de forces gyroscopiques. Pourtant les équations aux varia-

tions les font appara’tre.

33.




WU
™ i s
Lxemgls ¢ le pendule ccrnidues.
0 X
S 7 ?
o
S, A i 8 _
WA — Considérons tout d'avord ls pen-
e __>{
1 | jule spherique.
y 0 | L'objet I, attachs au beut At un
= £fi1 de lecngueur 1, possede une
| M masse R.
ng
WV
Z
Cn succesgivement 3
! L \ ; -
x =il cas (—E~—-9 cdsy =1 5in@ cosy
y = 1 cos8 (1% -0) cirw =1 8in0 siny
z = 1 8iA (—Z,[f -0)
([
. R % . s
2 = 16 cos® cosw =-1w sin in v
. 2 .
y = 10 cos® sinw ¢ 1 v 3in B cos
= :
7 om =l EGNEIM O
o mlz S g . 2
p - Z- (8% +w©sin Tp)
vV & ~n gl icosil
T~ nous servant des cquations de Lagrang2, nous pouvons ecrire les

dquations

du mouvement @

3in © cos

2 > 2o

cin B cos3 © © =

~

© +mglcosB =

e



,prés avoir divisé ps

-

é - l;/ ¢ ~in O sos @ 4+ = sin B =

0

v

e e : 2 .
Gain 6 +2¢ © sin © cos® = C
si le point M & uniquement un mouvement dans un
on a2 un pendule ccnique.
Dans ce cas @
. o
O =cd = constante: @ < O = 0
. o»
= W a0

W

+ Wi

V:

et la seconde des équations (1 -4 -

La premiére se transforme én

Laad #8

- W sin®TBosTe

\

W cos R -
A

Suprdsons que le mouvement du p:ndule subit

P :
«1on

.
coo e

2UX ~donnd 38

Pour cela posons \/ =/ + Wl + X
B= & +7
Yeous awvens alors \1/ Ew¥e é = ,,
G- ¥ 6= 7
¢t les équations (1 - 4 - ) prernnent 1a forme

) ¢ivient une identité.
7

35.

une petite perturba-

et cherchons les équations du mouvement perturvé par rapport



(O¥]
O\
.

Div sloppons  sin{e«+ ¥), cos (s ¥) et 3in . (ol y) en sirie

par rapport a y ¢

v

sin (& + ¥)

sin® + cOsS S ¥

-+

s

con (K4 7) = cosX - BinX Yy
Lo - i ey
sin“(et+ y) = sin'« + 8in 24y +

m ne prenant dans ces dquations cue les terues du premier ordre

¢t en reportant ces valeurs dans (1 -4 - £) nous cobtenon: les

equations aux variations
X 2 .0 ¢ . .
sin“«¢ x + wsin 2ty = X

.. > .

& . it 2
v + w sin &Y - wisin 2 o§i x

ou X, Y reprisentent les termes de puissance supcrieure &L un pa

.
rapjort & Xx; X, y et ¥.

; 5

(1 =% 7)

-~
f

Tuns ces équations, les termes gyroscopiques sont

.
w sin 2oy

.
- w B8in 2« X%

car “ls ddpendent lincairement des vitesses et la matrice de lenars

coefficierts est antisyme trique.

Conclusicn ¢

nien qu23 les equations du mouvenent (1 - 4

A

- 5) ne contienncnt pas

de forces gyroscepiques, les équations aux vz;?‘iations (1 -4 - 1)

1es font apparaftre.
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o by e o ey B oy SYSTENE SOUMIS
cuAPITRE 2 ¢ STUDE DI LA STABILITE D'UN SYSTSME SCUUIS A

L o g K Sl £ et o
L' ACTION D FCHEES GYROSCOPIQUES, DISSIFATI-

VES BT POEN TINLLES.
. Dans c¢ chapitre, nous essayerons de synt hétiser les diffé-

nte résultats obtenus en socumettant le sys téme & chaque
type séparément cu £ plusieurs de ces types simul tarsment.
Yous &tuliercns d'soord la stadiliti et le mouvemenst d'un
systéme soumis 3 1'action de forces gyrcsccpiques.
Ensuite, nous analyserons 1'influence de forces dissipatives.
Enfin, nous $tudierons 1l'influence des forces gyroscopigues

et dissipetives sur un syectéme potentiel.

. Tous insistons cavantage sur les systemes linéarisés.
Certiines domons trations sont valables pour les sys témes
complets, notammer.t celles du paragraphe 2 - 3 - 4.
Duns les autres cas, nous indiquerons s0us quelles conditions

leg résul tats o'appliquent au sysiéme complet.

Dy

. Avant d'zborder 1'itude des différents cas, établissons les

a

o
Gquations du mouvement utilisdes dsns la suite. Elles sont

du type
i
: S .
d_t (“ + l—‘: (K = 1, e sy S)
(2 - 0)

-~ = . ]
cu[—‘k = H.E &5 9 (k = 1, ..., 8) sont des forces
SY

gyroscopiques.
Q est une force généralisde potentielle

H est un paramétre.




\ . . . - - . -~ - - B .
1 - 3) justifiens 4'abord ces éqQuations & partir du chapitre I.
La notion de la fonction de Routh nous a Tcurni les Squa—
tions o
) R B JR
( g 2 b 2 o g
— - = = R 4 k K m Vyiealn B
ar (D ,.‘) b(u N bq‘ H ( ’ ’ )
k K LS
cu les q, sont lat coordornrées non cycliques
I
w ) '\
1 i 3 . £ 5
k at G b
D “K 9
Pour certains systémes, le terme 2 est constant; c'est
notamnment le cas du gyroscope dsns la suspersion de Cardan.
Dés lors, le terne 32 se trouve explicitement dans 1'ex-
pression de 1'énergie cinétique T; nous le noterons e
& <.
Cse considératicns sont illustrées dans 1'étudz du gyrcsco-—
pe au chapitre 5. Cet exemple permettra d'expliciter davan-
tave notre pensde,
| ~%) 1e varang tre H s'introduit "naturellenent!.
1 correspond souvent & une grandeur physique : tension
4'un champ magnétique, moment cingtique ...
si une coordonnée est cyclique, ¢lle donne naizsance i une
intégrale premigre; le paramétre I previent alors de la
cons tante d'intézration.
2. Yous pouvens cependant introduire les équaticns (2 - 0) d'une

m
T8

autre maniére.

&
systéne; les forces gyroscopiques(z,

| terme 31 ais correspondraient & des

mentaires appliquées au sys téne.

Attention !

serait glors 1'dnergie cindtique totale du

ne proviendraient plus du

forces extérieures supplé-

nous supposons que les systémes considérés sont scléronérnzs.
Dans ce cas, l'eénergie cinétique peut s'expriner a l'aide

d'une forme quadratique en les vitesses.




1 -4

[Pes]
n
i

L,e mouvement d'un tel sygtéme est desrit par les éguaticns

- 2% R . 5
(D(“*k) LRy = J_E= e Yy (K = 1, eouy 8)

™

I

Q.
i

ou T2 est une forme quadratique du type

X o f
2 g, s ; feg i
r:=1‘=1

Le probléme est linéarisési nous supposons que les coeffi-

cients B ne dépendent pas de Qys evey Qe Dans; ce cas,
B m
L;)

b qk

Dans ce cas on a :

T J )
h (2 = 1 2)

[
I I¥2]
—
o)
()
[ 1
p B
e -
+
?.“_‘a
<3
.D .
[
N—r
]
O
N
A
[l
.
N

ou sous terme matricielle :

moads 02 = T | (2-1-4)

o A = <&’j) est une matrice synétrique
e

G = (gfj) st une nmatrice-antisynétrique.




2. L'origine des coordonnées {qk = Ok = 1y wesy :) ec t unt
nosition d'équilibre du systéme (appendice 2 - 5

J3s lors, l%équation sectorielles (2 - 1 - 4) co¥ncide en for-
me avee 1'éyuation du mouvement perturbé au voisinage de 1l'ori-
gine (appendice 2 ~ $) .

Yous supnosons qua les perturbations initiales, en t = o, scnt

donnéesg par

EJ?(O) = ?. ’ _q,(o) = q
O C

3. Théoréme 2 = 1 = 1.

Ta position d'équilibre du systéme linéaire sclé ronéme
sur lequel ~sissont seulement des forces gyroscopiques

cst toujours stable par rapport wux vitesses.

Dénonstration.

Tous essayons de trouver une fonction de Liapcunov V
(appendice OC)

.
Dans ce rut, multiovlions (2 -1 - 4) par E’:
5 4

A AT.d + O TThk O

mais G est antisymétrique, d'ol G T.q = O.

®n divisant par a, il reste :

A

L= l

.

&
nq = Oo
Tntégrons la partie gauche de cette équation par rapport au
tenps et nctons rar V le résultat.

On a .3

V =

gide. ) Sec e N
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V est bien une fonction de Liapounov car

a) V est définie positive puisqus V T2
L] :_z) -:’ :

b) V = 2¢.Qq=C est semi-définie négative et le
théoréme est dimontré.

Remarque :

Ce thaoréms reste valable pour leo systéme nen linéariczc.

a) 8i les ”kj sont constants wais les forces gyroscopiqu

non linéaires, la démonstraticn utilise le méme procéde
.

i AP . L T8
- ~ . A A '3 - = -
que la précédente I:i cependant le terneGQ est rem

— 5

- s . Lo
vlacé par r? , mais on sait que rﬁ. g = 06

2) pour ies 2, . dépendant de Qs eees gy CO théoréne a &t
kj
démentré par V. Roumiantsev [6]

Pocur cue la position d'équilibre du sys téme linéai-
re sclérondme soumis uniquement & 1l'action de Zorces
gyroscopiques scit stable par rapport aux coordonnées,

il faut et il suffit awe |G| # O.

. intégronce (2 ~ 1 = 4) urne fois par rapport au temps :

T @2-1-75)

1%
I
vol
o
{65
wl
It
| 9 |

ot C est un vecteur constant d'intégration déterminé par

>4
les conditions initiales :

—_— .
~ ¥ Tea -
C =14 g - (}qO




A2,

ncus introduisons un vocteur intermédiaire en vue d'an-
nuler le membre de irocite de (2 - 1 - 5)

- —— —
Q Yem e ol

a o - . -
cu a est un vecteur constant daterminé plus bas.,
L 1
Reportons. q dens (2 - 1 - 5)

-

L]
AR X+ O0F = .7

/4

mais O est une matrice rdguliére; nous pouvons choisir

¥+ 02 = B (2 -1 -86)

rous remarquons que les dquations (2 = 1 - 4) et
(2 = 1 - &) cofnecident en Torme .
Par le théoréme (2 - 1 - 1) ncus déduiscns la stabilits

% —_
du mouvement par rappéert i x.

- ol
Alors, le mouvement est stable par rappert & q.
Pour le voir, utilisoms les definitioas reprises dans

i'appendice 00  [7] .
a) le mouvement est stable par raplort & X =
(W €t e 0 (e e A g wr 0]
(V7 « T <PV et 1€ (1, X))
I (ot TDLE
5.5
Ve, =13, Ve, 39, = 7] |
1za + 1= )<'7.1')( I+ &l Ul + (1E1<E)




‘nous déduisons alers :
(Wit €, >0 (W, € 1) LE, 1)>e)
(V& sl ¢RIt D g 2 €T (e, T
13 (e 2, aIKE,-

Wy
LS ]

C'est la définition de stabilit

12
o
E
o
yi=-
c+
j
o
=
=
[ ¢x18
Q
o)
&2}
%)
®
3
~
«
+

Yous démontrons la contraposze G = ¢ 3 ron -s tabilité.

Nous utilisons & cet effet la thécrie des diviseurs élémen-

taires . [F]

m

a) le déterninant caractéristique as
2 °f'4-) A -
mouvenent A o'+ Z G Q=TT est : (appendice 2 - 1)
2
Aw)=|an +H2Gn| = o

cua

A(n) = : R

a m- + I R B =
s1 gs1 . .. sg"
nous représeniors A (m) par
’ s s

A\m) — m (a.1 1981 4+ oo + ris) = O

; 0% e bt e BB
mais a_ =0 car a = R ¥ Sras

8 s . . s = I \Jl =
. -

2,4 0 vu que ]G’

nous dJéduisons Qgue

A (a) = n° (a, g | PR a m) a2 zu meins s

"

ocié aux équations du

a m a,,m + ng12m cee By m + Hg1sm

+ 1

racires m nulles.
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Cons truisons & »nrésent les diviseurs elénmentaires de la

matrice

Yo tons :k le plu~ 2wd diviscur commun des mineurs 4'or-
\l &} l'i .

D'aprés la forme de M, nous voyons que

D =
1 m
g e 2
32 est divisible par m
D3 est divisible par m3 (2 -1-28)

Considérons les polyndmes Ek définis par

3
Ek = (e i1y, ouisy B D = @
L e 1

Par (2 = 1 - 8), tous les Eu(m) sont divisibles par m,
i
donc les ¢&quations Ek (m) = C ont au moins une racine

nulle.

D'autre part, A(m) pput s'éerire :

Alm) = L7, (m) o oov B, (m)

oi L est une constante nen nulle (cfr appendice 2-1)

Du point &) ncus déduisons qu'au meins un»ieﬁ po}ynGmes“
invariants Ei a une racine nulle de¢ multinlicité supé-
rieure & 1.

Du théoréme 3 de 1'uppendice 0 - @, découle 1l'instabi-

1ité du mouvement par rapport aux cecordonnées.



D

Corollaire.

donnses.

soit un systdue linéaire scléronlme sur lequel agis-
sent seulemenpt des forees cvroscopiques. £i le nom-
bre de coordonndes généralisées est impair, la posi-

tion d'équilibre est instable par rapport aux cocr-

Ce résultat est immédiat si l'on se rappelle que 6 est anti-

crmétrique. Dés lors |G| = 0 pour un ncmbre impair de coor-

données .

Appliquons ces théorémes & 1l'étude d2 la stabilité du mouve-

ment d'un ¢lectron dans un champ magnétique constant.

! Dans l'appendice 2 - 1, nous établissons les équations

du mouvement de l'délectron :

mSc.=3H;}
Cc
.o € _0
L R T T (2-1-29)

ot. m est la masse de 1l'électron

est la vitesse de la lumié&re

Q

H est la tension du champ magnétique supposée

cons tar.te.

Les membres de droite sont les composantes d'une force

gyroscopique car

a) ils dépendent lindairement des vitesses

e
b)G= C CH 0 : :
e T o o est antisymd trique
S )
C 6] 0




3 2 " s .
Remarnens l'introluation naturelle du parametre 3H,

. Ytudions la stabilité de ce mouvement.

=

Supposions qu'au tenps irdtial t = ¢, la vitesse dec 1'é-
lectron soit nulle. iLa position initiale est alors une

position d'équilibre et les équations (2 - 1 - 9) coln-

cider.t avec celles du mouvement perturbé.

\

a) Pour le mouvement dans 1'espace|Gl= U.

D'aprés le thdécréme 2 - 1 - 2, toute position d'équi-

e

ibre est instiable par rapport & une cocrdonnée au

moins.

b) Considérons la projection du mouvement sur le plan

(xy ¥), perpendiculaire & H.

Fous notons par G la matrice

o ot

-q 17 C
G,| n'est pas nul; la projection du mouvament sur

5,
le plan (x, y) sera donc stable par rapport & x et y.

¢c) En fait, par caleuls, ocn remarque que l'électron dé-
crit un mouvement nélicofdal d'axe paralléle & z.
Cn utilise ce résultat en physique expérimentale pcur
trouver le rapport % pour 1l'électron ou pocur 4'au-

tres particules chargées.

Description du mouvement.

Nous supposons que le mouvement non perturbé est stable, c'est—

a-dire que lcl # o.
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Pour 1'équation

- - = ~
A AT Sl (2 -1 - 10)
Yous cherchens ane sclution sous la forme

At

- = b
¥ = De€

\ - ) . .
ou D est un vecteur inconnu et )\ urie valeur inconnue.

Fn remplagant dans (2 = 1 - 10), on a

(L8 +G)D = 0 ol ¥t X (gat. ~11)

nous lui associons le ddéterminant caractéristique :

At¥) =lex sl o (2.4 ~42)

Les racines de (2 - 1 = 12) sont imazinaires pures

soit § = A+ @i une racine de (2 - 1 - 12)
— - -

posons D = N + Ni

(2 - 1 - 11) devient

(L (A+ (1) +0) (H+Hi) =0

er siparant les parties réelles et imaginaires, il vient :

oA A e G—: reg
T T A T
AM + G - (BAY =
L= R4 - (2-1=13)
AT 7 B 0

0(1‘-.\ + G.. :P(SA;.-(,‘_

. — - - -
mais G M. M = GN.¥¥=20

- = g
A Ne N = AN. u

— — = gl
A M. ﬂ et A N. Y sont strictement positifs.
Sommons les équations (2 -1 - 13) aprés multiplication de
-)
la premizre par M ¢t de la seconde par -.?
- — — =
o (A M. M+ ANN)=O0

dond = Oet & = (1.




Cn peut montrer plus : les racinesx sont complexes con-

Jjugueées [9] , donc du type

z 2{1:'*, iy x b,ni avec n =

ol

mais nous avons §f = /tl)x et donc les racines correspondan-

tes.

>\}c = H in a,\reczfl“_:j = —X

(k’ 1’ ceey 2n’ j: 1’ c.r-ov,\n)

Lonclusion :

le mouvement du systéme soumis uniquement & l'actioa de
forces gyroscopiques telles que [G] 7/ 0O est composé de

n = oscillations harmoniques dites de nutation

@

i | @

F > . s - S B
Chaqu«e oscillation se passe & une distance a4 = G ©

de la position initizale.
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2 - 2 : Tnfluence des forces dissipatives
sur la stabilité d'un systeme sou-
mis & des forces gyroscopiques.,

[Zes]

1. Difinition générale des forces dissipatives.

i 30it un systeme dont la position est déterminée par les

ccordonnées zénéralisée Qys eees A

g . | = .
Une force dissipative D (T, @) est une force dent le

-—
ravail sur tout déplacement réel dq est inférieur ou

ot

ou en terme de puissance :

5
¥ = 3. =2 D q &0
.k i

— -

-~ . » . ” _* 3 - 3
. la derniére inegalité montre que D doit nécessairement
dépendre des vitesses. Sinon on pourrait, dans certains
cas, choisixr des QY suffisanment grands pour que ¥ ) O.

—’
Cependant D peut ne pas dépendre des Q.
. la force dissipative agit contre les vitesses.

*
v si, quel quesoit q, N est strictement négative, la

dissipation est dite compléte; sinon on la qualifie d'in-

complé te
(2 -2-1) |
b s ™ 9 L o ‘
. dans ce paragraphe, nous utiliserons des forces généra~

lisées dissipatives linéaires en les vitesseg :

D = - (bk1 é1 + b, AZ +oeee D qs)(k S PO

(2 -2~ 2)

cl les bkj sont des constantes positives telles que

bkj = bjk




Ces équatiens définicsent bien des forces dissipatives

car ‘N .= Diee ' gt 0.

___pour la force pesanteur on introduit le potenticl; de

m3me ici, nous intrcduisons une forme quadratique F

e ————

telle que

5 1 95 R ) = 2
1 e —_ = -, ok
d'ott F > 1,—2—1 ;j% 1bkj Qe qj > B q.q

M "
F s'appelle fonction de dissipation de Rayleigh.

L dans le cas lindaire, la ddéfinition (2 - 2 - 2) équivaut

a4 avoir une formec F délinie positive de toutee les vi-

o
tessem car N w = BE.T & 2.9
= les équations du mouvement du sys téne considéré s'obtien-

nent & partir de (2 - 1 - 3) en ajoutant la force dissi-

pative :
4 & larw goa )k - e o e
3%1 (moagyay+ gy a5) = -p j¥.1 ey 35 ( y eeesB)
(2 - 2~13)
ou sous Torme matricielle
MAQ+rWmB+0)Te T (2 -2-4)

ol A et B sont des matrices symétriques

G est une matrice antisymé trique




pour Studier la stabilité, nous considérons dss varia-

1 = -~ . - . -

bles 2z obtenues & partir de @ & 1l'aide d'une trans-
formation —

e

ou/\\est une matrice réguliére définie plus bas.

L'équation (2 - 2 - 4) devient
A /A\§?-+ (mu E/n\+ G /\) 7

]
en multipliant par /A\(transposée de/\) :

ﬁl/ﬁ:ﬁ/\é? + QQ/YB/\ +,/<G /\)é = 0

0J

[

Les théorémes 1 et 2 de 1l'appendice 2 - 2 permettent de

choisir/\ telle que

{
//\ A /\ = B % matrice unité
' ;
ZAB AN - B, 3 matrice diagonale
' . - s
de plus/”\G/”\reste antisymé trique, nous notons encore
cette matrice par C.

J1 reste finalement :

/u?zf'+(/u30+c)‘?=6* (2. 2 = K

l'origine des coordonndes (z, = ¢, k = 1, ...y s) est une
position d'équilibre du systéme. Dés lors, 1l'équation
vectorielle ( 2 - 2 - 5) cofncide avec 1'équation du mou-

vement perturbé au voisinage de 1l'origine.

-Nous supposons que les perturbations initiales sont :

. en t= 0, z (o) = E;; z (o) = ?;




52.

3. Théoréme 2 - R

Lz position d'équilibre du sys téme linéaire scléronlme
sous l'action des forces gyroscopiques et discipatives

de dissipation conplete est toujours

a) ASYMPTOTIQUEMENT STABLE par rapport aux VITESSES

v) STABLZ par rapport aux COORDONNEES .

5i un systéme linéaire scléronbme est sounmis & 1'action
uniquement de forcec gyroscopiques €% s'il est ins tuble
( l¢g] = 0), on peut le stabilizer en ajoutant des for-

ces dissipatives de dissipation compléte.

nous appliguons le théoreme de stabilite asymptotique par

rapport aux vitesses (cfr appendice co)

x Conetruisons d'abord ure fonction le Liapouncv V,
‘En multipliant (2 - 2 - 5) par %, nous obtenons
S AR AR BC'?:é + 022 =T
rais G est antisymstrique; donc le dernier terme
s'annule.
Divisons par i, il reste
1 & @) -~ 320

2 8€ o

e
Z

S8

= .

nous choisissons évidemment V =
g V vérifie les hypotheses du théorzme de Liapounov

i) ¥ est définie positive : évident




ii) TV est definic épative par rapport aux vitesses

» L)
- - - . '3 .
V =-RB Z.2. Mais BO est une matrice diagonale;
.
V peut s'dcrirc alcrs
- ) )
V-—(b'+...+b_z‘)
s 8

il nous suffit de mentrer 1l'implication :

dissipation complé te - bk>0 (k =y e way s)
nous le vérifions dans 1'appendice 2 - 2.

iii) V _admet_une_borne_supsrieure infin tésimale_petite

car V ne diépend pas explicitement du temps, (12]

£ En conclusion, par le thiorime, le mouvement est,  —

asymptotiquement stable par rapport aux vitesses.

38

Ji

Elle ressenble & la idmons traticn de la conditionr suffi-

fu
by
B
2
el
<t
)
c+
|)-‘
3
|o

sante cu théoréme 2 - 1 - 2.

x Intégrors (2 - 2 = 5) une fois par rappoert au temps :

,u'é"+(xu?o+’3)'z"=? (2 -2~ 5)

- -—d 5 . . - . .
ot @ est le vecteur constant d'intégraticn détermine

par les conditions initiales. Donc,

— 2% ; sl
c = M zo+(u'30+G)zo

. . ” . . L oed
Introduisons le veeteur intermédiaire x tel que

— —
Z = . X 8

-~ -_ 5 iy -) -
o T sera choisi en vue d'annuler ¢ dars (2 -2 - )

>

L& - » .
En remplazant z dans cette équation, on a

-
/LL':E+(/uEO+G)3'c’+ 7 T%O+(J)'5L'--:’5"

n

(2-2-1)

AR




4.

Mais (u B, + ¢)” ' existe (appendice 2 - 2)

nous choisissons alors
=1
B o (,u20+c,~) g
(2 = 2 - 7) devient alors

mfc’+QuDo+G)'f-6. (2 -2 -28)

les équations (2 - 2 - 3) et (2 -2 = 5) ont la méme

-

forme. D'aprés le a) nous déduisons la stabilité
asymptotique de 1'

. . - w—y
origine par rapport & x

En conséquence, l'oerigine est stable par rapport & z.
La dénmonstration cst analogue & celle dd8veloppée dans
le thdoréme 2 - 1 - 2,

Le caractere asywptotique n'intervient pas dans le rai-

sonnement,
Cependant l'origine n'est pas asymptotiquement stabls
—
par rapport & z. Mais le mouvement 7va tendre vers la
yilahe s — — —_—) -
position 2 = & fcar 2 = X 4+ &,
Pinalement, nous cencluons que le mouvencnt est stable
o
par rapport a q.
En effet, q =//\z; il suffit alors de réécrire la d4fi-~

. . " . , —_—
nition de stabilité pour Z et Q.

Ainsi se termire la démonstration de la stabilité par rap-

pert aux coordornnées.

Svs témes non-lindaires.

Yous donnons ici 1'dnoncé du théoréme concernant la stabi-
1ité des systémes non-lin3aires scléror;mes soumis & 1'ac-—-
tion de forces gzyroscopiques et dissipatives. Ce problée-
me dépasse le cadre de notre travail, la démonstration

n'est pas développée ici. On peut se référer & [91




les ¢quations du mouvement perturbé généralisent 1'équa-
tion (2 - 2 - 4). Yous y z2joutons les termes non-lindai-

: B oy -1
res. Soit aussi H = m ', nous avons :

L@ +G@+EI@DT=2 @D
(2 =.:2 = 9)

. ol > .
o “Qh Al T).n ;l%g . 34 T.q

Théor€ne .

.
—

la position d'équilivre T=Tq = T du systéme non-
1indaire sclérondme scumis & l'action de forces
gyroscopiques et dissipatives de dissipation com-
pléte est stable par rapport & T e% Q.

De plus, chaque mouvenment per turbs s'apprcche
asymptotiquement d'une des positions d'équilibre
=
q

—
= e




56.

Tnfluence des forces gyroscopi-
ques et dissipatives sur la sta-
bilité du nmouvenent d'un sys té-
me soumis & des forces potentiel-
les.

wn
N
i
(&%)

-

Yous étudions d'aberd un sysitéme soumis & l'action de forces uni-

guement potentielles. Znsuite, nous déterminerons 1l'influence

i) des forces gyroscopiques
ii) des forces dissipatives

iii) des forces gyrosccpiques et dissipatives.

Attention :

Nous supposons que les liaisons sont holonémes.

Le systime rezte sclérondnme.




no
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(O8]

- 1 Stabilité du systéme potentiel.

T e T e — - - - - -

Introduisons la fonction potentielle notée V.
. . - . - 5 —
Supposons que la position d'€quilibre soit q = £

et qu'en cette position 1'énergie potentielle scit nulle.

L
’\, (0) = Oo

Necus noterons T 1l'énergie cinétique du sys téme.

Yous pouvons de suite déduire une condiiion nécessaire et

suffisante de stabilité.

Théoréme 2 — 3 — 1

a) i éans 1a position d'dquiliovre isclée
(qk =0, k=1, ...y, 5) la fonction potentielle
s un minitum (V = ¢), alors cette positicon
d'3quilibre est stable. (théoréme de Lagrange-
Dirichlet).

b) si la position d'équilibre isolde est stable et
si V est analytique, alors V a un mininum

en ce point DA]

Nous rappelons bridvement la démonstration de a).

'apres les hypothéses, la forction V est définie positive.
Lignergie totale T + V est slors définie positive par rap-
port & T et q.

De plus, comme le systéme est conservatif, 1'énergiec se con-
serve et sa dérivée par rapport au temps est nulle.
La fonction T + 7V vérifie la définition d'une fonction de

Liapounov. YNous déduisons donc la stabilité de la position

d'équilidbre.




Tes scordonnées normales.

ces coordonnées nous permettront i* énoncer d'=zuires criteres
de stabilits.

Supposons que les lialsons soient holondmes. Les équations

: o — -
du mouvement perturbé au volsinage de = 0 &on :
[ ; et YR

cas :

(2.=3=1)
. Développons T et 7 en série par rappert & 'é’etTT

respectivement. Nous suppcsons que ces développements

+ 1f('<i’)-v(6’)+(%7l’) a’+()2"’-) Te T a vee
¢ T

exister.t.

Mais V (0) = C par hypothéie
C—TTE )3 = 0 car O est un minimum icole
( Théoréme 2 - 3 - 1)

Yotons la matrice des dérivées sccondes par

92y
¢ = (Cy) = (3 "-};3(3‘3);;

Cette matrice est syméirique car ij = ij

L'équation (2 - 3 - 2) devient :-

—

1
v (@) = Z € Qe T+ oo

b'? =t 5 2T f?f*

z 7(3, Q) = T(@',?)+(—ﬁ)vi+(—ﬁ2)

-
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... Nous supposons le systime sclérondme, donc T

est une forme quadratique en é? les deux premiers ter-

mes du membre de Qroite s'annulent en 1? m T

Yotens la matrice des dérivées secondss par A.

Cette matrice est symi3trique également et en plus défi-
nie pornitiva.

L'équation (2 = 3 - 1) devient :

T F‘:_&‘)S .é' A%fo?‘l"*‘ )
. en remplacant dans (2 - 3 - 1) T et V par leur développe-

ment, nous obtenons :

ot
Q

]|
A)l

(83~ 4)

5 =3 :
ol le vecteur Q de compcsantes & e Qq contient

1’
les termes d'ordre supérieur &4 2 opar rapport & 3 et

<<

q

. construction des_cocrdonndes_ncrmales

- ol - - = -
Passons deu cocrdonnées q a des coordonnées X a
1'aide d'une matrice orthogonale réguliére/A\

Nous avons donc
- -—
q s/\x
/A\sera déterminée plus loin.

Rempligons Q dans (2 - 3 - 4) et multiplions & gauche
t
par/\, la natrice transposée de//\ %

L o | ol
AR s NeNZR-AE . T (2 - 3 =5)

i =g o . s
ou x1 est le vecteur Q exprimé en fonctien de X.

—_

Yous savons que A et C sont symétriques et A définie
positive. XNous choigsissons alors A\ telle que (appendice

2. <129
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|
A4A= E
ACA= ¢C
o
ol CO €3t une matrice diagenale du type
c
§. 0
C gs g e
o 8
0 REE 1

les S, 43 {1 ¢ ) arnalent 1'équation
a6t (AA=C) =C

Aprés transformation (2 - 3 - §5) devient dorc :

24 —y . S AT,
X + CO Xyw X

ou scus forme scalaire

(2 -3 -5)
on appelle ccordonnéés normales les ncuvalles coor-

données x1, ceey X

Sritdres_de s tabilits du sysibme_Lirdairs.

¥ nous considérons denc le systéme

x_‘ = 0 (‘1:=1, oy S) (2-3-7)

% % C] X

nous remarquons que chsjque équation rne cerntient qu'unc
coordonnée., Ceci ncus raméne & l1l'étude do la stabili-
té pour s équations différentielles ordinaires du se-
cond ordre.

Les équatiocns (2 - 3 - 7) peuvent &tre facilement in-

tégrées :




o1

A cos (\/ckt B ). pour ain 0

e

el
I

Akt + Bk pour ¢, = O

N~ ¢, 1 L NS
k +48 B b

pour ¢, £ ©

X = By ®
ol Ak et Bk sont 1l2s constantes d'intdgration.

or. appelle coefficients de stabilite les valeurs cy,

.

Cette définition a un sens car

i) sei ¢, >0 Vk 1'Squilitre est stable pour le sys-—
4
+dme linéeire. Le mouvenent perturbé se compose
d'oscillatior.; harmoniques des coordonnées norma-

les,

ii) s'il existe au moins un X tel que ¢ £ 0
1'équilibre est instable par rapport & la coor-

dornée X

le nombre de coefficients ) s+trictement négatifs

s'appelle le degré d'instabilite.

nous savons que (appendice 2 - 2)

det C = dét Co = C1 se e cS

d'ob nous ddduisons la propridté :

dét € ) 0 ssi le legré d'irstabilits est pair
ou nul e :

16t € { O ssi le degré d'instabilité est impair

Ceci nous denne directement un renseignemert sur la
ctsbilité & partir du développement de la fonction
potentielle V.

Cette propriété interviendra dans les théoremes des

paragraphes ultéricurs.




62.

2 -3 -2 : Influences des forces gyroscopiques sur la stabilité
du mouvement des systémes potentiels.

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —— t—

Nous €tudions 1l'influence des forces gyroscopigues sur la stabilité
. . - . . -— -~ . -

de la position d'équilibre Q= o du systdme potentiel. Nous

donnons aussi des conditions nicessaires et suffisantes de stabili-

satien pyrescopique d'une position d'équilibre instable.

1. les équations du mouvement perturbé.

par analogie avec (2 - 3 - 1), les équations s'écrivent :

4. NP _B___lf.+[_‘k(k=1,..-,8)

dt :jak » bqk A :)qk

(2.~ 3 = 8)

PSS
ol Vﬁ repréjggte la force gyroscopique.

Développons par rapport & @ en supposant que

ﬁ(g)z?:

=
l=-HG—C.1’+...

ou G est une matrice antisyms trique (gkj = - gjk)

et H un paramétre.

L'équation (2 - 3 - 8) devient :

ATrHeTsce T (9 37.c8)

!

ou le vecteur Q contient les termes d'ordre supérieur &

2 par rapport & q et 'ci’.
L'éguation linéaire correspondante est

AT+HGT+CT=3 Coladireiin)




r
)

Théoréme 2 - 3 = 2,

si la position d'équilibre d'un systéme linéaire sclé-
rcnome soumis & l'action de forces uniquement poten-
tielles est stable, cette stabilité se conserve

lorsqu'on ajoute des forces gyroscopigues.

écrivons d'abord les équations pour les coordonnées
normales. Un raisonnement analogue & celui du para-

graphe précédent nous améne & :

S
.

e P 3.21 Pei¥y

cu sous forme normale

0. (ke'dy ey -8)

At ;
dyk .
T Tt N rE2E g, ¥y

j=

Yous appliquons la technique de Liapounov
s s
861t VL 1 ( y2 + c 2)
2 Z— k Z x %k

Kwm i owad—
L est définie positive car 1l'équilibre est stable et

donc tous les ck sont strictement posi-
tifs.
s s

>
4t " H E ’E ¥ gkj yj = 0 car G est anti-
S By » 3
symétrique.

En conclusion, L vérifie la définition de fonction de
Liapounov et les forces gyroscopiques ne détruisent pas

la stabilité.

630
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. Remarque :
On peut étendre ce théoréme au systéme complet.
L'intégrale d'énergie du systéme potentiel n'est pas mo-
difiée avec les forces gyroscopiques. En effet, le tra-
vail de ces derniéres est nul sur tout déplacement réel.
Cette intégrale d'énergie définit une fonction de

Liapounov.

Condition nécessaire de stabilisation gyroscopique.

Thécréme 2 - 3 - 3 (Théoréme de Thomson et Tait [13])

Si la position d'équilibre d'une systéme linéaire
sclérondme potentiel est instable et de degré im-
pair d'instabilité, alors on peut la stabiliser avec

des forces gyroscopiques.

la relation (2 - 3 - 10) donne 1'équation linéarisée du mou-
vement.
Considérons l'équation caractéristique associée :

LR - [ mols eha0

cu en développant :
42&()\) b 3o>\2s + é] )S 28"— ! ¥ vee HB0® 0

dét A
det C

avec a
e}

a.,
2s

i

D'une part, le degré d'instabilité est impa:r, d'ou

a,, = st i€ {0

c'est-a-dire A\ (o) <: C (2 -3 - 11)
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D'autre part, si >\tend vers l'infini,ZCX( >\) tend vers
A%, Mais a_=dét A > 0, d'ob
o

A(A)/ Mo (2°- 3 - 12)

(2 -3 -11) et (2 -3 - 12) impliquent que 1l'équation
éi&(,X) = 0 a au moins une racine réelle positive
Dans la solution de (2 - 3 - 10) apparaftra un terme du

-

type y e » avec /\)O. Le systéme reste donc instable.

Conclusion :

Pour pouvoir stabiliser la position d'équilibre, il est né-

cessaire que le degré d'instabilité soit pair.
Remarque

d'aprés le théoréme de premiére approximation, nous pouvons

généraliser le résultat obtenu au systéme complet (2 - 3 - 9)

Conditions suftisantes de stabilisation gyroscopigue.

Dans cette &tude, nous utilisons les équations dites de
"précession". Ces equations seront expliquees et commentees
dans le chapltre suivant.

Nous admettons ici que 1l'équation vectorielle de précession

associée & l'équation (2 - 3 - 10) est :

;687 % o9 el g L O (2 -3~ 13)

l'équation caractéristique correspondante s'écrit

A(p)(>\) slzark cla o (2. =gw"1a)

Introduisons enfin

(n) l

YANE®D)

3 -15)

AN+ HG\= c (2




Théoréme 2 — 3 - 4.

|

‘ Si la position d'équilibre d'un systéme linéaire
’ scléronlme potcniiel est instable.
I

Si on y ajoute des forces gyroscopiques telles que

a) lc|l # 0, el # ©

b) 1le systéme de précession (2 - 3 - 13) soit
stable

c¢) toutes les racines de (2 = 3 =14) et . de
(2 - 3 - 15) soient distinctes

alers, pour le paramétre H choisi assez grand, la

pesition d'équilitre instable sera stabilisde.

| La demons tration est développée dans 1'appendice 2 - 3 car

cn utilise dee résultats ohtenus wu chapitre 3.
Exemple :

supposons: qu'un mouvement perturbé instable soit décrit
par le systéme :
qQ, + ¢, q, = ©

Tt = T aves €, £ 0, ¢, {0
Uy T anlacs @

Yous ajoutons les forces gyrosccpiques
P1='Hq2’r12 ot

le sysiéme s'écrit alors, sous forme matricielle :

AR HO T 0q =« D
ot g FARRENEET - B (0 JHY L nsdaite

C 1 -1 0 ¢ 1
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on vérifie facilement que les hypothéses du théorémec
sont bien satisfaites. Pour un H convenable, les

forces gyroscopiques stabilisent le mouvement.

Montrons le m&me résultat & partir de 1l'étude des raci-

nes de 1l'équation caractéristique
Zé&( )\) = )\4 - (H2 + c1 o+ 02) )\2 - c1 c, = 0

. | ¥ ; 2
Le mouvement se stabilise si les racines )\ sont
réelles et négatives, Pour cela, il nous faut choisir

H tel que :

1

¢, >
2
2
(E%+ c, + 02) -4 cy C, > 0.

2
H, 4egis & > o)
(9]

La seconde conditicn est immédiate. Les autres conditions

se rameénent a

H > \/~ c, +\/—.c2
Donc pour H suffisamment grend, le mouvement devient

s table.

Remarques :

Ce théoréme nous permet de remplacer l'éiude des racines
d'une équation caractéristique d'ordre 2s par 1l'étudc
des racirnes de 2 équations (2 - 3 - 14) et (2 -3 - 15)
qui sont d'ordre s

Ce théoréme s'applique au systéme complet si les hypo-—
théses du théoréme de premiére approximation sont vé-

rifiées.
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2 = 3 -3 : Influence des forces dissipatives sur la stabilité
du mouvement des s3ystémes potentiels.
Les €quaticns du mouvement perturbé.
elles sont du type :
d Z) T O T - D v ’
F v - s = ‘B(‘ +D}( (1C=1, v o0y -))
5 b k e &
1 (2 -3 - 16)

ol D représente la force dissipative.

Développons '3 par rapport & § en supposant que
D () &0

—b 0
D = s Ea"" e

oW B est une matrice symétrique.

L'équation (2 - 3 - 16) devient :

Thioromes .

Nous <£nongcns 3 théorémes qui seront démontris dans le para-—
graphe suivant. L&, nous ajouterons des forces gyroscopiques
mais celles-ci ne joueront aucun rdl2 dans les raisonnements.
Les démons traticne pour les équations linédarisées sont ddve-

loppées dans [12]
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Théoréme 2 — 3 - 5,

Les forces dissipatives ne détruisent pas la stabilité de

la position d'équilibre d'un systeme poter.tiel.

Théoréme 2 - 3 - 6,

Si la position d'équilibre d'un systéme potentiel est sta-
ble, elle devient asymptotiquemernt stable si 1l'on ajoute

des; forces dissipatives de dissipation compléte.

Théoréme 2 — 3 = 7.

Une position d'équilibre isclée instable d'un systdme poten-
tiel ne peut &tre stabilisée avec des forces dissipatives

de dissipation complete.

Ces thdorémes sont valables pour les systémes non linéari-

sés.,
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2 = 3 — 4 : Influences des forces dissipatives sur la stabilité

Les

du mouvement des systéemes potentiels gyroscopiques.

¢équations du mouvement perturbé s'cbtiennent a4 partir de

(2 43-8)et (2=3-16)

—b-—z)—-ﬁ— bv +r‘ + D (k = 1, ceey B)

(8= 8 %)

(2 - 3 - 18)

Proposition.

Nous avons 1l'équation

3 3 ‘
. (T+ V) = N,

it

ot N est la puissance des forces dissipatives.

démors tration.

mul tiplions chaque 5quation (2 -3 -17) par ék et sonmaons

S
Y3 a0 b
Z 9. 3% )—Zq, qy. -

k =1

S

i 5- s, P3ag Goa-
k=1 *: 1{31
ﬂ&;o

qk r1 0 par la définition de force gyroscopique

k = 1

E @_ =N par la définition de force dissipative

a8 =
ahe EZ;% b qL jz: a qk
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(2 - 3 - 19) devient :

S S
D gk am T W
2y dt(bék)_dt"'zqksﬁlkg—dt*'lq

k=1 k=1
(2 «T'28)
par le théoréme d'Euler bil nous savons que
LS N & e
kow k a8 g
E q : +§ a bT
- " k dt 5 .
k =1 k=1
en remplacant dans (2 - 3 - 20) il reste
& s A R
3% STk
ou enfin

d
e (P+ V) =YX

interprétation physigue.

d'aprés la définition, nous savens que x < 0.
La preposition montre denc que 1l'énergie mécanique totale

(T + V) diminue avec le temps.

Théoréme 2 - 3 - 8.

Des forces gyroscopiques et dissipatives arbitraires
ne détruisent pas la stabilité d'une position d'équi-|

libre isolée d'un systéme potentiel.

Démons tration.

Nous cherchons une fenction de Liapeunov H




712,

soit H ‘w84
Vérifions les 2 propriétés :

a) H est définie pesitive, Comme la position d'équilibre
pour le systéme potentiel est stable et isolée, d'apres
le théoréme 2 - 3 - 1, V a un minimum en cette pesi-
tien et est donc définie positive par rappert aux coor-

dennées,

b) H = %¥ (P + V) =N qui est semi-défini négative

nous avens donc bien une fenctien de Liapeunov et la stabili-

té est conservée,

Théoréme 2 - 3 - 9,

Si la position d'équilibre isolée du systéne est

s table pour certaines forces potentielles, alers
elle devient asymptotiquement stable si 1l'on ajoute
des forces gyroscopiques arbitraires et des ferces

dissipatives de dissipatien compléte.

" Démons tration.

Nous appliquons le théoréme de stabilité asymptotique de

Liapounov (cfr appendice OO)

La fenction H = T 4+ V vérifie les hypothéses.

a) H est définie positive

b) H = N est définie négative car la dissipation est
compléte
c) H admet une limite supérieure infinitésimale petite

car H ne dépend pas explicitement du temps E121
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La position d'équilibre devient asymptotiquement stable.

Lxenple .

— —

Mouvement d'un ressort dans un espace unidimensionnel.

¥ Sur la masse m g'exerce la force de rappel

F = - kx,
ou k, la constante de raideur du ressort, est une

cons tante strictement positive.

k x

Cette force dérive du potentiel V = >

L'équation du mouvement perturbé autour de la posi-

TR

tion d'équilibre x = o s'écrit :

m3&+kx=o

d'od x = Acos ( \/ % t'¥ B)

et le mouvement est stable.



4.

* Appliquons au systéme la force dissipative de dissi-
pation compléte :
D = ~ bx avec bo

1'équation du mouvement devient :

(1 ] .
mX + bx + kx = o

La solution est du type
Ayt Aot

X = Ae + Be

!

ol X1, A2 sont les racines de 1l'équation caractéris-
: : 2 ; ;

tique. 81 ~b -~ 4ikm ) o, ces racines seront réelles

négatives et le mouvement amorti sera donc asymptoti-

quement stable.

Bien que la dissipation soit incompléte , la position
d'2quilibre peut devenir asymptotiquement stable.

Montrons-le sur un exemple :
x Considérons le systéme potentiel stable :
q +6a, +4q, =0
a, +4 q, +64q, =0
les racines de l'équation caractéristiques sont :

Ao st o
>\314=‘ 1\/1_6

¥ AJjoutons les forces gyroscopiques
P1=-2q2et["2=2q1

ainsi que la force dissipative D1 a -4 d1
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2

La dissipation est incompl&te car ¥ = - 4 d1

n'est pas définie négative par rapport a d1 et qé.

Dans ce cas, les équations du mouvement sont transfor-

mées en

a, + 4 q, + 2 qa, + 6 q, + 4 q, = 0
4 -24q,+4q +6q,= 0

1'équation caractéristique associée admet les racines

>\1,2=‘1 q 1

+

ARpgen. T ' gt

La présence dans les racines du facteur réel stricte-
ment négatif implique la stabilité asymptotique de la

position d'équilibre.

Dans certains cas, la position d'équilibre instable du systé-
me potentiel peut Etre stabilisé par des forces gyroscopigues
(cfr 2 - 3 - 2). Que se passe-t-il si 1l'on ajoute des forces

dissipatives ?

Théoréme 2 - 3 - 10.

Soit une position d'équilibre isolée instable du
systéme potentiel. On ne peut stabiliser une telle
position en ajoutant des forces gyroscopiques arbi-

traires et des forces dissipatives de dissipation

complete.

> Démons tration.

Nous voulons appliquer un théoréme d'instabilité de

15
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Krasovski [11] (cfr appendice 2 - 3)

# Définissons d'abord 1'ensemble K comme 1'ensemble
des points pour lesquels 'c’f = 0 et @ # ©°
Montrons que K ne contient pas de trajectoires
complédtes du systéme.

En effet, supposons que les vecteurs q # o et

@ = 0 soient solutions des équations du mouvement
(2

fier la relation

b 'V/ = o0 (Sits wavyis )

0% [ T 4 ©

3 - 17). Ces derniers vecteurs devraient véri-

Garice 21 R of TEY o 2L Grae

Mais ceci est impossible car la position d'équilibre
est isolée et la dérivée partielle ne peut s'annuler

— -—)
qu'en > g =it o

¥ cherchons une fonction W qui vérifie les autres hy-

pothéses :
soit W = ~ (T+7V)

Par la proposition du paragraphe 2 - 3 - 4 nous avons :

foN
=

= =N

a
o+

De 14, nous déduisons que

a) W = o dans 1'ensemble K et W)O & 1'extérieur

de X car la dissipation est compléte.

b) au voisinage de la position d'équilibre, il existe

des points pour lesquels W > 0.
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En effet, la position d'équilibre est instable et iso-
lée. Donc, dans un voisinage de q = 0, O = 0, le
potentiel V prend des valeurs négatives,

Choisissons ¢ = 0%

Dans ce cas, pour les points du voisinage considéré,

la fonction W = - (T + V) est positive.

Les hypothéses sont ainsi vérifiées, la stabilisation

s'aveére impossible.

Remarque.

Des forces dissipatives, de dissipation compléte, dé-
truisent donc la stabilité obtenue a partir de forces
gyroscopiques,

On appelle stabilité temporelle la stabilité obtenue en

ajoutant des forces gyroscopiques.

Par contre, la stabilité est conservée si 1'on ajoute
des forces dissipatives., Nous parlerons de stabilité

absolue ou séculaire.
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CHAPITRE 3 : STABILITE A PARTIR IES EQUATIONS SIMPLIFIEES.

I1 est parfois possible de tirer des conclusions qualitatives
(stabilité, ...) sur la solution des équations du mouvement d'un
sys téme gyroscopique & partir de la solution d'équations plus sim-

ples appelées "équations simplifides" ou "équations de préces-—

sion" .

L'étude de ces derniéres fait 1'objet de ce chapitre.
Les trois premiers paragraphes nous introduirons & ces motions

d'une fagon générale.

Nous essayerons ensuite, & l'aide des équations de précession,
de simplifier la résolution des problémes présentés dans le

deuxiéme chapi tre.
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§ 3 - 1 : Introduction des équations simpli-
fiées .

Dans ce paragraphe nous considérerons les équations du mouve-
ment sous la forme (voir chapitre II) :
8
T .
4l 2 T .
e - = } - H - : -1-1
dt 3(‘11( > 9 Qx{ jo=1 g;jk qJ 3 )

e T L B 50 By eV ey B

8 ]
. les forces gyroscopiques H 321 g;jk d;j dépendent 1i-

néairement du paramétre H
. ’1‘2, Qk’ g;)k ne dépendent pas de H

. '1‘2 est une forme quadratique définie positive des vites-

ses non cycliques 53 (] w4y ase 8)

En annulant '1'2 dans logﬂéQuations (3 -1 ~-1) on obtient :

S ) ’
HJE-:1 sjkq;j"‘qk"" 3-1-2)

Ces équations sont appelées les équations simplifiédes ou les

équations de précession.

Interpré tons physiquement ces équations. [9]
Daus 1'expression des équations du mouvement (3 - 1 - 1)
1'énergie cinétique T est divisée en deux parties; la pre-

midre, '1‘2, est une forme quadratique des vitesses non cycli-

ques qj.
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La seconde partie, dépendant des vitesse% cycliques, apparaft
aprés transformation, sous la forme H_Eg: gjk q:j et met en
évidence le paramétre H. Ce dernier €st issu des intégrales
premiéres provenant des coordonnées cycliques (voir exemple

du chapitre §).

T2 ne dépend pas de H.

Pour de grandes valeurs de ce paramétre, la seconde partie de
1'énergie cinétique devient trés grande de telle sorte qu'on

puisse négliger Tb par rapport & elle.

Dans les équations (3 - 1 - 2), on 1'annule.

Dans le cas du gyroscope, H est 1ié & la vitesse angulaire
de celui-ci autour de son axe principal d'inertie.
Pour que H soit grand, il suffit que cette vitesse soit

grande .,

Dans la suite nous noterons par uj (I g ooy s) la solution
des équations (3 - 1 - 2) et par a (3 = 1, «vey 8) la solu~
tion de (3 -1 -1).

Nous aurons donc :

S

H ;L;: gkj uj = Qk {kim 1y onag B)

(3 g 3

Si on est en présence des équations complétes du mouvement
ou T2 est dédveloppé, pour retrouver les équations de préces~-
siom, il suffit d'annuler toutes les accélérations q et

! 2 Dy R =
tous les produits des vitesses géndralisées q.
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La dénomination"équation de précession" est due au fait sui-
vant : les équations complétes du gyroscope conduisent & un
mouvement de précession et de nutation pour l'extrémité de
son axe; les équations de précession ne déterminent que le

mouvement de précession (chapitre 5).

Les équations de précession ne sont pas des équations du mou-
vement au sens strict du terme. Néanmoins la solution de

(3 -1 - 1) peut parfois &tre remplacée,dans les études qua-
litatives, par la solution des équations simplifiédes

(3 -1-13).

Dans ce cas on dit que cette derniére est admissible.

Remarquons que la solution générale de (3 - 1 - 1) dépend de
2s constantes arbitraires tandis que la solution de

(3 -1-23) n'en contient que s.

De plus, le membre de gauche des équations simplifiées est li-

néaire en les vitesses &j e 1,y Savidy B
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§ 3 - 2 : Admissibilitée des solutions des
équations simplifides.

Considérons les équations du mouvement (3 - 1 - 1) avec les
conditions initiales :

bl Y = Yo

o= Yo S OO 3 -2-1)

Soit uk une solution des équations de précession (3 - 1 - 3)
qui cofncide au moment initial avec la solution des équations
(3 -1=~1) c'est-a~-dire :

two uw =q B w4 ises B (3 -2-2)

Supposons que cette solution contient n facteurs

{p) (p)

A1 y ees s A de t. (10]

On aura : U = u ( X(p) £) 5 (ki 15 ae sy B

Les équations (3 - 1 = 1) étant du second ordre, le mombre de

facteurs intervenant dans leur solution sera supérieur &8 n

i —(») ~(3) () (n)
Indiquons-les par }\1 S Bk ey >\n 5 >\1 e TN Am

D'aprés les notations utilisées, la solution de (3 - 1 - 1)

peut 8tre présentée sous la forme :

—=(») ()
% e (>\p t, )\— t) (k = 1, ...,8)

Les nombres A dépendent en général du paramdtre H.

Choisissons deux nombres positifs € o et £ arbitrairement
petits.
Si & partir de ceux—ci on peut trouver ume valeur Hb du

paramétre H telle que, pour tout H supérieur & Hb’ les
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trois conditions suivantes sont vérifides :

(r)
1) >\k >\ 2 E o (I Ay e ety 0D (3 -2-13)
e
-~ (p) (p)
2) les valeurs A et A sont telles que les fonctions
9 ( )\(p)t, A(n)t) ne se distinguent pas qualitativement
des fonctions Q. ( }-‘ (P)t, A(n)t) (3-2-4)

(le mot "qualitativement" doit &tre précisé dans chaque

cas par ticulier) .

3) Vit' % o0 3 qk( )\(p)t, )\(?)t)—uk( A(p)t)<€

(k = 1, %, 8) (3-2-75)

alors on dit que la solution (3 - 2 - 2) des équations de
précession (3 - 1 - 3) est admissible.

Dans le cas contraire on dit qu'elle est inadmissible. [9]
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§ 3 - 3 : Condition nécessaire d'admissibili té
des solutions des équations de préces-—
sion.

Dans le premier paragraphe de ce chapitre nous avons établi les
équations de précession. Mais il est inutile d'écrire ces der-
niéres si leur solution n'est pas admissible.

Nous voyons donc l'importance de critéres qui nous permettent de
dire & priori si la solution des équations simplifides existe et

est admissible.

Remarque :

Si les équations différentielles du mouvement sont correctement
écrites, on peut dire & priori qu'elles n'ont qu'une seule solu-
tion vérifiant des conditions initiales données.

En effet, un systéme physique ne peut se trouver dans deux posi-
tions différentes au m&me moment; si les égquations correspondent
bien & la réalité (sont écrites correctement), il est logique de
considérer qu'elles ont une et unevaeule solution.

Mais les équations de précession ne sont pas les équations du mou-
vement, d'oll on n'a pas nécessairement leur unicité pour des con-
ditions initiales données.

Le théoréme suivant donne donc une condition nécessaire 4'admissi-

bilité des solutions des édquations simplifiées.

Théoréme :

Si les for?es généralisées Qk ne dépendent pas des
vitesses q et si le déterminant de la matrice gy-
roscopique G est nul dans la position initiale,
alors les équations de précession (3-1- 3)9 ou
bien n'ont pas de solution vérifiant les conditions

initiales (3 - 2 - 2), ou bien en ont une infinité.
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Démonstration :

Considérons les équations simplifiées (3 - 1 - 3).
Les dérivées ﬁd entrent de fagon linéaire dans le membre de gau-

che de cette équation.
Puisque 1Gl = o dans la position initiale, ce systéme d'équation

n'a pas de solution ou en admet une infinité [2].

Corollaire :

Si les forces généralisées Qk ne dépendent pas des

.
vitesses G et si nous avons un nombre impair de

coordonnées déterminantes, alors les équations de
précession n'ont pas de solution ou en admettent

une infinité.

Démons tration :

Dans ce cas (G est une matrice antisymétrique d'ordre impair;
son déterminant est donc nul. Nous vérifions ainsi les hypo thé-

ses du théoréme précédent.

Conclusion @

La condition |G| { o est donc nécessaire pour le passage des
solutions des équations du mouvement aux solutions des équations

simplifides pour les systémes sclérondmes doent les forces gémérali-

sées ne dépendent pas des vitesses.
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§ 3 -4 : Condition d'admissibilité des solu-
tions des équations de précession
pour les sys témes linéaires sclérond-
mes soumis & l'action de forces gy-
roscopiques.

Nous nous plagons dans les hypothéses du § Pim A%

Nous considérons donc les équations du mouvement sous la forme

,.Aé’+cé’-3’ £3; « B S

avec les conditions initiales

.
B d e —

t-Oé’(O)uqo;q(O)=q (3.~ 4 = @)

On & le théordme sulvant :

Soit un systéme linéaire sclérondme soumis uniquement
& l'action de forces gyroscopiques; supposons |Gl o.
Dans ce cas la solution des équations simplifiées

existe et est admissible.

Démons tration :

Considérons le systéme linéaire autonome (3 - 4 - 1).
Les équations simplifiées peuvent &tre obtenues en y annu-
lant les déerivées secondes Q.

— s s
En notant par u leur solution nous pouvons écrire :

Yous imposons les conditions initiales suivantes :

-y -
t = © Mi'= qo

. 1 : y = =
Puisque |Gl # o ce systéme a Comme unique solution : u = ©

En intégrant le systéme (3 -4 -1) par rapport au temps, on

obtient :




}L A§7 + G(-f = -C—,
ol © est un vecteur constant d'intégration arbitraire.

En vertu de (3 - 4 - 2) nous avons

-

% ~y b R
c B AT+ Ca (3 - 4 -3)
Passons & un nouveau vecteur E' = X+a ou a est

constant :

pA.i’+GJ_:’+G'a',’-? 03 i = 2]
Comme |G} ,( 0 nous pouvons poser
- akd _ (3-4-75)
L'équation (3 - 4 - 4) prend la forme
pPAT+0X =T (3-4 - 6)
Eliminons ¢ des équations (3 -4 - 3) et (3 -4 - 5) :
-y -1, = -
a= n G A 9, * 4
Comme U = 'ci’o on peut écrire
- ey ey — - o £ B S 1
Q=Xx+a=Xx+u0 Aqo+qo-x¢g+qo
N it K08
0 £ = };(} A a4,
c'es t~a~dire
T-U=X+E (3 -4=1)

Pour démontrer l'admissibilité des solutions des équations

simplifiées nous devons vérifier les conditions (3 - 2 - 3),

(3-2-4)et (3 -2-75).

Les conditions (3 - 2 - 3) et (3 - 2 - 4) sont immédiatement

vérifiées car U = q; est une constante (dans ce cas il
n'y a pas de >‘(p) ni de 7\(p))

I1 reste & voir que (3 - 2 - §) est vérifié quand H prend

de grandes valeurs.
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Le théoréme 2 - 1 - 2 nous affirme la stabilité du sys téme
par rapport au vecteur x.
Donc par définition [7),pour de petites valeurs de | X (o)]

on a de petites valeurs de [X|;or | ¥ (o) 3~L€{ :

en effet, de (3 -~ 4 - 7) on déduit : E; - E: =X (o) + £

donc, pour de‘grqqggs_gélggps du paramétre _H, on peut ren-
dre | ¢ ~ U | aussi petit que 1'on veut.
La condition (3 - 2 - 5) est donc aussi vérifide.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Conclusion @

Dans les hypothéses considérées, la solution des équations sim-
plifiées représente une trés bonne approximation de la solution
compléte.

Ce résultat simplifie donc énormément la résolution des problée-

mes qualitatifs (stabilité, ...) relatifs & de tels systémes.
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§ 3 -5 : Condition d'admissibilité des so-
lutions des équations de préces-
sion pour les systémes linéaires
sclérondmes soumis 4 1'action de
forces gyroscopiques et dissipa-
tives dont la dissipation est
compleé te.

Nous nous plagons dans les hypothéses du § 2 - 2,

Nous considérons donc les equations du mouvement sous la forme
(2§~ 2 - %) ¢
-y

RZ+(n B +G)z=0 (3= 5}
ol B° est une matrice diagonale et @ une matrice antisyme trique.

Nous choisissone les conditions ini tiales suivantes :

t=o0 ?(o)-E; é’(o)-é; (3-5-2)

Considérons le systéme simplitié :

(}LB°+G)T1’-? (3-5-13)
avec les conditions initiales
t = o0 E’-E; (3--5-4)

Posons A(p) = det (B, g + G)

on a ZXQP) # o (appendice 2 - 2)

Donc le systéme simplifié (3 - 5 - 3) a comme unique solution :
o P

Les conditions initiales (3 -~ 5 -~ 4) imposent :

T8 e T Py

[¢)

On a le théoréme suivant :

Pour que la solution des équations de précession d'un
systéme lineaire sclérondme surlequel agissent des for-
ces gyroscopiques et dissipatives dont la dissipation

est compléte soit admissible il faut et il suffit que
IG| # o
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Démons tration :

Intégrons l'équation (3 - 5 - 1) par rapport au temps :
F'E’+()LBO+G)E".E’ (3 e BNLTES
oi ¢ est un vecteur constant d'intégration.
En vertu de (3 - 5 - 2)
& P é; + (p Bé + Q) 52 5 R B
Passons au nouveau vecteur §7par la formule
Z=X+a (3 -§5-8)

On obtient :

pX 4+ (p B + G) X+ (p B+ G) B «c

Comme Ipm B + Gl# o mnous pouvons poser :

=y, +0)7 S (3-5-9)
L'équation (3 - 5 - 6) prend la forme

pX+ (@B +G)X=0 (3 - 5 -10)

En éliminant © des équations (3 - 5 - 7) et (3 -5 -9)

-y —1—.-" -
a=p (B +0G) 'z +32

En utilisant cette expression de & dans (3 -5=-8) et en
utilisant (3 - 5 - 5):

.;(t) - E’(t) 2 -i’-}. 2‘! (3 - 5 -11)
ol J
= pps +a0) s (3 - 5 -12)

Par le théoréme 2 - 2 - 1, nous pouvons dire :

x (t) 30 w8 y o0
c'est-a~-dire :

lim (27(t) - T (t)) = = (3 -5 -13)

t > 00
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Ecrivons 1'égalité vectorielle (3 - 5 - 12) sous la forme

scalaire :
S

dk - _E-G") jg1 AJK(") zO,j (3 R 5 _14)

ol Ajk'().x) est le mineur de 1'élément (i, j) de la matrice
P Bo + G

Condi tion suffisante

Nous pouvons écrire ZS(p) sous la forme (appendice 3 - 5) :
2

@
+ eeeta, S B+ oag (s = 2 n)

Dw) = a pe o+ a, )13'

(37="5 =157
ou a = det B
(o]

a_ = A(O)slGl#O

8

Pour des valeurs assez grandes du paramétre H on a :

A w) = 161 + 0 (p%) =10)

Avec la diminution de u les nombres|<*K|peuvent donc &tre
rendus aussi petits que l'on veut.
L'équation (3 - 5 - 11) donne

E’(o)--—;’

Au moment initial le module du vecteur x est trés petit
pour de grandes valeurs de H.

Donc en vertu de la stabilité asymptotique du systéme par
rapport & 35 le module de ce dernier tend vers o c'est-a-
dire sera petit pour tout temps t positit.

Donc pour de grandes valeurs dﬁ paramétre H, la différence

127 (t) = T"(t)| peut 8tre rendue aussi petite que 1'on veut.

La troisiéme condition d'admissibilité de la solution des

équations simplifiées est donc satisfaite.
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Les conditions (3 -~ 2 = 3) et (3 - 2 - 4) sont également

P 42 N —y 4
vérifiées puisque u = qo est une constante.

Condition nécessaire

Supposons (Gl = o

dans ce cas A(p) peut s'écrire de deux fagons différentes
suivant que s est pair ou impair, & savoir (appendice
3 =5)¢
8 8=2 /
Ap) = a B +a, p + .o+ a =0l s = 2 n
8 8-2
AW)=aop +a,p +'“'+%-W’S-2’1+1
(3 - 5 ~16)
dans les 2 cas, A 9@) a au moins une racine nulle car a, = 0

soit m la multiplicité de la racine nulle de 1l'équation
Ap)=o

on a donc :
A(}»l) =a. o )1m (1 +0 k)lz)); ag_p *o,mx»1
(3 -5 =17)

Pour démontrer la non-admissibilité des solutions des équa-
tions de précession, il suffit de voir qu'il existe au moins
un systéme de conditions initiales de 1l'équation (3 - 5 - 1)
pour lequel on ne puisse pas diminuer«cq en diminuant nu.

Ainsi la troisiéme conditiond'admissibilité ne sera plus sa-

tisfaite.

Comme a_  — # o, il existe un mineur d'ordre s-m de G non mul,

tous les mineurs d'ordre supérieur étant nuls. (appendice

Y= 5)s

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu'il s'agit
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du mineur formé des s-m premiéres lignes et des s-m premié-

res colonnes, a savoir

¥ €12 TEALS 81, s-m
g o
21 . L] L] 82’ S_m
: . o myi
gs-m,1 gs—m,Z . > g

(3= 5 ~18)

Choisissons les conditions initiales pour 1l'équation

(3 - 5~ 1) de 1la maniére suivante

- . .
Z , =2 .= =z = 0 z o
01 e 0, 8-1 os #

Avec ces valeurs, l'équation (3 - 5 - 14 ) devient :

% = A}“:P.__) A (}1) s {3 - 5 +19)
p.b1 s g1’s_.i cee 8y g
o
adlegs o Mad ] Ly

Pour p = o, tous les mineurs diagonaux de Ass ().1) d'ordre
supérieur & s-m sont nuls mais parmi ceux d'ordre s-m, il
y en a au moins un qui est non nul, & savoir (3 - 5 - 18).

Développons Ass (}1) en puissance de M3 on obtient :

8- j -1

1 m
+ e 0 0 + as-—#

Boo Y1) = 2 p"" v oy p




Pour p assez petit on déduit l'estimation suivante :
' m-1 2 -
Do) =2, p (1 +0 (%)) (3= 5 -20)

En utilisant les expressions (3 - 5 - 16), (3 - 5 - 20) ét
(3-5-19) :

1
2) - 1 #s—m i
d) a
S~-m

N e

1 +0 (u
As" 106 @
Donc si u diminue, la valeur d.ee(s ne peut pas &tre rendue

aussi petite que l'on veut et les équations de précession

me sont donc pas admissibles,

Nous en déduisons la nécessité de la condition |G| ¥ O.
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§ 3 -6 : Conditions suffisantes et condi-
tions nécessaires de stabilité
des équations de précession|
associées & un systéme potentiel.

Le théoréme de Thomson détermine seulement une condition néces-
saire de stabilisation gyroscopique 'd'une position d'équilibre
instable d'un systéme potentiel.

Pour trouver des conditions suffisantes nous allons considérer
le systéme de précession associé.

Nous nous plagons dans les hypothéses du § 2 - 3.

Nous considérerons donc les équations du mouvement sous la forme

(2-3-8)

al A gEd s Gy
v a8 3 % d Y

ol Fk représente la force gyroscopique. .

+r‘k(k-1, s v iy 9 (3-6-1)

V est l'éhergie potentielle.

Les équations de précession correspondantes ont la forme :

HG (@) Tw- grad v (3 )

1« Théoréme.

si dans la position d'équilibre isolée, 1l'énergie
potentielle V a un extremum (maximum ou minimum),
alors la position d'équilibre du sys téme simplifié
est stable.

Démons tration :

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer cette posi-
tion d'équilibre & l'origine.
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~ Multiplions les deux membres de 1l'équation (3 - 6 - 2) par
. En appliquant la définition des forces gyroscopiques

on obtient :
= -—
u.grad V=20
L'énergie potentielle V ne dépend que des coordonnées i:

par congéquent :

s
LI y 7 e AL iy o
¥ DRSS e T

On a donc 1l'intégrale d'énergie du systéme simplifié :

V(u1, es ey uu) = h

oi h est une constante d'intégration.

La fonction V est donc définie au voisinage de O tandis
que sa dérivée totale par rapport au temps en vertu des équa~-

tions du mouvement (3 - 6§ - 2) est nulle.

La position d'équilibre du systéme’simplifié est donc stable.

Remarque :

Par le théordme du § 3 ~ 3, ce théordme détermine une condi-
tion suffisante de stabilité pour le systéme simplifié seule-

ment si on a un nombre pair de coordonnées u,

Corollaire :

Si la position d'équilibre d'un systéme potentiel
est stable, la position d'équilibre du systéme

8implifié est stable aussi.

Démons tration :

Par la réciproque du théoréme de Lagrange - Dirichlet
(appendice 00) 1'énergie potentielle du systéme potentiel a
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un minimum.

La thése se déduit immédiatement du théoréme précédent.

Condi tions nécessaires de stabilité de la position d'équi-

libre d'un systéme linédaire simplifié.

Dans ce qui précéde, nous avons travaillé avec les équations
simplifides (3 - 6 - 2) issues des équations complétes

(3— 6_ 1)-

Le systéme lindaire associé & (3 - 6 — 1) a la forme

(2 =3 ~-10) 3

AqQ+HI Q +cq=0 (345w
Le systéme simplifié associé s'éderit :

HC@+c =0 (3 -6-4)

En passant aux coordonnées normales, la matrice C prend la

forme Co.

Les équations (3 - 6 -4 ) deviennent :

HG T + coE’ Ty

i~

L'énergie potentielle V =
8

L Gl
"'2°o“u'2kz1 % P

—p w—y ;
C Q0 se transforme en :
2

=0 N

L'équation caractéristique du systéme de précession

(3 -6~-4) est :

(p)
A (A) =det (HGA+ C) = o (3 -6-5)

Supposons |G| # o3 pour cela il faut que s soit pair.

Posons HA = Y.

L'équation caractéristique (3 - 6 - 5) devient :

AP (1) = det (6T 4 €) =0 BIGM CTT"



Or lk(p)(Y7 vérifie la relation (appendice 3 - 6)

A(p)(’) ot AP)(- ¥).
Cette égalité exprime le fait que 1'équation (3 - 6 - 5) ne

contient Y que dans les puissances paires.

On a :
2n n-2 v2
a2n Y. + a2n-2 Y2 . ohe = a4n_2 Y + a4n = 0
3-6-1)
ol ay, = det G
a4n = det €
Conclusion

Pour avoir la stabilité de la position d'équilibre du sys téme
linéaire sc%éfgggmgrsimplifié,il faut que toutes les racines

de 1'équation (3 - 6 = 7) par rapport & Y2 soient réelles

négatives.

De ce qui précéde nous pouvons aussi déduire les théorémes

suivants :

. Si l'énergie potentielle V a un extremum dans la posi-
tion d'équilibre isolée, le systéme potentiel linéaire
simplifié est stable (par le théoréme du § 3 - 6).

. Si la position d'équilibre isolée d'un systéme potentiel
est instable et a un degré impair de stabilité, le sys-
téme de précession est instable (par le théorime de
Thomson et Tait).
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Remarques .

Si nous supposons que le mouvement de précession est stable,
toutes les racines de (3 - 6 = 7) par rapport & Y2 sont
réelles et négatives. Par rapport d Y elles sont purement
imaginaires.

No tons-les par Yki {k =§1, .v.y 2 1)

Dans ce cas les racines de l'équation (3 - 6 —5) par rapport
& A sont :

,\(p) _Y_k_H

k Ll i (k. 1, ...,v2n)
""Yw- S, : (3 a1y anep B)

od les valeurs Y (k = 1y «esy 2n) ne dépendent pas de H.

Donc pour de grandes valeurs de H toutes les racines A‘k
sont petites en module.

Par conséquent, le mouvement stable du systéme potentiel sim—

plifié est formé de n = %— oscillations harmoniques de

fréquence trés petite et de trés grandé période. L 9]



100.

§ 3 - 7 : Condition d'admissibilité de la
solution des équations simplifiées
pour les systémes potentiels liné-
aires scléronfmes soumis & l'action
de forces gyroscopiques.

Nous nous plagons dans les hypotihéses du §ie = &,

Nous considérons donc les équations du mouvement sous la forme
(2 -3 -10)

AT+ H T+ CT=7 (5 =="1)

On a le théoréme suivant :

Si on ajoute au systéme potentiel linéaire sclérondme
(3 -7 - 1) des forces gyroscopiques vérifiant les

condi tions

1)1l £ o ¢ # o

2) 1le systéme de précession est stable

3) 1les équations
AW () ) alan+ HG| = o (3-17-2)

A<p)()\);IHG)\+ cl = o (3-17-23)

n'ont que des racines distinctes,

Alors, pour des valeurs assez grandes de H, la solu-

tion des équations de précession est admissible.




Démons tration :

Etant dans les mémes hypothéses que cellec du théoréme

2 -3~ 4, nous pouvons déduire les résultats suivants :

%(li;) i -—_— i 3 Y = - Y. (kﬂ 1, ey 2n;
§ m ity eweyon)

(3557~ &)

)\(n) - B YMJ. g s \A’J. (k= 1, "oy 2nd;

L SRR
(3-17-5)

7 ()
Sy L () .- T ()

K ]

(k'1’ D) 21’1;

j=1,---,1’1)

(3-17-6)

M) e m oy @)y, () = =¥

\{n+j

(k’ 1, “o ey 2]’1;

SR TR R T
(3-7-17)

T o= Loeo (B) 5wy (p) = W 40 (5°)
(3-17-38)

Y, = T (o) ¥, = ¥, (o) (3-17-29)

101.
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Nous devons vérifier les conditions (3 -2 - 3), (3 -2 - 4)
et (3 - 2-5).
La relation (3 - 2 - 3) est immédiatement satisfaite car en

vertu des ‘équations (3 -7 -4), (3 -7 -6), (3 -7 -8),
(3 -7 - 9), et pour de petites valeurs de S ona

~= (p) (p)
)\k—)\k (Yk@)TYk)i Oc!!2) <6

[ P e Y ik Y
N\ (p) (»)
Comme >\ ‘ - A 4 1 O—I({A-‘ll i, pour de grandes valeurs

de H, la condition (3 -2 - 4) est aussi vérifiée.

Il reste & établir 1'inégalité (3 - 2 - 5).
Pour cela, écrivons les équations de précession associées

a (3-7-1)
H® +Cu = o £3 = 7:=10)

La solution peut &tre cherchée sous la forme

o Av o 3(p) - 151)

= e
—)
ou D(p) est un vecteur inconnu et }\ une valeur inconnue.

En introduisant cette valeur de u dans (3 - 7~-10) on ob-

tient :

(BG A +C) -I>)(p) e>‘t s
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ou, en posant Y = HA\ (3 -7 -12)

(GY+ 2 3L (3 --7-13)

L'équation vectorielle (3 - 7 - 13) est équivalente & s
équations scalaires

[¢3

(p)
11 o,

+ eee + (g1s Y + c1s) D(g) = 0

. (3 -7 -12)

y (p) (p)

(g31 Y + cs1) Dy Y+ v w o D = 0
Le déterminant de ce systéme d'équations linéaires homogénes
par rapport aux valeurs D1p ¥ deey Dip) correspond au

déterminant (4 - 3 - 6)

A(Y, 0) =|GY+¢ = o (3 -7 -15)

Nous avons wvu que ses racines sont des nombres imaginaires

purs et nous les avions notés par Y i Uoimi 15 ls's sy on)

En reportant ces valeurs dans (3 - 7 - 13) nous obtenons :

(6 % i+0) ’ﬁ'(f{’)-? . {3 ~-7'=186)

ol Eﬁi) est la valeur du vecteur 'B(p) correspondant & la

racine Yk p I

Si 1'on reporte cette derniére dans (3 - 7 - 14) nous pou-
vons dire que les dquations de ce systéme sont linéairement

dépendantes car dans ce cas IG Yk + Cl- 0.
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Ndarmcins le rang de ce systéme est (s-1) car on a vu pré-
cédemment que les racines Yk i étaient simples [2].
Eliminons une équation du systéme (3 - T - 14), par exem-—
ple la derniére. Les autres peuvent €tre présentées sous

la forme [2]

e > 5 2 2
K (TR S Ao B 0T L AR el )
(3-17-17)

ol D(%Z § ey D(é)lz sont les composantes du vec teur —B<£)

correspondant & la racine Y i et 151, = le les mi-
neurs des éléments de la derniére ligne de la matrice

(o T+ C)

Au moins un des mineurs ij (Yk i) est non nul.

De plus les composantes du vecteur 3(£) et le vecteur lui-
m8ue sont déterminés & ure constante multiplicative pres,

que nous fixons de fagon arbitraire.

Nous pouvons dés lors calculer, pour chaque racine Yk i de

(3 -7 -15), un vecteur 'ﬁlgp) :

)
o) . E (el 4 5 Mg




En utilisant (3 - 7 =11) et (3 - 7 -12), nous trouvons
solutions particuliéres linéairement indépendantes de
(3 - 7 -10), & savoir

X

¥
T TP ey Lir), T - 3P e (Fi)

“ g

La solution générale prend la forme :

2 ' Y
T = E K 137(11{’) exp (;f‘-i t) (3 -7 -18)
k= id 5

5n vertu des conditions initiales pour (3 - 7 -10) :

T P (3 -7 -19)

L'équation vectoriclle (3 -= 7 -19) détermine les nombres

Ay,
(p) (p)
or D G T D 1s <X1
»(P) _ e p
4 X = 9
p(?) . o(p) o(
s1 ss s

A 1l'aide de ces notations (3 - 7 -19) devient :

— (p) 7
9 = D A

(k =1, ..., 8) sont des constantes arbitraires.
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La matrice D est réguliére [2]

On peut donc écrire :

o BB ST

Passons maintenant & la construction de la solution générale

du systéme complet (3 -7 - 1)
Cette derniére peut €tre cherchée sous la forme :

T D) e Y (3 - 7 -20)

®
oy,
ot D (u) est ur vecteur inconnu et A une valeur inconnue.

En introduisant (3 = 7 - 20) dans (3 - 7 - 1) :

-_—>

(AA2+HA +0) —5'()4) = 0 (3 -17-21)

Soit A ( A ) sor équation caractéristique.

P S5 S =|Ax\2+HG/\+C|-o E3e 7.~ -22)

A chacune de ses racines ‘kk on peut associer un vecteur
—_

D, (P) qui peut &tre trouvé & partir de (3 - 7 -21) de
Z(p)

la méme fagon que X ‘

Mais ici nous allons utiliser une autre méthode dans le

but de mettre en évidence le petit parametre P

—
Pour cela on recherche Dk (P) sous forme de série par

rapport & Bt
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—p —

2 —>
D = H "o
k(P) Dko "'}’lnk1+}1 Dk2+
(3 - 7 -23)
Les zéros de A ( A ), donnés par (3 - 7-6)et (3 -7-1),
peuvent &ire présentés en 2 groupes; le premier contierndra
les nombres /\(i) (’.1) correspondant aux racines des équa-—

: 3 ! : Tin .
tions de précession; les autres racines X(k) (}1) appartien~

dront au deuxiéme groupe (voir § 2 - 3).

Notons par D(ﬁ)(lu) et D({Z) (/u) - les valeurs du vecteur
—p iy
DK (}.1) associg respectivement au premier et au second grou-

pe des racines de (3 - 7 -22).

En reportant X<£) (}1) et -B(i) ().1) dans (3 - 7 -23) :

2 -
(4 (u % 340 (D) + 6 (vie0 D)+ eGR4+ p 3R

4
= (o]

POLII‘/.I = O on a ¢

(¢ % i+0) 3‘§o)=‘6' (3 - 7-24)

En comparant les équations (3 - 7 -16) et (3 = 7 -24) nous

voyons que les vecteurs D 11')0 et le cofncident.

En considérant (3 - 7 -23) on peut écrire :

3(2) (p) = 3() .7 (p) (3 - 7 -25)

La solution génirale de (3 - 7 - 1) peut &tre présentée sous

la forme :
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L 1S ) Y ( ) .
q = k} otegar (nd 5(}2) (p) exp (— ?P by
" 1 .

s ) TR G0 e (G 1 )

K

(3 - 7-27)

ol 0(k (},1) et /3;{ ()1) sont des constantes arbitraires dé-

pendant en général du parame tre P

En utilisant les conditions initiales nous pouvons écrire

les équations qui déterminent les valeurs o(k (}1) et
/3k (p)

3

—

Ta) (s () 3R g B 0 TR

k =1

(3 - 7 -28)

_— ¥ o
o2 o o TR g

k =1

(o]

fe ) T K ¥, () 1)

| En divisant la seconde équation par Hi on obtient :

Sip e 2 R ) TR 0w g0

k=1

| P (1) 3(12) (p) X, ()
(3 -7 -29)
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Nous allons chercher o(k gp) et /3k Qp) sous forme de gé-
rie par rapport a P

oA (}1) = O<(‘o) + )40((11) ol

i$

/31{ gy /3(;) v op /3(12)
(3 - 7 -30)

En utilisant ces expressions dans (3 - 7 -28) et

(3 = 7 =20)let en tendnt compte de (3 = 7 = 8), (3 -7 ~25)
et (3 - 7-26), nous pouvons comparer, dans les résultats
obtenus, les termes de puissance o et 1 par rapport é)z

pour finalement obtenir deux systémes d'équations nous

(), po), D) oy D)

permettant de déterminer k y
(o) (o) —'n /3 3) \ﬂ)
kZ«(D( DK +/’> E B
—
= 0
(1) 3(») (1) )i sy :E P ol 0
Z Camtlet B +ROARgr) =8 [P ¥ Vi
k=1 lediat
=—1qo
(3 - 7-31)
| Comme la matrice D(n) est réguliére et )(k £ o

(k = 1, +«..y 8) nous avons

- T 30~ 1032}

k

par conséquent :
s

E °<(1?;) '5\}1{)) LT

k=1



110.

Tn comparant cette expression avec la formule (3 - 7 -19),

nous voyons que les nombres c((i) et °<» cofncident :
C
<o) o (3. - 7.5 239
: X

(les valeurs<¥ sont déterminées a partir des égquations de

précession !)

Les équations (3 - 7 =31) déterminent les constantes
o(&1> et /3‘1). Ces derniéres ne dépendent pas du paramée-
S % =2(p) =(n) i

tre p  car les vecteurs D‘k, D ' et les nombres }fk

n'en dependent pas.

Enutilisant les égalités (3 - 7 =30), (3 - 7 -32) et

(3 - 7 -33), nous obtenons une estimation pour les constantes

G oy S ¢ .
L (p) = <L +0 (p)

B PR i SETY

Considdrons de nouveau la solution générale (3 - 7 -27)
et remplagons-y les constantes QA) {3 01) par leura
-
32 (a) et 30 ()
par leurs valeurs approximatives (3 - 7 25) et (3 - 7 -26)
et les nombres Yk (}1) et Xk (}1) par Yk et ‘(k suivant
les équations (3 - 7 - 8); on obtient :

es timations (3 -7 —34), les vecteurs

S

¥
aa(t) = jg:: (( °< + 0 gp) ) D(p) exp "ﬁE it)

1o S

+0 (p) 5’(2) exp (HY, it))
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Fn utilisant la solution générale des équations de pré-

cession (3 - 7 - 18), on peut écrire :

S

>4 sty g Y

q ()= A ilt) "0 (p) S (_D’(i)exp (~H—k 143
o= 1

3(n) y :
+ D', “exp (H Yklt))
Cette expression montre que, pour de grandes valeurs dy pa-
ramdtre H, la différence g (t) - @ (t) peut &tre rendue
aussi petite que l'on veut.
La condition (3 - 2 - 5) est donc vérifiée.

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

Conclusion :

La sclution des équations de précession est donc admissible pour
les systémes linéaires sclérondmes sur lesquels agissent des forces
gyroscopiques vérifiant les conditions citées au début de ce pa-

ragraphe.

Remarque :

L'admissibilité des solutions des équations simplifiées ne deman-
de pas la présence de forces dissipatives.

Si 1'on vérifie les hypothéses du théoréme qui précede, on peut
donc utiliser les équations de précession, quelles que soient

les forces dissipatives présentes dans le systéme.

L'étude des solutions des équations du mouvement d'un systéme et

de leur stabilité s'avére parfois difficile et fastidieuse.
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Les résultats de ce chapitre nous permettent, dans certains cas,
de simplifier la résolution de tels problémes et apparaissent,

par le fait m8me, comme fondamentaux.

Nous avons voulu montrer dans les exemples du chapitre 5 que
si certaines hypothéses ne sont pas vérifiées, la solution des
équations simplifiées peuvent ne pas exister, &tre tout & fait
différentes des véritables solutions ou en différer qualitative-

ment.,
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CHAPITRE 4 : ETUIE DE LA STABILITE D'UN
SYSTEME A PARTIR DE SES IN-
TEGRALES PREMIERES.

§ 4 - 1 : Introduction au probléme.

Dans un grand nombre de systémes mécaniques apparaissent des
intégrales premiéres (conservation de 1l'énergie, du moment
angulaire ...) [4] . D'autre part le théoréme de stabilité
de Liapounov nous fournit un critére assez simple pour étu-

dier cette derniere.

Supposons que les équations du mouvement perturbé sont du
type [12:|

dxi

a-.—t— = Xl (x1’ s oy Xn, t) (l = 1, 2’ s ooy n)

supposons encore que ce systéme admet p intégrales premié-
res

U1 (X1, s o0y Xn, t)

Up (x1’ ooy xn, t)

Nous voudrions déterminer une fonction de Liapounov.

Cherckons-la sous la forme
¢ (U1, eo 0y Up) = f (X1, o0 ey xn, t)

Une des conditions est de suite réalisée :

la dérivée de ¢ par rapport & t s'annule :
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g
?‘ﬁ%m -

T1 nous reste donc & analyser le caractére défini ou non

défini de f par rapport & Xyy oo X .
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§ 4 - 2 : La méthode de Chetaev.

Cette méthode est basée sur le choix d'une fonction

q>(U1, e Up) de la forme

, & oswd G U2
1 = P, P

"

A1L1+...+)5 Up+c1 U

ol >\ 3 e R >\ C., +s+y C_ sont des cons tantes & déter-
.1 p’ 1 ?

miner de manidére & rendre, si possible, la fonction

o

f (x1, ceey X t) définie par rapporTt & X,; eeey Xpo

Tl suffit pour cela que le développement de
f (x1, ceey Xy t) commence par une forme quadratique dé-
finie car les termes d'ordre supérieur a 2 sent négligea—

bles.

G.K. Pozharitskii a étudié des conditions suffisantes de

stabilité & partir de la forme particuligére :

5 2
Y(U1, ooy Lp) = U1 (X1, eo oy Xn, t) + ocee +

U; (x1, ceey Xy t)

Nous reprenons ici quelques résul tats Ezzg

Nous verrons sous quelles corditions cette fonction est

définie positive et le rapport qui existe entre 4)et kY.
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§ 4 - 3 : Théorémes fondamentaux.

Bien qu'ils soient importants, nous ne démontrons pas ici ces

théorémes. Le lecteur intéressé peut consul ter [2%

1. Théoréme 1.

Il existe une fonction ¢(U1, PO, Up) définie (c'est-a-di-
re une fonction f (x1, cees X, t) définie par rapport 2

X1, o000y Xn)

ssi

b 4 (U1, vy UP) est définie par rapport & X, ..., X

2. Théoréme 2.

e ooy X

n

N (U1, kg Up) est définie par rapport 2 X,

ssi
EUi (x1, eees X5 %) (1 & i ¢ p) pour laquelle

2 oA o ,.2 gl
Hri (x1 ¥ vas W xn), E]. (x1 + eee + xn) définies telles
que

& g
T X, Di (x1, seey Xy t) > r, si
*Xf + oo +Xf > (o]
X 2 2
11 J s e 0 . D)
«D1 + + U 4 + U1+T 4
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Commentaire.

Les fonctions ri et ei sont indépendantes du tempsj donc
; 2 2 2 2
pour tout temps t, si D1 + eee + Ui—1 - U;+1+ con UP

devient petit (méme nul), U. fera en sorte que
4

ARG,
E Uj soit toujours positive.
1= 1

S5i U1, o aay Up ne dépendent pas explicitement du temps, les
fonctions nulles € = o et T, =0 satisfont toujours les

conditions du théoréme; nous pouvons donc énoncer le

corollaire :

Si U1 $an Up ne dépendent pas explicitement du

temps, alcrs ‘W (Uys oees Up) est définie

ssi

:3 Ui (x1, Suatole xn) telle gque
U, (11, |- xn)>o sauf pour Xy = eee =
X = O
n
= - ﬂ’. L ] =
U1 (x1, | . xn) o J1-1 (x1, . xn)
Ui +1 (x1, se ey Xn) b

ocn‘Up (11, se ey Xn)-O

\/ (x1, ole ats xh)

A partir de ce corollaire, nous pouvons déduire une

technique de calcul :
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a) supposons qu'z partir du systéme d'équations

U1 = (o]

U‘1—1 = o
141 = (o}

U = o]
b

on puisse exprimer p — 1 variables (soient

)

o' B xn) en fonction des autres (x1, ¥

n-p+2? “n-p+1

on a donc des relations du type

)

ez = 5y Qoo X

)

by i fp—1(x1’ ey Ly

d'aprés le corollaire

2
L g 2 ad .
ﬁJ(L1, ek Up) est définie ssi U; (x1, TTRE SSPY

f1, se0y fp_1)

est définie par rapport & Xyy eee xn—p+1

ou encore

: T -
ssi V (x1, g xn—p+1):==Ui (x1, ooy Ty o2 T ...,fp_a

—7'7_.., x

est définie en les variables x.,
n —p+1

1’
b) on peut généraliser le corollaire au cas ou p - k inté-

grales premieéres sont nulles pour tout (11, Foloy xh), les

;agtr%?éﬁanﬁstrictement positives sauf en X, & eee = X 40
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Supposons qu'a partir de ce systéme de p - k intégrales,

on puisse exprimer p -k variables (soient
L e > i L
B oot y xn) n fonction des autres (x1, b b}

Dans ce cas, par analogie avec a) on devra analyser le

caractére défini ou non de

2
) ol U1 (11, seeey X

n-p+k’ f1"'°’fp—k)

V1 (X1, LIRS ] xn—p+k

+ ocee +
2 (x x f y TN
k V41 20t Tripgk?Tq? 00 pelc

par rapport aux variables x1, vy xn-p+k.
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§ 4.4 :

Etude d'un cas particulier.

Hypotheses.

On suppose ici que UT’ ool Up

i) ne dépendent pas explicitement du temps

ii)sont des fonctions holomorphes en Xy
iii) ont la forme :

4oy xn

n
k k k
UK==0(1 x1+"'+O(nxn+i§:j1o<ijxixj+xk
. ,=

{(Kiw 15V 5 008 0]

' (4-4-1)
02 o(l:, o(lfJ sont des constantes

et Xk des fonctions qui contiennent les termes de degré stric—

tement supérieur a 2 en Xgy eeey X

Nous allons considérer la matrice des coefficients des termes
- k
linéaires; nous la notons (X ).
i

d'apres un théoréme d'algébre , puisque le rang est
P, on déduit que les p combinaisons lindaires :

1 1
v, m&x1+”.+dnﬁl

Vp =dl:')x + cee +O(£Xn

sont linéairement indépendantes.

Donc, on peut considérer v1, voey vp comme nouvelles va—

riables, au lieu de Xyy eeey X

P
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Bcrivons 4 - 4 - 1 dans les variables (v1, R vp,

Xl)+1, ey xn).

Ce systéme prend alors la forme

U, = v {g v, E (? ¥x.
k ,3'1 ;J & lJ * J .

J=P+1 ——

j{::: (>13 X, X5+ Xk (k= 1y veep )

i, j=p+1
(4 -4 -2)

" k :
<n1§§ i sont des constantes et Xk des fonctions holo-

ceey xn qui contiennent

morphes en Vv vosy BV 3

%
i p’ “p+t’
des termes d'ordre strictement supérieur & 2 en ces Vva-

riables.

nous résolvons les p-1 premiéres équations de 4 - 4 - 2
pour trouver Vys ety vp_1 en fonction de U1, . o109 Up_1,

vp, xp+1’ s o0y xno

Les terme° vy sont remplacés par

E O(lm 0 X, X, 5 on fait de m&me pour Vye

M=

Nous obtenons

n
:E:: k
’ = U (g Pk 0 = § (% . i,
lJ l J J - 1 PJ P ¥

13‘1
p -1 n .
k SR x
ij > (§u nx - Y [Prm
isp+1’ o

. k
Z (B,ijxixj+Yk

(k=1’ S ) P—1)
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nous appliquons le corollaire en annulant

T wawie Up_1; nous obtenons une relation entre

1
et v 3 X veey X du type :

V1, s o0y Vp_1 p P+1’

(¢}

Wy fk (pr xp+1’ ceey xn) 1 é k £ p-1

ou plus exactement :
n

n
o E (Sk E Q)k {?k 2
V. = - . I PR il o v -+
k PJ 1< M af 3 s RN PP P

~Jupbt-— iyJ=p+1
Yﬁ (4 -4 - 3)

nous remplagons dans la dernidre équation de 4 - 4 - 2

les termes Vv, (1 ¢ x £ p-1) par leur expression

4 -4 - 3.
Ceci nous donne des termes du Lome degré que nous englo-

0 ;
bons dane un méme terme Z , fonction de

o0y e A

P n

p+1’
71 reste finalement :

U; = vp - Pp v2 - pi v X+

n

P
E (513 Xi X. + Zo
i,J=p+1 J

Nous nous sommes ramenés 4 une expression contenant moins

de variables.

Nous savons que :

i Ats O N e
W(UV S Up) est définie (:)Jp est définie par rapport

av X e x
p’ “p+1’ T n
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s o] o !
or ici, U peut prendre des valeurs de différents signes

suivant la valeur de Vp'

Conclusion

%J(U1, ey Up) n'est pas définie ici, donc & partir
des intégrales premiéres U1, rotaly Up, on ne peut cons-
tpuire une fonction de Liapounov.

TLe mouvement non perturbé n'est donc pas nécessairement
stable. On se gardera cependant de conclure qu'il est

instable.

Remargue

si le rang vaut p-1, le terme vp n'interviendra plus;
nous avons alors une chance supplémentaire de trouver

une combinaison définie.

Puisque le rang est p-1, parmi les formes Vs, wdo vp,
on peut en trouver p-1 qui sont linéairement indépen=—

. L'expression vp peut se

dantes : soient Vv sany W

1’ p-1

me ttre sous la forme @

Ve V, 4+ eee + v

P 2§1 1 Xp—1 p-1
Nous considérons Vi eee VP_1 comme nouvelles variables

au lieu de x1’ se ey xp_1

Les équations 4 - 4 - 1 prennent la forme :




p-1 P
U. V., + { ¥ V., + Q)k V., X.
k k i, 3=1 1] e st o) F i ks b1
J=0p

(4 - 4 -4)
p-1
b
UP=X1V1+...+XP_1 vp_1 +. C)ij Vivj+
i,J=1
n1 0 "
L
; (5:p v, xj 4 E (? P xi xj “+ Xb
0™ S S 1,J=Pp o
A3

Nous résolvons les p-1 premiéres équations de 4 — 4 - 4

par rapport & v, ..., LT Les formes v, sont rempla-
cées par

n et S
U, -1§m 1@( 1m ¥ Xy~ & de mé@me pour Ty

) -

-

Les termes d'ordre strictement supérieur & 2 sont rassen—

blés dans Y.

k
d'ol %
S k i ¢ L S
wr Uk',__(gij Uin-ig1(\513 - S
l’n]=1 j=p+1
n
E ()31;] X x'j + Yk
i,J=p

(k" 1, e o0y p-1)
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Comme dans le cas précédent, nous annulons U1, ss oy Up 1;
nous obtenons ainsi des expressions pour Ve

(k = 1, o0y p—1) ‘.’XO‘béeS Vlz

n
e
vﬁ = - E (5 i3 xi Ij + Yi (k = 1y, 2y ooy p-1)

i,j=p

Bn remplagant dans 1'expression de Up les Vi par g;

et en regroupant les termes d'ordre strictement supérieur

o o
4 2dans Z on a :

n
UO=-K @1. . XKL = e B
p 1 ZE:: i IR

i,J=p
n n
“2(p_1 § ?31 xX; Xy + § <5§j X Xy + 2°
1,J=Pp i,J=p

(4 -4-05)

par le corcllaire :

‘V est définie é::}U; est définie par rapport &

IP, ooy Xn

Conclusion.

i 1l'expression 4 - 4 - 5 est définie, le mouvement non per-

turbé est stable. Sinon, on ne peut rien déduire quant a la

stabilité ou 1'instabilité de ce mouvement.

¢ remarque

o - o}
souvent on considére, au lieu de Up’ la formule guadra-

tique
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n
(‘__—".

) 1 -1 . (3 p
9 Jd=

On élimine ainsi les termes d4'ordre strictement supérieur
42 car les x. (1 € i {n) sont des perturbations, donc
&~

"assez petites".
Si R est définie par rapport a xp, ceey X, alors U;
est définie par rapport aux m8mes variables.

La reciproque n'est cependant pas vérifiée.

nous détaillons en 4, une méthode de construction de R.

3. le_rang de la matrice (& 5)_est p-r.

D'aprés un théoreéme d'algébre, parmi les formes
v s on peut en trouver p-r qui sont linéairement
1’ b p’

indépendantes; soient v1, aieey vp 5t

Les formes v sy 4eey V. s'expriment en fonction de
p-r+1 P
V1, 0..’ vp_r :
1 . 1
= "o v
vp—r+1 K’1 V1 g i X p-r p-r
g l-p+r l-p+r
Vl = X 1 V1 + ses +6 p-r Vp_r (p-r+ 1 <l¢<p)

Vp =X : V1 + e +b/ ;—I‘ Vp_r
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nous considérons ey vp , comue nouvelles variables

v
1’
seey X .

au lien de %33 1
1 p-r

Les équations 4 - 4 - 1 prennent la forume

et

p-r
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