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I NTRODUCTION 

Le fonctionnement de très nombreux diopo

sitifs mécaniques, électriQues et autres est décrit par un systè

me d'équations différentiel les; le pendule en est un exemple. 

Souvent, un mouvement stabl e (le sens doit ~tre précisé) intéres

sera davantage l'utilisateur . Ainsi, la position du pendule au 

repos est stable : pour toute perturbation le pendule reste dans 

un voisinage de la position initiale. 

La continuité par rapport aux conditions 

initiales signale que deux solutions voisines au départ restent 

proches -~our un petit intervalle ~e temps. Cependant, elles peu

vent s'écarter indéfiniment quand t - c,,0. 

Li upounov proposa deux méthodes pour étu

dier la stabilité : la première présuppose connue une solution 

et est basée sur l'analyse des valeurs propres de la matrice du 

système normal associé. 

La seconde, appelée méthode directe, ne requiert pas la connais

sance d'une solution; elle exige la construction d'une :f'onc.tion de 

Liapounov. 

Dans ce travail, nous abordons quelques 

questions relatives à la s tabilité de mouvements. 

Nous considérons trois types de forces, 

à savoir les forces potentielle, gyroscopique, dissipative . 

Notre étude se divis e en deux parties; 

la première regroupe les q atre premiers chapitres. 



Au chapitre 1, nous présentons le con

cept de force gyroscopique en nous basant sur les travaux clas

siques de Thomson et Tait (1879). Nous analysons plusieurs 

types de systèmes pour les quels ces forces apparaissent. 

Plusieurs exemples illustrent les résultats développés . 

Dans le chapitre 2, nous étudions la sta

bilité d'un système soumis à l'action de forces gyroscopiques, 

et ensuite, gyroscopiques et dissipatives. Nous considérons aus

si des systèmes soumis à des forces potentielles sur lesquels 

agissent soit des forces gyroscopiques, soit des forces dissipa

tives, soit des forces gyroscopiques et dissipatives ensemble. 

Une question importante envisagée ici concerne la stabilisation 

d'une position instable. 

Le chapitre 3 envisage les équations 

"simplifiées". En général, le mouvement est décrit par des équa

tions différentielles du second ordre. Parfois, on peut simpli

fier ces équations et se ramener à des équations du premier ordre. 

Ces dernières sont appelé es équations simplifiées ou équations de 

précession. Cependant, l es résultats tirés de ces dernières sont 

souvent non admissibles. 

Nous définissons d'abord les équations de 

précession et précisons l e sens du mot "admissible" . Ensui te, en 

suivant le schéma du chapitre 2, nous énonçons des critères d'ad

missibilité des solutions des équations de précession et analysons 

les questions de stabilité à partir de celles-ci. Ce chapitre est 

basé sur l'ouvrage de Merkine [9] 

L'é tude développée dans le chapitre 4 ne 

s'inscrit pas directement dans la ligne des précédents. 



En effet, l'étude de la stabilité du gyroscope dans la suspension 

de Cardan soumis à des forces dissipatives du type Coulomb agis

sant sur l'axe de l'anneau intérieur (chapitre 5) ne peut se fai-

re à partir des équations de précession. 

Nous utilinons ici la méthode directe de Liapounov. 

Ce quatrième chapitre s'inspire d'un article de G.K. Pozharitskii 

qui décrit une méthode de construction d ' une fonction de Liapounov 

sur base d'intégrales premières. 

Dans le chapitre 5, nous analysons aussi 

la stabilité du gy-roscope dans la suspension de Cardan sur lequel 

n'agit aucune force dissipative. 

'Ibus les résultats signalés sont valides 

pour des systèmes linéaires. Certains s ' appliquent également à 

des systèmes non linéaires; nous les avons indiqués. 
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C H A P I T R E 1 

---------------------

F O R C E S G Y R O S C O P I Q U E S 

-----------------------------------------
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Chapi tre I FORCES GYROSCOPIQUES. 

Dans ce premier chapitre, nous i ntroduirons 

1,,a for r: ,rn g.v ro oc opi.<]1JP.n l .! t n o m, mon t reron:i que cortain~•: î o T.' 

~~s , :1.pp:1rai: 11-1ari t J-.m1 l e:J E-, y :, tè m,11, contenant deo ~• ordormJos 

Gycl iques , dans les systèmes r hé~nômes et dans les é qu~tj~n n 

différentielles du mouvement perturbé, peuvent ~tre interpré 

t é es comme des forces gyroscopiques. 

De nombreux exemples illustreront les rés ul-

t a ts obtenus. 

1 • 



1 • 

§ 1 - 1 

Définition ( 1] 

Définition et structure des 
forces gyroscopiques. 

2. 

On ::1.ppelle "force gyroscopique" une force dont le tra

vail sur les déplacernen ts r éels est nul. 

Soient donc ~.1
1

, ... , Mn n 

les vecteurs positions ~;, 

points mâtériels repérés par 

... , r et n 
f orceP .q.gis sant our cos n poi ntu . 

-> ... , r d.es 
n 

L(j travai 1 d,1 c· (~B force::i ~1 ur lafl d.0pl :.1. ct1 men t s r~1ola 
--'> -, 
d r 

1 
, ••• , dr n es i 

__.., ~ _, --,. 
-> -r 1 dr 1 + r 2dr 2 + • •. + r dr n n 

ou sous forme vector i elle : 

_, _ .. 
r. dr 

_ .. _ ... _., 
où r = r1 _., dr

1 dr = 

~ . 
rn 

_, 
dr 

n 

-> 
Les forces ri (i = 1, ... , n) sont des forces gyrosco-

piques ssi 

_., _., 
r. rlr 0 (1-1- 1) 

On peut formuler la définiti on d'une autre façon; _, 
_., clrk 

soit vk - dt (k = 1 : .•• , n) h. ritesso du point?\• 

En d.ivisant l'égalité (1 - 1 - 1) par d.t nous obtenoni:; 



-'> 

V 
1 r • V 0 où 

_.,. 
V = (1 - 1 - 2) 

donc 
_.,. 

. _.,. 
V 

n 

les forces r i ( i •= 1, ... , n ) sont des forces gyros -

copiques ssi l a s omme des puissances de ces forces 

est nulle. 

2. S t.ru e turH de~ f orc-'30 gyroscopi ques . 

__L - - -

Soient q
1

, ... , qs les coordonné es général i s§es d'un sys

tème raécanique et r . ( i .. 1, .•• , s) des forc es gyr0sco-
1. 

p i ques agissant c ur lui. 
-'> 

En gé néral, on a : r = 

Montr~ns que les forces gyroscopi ques dé pende n t bien des 
• vi tasses q 

en effet, dans la rel a tion 

• 

l~s vi teu ses 

dan tes. 

.•• + a::: 0 (1 - 1 - 3) 

• 
q. ( i • 1, ••. , s) sent linéairement i ndépe n-

1. 

_., -'"> • 

si r ,/ r(q) , pour que l'équation (1 - 1 - 3) soit véri-
_.,. -J, 

fiée, il faut que r • o 

Donc les forces gyres cepiques dépendent généralemen t des 

vitesses. 

Dans tout ce travail nous supposer@ns que les f o rc es gy

roscopiques dépenden t linéairement des vitesses, c' est

à-dire 



• • • - + ... 

• • • 
= + ••• + 

(1 - 1 - 4) 

• 
+ ••• + 

où 
g. ... g .. (q, t) 

l.J l.J 

Les coefficients g .. sont appelés "coefficients gyros
lJ 

copiques" et la. matr · ce G formOe de ces derniers 

"matrice gyroscopique". 

Sous forme matriciell e les égalités (1 - 1 - 4) s'écri

vent 
-) _!.., 
r = G.c_i où G = g 11 

(1 - 1 - 5) 

Pr0prié té. 

Les forces r. (i = 1, ... ,s) sont des forces gyroscopi
i 

ques ssi les coeff icients 

tians d'antisymétrie : 

déaons tra. tion -------

-
0 (i == 1' 

( i .. 1, - gj i 

a) cendi tion nécessaire. 

vérifient les rela-

... ' s) 

... ' s; j • 1, ... ,s; i I j; 

• 
Dans les expressions (1 - 1 - 4); multiplions r . par q. 

]. ]. 



et sommons : 

• • 
+ ... + 

• • 
+ • • • + (gs-1,s + gs,s-1) qs-1qs 

(1 - 1 - 6 ) 

Le membre de gauche de cette équation est nul. 

lfous avons donc 

0 

(1 - 1 - 7) 

Cette égalit§ doit ~tre vérifiée quelles que soient 
• • 

les vites ses généralisées q
1

, • • •, '-l.
8 

• 

Considérens quelques cas particuliers 

• • • • 
soit q1 /: 0 q2 = q3 = = qs = 0 

Ja relation ( 1 1 7) devient 
• 2 - - g11 q1 "" 0 

elle est vfrifiée si g 11 = 0 

de façon ana.logue on montre 

= = 0 

(1 - 1 - 8) 

• . • 
soit q1 ,/ 0 q2 ,/ 0 q3 - q4 - . . . - q_ -s 

la r€lation ( 1 - 1 - 7) devient 
• . 

( g 12 + g21) q1 ~~ == 0 

elle est vérifié e si 

de façon analogue c 11 montre 

g, .. 
r-.J = Vj, k (1 - 1 - 9) 

0 

Les formule:; (1 - 1 - 8) et (1 - 1 - 9) dér·1ontrent 

la condition n~cessaire. 



1)) conrli tion nuffisan te. 

supposons que les coefficients 

tiens à'antisymétrie 

0 Vi 

Vj, k 

6 . 

g . . vérifient les rela.
l.J 

j / k. gkj = - gjk 

dans ce cas l'égali té (1 - 1 - 6) ievient 

0 

par d.éfini tion les forces r ; (i = 1, ... , s) sont des 

forces gyroscopiqueo. 

Ceci achè3ve 1-. d0monu tra tien de la pro prié té. 

C@nséquence 

la matrice G s 'écrit 

0 

G = 
0 

0 

C'est une matrice antisymétrique. 

Ne tons par I G I son d.é term~r:~n·t 

pa.r une propriété d'algèbre (-2J , on a. 

l G 1 ~ 0 

IG l ,= o si s est impair. 

Neus allons illustrer ces notions par un exemple. 



_j_ 

3. Exemple. 

Considérons le mouvement relatif d'un point. 
~ 

Nous allQns mentrer que la force de coriolie d'inertie J 
C 

est une force gyroscopi que. 

~ 

La force J est donnée par la formule [ 3] 
C 

-+ -+ -J = 2 ra V X W 
C r 

➔ ~ (-::)-
➔ 

= (0 où w V r 

7 . 

.... _., _., 
Si i, j, k sont des vec teurs unitaires dirigés respective-

ment le long des axes mobiles x, y, z,on a : 

-') 

J 
C 

= 2m ( 
_,. 
i 

• X 

w 
X 

• y 

w 
y 

_, 
k 
• z 

w 
z 
) 

-'> 

soient r 
1

, r2 , r
3 

les pro jections du vecteur Je sur les 

a:.ces x, y, z 

on a . 

r1 = 

r2 = - 2 m 

r3 = 2 m 

les farces r. 
l. 

des vitesses 

w z 

w 
y 

• • 
2 m lf' y 2 • lf' z z y 

• • 
X: + 2 i:a w z 

X 

• • 
X - 2 Il w y 

X 

(i = 1, 2, 3) dépendent linéairement 

la matrice des coefficients de ces vitesses est antisy

métrique 

-> 
dQnc la force J est bien une farce gyroscopique. 

C 



§ 1 - 2 Présence de forces gyroscüpiques 
dans les systèmes contenant des 
coordonnées cycliques. 

8 . 

Nous allons voir dans ce paragraphe que les équations du mouve

ment d'un système contenant des coordonnées cycliques peuvent 

~tre trasnformées en une forme qui fait apparaitre des forces 

3Yroscopiques. Nous en déduirons un thé orème importan t, celui 

de Thomson. [ 1] 
!Tous n:)terons par p

1
, ... , pn las coordonnées cycliques et rir 

... , q les coordonnées non cycliques ou déterminantes. 
s 

Equati ons du mouvera.en t f' t. fcmc tion de Rou th. 

-------------------------------------------

Considérons un système -s cléronôme____:_ __ 

Dans cas en peut grouper les termes de l'énergie ciné-c e 

tique de la 

s 
1 z: T = 
2 

k = 

façon 

s 

L 
1 j 

1 
+ 2 

-

O,'·. 3., b C 
..._ Kj' kj ' kj 

sui van te l3J 

• • 
1 

'\:j qk qj + 

n n 

ne d.épendan t 

n s 
1 -L L • • 

bkj qj pk 
2 k = 1 j -1 

• • 

(1 - 2 - 1) 

que de q
1 

, .•• , q . s 

en effet, par définition, T ne peut centenir les coor

dcnné es cycliques p 1, ••• , pn 

Montrons que le premier et le troisième terme de ~ 

!'; Cr..t des formes quadrati ques définies ·positives. 

Pour cela considérons par exemple 

• • 1 cp (p, p) = 2 

(1 - 2 - 2) 

+ 



. ' 
supposons qu'il existe pk (k = 1 ' ... ' n) 

<P 
• ' • 1 

tels que (p ' 
p )f: 0 

• . ' 
et posens q. = q j = 0 ( j = 1 ' ... ' s ) 

J 
• • 1 

p,_ = pk (k = 1 ' ... ' nl 
~ 

dans ce cas 

. ' . ' 
T (q ; p ) 

. ' 
p ) f 0 

ce qui est absurde. 

Une démonstration identique peut ~tre faite pour la 

première f orme quadra tique. 

Analysons maintenant en dé tail la présence de coordonnées 

cycliques dans un tel cys tèJl\e; on obtient les résultats 

suivants (appendice 1 - 2) 

0 T 0 R ------ = ~q. 0 q. 
J J 

(j - 1, ... , s) 

(1 - 2 - 3) 

~ .. 0 R t1-2-4) 
\ qj ~ qj 

n - - --
où ~ 

1f 

L = T -
r = 1 

La fonction R t 1 
, "f ti ~e _Rout\.,,'_". _ es appe e e .. ..;;o..;.n_c;...;;.;c..o_n_....."-...._...,.. __ .u. _ 

A l'aide de R les équations du mouvement pour les coor

données déterminantes s'écrivent 

= Q. U • 1, ••• , s) 
J 

(1 - 2 - 5) 

Les mouvements dans les coordonnées cycliques sont donnas 

par la formule 



10. 

(r = 1, ..• , n) 

2. Structure de la fonction de Routh. 

--------------------------------
1 

En transformant la foncti on R nous all~n:J faire apparaître 

dans les équations du mouvement (1 - 2 - 5) des force s gyros

copiques. 

En reportant (A - 1 - 2) dans (1 - 2 - 1) on obtient 

(.l s 

T*'"' i r_ L Hk j qk qj + 
2 k = 1 j .. 1 -·· 

n s n s 

_1 'L L bkj q. L Ci (C - L \nh qh) 
\Cl k = 1 j = J m .. 1 

·mk m h = 1 

n n -n s • 
1 L L - C r Cmk(cm -

h~1 
bmh qk). 

+ 
21c1 2 kj 

k = 1 j = 1 m • 1 

n s 

L 
i • 1 

C .. (c . -
]. J ]. 

@ange.on.a les ind~x- d.e-s- sommes 

dans le i•e terme, remplaçons h par k et k par h 

dans le 3
ème terme, remplaçons k par h et h par k 

r par j et j par r 

nous obtenons 



11. 

s s n ll 

rr - .1 L 
2 k 

L <~j - 1~ 1 L L Cmh bhj bmk + 
- 1 j "' 1 h•1m•1 

n n r n 

+ 
,a~-2 L L bmk: bij L L ch C h C. ) qk q, 

r m ir J 
m • 1 i -= 1 h -= 1 r • 1 

n n n n 

+ 210~2 L _L C C. 
m 1 

ms11•1 

s 
1 L ICI j = 1 

s 

s 

or 

n n 

L ~ L 
h "" 1 m • 1 

n n 

s s 

n 

n n 

cm L L chr 0mh cir 
h .. 1 r • 1 

n n 

chr cmh 0i r • L cmh (ch1 ci 1 + ch2 ci2 • 

h • 1 

C. ) 
in 

on a aussi 
C . 

mi 

n n n n 

.i i 1 2 L ~ 
cl m-1i ... 1 

bmk bij L / chr cmh cir 

h • 1 r • 1 

n n 

·-;¼ ~ L bmk bijl 0 1°mi 
11 m-1i-1 

n n 

.. _1_ L L bmk bhj cmh 
ICI m,.. 1 h • 1 



12. 

s n n 

1 L L L • . ) îëî Cmh bhj C q_. 
m J j "" 1 h = 1 m = 

s n n n n 
'· 

1 L L L • L L 
2 lc/2 

b .. qj C ch C hC. 
j = 1 m "'" 1 i = 1 1.J m 

h = 1 r • 1 
r m 1.r 

s n n r n 
1 

2 [" L '-
• L L brnk c . ~ chr Cmh C. 1. i r ~Ici k = 1 m"" 1 i = 1 h '..• 1 r • 1 

s n n 
1 

j~1 hr;.1 L Cmh bhj C qj - Tëï m 
m =- 1 

s n n 

2j CJ .• j ~ 1 L i r;.1 

• 
b 1.j 

q_ C C 
m =- 1 J m mi 

3 n n 

•2Jt:/ k~1 mr;.1 i r;.1 

. 
bmk q_k C C 

l. mi 

s n n 
1 _[ L L cmh b . Têî C q_j 

J = 1 h • 1 m = 1 hJ m 

s n n 
1 

j~1 
L L . 

2 I C 1 Cmh bhj C qj 
h:c1m=1 m 

s n - n 
1 

j~1 hf1 mr;..1 
Chm bhj 2 1 Cf 

C q_j m 

0 

car les mineurs sont symétriques c'est-à-dire 

Cmh = Chm 

d'où nous a vons 



rf- -
avec 

s 

.1 ~ 
R2"' 2 L 

k • 

13. 

R 
0 

s n n 

(.1-2-7) 

n n 

R 1 L L C o ~ - 2 fCf m • 1 h • 1 Cmh m ch 

Remarques : 

R
2 

est une forme quadratique des vitesses non cycli

ques qi 

R 
0 

• 
ne contient pas de termes linéaires· en qi 

est une forme quadratique des constantes d'1nté-

gration c. 
1 

R2 et - R
0 

sont definies positives par rapport aux qi 

et c. respectivement. 
]. 

Ces développements nous donnent une forme intéressante pour 

~ et donc pour R. 

Grâce aux equations du mouvement exprimées à l'aide de la 

fonction de Routh R, nous allons mettre en évidence un sys

tème où interviennent les rorces gyroscopiques. 



14. 

:ï.fous· avons : 

p 

R '"' r - L cr Pr r = 1 

n n s 

,b, r~ 1 c r m~1 h¼-1 

. 
- R - R - C (c - bmh g_h) 

2 0 
mr m 

1 
m n 

- R2 + 2ICI L L C C C 
mr m r 

r = 1 m .., 1 

n n 
1 

- te 1 
C C C 

mr ro r 

s n n 
1 

+ Tc/ L L L 
h = 1 r • 1 m m 1 

C r 

Donc R = R2 + R1 + R (1 - 2 - eJ 
0 

où 

s 

R1 • kr;.1 ¾: q_k (1 - 2 - 9) 

n n 
1 LL C c · bmk (k • 1, ••• ' s J 

~ - Tci r mr 
r = 1 m .. 1 

Transformons les eq_ua tians du mouvement ( 1 - 2 - 5) en te

nant compte de ( 1 - 2 - e) : 

d ~ lR2 + R1 + Ro) 
dt ~ qk 

• (.K • 1, ... , s) 

l1 - ~ -10) 



En. no tant r k = - t.'.:.__ 
dt 

et en remarquant 

que 

d R 
0 

0 (k = 1, ... ' s),nous pouvons ecrire 

tk • 1, •.. , s J 

(1-2-11) 

Interprétation de ce résul tat 

Comme R2 est une forme quadratique définie positive Qes 
• 

vitesses qk • (k • 1, •.• , s), les équations (1 - 2 -11) 

Peuvent être interprétées comme les équations différen

tielles du mouvement d'un système réduit dont l'énergie 

cinétique est R
2

. 

Les forces généralisées comprennent trois termes 

. ) 

•) - R 
0 

est la force généralisée correspondant au 

système i nitial. 

peut être interprété comme une énergie po

tentielle. 

Les forces ooaservatives sont 
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a ppel é es des forces centrifuges 5é naral isées . 

L'exemple qui .t ermine ce paragraphe .i llustre bien 

ce fait . 

. ) montrons que les forces r k sont des forces gyrosco

piques. En utili sant les formules ( 1- 2 - 9) on ob

tient successivement 

'è 

ri 
d t, 

R1 

~ qlc 

d'où 

rk 

rk 

:1vec 

~-
· ' jk 

~ 

ô R s 

L ~~ -

= 

= 

" 
rl t 'I_., ~ '1 . j .., 1 J 

. , .. 
" il f-l • 

~ L a . qj 
=c 
~ 

J ~ qk 
~ ~ j = 1 j := 1 

s 
~ ô ,:i.k 

L ( ) qj 
6 qk ô qj 

j = 1 
8 

[: eJk q_j 

j = 1 
1 

~ a . 
_:__J_ 

~ :J., 
;<'.: 

~ qk ~ qj 

q~ 
,J 

Les forces r d~pendent l inéai reill~nt des vitesses . 
k 

L;:i. rna tri ce G est an ti symé tri -iue . 

Do nc on a bien des fo:-ces gyrosco piques . 

Goncl usi on 

s i les équati ons du mouvement d 'uri s ystème contlennent J1::s 

coordonnées cycliques, e ll es peuvent être transform8es 

s ous la forme ( 1 - 2-11) a vec 



les forces gyroscopi ques r k 

- les forces conservatives dérivant de l'énergie po-

tentielle R 
0 

- les forces généralisées ~ 

- l'énergie cinétique R
2 

Cas particulier. 

Il peut arriver que le système ( 1 - 2-11) ne con tienne pas 

de forces gyroscop·i.ques . 

En: effo t, fJj le second tormo de l' expre::;oion cie l' én1:1·gie 

cinétique ( 1 - 2 - 1) est nul, R
1 

sera nul et par le fait 

même 1 es forces r k (k = 1, ... , s) seront aussi nulles. 

Dans ce cas, on dit que le système n'est pas lié gyrosco-

piquement et les équations ( 1 - 2 -11) prennent la forme 

d ~ R2 à R2 'è R 

'\: + 
0 

(k 1 ' s) 
dt ) qk 

= = ... ' } qk ô qk 

( 1 - 2 -12) 

Si en plus on suppose que le système se meut par inertie, 

c'est-à-dire ~ = 0 (k = 1, .•• , s) les équations 

(1 - 2 -12) deviennent: 

d 
dt = 

o R 
--

0 
(k = 1, ••• , s) 

'b qk 

(1 - 2 -13) 

Dans le cas où le système n'est p:àf', lié P,Yroscopiquemen t , 

R
2 

nst l'énergie ciné t ique de s mouvements explicites 

qk (c'est-à-dire le ll!0nvemen t par r<i.pport aux coordonnées 

explicites). 

. . 



on· a aussi que 

cachés 

- R est l'énergie c inétique des mouvements 
0 

n n 

en effet, R • -
0 2 l Cf 

par l'équation (1 - 2 - 2 ) on a 

s 

ch .. . L 
J - 1 

~ • 
ch• . r chj pj 

J - 1 

s 

C 
- h-1 

cmk pk m 

n n s 

R 
1 tL Cmh (kr;.1 ~k) - - 2 / C 1 

cmk 
0 m::1h=1 

s 

(L 
. 

chj p . ) 
j s: 1 

s s n n 

2 /~/ k~1 j~1 

• ( L ( L Cmh ch .)chk) R -- pk pj 
0 h • 1 m • 1 J 

n 

L Cmh c hj ... 0 si h I j 

m = 1 

- 1 cl si h .. j 

s s 

R = - 2f ~ 1 k"i;-1 j ~1 0 cjk C Pk pj 
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donc ,. r• 

1 
v 

:{ = 2 L .L c.;k Pk ;ij 0 
k == 1 J = 1 

.; 

s s 
• \ .L R2 
: 

qk q. = 
2 L akj 

k = 1 J = 1 J 

R· ppelons les ~quations ordinaires du mouvement d ' un sys 

t~me dont l ' Ô . ·' rgie po1;entielle est V et l ' éner gie ciné -

tique est ,., 
.1. • 

d 
d:. 

( k = 1 , ... , s ) 

Remarquons l' a:r. ·, _og.ie de cette équ a t ion avec (1 - 2 - 13 ), 

On en dddui t un théortme fondamental , cel u i de Thomson [1] 

ThJorème de T'aomson . 

Si un système n ' est pas lié de façon gyroscopique et 

se meut par inertie , il peut êtr e inter prété com~e 

ur- système oumis à l ' action de forces conservat.i:. ves 

dont l ' énergie potentiell e est égale à l ' énergie c i n é 

tique des mouvemen~ cachés . 

L ' énerrrie cinétique de c e système est l ' énergie ciné 

tique des mouvements expl.cites . 

~n vertu de ce théorème , tou te l ' é n e r gie p o tentielle peut 

Gtre considérée , dans ce cas , c omme l ' énergie cinétique de 

certains mou vements cachés non observables . 

Cet te ::. dae appartient à Hertz [5] 
Les ré u l ta ts de ce parag::-aphe s ont impo::- tan ts . 

Voici u n exemple s imp_e les illustr ant . 



3 . •~xernp . e . 

X 

20 . 

z Sup!)OSons q_ue lf: poj ot m?.t.;r· cl 

c:,t bien d,i"!:8 r1 n::.. r 5 par Jo s ,;-:ior

dC'r.nJes "' Ph-.: r ique::i e , y , 'f 

sont d~terhlinJes ~~r le8 fo r mu-

y las 

X = f CO~:; ~ C: 0 3 '+" 

y = ~ cc~. 'f s ir: y 

z = ~ ~; iTI '{' 

c:i r ; tique: ::; ' 0cr::.. t r !. J 

(1-2 - 14 ) 

~'.le . J. .. n:::; ce c,;.'· , é:. l e peut être ;li rnir.~e ies équations de 

rnc~vµ~ er..t par la fonction la Routh. 

Cr peu t d::.. r e ~ l ' ~v~nc& q~0 les 6quatio~s iu mouvement peur 

le..; coorJ.om!~C~ e et 'f r.e; fer r.. t p :.:. .:; apr, .i.r a. î tr0 de fo rces 

~n affc~ , l ' expre.:; s icn du l ' [nergie cin6tiçue ne cqntier..t . 
rite-ses e e t 'f. 

r -,,.. . ...... . ... ,. 

:::; est ur..e cor..s t r .:1 te . 



ô 'T' 2 -- - · :n e C 
ô 4-' 

.i I c.ù ½-' = 

,..,* !Il 
. 

- .. ( e ' ) 
'-

r. ' e:..; t - ù - d..iru 

rn ~ 
= R2 - R 

GÙ ]2 = m -,, 
,:. 

~ 
1 - ') 0 '-

-:;n Vl:I' :u JE' 

2 
...., 'f 't' = C 

,... ., 
2 2 

m e cos lf 

2 2 r; 

+ f: ~ "· ) -! 
2 

0 

• ? 2 2) ( e - + ~ 

r,2 

2 2 
:TI e c os '{ 

1 - 2 - t ) où 

c2 
") 

:r. e -

R1 = C 

-·-- 21 • . 

r, 
( 

co::; ~ 

:: ' u s pouvons ,Sc r:.rc 

~ 
cos 'f 

7,Ps ..;qu;.i ticn (1 - 2 - 1 1) nous d.onn ent les Jq_'.1ations du 

mouvement pour le · coordonna es e et 'f 

? c2 
Q e m (: - me 'f 

me j 2 = 
cos 'f 

2 .. • . - ~2 :;:i_n \.(> m e ="< - 2:n e e. 'f + 2 
(' 08 

3 'f 
= Q 'f 

m e 
<'Ù Qe e t Q 'f s on t l es forces génara.lis ,~es co r r espondant 

r E: spt.ctivemont ·· ux coordonnJef, n o n cy-:-liquas ~ et 'f. 

Si le ;:-r,in t sr · :ne u t d·- n;, un plan, l os coo r don!'lécs• sphériques 

de vi .nne~t de::; c ocrdonnées polaires . 



On a '-Y = 0 

T = Ill 

2 

si la force généralisée correspondant à la coor donné e If 

est nulle (c'est le cas des _ force s central es (4] ) 

22. 

,J.lors 'f sera une c oordonné e cyclique et on aura l ' in t é grale 

suivante 

~ T 2 • -.- m.o 1.0= C 
)l(- ' \ 

C = cons t a n te. 

C'est 1 1 intégral e des aires ( 41 

On a successive ment 

C 
\f .. 

lit>'• e 2 
. 2 

1 c2 T* m e = 2 
+--

2 2 
• 2 me 

R2 
m e = 2 

1 
. 2 

:a C = 2 2 0 me 
R = R2 + R 

0 

R1 = 0 

. 2 1 c2 
d'où R 

m e 2 2 = 2 ni e 

L'équation du mouvement pour la coordonnée e est donné e pa~ 

c2 -----
Ill €3 

.. 
me -

ou .. 
ra e = Q~ 

(1 - 2 - 15) 



Irtterpré ta tion 

(1 - 2 -15) représente l'équation du mouvement d'un pgint 

sur une droite (suivant le rayon vecteur (:1 ) 

'b Ro C2 
La force B = = .....;. __ est di rigée le long du rayon 

6e m e 3 

vecteur et tend à éloigner le point M du pbint O appelé 

p5le. 

E est donc une force centrifuge habituelle 

Qe est une fGrce généralisée. 

~R 
B 

0 
= 

• 2 
IR e ~ 



~. 1 - 3 Pr~sence des forc·es gyrcsccpiques 
dans l e~ systèmes rhJon8mes. 

Considérons :.i r système de n pointG matériels dont le wou,·em3r.t 

es t soumis à des liaisons '.J.o lonômes. 

Les équa tiens de liaison s' éc:ri vent 

f (x. , y , z i , r l 
t) = 0 (r = 1, 

( _;_ = 1 ' 

... ' 

... ' 
h) 

n) 

Si la position du système est bien déterminée par 3n coordon-

C'n peut dune exprimer xi , yi, zi ( i. = 1, ... , n) r.e la façon 

s ui vante 

X. -- X. ( q1 ' . .. ' qs, t) 
l .L 

Yi = y ( q1 ' ... ' qs, t ) (i 
.J 

z. = z . ( q1 ' ... ' qs' t) 
l l 

Cl, en dédu i t : 

8 

L Y. ' = 
l 

k = 1 . s 
L Yi )-:: = 1 

s 
z. = L k = 1 

L'énergie 

T 

_, • é cr:i t 

) X. ~ X . 
l l 

~ qk + 
qk ~ t 

~ y . 
l ô Yi 

() q,r , , qk + 
'b t 

'/) Z. . ~ z. l 
qk + l 

'b qk .J.. 'b 1., 

c iné tiq_ue du système 
n 

1 ~ !'1 . 

2 i 01 l 

1· 2 ·2 •2 
\Xl. + y, + z. ) 

l l 

= 1 ' ... ' n) 



.1 
s s 

où T = 
k~1 j~1 

~j qk q_ 
2 2 J 

s 

2= 
. 

T1 = ak ~ k os 1 

n 
( ( 

) :X . 2 ) y . 2 ~ zi 2) 
T 

=.r1 
m. '<> ~/) + ( ~) + ( """i"t) 0 1 

1 = 
n ~ X . ~ X. ~ y. ~ Yi ) zi ~ z. 

-icf\ ~1 

l 1 1 l ) m. (---.-+-- .,.--+--
1. ~ qk ~ qj ~ qk () qj ) qk b qj 

~y. )Z . )Z . 
l l 1 ) --+----

) t ~ q_k ~ t 

Conséquence 

Dans un système scléronôae - T =- O 
0 

dans ce cas T = T2 

par conséquent T2 est définie positive. 

Les équations du mouvement d'un système rhécn8me s'écrivent: 

~ T ) T2 ~ T 
s 

)1 ak d 2 0 ---
j~1 ) cik ~ +-- + gjk q. -~ dt ) qk ~ qk J 

(k = 1 ' ... ' s) 

~ ~ a 
k cù Cjk = 

~ qk ~ q . 

(1-3-1) 

t_ . 
où a- qj sont des forc 0s gyroscopiques. 

j = 1 ojk 

Conclusion 

Dans 1 (3 cas e;é nfÏ ral, nous voyons que les équa tiCins différen

tiel les du mouvement d 'un système rhéonême coi.tiennent de :.; 

forces gyroscopiq_uEs linéaires. 



) Tc-
Les forces Bk = (k = 1, ... , s ) sont aussi appelées 

~ q_ 
' ' f orces centrifuges g~néra l i sées". 

Les 8quations (1 - 3 - 1) s e distinguent des équations 

(1 - 2 -11) par les termes 

(k = 1 , ••• , s) . 



1T..xempl e .fou•,ement -relatif d'un point. 

Fous allonB montrer que c• . .ff tains termos ::i,prara iss a 1. it rl ans les 

â quations du mouvement r e l a ti f d'un point peuvent a-;;r e i nte r

p r â t é s comme de s forces gyr os copiques eu des forces c e r_ tri 1 u-

5es g6n 6rali s ées . z 

M 
y 

y 

27. 

Soient O, X, Y, Z un repè re absolu d 'origine O, f ixe dans l'es

pace et 0 1 x , y, z un ~utre repère, de même nrig.:.ne O, tournant 

par r a pport --,.u pre mier à l a vites se cons tan t e 
_.,. 
r est le vecteur position de l'obj e t M e t rn s a masse. _., _.,. _, 
i, j, k représent3nt des vecteurs unitaires suivant les ax es 

,x, Y, z respec ti vemen t. 

-'> 
Sei t V la vitesse rel;:iti ve le K. 

r _,. _,. _, 
V = V + V 

r e 
_,, _,, 

-) 

où V = w X r 
e _,. _.,. 

z) r = r (x, Y, 

1 -'>-"> 
'I = 2 

m v.v 

1 (i2 
_,, _., 

-'>2) = 2 
m + 2 V V + Ve r r e 
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1 ( .•2 •2 ~2) + m~(w z - w y);+ 
• - œ X + y + (w x - w z) y + 2 ~ z Z X 

(w Y - wyx);)+ 1 
( ( wyz -

2 (w X - w z ) 2 
+ (w y -_ wyx)2) 2m w y)+ 

X z z X X 

T peut donc être mis sous l a forme T = T2 + T1 + T 
0 

où 1 
2 m 

Nous tirons des équations ( 1 - 3 - 1 ) 

~ T • • •• 0 
Ill X = X+ ~ + 2 m w y - 2 m w z 

z y 

•• } T • 0 • 
r:1 ~,r ;a y + ~y - 2 m w X + 2 Ill w z 

z X 

•• ~~ • • 
m z = z + + 2 m w X - 2 m wxy 

~ z y 

où . x, Y, z sont les forces généralü.,ées. 

On a : 

rx • • = 2 2 m w y Ill w z 
z y 

• • 
r y = - 2 m w X + 2 m w z z X 

• • 
rz = ,, m w X - 2 m w y '- y X 

Ces forces dépendent linéa:iremen t des vites ses et la ma tri ce des 

coefficients de ces dernières est antisymétrique. 

On se trouve donc en présence de forces gyroscopiques. 
_..,. 

Montrons à prés ent que la f orce ;'\ dont l es composantes sont 

~ T 
0 

d X 

à T 
0 

~y 

}J T 
0 es t une fo r ce centrifuge. 



~ To 
(w - w w - m w X 

ix z z X z 

w w X - w w 
X X X X 

~ T 2 (w.1> w > 0 ( w: -- ,. m X -
)x X 

de m~me 

... m ~z - (w.r) w ) y 

z -

x) 

= 
2 _,. _,) ) 

m (w z - (w.r w z 

_., 
B = 

~ T 
0 

~y 

_., 2 _, ( _..,. _,) _.,) 
B = m (w r - \w.r w 

-to 
posons w = 

_.,. 
w 
w 

w w 
X y 

d T 
0 

y+ 

-'> 
k 

w w X+ 
y y 

on a 
_ .. 
B = 

2 _.. ( ... 0 ,_ ... -'>Q) 
mw (r - w .r) w 

0 

N 

(➔ O ➔) ➔O - 0-N w .r w -

-> (-,o -") -,o r - w .r w = 

B = 
IB 1 = 

2 -
mw NM 
. 2 

mw e 

-o _... -""0 _, 
w .r = \\ w 1\ • \\ r II cos cil. 

= r. C03 ot 

= CN 
B 

NM 

B est donc bien une force centrifuge l 4 J 

29~ 



~ 1 - 4 Présence de forces gyroscopiques 
dans les équél tians différen tielhis 
du mouvement perturbé. 

Soient 

scléronôme. 

Son Jnergie cinétique 
s s 

les coo rdonnées généralisées d'un système 

s'écrit l3) 

..1. I: L • • 
T = 

2 akj qk q. 
J j - 1 k 

oa les coe f ficients 

tenps. 

= 1 

~j ne dépendent pas explicitement du 

Ecrivons les équations de Lagrange 

d 
dt (k = 1 , ..• , s ) (1-4, -1) 

Supposons que l'on veuill e étudier la stabilité du mouvement 

30. 

par rapport aux coordonnées q. ( i = 1, ... , s) 
J. 

et aux vites-
• s es q. ( i = 1, ... , s) 

l 

Soi t q j = q j ( t) (j : 1 , 

des équations (1 - 4 - 1). 
... ' s) une solution particulière 

Pour obtenir les ·équations aux variations nous perturbons la 

solution qj (t) 

une solution de 

en qj = qj (t) + xj de sorte que 

(1-4-1). 

x . est appelé "perturba. ti on" . 
J 

Nous obtenons 

d 
dt 

q. reste 
J 

(1- 4-2) 
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où 

r (cf+ 
_, .!., i' ) 1 

~ L x,q + - 2 
J 

• • • • 
• (q. + xk) (q . + X .) 

;C J J 

Q ( t, 
_., 

x\ ~· + ~) q + = Q ( t' q1 

(_., ~) 
En développant akj q + x, 

( q 1 ) . 
~j + x1, ... ' qs + X s 

. . 
+ x1, ... ' qs + X s' q1 + x1, ... ' 

en série par rapport à 
_., ~ . 
x et x et en reportant ces valeurs dans 

l'équation (1 - 4 - 2) nous obtenons : 

(1 - 4 - 3) 

+ L (~j ;;j + bkj xj + gkj ~j + ckj xj) = ~ ( t, ëï-; ~) + ~: 
J . 

où 11<: :représente les termes en x., et ~ de puissance supérieure à 

un. 

L 
a( 

~ ~al. (q) 

~~ 

~ é\:ti (q) 

) qj 

• 
q -ce 

•• 

-;, \ ( t, q.,, t) 

~ qj 

Etablissons les équa tions du mouvement dans les coordonnées qk 

d 
it 

~ T ~q, ft) 
'ô qk 

o ~ (l: = 1, ... , s) sont l es forces généralisées. 

• q + s x ) 
13 
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Etant donnée la forme particulière de T, les éq_ua tions du mouve

ment dans les coordonnées 

d 
d. t 

Ô ( " -q·)\ 'T . q, _L 

prennent la forme 

~ T (g~ <f) 
~ qk 

:Sn vertu des équations ( 1 - 4 -
s 

L(é\:j X. + bkj x. + ~j J J 
j -1 

3) on peut écrire 

X. + ckj xj) = Xie J 

(k = 1 ' ... ' s) 

(1 - 4 - 4) 

ce sont les équations aux va.r i a tions ou équa. tions du mouvement 

perturbé. 

Dans (1 - 4 - 4) ccnsidérons plus particulièrement le terme 

L gk. ~. 
"j J J 

~1 peut être interprété comme une force dépendant linéairement 

les ·Ji tesses et dont les coefficients forment une matrice anti

symétrique. 

Il s'agit donc, par définition, d'une force gyroscQpique. 



Conclusion 

Le s forces gyroscopiques apparaissent dans les équations aux va

riations. 

Dans l'exemple suivant les éq_ua tians du mouvement re ~on tiennent 

pas de forces gyroscopiques. Pourtant les équations aux varia

tions les font appara:tre. 

________ ....:..:...... _ ___________ j_ _ _ _ -- -

33. 
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:-.xe1. ,-1 3 J e ·i0r.dul e cc:- 'lUL . 

0 

y 

z 

'-'t' I 

" / '-.. I 
-~/ 
1 1 

1 
1 
1 
1 

.1 M 
mg 

X 

Co11!::i•l ,'i r 0:n:.; tc1, t i ' a::iord pca-

Jul c f'J':1..: riquP . 

L' obj e t ~ , ~ttar~~ a u 1out i ' un 

fi l de l< ·!'1eueur 1, :ios;..È: d. 8 UY" "' 

:iasse m. 

Cn :,ucces ..:i v c1:10r-: 

r == 

V 

X = l cc ..; ( ~ - e ) c e, ., ~ = 
t:'. 

·:'in 9 ,':(,3 4' 

y = 1 CC, 

z = 1 :-:;i n 

(-~ - g ) sir \fi = l r; in 9 ::;in l.f/ 
é. 

(-1f - e > 
i:: 

• . 
:{ '-- 2. e cos e ro:::; 1.v - 1 ~ s il. e .:in ",,/ 

. 
l g coc 0 y = ~in 1..y + !. 4-' :j in e con y 

. 
z == - J e s j n e 

2 
\ è 2 

' ) z e ) :nl . '--
ü n 

2 
+ 4-' 

- rn e i CO~' e 

":.: l: :-1ow., sE, r-1ar1 t ci8:~ '.;q_u:... tj r·11s dr) LJ.eranf;a , nou::: pol.:.vc,r •• :;; ::c rire l .:s 

j q~ationc du mouvement 

2 •• 2 • ') 
ntl 0 - iril 4-' - 3 in e c oc e + rn g 1 c os 0 = 0 

2 .. 2 2 • • 
.nl 4-' sin e + 2 ml '--V C i n e (: 0 .3 e e = 0 
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pr;: l avoi r (l~ vis :) 
2 ob tcr.c:r.~; ::'i'iT rrl nou~ 

e y 2 
~:.ri e G $ j ;1 e 0 r; ' + == 

" 

\.y "i n 
2 0 2 4' 0 e (; û :: e + :..; = C 

( 1 - 4 - 5) 

~- le point a. ur.. i quemen t n r.io u verae n t ians ·.;n pl é.n hc. riz . .:m ,i.l, 

on a un ~eni~l e cc~ique . 

. .. 
e = c;J_ cons t an~e e = (': e = 0 

W' 
.. 

0 

et l e. 0 econde l ' • · (1 ·- .., 'es tHlU' L c., ') r,. , - - ~) C: Hier t une idem t.:. tû . 

La premiè r e ..,e transforme en 

2 
i:;i n il sin 0 w o( C <, .J o(. + ' 

o( 
.l. 

CU 1 w~ c;c ' o( = tl 

~ior. e t che r .nor.s l es ~quatio~s du mouvement pe rturo~ p~r r a~~ort . 
''UX coo:::.ionnc', 3$ '-+! , e , ¼,/ et e 

Peur cel a r os ons y = Y c + Wt + X 

8 = o( + y 

' C'U:"' :. v :, ,:; -~l '.', r _; ½/ = "if + X g = ., 

e = Y 

~ ) prennen t ) 1 form e 
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•• . ., • ' é: in - ( a( + y ) ~ ' x w) uin ( 0( ( o(. + y ) 0 
j( + j + + YJ c e s = 

.. . . 
( o( ..;. 

i· :· ) 
';;' - ( w + : ) '- :_; in y ) C O , ( o{ + + ~. :. r .. ( cl + = 0 

1 

( 1 1- - ,.. ) 
•r 

's in 
I y) :::.in o<. \ o(. + = + cos °" y + 

cc o ( °" + y ) = r ;o.;; o( - , in o<. :V + 

. 2 ( 
f· ln o(. + y ) :., i ~1 

2 
o<. + s in 2 c/.... y + ... 

::~1 no p r e n .3.n t clans ce s é qL.. ... ~i_ on:::. q_ue l t s t e r Je s -lu r 0rni•~r o :-ird 

e t e n T"Jpo rt:.i.nt cc~; v :-:.l cur:::. • .. m; ( 1 - ,'t - ,S ) n our_; obtcn om l es 

8quut· ons aux variations 

2 •• ( 1 -'f-
::; i n o( X + H s i n 2 o( y = X 7 ) 

2 2 • 
y + " 

sin o( :.r - w ::.; i n 2 o(. X y 

o~ X, ~ re pr i~en t en t l e c te r me s ~e pu issance su~ ~ri eure h un par 
• • 

r ap1 o r t à x , x , y et 

1.)a r.s c e s 0qu a. t i o n::.; , l •.:: :; t e r me :.; gyr sc o piquer- rn n t 

• 
w :1 i n 2 « y 

- w s :..n ~ o( ~ 

c a r :.:. l s d.0pG:'lden t J.i r.L li r c .. e nt c ~ vi te 0-i; es Et l a ma t ri 0.c de l c i:.:·s 

C'û 8 f f i.ci c r. ü; es t an ti symC: trj ,iu e . 

Ccncl u ::.; i 0 r. 

3i e n qu J l es equati ons du ~o uvement (1 - 4 - 5) ~e contien~Gn t pas 

d.e f or ces ey r oscQJü ques , l e s équa tons aux v a r ia tion s ( 1 - ,1 - 7) 

9 :::; fo n t a pparaître . 

-1 
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r en t< 8Sul t a t s ob ;;e .. uG er. s c,'..tme tt 3.n t le s ys tè, e à chaque 

ty;;s s0p r 0ment c,u t. pl ,.::;ieurs ic ces types s i mul tar_j;nen t. 

)Tou s é tu . .:.·ercns d ' t -.)ord l a s t abi li -'c} e t l e mouveme n -':; i ' un 

s~ ·._, -+;--.,:ne s oumi s à l ' action de fo :::-ces gyrc :;ccpiques . 

Zr. s uite, ~o us analyse r o1s _ 9 influ~nce de fo r ces di ssi ] ~tives . 

Znfin , nous ~tuii erono ~ ' in1~uen~u ~es forceu g•rosccpiqucs 

e t di ssi pa tive~ s ur un yl tè me potenti el. 

·ous .Ln s :i ; tonc c lvantaee nur l 0s sys tèmes linf:::.1.ri ::;és . 

Cnr i ~i n en d~ onn tration~ ::.;ont val abl es pour l es syct~mes 

c:or1plt:; t:;, no tumrne r. t cell es du pa r'.:l.e;raphe 2 - 3 - 4 , 

D·mG le f.; a.u tr~s ca~; , nous iniiquc rons sou s quell E: G condi t~ on,, 

l as r ,3s ultats ~ ' a;:,.:,liquen t au s ys·cème corn:üf; t . 

Av .nt d ' ;;!.bo rde!' l ' .j tud.c des diffé r c~n t ;; cas , établ is sons les 

ûr1uati on'J du moi.;. •cm Jnt uti l is-ae~..; ·.:..r.ns l:.i cuite . ::=:ll8s c,or.t 

d -'c 

B 

(k = 1, ,. ) ... ' • 

gyrcscopique ..; . 

Qk es t une force géné r :üis 6e potenti elle 

H e J t un par amètre . 

(2 - o ) 



1 - ~) jk:,tifions d ' abord CP fqua:ior.s à ~ar tir du ~h~pitrb I. 

:!:.,a no tior.. d.e la fonc io r.. de Rou th nc,w, a ·::c urr.. .i. es .:qua-

·L. cn ::.; 

T) j ·\~ J ;{ 

,1 ~ .. r ) .fk ( J . '- ) 
() ( r~ . ; ) - ,.. 

+ = 1 ' 
J. t c;_k J c_k '",: J qk 

. .. ' 

cù l oc qk ::;or.t 1 -::.1 ~- CJO!' ,iOrŒJ es r.c n cyt lique ::, 

J ..._, J ..., 

l k ( ~ t 

.• 1 ' 1 

J 
. J q ) 
e,_k k 

Pour certai n s sys tèmen , le t ur;ne ?.
0 

est c ons t ::;_ r: t; c ' e • t 

n t ar1mont l e ca::; riu g'Jroscope d.r,n::; la s uspnrsion de G::trdan . 

Dès l ors, le t e r 1.1e 1 ,.. se trouve e xplicitem8r..t ia~o l' ex-
C. 

pr <:s::: i o r. :le l' ': r:e rgic cin0 tiq·c1c T; nouE l e 110 teror.s .... 
r • 
C. 

C:;~ con~;iri;r;i ti or..;; s o::t ::. llu:.tréLs 'l é. Il'.J l ' ~tui a du 6,yr csco

pe ~u chapi tr0 5. Ce t exemFl e pe ~me ttra d ' cxpl. ri e r dav1n-

r; ' • t r0è.ui t " H tu rell e!:!Bn t " • 

=1 correspor.d s ouvent à une 0randcur p:1ys iq_ue 

d 'un cha:np r.1agné tj ciue , r:oment cin 0 i que ••• 

tcn2 ior. 

Si une cc, ordonné e est c;yclique, E.11 e dorme na:.. .; sance à une 

~ntôgràl e p r eraiè:re ; le par 2.::iè tre ~ prcrient alo r s de l.1 

cons an te :i ' inté ;rati..on . 

2. ~~ous pc-:1vc )1,, G8penclan : i nt·~oduire l es 6q_uat"_ons ( é. - 0) d.' ur.e 

autr e nan i è re . T,, se r a it ::.lors l ' a ne rgie c in8tique tot, .. le d
1

.1 
C. 

:::; ys t èrae ; les forcP.s gyroscopiqu es \ k ne provier.~::.:-ai cm t pl us du 

terme ::t
1 

mo,is c orres pondr a i en t à d.es for c3s ext5:-:.. eur e:::i S '.. :9rü-:;-

n entaire3 appliqu6es au sys tème , 

:, t t e n tion 
m ,..1s ~;upr,osons que l os r.ys t è;nc s cons id-: r és son t sc l é r or;Ôr: 3S . 

D;,i,ns c e c as , 1 1 L-ne r gie ciné t ::.. que peut s ' expriner à l ' ai ..te 
d ' une forme quadra tique e~ l es vites ses . 



§ 2 - 1 Condit · on rc,5r, ~ssa.ire e, 3uff~s::1.nte 
:if: si;a.l,~--__'.ti- ~: ' ur_ !':yatr;mû ;,,ou, je à 
l' ._•:: tio n il'.:. fo r e Js gyrc•sco!)iqus:.; . 

~ Je r.:nuven,on t d ' ·.m -tel 
r, 'r J J cl '') ., 

( ._ ) L 

dt J 
- J q lr q,,. H L C q . (~ = 1 , ... , s ) 

jk j ,._ ,_ 
• = 1 

(2 - 1 - 1) 

où T2 est une forme qüadr3. tiq_ue du t:rpe 

... 

>- >- • 
m = 7(-i ql-'.: q_ '-2 2 

k 
= 1 = 1 ,J J 

' 

Le p r obl~me ea tl i n éaricj s i nous supposonn que l es coeffi -

cien ts ne d0pe nd e~ t pas do 

Da ns ce cas or, ,l : 

s 
• 
q.) = 0 (k 1, ... , s) 

v 

ou en :livicant par n e t en nota nt ;u. = - 1 
H 

: ; ) 

ou c ous ïormc matric:iel l e 

. 
s q = 

où A = (7.: j ) es t un•3 ma tri ce s yné t:..·ique 

r, _ = 

Dam; c e cas , 

(2• - 1 - 2) 

( 2 - 1 - 3) 

( 2 - 1 - 4) 
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qk = C, k = 1 , ... , :::; ) 8c- t u m 

T'Osi -tio"l cl ' uquj 1 · 1re 13-u cyr, tè m3 ( appe n d ice, ) - 1) . 

JJ::; l ors, l ' iiquaticn ; ,ict ri e lJ.e (2 - 1 - ) c1, :'.nci d E: E:n for -

me é'V]C l ' u4.ua.tjon ::lu 10ouv~me11 t s,eyturb0 a u vuir;in :igt.: 'lfJ l'or~-

s ine (ap~9~~ice 2 - 1) . 

~~e u :: sup:, ::i ::;onc• qur, :'..eô pertur ba ti onr; initi a l ûs , en t :ac o , sor; t 

donniles J'<:l.r 

• • 
q(o) = q ' o) 

':'..::i pcs i tion J. ' équilibre du système l iné aire sc l É "'or.ême 

s ur l r- flURl - .::·: -;-,C" n t seulemen t de s forces 6:rro ;;c opiqu s 

est toujours ~ t abl e par rappo r t ~ux vitesses . 

~·eu:., cssa.y ons de trouver une f onction de Liapcunov V 

( d.ppen:l i co OC:) 

a 
. . 

- -+ q . q = 

( 2 - 1 - 4 ) par 

0 
.. 

mai. s G es t ;1,n t ii ym0 t ri que , a' où Q q.q = 0 • 

.Sn di vi:':ian t par ;u, .il r e ste 

.. . 
A q • q~ = o. 

:ntégrons la partie gauche rle cette Jquation par r appor't A.U 

t enps et ncton:..; rar V le rj s ul t a. t . 

On o. : 

V 
1 
2 

. 
q = 1 

2 

s s 
• • 



V est hien une fonction de Liapounov car 

b ) 
• 
V = cf= C ê-[it r:emi - d0finie nég,1ti ve et le 

théorème e:.:; t djrnon tré • 

Ce t h3orèmci -re::,i;e valable pou: ] rJ sy:, t(rne ncn lir1é·triz ,: . 

f;i l es a,
1 

. ::-ont ::cnr;t:.:.nts Jll~i, l es f orGeP gy!'oscopj_q_ues 
KJ 

non lin6 airee , la dé~cns traticn uti l isP. le même p r océi0 

que la pré cé dente . r .~i cependant le t e rr1e G~ est rem

:pl ac; par r ' mais on sait que F. iî = C. 

pou!' lm 7-:: j rl-âpend ·rn t de q 
1

, 

d.é,ncntr0 p:.1r ~.r . Roumian tse v 

4 . :r .. ~orèrne 2 - 1 - 2. 

Pour c~ue la pos i tian d'équilibre du sys tèmo linÉ:ai -

re sc1 Jron5m0 sou~is uniquement à l' actio ~ de : orces 

cyr occ opi.q_u.3 2 s'Jj i :::; ·;;able pa r rapport aux coordonnées , 

il f:.i.u t et i l c u ff i t o_uc 1 G I I O. 

Condit~c,n suffi sa".1+,e : 

1n togror:r; ( 2 - 1 - -'1 ) une fois pc.. r r apport :w temps : 

(2 - 1 - 5) 
--j 

où ,:; 0.s t un 'lecteur constan t d ' intégration dé tcroiné pa::.· 

J es con1.i tior.s :i.ni tial us 

Ll.1. 

______ _______ _ ______ _ j_ _ _ _ - - -- - - -- -- - - - - - - - -



nous introduisor.s ur. _;c t eur iute::-:n8diai r e en vue d. ' r,1.n

nul ::r le mLn.bre de h·oite de ( 2 - 1 - 5) : 

----1 __. -q = X + t, 

,ù -;;: est un v ec te ·.1r c on, t ant dj+;{; rminô p l us bR.s . 

-+ q d.2.ns ( 2 - 1 - 5) 

/U Gx' +G 7=c7 

42 . 

mais G est u :c matrice ~â8'1.lli~re; no~n pouvo r.s cho:ci r 

-) -1 -+ 
a = G c, 

i l re::; te a lo r::; 

(2 - 1 - 6) 

r ou~~ re m,, rquons 11ue l cJ:1 é quation., ( 2 - 1 - 4 ) o t 

(2 - - 6 ) cornci ~ent en ior:e . 

Pa r J.e thÉ:orèmo (2 - 1 - 1) nous d0dui:.; c n~ l a s t abili tr5 

riu mouvc.,ment par l ' i:1.Jlport l :x . 

Al o r s , l e mouvement es t stabl e par r a,rcrt à q . 
Pc,ur l e voi r, uti l i~o1s le3 d~finitio~r reprisen dans 

i 0 ap_peniice 00 _[7 J -
a ) -Je mouvement ei-, t ,; tabl e pir r ap)o rt à x ( ;> 

é. ) C) ( \i \ E T ) (_:j 1_ ( [ , t e )) C) 1 

Il ~ Il (~ )( V t ~ t o : t E J ( i o ' ~o )) 

li~ 't, \, :Ç> il <E. 
ou - --. 

V l 1 = t + 11 ~11 , V t,, ,1, 1 = .i + ll~ll / 
((fx'

0
1\ + l. ~11 )(1 .

1
.H llx + â"II {. lllll + 1171 (l1 J 



r.ou s d~dui:ion, ul or'.1 

( V E.. 1 : (_ > ,.. ) ( V t C E -= ) (j i 1 / f_ ' t O ) > C ) 1 

( V cÇ : ll~ l <'7 -:H V t ~ to : t E. J ( te, ()): 

Il ;i t t , \ , ,~ )li< r1 • -C' es t l a ddfi!üüon de ::;tab.litb ;:1r r 1.:n:)0rt a. q_ . 

- - -- - - - -- - - -
;rom, dd::J< ntrons 1 3. contr· :;iof;eo G • c => Lon ·S t a"bi li té . 

1:;01,;.s utiJ i s ons à c e t e ·~s la t h.Seri des div· •.;eurs él.'.::riE:n-

tai re s . [e] 

43 . 

n. ) le ,l é: t 0 :-~ü r.an t cara.::: é ri s tiqu :1..; i;:ocié : .. ux éq_ua tionr: riu 

mouve ;aen t A q: + ::: G ~ = ê e:;s t : ( ap9ondice 2 - 1) 

2 
6 ( ru ) "" j A ~ + :a G . . [ -= o 

ou 

_D.(m) = 

2 
a 

1 
m + Hg'-" 

1 
m •••••• 

s ., 

no..ia :-e p r é:::; en ~c,rr• h. :n) par 

= + a ) = 0 s 

m:üs a = 0 car a 
s s 

noua dédui s ons que 

A ( , s s u. m) = m ( a m 1 

0 ..... . 

:fg J' ••• 
Si 

0 

+ ... + a ra) 
s -1 

r ac i.r..o f::; r.1 r.u l les . 

2 a • m 
s ~ -

0 

vu que Jal - O 
' 

+ 1 



"tl) Construisons à. :::, r é.::;cnt l e3 divis eu.r s é1 ,.; ,,1~ nt:::.ire_., ,je la 

n.a tc1 ce 

., 2 "T G 
l-l A .r:1. + .t1 m. 

44·. 

1;o ton '; ..... J e pL.1.~ --~ --.rd di Yi~..; ,,ur cor:unun de~ ulinCJur::i l ' or-...)., 

E. 

c~ r ~ k ÙC ~1 . 

D' aprè s l a f or ne de 1.1 , nous voyor.s que 

J = m 
1 

D2 est di vü:i bl e 
2 

pa r m 

.D3 E:3 t à.ivisi bl-.: r,u.r m3 

. . . . . 
D es t di vi s i 1le s par œ s 

Consid.;Tons l es polynfünes E
1 

défiris par 
K 

D, 
K - 1 

(k "" 1 , •.. , u ; :::l = 1 ) 
0 

(2 - 1 - P: ) 

Pa r ( 2 - 1 - 6 ), t ou r. 1er; S. (m) son t divis ibles p:;l.r m, 
J:: 

don0 l es Cquations 

null e . 

B (m) = 0 ont au moins une r a cine 
K 

c ) D' autre part, ,6( m) :J 1~u t s ' Gcrire : 

6( m) .. • .. ·:..; ( rn ) 
s 

o~ L est une con~ t an te ~en null e (cfr appendice 2-1) 

d) Du point &. ) ncus iéduis ons qu ' c..u mcim ur. de s polynômes 

ir:vari anb E. 1. une r a cine null e d.•, multi 1Jlicité r;upé -
i 

ri cure à 1. 

[;u théorème ~ del ' · p~endice O - ~, décou~e l ' i nctabi

l ité du mo uvemen t par rapport aux coordonnées . 



5. Cor-a ll o.ire . 

s oit un ::, ys t) r,1e l inéaire :, c:'..é r onê r e s u:.:- l equel a.gis 

s0n t seul e incp t ù.eu fo r ' :'l ~ :;-:rroc,;oJÜQ.U8:; . f, • h : nom

t re de coo rdo nnJ8S 6 Jnô r al isécs es t impair , la posi 

t ion d ' équilibre es t ins tabl e par r appo rt aux coor-

donnôes . 

4 5. 

Ce r ésulta t est imméclia t si l'on ce rappelle que G es t ;inti -

0 pour un ncmbre im~air de coor-

don..-.1ées . 

6 . Appliquo ns ces thforèmes à l ' étude d~ LL ctaoilité du i ~ou·✓e

ment d 'un é l ec tron dans un c hamp ma gnétique con1tan ~. 

Dans l ' appendice 2 - 1, nous établissons l es équati ons 

du mo uvemen t de l' J lec tron 
.. 

m X = 
e 

C 
H y 

.. 
- - ~ u X 

C 
(2 - 1 - 9) m y 

.. 
m z = 0 

O"l. m es t la masse ,le l ' é ec tron 

c es t l a vitess~ le l a lumière 

H est la tensic,n du champ magné tique supposée 

cons t ar. te . 

Los membres de droite sont l eR compos~n t ec rt ' une force 

gyroscopique car 

a ) 

b) 

ils dJ pendent l i néairement des vitGs3es 

G 
0 

e H 
C 

0 

e 
H 

C 

0 

0 

0 

0 

0 

es t an tisyrn.'.i t r i que 



h 11 .,. ~~ • ler.1arr1.ons l'ir.trolur:ti on nature l le du para;,iet::::-e .::1 

~tudi0ns l a stabi l i t ~ de ce mcuve ment . 

3upp, i, üi lS qu ' '1.U t O'!lfs il'· ti ,il t = c, l a vit ,sse do l ' 6 -

lec tron soi t null e . La po,;d 'j on ~ni tLJJ.c f; )J t .:..lr,r~J ur,8 

pos ition d'6quilibre e t l e s Jquations (2 - 1 - 9) co:n

cider_t a vec celles clu mouvement pertur"!)é . 

a ) Po~r le mouvement dans l'espacelGI= 0 . 

46 . 

;)' après le th,:; crème 2 - 1 - 2, toute position d ' équi

libre est inst~ble ~~r r apport à une coor donnûe · u 

moin.:; . 

1J ) Considéro".l.s la pro jection du mouveracnt s ur le :plan 

(x , y ) , pcrpendiculaira à iI . 

C 
e 

rt) 

-
Yous no tons par a, la matrice C 

e 
E C --

,, 

JG
1

1 !l ' est pas nul; la prü jection du mouv::ment s ur 

le p l~n (x, y) sera ionc s table par r appo rt lx et y . 

c ) Er. fait , par calculs , en remarque que l'électron dé 

crit un mouvement r.é licordal d'axe ;iaral ::.èle à ? . 
On u ti ~ise c e ré s ult~t en physique expérimenta l e pour 

m 
trouver le rapport pour l ' é l ec tron ou pour d ' au-

e 
tres particules chargJes . 

7 . ~G:;c ription :iu mouvl'.l mcnt . 

.Nous su:;,posons que_ le m~uvem~n t ~on _p~rturbé_ est s tahl e_, __ c I e.s t- ---

à-dire que. loi / o. 
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Four l ' uq_u a. t ion 

...:.... - ~( /U s'. X + G ;(_ = 

X = 
...... \ t :, e f\ 

( 2 - 1 - 10) 

\ 
ou D est un vec t e·.1r i nconnu e t ~ une \ ,.:.1 eur inc onnue . 

E.n rerupl a ça.n t dans ( 2 - - 10), on a - __. \ 
( A ~ + G) D = 0 où () = /U A 

(2 - 1 - 11) 

nous lui ~ssocions le d5te rminant caractaristiq_ue : 

(2 - 1 - 12) 

. L-:.!:::: r::.cines tle_( 2 - 1 - 121 r.rnnt i ma_1· na j r es_yurac 

s oit C = ol-,. + (? i une racine de ( 2 - 1 - 12) 
-+ -- .... 

posons D = :,I + .1i 

(2 - 1 - 11) devient 

e r. H §parant les parties r éelles et i magin a ires, i l vient 

- ~ -=Ü °' A 
!-1 + G • - (> l,T .. (2 1 13) - - -- -4 - > -o( A j f + G }·~ _±_ (., Â toi ,. () --
~ 4 -4 .... 

mais G l'fi . ,1 = G T 't1'!' = 0 

~ i ---~ " A !T . M ! .. , . = 

...... i2 
...... -A H. et .. l T • 1! ~ont strictement po3i t if.::; . 

Som:nons les éq_ua tions (2 - 1 - 13) après multiplication _ 
__. -la première par M E; t de la secon e par :J : 

cl__ (A -- -.... 111. M + A N . 1r ) = 0 

d ' où o/... = 0 e t O = ~ i • 

de 



Cm _peut montrer plus : les r acines () sont cor:iplcx:es 

juguéos [9] , donc da type 

con-

+ n 
2 

mé:!.is noua ~v0ns o = ; u .A e t donc l es rac ines co rrespondan

t es : 

a vec 't . • -?f. 
n+J J 

(k = 1, ... , 2n, j = 1, .. . , - n) 

Cc•!'lcl us ion : 

l e mouvement du Hy:..; tè mu s oumi3 uni quement à l ' ac tio n de 

f orc es gyros co p:ques tel l es que ici/ 0 est composé de 

n 
s 
2 

oscill a tians harmonique s di t es de nutation. 

Chuqt, : o:..;ci ll a tion <•e 11·.J.sce ù uri.rJ d • a tance 

de la 1osi tion initial e . 

(,- 1--;> 
J J 
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§ 2 - 2 ~n:luence des fo r ces dis0i pa tlves 
s ur la st4~i li t6 d 'un s yst ème s ou
mis à des forc es gyroscopiques . 

1 . Da f inition g(mérale df! :, forces di ss i pu. ti ves . 

:rni t un sys t ème don t l :.i po r3i tion est dôternünée r;ar les 

ccordn nné es ,?énéra i sé e~ q n 
- 1 ' • • • ' ·.1.s 

Une force cii s sipa t · ve 7S (ëî, if) '3St une fo r ce de n t le -tra7ail sur tout d6placement r &el dq es t infJrieur ou 

égal à zéro 

ou en t e rme de pui s sance 
s 

~~ ~ 
~ . q = L_ 

• k - =-·-i -

l .'.l. de rnière ind trlûi t a montre que -D doi t nécessaiTement 

dépendre des vites s es . Sinon on pourrait, dan8 certa i ns 

cas , chois il' 
-, 

Cependant D 

.ies q_, s uffi sarnmen t gr a Y1ds pour que N ) 0 . 
1( 

peut ne pas dépendre des~ . 
L 

la f orce dissipative agi t contre les vites ses . 

si , quel que s oi t 4 
q' N es t strictement négative, la 

dj s sipation es t dite complèt0 ; Linon on la qual ifie d'in

compl è te 
(2 - 2 - 1) 

dans ce para(!ra.phe , nous u tiliuerons d'3s forces eé nér a

l is6es dissipatives lin6.'.l.ires en les vitesses : 

( 2 - 2 - 2) 

où les bkj sont des cons tan tes pos itives telles que 

bkj = bjk 
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Ces équations défini as en t bien des forces dissipatives 

car 'H = --'\D-!_.. ~ ~..!...t/0 .v . q = - ~ q . q ~ . 

I 

~~1_:lr _ _l ~ _.fo_rce u~s a Y_Lteur on introduit le potcnti0l ; de 

m:}me ici, nous intrcrluisons une forme quadratique F 

d 'où F 
1 
2 

s 

2-
k = 1 

-4 ~ 3 q . q 

Il " 
F s ' appel le f onction de di ssipation de Rayl eigh. 

dans l e caG linJaire, la dJfinition (2 - 2 - 2) équivau t 

à avoir une forme 

tesses car N = 

F dL' inie positive de tou t~ r. l es vi
.i.., .!.+ 

- B q .q = 2 F 

2. les équa tio ns du mo uvement du sys tèL1e considé:r-é s' obti en

nent à partir de (2 - 1 - 3) en ajoutant la fo r ce dissi 

pative 
s 

L. 
j = 1 

è.. . qJ. (k = 1 , .•• , s ) -kJ 

ou cou~; forme m::t. tri ci.el l e 

où A et "3 sont des ma tri ces symé triqt:.•Js 

Gest ~ne matri ce antisymf trique 

_ _ _ _ _ _ __ _ _ _ ____ _ __ -1.,_ - - - -

(2 - 2 - 3) 

(2-2- 4 ) 



pour J tv.dier l ii stabil ittl , nous consicl6rons rias vari a -

bl es ; o 1J tenues à po.r tir d E 

for -:na t ion 

q à l ' aide d ' une trans -, _____ 
q = /\ ~ 

o~/\ es t une matrice réguliè r e définie plu3 bas . 

L ' équation ( 2 - 2 - 4) de vient 

= 
1 

en mul t i. plian t par A I transpos0e del\) 

cl 

~es th&orèmes 1 et 2 de l ' appendice 2 - L r, e r me t tent de 

c hoü:ir /\ tell e que 

1 
/\ 4. /\ = -S E ma trice uni t u 

' • 

/ \ B /\ = !3 3 ma t ri ce diagonal e 
1 

0 0 

de pl us /\ G ;\ res t e an tisyma t ri que , nous no t ons encore 

ce tte matr ice p ~r C. 

Tl reste f i nal ement : 

( 2 - 2 - 5) 

l ' origin e dus coordonnâes ( zk = o , k = 1, ... , s ) est une 

posi t i on d' é qui l i bre du sys t ème . Jè8 lors , l ' &quation 

ve ctoriel l e ( 2 - 2 - 5) coïnc i de avec l' é qua t i on du mou

vement pertur bé au voisinage de l'origin e . 

___ 't-Tous :,-u ppo s,ons- que les perturbations ini tialess on t - = 

en t ::a o , Z: ( o ) = -z • 
0 ' 

1 (o) • ...:..... 
z 

0 



J . ".'hé o r o me 2 - 2 - 1 • 

L~ posi t ion d ' 0 Quil ~brG ~u sys tè me liné a i re scl é r onê me 

s ous l ' a cti oD des force~ &rro s c o~i Qucs e t di 3cipa tive s 

d.e d.i s '3 ipa. tion cc r. :,l È< t e es t toujours 

h) STA.Bl:.; p a r r apport rtux C00R1X)N1ŒES . 

,- t il it.; clc ce -:hjorèrr.e - - - ------ - -

52 . 

s i un s y u t ème linJai r o J cl ê rc nôme est nou~i u à l ' a ction 

uniQuemen t de fo r ces 6yros c opi que s e t s 'il e s t ins t • .;.bl e 

( IGI = o) , on peu t le s t~bil i :.;cr e~ a j outan t den for

ces di s s ipatives de di ss ipati on compl è te . 

d~roons tra tion de_ . ) 

nous éippliq_uon s 1 e théo r ème de stabilité ;-tsympto tiQue par 

rapport aux v i t esses ( c.;f r ·.::.ppe wiic e CO) 

'I Con<: t rui sons ù ' abcr,l u ne fo n c ti o j, Je Liapouno v V. 
I ) ..!.... En multi pli ant , 2 - 2 - 5 par z , nous obtenons 

rr .. .üs G est anti s ym,.; t r iQue ; donc l e d E- rnier te r me 

s ' annule . 

Di vis ons p:ir jll , i l r e s t e 

1 
2 

nous choi s i s sons évidemment 
1 ..!.-!t 

V = 2 z . z 

:E V ,_cf..i rif .:..c le s hy.?o thè:.;e s du t h é or à me de Li a pounov 

i) V es t d ' iï nie_y ~ s itive évident 
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ii) y est dffini.c Tid ·a ti ve pu.r rapport aux ✓i tesf,'3S 
--------

• ~ 
V ? ➔ Ma is B es t matrice dir.Eonale: 

"' - z . z . une .... 
• 0 0 

V peut s' Jcri!' •J alors 

• • 2 • 2 
l :z - (b1 z + ... + b z ) 

1 s s 

jl nous GUffit ,ie montrer l'impli ca tion 

dissipa t ion complète ~ bk) 0 ( k = 1, ••• , s J 
noua l e v~rifiona dans l' appendice 2 - 2. 

Li ) V _ admet une borne_ s~;r .i.eurc i n-:'.'ini té ~; imi:i.l e_ye ti te 

car V ne dJpend pas ey,licitement du temr~ . (12] 

:'E En concl union , -par le th6 o~ème, l e mou·,r~men t es t _____ _ 

a~ ymp_½>t_~_q_uem~nt .'.3 t able _pa~~app~rt m~ vites s es. __ 

&;monstration te b ). 

Elle rE ~se, bl e ~ l a dJ onstraticn de l a condition ~uf~i 

sante C:u théorème 2 - 1 - 2. 

~ Int&gror.~ (2 - 2 5) un e f i .5 par r appc r t au temps 

-C (2 - 2 - 6 ) 

où ê est le vec teur cons tant d ' :in t égraticn dé terminé 

par l e s co ndi t:i onr; ini ti a l f:s . Donc, 

-t 
C = /U 

• z + (l'..l 3 + 0) ;;-, ~ ·"o 0 0 

I ntrod~·sons le vecteur interm~diaire - - -,. Z = X + a 

C'Ù sEra choisi en v-..ie d' annuler 

-X tel q_ue 

1r.s ( 2 - 2-6 ) 

Ln r empl a , ant ar.s ce tt➔ Eo:q_uation, on a : 

( 2 - 2 - 7) 



¼ 

!vhüi (;u 3 + G)- 1 existe (:1ppendice 2. - 2) 
0 

nous choisissons alors 

(2 - 2 - 7) devient alors 

(2 - ~ - 8 ) 

les ~quations (2 - 2 - o) et ( '.? - 2 - 5) ont la même 

forme . D' aprèG 1 ·~ a ) ncus düùui:Jon::i la s ta bill t 0 

È. -asy:npto tiq_ue d.e l' rigine par rapport X: 

-------

~ En con::::aquenc ' , l' orit;ine est stable par :-:ipport n. 
-4 
z . 

La dur.~0ns tra tian c::. t analo cue à celle d.::velor,pée dans 

le thaorème 2 - 1 - 2 . 

Le caractère a symptotique n' in t E rvient pas dam; le rai -

soYJ.nernent. 

Cependan t l'ori gine n ' es t pas asymptotique ment atabl a -pa.r r apport à z. lhü; l e mouvernen i. ra tendre ver-1 la 

position -z "" - -a car z = - -X + 3. • 

:E Finaler.1c n t, nous cc;ncluons que l e mcuvem,,n t est stable 

' -par rapport a q. 
➔ ,A_ 

En effet, q =/ \z; il suffit a l ors de ruécrire la dHi -

ni tion de s tabili té pour 7 et q. 
J.ins i se termir.e l a démons tra tian de la s tabi li t a r .1r rap

pc.r t aux coordor.n.;es. 

4 . Svs tèmea non-linJaires. 

Nou::i donnons ici 1 1 ;nonc J du théo r ème concernant la ~ t~~i-
~ 

li té d.rJs systèmes non-lin.§ ;üre.3 scl9rororneB :, oumis h l' ac -

tion de force~ 6Jroscopiqu0s e t dis s ip~tives. Ce probl~

me dé p ::i.ss e l e cadre de notre tra· ai l, la dérnonu trt1 tion 

n'est pas dé veloppée ici. On peut ne référer à [ 9] 
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l es tiqua tions du mouv,..3rr.en t perturbé généralisent l ' équ~,-

tion (2 - 2 - ll) . 

res. Soit s,usili 

~Jous y ·J. jou tor.: , les t e rnes non-l inéai 
-1 H •;u , nous avon~ 

d 
d t 

où 

(-+) ...!.+ , • • 
( A ( ] (q') :g: ,.., (q) a:= Q2 (<r, cf) q qj + + J 

(2 - 2 - 9) 

- -4 ~ 1 J ~. ntL ➔~ 
'¾ (q, q.) = 0q 

C 

2 J w Q . q 

. 
:.a position d ' .;qui li ore cl= q-= trdu s y s t ème non-

linaai r e sc l 6 ronôme so~mis à l' acti on de forces 

gyro s copique.:.. c t dir..s i pa ti v8s de dL. .. s ipa. tlon com

plète e s t st..:t.ole par rapport à ci et if. 
DG plu:J , r.baque mouve1aent perturbJ s 1 1pprcche 

a symptotiquement d 'une des positi ons d ' fqui libre 

q::: -a . 



§ 2 - J Infl uencc de:-3 forcer; eyroscopi 
ques et dissipatives s ur la s tu
bilité du couvenen t d 'un 8y~tè -
me noumi ., à des f or sei ; potentiel
les . 

56. 

~
1 ous é tud.ionn d' ..,:ocrd un sya tème soumi s à l' ac ti en de fo r ces uni 

QUemen t potentielles. 3nsui te , nou3 dé t erminerons l'influence 

i ) des forc;es gyroscopiqu es 

ii ) des forces dissipati ves 

iii ) des forc es gyrosccpiques e t di.:,Lipa ti ves . 

At tention 

Nous s upposons que les li aioons hont holon6~ea. 



2 - .3 - 1 Stabili t (: :iu système pc tentiel . 

1 . Intro dui so~s 1 ~ fonction potentie l le notée V. 

Suppos ons que la posi tion d'lqui l ibre soit - -q = ü 

1: t qu ' e11 cet t E: positi on l ' éne rg::.e potentiel le soit nulle . 

V (Ô) = 0 . 

1,·ous noterons T' 1' énergie ciné tique du sys te.ne . 

!:eus r,ouvo::1s de s ui t e d:. rluire une cor.:h 'L.i on n6c.Jssaire et 

suf!isante de stabi l ité . 

'f'hôorÈ:me 2 - 3 - 1 

n ) s i d~ns l a pos i t ior. d ' ~quil1 ur e jsol én 

::i ) 

(qk = o , k = 1, ... ' ::; ) l a fo nctjort poten~:~elle 

~ ur. min i t ~m ( V= c ), al ors cette position 

d ' ~qui l i b r e e::;t tabl e . ( thJorème dt ~~rrange 

D.i.richlet) . 

s i la position d' e quil i ·br e isolJ e est s ta::>le e t 

si V est ana ~.y t ique , a l o r s V a un mi r:i uum 

en ce point [14] 

_ ou::.. rappel ans hri è ' remc:1 t 1 a db mons tra ti on a e ..i.) . 

57. 

D' ê.près l es hypo t hèses , 12. for:ct i on V est définie positive . 

L · f nergie totale T + V est a,l ors définie posit i ve p::i.r rap-
-. ..!, 

port à q o t q . 

De plus , c omme Je système es t conserva ti f , l ' éne r gi e s e con

s t:rve e t sa dé r i v{; e :>a.r r a pp or t uu temps Ef.! t null e . 

La fonction T + 'l vérifie la définiti o n d ' une fonction de 

:'.:, jay>ounov . Yo u s dédubon::, donc l r:. ::;ta::ii l itJ de l a pos ition 

d ' équilibre . 



2 . Les ]ccrdonn~es normal os . 

Ces coo r ionn~es nous pe rme ttront l'Jnoncc r d'~utre~ critères 

de ::; t b:· 1 i t; . 
Supposons que les liaison::, so ient holonômes . LE:s 8qu u. t iol"..::; 

-4 

du mouvemen t perturbci uu voisi nag& do 

ca s 

-q_ = o son~ dans ce 
··• ·--.. -

d 
cl t 

"\ ' T 
~ (k = 1 , • . • , s ) 
~ q~ 

( 2 - 3 - 1) 

.. -4 __,,, 
Tet 1 en série par r apport a q et q_ 

renpec ti vemen t. l:ous s uppc s ons que Cf?S d f::ve lo:ppemen t s 

exister. t . 

(2 - 3 - 2) 

:l: 

(-0 ) • r.iai u V = C p=u hypo the.; e 

'ô ., (~ >a = 0 car O 6ll t un mir.imum i s olé 

( Théorè me 2 - 3 - 1) 

p.1.r 

Ce tte matrice est symé trique c ar CkJ. = C •1 JK 

L' é quation (2 - 3 - 2 ) devient 

V (q) 
1 r'\ -), ~ = 2 1, q . q_ + .. . 

(q, -!i) (ci, ô) (
~ 'P -!.+ ( 

J 2 m • • 

T 
,.., 

o<ï>~q + 0 tt. 2) 
0
c! .c; + == J. + 

·c 2 - 3 

.. . 

- 3) 
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Nous suppos on_s 1~ __ s:r._s_~~Ele ?_clér_o~ô_me_, donc T 
...!., 

est une forme quad~ ti que en q ; les deux pre~iers t e r-

me s du membre: de droite r; ' n.nr.ulent en 
--4 
q = -( , . 

-~otc.,ns la rao1,trice des dérjvée :, secondas par A. 

Cett€, ma tri ce est sym:3 trique étralcment et en plu::; défi

nie por, itiv0 . 

L' équ3tion (2 - 3 - 1 ) devient 

n, --4 ...!..., 
L ( q , q) :: 1 

2 
4 --4 A q.q + 

en r em;lacant dans (2 - 3 - 1) Tet V par l eur dévelc.,ppe

ment, nous obtenons : 

où le vecteur 
~ 
Q de composantes 

les termes d'ordre supérieur à 
..!.+ q 

(2-3-4) 

Q
1

, ..• , ~ contient 

2 ~ar r~pport à 1 et 

cor...; truc tion E'S c crdo nnôes ::1crmal es -------------------
, _. . .., d , Passons deu coc~donn0es q a ~es coor onnoes 

l'aide d 'une œatrice o rthogon~le r égulière/\ 

Nous avons donc 

- • Aq_ = X 

/\ Ge r a dé terminé e plus loin . 

H.empL içonc cÎ dan:; 2 - 3 - 4 ) P-t multiplions à gauche 

par/\, l a na tri ce transposée de /\ 

1 

/\ /\ 
.. 

A ? (2 - 3 - 5) 

où x; es t le vec teur Q expri~6 en fonction de x'. 

Yo us s2.-rons que A e t C sont syml triq_ues et A d0finie 

positive . _:oun cno i :::: iss ons alo r s /\ telle que ( appendicù 

2 - 2) 



1 

/\ A/\= 

/\C;\= 

E 
r, 
v 

0 

où C E-a t une m..i. tr.ice diugonale du type 
0 

- C0 - C ' ',,,,, °J 
les c i (1 l i (. ::; ) amulent 1 1 é qua tfon 

d'5 t -( }\ A - C) "' C 

Après trans:0 rmati on (2 - 3 - 5) devi on t do~c 

~ ---, ---, 
x + C x= Y. 

0 

ou so us for~u s cala i re 

= X 
.<. 

(k = 1 , ... , z ) 

( 2 - 3 - 6) 

on appel l e ccordonn6es normales l es nc~val l es coor-

donnfes X • s 

- Critè res de · s -':..!.bili t ~ ~u r:.y_s tvme 1 i:n ,:-::i.i r n .~ 

~ . ous considl ons dcnc le systè~e 

x, + c1 x, = o 
X ( K 

(k = 1 , ... , s ) ( 2 - 3 - 7) 

60 . 

nous rema quonr; que ch •. 1ue équa tion n'3 et.,z. tien t qt.i.' une 

coordonnée . Ceci ncus r am&ne à l 1 1;turlb 0 la sta,bj li 

té pour s é quati ons dj ~·ro rer tiell es ordinai rGf{ du ::: cJ

co1!:l ordre . 

Les équations (2 - 3 - 7 ) peuven t êtr e faci l ement in-



-- --

~ 
::: ")c GOG (~t + ~ ) pour ck > 0 

ïc 

xk :;:; Pic t + 3i pour ck ::: 0 
JC 

--v:::c; t y:c;. t 

~ = _Pk e k + -e, e . ,: 
.i'~.' 

po ur C ( C 

où -\_et\: sor: t l '3G cons tan tes d'int,~gr-a tion . 

% or. appe lle coefficients de ., t abil i t u les val curs c k . 

Ce tte dâfinit'on u un Gen8 c a r 

i) ni ck > 0 \/ k l' C. quili 1cc est stabl e rour l e sys 

"'.èmc lin~ .::.l re . Le mouver1en t perturbé se c ompos e 

a I os cill · t i or .. , harmoniques dec coordonné es norma-

les . 

i i ) s _' il-~_x.i .ste _au oin s un k t e l quo '~k (. O, 

l' 0qui li bre est instable par rappo r t à la coor-

dor.::1ée ~ 
le no more de coefficicn t s ck s ~rie temen t n é gatifs 

z ' appelle l e degr.; ,l ' ins t1.bih t .; . 

C C .. 
0 

d ' où nous d0duison3 la propri 6 t é : 

d1;; t C > 0 ss i 1 € leer .; d ' iri~ t c:.bili L 
ou nul 

i é t C ( 0 c • si le d0grf d ' im;fabili t 6 

e· t pair 

e~ t impair 

Ceci nous dcnne directemen t un renseignemcr.t sur la 

stabilité à partir du di:·relo ppe:ncnt de l a f oncti on 

potentielle V. 

Cette pro riété inte rviendra d ans let théorè~es des 

paragraphes ul téricurs . 
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2 - 3 - 2 Influences des forces gyros copiques s ur la s t abili~é 
du mouvement des sys tèrae i poten t iels . 

To uz étudions l ' influence ùes fo rces e,yroscopiques s ur la stabilité 

de la position d ' oqu.:.libre q ""' o d_u syGtè:ne potentiel. Nous 

donnons aussi ds3 co~diti o~s r~censai r es et suffi santes de stabili 

R~ti on {"YTC?.copique d ' une position d ' é qui l ibre ins t abl e . 

1 . les ~quations du mouvemen~ certurbJ . 

par anr.1.lo gie ave c ( 2 - 3 1 ) ' les équa tiens s ' écrivent 

d ~ T J 'I' J V 
lk (k 

1 ' 
s ) 

dt J<Îk -~ = - ':)qk + = ... ' 
(2 - 3 - 8 ) -

où I représente la force gyros copi que. 

:Mveloppons r par rappor t à if en suppos ant que -ï (ô) = et -
1
--, = • 

-HGq"+ 

où G est une matrice an ti symétrique = - g.k) J • 

et H un paramètre. 

L' é quation (2 - 3 - 8 ) de vient 

(2 - 3 - 9) 

où le vecteur -Q contien t les termes d'ordre supé rieur à 
"" --+ 4 2 par r apport a q et q . 

L' équation linéaire corres pondante est 

~ • ---), -;t 
A q + H G q + C q T u (2 - 3 - 10 ) 



2. Théorème 2 - 3 - 2. 

~i l a pos ition d' é qui l ibr e d ' un s ystème l i néaire scl é 

rcnôme soumis à l' action de forces uniquement poten

tiell es est s t able, ce t te s tab i lit8 se cons erve 

lorsqu'on aj oute 4es f orces gyroscopiques. 

acrivcns d ' abord les ~quations pour les coordonnées 

normales . Un r aisonnement analogue à celui du para

graphe pré c~dent nous amène à 
s .. ~ 

x k + ck ~ - H _L.._ gkj x. = 0 
J = 1 -- J 

(k = 1 , ... , s ) 

ou sous forme normale 

dx, 
yk ·K = 

d t 

dy, s 
K 

3" L . g,. dt = - ck ~ + yj . K J 
J- -- .1. 

Nous appliquons la te c hnique de Li apounov 
s s 

soit L = i CL. 
2 k . 

- • l -
+L 

k-- - i-

L est dé finie pos iti ve car l ' équi libre es t stable et 

donc t ous les ck sont strictement posi 

tifs . 

dL 
dt 

s s 

= 0 car G est anti 

symétrique . 

En conclusion , L véri f ie la définition de fonction de 

Liapounov et les forc es gyroscopi ques ne détruisent pas 

la stabilité . 



On peut étendre ce théorème au système complet. 

L'intégrale d'énergie du sys tème potentiel n'est pas mo

difiée avec les forces gyroscopiques. En effet, le tra

vail de ces dernières es t nul sur tout déplacement réel. 

Cette intégrale d'énergie définit une fonction de 

Liapounov. 

3. Condition nécessaire de stabilisation gyroscopique. 

Thé orème 2 - 3 - 3 ( Th~orème de Thomson et Ta.:. t [13]) 

Si la posi tion d ' équilibre d'une système linéaire 

scléronôme potentiel est instable et de degré im

pair d'instabilité, alors on peut la stabiliser avec 

des forces gyroscopiques . 

la relation (2 - 3 - 10) donne l ' équati on linéarisée du mou

vement. 

Considérons l'équation caractéristique associ ée 

6,. ( À) = 1 A À 2 
+ II G À+ C 1 = C 

ou en développant : 

~(À) ___ =:.. ao\ 2s + a1)...2s-1+ .•• + _a2s _• _~ 

avec a ::;; dé t .A 
0 

a:2s ::;; dét C 

D'une part , le degré d 'ins tabili t é est impa~r, d'où 

::: dé t , C, ( C 
1 

c'est-à-dire 6(0) ( C (2 - 3 - 11 ) 
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D'autre part, si \ tend vers 

a \ 2s . /\ Mais a = dé t A ) 
0 0 

1 ' infini , D ( ,À) tend vers 

O, d'où 

D ( >. )/ >. _,, ~ > o . ( 2 - 3 - 12) 

( 2 - 3 - 11) et ( 2 - 3 - 12) ·mpliquent que l' équation 

D ( À) = 0 a au moins une racine r éelle positive A. 
Dans la solution de (2 - 3 - 10) apparaîtra un terme du 

t ype y e À t avec À) 0 . Le système reste donc instable . 

Conclusion : 

Pour pouvoi r s t abi liser la position d' é quil i bre, il est né 

cessaire que le degré d 'instabilito soit pair. 

d 'après le thé orème de pre mière approximation , nous pouvons 

gé n 8 raliser le r ésultat obtenu au système complet (2 - 3 - 9) 

4 . Conditions suftïsantes de stabilisation gyroscopique . 

I 
D~ns cette etude , nous utilis ons les é quations dites de 

"pr0cession" . Ces équations seroni; explique ~s et c;ommentées 

dans le chapitre suivan t. 

11rous admettons ici que l ' é quation vectorielle de précession 

associ8e à l' é quation (2 - 3 - 10) est 

H Gi1+Cti = Ô (2 - 3 - 13) 

l ' équation caractéristique correspondante s ' éc r it 

( 2 - 3 - 14) 

Introduisons enfin 

(2 - 3 - 15) 



Théorème 2 - 3 - 4 . 

Si la position d ' équilibre d 'un système li n0~i re 

::.icléronôme pote:r.tiel e., t in.,bblc . 

Si on y ajoute des forces gyroscopiques t ell es que 

a ) Ic i/ o, Ici,/ 
b ) le système de pr · cas sion (2 - 3 - 13 ) so · t 

stable 

c ) t out~:.; l _;::. racines de (2 - 3 - 14) et de 

(2 - 3 - 15) so i ent distinctes 

alors , pour le p~r amè~re H choisi assez grand , l a _ 

p e,sitio n d. ' équi l i lre ins table se ra stabilis ée . 

La dé mons tra. t ion est d.f ve l oppée J.ans l' a ppendice ~ - 3 c:1-

c n u t i i o e dn r: r u~rnl t · t~ ,Jl Jt.cru~ u.U chap.i tre 3 . 

:,uppos orn . qu ' un mot:vement p9rtur::iJ ins table soi t déc rit 

par l e ··ystème 

= 0 

Xous ajoutons les fo rc e~ gy r osccpique s 

le sys -:èr:ie s ' éc rit alorJ , s ous f orme ma t ri ci elle 

ô' 

C, C 
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on véri fie facilement que les hypothèses du théorème 

sont bien satisfaites. Pour un H convenabl e , l es 

forces gyroscopiques stabilisent le mouvement . 
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Montrons le même r ésultat à partir de l ' étude des raci 

nes de l ' équation caractér · .atiqu3 

û ( À ) = À 4 + ( H
2 

+ C 
1 

+ C 2 ) À 2 
+ C 

1 
C 2 = 0 

Le mouvement se s tabil ise si l as racines À 2 sont 

réelles et négatives . Pour cel a , i l nou::; faut choisir 

H tel que : 

H2 + c 1 + c2 > 0 

c1 c2 ) 0 

(H2+ 
2 

c1 + c2) - 4 C c2 > 0 . 1 

La seconde condition es t immédiate . Les autres conditions 

,;e r3.mènent à 

Donc pour H suffisamment gr2.~1d , le mouvemnn t devient 

stable . 

Ce théorème no~a pe rmet de remplace~ l ' étude des racines 

d'ur.e équation caractâristique d ' or dre ~s par l 1 0tudu 

des racir.es de 2 équations ( 2 - 3 - 14) et (2 - 3 - 15) 

;~i sont d'ordre~ . 

Cc théorème ::; ' applique au cysÛJme compl e t si les ::;:,'po

thèses du théorème de première approximation sor.t vé 

rifiles . 



2 - .3 - 3 _nfluence des forces dissipatives s ur la stabilité 
du wouvement des ~ystèmes potbn tiels. 

1 . Les üquaticn~ du mouvement perturbé . 

ell es s ont du ty .~ 

d ~ ~ î J V 
~ (~ 1 ' s ) • t ~ qk 

= 6 + = ... ' 
Ù ':i.,, c-_k 

''---- 16) (2 - 3 -

-où D repré3er.te l a fo r ce di c~ipa tive . 

DJveloppons D par rappor t à ~➔ en supposan t que 
-, ..... _. 
D (0 ) = 0 

= 

où B est uue .na tri ce syrn · trique . 

L'équation (2 - 3 - 16 ) devi ent: 

et l' é~ua tion l inéari sée co~respondan te 

~ ~ --+ ~ A q_ + B q + C q = C 

2 . Th•}or0.mes . 

1To us fo.onçcns 3 théorèmes qui s eront d~mon tr,fo dan3 l e par a

graphe suivan t . Là , nous a jouterons des forces gyroscopiques 

mais celles - ci ne joueron t aucun r ôl 3 dans l es r ~i ~onnements . 

Les dè monstra t i ons pour l es équati onR l inéaris ées sont dJve

l oppées dans [12] 



Théorème 2 - 3 - 5. 

Les force s dissipativea ne détruisent pas la stabilité de 

l a position ' équil i bre.: d ' un i:i ynti,mc poter.ti el . 

Théo rème 2 - 3 - 6 . 

Si la pos ition d ' éq_uilibre d'un s :·stème potentiel es t sta

ble, el l e dLvient asymptotiq_ueœe~~ s t able si l'on ajoute 

des forces dissipatives de dissiuation complète. 

'PhéorGme 2 - 3 - ]. 

Une position d ' éq_uilibre iscl ée instable d 'un s yst3me poten

tiel ne peut être stabil isée avec des forces dissipatives 

de di s sipati on complète . 

Ces th.:orèmes sont valables pour les systèmes non linéari

sés . 
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2 - 3 - 4 Infl uences des forces dissipa tives sur la stabil. té 
du mouvem0n t des systèmes potentiels gyroscopiques . 

- - - - - - - - - - - - - - -- - - - - - - - - -

Les dqua tiom, du mouvemen t pe r turbé s ' 0btiennent à partir de 

( 2 3 - 8 ) e t ( 2 - 3 16 ) 

d \J..T) 
J ~ ~ V 

+I k + n (k 1 ' 
s) 

dt 2)q,_ 
= 

Jqk 
= ... ' 

~qk 
.t<: 

,. 

(2 - 3 - 17) 

ou 

~ Bt H a<t + C CÎ Q (2 - 3 - 18 ) 
A q + + = 

1 . Proposition . 

l~o us avons 1 1 équation 

où N es t la puissance des f orces dissipatives . 

démoLs tra tion. -------
multipli ons chaque aquation (2 - 3 - 17) par Qk e t so millons 

s 

~ qk 
k "' 1 

s 

L g_k 
k = 1 

s 

d J 'P ~ • 
dt\ ) t) - ~ k 

K k == 1 

= 

J 'l s f7 
• + L q!c I k 
ql.- 1 K = 

( 2 - 3 - 12) 

Lqk l k=Ü 
k ·= 1 

s 

par la iéfinition d~ force gyro scopi~ue 

= N par l a définition de force dissipative 

k = 1 



(2 -
s 

dV 
= - -"""""ât + N 

par l e tbéorbme d'Euler G 11 nous savons que 
s 

_b) d 
(~qk 

d 
2 T dt = dt 

k = 1 
J qk 

s J s 

=~ 
.. T 

) qk qk ô 
. + 
qk 

k = 1 k = 1 

en remplaçant dans (2 - 3 - 20) il reste 

d 
ët 2T -

è '!1 
dt .. , = 

ou enfin 

d 
dt ( T + v) = n 

dV 
dt + N 

d 
dt 

d 'après la définition, nous savons que N~ O. 

(2 - 3 - 20) 

~ T 

K 

La proposition montre donc que l'énergie mécanique totale 

( T + V) diminue avec le temps. 

2 . Théorème 2 - 3 - 8 . 

Des forces gyroscopiques et dissipatives arbitraires 

ne détruisent pas la stabilité d'une position d'équi

libre isolée d'un système potenti el. 

Démons tra t i on. 

Nous cherchons une fonction de Liapounov R 
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soit H = T + V 

Vé rifions les 2 propr iétés 

a ) H es t défi nje positi ve. Comme l a positi on d'équilibre 

pour le sys tème potenti el est stable et isolée, d'après 

le thé orème 2 - 3 - 1 , V a un minimum en cette posi 

tion et est donc défini e positive par rapport aux coor

dcmnées . 

b) H = !t (T + V) = N qui est semi -dé fin i négative 

72. 

nous avons donc bien une f onction de Liapounov et la stabil i 

té est conservée . 

3. Théo rème 2 - 3 - 9. 

Si la position d'équilibre isolée du systè~e est 

stable pour certaines forces potentielles, a lors 

elle devient asymptoti quement stable si l'on ajoute 

de s forces gyroscopiques arbitraires et des forces 

dissipatives de dissipation complète . 

Démonstration . - - ------

Nous a ppliquons le thé orème de stabilité asymptotique de 

Liapounov (cfr appendi ce oo) 

La fonction H = T + V vérifie les hypothèses. 

a ) H est défi n ie positive 

b) H es t défini e négative car la dissipation es t 

compl è te 

c) H admet une l imite supérieure infinitésimale peti te 

car H ne dépend p as explicitement du temps [12] 
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La position d'équili bre devient asymptotiquement stable. 

Mouvement d'un ressort dans un espace unidimensionnel. 

---->x 
X = 0 

~ Sur la masse m s 'exerce la force de rappel 

F • - kx , 

où k, la constan t e de raideur du ressort, est une 

cons tan te strictement pas i ti ve. 

Cette force dérive du potentiel V • 
k x 2 

2 

L'équation du mouvement perturbé autour de la posi----tian d'équilibre x = o s'écrit: 

m x + k x "" o 

d'où X = A cos ( ~ t + B) 

et le mouvement est stable . 



.3E i\ppliquor.:; au s ys tème la forc e disr:ipa tive u <, diss i

pation complète : 

D = - b~ avec b > o 

l'équation du mouvement devient 

·• . mx + bx + kx = o 

La solution est du type 

7 4- • 

où \ 
;\ 1 ' 

tique. 

À
2 

sont l es·- r acines de l'équati on caractéris

Si b2 - 4 km ) o, ces rac ines seront réelles 

négatives et le mouvement amorti sera donc asymptoti 

quement stable . 

la r é cl:;n::og_ue n ' es t }}as vra ie. 

Bien que la dissipa t i on s oit incomplète , la position 

d ' équilibre peut devenir asymptotiquement stable. 

Montrons-le sur un ex emple : 

3' Considérons le sys tème potentiel stable 

les racines de l' équation caractéristiques sont 

+ = 
+ 

= 

i V2 

i \[10 

~ Ajoutons les force s gyroscopiques 

11 = - 2 q·2 e t 1\ = 2 • q•1 

ainsi que la force dissipative D
1 

= 



La dissipation est incomplète car 1 

n'est pas définie né gative par rapport à q
1 

et q~. 

Dans ce cas, les équations du mouvement sont trans for 

mées en 

l'équation caractéristique associée admet les racines 

- 1 + i 

- 1 
+ 3i 

La prasence dans les racines du facteur réel stricte

ment nJgatif implique la stabilité asymptotique de la 

position d'équilibre. 

4 . Dans certains cas, la position d'équilibre instable du systè

me potentiel peut être stabilisé par des forces gyroscopiques 

(cfr 2 - 3 - 2). Que se passe-t-il si l'on ajoute des forces 

dissipatives ? 

Théorème 2 - 3 - 10. 

Soit une position d'équilibre isolée instable du 

système potentiel. On ne peut stabiliser une telle 

position en ajoutant des forces gyroscopiques arbi 

traires et des forces dissipatives de dissipation 

complète . 

Démons tra tian. 

Nous voulons appliquer un théorème d'instabilité de 
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Krasovski [13] (cfr a ppendice 2 - 3) 

~ Dafinissons d'abord l'ensemble K comme l'ensemble 

des points pour les quels 71 et q I -0 . 

Montro ns que K ne contient pas de trajectoi re g 

complètes du cys tème. 

E ff t 1 t -q ..1 ~o et ne e , supposons que es vec eurs r 

êî = ~ soient soluti ons des équations du mouvement 

(2 - 3 - 17). Ces derniers vecteurs devraient véri

fier la relation 

0 (k = 1 , ... , s ) 

-
(car T (ër, ô) = o , D (èJ) = ô, 1 (ô) = ë1) 

Mais ceci est i mpossible car la pos ition d'équilibre 

est is olée et la dé rivée partielle ne peut s'annuler 

qu'en - -q = 0 

76 . 

* cherchons une fonction W qui vérifi e les autres hy

po t:ièses 

soit W =- - ( T + V) 

Par la proposition du paragraphe 2 - 3 - 4 nous avons 

dW 
dt 

De 

a ) 

b) 

là, 
. 
w 
de 

au 

des 

- N 

nous déduisons que 

= 0 dans l 'ensemble K 

K car la dissipation est 

voisinage de la position 

points pour lesquels w 

et W)O à l'exté r i eur 

complète. 

d'équilibre, il existe 

) o. 



En effet, la position d'équilibre est in ~table et iso-

l é e . Donc, dans un voisinage de 
--, 
q = -'>-1....,. -1 o , q = o, e 

potentiel V prend den valeurs négatives. 

Choisissons 

Dans ce cas , pour les points du vo isinage considéré, 

la fonction W = - (T + V) est positive. 

Les hypothèses sont ainsi vérifié~s, la stabilisation 

s'avère impossible. 

Des forces dissipatives, de dissipation compl ète , dé 

truisent donc la stabilité obtenue à partir de forces 

gyroscopiques . 

On appelle stabil i t é temporelle la stabilité obtenue en 

ajoutant des forces gyrosco piques . 

Par contre, la stabilité est conservée si l'on ajoute 

des forces dissipatives. Nous parlerons de stabilité 

absolue ou séculaire. 
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CHAPI'IRE 3 STABILI'IE A PARTIR DES EQUATIONS SIMPLIFIEES. 

Il est parfois possible de tirer des conclusions qualitatives 

(stabilité, ... ) sur la soluti on des équati ons du mouvement d'un 

système gyroscopique à partir de la solution d'équations plus sim

ples appelées "équations simpl ifiées" ou "équations de préces-

sioJ1." . 

L'étude de ces dernières fait l'objet de ce chapitre. 

Les trois premiers paragraphes nous introduirons à ces notions 

d'une façon générale. 

Nous essayerons ensuite, à l'aide des équations de précession, 

de simplifier la résolution des problèmes présentés dans le 

deuxième chapitre. 



. Dans 

§ 3 - 1 

79. 

Introduction des équaticns simpli
fiées. 

ce paragraphe nous considérerons les équations du mouve-

ment sous la forme (voir chapitre II) : 

d 
dt 

où 

s 
~ T2 ~ T2 

~ + H jz;.1 (3 - 1 - 1) 
~ qk - gjk qj 

~ qk 

g .. - 0 
JJ 

les forces gyroscopiq es 

néairement du paramètre 

(k • 1 , .•• , s ; j • 1 , ••• , s ) 

dépendent li-

H 

• T2, ~, gjk ne dépendent pas de H 

T
2 

est une forme quadr atique définie ~ositive des vites

ses non cycliques qj (j • 1, ... , s) 

En auulant _T2 dans les équations (3 - 1 - 1) on obtieat: 

s 

H .L1 
J -

(3 - 1 - 2) 

Ces équations sont appelées les équatio~s simplifiées ou les 

équations de préoession. 

• Interprétons physiquement ces équations. [9] 

Da.as l'expression des équ tiens du mouvement (3 - 1 - 1) 

l'énergie cinétique T est divisée en deux parties; la ~re

miêre, T
2

, est uae forme quadratique dee vitesses non cycli-
• 

ques qj. 
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La seconde partie, dépendant des vitesses cycliques, appara!t 
8 

après transformation, sous la forme H .L. gjk qj et met en 
, • .., 1 ' t H C d • J t• •1 d • t, 1 evi~ence e parame re . e ernier es issu es in egra es 

premières provenant des coordonnées cycliques (voir exemple 

du chapitre 5). 

T2 ne dépend pas de H. 

Pour de gra•cl•s valeurs__ à.e ce paramètre, la seconde partie de 

l'énergie cinétique devient très grande de telle sort• qu'o• 

puisse négliger T
2 

par r apport à elle. 

Dam'l lea équat.Lon,~ (3 - 1 - 2), on l'annule. 

Dans le cas du gyroscope, H est lié à la vitesse angulai.re 

de celui~ci autour de son axe principal d'inertie. 

Pour que H soit grand, il suffit que cette vitesse soit 

grande. 

funs la suite nous noterons par u. (j • 1, ... , s) la solution 
J 

des équations (3 - 1 - 2) et par q. (j • 1, ... , s) la solu
J 

tian de (3 - 1 - 1). 

Nous aurons donc : 

(k ., 1 , •.. , s ) 

(3 - 1 - 3) 

Si on est en présence des équations complètes du mouvement 

où T
2 

est développé, pour retrouver les équations de préces

sion, il suffit d'annuler toutes les accélérations ~> et 

tous les produits des vi tasses général isâes 
. _,. 
q. 



• 

La dénomination"équation de précession" est due au fait sui

vant: les équations complètes du gyroscope conduisent à un 

mouvement de précession et de nutation pour l'extrémité de 

son axe; les équations de précession ne déterminent que le 

mouvement da ~récession (chapitre 5). 

Les équations de précession ne sont pas des équations du mou

vement au sens strict du terme. Néanmoins la solution de 

(3 - 1 - 1) peut parfois être remplacée 1 dans les études qua

litatives, par la solution des équations simplifiées 

(3-1-3). 

Jans ce cas on dit que cette dernière est admissible. 

Remarquons que la solution générale de (3 - 1 - 1) dépend de 

2s constantes arbitraires tandis que la solution de 

(3 - 1 - 3) n'en contient que s. 

De plus, le membre de gauche des équations sim~lifiées est li

néaire en les vitesses ~ (j • 1, ... , s). 



§ 3 - 2 Admissibilité des solutions des 
équations simplifiées. 

82. 

Considérons les équations du mouvement (3 - 1 - 1) avec les 

conditions initiales 

t • 0 

(k • 1, ... , s) 

Soit~ une solution des équations de précession (3 - 1 - 3) 

qui coïncide au moment initial avec la solution des équations 

(3 - 1 - 1) c'est-à-dire : 

t • 0 (k • 1, .•• , e) (3 - 2 - 2) 

Su~poso~s que cette solution contient n facteurs 
- -(Ji)- (p) 

,'\ , • • • , ,\ de t · t 10] 

On aura : ½c • ~ ( À (p) t) (k • 1 , ... , s) 

Les équations (3 - 1 - 1) étant du second ordre, le nombre de 

facteurs intervenant dans leur solution sera supérieur à n 

[ 10) (n) 
À Indiquons-les par ' ... ' ... ' m 

D'après les notations utilisées, la solution de (3 - 1 - 1) 

peut être présentée sous la forme : 

(k • 1, ... , s) 

Les nombret À déJendent en général du paramètre H. 

Choisissons deux nombres positifs € et t arbitrairement 
0 

petits. 

Si à partir ·de ceux-ci on peut trouver u»e valeur 

paramètre H telle que, pour tout H supérieur à 

H du 
0 

H, les 
0 



trois conditions suivantes sont vérifiées 

1) (k • 1, ..• , n) (3 - 2 - 3) 

- (p) (p) 
2) les valeurs A et À sont telles que les fonctions 

qk ( À(p)t, .)..(n)t) ne se distinguent pas qualitativement 

des fonctions qk ( ~ (p)t, ~(n)t) (3 - 2 - 4) 

(le mot "qualitativement" doit être précisé dans chaque 

oa s par t l cul i e r ). 

(k • 1 , .•• , s) (3 - 2 - 5) 

alors on dit que la soluti on (3 - 2 - 2) des équations de 

précession (3 - 1 - 3) es t admissible. 

Dans le cas contraire· on dit qu'elle est inadmissible. t9] 



§ 3 - 3 Condition nécessaire d'admissibilité 
des solutions des équations de préces
sion. 

Dans le premier paragraphe de ce chapitre nous avons établi les 

équations de précession. Mais il est inutile d'écrire ces der

nières si leur solution n'est pas admissible. 

Noue voyons donc l'importance de critères qui nous permettent de 

dire à priori si la solution des équations simplifiées existe et 

est admissible. 

Remarque : 

Si les équations différentielles du mouvement sont correctement 

écrites, on peut dire à priori qu'elles n'ont qu'une seule solu

t i on vérifiant des conditions initiales données. 

En effet, un système physique ne peut se trouver dans deux posi

t i ons différentes au m~me moment; si les équations correspondent 

bi en à la réalité (sont écrites correctement), il est logique de 

considérer qu'elles ont une e t une seule solution. 

Mais les équations de précess ion ne sont pas les équations du mou

vement, d'où on n'a pas nécess airement leur unicité pour des con

ditions initiales données; 

Le théorème suivant donne do nc une condition nécessaire d'admissi

bi lité des solutions des équa tions simplifiées. 

'Ihéorème 

Si les forces généralisées\ ne dépendent pas des 

vitesses ~, et si le déterminant de la matrice gy

roscopique G est nul dans la positinn initiale, 

alors les équations de précession (3 - 1 - 3), ou 

bien n'ont pas de solution vérifiant les conditions 

initiales (3 - 2 - 2), ou bien en ont une infinité. 



Démons tra tien : 

Co:risidérons les équations simplifiées (3 - 1 - 3). 

Les dérivées Üj entrent de façon linéaire dans le membre de gau

che de cette équation. 

Puisque IGI • o dans la position initiale, ce système d'équation 

n'a pas de solution ou en admet une infinité (2]. 

Corollaire 

Si les forces généralisées ~ ~e dépendent pas deG 

vitesnas ~ et si noua avons un nombre impair da 

coordonnées déterminantes, alors lee équa. tions de 

précession n'ont pas de solution ·ou en admettent 

une infini té. 

Démonstration : 

Dans ce cas G est une matrice antisymétrique d'ordre impair; 

son déterminant est donc nul. Nous vérifions ainsi les hypothè

ses du théorème précédent. 

Conclusion 1 

La condition IGI i o est donc nécessaire pour le passage des 

solutions des équations du mouvement aux solutions des équations 

simplifiées pour les systàaea solèron8mes dont le• forces ié•érali

aées ne dépendent pas des vitesses. 
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§ 3 - 4 Condition d'admissibilité des solu
tions des équatiol').S de précession 
pour les systèmes linéair~s · _scléronô
mes soumis à l'action de forces gy
roscopiques .. 

Nous nous plaçons dans les hypothèses du § 2 1. 

Nous considérons donc les équations du mouvement sous la forme 

.:..:, .!., -> f Aq + Gq = o (3-4-1) 

ave c les conditions initiales 

t n: 0 D - 4 - 2 J 

On C4 J u t.h1~c, r·t',mu end v 1.u1 L ; 

Soit un système linéai re sbléro~~me soumis ,lll'liquement 

à l'action de force s gyroscopiques; supposons IGI~ o. 

Dans ce cas la solution des équations simplifiées 

existe et est admissible. 

D3mons tra tion : 

Considérons le système linéaire autonome (3 - 4 - 1). 

Les équations simplifiées peuvent être obtenues en y annu-

lan t les dérivées seconcies :..:.) q. 

En no tant par 

G ii' = 
_., 
0 

-> u leur s olution nous pouvons écrire 

Nous imposons les conditions initiales suivantes 

t - 0 
_., 
u = 

Puisque IGI ,f 0 ce système a Coame unique solution : 

En intégrant le système (3 -4 -1) par rappo~t au temps, on 

obtient : 



_, 
C 

où -> c est un vecteur cons tant d'intégration arbitraire. 

En vertu de (3 - 4 - 2) nous avons : 

-> A:..., -> 
C = f qo + Gq 

0 
(3 - 4 -3) 

Passons à nouveau vecteur 
-l _, -) 

où un q = X+ a a., est 

constant 

!..> G -> G~= 
_,. 

f- A X + X + C (3 - 4 - 4) 

Comme I Gl ,/ o nous pouvons poser 

a, . a- 1 ë> ( 3 - 4 - 5 ) 

L'équation (3 - 4 - 4) prend la f orme 

(3 - 4 - 6) 

Eliminons ë> des équations (3 - 4 - 3) et (3 - 4 - 5) 

-, Il G- 1 A :_. + ~ a • , qo qo 

Comme -u -
-9 q on peut é c rire 

0 
_, 

i' + 1 . -;: + ,,._ a- 1 ~ 
q - Aq 

0 

_., 
-1 A:...., où E - fG qo 

c' es t-à-dire 

- _., _., _, 
+ qo .. X ♦ E + qo 

(3-4-7) 

Pour démontrer l'admissibilité des solutions des équations 

simplifiées nous devons vé rifier les conditions (3 - 2 - 3), 

(3 - 2 - 4) et (3 - 2 - 5). 

Les conditions (3 - ~ - 3) et (3 - 2 - 4) sont immédiatement 
-> -, ( vérifiées car u ~ q

0 
es t une constante dans ce cas il 

n'y a pas de À(p) ni de A(p)) 

Il reste à voir que ·D - 2 - 5) est vérifié quand H pr~nd 

de grandes valeurs. 
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Le théorème 2 - 1 - 2 nous affirme l a stabilité du système _., 
par rapport au vecteur x. 

Donc par dé fi11i ti on L 7) 1 pour de pe ti tes valeurs de I i'~ l o ) 1 

on a de petites valeurs de I i~ lior I utlL- ,rr 
--'---'----

en effet, de (3 - 4 - 7 ) on déduit : q., - q • :t (o) + 'f 
0 0 

donc, pour de çandes _ val eurs du pa.ra.11è_tr~ ~ H, on peut ren-_., _,, 
dre I q - u l aussi petit que l'on veut. 

La condition (3 - 2 - 5) est donc aussi vérifiée. 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

Conclusion : 

Dans les hypothèses considérées, la solution des équations s i m

plifiées représente une très bonne approximation de la solution 

complète. 

Ce résultat simplifie dono énormément la résolution des problè

mes quali ta tifs (stabilité, .• • ) relatifs à. de tels systèmes. 



~ 3 - 5 Cor1di tion d' admis ai bili té des so
lutions des équations de préces
sion pour les systèmes linéaires 
scléronô11es soumis _ à 1' action de ___ _ 
forces gyroscopiques et dissipa
tives dont_ la dissipation est 
complète. 

Noua nous plaçons dans les hypothèses du ~ 2 - 2. 

Nous considérons donc les equa tions du mouvement sous la forme 
(2 - 2 - 5) : 

,. t + <,-
. - _., 
Z • 0 (3 - 5 - 1) 

où B0 est uri~ matrice diagonale et Q une matrice antieym~trique. 

Noua ohoi~isaonv les conditions initiales suivactee 

t • 0 - (3 - 5 - 2) 

Considérons le sya tème simpli rié 

D - 5 - 3) 

avec lee conditions initiales 

t • 0 (3 ,- 5 - 4) 

Posons A(JA,) • det (.B
0 

f- + G) 

on a : A(.p-) , o ,appendice 2 - 2) 

D'.)nc le système simplifié t3 - 5 - 3) a comme unique solution 
!.y _., 
U • 0 

Les conditions initiales (3 - 5 - 4) imposent 

- (3 - 5 - 5) 

On a le théorème suivant 

Pour que la solution des équations de précession d'un 

avstème lineaire soléronômew.rlequel agissent des for-., 

ces gyroscopiques e t dissipatives dont la dissipation 

est complète soit admissible il faut et il suffit que 
I G I -, o 
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Démonstration 

Intégrons l'équation (3 - 5 - 1) par rapport au temps : 

f- ~> + (p- B
0 

+ G) ~ .. ë" 

où ë,est un vecteur constant d'intégration. 

En vertu de (3 - 5 - 2) 

c, -= p. ~~ + tp. B
O 

+ G) z: 
Passons au nouveau vecteur 

On obtient : 

_,. 
x par la formule 

p i" + (p B
0 

+ G) x .. + ()1 B
0 

+ G) a, "' ë, 

Comme l,u B + 01, o nous pouvons poser 
0 

-> - 1-, 
a • (p B

0 
+ G J c 

L'équation (3 - 5 - 6) prend la forme 

p i" + (µ B
0 

+ G) x.., -= ë" 

(3 - 5 - 6 ) 

(.3-5- 7 ) 

(3 - 5 - 8) 

D - 5 - 9J 

tJ . - 5 -10) 

En éliminant c' des équa tions D - 5 - 7) et (3 - 5 - 9): 

~i"' • p. (p B
O 

+ G) -
1 t: + z~ 

En utilisant cette expres ion de 

u til i s an t D - 5 - 5) : 

-: ( t > - ü" ( t ) • x" + d, .. 

où . 
-; • p (p B

0 
+ a)- 1 z; 

_,. 
a dans (3 - 5 - tiJ et en 

D - 5 -11) 

D - 5 -12) 

Par le théorème 2 - 2 - 1, nous pouvons dire 

c'est-à-dire 

li rn ( z" t t ) - ü> ( t ) ) 
t-, 00 

-> 
= o( (3 - 5 -13) 



Ecrivons l'égalité vectorielle (3 - 5 - 12) sous la forme 

scalaire 
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c( • _l!:.._ 
k Alp.) 

• z . 
OJ 

U - 5 -14) 

où ~jk.(p) est le mineur de l'élément (i, jJ de la matrice 

p B
0 

+ G. 

Condition suffisante ----------
Nous pouvons écrire â (p.) sous la forme (appendice 3 - 5) 

où a ,.. det B 
0 

+ a 
s 

(s • 2 n ) 

(3 - 5-15) 

Pour des valeurs assez grandes du paramètre Hon a 

Avec la diminution de p les nombres I c,( k I peuvent donc ~ tre 

r.endus aussi petits que l'on veut. 

L'équation (3 - 5 - 11) donne ·= 

_, , -> 
X \0) • - c:( 

Au moment initial le module du vecteur 

pour de grandes valeurs de H. 

~ x est très petit 

Donc en vertu de la stabilité asymptotique du système par 
-> rapport à x, le module de ce dernier tend vers o· c'est-à-

dire sera petit pour tout temps t positit'. 

Donc pour de grandes valeurs du paramètre H, la différence 

'·lz~ < t) - ü) ( t) 1 peut être rendue aussi petite que l' on veut. 

La troisième condition d'admissibilité de la solution des 

équations simplifiées est donc satisfaite. 
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Les conditions (3 - 2 - 3) et (3 - 2 - 4) sont également 

vérifiées puisque 
_, 
u = 

Condition nécessaire 

Supposons tGI • o 

_,. 
q est une constante. 

0 

dans ce cas Atp) peut s'écrire de deux façons différentes 

suivant que s est pair ou impair, à savoir \appendice 

3 - 5): 

Â (p) ... 
s s-2 1 G 1; s • 2 a )l + a2 p. + .•• + a s; a = n 

0 s 

~tp) = 
B s-2 2 n + 1 ao f + a2 f + • • • + as-1J·q s -

(3 - 5 -Hi) 

dans les 2 cas, ~ (p) a au moins une :r:acine nulle car a
8 

• 

soit m la multiplicité de la racine nulle de l'équation 

l'.l. (p) - 0 

on a donc : 

a a-m 
m 

f 
2 

t 1 + 0 tp ) ) j a
8

_m ,j. o i m ;,1 1 

D - 5 -17) 

0 

Pour démontrer la non-admissibilité des solutions des équa

tions de précession, il suffit de voir qu'il existe au moins 

un système de conditions initiales de l'équation t3 - 5 - 1) 

pour lequel on rie puisse pas diminuer o( q en diminuant p. 
Ainsi la troisième conditiond'admissibilité ne sera plus sa-

tisfai te. 

Comme as-m ~ o, il existe un mineur d'ordre s-m de Gnon nul, 

tous les mineurs d'ordre supérieur étant nuls. (appendice 

3 - 5). 
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu'il s'agit 
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du mineur formé des s-m premières lignes et des s-m premiè

res colonnes, à savoir 

0 g12 g1' s-m 

g21 0 . . . g2, s-m 
:/ 0 m.,., 1 

. 
g gs-m, 2 . . . 0 s-m, 1 

D - 5 -rn) 

Choisissons les conditio s initiales pour l'équation 

t3 - 5 - 1) de l a manière suivante 

. 
••• =z 

1
=o 

0, s-
z os "f 0 

Ave c ces valeurs, l'équa tion (3 - 5 - 14) devient 

c< • .J!:_ fl (u) 
S /)J.,p) SS / 

z os (3 - 5 - 19) 

p b 1 • • • g1 1 • • • g1 1 ,s-• ,s-

• 1 

OÙ ~ SS (p) • 
. 1 

gs-m, 1 • • • f b s-m 1 • • • qs-m, s-1 __________ ! 

g 
s-1, 1 

Pour p."' o, tous les mi neurs diagonaux de/j
68 

(p.) d'ordre 

supérieur à s-m sont nul s mais parmi ceux d'ordre s-m, il 

y en a au moins un qui est non nul, à savoir (3 - 5 - 18). 

Développons l::,.ss (p) en puissance de p; on obtient 

s-1 ' s-3 m-1 
Ôss (p) .. aof + a2 f + •·• + as_uJl 

où a :/ o. s-m 
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l 

Pour f assez petit on déduit l'estimation suivante : 

D - 5 -20) 

En utilisant les expressions (3 - 5 - 16), (3 - 5 - 20) et 

(3 - 5 - 19) 

' 
1 + 0 ,,l 2 a 

~ = 
:. s-m z 

tp.2) 
. os 

s 1 + 0 a s-m 

Donc si p diminue, la valeur de a(. 
8 

ne peut pas Atre rendue 

aussi petite que l'on ve t et les équations de précession 

ae eoat donc ~as admissibles. 

Nous en déduisons la nécessité de la condition 101 ~ O. 
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§ 3 6 l Conditions suffisantes et condi
tions nécessaires de stabilité 
des équations de précession \ 
associées à un système po terl. tj,,~J.. 

Le théorème de Thomson détermine seulement une condition néces

saire de stabilisation gyros copique 'd'une position d'équilibre 

ins table d I un système potenti el • 

Pour trouver des conditions suffisantes nous allons considérer 

le système de--précession associé. 

Nous nous plaçons dans les hypothèses du§ 2 - 3. 
Nous considérerons donc les équations du mouvement sous la forme 

(2 - ., - eJ 

d 
d t . - ~ V ---- + r k (k • 1, ••• , B) 

~ qk 
(3 - 6 - 1) 

où rk re~résente la force gyroscopique. , 

V est l'énergie potentielle . 

L s équa t ions de précession correspondantes ont la forme : 

H O (tt) 'ît • - grad V (3 - 6 - 2) 

1 • Théorème. 

ai dans la position d'équilibre isolée, l'énergie 

potentielle V au extremum (maximum ou minimum), 

alors la position d' équilibre du système simplifié 

est a table. 

Sans perte de généralité , nous pouvons supposer cette posi

tion d'équilibre à l'origine. 



_Multi:,)..ions les deux membres de l'équation (3 - 6 - 2) par 
.!.) 
u. En appliquant la définition des forces gyroscopiques 

on obtient : 

.:... -'> 
u. grad V• 0 

L'énergie potentielle 

par conséquent : 
s 

) V ~ ~ --::::; u • k 
~ u = 

V ne dépend que des coordonnées 

dV 
dt - 0 

On a donc l'intégrale d' énergie du système si~,i~fié 

où h est une constante d'intégration. 
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La fonction V est donc définie au voisinage de O tandis 

que sa dérivée totale par rapport au temps en vertu des équa

tions du mouvement (3 - 6 - 2) est nulle. 

La position d'équilibre du système simplifié est donc stable. 

Par le théorème .du · § 3 - 3, ce théorème détermine une condi

tion .suffisante de stabilité pour le système simplifié seule-

ment ai on a un nombre pair de coordonnées U, 
1 

Si la position d' équilibre d'un système potentiel 

est stable, la pos ition d'équilibre du système 

simplifié est stable aussi. 

Par la réciproque du thé orème de Lagrange - Dirichlet 

(appendice 00) l'énergie potentielle du système potentiel a 



un minimum. 

La thèse se déduit immédi atement du théorème précédent. 

2. Conditions nécessaires de stabilité de la position d'équi
libre d'un système linéai re simplifié . 
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Dans ce qui précède, nous avons travaillé avec les équations 

simplifiées (3 - 6 - 2) issues des équations complètes 

(3-6-1). 

Le système linéaire associé à (3 - 6 - 1) a la forme 

(2 - 3 -10) : 

:.!., .:., _.,, -) 
A q + HG q + cq • o U - -S - 3) 

Le système simplifié ass ocié s'écrit 
.:..._ _, _.., 

HG u + c u • o ( 3 - 6 - 4 ) 

En passant aux coordonné es normales, la matrice C prend la 

forme C. 
0 

Les équations (3 - 6 -4) deviennent 

L'énergie potentielle V • 
s 

• 1 ~ --- 1 ~ :r • -2 Co u u .. -2 Lk = 1 

1 C _,. _,. • 
2 _ u use 

2 
ck ~ 

transforme en 

L'équation caractéristique du système de précession 

(3 - 6 - 4) est 

(p) 
~ ( À ) "" de t ( HG À + C) • o U - 6 - 5) 

Supposons I G 1 -,. o; pour <)ela il faut que s soit pair. 

Posom:: H A • Y. 

L'équation caractéristique (3 - 6 - 5) devient 

f>:..l P) , Yi = de t ( GY + C) • o (3 - 6 - 6) 



Or alP)(y) vérifie la r elation (appendice 3 - 6) 

Cette égalité exprime le fait que l'équation l3 - 6 - 5) ne - ·- ~ . -
contient Y que dans les puissances paires. 

On a : 

Y
2n _2n-2 2 

a2n + a2n-2 r + • • • "" a4n-2 y + 84n - 0 

où det G 

det C 

(3-6-7) 

Pour avoir la stabilité de la position d'équilibre du système 

liné aire sc1éron6me simpli fié, il. faut que tau tes les racines 

de l' équa tian (3 - -6 - 7 ) ;ar rapport à y2 soient réelles 

négatives. 

3. De ce qui précède nous pouvons aussi déduire les théorèmes 

suivants : 

Si l'énergie potenti elle V a un extremum dans la posi

tion d'équilibre isolée, le système potentiel linéaire 

simplifié est stabl e (par le théorème du § 3 - 6). 

Si la position d'équilibre i solée d'un système potentiel 

est instable et a un degré impair de stabilité, le sys

tème de précession est instable (par le théorème de 

Thom~ on et Tait) . . 
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4 . Remarques . 

Si nous supposons que le mouvement de précession est stable, 

toutes les racines de (3 - 6 - 7) par rapport à Y2 sont 

réelles et négatives. Par rapport à Y elles sont purement 

imaginaires. 

No tons-les par Yki (k • 1, ... , 2 n) 

Dans ce cas les racines de l'équation (3 

à À sont : 

y • - YJ. n+-j 

i tk • 1 , .•. , 2n) 

(j • 1, ... , n) 

6 -5) par rapport 

où les valeurs Yk (k • 1, ••• , 2n) ne dépendent pas de H. 

Dono pour de 'grandes valeurs de H toutes les racines Àk 

sont petites en module. 

Par conséquent, le mouvement stable d~ système potentiel sim

plifié est formé de _n • ~ oscillations harmoniques de 

fréquence très petite et de très grand~ période. L ,J 
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§ .3 - 7 Condition d'admissibi lité de la 
soluti on des équations simplifiées 
pour l es systèmes potentiels liné
aires sc l é ronômes soumis à l'action 
de forc es gyros copiques . 

Nous nous plaçons dans les hypo ~hèses du § 2 - 3. 
Nous considérons donc les équations du mouvement sous la forme 

(2 - 3 -10) 

A ~ + HG °<t + C q • cf (3 - 7 - 1) 

On a le théorème suivant 

Si on ajoute au système potentiel linéaire s cl éronôme 

(3 - 7 - 1) des forces gyroscopiques vérifiant les 

conditions 

1) fGf ./ o l CJ ./ 0 

2) le système de précession est stable 

3) les é quations 

l}. (n) ( À ) m f AÀ + IIG l - 0 (3 - 7 - 2) 

/1 (p) 
( À ) .... • J HGÀ+ C t = 0 (3 - 7 - 3) 

n'ont que des racines distinctes, 

Alors , pour des valeurs assez grandes de H, la solu

tion des é quations de précession est admissible. 

,J 



Démons trn tion : 

Etant dans les mêmes hypothèses que cell e s du thé orème 

2 - 3 - 4 , nous po uvons dfduire les r é sultatn suivants 

y 
n-j "" - Y. 

J 

'( .. - Y. n+j J 

,( p ) 
/\ k '"' 

\(n ) 
/\ k .. H Y , (p-) i .r:: 

(k "" 1 ' 
j ... 1' 

(k .. 
1 ' 

j - 1 ' 

(k • 1, 

j IC 1 ' 

(k .. 1, 

... ' 

. .. ' 

(3 

... ' 

... ' 

(3 

... ' 

... ' 

2 n; 

n ) 

- 7 - 4) 

-

2n -' ; 

n) 

7 -

2 n; 

n ) 

5) 

(3 - 7 - 6) 

... ' 2 n; 

j • 1, ... , n) 

(3 - 7 - 7) 

(3 - 7 - 8) 

(3 - 7 - 9) 

101 . 
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Nous devons vé rifier les conditions (3 - 2 - 3), (3 - 2 - 4) 
et (J - 2 - 5). 

La relation (3 - 2 - 3) est immé di atement satisfaite car en 

vertu des équations (3 - 7 - 4), (3 - 7 - 6), (3 - 7 - 8 ), 

(3 - 7 - 9), et pour de petites va leurs de /J... on a 

Comme \ (p) 
k 

(Y kÇu) - y k) i .. 

- À (p) + 
k 

. i 
yk 

0 (,u) 
H i, 

.. 

pour de grandes valeurs 

de H, la condition (3 - 2 - 4) est aussi vérifiée. 

Il reste à établir l'inégalité (3 - 2 - 5). 
Pour cela, écrivons les équations de précession ~~~oc~ées 

à (3-7-1): 

• 
HG °it - ~ + C u • o 

La solution peut être cherchée sous la forme 

-> u • e 
À t 

(3 - 7 -10) 

(3 - 7 -11) 

où D(p) est un vecteur i nconnu et À une valeur inconnue. 

En introduisant cette valeur de u~ dans (3 - 7 - 10) on ob

tient : 

(HG À + C) 
Àt _.., 

e .. o 



ou, en posant Y== H À 

( o Y + c) n(P) s: 

(3 - -1 -12) 

( 3 - 7 -13) 

L' équation vectoriell8 (3 - 7 - 13) est équivalente à s 

équations scalaires 

D(p) ( 
1 + ••• + g1 s Y + c ) D(p) 

1s s 
= 0 

(3 7 -14) 

+ ..• + C - 0 SS 
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Le déterminant de ce système d'équations linéaires homogènes 

par rapport aux valeurs D~P), ... , D~p) correspond au 

déterminant (-l- 3 - 6) 

~ ( Y, o) ... 1 o Y + cl - o (3 - 7 -15) 

Nous avons vu que ses racines sont des nombres imaginaires 

purs et nou:;; les avions notés par \. i (k.., 1, ... , 2n) 

En reportant ces valeurs dans (3 - 7 - 13) nous obtenons 

-(p) -) 
D k • o . (3 - 7 -1 6) 

où ip) est la valeur du vecteur b(p) correspondant à la 
k 

racine 1<: i. 

Si l'on reporte cette dernière dans (3 - 7 - 14) nous pou

vons dire que les Jquations de ce système sont linéairement 

dépendantes car dans ce cas la Yk +cl• o. 
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Néar.mcins le rang de ce s ystème est ( s -1) car on a vu pré

cédemment que les racines Yk i é taient simples [2]. 

Eliminons une équation du système (3 - 7 - 14), par exem

pl e l a dcrr,ière . L es autr es peuvent être présentées sous 

la forme ( 2] : 

où 
(p) 

D 1k ' •• •' 

D (p ) D (p) 
~ sk 

= _!:::._2_,,(-Yk--i ...... )- "" • • • "" _6_s__,(_Y_k_i ....,..) 

(3 - f-17) 

son t les composantes ~u vecteur Ï)(p) 
k 

correspondant à la r acine ... ' ~ s 
les mi-

neurs des éléments de la dernière l igne de la matrice 

(a Y+ c) 

Au moins un des mi neurs .6j (Yk i) est non nul. 

De plus les composantes du vecte ur et le vecteur lui-

mime s ont d~termi nGs à une constante multiplicative près , 

que nous fixons de façon arbitraire. 

Nous pouvon~ dès lors calcul er , pour chaque racine Yk ide 

( 3 - 7 - 1 5), un vecteur ~p) 

D p ) 
sk 

(k .,. 1, ... , s ) 



En utilisant (3 - 7 - 11 ) et (3 - 7 - 12), nous trouvo ns s 

nolutio~s particulières linéairement indépendantes de 

(3 7 -10), à s avoir 

_.,, 
u .., 

1 

La solution gé né rale prend la fo r me : 
s y 

L « D(p) exp c/ i t) 
k= 1 k k .1 

-> u ... 

T 
exp (~ i t) 

F 

(3 - 7 -1 8) 

où o<, k (k = 1, ... , s) 3cn t des cons tan tes arbitraires . 

En vertu des conditions initial es pour (3 - 7 -10) 

s -q = 
0 L 

k = 1 
(3 - 7 -19) 

L'équation vectorielle (3 - 7 -1 9) détermine les nombres 

or !)( p ) 
11 

D(p) 
1s 

D(p) '"' -> 
; o< ... 

D(p) D(p) 
s 1 SS s 

A l' aide de ces notations (3 - 7 -19) devient 

(p ) _..,, 
D o{ 
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La matrice D(p) es t r égulière [2] 

On peut donc écrire 

Passo~s maintenant à la construction de la solution générale 

du s ystème complet ( 3 - 7 - 1) 

Ce tte dernière peut être cherchée s ous la forme 

-> -) 
q = D (p) e 

À t 
(3 - 7 -20) 

• 
où 

-) 

D (u) est ur. v ecteur inconnu et Àune valeur inconnue. 

En introduisant (3 - 7 - 20) dans (3 - 7 - 1) 

(A À 
2 + HG À + c) 

__,, 
D (p) -> 

., 0 (3 - 7 -21) 

Soit 6 (À) s on équation caractéristique. 

2 
+ HG A + cl ... o (3 - 7 - 22) 

A chacur1e de ses r a cines ,\ k on peut associer un vecteur 
- > 
~ (p) qui peu t être trouvé à partir de (3 - 7 -21) de 

la même façon que D>(_~ ) 

Mais ici nous allons utiliser une autre méthode dans le 

but de mettre en évidence le petit paramètre )1· 

-> 
Pour cel a on rec herche ~ (f) sous forme de série par 

rapport à }1-



-, 
"' D ko 

( 3 - 7 - 23) 

Les zéros de ~ ( ,\ ), donnés par (3 - 7 - 6) et ( 3 - 7 - 7 ), 

peuven t 8 tre pré:nen tés e n 2 groupes; le premier con tiendra 

les nombres X(~ ) (p.) co rrespondant aux racines des équa

tions de préce~sion; lcG autres racines )\(~ ) (p) appartien

dront au deuxième groupe (voir § 2 - 3) . 

~-o tons par 

associé r espectivement au premier et au second grou

pe des racine8 de ( 3 - 7 - 22 ). 

(A (p. 

Pour o on a : 

-= 0 (3 - 7 - 24 ) 

En comparant les équations ( 3 - 7 -1 6) et (3 - 7 - 24) nous 

voyons que l es vecteurs D( p ) et D(p ) coïncident . 
ko k 

En cons idérant (3 - 7 -23 ) on peut écrire 

(3 - 7 - 25 ) 

La solution génarale de (3 - 7 - 1) peut être présentée sous 

la fo:r:ie : 
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" yk (p) L > 

-> L _ (o<_ k (p) 
->(p) 

(p) i t) q = D, exp ( ;: 
k .. 1 

K 

+ (3 k (p) 
- >(n) 

Cf) (H 't k (y-) i t)) D . exp 
K 

(3 - 7 -27) 

où o<k (p) e t {3k Cf) sont des · constantes arbitraires dé

pendant en général du paramètre f . 

En utili s ant les condi tions initiales nous pouvons écrire 

l e:.; d: qua tions qui déte rminent les valeurs o(k (p.) et 

fk (y) 

(3 - 7 -28) 

i + 

Sn divisant la seconde équation par Hi on obtient 

s 

L 
k = 1 

(3 - 7 -29) 



Nous allons chercher ex k (f) et (s k (f) sous forme de sé 

rie par rapport à f : 

+ ... 

(3 - 7 -30 ) 

En utilisant ces express ions dans (3 - 7 -28 ) e t 
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(3 - 7 - 29 ) et en tenant compte de (3 - 7 - 8), (3 - 7 - 25) 
et ( J - 7-26) , nous pouvons comparer, dans les r ésultats 

obtenus , les t ermes de puissance o et 1 par r apport à f 

pour final ement obtenir deux syGtèmes d ' équations nous 

Perme ttant de déte rminer o(( o ) n_( o) _1( 1 ) et A.(_1) : 
k ' /-' k ' '-"-k }"' k 

s 

L 
k = 1 

-> 
"" 0 

s 

L 
}: = 1 

. 
. -> 

= - iq 
0 

s 

L 
k = 1 

s 
-'> ~ 

= 0 ; L_ 
k = 1 

(J - 7 -31) 

Comme la ma tri ce D(n) est régulière et Y k -,/ o 

(k = 1, ... , s ) nous avons 

A (o ) -
J -' le - 0 

par conséquent : 
s 

L 
k = 1 

(3 - 7 - 32 ) 
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~n comparant ce tte expre3sion avec l a formule (3 - 7 - 19 ), 
nou., voyons que 1 er~ nombre::; oZ (~ ) e t o( l: co ·nci dent 

(3 - 7 - 33 ) 

(les valeurs~ k sont d~terminJes à parti r des f~uations de 

précession ! ) 

Leo ~quations (3 - 7 -31 ) déterminent les constante~ 

«. \!) et (3 \: ) . Ces de r ni ères ne dépenden t pas du paramè

tre p car les vecteurs ï/: } Ï/: J et les nombres Yk 

n ' en dependen t pas . 

En utl l isant le::; ég~lit~s (3 - 7 - 30 ), (3 - 7 - 32 ) et 

(3 - 7 - 33), nous ob t enons une estima t i on pour l es constantes 

o<' k (p ) e t (s k (r ) 

of_ k (p ) "' o( k + O (p ) 

(3-7-34 ) 

Considarons de nouveau la sol ution général e ( 3 - 7 - 27 ) 

e t remplaçons - y l es constantes c( k (;i) _:>t /5k (f ) p~>rnleur :3 

estimations ( 3 - 7 - 34) , les vecteurs D( ~ ) (p) et D(k )(,i) 

par l eurs val eurs approximatives (3 - 7 - 25) et (3 - 7 - 26 ) 
et les nombres Y, (}1) ,3t ){ (p ) par î et Yk suivan t 

K k k -
l es équati ons (3 - 7 - 8 ); on obtien t 

y 
(~ i t ) 

H 

-(n) ) ) + O (f) .D k exp ( ] Y k i t 



fu u tili oant la soluti on générale des équa t i ons de pré 

cession (3 - 7 - 1B), on peut écrire 
s 

l
- y 

-> ,, -{p) , k 
q ( t ) - u ( t) .. 0 (r) _ ( D k exp (- H i t) 

t:: = 1 

+ D(: ) exp ( H ){kit )) 
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Cette expression mon tre que , pour de grandes valeurs d~ pa

r amètre H, la différence q(t) - ~(t) peut être rendue 

aussi petite que l'on veut . 

La condition (3 - 2 - 5) est donc vérifiée. 

Ceci achève la démonstrati on du théorème. 

Conclu:.üon 

La solution des équations de pré cession es t donc admissi1le pour 

l es s ystèmes lin8aires ~cléro nômes sur :lm quels agi ssen t des forces 

gyroscopi ques vérifiant l es conditions citées au début de ce pa

ragraphe. 

Remar que 

L'admissibilité des s olutions des équations simplifiées ne deman

de pas la préuence de forces dissipatives . 

Si l'on v arifie les hypothèses du théorème qui précède, on peut 

donc utilis er les équati ons de précess ion, quelles que s oi ent 

les forces dissipatives présentes dans le système . 

L' étude des solutions des équa tions du mouvement d'un système et 

de leur stabilité s 'avère parfois difficile et fastidieuse. 
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Les résultats de ce chapi tre nous permettent, dans certains cas, 

de simplifier la résolution de tels problèmes et apparaissent, 

par le fait même, comme fondamentaux . 

Nous avons voulu montrer dans les exemples du chapitre 5 Que 

si certaines hypothèses ne sont pas vérifiées, la solution des 

éQuations simplifiées peuvent ne pas exister, être tout à fait 

différentes des v~ritables solutions ou en différer qualitative

ment. 
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CHAPITRE 4 E IDDE DE LA S TAEILI 1E D1 UN 
SYS'IEM3 A .?AR'.:.12:3 DE S'ES DT
TEGRALES PREMIERES . 

-------------

§ 4 - 1 : Introduction au problème. 

Dans un grand nombre de s ystèmes mécaniques apparaissent des 

intégral es premières (conse rvation de l'énergie, du moment 

angulaire ... ) [4]. D'autre part le théorème de stabilité 

de Liapounov nous fournit un critère assez simple pour étu

dier cette dernière. 

Supposons que les équations du mouvement perturbé sont du 

type [12] 

dx. 
l 

dt 
:c: X , t) 

n (i "' 1 , 2, ... , n) 

supposons encore que ce sys tème admet p intégrales premiè

res 

avec 

u 
1 

u 
p 

P< n 

... ' 

... ' X , t) 
n 

et U. (o, ... , o, t) = o V i 
]. 

Nous voudrions déterminer une fonction de Liapounovo 

Cherchons-la sous la forme 

Une des conditions est de suite réalisée : 

la dérivée de~ par rapport à t s'annule 



+ ..• + = 0 

I l nous reste donc à analyser le caract~re défini ou non 

défini de f par rapport à x
1

, ... , X • n 

114 . 
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§ 4 - 2 La méthode de Chetaev. 

Cette mé thoè.e est basée sur le choix d'une fonction 

4 (u1' ... ' U ) de la forme 
p 

,\1 u + ... + ),. u + c1 
u2 + . .. + C u2 

1 p p 1 p p 

où À
1

, ... , À p ' c
1

, . .. , CP sont des constantes à déter

miner de manière à rendre, si possible, la fonction 

f (x
1

, ... , xn' t) définie par rapport à x 1, ••• , xn. 

Il suffit pour cela que le développement è..e 

f (x
1

, ... , xn, t) commence par une forme quadratique dé

finie car les termes d'ordre s upérieur à 2 sont négligea-

bles. 

O.K. Pozharitskii a étudié des conditions suffisantes de 

stabilité à partir de l a forme particulière : 

"' 
u2 

1 X ' n 

Nous reprenons ici quelques résultats [2 2J 

t) + ... + 

Nous verrono sou3 quelles cor.ditions cette fonction est 

définie positive et le rapport qui existe entre <pet 'f. 



---

§ 4 - 3 Théorèmes fondamer.taux . 

Bi en qu'ils soient importan t s , nous ne démontrons pas ici ces 

théo rèmes. Le lecteur intéressé peut consul ter [2~ 

1 . Théorème 1 • 
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Il existe une fonction <p (u
1

, .•. , UP) définie (c' est-à-di

r e une f onc ti on f (x
1

, ..• , xn' t) définie par r apport à 

x1 , • • •, xn) 

ssi 

~ (u
1

, ... , UP) est définie par rapport à X 
n 

2 . Théorème 2. 

'Y (U 
1

, .•• , Up) est défi nie par rapport à x
1

, .•. , 

ssi 

:X: n 

que 
x2 u2 

]. 

2 
ii'X 1 

X 2 ., u 1 

u2 
p 

2 = a 

( :x.1 ' 

+ 

~ p) pour 

2 
• • • + X ) n 

laquelle 

défiriies telles 

. . . ' X 
n' t) > r . si 

1 

2 > + X 0 n 

2 2 
+ . . . + U. 1 + U. 1 ... + 

l. - 1+ 

<e. (x2 + . .. + X~) 
]. 1 



Commentaire. 

Les fonctions r . et 
l 

pour tout temps t, 

devient petit (même 

e. s ont indépendantes du temps; 
l. 
. u2 u2 u2 

Sl 1 + • • • + . 1 + . 1 + • • • l.- .L+ 

nul), U. fera en sorte que 
l 

~ U~ s oit toujours positive . 
J = 1 J 

donc 
2 

+ u p 
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Si u
1

, ... , Up ne dépendent pas explicitement du temps, les 

fonctions nulles e j_ = o et ri = o satisfont toujours l es 

conditions du théorème; nous pouvons donc énoncer le 

corollaire 

Si u
1 

... UP ne dépendent pas explicitement du 

temps, alors 'r' (U
1

, ... , Up) est définie 

ssi 

3 Ui (x 1 , ... , xn) telle que 

Ui (x
1

, .. . , xn)>o sauf pour x
1

• = 

X = 0 n 
u1 (:x:1' . . . ' X ) ::c ... = U. 1 (x1, ... ' n l -

u. 
1 (x1' l + ... ' X ) "" n 

... -u (x1, . .. ' X ) - 0 p n 

A partir de ce corollaire, nous pouvons déduire une 

technique de calcul : 

X ) .. 
n 



1 f8 ~-

a) supposons qu'à parti r du système d'équatiorill 

ui-1 = 

U. i+1 s:: 

= 

0 

0 

0 

0 

on puisse exprimer p - 1 variables (soient 

x 
2

, ... , x) en fonction des autres (x
1

,_ ••• , x 
1

) 
n-p+ n n-p+ 

on a donc des relati ons du type 

:X: n-p+2 

X n 

"" • • •' X 1 ) n-p+ 

. 
fp-1(.x:1, ••• , xn-p+1) 

d'après le corollaire 

~ (u1, ••• , UP) est définie ssi u: (x1, ••• , xn-p+
1

, 

f 1' ••• ' f 1 ) p-

est définie par rapport à x
1

, .•• , x 
1 n-p+ 

ou encore 

est definie en les varfables X n -p+1 

b) on peut géné r alise r le corollaire au cas où p - k inté-

gr ales pr emière s sont nulles pour tout (x
1

, 

: autres è tant s tric temen t positives sauf en x
1 

••• , :x: ) , 1 es n 
=••••X=O n 
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Supposons qu'à partir de ce système de p - k intégrales , 

on puisse exprimer p - k variables (soient 

... ' x) en f onction des autres (x1, ••• , x k 1 ) n n-P+ -

Dans ce cas , par analogie avec a) on devra analyser le 

caractère défini ou non de 

••• , X k' f1, ••• ,f k) n-p+ p-

+ ••• + 

Uk
2 1x

1
, X f f ) 

' • • • ' n - p+k ' 1 ' • • •' p-k 

par rapport aux variables x1, • •., x k n-p+ • 



§ 4 .4 Etude d'un cas parti cul i er. 

On s uppos e i ci que U 
1

, ••• , UP 

i ) 11e dépendent pas explici t ement du temps 

il) :30n t des fonctions holomorphes en x
1

, ... ' X 
11 

i ii)ont la forme: 
n 

U =O\k x1 + . . . +~k X +L ~ l~ . X . X . + k 1 n n 
i,j=1 :. J l J 

(k • 1 ' ... ' 
\: 
p) 
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(4 - 4 - 1) 
, _/ k ..J k 

o·J. V\. • ' V\. . . 
l. l J 

s ont des cons tantes 

e t \: des fonctions qui con tiennent les termes de degré stric

t ement supérieur à 2 en x
1

, ••• , x . 
n 

Nous allons cons idé rer la ma trice des coefficients des termes 

1 . , . 1 (rJ k_'). ineaires; nous a notons '-"\ 
l 

k 
1 . le ran_g de la matrice .le).._ il est ..P.• 

d'après un thé orème d'algèbre , pui s que le rang est 

p, on déduit que leo 

= ,..J 1 
~1 x1 + 

p combinaisons linaaires : 

+o(1x 
n n 

V p 
:(X_ p X 

1 + ... 

sont linéairement i ndépendantes. 

Donc, on peut considérer v
1

, 
• ô • ' 

riables, au lieu de x
1

, ••• , xp 

v com:ne nouvelles va
p 
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Ecrivon~ 4 - 4 - 1 dans les variables (v1, • • •' V ' p 

• xp+ 1 , ••• , xn) • 

Ce sys tèmc prend alo :::-s la f or :ne : 
n 

p p 
k k 

Il 
== V + L 

i~10 Uk 0 i j 
V. V. + X. + 

k . . l. J ij i J 
l.' J• 1 

j .. p+1 ---
n 

(k ,,. 1, ..• , p ) 

i , j=p+1 
(4 - 4 - 2) 

où~ ~j s ont des co r.:.; tantes et ~ des f onctions holo

morphes en v
1

, ... , v , x 
1

, ..• , x qui contiennent 
p p+ n 

des t e rmes d'ordre strictement s upérieur à 2 en ces va-

riables . 

nous rasol vans l es p-1 premières équations de 4 - "· - 2 

pour t r ouve r 
V 1 ' .. . ' V p-1 

en f onction de u 1 ' ... ' u p- 1 ' 

V p ' X p+1 ' ... ' X . n 

Les termes V . 
l. 

s ont remplacés par 
n 

,L i m~me u. - C\ lm ~ X - X. on fait de pour vj • 
l. l , m-1 

m l 

Nous obtenons 

p- 1 

vk = Uk -L ()_~-. . 1 l-' i J 
l. ' J= 

n 

L 
k 

u. U. 0 pj 
V U. 

1. J 
j - 1 

p J 

n 
2 p- 1 {°:) 

vp - L l 
i = 1 

k i= 0 k 
U. X. pj ·V X. 

ij l. J 
p J 

j=p+1 

t=P+f 

p - 1) 



nous appliquons le corollaire en annulant 

u
1 

... Up_
1

; nous ob t enonn une rel a tion entre 

... , v et v , x , .•• , x du type : 
p-1 p p+1 n 

"' 

ou plus exactement 
n 

.L 0~j 
- J=F+1-- --

= -

• • •' X ) n 
1 {_ k {. p-1 
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{ (4 - 4 - 3) 

nous remplaçons dans la dernière é quation de 4 - 4 - 2 
les termes vk ( 1 {. k {, p - 1) par leur expression 

4 - 4 - 3 . 
Ce c i now, donne des t e rmes du 4ème degré que nous engl o

bons dans un même t e rme z
0 

, fonction de 

V X 
p ' p+1' 

Il reste 

... ' X • n 

finalement 

uo -= + rp 
2 

V V + 
p p PP p 

n 

0f j L X . X . 

i,j=p+1 
1. J 

n 

L ~ ~j 
V X. + 

j:::p+1 
p J 

+ zo 

Nous nous s ommes r a menés à une expression contenant moins 

de variables . 

llTous savons que 

~ (u
1

, ... , Up) es t définie 4==}U; est définie par rap:port 

à V , X 1 , ••• p p+ 
X n 
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or ici , Dô peut prendre des valeurs de différents signes 
p 

suivant la valeur de v . p 

Conclusion 

~ (U 
1

, ... , Up) !1 1 est pas définie ici , donc à par tir 

des in t ,jgrales premières u
1

, ••• , Up , on ne peut cons 

tru~re une fonction de Liapouno v . 

Le mouvement non perturbé n ' est donc pas nécessairement 

stable . On se gardera cependant de conclure qu'il es t 

i nstable . 

"\lemarque 

si le rang vaut p- 1 , le terme v n 'interviendra plus; p 
nous avons alors une chance s uppl émentaire de trouver 

une combinaison défi nie . 

Pui sque le rang est p -1, parmi les formes v 1 , ••• , vp , 

on peut en trouver p-1 qui sont linéai rement .i.ndépen-

dantes : soient v 1 , ••• , 

mettre s ous la forme : 

Nous considé rons v 1, ••• , 

au lieu de x 1, ••• , x p-1 

V 1 • p -
L'expression v peut se p 

v 
1 

comme nouvelles variables 
p-

Les équations 4 - 4 - 1 prennent la fo r me 

---- --



p-1 

L 0k 
Uk = vk + . 

. . 1 ). J 
l. ' J"" 

u + ... + p 

n 
- p-1 · 

L 0 :j 
V. X . 

1. J 
i = 1 
j = p 

n 
p-1. 

~ 0~j 
V. V. + 

:i. J l = 1 
j = p 

( k = 1 , 2, ... , p-1 ) 

i 
p-1 

V 
p-1 

n 

+_L~ p 
X . X. + X 

i j 
]. J p 

i ,J=P 
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V . X. '+ 
l. J 

(4 - 4 - 4) 

V . + 
J 

Nous r ésol vans les p-1 premières équa tians de 4 - 4 - 4 

par rapport à v
1

, ..• , vp_
1

. Les f ormes v 1 sont reQpla

cées par 

x - X.; de même pour v .. 
m i J 

Les termes d'ordre str i ctement supérieur à 2 sont rassem

blés dans Yk 

d'où n 
p-1 P-1 

~ : j vk = Uk -> r~ -U. U. L U. X. -
,___ lJ l. J 

l. J 
i ,j=-1 

i ,.. 1 
j =P+1 

n 

0 k 
~ ij X . X . + yk 
i,j=P 

l. J 

( k = 1 , ... , p-1 ) 



Co mme dans le cas précédent , nous annulons u1, 

nous obtenons ainsi des expressi ons pou r vk 

(k = 1, ... , p- 1) ~otées v~ : 

n 

... ' 

L (\ ~ xl. X J. + Yk
0 

( k "" 1 , 2 , ••• , p- 1 ) 
\ J J. j 

i , j=P 

0 

En rempl açan t dans l 'expr ession de Up les vk par vk 

125 •• 

u p- 1 

e t en regroupant les te r mes d ' or dre strictement supé rieur 

à 2 dans z0 
on a 

n 

uo 
p 

X. X . 
1 J 

- ... -

-0 p-1 

pa r le corollaire : 

X. X . + 
1 J 

n 

.L 
1 ,J =P 

X. + z0 

J 

(4 - 4 - 5) 

~ est définie ~ 1 u0 est définie par rapport à 
p 

Conclus ion . 

X ' p ... ' X n 

s i l ' express ion 4 - 4 - 5 es t définie , le mouvement non per

turbé es t stable . Si non , on ne peut rien déduire quant à la 

stabi lité ou l ' ins t abili té de ce mouvement . 

r emar que : 

souvent on cons idèr e , au l ieu de 

tique 

u0 la f ormule quadra
p ' 
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On 6limine ainsi les termes d'ordre strictement supé rieur 

à 2 car les x. ( 1 ~ i ~ n ) sont des perturba tiens , donc 
l 

"assez petites". 

Si ~ est définie par rapport à xp, ... , xn , 

ent dé finie par rapport aux mêmes variables . 

La reciproque n'e s t cependant pas vérifiée. 

alors u6 
p 

nous d~taillons en 4 . une méthode de construction de R. 

3. le ran_g de la ma trice _(c/. ~) est_p::r . 

D'après un thé orème d'algèbre, parmi les formes 

v
1

, . .. , vp, on peut en trouver p - r qui sont linéairement 

indépendantes; soient v
1

, ... , v 
p - r 

Les formes v 
1

, 
p-r+ 

... ' 

V 
p- r+1 

V 
p-r 

y 1 
;:: 0 1 

.. . ' v s'expriment en fonction de 
p 

+ • •• + t 1 V 
p- r p- r 

vl = ô' 11 - p+r v1 + ••• +O 1-p+r v (p-r+ 1 (1 (_p) 
p- r p-r 

V 
p v1 + • • • + 0 r v p- r p - r 
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nous co nsidé r ons v comme nouvelles variables 
p-r 

au lieu de X • p-r 

Les équa tiorn; 4 - 4 - 1 prenncn t la fo rrno 

n 
p - l' p-r 

Uk = vk +L ri~ L 0 k 
V . V. + ij V. 

l J l 
i,j=1 i = 1 

j=p-r+1 

(k -= 1, 2, .•. , p-r) 

Ul = Ô 11+r-p v1 + ... + Ô l+t·:-p 
p-r V 

p-r 

n 
p-r n 

L 01. L r 1 
V . X. + ij X . X. 

i "" 1 
lJ l J i,j=p-r+1 

l J 

j=p-r+1 

(1 ... p-r+1, ... , p) 

X. + 
J 

(4 - 4 - 6) 

+~ 

(4 - 4 - 7) 

nous résolvons les p-r premières équations par rapport à 

v
1

, ••• , v en faisant les mêmes changements que lors 
p-r 

des cas précédents. 

Il vient que : 
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p-r -

vk = u -L k 
i , j~ 1 

n 

r ~j 

X. 
l 

U. 
l 

n 
p-r 

U . - L 0~- U . X. 
J i=1 

l. J l. J 

j==p-r+1 

(k • 1 , •.. , p-r) 

nous annulons u
1

, ... , U ; nous obtenons ainsi des p-r 
express ions pour vk (k = 1, ... , p-r) notées v~ 

n 

L 
i,j ::p-r+1 

~~-V lJ 
X. 

]. 
X. + 

J 

(k ... 1 , ... , p-r) 

-

(4 - 4 - 8) 

Remplaçons dans (4 - 4 - 7) les vk (k :i; 1, ... , p-r) 
0 

par vk en regroupant les termes d'ordre strictement supé-

rieur à 2 dans un même terme : 

0 

u 
p-r+k_ -

n 

L 
i,j=p-r+1 

- ... - ~ k p-r 

x.o . 
p-r+.K 

(k = 1, ... , r) 

~ p-r 
1-' ij 



par le corollaire. 

f est définie Fl (u0 

1 
)

2 
+ ... + (U

0
) est définie 

p-r+ p 

par rappo rt à x 
1

, 
p- r+ ... ' X 

n 

î 29. 

Conclus ion 

Si c0tte exprcc s ion est définie , le mouvement non perturbé es t 

stabl e . Si olle est uniquement semi - définie , on ne peut rien 

déduire quant à la stabi l ité du mouvement . 

s 

Remarque . 

Pa rfois, on analyse seulement les termes du 4ème degr8 en 

xi (p- r+ î { i { n) , on négl ige les t ermes x;_r + k 

(k "" î , ... , r) 

On étudie alors le caractèr e de 

r 

[ i , ~+1 
== L (- ô ~ r ~j - . . . -p - r 

k -= î 

k rtt + 0 p~r+k) ] 
2 

i X. X. p- r .l J l J 

Si S es t définie par r apport à x 
1

, ... , x , alors 
p-r p- r + n 

2 
+ ... + (Uo) 

p est définie en les mêmes varia-

bles et le mouvement perturbé est stabl e . 



130 . • 

4 . cons truction de la forme_ R. 

On s e place donc dans l e cas où rang (0\.. ~) ~ p-1 l 

Rappelons que 

n 

R "" L 
i ,j=P 

( - Ô 1 0 : . - • • • - 't 1 (\ P-:-1 + (\ p . ) X. X • 
l J p- \-' lJ \ ~ :l.J l J 

(k = 1 , ... , p) 

(4 - 4 - 9) 

Il faut donc chercher l es Ô i et/Î-.k 
\.; i j 

recherche des (1., ~ . 
\ "' l J 

Les~~. \., :l.J 
sont les coeffi cients obtenus quand en a rempla-

cé les variabl es • • •' X 1 p-
par ... ' V 1 • p-

Comparons l'express i on de départ de Uk 4 - 4 - 1 avec 

4 - 4 - 4 -

Nous voyons que l e t erme 

en 

n 

L~~-. . ..., \J:i. J 
l, J= r 

X. X. 
l J 

est trans formé 

X. X. 
l J 

si nous annulons v
1

, •.. ,v . p-1 

Cette annulation nous permet -d'exprimer x 1 , 

fonction de x , .•• , x • 

... , x 1 en p-

P n 

:Notre procédure de recherche des (\ ~. est la sui van te 
\ - :l. J 



a ) résoudre le syst'me 

b ) 

ceci fournit 

x1 = s 1 
p 

X "" ( pp- 1 
p-1 0 

. 
V -p-1 0 

de s relations du type 

X + ... + s 1 X 
p n n 

S p-1 
X + • • • + p n X n 

subs tituer dans les expressions 
r. k L d__ - . 

. . 1 l. J 
l.' J= 

X. X . 
l. J 
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les valeur3 trou~ées pour x
1

, 

a lors l es expressi ons 

... , x 
1

, on obtient 
p -

n 
\- k 
L_ (\ ij 

i ' js:p ~~ 

recherche des i . . 
l. 

X . X . 
l. J 

on s ai t que v "" \/ v + + y p O 1 1 ••• O p- 1 
V 

p-1 

En rempl açan t v
1

, ... , v , v en fonction de x
1

, .•• x 
p-1 p n 

d ' après 4 - 4 - 9, e t en comparant les coefficients des 

xi, on obtient l e sys t ~me 

C\ 1 t 1 + ••• + c{ ~- 1 0 4 = « p (i = 1' 2, ••• ' p-1) 
l. l p- 1 1. 

c e qui perinet de dé termine·r Ô 
1

, ..• , ô p-
1 

pui s que le 

rang est p -1 . 

Nous pou vons ainsi construire R. 

Remarque : 

On po urrai t d~duire une méthode analogue pour la rec~e r

c he de S 
p- r 



§ 4 - 5 Compa rai s on des méthodes de 
Chetaev et Pozharitskii . 

132. 

NouG allons tout d ' abord appliquer l es deux mé thodes à un marne 

exemple . Ensui te, nou3 l e~1 analyse rons afin de dé couvrir l es 

él émen ts communs aux deux techniques . 

1 . Exempl e Etude de l a s tabilité du mo uvemen~ d'un snlide 

t ournant autour d ' un oir.t f ixe c n.s de La .ran-

noit, o, x , y, z un repè re mobil e , li é au no l ide ; les axes 

o x , o y , oz coïncident avec les axes principaux de l'ellip

soïde d'inertie du corps trouv8 pour le point fixe . 

Les moment_, d ' i nertie par rapport aux axes o x , o y , o z sont 

notés A, B, C r espectivement . 

Le cas de Lagrange est obtenu lorsque A= E. 

:No us s upposons q_ue les coordonnées du centre de gravité du so 

lide s0nt données par : 

X = 0 y .. 0 

Y, 

Z ) 0 

Le repère o , x
1

, y
1

, z 1 est 

fixe . 

Soi ent p , q , r les projections de 

l n. vi tesso angul a ire Lns tantanée 

sur les axe s o Y , o y, o z et 
Il 

'lS , o , '6' les cos inus direc -

teurs de la verticale z
1 

par 

rapport aux axes mobiles x, y, z. 
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" c ' est-à-dire '6 = co~ o< = cos r y = COS V 

Nous savons qu'un t t: l s ys tème admet les intff_rrales prem i ères 

[21J 

2 2 2 Il 

A p + A q + Cr + 2 mgz ~ = h ( intJgrale d ' énergie ) 

Il 

A p 't+ A q ~ + Cr Y- = k (projecticn du moment 

"2 
'6' ... 

angul ai r e sur l' axe z
1

) 

( relation entre les co s i nus di 

recteurs ) 

r = r
0 

(par les é qua ti ons d ' Eule r : Cr "' o =) r • r0 ) 

i:rous a llons nous intéres c•er a u probl ème de la stabilité de la 

rotati on vertica le : 

" p = 0 q"" 0 r = r 
0 

0 ... 1 

" et l ' analyser par rapport aux variabl es p , q , r , Y , y , ~ . 

a . Mé thode do Che taev . 

Pertur bons le8 variables de la manière suivante 

p r X = 1 + 6 

où î ' 1'\ ' e ' r ' o{ ' s son t de pe t ites per t urba tions . 

Nous pouvons dès l ors écrir e l e s i n tégral es du mouvement 

perturb6 : 
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2 2 2 
mo( +{3 +b+ 2 Ô 

(4 - 5 - O) 

Nous allons chercher unei fane tian de Liapounov sous la f orme 

d'une combinaison des intégrales du mouvement. 

Nous éliminerons de celle-ci les termes linéaires. Il nous 

restera une forme quadra tique de laquelle nous déduirons les 

candi tians de stabilité . 

Soit V "' 

-
V1 + a1 V 2 + a2 V3 + a3 V4 + 

A 1 2 + A )1 2 + C e 2 +. 2 C r o e 

Nous choisissons les coefficients a
1

, a
2

, a
3 

tels que les ter

mes linéaires se simplifient c'est-à-dire 

ou, en regroupant les termes en e et b 

2 r
0

C + a
1 

C + a
3 - 0 

2 mg z + a
1 

C r
0 

+ 2 a
2 

• o 
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Ce système nous permet d'exprimer deux coefficients en fonc

tion du troisième qui devient un paramètre. Soit a
1 

= 2 À 

Dans ce cas : 

( m g z + À • .C r ) 
0 

2 (r C + }.. C) 
0 

donc 

v- V + 2 >-. v
2 - (m g z + C r >i) 2 

2(C + :~~X )v4 v3 + Jl v4 - r 
1 0 0 

A J 
2 

2ÀA~o( - (mg z + C r À)o<
2 

:: + 
0 

(4 - 5 - 1) 

(4 - 5 - 2) 

(4 - 5 - 3) 

Etudions à présent le si gne de V 

les formes quadrati ques (1) et (2) sont du même type. 

Par le critère de Sylvester 17]' , elles _ seront définies 
-:--

positives si et seulement si les deux inéga.li tés sui van tes 

sont na tis faites : 

A ) 0 

(4 - 5 - 4) 

La première est to jours vérifié.e. 

La relation (4) n'est possible que si le polynôme en À 

admet deux racines r~elles distinctes, ce qui peut être 

exprimé par la condition (5) : 



. 

C.2 r2 -4Amgz)o 
0 
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(4 - 5 - 5) 

la forme quadratique (3) sora définie positive zi et 

seulement si 

2 
( C ) '- 2 \ 

A +Cr I'\ +mgz<.o c _ + p o 
(4 - 5 - 6) 

Nous remarquons une grande ressemblance entre les inégali

tés (6) et (4). Noue choisiSS('TI3 le paramètre , r tel 

que les conditions (6) et (4) coïncident, c'est-à-dire : 

A • 

La condition 

Conclusion : 

si c2 2 
- 4 A r 

0 

alors V sera 

ou 

C + f > o 

m g Z } 0 

dé fi nie 

-
est 

et 

C ( C - A) 
A 

satisfaite 

C)A 

positive. 

si C ) A. 

V étant une combinai son d'intégrales premières, on a immé
d '! dia tement que dt ,.. o. 

Le théorème de Liapounov nous affirme alors la stabilité 

de la rotation de Lagrange. 

b. Méthode de Pozharit kii. 

Nous ccrivon3 les i ntJ grales du mouvement perturbé (o) 

sous la forme 
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(4 - 5 - 7) 

U.3. A'J
2

+A1)
2

+ce
2

+2r
0

ce+2mgz6 

Nous nous trouvono b ' en dans les hypothèses du§ 4 - 4. 

Ici, p • 4 et nu 6 

Nous pouvons écrire a ma tri ce des coefficients des termes·. 

linéaires. 

- 0 0 2 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

(~~) - 0 0 ;2mgz 0 0 2 r C 
0 

0 0 Cr 0 0 C 
0 

Nous sommes dans le cas où le rang de la matrice ( o( ~) 
J.. 

est 2, c'est-à-dire p-r. 

Comme r '.. p, nous pouvons continuer notre problème. 

Nous suivons la théorie présentée dans =1!:, § __ ~ _-:-J~ 

Nous avons 

v1 a: 2 6 

v2 - e 
V j - 2 r Ce + 2 m g z 6 

0 

v4 - r C 6 + e 
0 



Les formes v
1 

et v
2 

é tant linéairement indépendantes, 

nous les prenons comme nouvelles variables. 

A partir des intégra es · (?), nous obtenons 

-

Nous dédui·oons immédi atement des équati('\ns (4 ~ 4 - 8) 
0 0 les valeurs de v
1 

et v 2, à savoir . . 

- _ o<2 -(32 + 

(4 - 5 - e) 

' 0 • .D ou Y
1 

et r
2 

sont des termes d'ordre supérieur ou égal 

à 3 en les variables. 

En reportant (8) d U U b Uo t Uo ans .3 et 
4

, nous o tenons .3 e 
4 

uo 
3 - A J 2 + A h

2 
- m g z c( 2 - m f: z r, 2 + ~ 

0 
• - A~o<+ A )1 ~ - ; Ô 

ol 2 . 112 xo u4 r 
2 - r . ·C-2- + 

0 0 4 

' x0 et x0 
ou .3 4 

sont des termes d'ordre 3 au moins en les 

variables . 

D'après la théorie, l a fonction 4"(U
1

, u
2

, u
3

, u
4

) est 

définie seulement si la fonction 

(4 - 5 - 9) 

est définie par r apport à o( , (3 , ~ , Y) • 

Pour cela, il suffit que 

l'origine. 

uo 
3 

ou U~ ne s'annule qu'en 



Considérons par exemple uo 
3 

Pour que cette forDle quadratique soit d~finie positive 

il suffit, par le critère de Sylvester, que les quatre 

conditions suivantes soient vérifiées : 

A > 0 

A2 > O 
2 -A mgz)O 

A
2 

(- m g z/ > 0 

139. 

Trois de ces relations sont ~videntes. 

La quatrième impose (4 - 5 - 10) 

mg z<.O 

Conclusion : 

L' i négalité (10) f ournit ,u.-.e condition suffisante .. de sta

bilita pour la rotati on de Lagrange. 

2. Comparaison des deux méthodes. 

La méthode de Pozharits~ünous fournit la condition 

m g z < o . Par celle de Chetaev nous trouvons : 
c2 r2 4 â ) 

0 
•• mgz o 

Ces deux conditions sont compatibles car la première im

plique la seconde . . 

Si le rang de la matrice ( o< ~) est égal au nombre d'in-
1 

tésrales première3, c 1 e3t-à-dir~ p, la méthode de 

Pozharitskii nous affirme l'impossibilité de trouver une 

combinaison définie dec int~grales premières. La méthode 

de Chetaev n'est donc pas applicable non plu.a. 
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Si le ran~ est égal à p-1 (ou p-r), nous pouvons utili

ser la méthode de Che taev. 

Après de longs calculs, nous trouvons des conditions suf

fi s antes de ~tabili té (si la forme du deuxième degré obte

nue peut être rendue définie positive). La mé thode de 

Pozharitskii nous donne également des conditions suffisan

tes de stabilité, mais à partir d'une forme ~a~ratique R 

(ou du quatrième de gré S ) qui sont en général plus sim-p-r 
ples à écrire. 

Les deux mé thodes s on t donc équivalentes au point de vue 

des résultats. Cel le de Pozharitski i est plus technique 

et donc plus facile à appliquer. Son principal avantage 

réside dans le fait qu'elle diminue le nombre de variables 

intervenant dans le problème. 

Appliquons ces r ésultats à un deuxième exemple. 

3 ■ Exemple Etude de la s tabilité du mouvement d'un solide 

tournant au t our d'un point fixe (cas général) 

Nous nous plaçons donc dans les hypothèses : A f B / C / A. 

Un tel système admet les intégrales premières [ 21] 

2 2 2 Il 

A p + B q + C r + 2 ID g Z 'ir = h 

Il 

A ·_p 'l( + B q ~ + C r y .. k 

'Ir 2 + '2 "2 y + ~ = 1 

Nous nous intéressons tou jours au problème de la stabilité 

de la rotation verti cale. 



Nous perturbons les variables comme dans l'exemple précédent. 

Nous ~ouvons dès lors écrire les intégrales du mouvement per

turbé : 

(4 - 5 - 11) 

?fous développons uniquement la méthode de Pozhari tskii. 

Ici, p "" 3, n - 6 . 

Considérons la matrice des coefficients des termes linéaires 

"" 
0 0 2 C r 

0 
0 ' 0 2 mgz 

0 0 C 0 

0 0 0 0 o 2 

Nous sommes dans le cas où le rang de la matrice 

2, c'est-à-dire p-1. 

( cJ... ~) est 
l. 

Notre problème se ramène donc à l'étude de la forme quadrati-

que R. Nous la construisons d'après le schéma détailla au pa- __ 

ragra.phe 5. 

a) k recherche des A .. 
/'lJ 

nous devons résoudre le système 

v
1 

... 2 C r
0 
e + 2 m g z E .. o 

v2 • Ce + C r
0 

S .. o 



b) 
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en reportant sa solution es & • o dans les expressions 

(11), nous obtenons les relations suivantes 
6 

~ (31 • A<2+"0""2 L_ ij xi xj 5 .o • 1 

i,j - 2 

6 

L f>fj X. X . - A Î o( +Bri0 l J 
i,j .. 2 

-6 

L 3 o{ 2 + (32 
/3ij X. X . "" l. J 

i,j - 2 

Nous en déduisons 

1 13;4 (3 33 - A = B 

/3~5 ... A /3!5 - ] 

{3§5 
3 - 1 ;366 - 1 

Les autres k 
valeurs fi ij sont nulles. 

recherche des y. · 
J 

Comme rang ( o( ~ ) - 2, nous avons 
l. 

v3 = Y1 v1 + Y2 v2 

ou 

Comparons les coeff icients de e et de o 
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2 s: 2 m g z y 1 + C ro 't' 2 

o • 2 C r Y1 + C y 2 
0 

d'où y "' - 2 r 2 0 y 1 
(4 - 5 -12) 

Y1 
... 1 2 

m g z - C r 
0 

2r 

Y2 "" -
0 

2 m g z - C r 
0 

La forme quadratique R s'écrit 

R 
2 '( "" - '( A ~ -1 1 

+ o( 2 + Î> 2 

- -- Y
1

A '3 2 - ';( 1 

2 r o y 1 B l'i r+ o< 2 + (3 2 

Si R est définie positive par rapport à f, ~, 0(, (3 
le mouvement est stable. 

Nous pouvons donc donner des conditions suffisantes de 

stabilité. Pour cela appliquons le critère de Sylvester 

à la matrice 

Y 1 A 
0 r YA 0 

0 

0 - '( 1· B 0 r 
0 ~1 

:s 
r '( 1 A 0 1 0 0 

0 r y1 B 0 1 0 
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Pour que R soit définie :positive, les quatre condi tians •• 1 

suivantes doivent être réalisées : 

-Y 
1 

A > 0 

y2 
1 

A B)O 

){2 
1 

A E + r2 ){ 3 
0 1 

A2 B ">' 0 

- r Y1 B (r3 y~ A
2 

B + r '(2A B) 
0 0 0 1 

AB 

2 Sim g z <Cr, les deux premières conditions sont vé
o 

rifiées. Pour que les deux dernières le soient égale-
2 ment, ·n suffit que 1 + r
0 

't 
1 

A ) O. 

En vertu de (4 - 5 -12), les conditions suffisantes de 

stabilité de notre problème s'écrivent: 

mgz<C 2 r 
0 

m g z 
2 

+ r 
0 

ou finalement, 

(A - C) <. O 

m g z + r
2 (A - C) i ./'() 
0 



C H A P I T R E 5 

E T U D E D U G Y R O S C O P E DA N S L A 
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CHA.PI 'IBE 5 E 'IUDE DU GYROSCOPE ( DANS LA SUSPENSION 
DE CARDlili). 

145 ♦ 

Nous essayons d'appliquer les différents résultats obtenus à 

l'étude du mouvement du gyroscope dans la suspension de Cardan. 

Après une description rapide, nous doraierono des exemples d'ap

plication de cet appareil 08J 

Ensuite, nous analyserons 3 cas 

a) le gyroscope libre (les frottementn sont négligés) 

b) le gyroscope non libre (les frottements sont encore 

négligés) 

c) nous ajoutons les f orces de frottement dans les paliers. 

Ces forces existent toujours mais sont souvent négligea

bles. 



§ 5 - 1 Description sommaire de 
1' appareil . 

1. Un gyroscope, en général, se compose d'abord d'une toupie 

symë tri que (un disque S) qui est animée d'un mouvement cir

culaire uniforme, so vent rapide, autour d'un axe $
1
N 

La suspension dans l aquelle se trouve la toupie peut prendre 

de nombreuses formes : suspensions par champ électrique, sus

pensions hydrodynamiques, par anneaux de Cardan ••• [18] 

Nous utilisons cette de~nièr~; la toupie se trouve dans un 
( 

anneau K (l'anneau i ntérie~r) qui tourne autour d'un axe 
' LL

1
. Enfin, le disque et l'anneau K sont suspendus dans 

un second anneau E (l'anneau extérieur) qui tourne autour 

d' un axe CC 
1 

• 

fig 5 - 1 



De plus, l'appareil dis pose 

de capteurs permettant la mesure de l'orientation de$'N 

par rapport à l'anneau extérieur. 

d'un moteur effectua.nt le lancement et l'entretien du 

mouvement de la toupie . 

147. 
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~ 5 - 2 Utilité du gyroncope. 

Nous étudions plus loin des cri tères de s t abilité de l'axe du 

disque. Si cet axe est s table, il garde une direction cons

tante. Ceci nous fournit un moyen pour cor~erver une direction 

quelconque, C'est pourquoi on utilise le gyroscope comme ins

trument de navigation mar ' time et aârienne. La stabilisation 

angulaire d'un missile ou d'une toupille nécessite l'emploi de 

gyroscopes. 

De même, un conservateur de cap est essentiellement constitué 

par un gyroscope dont: 

l'axe de l'anneau extérieur est relié à la structure de 

l'avion, de manière à rester sensiblement vertical en cas 

de vol horizontal ; 

l'axe de la toupie es t maintenu sensiblement perpendiculai

re à celui de l'anneau extérieur ; 

l'anneau extérieur porte une rose graduée en cap se dépla

çant devant un index solidaire de l'anneau intérieur. 

Pour une étude détaillée, on peut~se référer à Ge] 



§ 5 - 3 Introduction de repères. 

Nous attachons à notre gyros cope deux systèmes d'axes: 

un système fixa O x
1 

y
1 

z
1 

et un système mobile o -·x y z lié à. 

l'anneau intérieur. 

149. 

Les a.:x:es o z
1

, ox, oz sor.t respectivement les axes de l'anneau 

extérieur, de l'anneau intérieur, de la toupie. 

Nous utilisons les angles d 'Euler ; les angles 't', 0 , 1 
représentent respectivemen t les angles de rotation de l'anneau 

extérieur autour de o z
1

, de l'anneau intérieur autour de o x;et 

de la toupie. 

~1 
-------> 

fig 5 - ~ 



Par la rotation de l'anneau extérieur autour de l'axe o z
1

, 

on passe du système o x
1 

y
1 

z
1 

au système o x y z
1

. Par la 

rotation de l'anneau intér · eur autour de o x, on passe de 

0 X y z
1 

à O X y z. 

La rotation propre de la U>upie a lieu autour de l'axe oz. 

150. 

Elle n'est pas représentée sur notre schéma car nous ·considérons 

le système d'ax~s mobiles a ttachés à l'anneau intérieur, donc 

indépendant de f 

Nous notons F le centre de gravité du gyroscope et de l'anneau 

intérieur, et I le momen d'inertie de l'anneau extérieur par 

rapport à o z
1

. 

Soient A, A, C les moments d'inertie de la toupie et A
1

, B1, c
1 

les moments d'inertie de l ' anneau intérieur. 

Nous étudierons le mouvement de l'axe de la toupie par rapport 

aux axes mobiles. 
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§ 5 - 4 Recherche de l'énergie cinétique. 

L'énergie cinétique totale est la somme des énergies cinétiques 

de l'anneau extérieur, de l'anneau intérieur, de la toupie. 

Pour un système quelconque, s i J représente le tenseur d'iner

t ie et w la vitesse angulaire instantanée, l'énergie cinétique 

vaut • 

J 

Nous avons donc pour 

a ) l'éner_gie cinétis_ue de l'anneau extérieur 

le moment d'inertie I est donné par rapport à o z
1

; nous 

considérons alors les projections de la vitesse sur les 

axes o x
1

, o y1, o z
1 

- (o, o, '-Y ) 

d'où - 1 • 2 
- I 4J 
2 

b) l'éner_gie cinéti.51.ue de l ' anneau intérieur 

les moments d'inertie A
1

, B
1

, c
1 

sont donnés par rapport à 

ox, oy, oz respectivement . 

. . w; - ( e ' lfl sin e ' 't' cos e ) 

1 
2 

2 • 2 2 
sin e + c1 ~ cos 8 ) 



c) l' é ner_gie cinéti.9.ue de la t 0_!:!.Pie : 

' . . . 
( e ' lof sin e ' ~ + 't' cos e ) 

½ [ A ( è 2 + + 2 sin
2 0 ) + C ( ~ + Y cos 0 )

2
] 

par conséquent, l'énergie cinétique totale est 

1 
T • -2 

[ 
~ 2 2 
1 ( I + (A + B

1
) sin 0 + C1 

cos 2 E, ) + 

(5 - 1) 

152. 
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§ 5 - 5 Etude du gyroscope libre. 

1. On appelle gyros cope libre, un gyros cope s ur lequel n'agi t 

aucune r ésultante de f orces extérieures au système. 

Pour un gyroscope placé dans un champ gravifique, ceci re

vient à exiger soit que le ·centre de gravité F coïncide 

avec le point fixe O, soit que le moteur de la toupie équi

libre le couple pesan teur. Dans ce cas, la résultante 

(coupl e moteur+ couple pesanteur) est donc nulle. 

2. équations du mouvement 

Les forces gyroscopiques et la constante H interviendront 

ici. Ceci permettra de mi ~wc co~prendre la théori e. 

a) par la fonction de Routh. 

Nous 

car 

D'où 

~;arquons que \.f est une coordonnée cyclique 

0 'f - 0 

JT 
J 'f 

es t une cons tan te . 

C'est-à-dire 
. . 

C ( ~ + 't' cos B ) • CH 

CH représente 1a constan te d'intégration que l'on 

peut interpréter phys iquement ; c'es t la projection 

sur l'axe oz du moment cinétique de la toupie par 

rapport à cet axe. H est la troisième composante 

de la vitesse angulaire de la toupie. 
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. calculorn; rrf 

où R 
0 

1 - - 2 
CH

2 

Dans la théori e , nous avons noté R
2 

par T
2 

qui est 

une forme quadr atique en les vites ses des c-oordonnées 

non cycliques. R est un terme constant; nous pour-
o 

rons donc le né gliger. 

. nous appliquons les équa tiens ( 1 - 2 -11) 

. 
R • 'J! - CH (H - 'V cos Ô ) 

-
. 

CH
2 

- CH
2 

+ CH 'f cos Ô 

-
où R • CH i cos e 

1 

d J R1 

11 - ( 
dt J0 

J R1 
12 - - ( 

d 
dt J 4' 

~ R1 . 
CH 't' - 0 e ) -- sin 

J R1 
. 

• CH 0 sin 8 --) 
0't' 

e 

j--,1 et '2 sont b i en les composantes d'une force Ef..:_ 

ros copique ; 



G • ( o - c sin 0) 
C sin 0 o 

Les équations ( 1 - 2- 11) s'écrivent 

• d J T2 0 T2 . 
- CH 4' sin Ô dt . J è - :)e -

d 0 T2 J T2 
CH 0 sin 0 

0~ - J~ -dt 

( 5 - 1 - a) 

. Nous avons donc : 

l' éq~a_ii2_n_y2_u.E_ _e _ 
•• • 2 

(A + A
1 
)0 - (A + B

1 
- c

1
) 'f sin Ô cos e + 

. 
CH 'f sin 6 - 0 

(5 - 2) 

l'€quation_p2_ur4'. _ 

d • • 2 • 2 
dt (I ~ + (A + B

1
) ~ sin Ô + c

1 
~ cos e ) + 

d 
dt ( CH cos 6 ) • o 

ou encore 

( 5 - 3) 

I Cy + c
1 
Y + (A + B

1 
- c

1
) sin2 Ô f + 

. . 
2 (A + B

1 
- c

1
) ~ sin Ô cos e 0 

. 
CH sin0 6 • o (5 - 4) 

155. 
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l' équation_y~ur <f _ 
. 
~ cos e - H ( 5 - 5) 

b) ~ar les é quations de Lagrange 

Les r ésultats obtenus coïncident avec les pré cé dents . 

J . é tude de la s t abilité d ' une ,E_Osition d'é_g_uilibre ~elcon.9.ue 

e ... e 
0 

Par le thé orème 2 - 1 - 1, nous savons que cette 

pos ition es t toujours stable par rapport aux vites s es. 

Pour é tudier la stabilité par rapport aux coordonnées, 

perturbons le mouvement : 

+ X 
0 

(5 - 6) 

où x e t y s ont à.es pe tites perturbations. 

Nous supposons qu'en t • o, on a les conditions ini

tiales : 

X - 0 
" 
X • e 

0 

y ... 0 
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On obtient les é qu a tions du mouvement perturbé en rem

plaçant Ô et~ dans (5 - 2) et (5 - 4) d'après (5 - 6) 
et en gardant les termes linéaires en x, y, x, y. : 

(5 - 2) devient : 

(A + A
1

) x + CH y sin Ô 
O 

= o ( 5 - 7) 

de même pour (5 - 4 ) 

CH sin 0 X = 0 
0 

sin2 Ô y -
0 

( 5 - 8) 

Pour le mouvement perturbé, nous avons 

G ,.. ( o - c sin e) 
C sin Ô o 

0 

d'où la 1 .. c2 . 2 0 sin 
0 
(.'. 

Par le théo=ème (2 - 1 - 2) nous déduisons que pour 

tout angle Ô (sauf e • o ou Tf où l'axe de la 
0 0 

toupie coïncide avec l'axe de rotation de l'anneau 

extérieur), le mouvement déterminé par les équations 

linéarisées (5 - 7) et (5-8) est stable par rapport à 

e et~ 



Analysons les r ésul tats à partir des équations simpli

fiées. On les déduit dea équations (5 - 7) et (5 - 8) 

suivant les définitions du chapitre 3 : 

G • 

CH y sin 0 • 0 
0 

CH x sin 0 • 0 
0 

0 

sine 
0 

- C sin 

0 

D'après le théorème du § 3 - 4, les solutions de ces 

équations sont admissibles si I G t ,/ o, c'est-à-dire si 

Ô 
O 

,/ o, lT . Dans ce cas, nous déduisons : 

X • X 
0 

y - y 0 

où x
0 

et y
0 

repré i; entent des constantes. 

Le mouvement est donc stable par rapport à Ô et If 

Ce résultat corncide bien avec celui obtenu précédem

ment. 
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Cepen~ant , les résultats obtenus à partir des équations 

de pre~ière approximation (5 - 7) et (5-8) diffèrent de 

ceux t irés du système complet ( 5 - 2) et ( 5-4). 

Nous montrerons que : 

a) le mouvement est toujours stable par rapport à Ô 

b) le mouvement n'est pas stable par rapport à If 
sauf pour e 

0 - 0 

~ Le s ystème possède 2 intégrales premières 

i ) par (5-3) nous avons que . 
(a - b sin

2 Ô ) 1 + C H cos 0 • V
2 

où a = I + c
1 

(5 - 9) 

ii) l'intégrale d' énergie (c inétique ) s'écrit 

• 2 2 • 2 2 
~ (a - b sin - 0 ) + c C7 • V

1 
- C H .s V1 

(5 -10) 
où c ... A + A1 

Les constantes d'intégra tion s'expriment en fonction 

des cor1i tions i niti al es : 

= (a - b • 2 e ) lf S.ln 
0 0 

+ C 3: cos e 
0 

IC (a - b sin e O) 'r' 0 
2 

+ C 

• 2 e-
0 
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I ntrodui sons les cons tantes : 

a-b sin 2 CJ l.y 
0 0 e .. 

J: }fous dé duisons de ( 5 - 9) et (5 - 10) des expressi ons . . 
pour e et 'f : 

. V - C H cos e 
lf = 

·2 

. 2e 
a - b sin 

a-b sin 20 
( e _JJ- + cos Ô O - cos e ) 

~-b) JU 2 -C2 ( ep + 

a - b 

2 
cos e )+ 

2 0 
sin e 

(5 - 11) 

2c2( eµ + cos e )cos e 
0 

- c2
( 1-b,u 

2
) cos 2e 

---a- - b --sin 2& 

(5 - 12) 

- 2 
J: Mais a-b sin2 {J ) o .car. a-b sin 6 ~ a-b . • I+A+B1 ) o 

• 2 
De plus' C e 

2 
H 

/ 0 

Donc le numé rateur du second membre de (5 - 12), 

qui est une fonction de cos 

valeurs positives ou nulles . 

, ne peut prendre que des 

Nous choisissons des conditions initiales qui rendent 

le r éalisant positi f ou nul. Les 2 racines cos 0 
1 



et cos B 
2 

qui annulent le numérateur sont dans ce cas 

réelles (distinctes ou confcndues) 

,. 
F (cos 0 ) 1 

1 

1 
1 

1 
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\ 
--- ~case 

1 
I 

I 
I 
I 

I 

Nous voyons donc que 

fig 5 - 3 

cos e 
1 
t cos e ~ cos e 

2 

Mais 6 E. [ o , 1T] , d' où 

\ 
\ 
1 
l 

et le mouvement de l'axe de la toupie est stable par rap

port à 0 car on peut choisir les conditions initiales qui 

rendent l'intervalle [ 0
2

, 0 
1
] aussi petit que l'on veut. 

(appendice 00) 

fig 5 - 4 
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3f Nous reportons les valeurs de cos 6 
1

, cos 0 
2 

dans 

(5 - 11). Après remplacement , nous observons que 

sur la parallèle Ô = 0 
2

, ~ > o et ~ croît, mais 

sur la paralH:le f1 .. 0
1

, If ( o et If décroît. 

Le s ommet de l'axe do:~ toupie décrit donc des noeuds 

et est tangent aux 2 parallèles. 

No tons T le temps nécessaire pour parcourir une bou

cle. Après ce tem_ps T, le sommet de l'axe ne revient 

pas à sa position de départ, mais se dé place d'un an

gle D 'f . On peut calculer la vites se moyenne 

. ~~ 't' == T : [~] 

( I + C 
1 

) cos Ô
0 

2 H sin 2 é3
0 

(a-b cos
2 8 )~ 2 

+ cÔ 
2 

0 0 0 

a-b cos 2 0 
0 

Nous déduisons alors l 'instabilité du mouvement par rap

port à f. 



4. Stabilisation de l'axe de la toupie par rapport à 
l'an_gle de rotation de l'anneau extérieur. ___ _ 

No u8 appliquons le th0orème 2 - 2 - 2. 

Ajoutons des forces dis s ipatives (~e fro ttement) de type 

élas tique dans les paliers deo axes des anneaux. 

Nous s upposons que les mo ments sont proportionr.els aux 

vitesses : 

-
où k

1 
et k

2 
s ont des cons tantes strictement poeitives. 

La dissipation est bien complète car la fonction de 

Rayleigh correspondante 
• ? 

k1 If ._ 
F = 2 + 

est une forme quadratique définie en 8 't-'. 
D'après le théorème, le mouvement est stabilisé. 



f. 5 - 6 Etude du gyroscope non libre. 

Nous s uppo s ons que F est di s tinct de O et que le moteur 

n'équilibre pas l a force pes an teur. 

La force gyroscopique existe toujours. 

Soient (o, o, z ) les coordonr.és du centre de gravité de la 
0 

toupie et de l'anneau intérieur et soit P le poids de ces 

derniers. La force potentielle généralisée vaut Pz sin0 
0 

1. Comment se transforment les intélQ:_ales des 12.remières ? 

La force généralisée correspondant à f est nulle, donc f 
reste une coordonnée cyclique et . 

~ + '°Y cos 8 = H 

L'intégrale d' énergie (5 - 10) devient: 

~
2(r +(A+ B

1
) sin 2 0 + c

1 
cos 2 Ô) + 

è 2 (.A + A
1

) + C H
2 + 2 P z

0 
cos Ô = V

1 

(5 - 13) 

( 5 - 14) 

La force potentielle est indépendante de 't1 également, 

l'équation 5 - 3 correspondante ne contiendra donc pas 

de terme Q '!' , où Q ~ représente une force générali

sée. 

En conséquence, l'intégrale première déduite de cette 

équation reste la même : 

(5 - 15) 

V 
2 



2. Les ~~a tion s du mo uvement 

Les J qua t i ans pour 'Y e t f ( 5- 3 et 5 - 5) ne chan een t pas . 

Mai s il faut ajouter le t erme Q 0 à l'équation (5 - 2) qui 

devi ent 
. 

0 cos 6 + C H ~ sin 0 

Pz nin 0 • o 

0 
(5 - 16) 

3. Etude de la s tabilité du mouvement 

0,..ô. é ... o \.f-'..,S'L. H•w 
- - - :._o_ - - - ..2... - - - -'- - -

(5 - 17) 

Si 0 est distinct de O ou 1f, ce mouvement représente le 
0 

mouvement de pré ces sion régulière de la toupie. 

Nous étudions la s tabilité par rapport aux variables 

0, É, , \f' et H. 

Il faut d'abord s'as sure r que 5 - 17 est bien une solu

tion des équations du mouvement, les équations 5 - 3 et 

5 - 5 so&t toujours véri fiées. 

Par contre 5 - 16 impos e la condition 

(- (A + B - C ) .. D..2 ce s Ô + C Îl.. w - Pz ) 

1 1 0 0 
sine 

0 - 0 

(5 - 18) 

Pour étudier la stabili té , perturbons le mouvement 



e.e + 7 'f - n.. + \ 2 0 . (5 - 19) e ... 7 "' ~ 1 H - w + ~ 3 

où;, t 
1

, ~ 
2

, $ 
3 

sont des petite::; perturbations. 

:Nous pourrions chercher ici les équations du mouvement 

perturbé. Mais cela n' es t pas nécessaire à ce stade. 

Par contre, nous transformons les intégrales 5 - 14 e t 

5 - 15 d'après 5 - 19 en r,e gardant que les termes du 

premier et du 8econd ordre. 

transforma tion de 5 - 15 

166·. 

I (Sî..+ _5 2 ) +(A+ B1 ) (.D. + S) sin
2 (ey, _ + ~) + 

2 c
1 

(.fl..+ s 2 ) cos ( Ô 
O 

+ 1) + C (w + ~ 
3

) cos ( 0 
0 

+1) 

2 
En r emplaçant sin/ par Î et c os / par 1 - ~ , il 

vient : 

I (St..+ s 2 ) +(A + 13
1

) (.fi.+\ 
2

)(sin 8 
0

- sin 0
0 

2 
'1 cos e ) 

0 

1-: + c 
1 

( SL + 5 2 ) ( cos e 
O 

- cos e 
O 2 

- sin e fr) ) 
0 1 

2 

+ C (w + 3 
3

) (co s 6 
0 

- cos e 
0 

tJ') 2 
~ - sine O 7 ) = 72 

en développant et en négligeant les termes d'ordre stric

tement supérieur à deux, en sachant que (5 - îî) satis

fait (5 - 15), on a : 



.,., -0 'T = ?,44 _1 
2 

+ s 2 1 + }331, 531 + 2 ·24 -f ·"o2 

Bo 3 S 3 + B 
o4 t + ... 

o~ l es 3 .. sont dé f i nis plus loin. 
lJ 

::: A + A
1 

2 2 
( A + B

1
) sin 9 

0 
+ c

1 
cos 8 

0 
+ I 

es C 

Pz CO !:, e 
0 0 

A24 = 4- ( A + 1: 1 - C )I'L. s in e cos e 
1 0 C 

Ao2 2 il..[( A + :31) 
. 2 e 

+ c1 cos
2 0 = sin 

0 

Ao3 = 2 w C 

0 

5 2 + 

+ I] 

A 
o4 = 2 [ (A + B1 - C )fi 2 

co s 0 - Pz ] sin B 
0 1 C 0 

(A+ E
1

) . 2 0 2 
Î< = s in + c1 cos e + I ·-02 0 0 

B 
o3 = C cos 6 

0 

'P == [2 ( A + B
1 

- C )il cos e Cw] sin e .uo4 1 0 0 

B24 = 2 (A + E
1 - c1) sin 0 eoi:; e 

0 0 

B34 - C sin e 
0 

:844 ( A + B
1

- C1) SL ( CO ~:l 
2 Ô = 

0 
- r•i n20 ) 1 

cos eo - 2 cw ~ 0 



!l ·tran sfo rrn:-i. tion de 5 - 14 

(.(l_ + 5 2 >2 [ I + ( A + E
1

) sir/ ( 8 
0 

+ fYJ ) + 

C1 C08
2 

( e O + 1)] 

2 Pz c os 
0 

apr ès un c a l c ul a n a lo gue au précé den t , il vien t 

~, = A 'c 2 A " 2 A t 2 A I>) 2 + A 

1 -11 '> 1 + 22 ) 2 + .-;.33 ) 3 + 1~4 ' ~1.24 

.¼ on f..:.n , 

Condi tlcns sut'f.:.san tcs_ de stD.bi l i t ~ de l a _2_r~ceos~ r,n 

Nous voudrions cons trui re une fonction de Li a pounov 

(appendic e oo) à partir des intégrales preT.ières . 

3E mé t hode de Pozhari tski i (paragraphe 4 - 4) 

A par t i r des i ntégral ea v
1

, v
2

, v
3

, nous dé dui sons que la 

mat:::-ice (q ~ ) est ici 



0 

0 B 
o3 p - 3 

0 0 1 0 

Le rang de cet t e ma tr i ce est 2 car 

Par contre, 

= 2 Bo 2 [ ( A + B1 - cj) fL 2 
cos Ô 

O 
-

C w Sî_ + P~ 
0 
J sin Ô 

0 

~ o par (5 - 18) 

,., 2 c B 
2 

< n cos e - w) 
0 0 

/ o en général . 

Comme l e rang de (q ! ) es t moindre que p, nous savons 

par la théorie, qu'il n'est pas impossible d'obtenir une 

fonction de Liapounov comme combi nai s on des intégrales 

v
1

, v
2

, v
3

. I l faudrait construire la forme R et voir 

s ous quell es condi tians el le est définie positive. 
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méthode g,foérale de Chetaev-

Nous cherchons une fonction de Liapounov V eoua la forme 

+ ... 

de manière à éliminer les t ermes linéai res de cette com

binaison . Ensuite , nous énonçons des conditions pour que 

la for~e quadratique, avec laquel le commence V, soit dé

finie positive . 

Compos ons 

V 
3 

+ ... 

Mais A -o2 2 iL Bo2"" 0 

A -o4 2Jt.. Bo4 = 0 par 5 - 18 

A - 2 fl. Bo3 - 2 C ( w - Sl. cos 6 ) .. o 
o3 0 

A24 - 2 .Q B24 = 0 
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d 'où 

1 
2 

ne contient plus de te r mes liné aires. 

Considérons V= 

Appliquons le critère de Sylves ter [ 7] à la ma tri ce A 

associ3e à la forme V 

A11 0 0 

A = 0 A22 0 

A33 + 
c2 

0 0 

A+ B1-C1 

0 0 -lî. ]34 

A est dafinie positive si 

a ) 

b ) 

c) 

A1 1 

A1 1 

A22 ) o 

A22 ( C + 

toujours vérifié 

éviden t 

c2 
) 0 

A + B
1
-c

1 

0 

() 

- S)_ B 
34 

A44 - 2fl B44 

nous dégageons 

une première co ndition suffisante IA + B
1 

- c
1

) oj 

( 5 - 20 ) 



d) d '+ e V A ) o ceci donne une seconde condition s u f -

fisante : 

2 2 2 (A + B
1 

- C ) ( cos 0 - sin 0 ) S1_ -
1 O O 

C w fi cos 0 + Pz cos Ô ( o 
0 0 0 

( 5 - 21) 

On a joute un terme à J pour l' associ er à - 2 

si 8 .j o,TT 
0 

alors sin 8 ,/ o et ( 5 - 18 ) devient : 
0 

... C ) Sî_ 2 
1 

cos e 
0 

+ c.Q w - P 
zo - 0 

( 5 - 22) 

De l à , 5 - 21 est véri fiée si 

(A+ B1 c1) . 2 8 (o - Sln 
0 

ou si 

A + B1 - c1 ) 0 

e t il nous r es t e une s eule condition. 

conclus ion 

172. 

Si A+ B
1 

- c
1

) o et si 5 - 22 est vérifiée , la pré

ces sion de l' axe es t stable par rapport aux varia

bles 0 , ë , ~ , H. 
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si 8
0 

= o ( l ' anneau intérieur n'est plus en rotation) 

Dans ce cas , l ' ,:';qu:i tion 5 - 18 est toujours s atisfaite . 

Les candi tion.:J suffis an t es 5 - 20 e t 5 - 21 res tent vala

bles; nous remplaçons 0 par o. 
0 

conclusion 

( 5 - 23) 

et si C ) IL 2 - C S)_ w + Pz ( o , 
1 0 

alors la précess ion d e l 'axe es t stabl e . 

remarque : 

La l:econde condition permet de précise r les valeurs possi

bles pour JL . En effet , 5 - 23 est vérifiée si 

e t 

Jl1 ( fi ( Sî..2 

où nous notons par fi e t .fl. 
2 

les r acines de l'équation 

C wS1.. + Pz = o 
0 
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5. Les !~ations simplif ié es. 

Nous montrons que le mouvement décrit par ces équations coïn

cide avec la précession de l'axe. 

On trouve ces équations en linéarisant 5 - 3, 5 - 16, et en 

appliquant les définitions du chapitre 3 

CH J 2 

CH ~ 
1 

sin e 

sine 

Pz 
0 

-0 

sin Ô - 0 
0 0 

0 

Supposons 0 ./ 
0 

) 1 ,. 0. D'où '7 
o;rr. l)e la seconde équation, nous tirons : 

reste constant et l'angle 0 garde une va-

leur constante après perturba~ion. La première équation im

plique que 

5 
2 

Pz 
0 - CH 

L'angle lfl augmente donc linéairement avec le temps. 

Ces solutions caractérisent bien un mouvement de précession. 
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§ 5 - 7 Stabilisation de l'axe par 
des forces dissipatives. 

Des forces disoipatives (ou de frottement ) permettent de stabi

liser l'axe si les conditions 5 - 20 et 5 - 21 ne sont pas 

vérifiées . 

Considéror.s un frottement de type c~ul~mb dans les paliers entre 

les anneaux intérieu= et extérieur. 

A. Premier cas. 

Supposons que le moment de la force de frottement est du 

type : 

M .. B signe 0 où B ) 0 si 0 ' 0 

(5 - 24) 

= 0 si 0 • 0 

le frottement apparait donc uniquement pendant la rotatior. 

des anneaux. M ... 

1 
___________ , B 

. 
e ------ --- --- -+ - --- --- --- -

1 
-B..------------

Nous reprenons systémat~quement le plan d'~tude du § 5 - 6 

en indiquant les changements éventuels. 
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1 . l es in t é gr:al es .E_remi ères . 

l'équation 5 - 13 r es te valable. 

ce frottement n' in t roduit aucun terme Q~, d'où 5 - 15 
r eprésente encore une intégrale première . 

par contre, nous devons ajout~r à 5 - 14 le travail de 

la force de frott ement ; nous obtenons alors une inté

grale première appelée "conditionnelle" 

'f 2 ( I + c
1 

+ (A c1) . 2e 
• 2 • 

+ B - sin ) + 0 (A + A
1

) + 
1 

C H
2 + 2 Pz cos e 

0 
+ 2 M0 - v1 

(5 - 25) 

2. les équations du mouvement. 

Les é quations en '"V et 'f (5 - 3 e t 5 - 5) ne changen t pa8 . 

Mais nous aj outons -un terme Q 6 • M à 5 - 16 : 

• 2 . • 
(A+ B

1 
- c

1
)~ sir: 0 cos 0 + CH'f sin 6 

Pz sin 0 "" 
0 

M 

3. é tude de la s tabilité du mouvement 

e = ô 0 , é .. o,. ~ -= fl_ , H a w 

---------- - ----- -

( 5 - 26 )_ 

condition de compa t ibi l ité de ce mouvement 

l' é qua tien 5 - 26 irnpos e que 

( 5 - 27) 

(- ( A + B1 - c1 ) SL 
2 

cos e O + C Il w - Pz ) s in Ô "' 
0 0 

MI· 
0= 0 

.. 0 
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~Quations aux vari ations : 

Nous verrons plus loin l'utilité de ce tte recherche. 

Nous devons introduire le . changement 5 - 19 dam.1 leD 

équations 5 - 3, 5 - 5 et 5 - 26 et négliger les ter

mes d'ordre s trictemen t s up~ri eur à 2. 

Nous donnons ici uni quement les r ésultats . 

D 
dt 

- ---- ------

<t <ç (\ 't rri 12 Jl 2 :924 rn 2 
B 34 ) 2 ) 3 - .l L Bo 3 ~ 3 1 - 1 

(5 - 28) 

2 B44 1 + B24 5 2 + B34 ~ 3 + Bo4 5
1 

B24 j + Bo2 

( 5 - 29) 

( 5 - 30) 

( 5 - 31) 

transforma tion des inté grales premières 

Nous devons ef l'8c tuer l es chan ge rnen ts 5 - 19 dan::i 

5 - 13, 5 - 15, 5 - 25 . 
Les calculs s ont analo~,ues à ceux du paragraphe pracé

dent. Cependant l' équation 5 - 25 comprend un terme 

nouveau 2 M 8 qui devient 2 M 1 



Afin d.e garder 1 a même s truc ture pour V 
1 

, V 
2

, V 
3

, 

nous mcdifions la constante A 4 0 ' 
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coc 0 - Pz ) sin 0 + 2 IiI 
0 0 0 

recherche d 'une fonction de Liapour.o v par la méthode 
de Pozhari tski_i. 

La rr.a tri ce ( _/ i ) V\ ne change pas formellement . 
k 

Néanmoins , le rang n 'es t plus 2 mais 3 car 

--

Nous déduisons, par la théorie q_u' il est impossible de 

construire une fo!!ction de Liapounov comme combinais on 

des intégrale□ v
1

, v
2

, v
3

. 

autre m.;i thode 

Cherchons une fonction V de la f orme 

où P
1

, P
2

, P3' P
4 

s ont des constantes strictement po 

sitives . 

dV 
dt 

d ~ 1 
=2P1~1 ~+ 

2 P41 :P 
en remplaçant les dérivé.es d~après 5 - 28, 5 - 29, 5 - 30, 

5 - 31, et en gardant uniquement les termes linéaires, on 

a:r---------------, 
dV 
dt 

M 
+ ... 



. 
si e ( t) i 0 (s auf en Ô = 8 ) 

0 

alors V vérifie l es pro prié tés d'une fonction de 

Liapounov car 

V es t définie positive 

dV 
dt - -

Conclusion 

signe 5 
1 

+ 

est négative 

Si 5 - 27 est vérifiée, le mouvement cor.sidér~ est 

stable pour une force dissipative de type 5 - 24. 

si 6 (t) .. 0 pour tout t 

179 • 

Dans ce cas, la trajectoire perturbée décrit une paral

lèle 0,.. constan te, et le mouvement est stable. 

B. Deuxième cas . 

Examinons succinctement le cas où le moment de la force di s -. 
sipative n'est pas nul en 6"" 0 . . 
La fonction ~1 ( 8) s e décompose comme suit 

. 
M ( e ) "' ~ 

lé .. 
= .f 

0 

. 
et ( e ) 

+ M1 ( 0 ) 
0 

+ M1 ( .:e ) 

pour 0 ( C 

pour 8 .. 0 . 
pour 0 Î 0 

(si M ) 0) 
0 

(5 - 32) 
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M l' 

______ IB 
1 

• t-lc, 

+-
1 

1 

_B _____________ _ 

le frottement existe mtme en dehors de toute rotation. 

Nous pourrions dévelcpper à nouveau le même s chéma de réso

lution. Lo::; ré sultats ne ressemblent; signalorts simplement 

que l' é qua.tion 5 - 27 aura un second membre é.g-al à !i! 
0 

Conclusion 

alors le mouvement perturbé est stable pour une force dissi

pative du type 5 - 32. 



A P P E N D I C E S 



AL 

.A.PPENUI1;B O o. 

1. Rappelons d'abord quelque s défini tians [1] 
Soient ur. in terva.lle I ,., J t , o,,0 [ , où t peut être égal 

à -Oo, et pour une. stric tement positif ou infini, ur.e 

boule ouverte Be C Rn, centrée à l'origine. On considère 

une fonction 

I (t, x) ~ 7 (t, Jt) 

continue et localement lipschitzienne . Soit aussi l'équa

tion différentielle 

• ➔ x. f ( t, x) 
(o - 1) 

Soit? (t, t , 7 ) une s olution de (C-1). Soit J (t,?) 
0 0 0 0 

l'intervalle maximal s ur lequel est d j finie la solution de 

condition::: ini t.i.ales ( t , x' ) 
0 0 

Suppos on::. que -f ( t, ô) 

On dit que l ' origine _est stable si 

(V[ :o ([ < e )(\ltoEI)(]1([,to)>o) 

(\!~: 11~1<1 ) (-V t ).,t
0

: t E: J (\, x
0

))= 11x<t -;t
0

,Ç)jJ([ 

L'origine est ~ t_!racJi.!_e si 

4 ~) e~t d0f i nie pour tout t ) t et tend vers uo ' 0 0 

o si t tend vers l'infini. 



L'origine est as~m.E_totiquement stable si 

elle est stable et a t tractive . 

A2. 

C·n définit ur.e fane tian de Li.9◊unov V par les 2 pro

prié tés : 

V est dGfinie positive (n~gative ) 

V ect semi-défini e nJgative (positive) 

2. Nous énonçons quelques thé orèmes bien connus. 

théorèmes de stabilité de Lia_E_ounov 

* soit l' équa tian 7 - x (x) telle que x (ô) - cl 

a) s1l existe dans le voisinage de l'origine une 

fonction de Li apounov V (1), alors l'origine 

est stable. 

b) si de plus - V est défin : e positive (négative) 

dans ce voiz : nage , l'origine devient asymptoti

quement s tuble. 

sol t l' équa tian ? • X(~ t) telle que X (~, t) 

a) res te valable 

-,. 0 

b) il faut en plus que V (1, t) admette ur.e 1.i.mite 

sup~rieure infinitésimale petite. 82] 

Si V ne dépend pas explicitement du temps, elle 

ad.met une limite ~upérieure i nfini tosimale petite. 

l - .!.) - • - E Rn et 3oit e systeme x = A x ou x A est une ma-

trice constante d'ordre n 



a) l'origine est asymptotiquement stable si et seu

lement si toutes les valeurs propres de A sont 

à parties réel l es strictement nJgatives 

b) si l'une des valeurs propres est à partie réelle 

s tric temen t pos i tive, l'origine est instable 

C) Si 

o() toutes les valeurs propres sont à parties . 

réelles né ga tives 

r) l'une au moins est à partie réelle nulle 

1) toute valeur propre à partie réelle nulle est 

telle que l es diviseurs élémentaires associés 

sont simples par rapport à cette valeur pro

pre 

alors l'origine est stable, mais non asymptotique

ment stable 

d) si les hypothèses o() et 0) du c) sont réalisées 

sans que Q) le soit, l'origine est instable. 

théorème d'instabilité 

• -+ -soit l'équation î .. f (î) telle que f ("3) -""' 0 

s.:. 3 W C5i) telle que W le long des trajectoires soit 

définie positive et s i J ~ dans tout voisinage de l'ori

gine tel que W (3t)) o, alors la solution î (t)=ô est 
0 

instable. 

théorème de stabilité d'ap}:ès layremière ap.E_roximation. 

. -soit l' equation ~ ... A -;+ f ( t, Ji!) 
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où A est une matrice réelle constante d'ordre n, et où -f est continue ainsi que ses dérivées. Supposons que 

7 (t, 6). ëJ. 

~ Si toutes les valeurs propres de A sont à parties 

r ~el l es strictement nfg~tives et si 

117 ( t, x 2 Il Il I' ll'xll ~o quand Xl--tO uniformément 

pour t appartenant à son ensemble de dé finition I, 

l'origine est uniformément asymptotiquement stable. 

~ Si l'une au moins des valeurs propres de A est à 

partie réelle strictement positive et si 

117 ( t, x) li quand 
1rt ~ __,, 0 uniformément pour 

t E. I, l'origine es t instable. 
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APPEND CE 1 - 2. 

Coordonnées cycliques et fonctions de 
Routh [11] [2 __ 1..__ ______ _ 

1 . Définition. 

On appelle coordonnées cycliques des coordonnées qui n'en

trent pas explicitement dans l'énergie cinétique et dont les 

forces généralisées correspondantes sont nulle3~ 

Les autres sont appelée non cycliques ou dé terminantes. 

2 . Analysons plus en détai l l'influence des coordonnées cycli

ques dans un tel système . 

Les intégrales premières 

s'écrivent 
s n 

(k • 1, • • •, n) 

• L 
j - 1 

+L 
j - 1 

P j • ck (k ... 1 , ••• , n) 

(A - 1 - 1) 

Ici étant différent de zéro, on trouve par la méthode 

de Cramer 2 
n s 

L 
m • 1 

C mr (c - L 
m h • 1 

.• •, n) 

(A - 1 - 2) 

où C est le mineur de c mr ~ 

On obtient 'r en r emplaçant dans l'exp~ession 

(1 - 2 - 1) de l'énergie cinétique p par sa valeur. 
r 



,# 
( q1 ' 

. • 
C ) ~ ... ' qs, q1 ' ... ' qs, C 1 ' ... ' n 

T ( q1' 
. • 

••• ' p ) - ... ' qs' q 1, ... ' qs' P1, n 

On a les relations s uivantes 
n 

~rr ~ L 0 ir 
:,:: + C 

J qj 0 qj r • 1 
r J qj 

Z)r JT n 0 p: L 0 qj - è)qj 
+ C 

~ r .. 1 r 

n 

R • ~ L • 
ou encore, en posant - C Pr 

r • 1 
r 

~T ~R 

J qj - 0 qj 

JT J R 

0 qj - 'S qj 

où • • • J C ) s 

Les équations du mouvement deviennent 

d 
dt - (j • 1, ... , s) 

Le grand avantage de ces équations réside dans le fait 

qu'elles ne dépendent pas des coordonndes cycliques. 

A6 . 



Cela simplifie la rec herche des"mouvements explic i tes" 

Les mouvements dans l es coordonnées p sont appelés le3 

"mouvements cachés". 

On peut les obtenir p a r simple quadrature à partir de 

(A - 2 - 2). On trouv e 

Pr• Pro dt 
(r = 1, ... , n) 

La fonction R est appelée fonction de Routh. 

A?. 



2. 

APPENDICE 2 - 1 

é quation caractéristique 

nous généralisons la théorie développée dans le cas d'une 

équation 

.. . 
soi t 1 e s ys tème A x + il x. + C ~ • ô 

où A, B, C sont des matri ces 

Cherchons une solution s ous la forme 

Dérivons et remplaçons; i l vient 

2 
(A À + B À + C) y • et 

(2 - 1 - 1) 

- • Nous obtenons une soluti onnpn 'tri viale pour y s1. 

1 dé t ( A À 
2 

+ B À + C) - 0 

AB. 

C'est le déterminant caractéristique associé à (2 - 1 - 1) 

diviseurs élémentaires [.a] 

nons énonçons seulement l e théorème utilisé . 

la matrice polynomial e A ( À) est toujours équiva

lente à la matrice di agonale 



3. 

i 0 • ••• • • • • 0 • • • • • 0 r 

0 . . . . . 

0 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 0 

où r est le rang de A ( \ ) et i 
1 

( À ) , 
les polynomes invari ants de A ( )\ ). 

A9 . 

... , i (À) 
r 

mouvement d'un é lectron dans un champ ma gné tique cons t ant 

on sait [.3 ] que l' é quation du mouvement d'une particu

le dans un champ électromagnétique est du type : 

~ 
dt eË+ 

e 

C 
vxïf où 

e = charge de la particule 

p = impulsion -E = champ électrique -v = vitesse de la particule 

H = champ magné tique 

Le membre de droite est appelé "force de Lorentz". 

Pour des vitesses pe ti tes par rapport à la vitesse de la 

lumière c, l'impulsion est approximativement égale à 

son expression classique m V 

d'où 
dV 

Old t 
- e e E + 

C 

- __,. 
V X H 

En absence de champ électri que, on a 

d# 
ID dt = 

e 
C 

~ -V X H 



A.10 

soient x, y, z les coordonnées de l'électron. On choisit 

des axes tels que Z
4

// H--

dans ce cas, 

dv -- -- ïë e i j 
m :a: 

dt C 
X y z 

0 0 H 

e . 
m X ::r - H y 

d'où C 

e 
H m y == X 

C 

m z ... 0 
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APPENDICE 2 - 2 

A. Théorèmes d' algèbre [e] 

1. si les matrices carrées A et B d'ordre s sont symé

triques, si A est de signe défini, alors 

a) dé t (A À + B) = 0 a toutes les racines\ i 

b) il existe une ma t rice régulière orthogonale 

telle que 

AA/\"' E, /\'BI\ = B 
0 

où B = 
0 

réelles 

c1 b2 
et b . sont les racines 

b 
l. 

s 

de l'équation dét (A À + B) = 0 

Ce théorème sert de base à l'introduction des coordon

nées normales. 

2. Si G est une matri ce symétrique et(\ une matrice ré-
1 

gulière, alors ./\GA est également symétrique 

Si G est antisymétrique, J\
1
aJ\restera antisymétrique 

3. Soient G une matri ce antisymétrique d'ordre set B
0 

une matrice diagonal e d'ordre s définie etf.k une 

cons tan te positive. 

Soit D (f-) = dé t 



1. 

1 

B. Damonstration du théorème 2 - 2 - 1: dissipation 
complète 3 bk ) o k "' 1 , •.. , s 

si 7 ,/ o\ alors /\ ~ ./ o' 

car /\ 
1 
/\ • E, d' où t /\ 1 

(\ x = ?. x ) o 

donc ( f\ x) 2 
) o 

ou encore /\ x + cl 

(2 - 2 - 1) 

Mais B ) o , d' où par ( 2 - 2 - 1 ) 

1 /\' /\ î B ~ > 0 

ou encore 

de là, nous dé duisons que tous les éléments diagonaux 

bk (k = 1, ... , s) son t strictement positifs. 

A12. 



APPENDICE 2 - 3 

1 . D:Smons tra ti on du théor' me 2 - 3 - 4. 

Rappelons d'abord les équations utilis é es 
'• f 

Aq+HGq+Cq • o 

6('A)- IAA 2
+HGÀ+cl= 0 

_D ( n ) ( ;\ ) = 1 AÀ+ H G 1 • o 

6 ( p) ( À· ) - 1 H G A + C 1 - 0 

Je.E. .E_a~ : précisons le sens de "stabilité" 

(2 -3 - 1) 

(2 - 3 - 2) 

(2 - 3 - 3) 

(2-3-4) 

l'ordre de (2 - 3 - 2) est 2 s où s est le nombre de coor

données déterminantes. 

Pour cette é quation, on a que 

car A, C sont symétriques et G antisymétrique. 

Ceci n'est possible que si (2 - 3 - 2) contient des A 
de puissance paire. 

Donc, si parmi les racines de (2 - 3 - 2), une au mo ins 

a une partie r éelle non nulle, alors une racine A au moins 

a une partie réelle pos i tive et le mouvement est alors 

instable. 

~s lors nous dédui s ons une condition suffisante de stabi

lité : 

si toutes les racines de (2 - 3 - 2) sont des nombres 

imaginaires purs, simples par rapport aux diviseurs 

élémentaires, alors on déduit la stabilité de la posi

tion d'équilibre du s ystème complet. 
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Nous analysons maintenant les rapports existant entre les 

racines de (2 - 3 - 3) , (2 - 3 - 4) et les racines de 

(2-3-2). 

lème_p~s : étude de 2 - 3 - 4 

. Introduisons le paramètre f,- tel que 

X 
ÏÏ ' 

p est donc assez petit. 

Nous chercherons de s valeurs de X, à chacune de ces va

leurs, correspond une valeur pour À 
Transformons (2 - 3 - 2) en 

D (X, JJ,) ,.. jJ-L2 
A X 2 

+ a X+ cj - o (2 - 3 - 5) 

ou pour f-- = 0 

6 CX ' o) = 1 a X: + C 1 = 0 

qui co ïncide avec 2 - 3 - 4 si on remplace H >. par X 
Comme les racines d ' une é quation dépendent continûment 

de ses coefficients, pour JJ- assez petit, nous dédui

sons que s racines de (2 - 3 - 2) se trouvent dans 

le voisinage des racines de (2 - 3 - 4) 

Mais le système de précession est stable, les racines 

de 2 - 3 - 4 prennent alors la forme (paragraphe 3 - 5) 

(p) )(ki -V • A k = --H-, An j = -Xj (k ~ 1, ••• , 2 n 

j - 1, ... ' n) 

.,lè.!!!,eyas : é tude de 2 - 3 - 3 

Introduisons le paramètre 

Soit À= Hô = jJ- -
1 ti . 

respond une valeur de A• 

f- d'une autre manière. 

A chaque valeur de ô cor-
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Trans formons (2 - 3 - 2) en 

D, ( t , f-) =- 1 A ô 2 
+ G ô + y2c 1 • o 

(2 - 3 - 6) 

ou pour f- • o 

= 0 

qui coïncide avec ( 2 - 3 - 3) si on remplace A par HO 
Mais l'équation (2 - 3 3) admet les racines 

\ (kn) = H y k i . Ô - - V . /\ CJ , n+j - 0 J (k = 1, ... ' 2 n; 

j • 1, .•• , n) 

La démons tra tion es t analogue à celle du paragraphe 

3 - 5 pour l'équation 2 - 3 - 4 

Par conti nuité , s racines de 2 - 3 - 2 se trouvent 

dans le voisinage de À(~) 

dé duc tian de la stabilité 

En vertu du 1er pas, montrons que pour /1- assez petit, la 

valeur exacte des racines de (2 - 3 - 2) ne quittent pas 

l'axe i maginaire et son t simples. 

Pour des valeurs de JJ. assez petites, le graphe de 

6= Q( À2
) coupe l'axe~= o en des points proches 

de 

Ces po i nts sont di s tinc ts car les é quations (2 - 3 - 3) et 

(2 - 3 - 4) n'ont pas de racines multiples. 

En conclusion, l' é quati on Ô( À 2) = o a s racines 

r éelles distinctes stri c tement nègatives et donc 2 s 

racines imaginaires pures distinctes en A. 



Donc, pour f- assez petit, la position d'équilibre 

instable sera stabil i sée . 

Les valeurs exactes des racines de 2 - 3 - 2 dépendent 

évidemment de f-• 

\ (p) : )(k (pJ 
I\ k H 

Nous les notons 

i , ô n+j r> "" -

Les é quations (2 - 3 - 5) et (2 - 3 - 6) montrent que les 

erreurs commises dans la valeur des racines de 2 - 3 - 2 

sont d'ordre O (ji-2
) 

Nous avons donc 

X k (,> = X k ( 0 > + o (r 2 > ... X k + o ,r 2) 

Ôk yi) = Ôk (o) + 0 C,2
) '"'Ôk + 0 yi 2

) 

2. Théorème de Krasovski 

Si avec les équations différentielles du mouvement per

turbé , on peut trouver une fonction V telle que 

V • o dans K 

V Î o à 1' exté rieur de K 

où K est l'ensemble des points ne contenant pas de tra

jectoires complètes pour t )' o, 

si on peut indiquer des points au voisinage de l'équillbre 

pour lesquels V est strictement positif, 

alors le mouvement non perturbé est instable. 

A16. 
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APPENDICE 3 - 5. 

1. !:,. (f) .. 1 Bo f +a\ 

8,. (-p) = 1 Bo (-p)+ G 1 

= 1 - Bo ? - a' I 

(- 1 )s I Bo f 
1 

= + G 1 

= (- 1)S!(Bop + a/1 
= (- 1 )8 l).(p) 

par cons é quent 

.6(u) 
s s-2 2 

(s = 2 n) = a 11 + a2 Jl + . . . + as-2f- + a 
0 s 

~(f) 
s s-2 a 3 = a f + a2f + . . . + + as-1 f-0 s-2 f 

(s = 2 n + 1) 

où a ., det B a = det G 
0 0 s 

2. Par la multi l i n éarité de l'application "déterminant" on 

démontre(~) que les coefficients 

la formule : 

a . sont donnés par 
l. 

• b°' • .6.o<. ' • • ., o( s-k 
s-k 1 

{ o< 1 ' • • • ' o<. s -k} C { 1 ' • • • ' s } (s f k) 

où .6~ ' • • • ' o( s - k 

ce obtenue à partir de 

représente le déterminant de la matri

B
0 

? + G en lui supprimant les li-

gnesetlescolonnes «
1

, ••• , o<s-k et en posant f•O 



G étant antisymétrique , 6 >/ o ( 2] 
o( 1' ••• ' ol._ s - k 

Comme B est dé finie posi t i ve , on a les é quiva lences cui 
o 

vantes : 

a s - k 'f o~ ~ o( ••• , ,....J k ) o 
1 ' -_ s -

= 0 ~ ":Ji6, = 0 

o< 1 ' • • • ' °' s -k 

V [ c,< 1 ' • • • ' c< s - k 1 C { 1, ••• , .s1 
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APPE rDICE 3 - 6 

b. (p) (y) = 1 Gy+ C 1 

6 (p) 
(- Y) = / -GY+cl 

le 
1 

Y+ C 1 = 

= l (G Y+ c/j 
= ~ (p) (Y) 



CONCLUSION 

----------

flous nous so~mes assiené comme but du présent mémoire 

d ' étudier une application pratique en rapport avec la stabilité. Jfous 

~vona retenu le cyroscope dans l a suspension de Cardan : tel est l ' objet 

fe la oeconde partie . 

Ce sujet supposait une étude détai llée cie queations relo.

tivea aux syi.)tèmes gyroscopi~ues : nous l'avona placée en première partie . 

I oua nous somrnes penchés ensemble sur toutes les quest ions 

posées par cc mémoire et nou,::; nous sommes séparés pour la rédaction pro

prement di te ; André HARDY a rédigé le::; chapitres 1 et 3, ainsique la partie 

pratique du chapitre 4; Jules SOLOT , les chapitres l et 5, ainsi que la partie 

t héorique du chapitre i+ . 
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